
ریاضی علوم دانشکده

کاربردی ریاضی گروه

ارشد کارشناسی پایان�نامه

معکوس زمان�بندی مسائل بررسی

گਚی ഹণیਖ৳حا تൊ࣎م
راهنما استاد

فتحعلی جعفر دکتر

مشاور استاد

فروهنده فرخ دکتر

١٣٩۴



ৎقدم৮ଘدروماభم
ୀایૡঙهروزਪیభنارمরود৯د،ୀایනرଌنরودিشان

ৎقدمୀଘاభاৣمୀایॐماশࢌ�ীشان.



චاری... ণپاس໋�
ندانند؛ او نعمت�های شمردن بی�نهایت�ها، شمارندگان که را خدای سپاس

برایشان، نبودم هیچ و بودند همه برایم که عزیزم مادر و پدر از سپاس
بودند. مهربان بایدها و شایدها از بیش که برادرانم از سپاس

فرزانه استاد از و صبوریشان و آموخته�ها برای فتحعلی جعفر دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از سپاس
پدرانه�شان، سایه برای فروهنده فرخ دکتر آقای جناب

بر را رساله این داوری که غزنوی مهرداد دکتر آقای جناب و ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب از سپاس
گرفتند. عهده

دوست از نهایت در و احمدزاده سپیده سلیمانی، فاطمه خانم�ها کرمی، رضوان آقای مهربانم دوستان از
سپاس�گزارم. رحیمی حمیدرضا آقای همیشگی

گਚی ഹণیਖ৳حا ۱۳۹۴تൊ࣎م
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چൊیده
مسائل اهمیت می�شود، پرداخته معکوس زمان�بندی و زمان�بندی مسائل بررسی به پایان�نامه این در
مثلا) داریم کار و سر انسانی نیروی با که مواردی در حتی و تجارت و صنعت دنیای در امروزه زمان�بندی
ادارات و سازمان�ها اغلب در زمان�بندی است. واضح آموزشی)، مراکز یا بیمارستان�ها در زمان�بندی
بهره�وری افزایش و هزینه�ها کاهش به می�تواند مناسب زمان�بندی یک است. نیاز مورد کارخانجات و
عمده هدف است. مؤثر زمان�بندی نتایج از نیز تولیدکنندگان برای بالاتر رقابتی توان همچنین بیانجامد.
با همزمان تسهیلات و تجهیزات کارگران، مؤثر به�کارگیری مغایر، اهداف میان تعادل ایجاد زمان�بندی

است. فرآیندها زمان و مشتریان انتظار زمان کاهش
تولید فرآیند کنید .فرض می�دهد قرار بررسی مورد را معکوس مسائل رساله این مهم، این یادآوری ضمن
توجه با سپس و کند فراهم را آنها شروع از قبل می�تواند تولیدکننده که باشد مقدمات بعضی مستلزم
شروع از بعد که کارهایی است ممکن �کند. انتخاب را دنباله بهترین دارد، اختیار در که اطلاعاتی به
و نباشد بهینه دیگر انتخابی جایگشت نتیجه در و باشند داشته متفاوتی ویژگی�های می�شوند وارد فرآیند،
تکنولوژی محدودیت همچون زیادی دلایل به اگر دهد. روی پردازش و تولید روند در یک�باره به تغییری یا
مجبور تولیدکننده کاری، ایستگاه�های جابه�جایی برای بالا هزینه مثل باشد نداشته تغییر قابلیت جایگشت
با تنیمات این هزینه کند. تنظیم را پردازش زمان یعنی کند، تنظیم را کارها بعضی انجام سرعت می�شود
معکوس زمان�بندی مسائل می�دهیم نشان ادامه در رسید. خواهد حداقل به معکوس زمان�بندی از استفاده
آن�ها زمان�بندی مسئله که مسائلی مورد در حتی دربیایند، خطی ریزی برنامه� مسائل صورت به می�توانند

است. صادق نیز نیست، حل قابل چندجمله�ای زمانی پیچیدگی در
مسائل پزشکی، عکس�برداری ژئوفیزیک، علوم مسائل در ازجمله مسائل، از خیلی در معکوس بهینه�سازی
است شرایطی در معکوس زمان�بندی مسائل اصلی کاربرد دارد. کاربرد موارد دیگر و ترافیک به مربوط
هستند آن�هایی اصلی کار پارامترهای شوند. تنظیم مشتری�ها و تولیدی�ها بین می�توانند پارامترها که
پیشنهاد تولیدی�ها مدیر که هستند آنهایی آنها، با متناظر خطای مقادیر و می�دهند ترجیح مشتری�ها که

می�کنند.
صورت به باید کارها که باشد سیستم�هایی در می�تواند معکوس زمان�بندی مسائل کاربردهای از دیگر یکی
این در خاص به�طور دارد. وجود کار پارامترهای بر کنترل یک اما باشند، موجود همواره تا بیایند دنباله
اطلاعاتی می�شوند داده سیستم به کار پارامترهای که زمانی می�دهد، انجام را زمان�بندی که کسی سیستم�ها
به کند، تنظیم مشتری�ها با را پارامترها حقیقی مقدار می�تواند زمان�بند می�آورد. به�دست آن�ها مورد در
کاربرد دارد. نگه� بهینه را آن� شد، افزوده بهینه زمان�بندی به جدید پارامترهای اینکه از بعد حتی که ترتیبی

می�کند. تعیین را شده ذکر کار پارامترهای در تغییر مقدار کمترین معکوس زمان�بندی
تنظیم�پذیر پردازش زمان ماشینه، دو ماشینه، تک معکوس، زمان�بندی زمان�بندی، : کلیدی کلمات
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١ فصل

زمان�بندی مسائل اولیه مفاهیم

مقدمه ١.١

نسبتاً تعریف این است. وظایف از مجموعه�ای اجرای برای زمان طول در منابع تخصیص زمان�بندی١
در که است فرآیندی و است تصمیم�گیری نوعی زمان�بندی اولا بردارد، در را مختلف مفهوم دو واژه، کلی
اصول، از مجموعه�ای که است نظری مبحثی زمان�بندی ثانیاً می�کنند. تعیین را زمانی برنامه آن جریان
فراهم زمان�بندی عمل مورد در عمیق بینشی ما برای که می�گیرد، بر در را منطقی نتایج و روش�ها مدل�ها،

می�آورد.
”یک معنی به آن لاتین ریشه و است برنامه�شدن” ”دارای و ”فهرست�بندی” معنی به لغت در زمان�بندی

می�باشد. طومار٣” و یادداشت آگهی، ” معنی به آن فرانسوی ریشه همچنین و است مقاله٢” از برگ
می�شود. داده بسیاری اهمیت آنها به امروزه جهت بدین دارند، فراوان کاربرد صنعت در زمان�بندی مسائل
سپس و شد، برده بکار راه�آهن زمانی جدول بررسی برای [٣٣] ١٩٣۶ سال در بار اولین زمان�بندی مسئله
آن از کرد. جلب خود به را مختلف علوم دانشمندان از بسیاری توجه مسئله این ١٩۵٠ سال اوایل در
به آنها مورد در زیادی دانشمندان و شد بیان مختلف فرضیات با همراه مسئله این از صورت�هایی بعد به
است درآمده گسترده مبحث یک به�صورت مسئله این امروزه که �گونه�ای به پرداختند، حل راه ارائه و بحث

می�طلبد. را خاصی مطالعات زمینه این در کار که

زمان�بندی کار ١.١.١

مختلف وضعیت�های در کارها، از مجموعه�ای اجرای برای زمان طول در منابع تخصیص عملی مسئله
ریزی برنامه� به مربوط مسائل برخی حل از پس کارها زمان�بندی عمل موارد بیشتر در اما می�شود مطرح

١scheduling
٢A Small Leaf of Paper
٣Scroll, Note or Bill



٢ زمان�بندی مسائل اولیه مفاهیم .١

زمان�بندی، به مربوط تصمیمات که داشت نظر در را نکته این باید و می�گیرد قرار توجه مورد اصولی
دارد. مدیریتی تصمیمات از وسیع�تری مجموعه به نسبت کمتری اهمیت

محصولی انتخاب به مربوط مدیریتی اساسی مسائل ساخت، به مربوط مسائل حل در مثال عنوان به
و بازار بررسی کارگیری به از بعد دارد. اولویت محصول هر تولید میزان تعیین و شود ساخته باید که
محصول که مسئله این بر را تکنولوژیکی ریزی برنامه� مسائل، این�گونه حل برای اقتصادی تحلیل�های
داده زمان�بندی به مربوط سؤالات این جواب این�که از بعد فقط می�کنند. متمرکز شود ساخته باید چگونه

است. مناسب زمان�بندی مسائل به توجه برای زمان شد، دانسته منابع بودن دسترس در و شد
تعیین و طراحی مستلزم درمانی خدمات ارائه در مدیریتی اساسی مسائل کنید، توجه دیگری مثال به
به آن از پس تکنولوژیکی ریزی برنامه� است. مورد هر در خدمت�دهی و کارایی میزان و خدمات تعداد
بعدی مراحل در انسانی نیروی گسترش و تجهیزات از بهره�برداری میزان کارخانه، طراحی همچون مسائلی
به می�توان شد فراهم دسترس�پذیر منابع از نموداری تصمیمات این اتخاذ با که وقتی می�شود. مربوط

پرداخت. زمان�بندی مسائل
می�شود. مربوط زیر سه�گانه مسائل به مدیریت اصولی تصمیمات چه�طور که می�دهد نشان مثال�ها این

شود؟ عرضه است قرار خدمتی یا محصول چه .١
شود؟ عرضه است قرار مقیاسی چه در .٢

شود؟ تأمین است قرار منابعی ٣.چه
که است این بر فرض زمان�بندی کار در مقابل، در است. ریزی برنامه� کار پرسش�ها این به دادن پاسخ
می�شود مربوط وضعیتی به صرفاً زمان�بندی کار بنابراین، است. شده فراهم پیش از پرسش�ها این جواب
باشد. شده تعیین موجود منابع ترکیب و شده توصیف شود، زمان�بندی باید که کارهایی طبیعت آن در که
کار دو این توضیح برای نیست. هم از مستقل کاملا زمان�بندی و ریزی برنامه� کارهای عمل در البته

بگیرید: نظر در را زیر نمونه سناریوی
تعیین دسترس�پذیر منابع میزان برای حدودی و مشخص شود انجام باید که را وظایفی ابتدا ریز۴ برنامه�
کارهای انجام به چگونه موجود منابع که می�کند مشخص و می�گیرد را اطلاعات این زمان�بند سپس می�کند
کند ارزیابی را آن می�تواند زمان�بند۵ شد، تهیه آزمایشی زمانی برنامه یک وقتی یابد. تخصیص تعیین�شده
زمانی برنامه عملکرد چگونگی از ریز برنامه� است ممکن کند. ارائه ریز برنامه� به را خود ارزیابی نتایج و
وسیله بدین و دهد تغییر را وظایف) خود حتی (یا شده ریزی برنامه� منابع ظرفیت و نباشد راضی آزمایشی
قبل مقام دو این میان متقابل رابطه دهد. قرار زمان�بند اختیار در را شده�ای تجدیدنظر ورودی اطلاعات
بین اطلاعات کردن بدل و رد بارها طی است ممکن ریزی برنامه� مورد در نهایی تصمیم یک به دستیابی از
بررسی لزوم باره، یک به تغییرات و این�چنینی موقعیت�های در و شود تکرار شیوه همین به گروه دو این

می�شود. احساس بیشتر معکوس زمان�بندی
امکانات، توسعه یا طراحی مانند بلندمدت تعهداتی بیانگر ریزی برنامه� تصمیمات سرانجام حال، هر به
این می�توان ابتدا درحالی�که است. کار نیروی به مربوط تصمیم�گیری�های و تجهیزات نصب و خرید

۴programmer
۵scheduler
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حدودی شود، تجدیدنظر برنامه�ها در که زمانی کرد، اتخاذ زمان�بندی چگونگی به توجه با را تصمیمات
فرایند بنابراین شود. اجرا طولانی دوره�ای در باید آن به توجه با زمانی برنامه که می�کنند مشخص را
بلندمدت تعهدات به توجه با اساساً منابع، دسترس�پذیری که می�کنند تهیه شرایطی در اغلب را زمان�بندی

باشد. ثابت اولیه، ریزی برنامه� تصمیم طبق شده پذیرفته
توصیف سیستمی رویکردی طبق را زمان�بندی تصمیمات به دستیابی قدم�های می�توان فکری زمینه این با
شود، تعبیر تصمیم�گیری به ورود برای عقلایی روش معنای به واژه این است ممکن رسمی غیر طور به کرد.
فزاینده حمایتی از امروزی مدیریتی عملکرد در که است رسمی ساختاری نشانگر سیستمی رویکرد اما
بر در را ارزیابی و ایجاد تحلیل، فرمول�بندی، سیستمی رویکرد اصولی مرحله چهار می�شود. برخوردار

می�گیرد.
فعالیت این می�کنند. تعیین را تصمیم�گیری بر حاکم ضابطه�های و تعریف را مسئله اساساً اول مرحله در
صریح کردن مشخص و مسئله روش تعریف بدون خوب و مناسب تصمیمات ولی است پیچیده اغلب
متقابل روابط و مسئله عناصر بررسی مشروح فرآیند تحلیل، شود. اتخاذ است ممکن به�ندرت اهداف
با آنها روابط تشخیص نیز و تصمیم�گیری متغیرهای تعریف مرحله این از هدف است. یکدیگر با آنها
و مسئله جواب مختلف گزینه�های ساختن فرآیند ایجاد کند، پیروی آن از باید که است محدودیت�هایی
و امکان�پذیر گزینه�های مقایسه فرآیند بر مشتمل ارزیابی بالاخره و است ممکن گزینه�های تعیین آن نقش
وهله در که است ضابطه�هایی بر مبتنی انتخاب این البته است. به�کارگیری جهت مطلوب گزینه انتخاب

است. شده تعیین نخست
می�شود بررسی که مدل�هایی می�کند. کمک ترکیب و تحلیل فرآیندهای انجام به مناسب مدل�های با آشنایی
مشخص همچنین و می�شود مشاهده زمان�بندی مسائل در بارها که دارد مهمی متقابل روابط و عناصر
در گزینه�ها، ارزیابی فرآیند سرانجام، می�آید. به�وجود نظام�مند به�طور چگونه ممکن جواب�های که می�کند
از مهمی قسمت اکثراً پیچیده راه�حل�های بردن به�کار و باشد پیچیده است ممکن زمان�بندی بزرگ مسائل

برمی�گیرد. در را زمان�بندی وظیفه

زمان�بندی نظریه ٢.١.١

زمان�بندی مدل�های توسعه و زمان�بندی کار بین و دارد سروکار ریاضی مدل�های با اصولا زمان�بندی نظریه
دیدگاه می�زند. محک زمان�بندی عملی و نظری مسائل با را آنها پیوسته طور به و می�کند برقرار رابطه
فشرده شکل قالب در مسئله ساختار به یافتن دست آن سعی و است کمی رویکردی غالب طور به نظری
و صریح هدف تابع یک قالب در تصمیم�گیری اهداف تفسیر با کمی رویکرد این ویژه به است. ریاضی

می�شود. شروع صریح به�صورت تصمیم�گیری موانع بیان
زمان�بندی به مربوط تصمیمات اجرای برای سیستم هزینه�های تمام دربرگیرنده باید آرمانی هدف تابع
رسیدگی آن به مرتبط هزینه�های و تنظیمات به بیشتر معکوس زمان�بندی مسائل هدف تابع در باشد.
حقیقت، در است. مشکل هزینه�هایی چنین اندازه�گیری عمل، در آن اجرای هنگام به حال، هر به می�شود.
دشوار کوتاه�مدت هزینه�های تفکیک که حالی در می�کند تعیین ریزی، برنامه� کار را عملیاتی عمده هزینه�های
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از کارا بهره�برداری زمان�بندی، در هدف نوع سه این، وجود با می�آیند. نظر به ثابت اغلب آنها و است
عمده�تر شده تعیین تحویل موعدهای با تحویل زمان�های دقیق انطباق و تقاضا به سریع پاسخگویی منابع،
(مانند سیستم عملکرد سنجش به مربوط هزینه�ای مهم ضابطه یک از می�توان غالباً می�رسند. نظر به
سیستم کل هزینه برای جانشینی عنوان به کار) تأخیر یا کار انجام برای انتظار زمان ماشین، بیکاری زمان

کرد. استفاده
،اولا می�شود. ظاهر زمان�بندی مسائل در معمولا امکان�پذیری به مربوط محدودیت�های از نوع دو
انجام ترتیب در تکنولوژیکی محدودیت�های ثانیاً دارد، وجود منابع دسترس�پذیری در محدودیت�هایی
محدودیت نوع دو این برای امکان�پذیر راه�حلی یافتن زمان�بندی مسئله هر به جوابی دارد. وجود کارها

است: سؤال دو این به پاسخگویی با برابر زمان�بندی مسئله هر ”حل” که به�طوری است،

شد؟ خواهد داده تخصیص وظیفه هر انجام برای منبع کدام .١
شد؟ خواهد انجام وقت چه در وظیفه هر .٢

منحصر عملیات توالی و منابع تخصیص مورد در تصمیم�گیری به زمان�بندی مسائل جوهره دیگر، عبارت به
تصمیم�گیری سؤال دو این به پاسخگویی برای ریاضی مدل�های از مملو زمان�بندی نوشتارهای می�شود.

است.
به مربوط مسائل ویژه به محدودیت�دار بهینه�سازی مسائل به�صورت زمان�بندی مسائل سنتی به�طور
زمان�بندی مسئله موارد از پاره�ای در است. گرفته قرار بررسی مورد عملیات توالی و منابع تخصیص
برای می�توانند معمولا ریاضی ریزی برنامه� مدل�های حالات این در و است منابع تخصیص به مربوط تنها

گیرند. قرار استفاده مورد بهینه منابع تخصیص زمینه در تصمیمات تعیین
بر نوعاً منابع زمان�بندی، به مربوط نوشتارهای در منابع�اند. و کارها زمان�بندی مدل�های مهم عناصر
میزان و نوع نشان�دهنده مدل هر که به�طوری می�شوند، مشخص خود کیفی و کمی قابلیت�های حسب
زمانی کار، انجام مدت احتیاج، مورد منبع قبیل از اطلاعاتی برحسب مشخص کار هر است. منبع هر
را کارها از مجموعه�ای به�علاوه می�شود. توصیف آن تحویل زمان و کرد شروع می�توان را آن انجام که
صدق آن تشکیل�دهنده عناصر مورد در که تقدمی) (روابط تکنولوژیکی محدودیت�های برحسب می�توان

کرد. بیان می�کند
واقع مفید زمان�بندی مسائل حل در که است مختلفی و متنوع شیوه�های شامل همچنین زمان�بندی تئوری
ترکیبی، روش�های ارزیابی و به�کارگیری ایجاد، کانونی نقطه به�صورت زمان�بندی حوزه واقع در می�شود.
شیوه انتخاب است. درآمده مسائل حل ابتکاری رویکردهای و شبکه�ای روش�های شبیه�سازی، شیوه�های
خیلی در دارد. بستگی دیگر عوامل و کارایی معیار انتخاب و مدل طبیعت مسئله، پیچیدگی به مناسب
همین به شود. گرفته درنظر مسئله به برخورد مختلف گزینه�های عنوان به شیوه چند است بهتر حالات از
توجه نیز مدل�ها بررسی به بپردازد روش�ها بررسی امر به که اندازه همان به شاید زمان�بندی نظریه دلیل

دارد.
نمونه برای شود. مشخص کارها رفتار و منابع ترکیب است لازم زمان�بندی عمده مدل�های رده�بندی برای
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مربوطه کار باشد داشته منبع نوع یک اگر باشد. داشته منبع نوع چند یا یک است ممکن مدل یک
می�شود انجام مرحله�ای چند معمولا کارها باشد داشته منبع چند اگر درحالی�که است، مرحله�ای یک احتمالا
اگر به�علاوه گرفت. نظر در موازی یا واحد مجموعه یک به�صورت می�توان را منابع حالت دو هر در و
در می�شود، نامیده ایستا۶ سیستم، نکند تغییر زمان طول در زمان�بندی برای دسترس در کارهای مجموعه

می�شود. نامیده پویا٧ سیستم، شود افزوده زمان طول در کارها مجموعه به جدید کار یک اگر مقابل
بررسی�های و است پویا مدل�های از آسانتر ایستا مدل�های بررسی که است شده ثابت سنتی طور به
سیستم�های پیچیده�تر ماهیت اغلب ایستا مدل�های این، وجود با است. شده انجام آنها مورد در گسترده�تری
ابتکاری اصول و ارزشمندی بینش�های کشف به اوقات اغلب ایستا مسائل تحلیل و می�گیرد خود به را پویا

است. شده واقع سودمند کلی وضعیت�های در که انجامیده مناسبی
است. بوده ساخت زمینه در آمده پدید مسائل از ناشی زمان�بندی حوزه در اولیه پیشرفت�های از بسیاری
هر شود. استفاده ساخت به مربوط واژه�های از زمان�بندی مسائل توصیف در که است طبیعی بنابراین،
قابل اهمیت از نیز نمی�شود مربوط ساخت به که حیطه�هایی از بسیاری در زمان�بندی اکنون هم� چند
منابع لذا، می�شود. استفاده آن در نیز ساخت رشته واژه�های از همچنان ولی است برخوردار توجهی
فعالیت چند از خود کارها موارد از پاره�ای در می�شود. نامیده ”کار” اساسی وظایف و ”ماشین” معمولا
اجزائی چنین دارد. متقابل رابطه یکدیگر با تقدمی محدودیت�های به�وسیله که است شده تشکیل جزئی
یک در سرپایی بیماران معاینه زمان�بندی مسئله یک با مثلا است ممکن بنابراین می�نامند. عملیات٨ را
شده توصیف ”ماشین” با ”کار” پردازش کلی مفهوم به سیستم که دریابیم و شویم مواجه طبی کلینیک

است.

زمان�بندی اهداف و تعریف ٢.١

بگوییم باید کنیم، بیان را آن هدف و زمان�بندی خلاصه طور به بخواهیم اگر شده مطرح مباحث از بعد
که است الگویی از استفاده مختلف، فعالیت�های مناسب�تر مدیریت و بهتر انجام برای مؤثر عامل یک
را ما که مسائلی از دهد. انجام ممکن وجه بهترین به را فعالیت�ها این به نیاز مورد منابع اختصاص
منابع از مجموعه� یک زمان�بندی مسائل اغلب در است. زمان�بندی مسئله می�کند یاری زمینه این در
به مصرف�کننده�ها به سرویس�دهنده�ها باید که داریم، مصرف�کننده�ها از مجموعه�ای و سرویس�دهنده�ها یا

شود. بهینه عملکرد معیارهای از یکی که یابند اختصاص نحوی
تابع که می�باشد مسئله هدف تابع همان حقیقت در و دارد مسئله اهداف با مستقیم رابطه عملکرد معیار
کل زمان کردن حداقل است ممکن همچنین می�باشند. زمان کردن حداقل به�صورت مسائل اغلب هدف
زمانی پیچیدگی کردن بهینه سرویس، دریافت برای کارها انتظار زمان میانگین کردن حداقل سرویس،

باشد. و...
۶static
٧dynamic
٨opration
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می�تواند مصرف�کننده و باشد و... ماشین١٠ کارمند، پردازشگر٩، یک منبع، یک می�تواند سرویس�دهنده
به ماشین یا و پردازشگر کلمه از ما پایان�نامه این در باشد. و... کار١١ مشتری، کامپیوتری، برنامه یک

می�کنیم. استفاده مصرف�کننده کلمه جای به کار کلمه از و سرویس�دهنده کلمه جای
هدف تابع که می�شود اعمال سیاستی زمان�بندی مسئله یک در پردازشگر، توسط کارها اجرای جهت
تخصیص و کارها پردازش ترتیب چگونگی عمل دو باید بهینه زمان�بندی سیاست یک کند. بهینه را

می�باشد. (١.١) شکل به�صورت زمان�بندی سیستم کلی فرم کند. مشخص را کارها به پردازشگرها

زمان�بندی سیستم :١.١ شکل

عملکرد می�باشد. آن�ها کارایی و عملکرد مختلف، زمان�بندی�های سنجش و مقایسه جهت مشخصه دو
بهتر سیاست باشد بهتر عملکرد چه هر که است، نزدیک بهینگی به حد چه تا سیاست که می�کند مشخص
زمان�بندی سیاست که است معنی بدین نیز کارایی دارد. بر در را بهینه سیاست بهینه عملکرد و است

باشد. جوابگو را مسئله حالت�های تمام

زمان�بندی مسائل دسته�بندی ٣.١

اعمال می�شود. ریزی طرح� زمان�بندی سیاست آنها اساس بر که دارد فرضیاتی زمان�بندی مسئله هر
ایجاد موجب که فرضیاتی از بعضی می�آورد. وجود به� را گوناگونی زمان�بندی مسائل مختلف، فرض�های

است. آمده ادامه در می�شوند مختلف زمان�بندی مسائل
زمان�بندی اول حالت در می�شوند، سیستم وارد تدریج به اینکه یا موجودند سیستم در ابتدا در کارها آیا (�١
پویا حالت در می�شود. انجام پویا به�صورت زمان�بندی دوم حالت در و شده انجام ایستا به�صورت مسئله

باشد. احتمالی تابع یک به�صورت است ممکن کارها ورود زمان
متوقف را آن پردازش کار یک انجام حین در می�توان آیا خیر. یا است مجاز کار یک پردازش قطع آیا (٢
قطع قابل غیر یا قطع قابل را زمان�بندی مورد، به بسته که داد، انجام دیگری زمان در را کار ادامه و کرد

نامند.
٩processor

١٠Machine
١١job
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چندماشینی١٣ باشد عدد چندین اگر و تک�ماشینی١٢ را زمان�بندی باشد یکی پردازشگر�ها تعداد ٣)اگر
گویند.

چه به شدن پردازش جهت کار هر یعنی است. چگونه پردازشگرها توسط کارها پردازش ۴)جریان
کارگاهی١۴ را مسئله باشد، خود به مخصوص پردازش جریان دارای کار هر اگر دارد. نیاز پردازشگرهایی
اگر همچنین می�نامند. خاص١۵ کارگاهی باشد، یکسان پردازش جریان دارای کارها تمام اگر و نامیده
نامند، شرط١۶ بدون کارگاهی نباشد، مهم کارها روی مختلف پردازشگرهای توسط پردازش انجام ترتیب
کارگاهی را آن باشد، یکسان ماشین�ها روی بر کارها پردازش ترتیب خاص کارگاهی مسئله در اگر و

می�نامند. غیرجایگشتی١٨ خاص کارگاهی صورت این غیر در و می�نامند جایگشتی١٧ خاص
پایان به منوط بعضی پردازش شروع و وابسته�اند هم به اینکه یا هستند مستقل یکدیگر از کارها آیا (۵
داشت. خواهیم را کارها تقدم با همراه زمان�بندی حالت این در که است، دیگر کارهای بعضی پردازش

می�شود انجام سری٢٠ پردازشگر�های روی بر گاهی و موازی١٩ پردازشگر�های روی بر گاهی ۶)زمان�بندی
که باشیم داشته کاری مرکز یا ماشین تعدادی که حالتی در می�شود. تقسیم دسته دو به نیز اساس این بر و
در یعنی صورت این غیر در �می�گویند. موازی ماشین�ها این به دهند، انجام را دیگری کار بتوانند یک هر

هستند. سری ماشین�های دهد، انجام را خودش کار بتواند تنها ماشین هر که حالتی
می�باشد. ٢.١ شکل به�صورت است، آمده [١٧] در که زمان�بندی مسائل از دسته�بندی یک

معین٢١ زمان�بندی در شده�اند. طبقه�بندی اطلاعات به دسترسی نوع برحسب مسائل دسته�بندی، این در
زمان�بندی در ولی است، مشخص اجرا زمان از قبل آن�ها بین روابط و کارها به راجع اطلاعات تمام
نیست. مشخص اجرا از قبل آن�ها بین ارتباط هزینه� و کارها گرافی نمایش ساختار اجرا، زمان نامعین٢٢
شاخه یک مسیر زیرا می�دهند، نشان را نامعین حالت�های مسئله، در حلقه�ها و شرطی شاخه�های مثلا
شوند، اجرا آن از قبل برنامه�های که زمانی تا است ممکن شود انجام باید حالت کدام اینکه و شرطی
باشد. نامشخص برنامه اجرای شروع از قبل تا می�تواند حلقه یک بالای کران همچنین نباشند. مشخص
ایستا، نامعین زمان�بندی در می�شود. استفاده ترکیبی٢٣ و پویا ایستا، صورت سه به نامعین زمان�بندی
مثلا می�شود. زده تخمین اجرا از نیازقبل مورد اطلاعات بعضی و کارها گرافی نمایش به راجع اطلاعات
قبل می�توان را حلقه�ها تکرار تعداد حداکثر و شرطی حالت در مسئله مختلف شاخه�های اجرای احتمال

زد. تخمین یا و کرد پیش�بینی اجرا از

١٢Single machine
١٣Multiple machine
١۴Job shop
١۵Flow shop
١۶Open shop
١٧Permutation flow shop
١٨Non-permutation flow shop
١٩Parallel processor
٢٠Series processor
٢١Deterministic
٢٢Nondeterministic
٢٣Hybrid
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است اجرا زمان و می�شود گرفته اجرا حین در زمان�بندی جهت تصمیمات پویا، نامعین زمان�بندی در
در است. چقدر حلقه تکرار تعداد یا و شود اجرا باید شرطی عبارت از شاخه کدام می�شود مشخص که
زده تخمین اجرا از قبل اطلاعات از قسمتی یعنی می�رود به�کار پویا و ایستا روش دو هر ترکیبی، حالت
که پردازش�ها پیش بعضی از روش این در همچنین می�شود. مشخص اجرا حین در قسمتی و می�شود
کاهش اطلاعات بودن نامعین که جهتی در پویا زمان�بندی هدایت برای می�شوند، انجام ایستا به�صورت

می�شود. استفاده یابد،
کارها بین ارتباط هزینه کارها، گرافی ساختار آن در که است، ایستا زمان�بندی مستلزم معین زمان�بندی
یک به اجرا برای می�شود، ارائه کار یک هروقت ایستا زمان�بندی در است. مشخص قبل از اجرا زمان و
داده�های روی را یکسانی برنامه�های پردازشگرها همه که حالتی می�شود. داده نسبت خاص پردازشگر
پردازشگرها اگر می�شود. نامیده SPMD یا داده٢۴ چند با همراه برنامه�ای تک می�کنند، اجرا مختلف
می�نامند. MIMD یا داده٢۵ چند با همراه دستورالعملی چند را آن� آن�گاه کنند اجرا را مختلفی کارهای

عنوان با مسئله آن�گاه شود، انجام زودتر کار کدام که نباشد مهم یعنی نباشد، اجرا تقدم رابطه کارها بین اگر
اگر دارد، وجود تأخر و تقدم رابطه کارها بین که هنگامی و می�شود شناخته کارها ٢۶ تخصیص مسئله
مسئله بهینه جواب آوردن بدست برای چندجمله�ای زمانی پیچیدگی با الگوریتمی یعنی مناسبی، الگوریتم
ابتکاری روش�های صورت این غیر در و می�شود بررسی ٢٧ بهینه حالت در مسئله آن�گاه باشد، موجود
بدست برای چندجمله�ای زمانی پیچیدگی با راه�حل�هایی روش�ها این در که می�رود به�کار آن حل برای ٢٨

کارها بین ارتباط است ممکن بهینه حالت در می�شود. ارائه بهینه حالت به نزدیک و تقریبی جواب آوردن
بود. خواهد نظر مورد نیز هزینه کردن کمینه این�صورت در که باشد هزینه دارای

٢۴Single Program Multiple Data
٢۵Multiple Instruction Multiple Data
٢۶Allocation
٢٧Optimal
٢٨Heuristics
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زمان�بندی مسائل دسته�بندی :٢.١ شکل
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کارگاهی مسائل ١.٣.١

برای کارها) برای پیشنهادی (ترتیب بهینه دنباله یک تعیین از است عبارت کارگاهی مسئله ساده�ترین
به�تریتب s١, s٢, . . . , sn کنید فرض می�شوند. پردازش ماشین یک توسط تنها که کار n شامل مجموعه�ای
از مختلف جایگشت�های تمام می�تواند زمان�بندی یک باشند. j١, j٢, . . . , jn کارهای پردازش زمان�های
جایگشت�ها تعداد که (می�دانیم کند انتخاب را بهینه دنباله و کرده بررسی را ١,٢, . . . , n صحیح اعداد
٢٩ کارها پردازش کل زمان جایگشت�ها تمام در تک�ماشینه زمان�بندی برای که است واضح است). n!
یعنی کارها، انتظار زمان میانگین که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را بهینه زمان�بندی بنابراین است، یکسان
شود. مقدار کمترین می�برد، سر به پردازش انتهای تا ورود ابتدای از سیستم در کار یک که زمانی میانگین
یعنی باشد، نزولی غیر شده انتخاب دنباله در پردازش زمان�های اگر که داد نشان می�توان راحتی به [۶] در
و شود انتخاب s١, s٢, . . . , sn به�تریتب اجرای زمان�های با j١, j٢, . . . , jn به�صورت کارها دنباله اگر
خواهد را انتظار زمان میانگین کمترین دنباله این با زمان�بندی آن�گاه s١ ≤ s٢ ≤ · · · ≤ sn باشیم داشته

می�شود. نامیده ٣٠ S.P.T. کارها انتخاب روند این داشت.
نسبت را wi وزن i کار به منظور این برای نمی�باشند، پردازش جهت یکسان اهمیت دارای کارها همه گاهی
باشد به�گونه�ای زمان�بندی بخواهیم اگر حالت این در است. i کار اهمیت نشان�دهنده wi بزرگی که می�دهیم
انتخاب به�گونه�ای را کارها از دنباله�ای به باید شود، مقدار کمترین کارها انتظار زمان وزنی میانگین که

باشیم: داشته که کنیم
s١
w١

≤ s٢
w٢

≤ · · · ≤ sn
wn

می�باشد. نیز S.P.T. روش برای کلی حالت این
[٢۵] ٣١ جانسون توسط الگوریتمی بار اولین خاص کارگاهی مسئله در ماشین دو و کار n حالت برای
نام به مسئله است، اجرا کل زمان کردن کمینه هدف که وقتی حالت این در گردید. ارائه ١٩۵۴ سال در
همچنین و [۶] در جانسون قضیه اثبات و آن قضیه جانسون، مسئله می�شود. شناخته جانسون مسئله

است. آمده پایان�نامه این بعدی فصل�های در
نظر در پردازش�گرهایی تعداد را mj دارد. پردازش�گرها از دنباله یک به نیاز کار هر کارگاهی مسائل در
و ماشین دو و کار n حالت در کارگاهی مسئله دارد. نیاز آن�ها به پردازش حین در j کار که می�گیریم
جانسون الگوریتم توسعه به�وسیله ١٩۵۵ سال در [٢۴] ٣٢ جکسون را (j = ١,٢, . . . , n) ،mj ≤ ٢
سال در آدیری٣٣ و هفتز همچنین می�باشد O(n log n) زمانی پیچیدگی دارای جکسون روش کرد. حل
کارها پردازش زمان�های وقتی کارگاهی، مسئله از ماشین دو و کار n حالت که دادند نشان [٢٠] ١٩٨٢

. شود حل O(
∑n

j=١mj) زمان در می�تواند باشد، واحد برابر ماشین�ها توسط
در کارگاهی مسئله که است کرده ثابت [۴٧] ١٩٩١ سال در ساتسکو٣۴ ماشین سه و کار n حالت برای

٢٩Makespan
٣٠Shortest Processing Time
٣١S.M.Johnson
٣٢J.R.Jackson
٣٣N.Hhefetz and I.Adiri
٣۴Y.N.Satakov
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ماشین�ها توسط کار هر برای پردازش زمان اگر حتی حالت این در همچنین است. NP-سخت کلی حالت
NP-سخت مسئله هم باز که داده�اند نشان [٢٩] ١٩٧٩ سال در رینوی�خان٣۵ و لنسترا باشد واحد برابر
ماشین سه و کار n حالت در کارگاهی مسئله تقریبی حل بریا جانسون الگوریتم از توسعه�ای می�باشد.
توسط نیز دیگری تقریبی الگوریتم�هایی است. رفته کار به [١٩] ١٩۶٣ سال در وانگر٣۶ و جیجلیو توسط
و استوری توسط نیز و کرانه و شاخه روش از استفاده با [٢٣] ١٩۶۵ سال در اسکراج٣٧ و ایگنال
خاص کارگاهی مسئله فرمول�بندی برای صحیح ریزی برنامه� روش از استفاده با ١٩۶٣ سال در وانگر٣٨
[۴] ١٩۵۵ سال در اکرز٣٩ بوسیله مختلف روش دو ماشین n و کار دو جالت در .[٣٩] است شده ارائه

است. شده ارائه چندجمله�ای زمان�های با [٨] ١٩٨٨ سال در بروکر۴٠ و

آنها از یکی حداقل که داریم ممکن زمان�بندی (n!)m ما ماشین، m و کار n حالت برای کلی طور به
کرانه و شاخه تکنیک از [٧] ١٩۶۵ سال در وایت۴١ و بروکز حالت این در می�دهد. ما به را بهینه جواب
نیز اخیراً بود. کوچک مسائل برای بیشتر آن کارایی ولی کردند استفاده کارگاهی مسئله تقریبی حل برای
�مسئله این حل برای چندجمله�ای زمان با تقریبی الگوریتمی [٣٧] ١٩٩۴ سال در همکاران۴٢ و اشکویز

است. آمده عمل به کارگاهی مسائل از بررسی�هایی [٣۵] و [٢۶] ،[۶] در کرده�اند. ارائه

٣۵J.K.Lenstra and A.H.G.Rinnooy kan
٣۶R.H.Jiglio and H.M.Wagner
٣٧E.J.Ignall and L.E.Schrage
٣٨A.E.Story and H.M.Wagner
٣٩S.B.Akers
۴٠P.Brucker
۴١G.H.Brooks and G.R.White
۴٢D.B.Shmoys and et al.





٢ فصل

کارگاهی زمان�بندی مسائل

مقدمه ١.٢

آوردن بدست در سعی می�پردازیم، خاص کارگاهی زمان�بندی مسئله بررسی و معرفی به فصل این در
موارد در نهایت در و دو�ماشینه ماشینه، یک خاص کارگاهی مسائل در پردازش زمان بیشترین مینیمم
بهینگی برای کافی و لازم شرایط می�کنیم. اثبات و مطرح را جانسون الگوریتم داریم. سه�ماشینه از خاصی
مثال�های برخی حل به و بیان قضایا برخی فصل این در می�کنیم. بیان را، می�آوریم بدست که دنباله�هایی

می�شود. پرداخته عددی

معرفی ٢.٢

آن�ها در که هستند مسائل از دسته آن سری زمان�بندی که دیدیم زمان�بندی دسته�بندی در قبل فصل در
این گردند. پردازش کارها تمام برای یکسان و مشخص ترتیب با ماشین�ها تک تک توسط باید کارها
یک توسط کار یک آن�که از پس است. خاص کارگاهی مسائل یا تولیدی خطوط مناسب زمان�بندی نوع
. . . و دسر اصلی، (غذای رستوران در غذا صف می�شود. بعدی ماشین صف وارد شد پردازش ماشین
به ورود صف یا و می�کنند) مراجعه آخر قسمت به پرداخت برای مشتریان سپس می�شود، ارائه به�ترتیب
درخواست، (ارائه بانکی حساب کردن باز یا و استادیوم) به ورود و بدنی بازرسی بلیط، (خرید استادیوم
در ما هستند. مسائل دسته این از (. . . و چک دسته چاپ نیاز،تأیید، مورد استعلام�های فرم�ها، بررسی

می�گیریم. نظر در را سری زمان�بندی مسائل پایان�نامه این
می�نامند. خاص کارگاهی را مسئله باشد برقرار زیر شرایط عمومی کارگاهی زمان�بندی در اگر

تعداد i = (١, . . . ,m) که است، pj,i پردازش زمان با oj,i عملیات m شامل ،j کار هر •
شود. پردازش Mi ماشین توسط باید عملگر هر و می�باشد ماشین�ها

bj با دوم ماشین در و aj با اول ماشین در j کار برای را پردازش زمان دو�ماشینه کارگاه�های (در
می�دهیم). نشان
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باشد داشته وجود i = ١, . . .m− ١ که oj,i −→ oj,i+١ محدودیت ،j = ١, . . . , n هر برای •
می�شود. پردازش i+ ١ ماشین در سپس و i ماشین در ابتدا کار هر که معنی این به

محیط آن اول بخش که Fm||{} می�گیریم، نظر در زمان�بندی مسائل معرفی برای قسمتی سه نمادی
بخصوص مسئله(پارامتر پارامتر مشخصه نماد میانی بخش می�کند. مشخص را تعداد همان یا ماشین
میانگین C پردازش١، کل زمان Cmax با مثلا می�کند. معرفی را هدف تابع انتهایی بخش است. کار)

داریم. را Fm||Cmax یا Fm||C نماد پردازش زمان
ترتیب این است، هدف تابع کردن کمینه جهت در i ماشین هر برای کارها ترتیب بهترین کردن پیدا مسئله

می�نامیم. π جایگشت را کارها
شده پردازش بیشتری ماشین�های تعداد توسط k اگر ،(k < j) می�آید j از قبل k عملیات می�گوییم

باشد.
ببینید. را ١.٢ شکل

کارها مکان :١.٢ شکل

پردازش زمان اندازه مستطیل�ها و است ماشین یک در متفاوت عملیات�های دهنده نشان سطر هر
کنید فرض داریم). را فرضیات همین نامه پایان این شکل�های تمام (در می�کنند مشخص را مربوطه کار

شود. پردازش یکسان زمان در کارها ماشین�ها تمام در
همان در و ماشین سه هر توسط k کار می�بینیم بگیرید، نظر در را سوم ماشین و چهارم ستون مثال به�طور

است. شده پردازش اول ماشین دو توسط تنها j کار زمان

تک�ماشینه زمان�بندی مسائل ٣.٢

می�شود انجام ماشین�ها توسط که کارهایی زمان�بندی دارد، وجود کارگاه در که ماشین�هایی تعداد به توجه با
می�نامیم تک�ماشینه را مسئله دارد، عهده بر را کارها پردازش ماشین یک که کارگاهی در است. متفاوت

١makespan
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توالی مسئله می�دهیم. نمایش F١||C با را مسئله است پردازش زمان میانگین کردن کمینه هدف اگر و
زمانی برنامه یک کارها ترتیب تعیین آن در که است (تک�ماشینه) زمان�بندی خاص مسئله یک عملیات،

می�دهد. تشکیل را کامل
،[۴٢] گرفت نظر در را کنترل قابل پردازش�های زمان با تک�ماشینه مسئله یک ١٩٨٠ سال در ویکسون٢
را زمان�بندی هزینه که کند تعیین گونه�ای به را پردازش واقعی زمان و کارها دنباله که بود این او هدف
همین روی بر [٣٢] ١٩٩٠ سال در نیز زدرزالکا۴ و نویکی٣ توسط گرفته صورت بررسی کند. مینیمم
در چاند٧ و چاجد۶ ، [٣۴] ١٩٨٢ سال در پانوالکار۵ بود. کنترل قابل کار پردازش�های زمان با مسائل

داشتند. کنترل قابل کارهای با زمان�بندی مسائل بر مشابه مطالعاتی دیگران و [١٣] ١٩٩٢ سال
آن�که حال است، کافی بگیریم نظر در شده زمان�بندی جایگشت یک که همین تک�ماشینه زمان�بندی در
هر است. متفاوت جایگشت�های گرفتن نظر در به نیاز و نیست این�طور چند�ماشینه زمان�بندی�های در
می�گیریم. نظر در یکسان را جایگشت�ها این گاهی گرچه داراست، را خودش به منحصر جایگشت ماشین

یک بر شده زمان�بندی فعالیت�های پایان زمان مجموع ساخت٨: جریان مدت [۶] .١.٣.٢ تعریف
است. کار آن انجام جریان زمان کاری، ایستگاه

Fj = Cj − rj

می�باشد. پردازش آماده کار، که است زمانی مبدأ rj
بر شده زمان�بندی فعالیت�های تمام برای ساخت جریان مدت میانگین ساخت: جریان مدت متوسط

می�نامند. ساخت جریان متوسط را کاری ایستگاه یک روی

در j کار کردیم فرض چون بگیرید. نظر در را تک�ماشینه مسئله برای j کار تکمیل زمان .١.٣.٢ تذکر
کار تکمیل زمان همان (Fj) ساخت جریان مدت پس (rj = ٠) می�باشد دسترس در کار شروع زمان

است. (Cj)

را آن شود. داده تحویل کار می�بایست آن در که است زمانی :٩j کار تحویل موعد [۶] .٢.٣.٢ تعریف
می�دهیم. نمایش qj با

می�کشد طول خود تحویل موعد از بیش فعالیت یک که زمانی ١٠j:مقدار کار تأخیر [۶] .٣.٣.٢ تعریف

٢Vickson
٣Nowicky
۴Zdrzalka
۵Panwalkar
۶Chhajed
٧Chand
٨Flow Time
٩Tails

١٠Delay
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که، می�دهند نمایش Lj با و می�نامند فعالیت تأخیر را
Lj = Cj − qj

زمان�بندی کاری یکایستگاه روی بر که فعالیت�هایی تمام میان در تأخیر زمان میانگین تأخیر: متوسط
است. کار آن تأخیر متوسط می�شوند،

محدودیت به بسته ماشین، یا کاری ایستگاه یک در انجام، انتظار در فعالیت�های اولویت�بندی معمولا
می�کنیم: اشاره آن�ها از نمونه چند به می�شود. انجام مختلفی روش�های طریق از مسئله، مطالبات و

(به باشند شده معرفی انتظار صف به زودتر که هستند انجام اولویت در فعالیت�هایی :F.C.F.S •
می�گویند). نیز FIFO روش این

شاره آن به قبل فصل (در دارند قرار اولویت در کوتاه�تر پردازش زمان با فعالیت�هایی :S.P.T •
شد).

دارند. زودتری تحویل موعد که هستند اولویت در فعالیت�هایی :E.D.D •

عملیات زمان منهای تحویل موعد تا باقیمانده (زمان لنگی زمان نسبت که فعالیت�هایی :S/O •
فعالیت تعداد به لنگی زمان تقسیم با نسبت این دارند. کوچکتری قطعه) برای باقیمانده

می�آید. دست به قطعه یک از باقیمانده

. . . و مهمتر مشتریان به رسیدگی اورژانسی، موارد تشخیص اساس بر کمی: غیر قواعد •

کمینه را ساخت جریان متوسط ،(p١ ≤ p٢ ≤ · · · ≤ pn) S.P.T عملیات توالی [۶] .١.٣.٢ قضیه
می�کند.

آن در که باشد S در محلی یعنی نباشد S.P.T نوع از که بگیرید نظر در را S مثل کاری توالی برهان.
را S ′ جدید توالی حال .pi > pj و گیرد قرار i از بعد j که باشد داشته وجود i, j مجاور کار جفت
برنامه زمان همان در دیگر، کارهای تمام و است شده عوض i, j کارهای ترتیب آن در که می�کنیم تعریف

شود. تکمیل S

که دارد زمان از مبدأیی بر دلالت pA آن در که کنید ملاحظه ٣.٢ و ٢.٢ شکل�های در را حالت این
جریان مدت pA عبارتی به است. شده شروع S ′ زمانی برنامه در j کار و S زمانی برنامه در i کار آن در
برنامه دو هر در که است کارها از مجموعه�ای ،A مجموعه همچنین است. A کارهای مجموعه ساخت
ساخت جریان مدت دادن نشان برای Fk(S) نماد از موقتاً می�شود. اجرا j و i کارهای از قبل زمانی

می�کنیم. استفاده S زمانی برنامه در k کار
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S زمان�بندی در j و i متوالی کار جفت :٢.٢ شکل

S ′ زمان�بندی در j و i متوالی کار جفت :٣.٢ شکل

مقدار یک بر آن تقسیم F با مقدار این تفاوت تنها زیرا کنیم کار
∑n

k=١ Fkبا که است کافی تنها
از کوچکتر می�شود، محاسبه S ′ زمانی برنامه در که

∑n
k=١ Fk مقدار که می�دهیم نشان ابتدا است. ثابت

است. S زمانی برنامه تحت مربوطه مقدار

∑n
k=١ Fk(S) =

∑
k∈A Fk(S) + Fi(S) + Fj(S) +

∑
k∈B Fk(S),

=
∑

k∈A Fk(S) + (pA + pi) + (pA + pi + pj) +
∑

k∈B Fk(S).∑n
k=١ Fk(S

′) =
∑

k∈A Fk(S
′) + (pA + pj) + (pA + pj + pi) +

∑
k∈B Fk(S

′).

داریم: بنابراین

n∑
k=١

Fk(S)−
n∑

k=١
Fk(S

′) = pi − pj > ٠

از که توالی هر رو این از می�شود. C مقدار کاهش موجب j و i کارهای کردن جابه�جا دیگر عبارت به
می�شود نتیجه لذا و کرد بهتر را آن می�توان مجاور کار جفت یک جابه�جایی طریق از نباشد، S.P.T نوع

باشد. بهینه باید S.P.T ترتیب که

کمینه را کار تأخیر ماکزیمم ،(q١ ≤ q٢ ≤ · · · ≤ qn) E.D.D عملیات توالی [۶] .٢.٣.٢ قضیه
می�کند.

نیست E.D.D در که را S توالی می�گیریم. به�کار را مجاور جفت�های جابه�جایی روش مجدداً برهان.
qi > qj و می�گیرد قرار i از بعد j که j و i مجاور کارهای جفت S از جایی در یعنی بگیرید، نظر در
i کارهای آن در که بگیرید نظر در را S ′ جدید توالی حالا ببینید). را ٢.٢ (شکل باشد داشته وجود باشد
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ملاحظه را ٣.٢ (شکل می�شود تکمیل S ترتیب مانند عیناً دیگر کارهای تمام و است شده جابه�جا j و
داریم: این�صورت در کنید).

Li(S) = pA + pi − qi Lj(S
′) = pA + pj − qj

Lj(S) = pA + pi + pj − qj Li(S
′) = pA + pj + pi − qi

Lj(S) > Lj(S
′) و Lj(S) > Li(S

′) که: می�گیریم نتیجه رابطه�ها این از که
داشت: خواهیم این�رو از

Lj(S) > max{Li(S
′), Lj(S

′)}

S ′ و S زمانی برنامه دو هر در L که داریم توجه باشد، L = max{Lk|k ∈ A یا k ∈ B} اگر حال
داریم: سپس است. یکسان

Lmax(S) = max{L,Li(S), Lj(S)} ≥ max{L,Li(S
′), Lj(S

′)} = Lmax(S
′)

کاهش را آن است ممکن بلکه نمی�دهد، افزایش را Lmax مقدار j iو کارهای جابه�جایی دیگر، عبارت به
دهد.

شوند. انجام باید ماشین یک روی بر است، شده آورده ١.٢ جدول در که فعالیت�هایی .١.٣.٢ مثال
را فعالیت�ها این توالی است. شده آورده نیز باقیمانده تحویل موعد و عملیات زمان فعالیت�ها این برای
زمان متوسط اساس بر را روش�ها این می�کنیم. تعیین E.D.D و S.P.T ،F.C.F.S قوانین اساس بر
می�کنیم). بیان روز واحد با را تحویل موعد و عملیات (زمان می�کنیم مقایسه تأخیر متوسط و جریان

مجموع جریان، زمان و است کار همان پردازش برای لازم زمان میزان کار، هر عملیات زمان جدول�ها، در
اختلاف قدرمطلق کار، هر تأخیر محاسبه برای است. کار خود عملیات زمان و آن قبل کارهای انجام زمان

می�گیریم. نظر در را کار تحویل موعد با جریان زمان

پردازش�ها زمان :١.٢ جدول

تحویل موعد عملیات زمان کار
٧ ٢ A

١۶ ٨ B

۴ ۴ C

١٧ ١٠ D

١۵ ۵ E

١٨ ١٢ F

A,B,C,D,E, F به�صورت فعالیت�ها است، آمده ٢.٢ جدول در که F.C.F.S روش اساس بر
می�شوند. زمان�بندی
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F.C.F.S اساس بر زمان�بندی :٢.٢ جدول

تأخیر تحویل موعد جریان زمان عملیات زمان فعالیت
٠ ٧ ٢ ٢ A

٠ ١۶ ١٠ ٨ B

١٠ ۴ ١۴ ۴ C

٧ ١٧ ٢۴ ١٠ D

١۴ ١۵ ٢٩ ۵ E

٢٣ ١٨ ۴١ ١٢ F

۵۴ ١٢٠ ۴١ جمع

،(١٢٠۶ ) روز، ٢٠ جریان: زمان متوسط
،(۵۴۶ ) روز، ٩ تأخیر: مقدار متوسط

A,C,E,B,D, F به�صورت فعالیت�ها است، آمده ٣.٢ جدول در که ،S.P.T روش اساس بر
می�شوند. زمان�بندی

،(١٠٨۶ ) روز، ١٨ جریان: زمان متوسط

S.P.T اساس بر زمان�بندی :٣.٢ جدول

تأخیر تحویل موعد جریان زمان عملیات زمان فعالیت
٠ ٧ ٢ ٢ A

٢ ۴ ۶ ۴ C

٠ ١۵ ١١ ۵ E

٣ ١۶ ١٩ ٨ B

١٢ ١٧ ٢٩ ١٠ D

٢٣ ١٨ ۴١ ١٢ F

۴٠ ١٠٨ ۴١ جمع

،(۴٠۶ ) روز، ۶.۶٧ تأخیر: مقدار متوسط

C,A,E,B,D, F به�صورت فعالیت�ها است، آمده ۴.٢ جدول در که ،E.D.D روش اساس بر
می�شوند. زمان�بندی
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E.D.D اساس بر زمان�بندی :۴.٢ جدول
تأخیر تحویل موعد جریان زمان عملیات زمان فعالیت
٠ ۴ ۴ ۴ C

٠ ٧ ۶ ٢ A

٠ ١۵ ١١ ۵ E

٣ ١۶ ١٩ ٨ B

١٢ ١٧ ٢٩ ١٠ D

٢٣ ١٨ ۴١ ١٢ F

٣٨ ١١٠ ۴١ جمع

،(١١٠۶ ) روز، ١٨.٣٣ جریان: زمان متوسط
.(٣٨۶ ) روز، ۶.٣٣ تأخیر: مقدار متوسط

چند�ماشینه زمان�بندی مسائل ۴.٢

کارها ترتیب جداگانه باید ماشین هر برای که است جهت این از چند�ماشینه زمان�بندی مسائل پیچیدگی
چه هر برای دارد. قبل ماشین در کار آن اتمام زمان به بستگی ماشین در کار هر شروع و کرد بررسی را

می�کنیم. مطرح را قضیه�ای کار شدن ساده�تر

شدن مینیمم برای داریم، کار متغیر n مجموعه و mماشین با زمان�بندی کنید فرض [١۵] .١.۴.٢ قضیه
باشد. یکسان اول ماشین دو در کارها انجام ترتیب باید کار انجام زمان

در باشد آمده j کار از قبل دقیقاً i کار اول ماشین در مثلا بنابراین نیست، این�طور کنیم فرض برهان.
را ۴.٢ شکل باشند، آمده دو این میان دیگر کار تعدادی حتی بیاید j کار از بعد i دوم ماشین در حالیکه

کنید. ملاحظه

اول ماشین دو در زمان�بندی :۴.٢ شکل

زمان تا باشد نیاز اینکه بدون شود برعکس می�تواند اول ماشین در کار دو موقعیت که است واضح
اول، ماشین در کار دو هر اتمام از بعد واقع در زیرا داد. افزایش را دوم ماشین در کارها از کدام هر شروع
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افزایش باعث اول ماشین در کارها کردن جابه�جا بنابراین می�شود. پردازش دوم ماشین در کار اولین
دوم ماشین در کارها برخی شروع زمان کاهش باعث است ممکن کار این نمی�شود. کار تکمیل زمان
کاهش سبب است ممکن امر همین و دوم) ماشین در کارها شروع زمان کاهش امکان دلیل (به شود

شود. کار کل زمان

هم، اول ماشین دو در متفاوت کارهای ترتیب با زمان�بندی که نمی�کند کم را احتمال این نتیجه این
باشد. کم کل پردازش زمان با زمان�بندی است ممکن

شدن مینیمم برای داریم، کار متغیر n مجموعه و ماشین m با زمان�بندی وقتی [١۵] .٢.۴.٢ قضیه
دو در همین�طور و اول ماشین دو در کارها انجام ترتیب آن در که زمان�بندی است لازم کار، انجام زمان

بگیریم. نظر در را باشد یکسان m− ١ و m ماشین

آن به استناد به و می�بریم کار به را قبل قضیه اول، ماشین دو مورد در قضیه اثبات دو برای برهان.
عمل اول ماشین دو مشابه m− ١ و m یعنی آخر ماشین دو برای اما نیست، برهان آوردن به نیاز دیگر
کار یک m ماشین در بنابراین نباشد، یکسان ماشین دو این در کارها انجام ترتیب کنیم فرض می�کنیم.
j کار از قبل m − ١ ماشین در درحالیکه دارد، وجود باشد آمده j کار از بعد دقیقاً که به�طوری ،i مثلا

ببینید. را ۵.٢ شکل باشد آمده کار چندین نیز آنها بین است ممکن و می�آید

آخر ماشین دو در زمان�بندی :۵.٢ شکل

زمان یا کارها از کدام هر پردازش زمان آنکه بدون ،m ماشین در کار دو موقعیت که است واضح
است دلیل این به این قبل قضیه برهان مانند شود. برعکس می�تواند یابد، افزایش کارها کل پردازش
نیست نیاز نتیجه در و می�شود پردازش دوم ماشین در j ابتدا اول، ماشین در کار دو هر اتمام از بعد که
شود شروع j از قبل i کار اینکه همچنین داد. افزایش را دوم ماشین در کارها از کدام هیچ شروع زمان

شود. پردازش کل زمان کاهش باعث می�تواند m ماشین در

برقرار زمان�بندی هر کل زمان کردن مینیمم برای قوی به�طور قضیه این که می�دهیم نشان مثالی با
زمان�بندی اما باشد برقرار آخر ماشین دو در و اول ماشین دو در جایگشت است ممکن (یعنی نیست
آخر ماشین دو و اول ماشین دو در یکسانی جایگشت بهینه زمان�بندی هر در ولی نباشد بهینه نهایت در

است. لازم ولی نیست کافی شرط شرط، این می�بینیم).



٢٢ کارگاهی زمان�بندی مسائل .٢

اطلاعات شوند، زمان�بندی باید کار دو �ماشینه خاصسه کارگاهی مسئله یک در کنید فرض .١.۴.٢ مثال
داریم. را ۵.٢ جدول

سه�ماشینه کارگاه در پردازش زمان� :۵.٢ جدول
٣ ماشین عملیات زمان ٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان کار

۴ ١ ۴ I

۴ ۴ ١ J

(ماشین آخر ماشین دو در و دوم) و اول (ماشین اول ماشین دو در یکسان ترتیب با زمان�بندی نوع دو
ببینید. را ٧.٢ و ۶.٢ شکل است. متفاوت کل پردازش زمان مقدار آنها از هرکدام در که داریم سوم) و دوم

آخر ماشین دو و اول ماشین دو در یکسان زمان�بندی :۶.٢ شکل

آخر ماشین دو و اول ماشین دو در یکسان زمان�بندی :٧.٢ شکل



٢٣ چند�ماشینه زمان�بندی مسائل .۴.٢

زمان می�کنیم، مشاهده ٨.٢ شکل در که سوم و دوم ماشین در متفاوت ترتیب با زمان�بندی در و
تکیه با تنها پس دارد، کمتر مقداری اول نمونه زمان�بندی از یعنی داریم، مقدار دو این میان کل پردازش

دهیم. ارئه را خوبی زمان�بندی نمی�توانیم قضیه این بر

آخر ماشین دو در متفاوت زمان�بندی :٨.٢ شکل

زمان�بندی جهت در ماشینه، سه� و دو�ماشینه مسائل بعضی برای می�شویم متوجه مثال این از بعد
یک از بیش چیزی باید بیشتر یا ماشین چهار با موارد در اما می�گیریم، در را یکتایی زمان�بندی جایگشت

گرفت. نظر در را زمان�بندی جایگشت معمولی نوع

داریم. ۶.٢ جدول در شده داده پردازش�های زمان با ،j و i کار دو و ماشین ۴ کنید فرض .٢.۴.٢ مثال
آوریم. بدست را کل پردازش زمان ماکزیمم مینیمم می�خواهیم

j و i پردازش زمان :۶.٢ جدول

۴ ماشین عملیات زمان ٣ ماشین عملیات زمان ٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان کار
۴ ١ ١ ۴ i

١ ۴ ۴ ١ j

بگیرید. نظر در ماشین�ها همه برای را یکسانی زمان�بندی



٢۴ کارگاهی زمان�بندی مسائل .٢

ماشین�ها تمام در یکسان زمان�بندی :٩.٢ شکل

ماشین�ها تمام در یکسان زمان�بندی :١٠.٢ شکل

زمان مقدار داریم ماشین چهار هر برای یکسان جایگشت یک تنها که حالت دو این در که می�بینیم
است. ١۴ کل پردازش

آخر ماشین دو در و یکسان دوم) و اول (ماشین اول ماشین دو در را جایگشت که حالتی در ولی
کمترین بگیریم، نظر در دوم و اول ماشین جایگشت با متفاوت ولی یکسان چهارم) و سوم (ماشین

.(١١.٢ (شکل داریم را زمان ماکزیمم

دوم ماشین دو در و اول ماشین دو در یکسان زمان�بندی :١١.٢ شکل



٢۵ دو�ماشینه خاص کارگاهی مسائل در پردازش زمان بیشترین مینیمم .۵.٢

خاصدو�ماشینه کارگاهی مسائل پردازشدر زمان بیشترین مینیمم ۵.٢

داد انجام جانسون که کاری می�شود. زمان�بندی جانسون قائده با ماشین، دو با مسائل موارد بیشتر در
می�دهد. بهینه جواب الگوریتم که است موضوع این برهان ارائه بلکه نیست پیشنهادی الگوریتم یک

دوم ماشین در j کار پردازش زمان و aj با را pj,١ یعنی اول ماشین در j کار پردازش زمان کنید فرض
.(Cj همان عبارتی (به است Fj ،j کار تکمیل زمان بدهیم. نمایش bj با را pj,٢ یعنی

توجه با یعنی باشند، صفر می�توانند ها bj و aj از بعضی است. (aj, bj) مرتب زوج شامل کار هر
باشد. صفر ماشین�ها از یک هر در i کار پردازش زمان است ممکن مسئله مطلوبات و محدودیت�ها به
باید عملیات یک حداقل کار هر روی بر زیرا باشند، صفر نمی�توانند همزمان bj و aj، j کار برای اگرچه

شود. انجام
بگیرید: نظر در را ساده کارگاهی معمولی محدودیت یک

می�دهد. انجام عملیات کار یک روی تنها زمان، یک در ماشین هر .١
می�شود. پردازش ماشین یک توسط تنها کار هر مشخص زمان یک در .٢

شود. تکمیل bj از قبل باید aj ،j کار هر برای .٣
ترتیب ماشین دو هر در می�باشد. ٢n آن�ها تعداد که داریم را b١, b٢, . . . , bn و a١, a٢, . . . , an مقادیر
مقدار بیشترین اینکه جهت در باشد، نداشته تناقضی محدودیت�ها از یک هیچ با که طوری را کارها انجام
به رسیدن برای ٢.۴.٢ یا ١.۴.٢ قضیه طبق می�کنیم. پیدا برسانیم، ممکن مقدار کمترین به را Fj ممکن

می�گیریم. نظر در یکسان را ماشین دو هر در کارها ترتیب بهینه، زمان�بندی
پردازش زمان مقادیر شده داده نشان اول سطر در که اول ماشین در شکل این در ببینید، را ١٢.٢ شکل
کارها پردازش زمان دوم سطر در داریم. نیز شده تلف زمان آنها بین و دادیم نشان مستطیل�ها با را کارها

داریم. شده تلف زمان اول ماشین در کار پردازش اتمام زمان به توجه با و داریم را دوم ماشین در

ماشین دو هر در شده تلف زمان گرفتن نظر در با ماشین دو در زمان�بندی :١٢.٢ شکل

در کار آخرین و اول ماشین در کارها همه نیاز مورد پردازش زمان اتمام از قبل کار آخرین است واضح
می�شود. تکمیل نهایی کار

∑n
j=١ aj + bn شدن طی از بعد یعنی شود. پردازش نمی�تواند دوم ماشین

که: می�بینیم دهیم، نمایش Fmax با را ممکن
∑n

j=١ Fj بیشترین اگر ندارد، اشتراک an با bn

Fmax ≥
n∑

j=١
aj + bn.

در کار اولین و دوم ماشین در کارها همه نیاز مورد پردازش زمان اتمام از قبل کار آخرین مشابه به�طور
می�شود. تکمیل نهایی کار a١ +

∑n
j=١ bj شدن طی از بعد یعنی شود. پردازش نمی�تواند اول، ماشین



٢۶ کارگاهی زمان�بندی مسائل .٢

پس: ندارد، اشتراک a١ با b١

Fmax ≥ a١ +
n∑

j=١
bj.

کارها انجام ترتیب تأثیر تحت طرفی از و دارد تأثیر کل پردازش زمان بر ها bj و aj مجموع که می�بینیم
کارها دنباله انتخاب با مستقیم ارتباط آن و است bn و a١ به وابسته کل زمان کاهش بنابراین است.

است. شده تلف زمان تاُثیر تحت زیادی حد تا کل پردازش زمان که می�بینیم ادامه در هم�چنین دارد.
برای کارها اول ماشین در زیرا داد، شیفت چپ سمت به می�توان راحتی به را اول ماشین در مقادیر

ندارند. ماقبل مرحله در تکمیل به نیاز شدن پردازش
بر می�توان را آن می�دهیم. نمایش Xj با را می�آید bj کار از قبل دقیقاً که دوم ماشین در شده تلف زمان

نوشت. b و a حسب

دوم ماشین در شده تلف زمان گرفتن نظر در با ماشین دو در زمان�بندی :١٣.٢ شکل

X١ = a١

X٢ = max(a١ + a٢ − b١ −X١,٠)

X٣ = max(a١ + a٢ + a٣ − b١ − b٢ −X١ −X٢,٠).

داریم: کلی به�طور

XI = max(
I∑

j=١
aj −

I−١∑
j=١

bj −
I−١∑
j=١

Xj,٠).

نوشت: زیر شکل به می�توان را X هم�چنین

X١ = a١

X١ +X٢ = max(a١ + a٢ − b١, a١)

X١ +X٢ +X٣ = max(a١ + a٢ + a٣ − b١ − b٢, X١ +X٢)

= max(
∑٣

j=١ aj −
∑٢

j=١ bj,
∑٢

j=١ aj − b١, a١).

کلی، به�طور

I∑
j=١

Xj = max(
I∑

j=١
aj −

I−١∑
j=١

bj,
I−١∑
j=١

aj −
I−٢∑
j=١

bj, . . . ,
٢∑

j=١
aj − b١, a١)



٢٧ دو�ماشینه خاص کارگاهی مسائل در پردازش زمان بیشترین مینیمم .۵.٢

کنیم: تعریف زیر به�صورت را YI اگر

YI =
I∑

j=١
aj −

I−١∑
j=١

bj

پس،
I∑

j=١
Xj = max(Y١, Y٢, . . . , YI).

می�گیریم، نظر در را Xj و bj مقادیر مجموع یعنی کل، پردازش زمان ماکزیمم حال

Fmax(S) =
n∑

j=١
bj +

n∑
j=١

Xj =
n∑

j=١
bj +max(Y١, Y٢, . . . , Yn)

مجموع به وابسته کل پردازش زمان ماکزیمم پس است کارها دنباله از مستقل ها bj مجموع آنجائیکه از
را مقدار کمترین ها Yj آن ازای به که دنباله�ای باید است. ها Yj ماکزیمم یعنی شده تلف زمان�های
جانسون قائده از دنباله این یافتن برای دو�ماشینه خاص کارگاهی مسائل در گفتیم قبلا بیابیم. بگیرند،

می�کنیم. استفاده
انتخاب را bj و aj مقدار کمترین ابتدا می�دهیم. شرح مختصر به�طور مثال یک با را جانسون قائده
و می�گیریم) نظر در کوچک امکان حد تا را a١) می�دهیم قرار دنباله ابتدای در را آن بود aj اگر می�کنیم،
n−١ برای بگیریم. نظر در ممکن حالت کمترین در را bn تا می�گیریم نظر در دنباله انتهای در بود bj اگر

می�بریم. به�کار را استدلال همین دیگر کار
اولین در که است کاری L(١)) کنیم پیدا را L : L(١), . . . , L(n) جایگشت می�خواهیم ما درحقیقت
در با پردازش کل زمان برویم پیش زیر روند طبق اگر (. . . و جایگاه دومین L(٢) می�گیرد، قرار جایگاه

می�شود. کمترین دوم، ماشین در شده تلف زمان�های گرفتن نظر
با می�نامیم. R : L(t+ ١), . . . , L(n) را آن راست سمت و T : L(١), . . . , L(t) را دنباله چپ سمت

می�شود. ساخته مذکور دنباله دو، این ترکیب

L = ToR := L(١), . . . , L(n)

می�شوند. ساخته گام به گام R و T
آ�ن�گاه بود a∗j مقدار آن اگر می�گیریم، نظر در مقادیر تمام میان از را b∗j و a∗j کمترین عملیات گام هر در

می�کنیم. جایگزین Toj∗ با را T که معنی این به می�دهیم. قرار T لیست انتهای در را j∗ کار
می�کنیم. جایگزین j∗oR با را R که معنی این به می�دهیم، قرار R ابتدای در را j∗ این�صورت غیر در

می�کنیم. حذف لیست از را b∗j و a∗j پردازش زمان�های و j∗ کار بررسی از بعد
ببینیم. می�توانیم ١۴.٢ شکل در را روند این

ببینید. ١۵.٢ در را (١۴.٢ در پردازش�ها زمان اساس (بر جانسون قاعده با زمان�بندی



٢٨ کارگاهی زمان�بندی مسائل .٢

جانسون الگوریتم :١۴.٢ شکل

جانسون قاعده اساس بر دو�ماشینه زمان�بندی :١۵.٢ شکل

الگوریتم: [٩]

X := {١, . . . , n};T := ∅;R := ∅ دهید: قرار •

می�دهیم. انجام را زیر گام�های صورت این غیر در می�شویم متوقف X = ∅ اگر •

pj∗,٢ = b∗j و pj∗,١ = a∗j •

pj∗,i∗ = min{pj,i|j ∈ X; i = ١,٢} که به�طوری کنید پیدا را j∗, i∗

R := j∗oR این�صورت غیر در T := Toj∗ آن�گاه i∗ = ١ اگر •

X := X\j∗ •

L := ToR •

در شده�ای تلف زمان هیچ بنابراین و کرد فشرده چپ به می�توان اول ماشین در را کارها روند این طبق
به دوم ماشین در Xj که می�آید بدست طوری کارها ترتیب الگوریتم این با هم�چنین نداریم. اول ماشین

برسد. خود ممکن حالت کمترین



٢٩ دو�ماشینه خاص کارگاهی مسائل در پردازش زمان بیشترین مینیمم .۵.٢

جانسون الگوریتم توسط شده ساخته لیست L := L(١), . . . , L(n) کنید فرض [٩] .١.۵.٢ قضیه
اگر این�صورت در باشد،

min{ai, bj} < min{aj, bi}

می�آید j کار از قبل i کار ،L در آن�گاه

دارد. تعلق لیست اول یعنی T به i کار این�صورت در ،ai < bi پس ،ai < min{aj, bi} اگر برهان.
i از بعد T در j این�صورت غیر در می�شود. ثابت حکم یعنی است تمام کار که شود اضافه R به j اگر

. ai < aj زیرا می�شود ظاهر
می�شود. اثبات مشابه روش به ،bj < min{aj, bi} اگر

اگر: می�آید، i از بعد بلافاصله j کار آن در که بگیرید نظر در زمان�بندی یک [٩] .٢.۵.٢ قضیه
min{aj, bi} ≤ min{ai, bj} (١.٢)

یابد. افزایش پردازش کل زمان مقدار آنکه بدون کرد، جابه�جا را j و i می�توان

شکل در که داشت خواهیم کارها ترتیب برای احتمالی مورد سه باشد آمده i از بعد بلافاصله j اگر برهان.
می�کنیم. مشاهده ١٨.٢ و ١٧.٢ و ١۶.٢

(a) :١۶.٢ شکل

(b) :١٧.٢ شکل

(c) :١٨.٢ شکل
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به را می�دهیم نمایش wi,j با که j کار شدن تمام کامل تابه�طور i کار بین زمانی فاصله حالت�ها این در
داریم: صورت بدین

wi,j = max{ai + aj + bj, ai + bi + bj, x+ bi + bj},
= max{ai + bj +max{aj, bi}, x+ bi + bj}.

داریم: باشد، آمده j از بعد i که حالتی برای مشابه طور به

wi,j = max{aj + bi +max{ai, bj}, x+ bi + bj}.

داریم: (١.٢) رابطه طبق
max{−ai,−bj} ≤ max{−aj,−bi}

داشت: خواهیم آن طرفین به ai + bi + aj + bj کردن اضافه با که
aj + bi +max{ai, bj} ≤ ai + bj +max{aj, bi}

شوند. جابه�جا Cmax افزایش بدون می�توانند j با i کار پس می�رساند. را wj,i ≤ wi,j رابطه این که

بهینه باشد، شده ساخته جانسون الگوریتم توسط L : L(١), . . . , L(n) دنباله اگر [٩] .٣.۵.٢ قضیه
است.

باشد، زمان�بندی مسئله برای بهینه دنباله�های مجموعه ζ اگر یعنی نباشد، این�طور کنید فرض برهان.
ν = ١, . . . , s− ١ برای و باشد R ∈ ζ دنباله بگیرید نظر در حال .L /∈ ζ

L(ν) = R(ν) و i := L(s) ̸= R(s) =: j

است. R در j کار جای به i کار بنابراین
زمان�بندی i کار از بعد k کار L در .k = j یا می�گیرد قرار j و i بین که باشد کاری k ،R در کنید فرض

داریم: k کار هر برای ١.۵.٢ قضیه طبق بنابراین می�شود.
min{ak, bi} ≥ min{ai, bk}

آمده i کار از قبل بلافاصله که k کار هر کل، پردازش زمان افزایش بدون می�توانیم ٢.۵.٢ قضیه طبق
کنیم. عوض i کار با را باشد

داریم: ν = ١, . . . , s هر برای که داریم را R ∈ ζ دنباله نهایت در
R(ν) = L(ν)

است. تناقض در L /∈ ζ با این و

شوند. انجام ماشین ٢ روی بر باید است، آمده ٧.٢ جدول در آن�ها پردازش زمان که کار ۶ .١.۵.٢ مثال

شود. انجام آن روی بر رنگ�آمیزی سپس و تمیزکاری ابتدا می�بایست است، فعالیت ٢ شامل کار هر
شود. کمینه آن�ها پردازش زمان کل که کنیم زمان�بندی به�گونه�ای را فعالیت�ها این می�خواهیم
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ماشین دو در کارها پردازش زمان :٧.٢ جدول
٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان فعالیت

۵ ۵ A

٣ ۴ B

٩ ٨ C

٧ ٢ D

٨ ۶ E

١۵ ١٢ F

فعالیت اینجا در که می�کنیم، انتخاب را است عملیات زمان کوتاه�ترین دارای که فعالیتی ابتدا حل:
است. اول ماشین روی بر ساعت ٢ آن انجام زمان که است D اول

فرآیند از را کار این می�دهیم، قرار لیست ابتدای در را آن است، شده انتخاب D اول فعالیت که آن�جا از
ببینید. را ٨.٢ جدول می�گذاریم. کنار تصمیم�گیری

Dانتخاب از بعد زمان�بندی :٨.٢ جدول
٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان فعالیت

۵ ۵ A

٣ ۴ B

٩ ٨ C

٨ ۶ E

١۵ ١٢ F

از را کار این و شود ریزی برنامه� صف انتهای در باید که دارد را بعدی زمان کوتاه�ترین ،B دوم فعالیت
کنید. ملاحظه را (٩.٢) جدول می�گذاریم. کنار زمان�بندی فرآیند

D و Bانتخاب از بعد زمان�بندی :٩.٢ جدول
٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان فعالیت

۵ ۵ A

٩ ٨ C

٨ ۶ E

١۵ ١٢ F
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را عملیات زمان کوتاه�ترین دو هر A کار فعالیت�های باقی�مانده، کارهای بین از و سوم مرحله در
انجام ٢ ماشین روی که دوم فعالیت ما کنیم. انتخاب را یک کدام که نمی�کند تفاوتی حالت این در دارند،
تصمیم�گیری مجموعه از را کار این می�شود. اضافه صف انتهای در نتیجه در و می�کنیم انتخاب را می�شود

ببینید. ١٠.٢ جدول در را این می�گذاریم. کنار

A و B و D انتخاب از بعد زمان�بندی :١٠.٢ جدول
٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان فعالیت

٩ ٨ C

٨ ۶ E

١۵ ١٢ F

انجام اول ماشین روی بر این�که به توجه با می�کنیم. انتخاب را E کار از اول فعالیت چهارم، مرحله در
می�دهد. نشان را این ١١.٢ جدول می�دهیم. قرار صف ابتدای در را کار این می�شود،

F و C باقی�مانده کارهای با زمان�بندی :١١.٢ جدول
٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان فعالیت

٩ ٨ C

١۵ ١٢ F

می�شود. گذاشته صف ابتدای در C کار از اول فعالیت پنجم، مرحله در
می�شود. داده قرار دنباله در F باقی�مانده کار تنها آخر در

می�کنیم. مطرح را مثالی ترتیب�ها، دیگر و جانسون الگوریتم با آمده به�وجود دنباله مقایسه برای حال

ببینید. ٢.۵.٢ جدول در را کارها پردازش زمان شده�اند، داده {a, b, c, d, e} کارهای .٢.۵.٢ مثال
کرده بررسی دیگر حالت�های در و جانسون قاعده از استفاده با را، کارها این برای متفاوت زمان�بندی�های

می�کنیم. مقایسه یکدیگر با سپس و

این می�رسیم، کل پردازش زمان ماکزیمم کمترین به دهیم انجام جانسون قاعده اساس بر را زمان�بندی اگر
قاعده با زمان�بندی در اما باشد داشته را مقدار همین نمی�تواند دیگری زمان�بندی که نیست معنی این به

داشت. خواهیم را کل پردازش زمان مینیمم شک بدون جانسون
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کارها پردازش زمان :١٢.٢ جدول

عملیات دومین زمان عملیات اولین زمان کار شماره
٣ ۶ a

٢ ٠ b

۴ ۵ c

۶ ٨ d

١ ٢ e

بگیرید. نظر در را جانسون قاعده با زمان�بندی ترتیب حالت، اولین در

جانسون قاعده اساس بر زمان�بندی :١٩.٢ شکل

ببینید. را ١٩.٢ شکل است. ٢٣ زمان�بندی این در پردازش زمان بیشترین بهینه مقدار
ببینید. را ٢٠.٢ شکل داریم. را ٢٧ دیگری زمان�بندی با پردازش�ها زمان همین برای

Cmax = ٢٧ با زمان�بندی :٢٠.٢ شکل

ببینید. را ٢١.٢ شکل است. ٢۶ پردازش کل زمان بگیرید. نظر در را دیگری ترتیب

Cmax = ٢۶ با زمان�بندی :٢١.٢ شکل
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خاصسه�ماشینه کارگاهی مسائل پردازشدر زمان بیشترین مینیمم ۶.٢

توسط باید که کارهایی برای مناسبی زمان�بندی بتواند که بهینه�ای راه�حل هیچ گفت می�توان کلی به�طور
جانسون قاعده ابتکاری). فرا یا ابتکاری روش�های (مگر ندارد وجود شوند، انجام ماشین دو از بیش
مناسبی ابتکاری راه�کار می�دهند، انجام را کارهایی سری به�صورت که کاری مراکز یا ماشین دو برای که

یابد. تعمیم نیز سه�ماشینه زمان�بندی به می�تواند خاصی شرایط وجود صورت در است،
بزرگترین از سوم، یا اول ماشین مثلا ماشین�ها از یکی روی عملیات زمان کوچکترین که صورتی در
می�توان است)، کافی ماشین�ها از یکی برای (شرط نباشد کوچکتر دوم، ماشین مثلا دیگر ماشین عملیات
.[١۵] کرد حل روشجانسون از را مسئله و نمود ادغام را دیگر ماشین دو از یک هر با دوم ماشین کارهای

پردازش زمان است. فعالیت ٣ شامل کار هر شوند، انجام ماشین ٣ روی بر باید زیر کار ۶ .١.۶.٢ مثال
کنید. زمان�بندی جانسون قاعده از استفاده با را کارها این است. آمده ١٣.٢ جدول در کارها

ماشین سه در کارها پردازش زمان :١٣.٢ جدول

٣ ماشین عملیات زمان ٢ ماشین عملیات زمان ١ ماشین عملیات زمان فعالیت
٨ ۴ ٧ A

٩ ۴ ۵ B

۵ ٣ ١٠ C

١٠ ۴ ٨ D

٢ ٣ ١٢ E

٧ ٢ ٨ F

عملیاتی زمان کوچکترین از دوم، ماشین روی عملیاتی زمان بزرگترین اینکه گرفتن نظر در با حل:
یک از دوم و اول ماشین عملیات) زمان (تجمیع ادغام با می�توانیم پس نیست، بزرگتر اول ماشین روی
(جدول دهیم مجازی ماشین دو تشکیل دیگر، سوی از سوم و دوم ماشین عملیات زمان تجمیع و سو

آوریم. بدست را مناسبی زمان�بندی جانسون قانون طریق از و ببینید) را ١۴.٢

دوم و اول ماشین در عملیات�ها زمان جمع همان اول مجازی ماشین عملیات زمان ١۴.٢ جدول در
است. سوم و دوم ماشین در عملیات زمان جمع سوم، مجازی ماشین در عملیات زمان و

است. B,A,D, F, C,E تریتب جانسون روش به حل حالت این در
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مجازی ماشین دو گرفتن نظر در با سه�ماشینه کارگاه در کارها پردازش زمان :١۴.٢ جدول

سوم مجازی ماشین عملیات زمان اول مجازی ماشین عملیات زمان فعالیت
١٢ ١١ A

١٣ ٩ B

٨ ١٣ C

١۴ ١٢ D

۵ ١۵ E

٩ ١٠ F

کارها دنباله بهینگی برای کافی و لازم شرایط ٧.٢

جایگشتی زمان�بندی در کارها دنباله بهینگی برای کافی و لازم شرایط ١.٧.٢
دو�ماشینه

پردازش زمان�های مجموع باشد، ماشین دو هر برای یکسان البته و معلوم جایگشت π کنید فرض
می�کنیم: معرفی اینگونه را B سپس و A ماشین روی به u, u+ ١, ..., v متوالی عملیات�های

Au,v =
v∑

j=u

aj, Bu,v =
v∑

j=u

bj,

اگر است بحرانی h کار [١١] .١.٧.٢ تعریف

Cmax = A١,h +Bh,n (٢.٢)

یا

A١,h +Bh,n ≥ A١,j +Bj,n ∀j. (٣.٢)

با: است هم�ارز (٣.٢) بگیریم نظر در جداگانه را v یعنی h بعد کارهای و u یعنی h قبل کارهای اگر

Au,h ≥ Bu−١,h−١, ٢ ≤ u ≤ h, (۴.٢)

Ah+١,v ≤ Bh,v−١, h+ ١ ≤ v ≤ n. (۵.٢)

نداریم. را (۵.٢) h = n اگر و نداریم را (۴.٢) h = ١ اگر کنید توجه
می�کنیم. بیان h ∈ N١ خاص حالت برای را ٣.۵.٢ جانسون قضیه

بهینه h ∈ N١ بحرانی کار با زمان�بندی از کلاسی در π = (١,٢, ..., n) کار دنباله [٣٠] .٢.٧.٢ قضیه
باشیم: داشته و باشد برقرار (۴.٢) و (۵.٢) اگر فقط و اگر است

min{au, bv} ≤ min{bu, av} u ≤ h ≤ v (۶.٢)
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می�آوریم. در خطی ریزی برنامه� برای مناسب شکلی به را (۶.٢) شرط
می�کنیم، تقسیم زیر مجموعه سه به را N مجموعه

N٠ = {j|aj = bj},

N١ = {j|aj < bj},

N٢ = {j|aj > bj}.

شماره�گذاری با را h ∈ N٢ می�کنیم، فرض را h ∈ N١ و h ∈ N٠ می�کنیم ذکر ادامه در که قضایایی در
کرد. تبدیل h ∈ N١ به می�توان B با A ماشین نام جابه�جایی و عکس جهت در ماشین�ها مجدد

بهینه h ∈ N١ بحرانی کار با زمان�بندی از کلاسی در π = (١,٢, ..., n) کار دنباله [١١] .٣.٧.٢ قضیه
باشیم: داشته و باشد برقرار (۴.٢) و (۵.٢) اگر فقط و اگر است

u ∈ {١, ..., h− ١} برای
au ≤ bu و au ≤ ah (٧.٢)

باشد. برقرار زیر رابطه دو از یکی v ∈ {h+ ١, ..., n} برای و
ah ≤ av < bv (٨.٢)

یا
av ≥ bv. (٩.٢)

رابطه وضوح به u = v اگر دارد، اشاره (۶.٢) رابطه به قضیه شرایط که می�کنیم ثابت ابتدا برهان.
باشیم: داشته را زیر حالت سه است ممکن ،u < v کنید فرض است. برقرار

پس ،au < bu و au ≤ ah = av بگیرید، نظر در را ah < bh با (٧.٢) شرط :u < h = v برای .١
است. برقرار (۶.٢) رابطه

داریم، را au = ah < bh = bu و au = ah ≤ av بگیرید، نظر در را (٨.٢) :u = h < v برای .٢
رابطه پس ،au = ah < bh = bu و bv ≤ av بگیرید، نظر در را (٩.٢) حال است. برقرار رابطه پس

است. برقرار
تضمین را رابطه برقراری (٩.٢) یا (٨.٢) شرط دو از یکی با (٧.٢) شرط داشتن :u < h < v برای .٣
رابطه بنابراین au ≤ ah ≤ av و au ≤ bu داریم: می�کنیم، بررسی (٧.٢) با را (٨.٢) ابتدا می�کند.

است. برقرار (۶.٢)
است. برقرار (۶.٢) رابطه پس ،bv ≤ av و au ≤ bu داریم: بگیریم، نظر در (٧.٢) با را (٩.٢) اگر و

برقرارند. قضیه در موجود روابط می�کنیم ثابت و می�کنیم فرض را (۶.٢) رابطه حال
دارد. اشاره (٧.٢) شرط به u < h = v با (۶.٢) رابطه .١

کنید: فرض
ah < bh, (١٠.٢)

min{au, bh} ≤ min{bu, ah}. (١١.٢)
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تناقض در (١١.٢) رابطه با که min{au, bh} > min{ah, bu} می�دهد نتیجه (١٠.٢) و au > bu

ah < bh < au ≤ bu اگر زیرا نمی�افتد، اتفاق هرگز bh < au دلیل همین به au ≤ bu پس است،
ممکن حالت تنها پس است. تناقض در (٩.٢) با که bh = {au, bh} ≤ min{ah, bu} = ah آنگاه
au ≤ ah یا au = min{au, bh} ≤ min{ah, bu} می�بینیم (۶.٢) گرفتن نظر در با است، au ≤ bh

می�رساند. را (٧.٢) شرط دو هر که au ≤ bu و
دارد. اشاره (٩.٢) یا (٨.٢) به ، u = h < v با (۶.٢) ٢.رابطه

کنید: فرض
ah < bh, (١٢.٢)

min{ah, bv} ≤ min{bh, av}. (١٣.٢)

است. برقرار (٩.٢) یا (٨.٢) رابطه دو از یکی می�کنیم ثابت
است. برقرار (٨.٢) پس دارد اشاره av ≥ ah به (١٣.٢) پس ،av < bv یعنی نباشد برقرار (٩.٢) اگر

می�رسیم. تناقض به av < ah یعنی نباشد برقرار (٨.٢) رابطه چپ سمت اگر
av = min{ah, av} < min{ah, bv} ≤ min{av, bh} ≤ av

است. برقرار (٩.٢) پس ،av > bv یعنی نباشد برقرار (٨.٢) رابطه راست سمت اگر

و h ∈ N٠ بحرانی کار با زمان�بندی از کلاسی در π = (١,٢, ..., n) کار دنباله [١١] .۴.٧.٢ قضیه
u ∈ {١, ..., h− ١} برای (٧.٢) اگر فقط و اگر است بهینه u ∈ N١ ∪N٠ ،h قبل کارهای تمام برای

باشد. برقرار v ∈ {h+ ١, ..., n} برای (٩.٢) یا (٨.٢) و

نتیجه قضیه شرایط از (۶.٢) شرط می�دهد نشان که ،(٣.٧.٢) اثبات در شده استفاده استدلال برهان.
است. مناسب h ∈ N٠ برای می�شود،

(٧.٢) ،u < h = v با (۶.٢) شرط می�دهد. نتیجه را قضیه شرایط (۶.٢) شرط می�کنیم ثابت ادامه در
نقض (۴.٢) شرط باشیم، داشته را آن اگر زیرا باشد، au > ah نمی�تواند واقع در می�دهد. نتیجه را

می�شود:
Au+١,h < Au+١,h−١ + au ≤ Bu+١,h−١ + bu = Bu,h−١.

ببینید). را ٣.٧.٢ قضیه (اثبات می�دهد نتیجه را (٩.٢) و (٨.٢) u = h < v با (۶.٢) شرط

به�طور N١ ∪N٠ به متعلق کارهای کردن مرتب از استفاده با جانسون قاعده که است مشخص کاملا
جواب یک ،b مقدار با نزولی طور به N٢ ∪ N٠ در کارهای و آنها a مقدار گرفتن نظر در با صعودی
حقیقت در نیستند. لازم اما هستند کافی� شرایط جانسون شرایط گفتیم قبلا که همان�طور می�سازد. بهینه
قاعده در باشد. داشته وجود جانسون زمان�بندی با متفاوت بهینه زمان�بندی زیادی تعداد است ممکن
و N١ در کارها بلکه شود، ترکیب می�تواند N٢ و N١ در کارها با تنها نه N٠ به متعلق کارهای جانسون

شوند. ترکیب یکدیگر با نیز و خودشان در می�توانند N٢

دارد. بر در را دو�ماشینه زمان�بندی یک اطلاعات که بگیرید نظر در را ١۵.٢ جدول .١.٧.٢ مثال
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دو�ماشینه زمان�بندی :١۵.٢ جدول
j ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠
aj ١ ١ ٢ ٢ ۵ ۶ ۴ ۶ ٣ ٣
bj ٣ ١ ٣ ٢ ٧ ١٩ ٣ ٣ ٣ ١

همان�طور ،Cmax = ۴٧ و است بحرانی کار h = ۵ که می�بینیم داریم اختیار در که اطلاعاتی به توجه با
است. شده نوشته جانسون قاعده از استفاده با (١) شماره زمان�بندی می�بینید ٢٢.٢ شکل در که

(١) زمان�بندی :٢٢.٢ شکل

موقعیت حالیکه در N٢ = {٧,٨,١٠} و N١ = {١,٣,۵,۶} مجموعه�های در شغلها ترتیب در تغییر با
دیگری زمان�بندی به می�توانیم باشد ثابت h = ۵ بحرانی کار به نسبت N٠ = {٢,۴,٩} شغلهای نسبی

برسیم. می�بینید ٢٣.٢ شکل در که ((٢) شماره (زمان�بندی

(٢) زمان�بندی :٢٣.٢ شکل

که وهمان�طور است برقرار ٣.٧.٢ قضیه در شده ذکر بهینگی کافی و لازم شرایط زمان�بندی دو این در
است. شده نوشته جانسون قاعده با همچنین (١) شماره زمان�بندی گفتیم

به متعلق کارهای در جابه�جایی با و می�کند صدق ٣.٧.٢ قضیه شرایط در که دیگری بهینه زمان�بندی
داریم. ٢۴.٢ شکل در را است شده ایجاد N٠

(٣) شماره زمان�بندی :٢۴.٢ شکل
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(۴) شماره زمان�بندی :٢۵.٢ شکل

در جابه�جایی بر علاوه می�کند. صدق ٣.٧.٢ قضیه شرایط در نیز ٢۵.٢ شکل ،(۴) شماره زمان�بندی
قبل ٧ ∈ N٢ بنابراین کرده�اند. تغییر آمده�اند h از بعد و هستند N١ ∪N٢ در که کارهایی ،N٠ کارهای

نمی�افتد. اتفاق هرگز جانسون قاعده در که است آمده ۶ ∈ N١ از

٣.٧.٢ قضیه کافی و لازم شرایط کردیم بحث آنها مورد در که زمان�بندی�هایی همه در می�کنیم مشاهده
است. ۴٧ زمان�بندی�ها همه در Cmax و است بحرانی کار h = ۵ کار است، برقرار

غیرجایگشتی زمان�بندی در کارها دنباله بهینگی برای کافی و لازم شرایط ٢.٧.٢
دو�ماشینه

کار از بعد A ماشین در آن اول عملیات اگر که ندارد وجود کاری هیچ بهینه، غیرجایگشتی زمان�بندی در
کار که می�دهد نشان مطلب این باشد. بحرانی کار از قبل B ماشین در آن دوم عملیات باشد، بحرانی
ماشین دو هر در h از قبل کارها از مجموعه یک آن در که می�کند تقسیم بخش دو به را زمان�بندی بحرانی
می�کند، ایفا را کلیدی نقش تقسیم�بندی این می�شوند. پردازش h از بعد دیگر مجموعه�ای و B و A

است. بی�اهمیت و جزئی h بعد و قبل در کارها جایگشت درحالیکه
پردازش زمان�های و A ماشین در h از قبل کارهای پردازش زمان�های جمع به�صورت پردازش کل زمان

می�شود. محاسبه می�شود، شامل را h عملیات دو هر که ،B ماشین در h از بعد کارهای
برای σ = (i١, i٢, . . . , in) و A ماشین برای π = (١,٢, . . . , n) کار دنباله با زمان�بندی کنید فرض
N

befor(h)
A(B) به�ترتیب را h از بعد و قبل (B) A ماشین در کارها پردازش نماد باشد، شده داده B ماشین

می�گیریم. نظر در Nafter(h)
A(B) و

در عملیاتش دومین از قبل اگر است بحرانی h کار غیرجایگشتی، زمان�بندی در [١١] .۵.٧.٢ تعریف
نداریم) دوم ماشین در بحرانی کار از بعد شده�ای تلف زمان (هیچ باشیم داشته شده تلف زمان B ماشین

و
Cmax = A(N

befor(h)
A ) + ah + bh +B(N

after(h)
B ). (١۴.٢)

است. منحصربه�فرد و دارد وجود h کار σ و π هر برای است واضح
نوشت: می�توان نیز زیر به�صورت را بحرانی کار تعریف

h∑
k=١

ak +
n∑

k=h

bσ(k) >

j∑
k=١

ak +
n∑

k=j

bσ(k), ١ ≤ j ≤ h− ١, (١۵.٢)
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h∑
k=١

ak +
n∑

k=h

bσ(k) ≥
j∑

k=١
ak +

n∑
k=j

bσ(k), h ≤ j ≤ n. (١۶.٢)

می�کند. ضمانت را B ماشین در h کار از قبل شده تلف وقت وجود (١١.٢) در اکید نامساوی
است. برقرار نیز غیرجایگشتی�ها برای ۴.٧.٢ و ٣.٧.٢ قضایای می�کنیم ثابت بعد گزاره از استفاده با

زیردنباله�هایی ماشین دو هر در آنگاه باشد، بهینه h بحرانی کار با زمان�بندی اگر [١١] .۶.٧.٢ گزاره
شده�اند. پردازش h بعد و h قبل کارها، از یکسان

N
befor(h)
A = N

befor(h)
B , N

after(h)
A = N

after(h)
B .

یکسان مکان در h کار از عملیات دومین بهینه، زمان�بندی در که می�ببینیم ۶.٧.٢ گزاره به توجه با
بنابراین: می�شود. پردازش A ماشین در

Aو١h = A(N befor
A ) + ah,

Bihوin = B(N befor
B ) + bh.

می�شود: محاسبه ترتیب بدین پردازش کل زمان و
Cmax = Aو١h +Bihوin .

دنباله به�ترتیب σ و π بگیرید، نظر در را h بحرانی کار با ،Sπوσ اختیاری بهینه غیرجایگشتی زمان�بندی
هر در یکسان دنباله π می�کنیم، معرفی را Sπوπ جایگشتی زمان�بندی است. B و A ماشین در کار
کار از قبل ،(NA, NB) یعنی B و A در کارها دنباله زمان�بندی دو هر در واقع در است. ماشین دو
نشان ابتدا است. متفاوت زمان�بندی دو در N befor

B ترتیب اما می�شود، پردازش مشابه به�صورت h
N

after(h)
A زمان�بندی دو هر در که است واضح است. بحرانی نیز جایگشتی زمان�بندی در h که می�دهیم

هر در یکسانی مکان در h پس است، متفاوت Nafter(h)
B در ترتیب فقط و است یکسان Nafter(h)

B و
نتیجه در نیست غیرجایگشتی از طولانی�تر جایگشتی زمان�بندی در Nafter(h)

B دارد. قرار زمان�بندی دو
برای که درمی�یابیم حال است. بحرانی هم Sπوπ برای h کار پس است یکسان آن�ها هردوی در Cmax

دو هر غیرجایگشتی و جایگشتی زمان�بندی�های و می�افتد اتفاق (١۴.٢) رابطه Sπوπ زمان�بندی مجموع
است. بهینه هم Sπوπ باشد، بهینه Sπوσ اگر موارد این تمام به توجه با حال دارند. یکسان بهینه مقدار

است. برقرار Sπوσ و Sπوπ زمان�بندی دو هر برای ٣.٧.٢ و ٢.٧.٢ قضایای شرایط بنابراین
Sπوπ پس برقرارند، Sπوπ برای هم�چنین آنها پس بود، برقرار Sπوσ برای قضیه شرایط اگر دیگر طرف از

است. بهینه Sπوσ هستند یکسان کل پردازش زمان دارای زمان�بندی دو هر آنجائیکه از است. بهینه
است. برقرار نیز غیربازگشتی موارد برای ٣.٧.٢ و ٢.٧.٢ قضایای که دادیم نشان ما بنابراین

،u ∈ N١∪N٠ ،h قبل کارهای همه و h ∈ N١∪N٠ بحرانی کار با زمان�بندی در [١١] .٧.٧.٢ قضیه
(٨.٢) شرط و h قبل کارهای برای (٧.٢) شرط اگر فقط و اگر است بهینه π = (١,٢, ..., n) کار دنباله

باشد. برقرار h بعد کارهای برای (٩.٢) یا
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کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل

مقدمه ١.٣

استفاده ضرورت برای دلایلی می�پردازیم، معکوس زمان�بندی مسئله بررسی و معرفی به فصل این در
جهت می�کنیم. بررسی دو�ماشینه و یک کارگاه�های برای را معکوس مسئله برمی�شماریم. مسئله این از
دو�ماشینه ماشینه، یک خاص کارگاهی مسائل در پردازش زمان�های تنظیمات هزینه مینیمم آوردن بدست

می�کنیم. مدل را مسئله نهایت در و کرده فراهم آن�ها برای را بهینگی شرایط

معرفی ٢.٣

شود. مینیمم کارها تکمیل زمان اندازه که هدف این با می�کند مرتب را کارها از لیستی زمان�بندی مسائل
کمترین با که است این هدف و شده داده کارها دنباله این می�کنیم فرض معکوس زمان�بندی مسائل در

شود. بهینه شده داده دنباله پردازش) (زمان پارامترها در تغییر
استفاده زمان�بندی مسائل در که نمادی میانی بخش در را INV معکوس زمان�بندی مسئله معرفی برای
زمان کردن کمینه هدف با مثلا Fm|INV |{} نماد با را معکوس مسائل یعنی می�دهیم. قرار می�شود،
از است. شده مطرح مسئله ماشین�های تعداد m که می�دهیم نمایش Fm|INV |Cmax با کل پردازش
استفاده شده تنظیم پارامترهای برای ”ˆ” با همراه داشتیم، زمان�بندی مسائل در تاکنون که نمادهایی تمام

می�کنیم.
فراهم را آنها شروع از قبل می�تواند تولیدکننده که باشد مقدمات بعضی مستلزم تولید فرآیند کنید فرض
تولیدکننده، نیز گاهی �کند. انتخاب را دنباله بهترین دارد، اختیار در که اطلاعاتی به توجه با سپس و کند
شروع از بعد که کارهایی است ممکن یا می�کند ارائه تولید شرایط به توجه با را خود پیشنهادی دنباله
نباشد. بهینه دیگر انتخابی جایگشت نتیجه در و باشند داشته متفاوتی ویژگی�های می�شوند وارد فرآیند،
مجبور تولیدکننده باشد نداشته تغییر قابلیت جایگشت، تکنولوژی محدودیت همچون زیادی دلایل به اگر



۴٢ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

تنظیم پردازش زمان کند. تنظیم را پردازش زمان یعنی کند، تنظیم را کارها بعضی انجام سرعت می�شود
زمان�بندی مسائل دهیم نشان می�خواهیم میدهیم. نمایش b̂j با B ماشین در و âj با A ماشین در را شده
نیست، حل قابل چندجمله�ای زمانی پیچیدگی در آن�ها زمان�بندی مسئله که مسائلی مورد در حتی معکوس

دربیایند. خطی١ ریزی برنامه� مسائل به�صورت می�توانند
زمان کردن مینیمم برای بهینه، کار دنباله کردن پیدا هدف و معلوم پارامترها دقیق مقدار زمان�بندی در
پی در ما و نیست مشخص پردارش�ها زمان معکوس زمان�بندی در آنکه حال کارهاست. پردازش� کل
به است پارامترها تنظیم معکوس زمان�بندی در هدف هستیم. شده� داده دنباله بهینگی برای تنظیماتی

شود. مینیمم تنظیمات هزینه نهایت در و نشوند منحرف زیاد شده داده اولیه مقادیر از آنکه شرط
مسائل پزشکی، عکس�برداری ژئوفیزیک، علوم مسائل در ازجمله مسائل، از خیلی در معکوس بهینه�سازی

دارد. کاربرد موارد دیگر و ترافیک به مربوط
آن�ها کاربردهای و معکوس بهینه�سازی مورد در زیادی مطالعه [٣] ٢٠٠١ سال در اورلین٣ و آهوجا٢
مقاله در داشتند. انتقال مسائل و هزینه کمترین راه�حل�ها، کوتاه�ترین عمومی، خطی ریزی برنامه� شامل
معکوس بهینه�سازی روش�های که است این هدف ٢٠٠۴ سال در [٢٨] کولاماس توسط شده مطالعه
مسائل مخصوصاً معکوس بهینه�سازی کاربردهای مورد در و گیریم کار به زمان�بندی مسائل مورد در را
جهتی در است، کار دنباله و کار پارامترهای مقدار تعیین مقاله این در هدف می�کنیم. بحث زمان�بندی
فرق کند. مینیمم را است کار انجام مدت طول یا تکمیل زمان اساس بر که هدف توابع از بعضی که
که، است این در مذکور مقاله در شده بیان معکوس، زمان�بندی و نامبرده زمان�بندی مسائل بین اساسی
با بهینگی، به رسیدن برای آن تبدیل و شده داده کارها از دنباله�ای می�کنیم فرض ما معکوس مسئله برای
زمان�بندی مسائل اصلی کاربرد می�گیرد. صورت کنترل قابل پارامترهای بر ممکن تنظیم و تغییر کمترین
پارامترهای شوند. تنظیم مشتری�ها و تولیدی�ها بین می�توانند پارامترها که است شرایطی در معکوس
متناظر خطای مقادیر تولیدی�ها مدیر پیشنهاد و می�دهند ترجیح مشتری�ها که هستند آن�هایی اصلی کار

است. آنها با
به�صورت باید کارها که باشد سیستم�هایی در می�تواند معکوس زمان�بندی مسائل کاربردهای از دیگر یکی
این در خاص به�طور دارد. وجود کار پارامترهای بر کنترل یک اما باشند موجود همواره تا بیایند دنباله
اطلاعاتی می�شوند داده سیستم به کار پارامترهای که زمانی می�دهد، انجام را زمان�بندی که کسی سیستم�ها
حتی که به�تریتبی مشتری�ها، با را پارامترها حقیقی مقدار می�تواند زمان�بند می�آورد. به�دست آن�ها مورد در
کاربرد کند. تنظیم دارد، نگه� بهینه را آن� شد، افزوده بهینه زمان�بندی به جدید پارامترهای اینکه از بعد
بهینه درحالی��که می�کند، تعیین را شده ذکر کار پارامترهای در تغییر مقدار کمترین معکوس زمان�بندی

کند. حفظ را زمان�بندی آن بودن
از دسته آن حتی درآورد، خطی ریزی برنامه� به�صورت می�توان را معکوس مسائل که می�دهیم نشان ما

نیست. حل قابل چندجمله�ای زمانی پیچیدگی در که زمان�بندی مسائل
مسئله از استفاده مثل معکوس، زمان�بندی از نیز دیگری مخصوص کاربردهای شد ذکر آن�چه از غیر به

١LP
٢Ahuja
٣Orlin



۴٣ تک�ماشینه زمان�بندی معکوس مسائل .٣.٣

داریم. NP-سخت زمان�بندی خاص مسائل در جواب بهینگی برای محکی آوردن بدست برای معکوس
مطالعات و کار شامل کنترل قابل پارامترهای با معکوس زمان�بندی مورد در مطالعات از عظیمی بخش
همین�طور و است بوده چند�ماشینه و متغیره چند زمان�بندی بر که است [۴١] ١٩٩۴ سال در تریک۴

است. [۵] ١٩٩۶ سال در نیز کوچنبرگر۶ و علیدای۵ مطالعه و تحقیق
مانند دارد، وجود معکوس بهینه�سازی مسائل روی بر مختلف تحقیقات و مطالعات از نیز مواردی
مسئله معکوس یا شد. انجام [٣] ٢٠٠١ سال در اورلی٨ و آهوجا٧ توسط که خطی ریزی برنامه� معکوس
معکوس که یانگ١١ و کردند. بررسی [۴٨] ١٩٩۶ سال در لوو١٠ و ژانگ٩ که هزینه کمترین و انتقال
و زو١٢ توسط میان این در هم راه�حل کوتاه�ترین مسئله معکوس و کرد بررسی [۴۶] در را برش مسئله

شد. بررسی [۴۵] در ژانگ١٣

تک�ماشینه زمان�بندی معکوس مسائل ٣.٣

پردازش زمان دارای i ماشین در j کار هر دیدیم قبل فصل در بگیرید. نظر در را اختیاری کار n از دنباله�ای
زمان Cj =

∑j
k=١ pk کنید فرض است. pj تک�ماشینه کارگاه�های برای و j = ١,٢, . . . , n است، pj,i

کل گرفتن نظر در با که بگیرید نظر در را مسئله��ای باشد. شده داده اختیاری دنباله در j کار شدن تکمیل
می�کند. تبدیل بهینه دنباله�ای به را قراردادی دنباله کارها، تکمیل زمان کل (C میانگین، (یا

∑n
j=١Cj

طبق که کردیم. معرفی را زیادی روش�های تک�ماشینه مسئله در هدف تابع کردن بهینه برای قبل فصل در
را E.D.D یا S.P.T روش مثلا می�کنیم. انتخاب را آن�ها می�شود زمان�بند از که مطالباتی و خواسته�ها

بگیرید. نظر در
کمینه ساخت زمان مدت متوسط S.P.T روش با که کردیم ملاحظه ٢.٣.٢ و ١.٣.٢ قضایای به توجه با
نظر در ضمن حال می�رسد. حداقل به نیز (Lmax ) تأخیر ماکزیمم E.D.D روش با همین�طور می�شود.

می�کنیم. بررسی آن�ها برای را معکوس مسئله روش دو این گرفتن
مرتب از استفاده با را ١||C مسئله بهینه جواب که [٣٨] اسمیت١۴ توسط شده معرفی مسئله به توجه با
تعیین با ١|INV |C معکوس مسئله می�آورد، بدست (S.P.T ) ممکن زمان کوتاه�ترین در کارها کردن
ارئه را (S.P.T ) پردازش زمان کمترین دنباله به شده تبدیل دنباله�ای کارها، دنباله کل تغییر کمترین

۴Trick
۵Alidaee
۶Kochenberger
٧Ahuja
٨Orlin
٩Zhang

١٠Liu
١١Yang et al.
١٢Xu
١٣Zhang
١۴Smith



۴۴ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

می�دهد.
:[٢٨] داریم را زیر مدل موارد این طبق

min
∑n

j=١ θj|p̂j − pj|
s.t.

٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

(١.٣)

مقدار به نسبت تغییر و تنظیم از بعد j کار پردازش زمان جدید مقدار p̂j ،j = ١,٢, . . . , n هر برای که
است. pj تغییر هزینه واحد θj است. اولیه

بزرگ خیلی می�تواند θj که می�بینیم است. انعطاف�پذیر کافی اندازه به (١.٣) مسئله در هدف تابع
مقدار به نسبت زیادی تغییر که نمی�دهد اجازه pj به θj است، سازی مینیمم که مسئله به توجه با باشد،

نمی�شود). تنظیم قیمتی هر (به باشد داشته اولیه
تبدیل خطی مسئله به می�تواند متغیر تغییر از استفاده با اما نیست خطی ریزی برنامه� یک (١.٣) مسئله

بنابراین است، xj + yj با معادل |p̂j − pj| که می�دانیم شود.
p̂j − pj = xj − yj xj ≥ ٠, yj ≥ ٠

نوشت: زیر مسئله شکل به می�توان را (١.٣) مسئله پس

min
∑n

j=١ θjxj +
∑n

i=١ θjyj (٢.٣)

s.t ٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n (٣.٣)

p̂j − pj = xj − yj, j = ١,٢, . . . , n, (۴.٣)

xj ≥ ٠, yj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n. (۵.٣)

(p١, p٢, p٣, p۴) = با کار ۴ محصول، تولید برای کارگاه در بگیرید نظر در [٢٨] .١.٣.٣ مثال
نیست. بهینه شده داده پردازش�ها زمان این اساس بر که دنباله�ای هستند، پردازش انتظار در (۶,۴,٨,٢)
هزینه کمترین با را، آن�ها بهینگی برای نیاز مورد تنظیمات ١|INV |C مسئله از استفاده با می�خواهیم

(θ١, θ٢, θ٣, θ۴) = (١,١,١,١) دهیم. انجام
آوریم. بدست را p̂j مقادیر باید شده داده دنباله کردن بهینه برای

داریم: (۵.٣)-(٢.٣) مسئله طبق حل:
(p̂١, p̂٢, p̂٣, p̂۴) = (۶,۶,٨,٨)

با نهایت در و می�یابد افزایش واحد ۶ ،۴ کار پردازش زمان و افزایش واحد ٢ ،٢ کار پردازش زمان
واحد ٨ تنظیمات هزینه ببینید). را (٣.٣) (محدودیت است بهینه S.P.T روش به ما دنباله مقادیر این

است.
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کاروش-کاهن-تاکر شرایط با حل روش ارائه ١.٣.٣

حل برای روشی کاروش-کاهن-تاکر شرایط از استفاده با بگیرید، نظر در را (۵.٣)-(٢.٣) مسئله حال
می�کنیم. ارائه آن

کاروش-کاهن-تاکر) [۴۴](شرایط .١.٣.٣ قضیه
بهینه�سازی مسأله باشند. Rn روی شده تعریف مقدار حقیقی توابع ،i = ١, · · · , n ،gi و f کنید فرض

بگیرید: نظر در را زیر
min f(x) = f(x١, · · · , xn)

s.t gi(x) ≤ ٠ i = ١, · · · ,m
(۶.٣)

کنید فرض باشند. محدب Rn روی i = ١, · · · ,m هر برای gi : Rn −→ R محدودیت توابع که
کنید فرض .x∗ ∈ X نقطه و شدنی مجموعه یک X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠ i = ١, · · · , n}
پذیر مشتق پیوسته به�طور x∗ در i = ١, · · · ,m ،gi و f و محدب x∗ در f : Rn −→ R هدف تابع

به�طوری�که باشند داشته وجود i = ١, · · · ,m برای ٠ ≤ µi ∈ R (لاگرانژ) ضرایب اگر باشند.

▽f(x∗) +
∑m

i=١ µi ▽ gi(x∗) = ٠ . الف

µigi(x∗) = ٠ ∀i = ١, · · · ,m . ب

است. (۶.٣) مسأله بهینه جواب x∗ این�صورت در

نیز محدودیت�ها و است مشتق�پذیر پیوسته و محدب تابع درنتیجه است خطی (٢.٣) هدف تابع
برد. کار به آن برای را ١.٣.٣ قضیه می�توان نتیجه در مشتق�پذیرند. پیوسته پس خطی�اند، همگی

داریم: (٣.٣) محدودیت مورد در پس نوشت، p̂i = xi − yi + pi شکل به می�توان را (۴.٣) محدودیت

٠ ≤ p̂١ ≤ · · · ≤ p̂n −→


−p̂١ ≤ ٠
p̂١ − p̂٢ ≤ ٠
...
p̂n−١ − p̂n ≤ ٠

(٧.٣)

،gn تا g١
xi ≥ ٠ −→ −xi ≤ ٠ (٨.٣)

،g٢n تا gn+١
yi ≥ ٠ −→ −yi ≤ ٠ (٩.٣)

می�باشند. g٣n تا g٢n+١
در محدودیت n برای ،λi ضریب (٧.٣) معادلات در واقع محدودیت n برای ،i = ١, . . . , n هر به�ازای

می�دهیم. قرار γi ضریب (٩.٣) در باقی�مانده محدودیت n برای و µi ضریب (٨.٣)



۴۶ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

می�کنیم. بررسی مسئله این برای را کاروش-کوهن-تاکر شرایط
داریم: ١.٣.٣ قضیه الف قسمت به توجه با


٢θ١ − µ١ − γ١ = ٠,
٢θ٢ − µ٢ − γ٢ = ٠,
...
٢θn − µn − γn = ٠.

داریم: (١.٣.٣) قضیه ب قسمت به توجه با و


λ١(−x١ + y١ − p١) = ٠,
λ٢(x١ − y١ + p١ − x٢ + y٢ − p٢) = ٠,
...
λn(xn−١ − yn−١ + pn−١ − xn + yn − pn) = ٠.
µ١(−x١) = ٠,
µ٢(−x٢) = ٠,
...
µn(−xn) = ٠.
γ١(−y١) = ٠,
γ٢(−y٢) = ٠,
...
γn(−yn) = ٠.

γi, λi, µi ≥ ٠ که،

داریم: نهایت در پس

=⇒



٢θi − µi − γi = ٠, ∀i = ١, · · · , n,
λi(xi−١ − yi−١ + pi−١ − xi + yi − pi) = ٠, ∀i = ١, · · · , n, x٠, y٠, p٠ = ٠,
µi(−xi) = ٠, ∀i = ١, · · · , n,
γi(−yi) = ٠, ∀i = ١, · · · , n,
γi, λi, µi ≥ ٠, ∀i = ١, · · · , n.

می�آید. بدست (۵.٣)-(٢.٣) مسئله برای بهینه جواب دستگاه، این حل با
پردازش زمان مینیمم ١|q|Cmax مسئله بگیرید. نظر در را دیگری تک�ماشینه معکوس زمان�بندی مسائل



۴٧ چند�ماشینه خاص کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .۴.٣

شروع زمان در کارها همه وقتی ،qj کار تحویل زمان گرفتن نظر در با را Cmax = max{Cj + qj} کل
مرتب از استفاده با را بهینگی ١|q|Cmax (مسئله [٢٨] می�کند محاسبه هستند، دسترس در صفر) (زمان

می�آورد). دست به qj افزایشی غیر به�صورت کارها کردن
مسئله بهینه جواب باشد. کارها تحویل و پردازش در تأخیر کردن کمینه مسئله�ای در هدف کنید فرض
می�آوریم، بدست (E.D.D) کار تحویل موعد سریع�ترین در کارها کردن مرتب از استفاده با را ١|q|Lmax

دنباله به شده تبدیل دنباله�ای کارها، دنباله کل تنظیم کمترین تعیین با ١|INV |Lmax معکوس مسئله
می�دهد. ارائه را E.D.D

مجموع کردن مینیمم وسیله به ،(۵.٣)-(٢.٣) خطی مسئله مشابه می�تواند ١|INV |Lmax مسئله
شود. فرموله ،j کار تحویل زمان تنظیمات و تغییرات

می�نویسیم: زیر شکل به را ١|INV |Lmax مسئله ما

min
∑n

j=١ γj|q̂j − qj|
s.t.

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

(١٠.٣)

اولیه مقدار به نسبت تنظیم از بعد j کار تحویل موعد جدید مقدار q̂j ،j = ١,٢, . . . , n هر برای که
است. qj تغییر هزینه واحد γj است.

که چرا است، انعظاف�پذیر کافی اندازه به نیز (١٠.٣) مسئله در هدف تابع (٢.٣)-(۵.٣) مسئله مشابه
که نمی�دهد اجازه qj به γj است، سازی مینیمم مسئله که این� به توجه با باشد. بزرگ خیلی می�تواند γj

باشد. داشته اولیه مقدار به نسبت زیادی تغییر
|q̂j − qj| که می�دانیم می�کنیم. تبدیل خطی مسئله به متغیر تغییر از استفاده با نیز را (١٠.٣) مسئله

بنابراین است، x′
j + y′j با معادل

q̂j − qj = x′
j − y′j x′

j ≥ ٠, y′j ≥ ٠

نوشت: زیر مسئله شکل به می�توان را (١٠.٣) مسئله پس

min
∑n

j=١ γjx
′
j +
∑n

j=١ γjy
′
j

s.t.

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

q̂j − qj = x′
j − y′j, j = ١,٢, . . . , n,

x′
j ≥ ٠, y′j ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n.

(١١.٣)

چند�ماشینه خاص کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل ۴.٣

برای که است این آن�ها اصلی مشخصه می�کنیم. توجه عملیاتی چندین زمان�بندی مسائل به بخش این در
مشخص قبل از ترتیب در یا شرط) بدون (کارگاهی ترتیبی هر در تا است نیاز عملیات m ≥ ٢ کار هر



۴٨ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

کارها میان در که شده تعیین قبل از ترتیب�های بعضی در یا خاص) (کارگاهی کار هر برای یکسان شده
زمان�بندی مسائل در بهینه�سازی در شده استفاده معیار بیشترین شود. پردازش (کارگاهی) است متفاوت
عملیات تکمیل زمان Cj,m که وقتی است، Cmax یعنی پردازش�ها کل زمان کردن مینیمم عملیاتی، چند

باشد. j = ١,٢, . . . , n هر برای ،j کار روی بر m
اساس بر زمان�بندی از کلی دسته�بندی دو برای را معکوس زمان�بندی مسائل چند�ماشینه، حالت در
F٢||Cmax زمان�بندی مسئله F٢|INV |Cmax نمونه در نوشت، می�توان زمان�بندی مسئله زمانی پیچیدگی
نمونه در درحالیکه .[٢۵] است حل قابل جانسون الگوریتم توسط ،(O(n log n) چندجمله�ای پیچیدگی با

.[١٨] است NP-سخت ،Fm||Cmax متناظر زمان�بندی مسئله Fm|INV |Cmax

دو�ماشینه جایگشتی خاص کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل ١.۴.٣

می�کنیم. بررسی معکوس بهینه�سازی منظر از را خاص کارگاهی دوماشینه زمان�بندی برنامه بخش این در
توسط سپس و A ماشین توسط ابتدا N = {١,٢, . . . , n} کارهای از دنباله یک F٢|cmax مسئله در
با را پردازش زمان بردار هستند. دسترس در شروع زمان در کارها همه شوند. پردازش باید B ماشین

می�کنیم. نمادگذاری b = (b١, b٢, . . . , bn) و a = (a١, a٢, . . . , an)

بطوریکه: است π∗ جایگشت کردن پیدا F٢|cmax مسئله در هدف
Cmax(π

∗, a, b) ≤ Cmax(π, a, b) ∀π

گاهی می�نامند. جایگشتی را زمان�بندی آنگاه باشد، داشته یکسان پردازش ماشین دو هر در کارها اگر
می�کنیم. نامگذاری نیز ترتیب بدین را دو�ماشینه جایگشتی خاص کارگاهی معکوس مسئله

F٢|aj, bjتنظیم�پذیر, π|Cmax

را π = (١,٢, . . . , n) نهایی کار دنباله و معلوم�اند b و aپردازش زمان معکوس زمان�بندی مسئله در
جایگشت با ماشین دو هر روی کارها که می�کنیم فرض معکوس مسئله در زمان�بندی مسئله مانند داریم،
هدف نباشد. بهینه bj و aj معلوم مقادیر برای جایگشت این است ممکن می�شود، پردازش π یکسان
حد تا یافته تغییر زمان�های درحالی�که است معین بازه در پردازش زمان تغییر با جایگشت کردن بهینه

ببینید. [١١] در (١٢.٣) مدل شکل به را موارد این باشد، نزدیک اولیه مقدار به ممکن
min ∥(â, b̂)− (a, b)∥

s.t. Cmax(π, â, b̂) ≤ Cmax(σ, â, b̂) ∀σ

aj ≤ âj ≤ āj, j ∈ N,

bj ≤ b̂j ≤ b̄j, j ∈ N.

(١٢.٣)
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داریم: β−
j و β+

j , α
−
j , α

+
j نامنفی هزینه�های با و منهتن نرم ازای به

∥(â, b̂)− (a, b)∥١,α,β =
∑n

j=١[αj|âj − aj|+ βj|b̂j − bj|]
=
∑n

j=١[α
+
j max{âj − aj,٠}+ α−

j max{aj − âj,٠}]
+
∑n

j=١[β
+
j max{b̂j − bj,٠}+ β−

j max{bj − b̂j,٠}].

دو�ماشینه غیرجایگشتی خاص کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل ٢.۴.٣

بهینگی، برای می�دهیم. نمایش πB با را B ماشین روی و πA با را A ماشین روی ترجیحی کار جایگشت
که باشد اینگونه باید پردازش زمان

Cmax(πA, πB, a, b) ≤ Cmax(σA, σB, a, b) ∀σAوσB

می�نامند. جایگشتی را زمان�بندی آنگاه باشد، داشته یکسان پردازش ماشین دو هر در کارها اگر
می�دهیم: نمایش اینگونه نیز را غیرجایگشتی خاص کارگاهی دوماشینه معکوس مسئله

F٢|aj, bjتنظیم�پذیر, πA, πB|Cmax

هزینه کردن کمینه هدف با جایگشتی مسائل همانند نیز مسائل از دسته این برای معکوس مسئله پس
یعنی: است. می�شود انجام پردازش�ها زمان بر که تنظیماتی

min ∥(â, b̂)− (a, b)∥

s.t. Cmax(πA, πB, â, b̂) ≤ Cmax(σA, σB, â, b̂) ∀σAوσB

aj ≤ âj ≤ āj, j ∈ N,

bj ≤ b̂j ≤ b̄j, j ∈ N.

(١٣.٣)

جایگشتی خاص کارگاهی معکوس مسئله زمانی پیچیدگی ۵.٣
دو�ماشینه

است، یکسان غیرجایگشتی و جایگشتی زمان�بندی دو هر برای بهینگی لازم و کافی شرایط که دیدیم
نظر در ماشین دو هر برای یکسان ،π = (١,٢, . . . , n) کار دنباله با را جایگشتی زمانبندی تنها پس

می�گیریم.
نظر در را کوله�پشتی مسئله از مثالی [١١] به توجه با معکوس، مسئله بودن NP−سخت اثبات برای

یکدیگرند. مشابه مسئله دو این می�دهیم نشان و می�گیریم
بگیرید. نظر در را زیر کوله�پشتی مسئله

max
∑q

i=١ γizi

s.t.
∑q

i=١wizi ≤ C,

zi ∈ {٠,١}, ١ ≤ i ≤ q.

(١۴.٣)
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و ١ ≤ i ≤ q تمام برای wi و γi فرض با
q∑

i=١
wi > C.

نمی�توانند که هستند خاصی کارهای l و k ،h کارهای بگیرید، نظر در را h, v١, ..., vq, k, l کار q + ٣
شوند. تنظیم و کنند تغییر

ah = ah = ah, bh = bh = bh,

ak = ak = ak, bk = bk = bk,

al = al = al, bl = bl = bl.

با است، طولانی k ∈ N٠ کار
ak = bk = E,

است. q بعلاوه کوله�پشتی بار وزن مجموع E

E =

q∑
i=١

wi + q, (١۶.٣)

با برابرند، هم با h, l ∈ N١ کار

ah = al = ١+ ϵ,

و

bh = bl = C + q < E,

است. ترتیب بدین نیز v١, . . . , vq کارها باقی پردازش زمان است. کوله�پشتی ظرفیت C که

avi = ϵ, i = ١, . . . , q,
bvi = wvi + ١, i = ١, . . . , q,

(١٧.٣)

که است کوچک بسیار عدد ϵ و

ϵ < min{١, C
q
}.

است. زیر رابطه طبق v١, . . . , vq کارهای برای تنظیمات محدوده

avi = avi , avi = ah, i = ١, . . . , q,

bvi = avi , bvi = bvi , i = ١, . . . , q,
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avi تا می�تواند اما یابد افزایش نمی�تواند bvi یابد. افزایش ahتا می�تواند اما یابد کاهش نمی�تواند avi
یابد. کاهش

است. صادق زیر رابطه در تنظیمات هزینه می�کنیم فرض
α+
vi
> β−

vi
, i = ١, . . . , q.

می�شود. انجام ادامه در گزاره�ها برخی از استفاده با اثبات

است. بحرانی کار تنها h کار تنظیم�نا�پذیر، پردازش زمان با زمان�بندی در [١١] .١.۵.٣ گزاره

می�دهیم: قرار برهان.
Bv١,vi−١ = ٠ i = ١.

داریم: vj و vi کارهای مرتب زوج هر برای و av١ < bh که می�کنیم مشاهده
avi < bvj .

داریم: نتیجه در و
Av١,vi < bh +Bv١,vi−١ , ١ ≤ i ≤ q,

کار دو است. تناقض در (۴.٢) رابطه با زیرا باشند بحرانی نمی�توانند vi کارهای از هیچ�کدام بنابراین
پردازش شدن کامل زمان بین T اندازه به شکافی k کار برای زیرا باشند بحرانی نمی�توانند نیز l و k نهایی

ببینید. را ۵.٢ شکل دارد، وجود B ماشین در پردازش شروع زمان و A ماشین در

T = bh +Bv١,vq − Av١,vq − ak = (C + q) +

q∑
i=١

(wvi + ١)− ϵq − E

= (C + q) + E − ϵq − E = C + (١− ϵ)q > ٠;

می�باشد. هم بزرگتر شکاف این l کار برای
T + bk − al > T.

v١, . . . , vn و l و k و h کارهای با زمان�بندی :١.٣ شکل

نیست. بهینه تنظیم�ناپذیر پردازش زمان با زمان�بندی [١١] .٢.۵.٣ گزاره
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برقرار (٩.٢) یا (٨.٢) شرایط از کدام هیچ می�آید، h ∈ N١ از بعد که vi ∈ N١ کار هر برای برهان.
نیست. برقرار است آمده (٣.٧.٢) قضیه در که بهینگی کافی و لازم شرایط پس نیست.

نمی�دهد. نتیجه را جدید بحرانی کار تنظیماتی، هیچ [١١] .٣.۵.٣ گزاره

درحالیکه شود بحرانی نمی�تواند vz کار هیچ برهان.

∑z
i=١ âvi ≤

∑z
i=١ avi = (١+ ϵ)z

< C + (١+ ϵ)z − ϵ

≤ (C + z) + (z − ١)ϵ
≤ (C + q) + (z − ١)ϵ
≤ bh +

∑z−١
i=١ bvi

≤ b̂h +
∑z−١

i=١ b̂vi .

=⇒
∑z

i=١ âvi < b̂h +
∑z−١

i=١ b̂vi .

ماشین در پردازش شروع زمان و A ماشین در پردازش شدن کامل زمان بین شکاف نشان�دهنده این که
است. تناقض در کار بودن بحرانی با که است B

کند. بحرانی را l کار نمی�تواند {v١, . . . , vq} کارهای روی به تنطیماتی هیچ [١١] .۴.۵.٣ گزاره

بلافاصله l کار تنظیم�ناپذیرند. l و k کارهای که می�شود انجام واقعیت این از استفاده با اثبات برهان.
پردازش شدن کامل زمان بین فاصله�ای که می�بینیم رابطه این به توجه با ،al < bk و می�آید k از بعد
تناقض در آن بودن بحرانی با که دارد وجود B ماشین در l پردازش شروع زمان و A ماشین در l کار

است.

نماند، بحرانی دیگر h حالیکه در شود k شدن بحرانی موجب که تنظیمی هر [١١] .۵.۵.٣ گزاره
می�کند. غیربهینه را زمان�بندی

ماشین در و یابند افزایش A ماشین در v کارهای مثال طور به و باشد بحرانی k کار کنیم فرض برهان.
داریم: یابند، کاهش B

q∑
i=١

avi + ak = (١+ ϵ)q + E > (١+ ϵ)q + (C + q),

bh +

q∑
i=١

bvi = (C + q) + ϵq,

داریم: بنابراین
q∑

i=١
avi + ak > bh +

q∑
i=١

bvi .
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ماشین در k کار شروع از قبل شده تلف زمان می�بینیم آمد بدست که رابطه�ای و تنظیمات این به توجه با
نیست بحرانی دیگر ،h کار و دارد وجود B

شدن فشرده بدون k کار می�دهیم نشان حال نیست. بهینه دیگر زمان�بندی تنظیمات، این از بعد اما
داریم: باشد، بحرانی نمی�تواند B ماشین در عملگرها

q∑
i=١

âvi + ak ≤
q∑

i=١
avi + ak = (١+ ϵ)q + E,

bh +

q∑
i=١

bvi = (C + q) +

q∑
i=١

(wvi + ١) = C + q + E = (C−) = (١+ ϵ)q + E,

بنابراین:
q∑

i=١
avi + ak < bh +

q∑
i=١

bvi .

می�یابد. کاهش b̂vi < bvi عملگر یک حداقل بنابراین

و ٢.۵.٣ گزاره�های شوند، تنظیم می�توانند {v١, . . . , vq} کارهای تنها که حقیقت این از استفاده با
می�دارد. نگه بحرانی را h ممکن تنظیمات تمام که می�دهند نشان ۴.۵.٣

زیر رابطه دو از یکی vi کار هر برای می�گیریم. نظر در را بحرانی کار با زمان�بندی از کلاسی ما ادامه در
داریم: را

âvi = avi + xvi ≤ ah α+
vi
xvi هزینه با

b̂vi = bvi − yvi ≥ avi β−
vi
yvi هزینه با

باشند: برقرار (٩.٢) و (٨.٢) کافی و لازم شرایط بایستی شده پردازش زمان�های برای این بر علاوه

âvi = avi + xvi = ah α+
vi
(avi − ah) هزینه ,با

یا

b̂vi = bvi − yvi = avi β−
vi
(bvi − avi) هزینه .با

است: زیر شکل به vi کار عملکرد دو هر برای همزمان تنظیمات که می�شود مشاهده

âvi = avi + xvi , xvi > ٠,
b̂vi = bvi − yvi , yvi > ٠,

را بهینگی شرایط مقدار، همان تا âvi دادن کاهش و δ اندازه به b̂vi کردن کم باشد. بهینه نمی�تواند که
٠ < δ <) می�دهد کاهش نیز را تنظیم هزینه همچنین می�دهد کاهش را پردازش زمان و می�کند حفظ

.(min{xvi , yvi}



۵۴ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

ˆ̂avi = avi + xvi − δ, xvi − δ > ٠,
ˆ̂
bvi = bvi − yvi + δ, yvi − δ > ٠,

می�کنیم: معرفی زیر به�صورت را zvi یک و صفر متغیر

zvi =

٠ اگر âvi = avi + xvi = ah, b̂vi = bvi ,

١ اگر âvi = avi , b̂vi = bvi − yvi = avi .

شود. بیان نیز زیر شکل به می�تواند شده پردازش زمان

âvi = avizvi + ah(١− zvi),

b̂vi = avizvi + bvi(١− zvi),
(١٨.٣)

بود: خواهد زیر به�صورت هم تنظیمات هزینه آن مشابه و

α+
vi
(âvi − avi) = α+

vi
(ah − avi)(١− zvi),

β−
vi
(bvi − b̂vi) = β−

vi
(avi − bvizvi).

فاصله می�تواند {v١, . . . , vq} کارهای تنظیمات پس باشد، بحرانی کار تنها نمی�تواند k کار آنجائیکه از
عملیات دومین از قبل اما دهد کاهش صفر تا را B ماشین در کار شروع و A ماشین در k کار تکمیل بین

شود. ظاهر شده�ای تلف زمان هیچ نباید k کار

bh +

q∑
i=١

b̂vi ≥
q∑

i=١
âvi + ak.

داریم: (١٨.٣) رابطه از استفاده با حال

bh +

q∑
i=١

[avizvi + bvi(١− zvi)] ≥
q∑

i=١
[avizvi + ah(١− zvi)] + ak (١٩.٣)

داریم: را زیر نامساوی یا
q∑

i=١
(bvi − ah)zvi ≤ bh +

q∑
i=١

bvi − qah − ak

کنیم. مدل زیر به�صورت را بهینه تنظیمات کردن پیدا مسئله می�توانیم ما بنابراین

min
∑q

i=١[α
+
vi
(ah − avi)(١− zvi) + β−

vi
(bvi − avi)zvi ]

s.t.
∑q

i=١(bvi − ah)zvi ≤ bh +
∑q

i=١ bvi − qah − ak,

zvi ∈ {٠,١}, ١ ≤ i ≤ q.
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.[١١] می�کنیم مختصر را هدف تابع (١۶.٣) رابطه و (١٧.٣) در bvi و avi تعریف از استفاده با

max
∑q

i=١[α
+
vi
− β−

vi
(wvi + ١− ϵ)]zvi

s.t.
∑q

i=١wvizvi ≤ C,

zvi ∈ {٠,١}, ١ ≤ i ≤ q.

(٢٠.٣)

کنیم. تعریف زیر به�صورت را تنظیم هزینه اگر

α+
vi
= γvi + ١, ١ ≤ i ≤ q,

β−
vi
= ١

wvi+١−ϵ
, ١ ≤ i ≤ q,

بود خواهد (١۴.٣) مسئله معادل (٢٠.٣) مسئله هستند. کوله�پشتی مسئله پارامترهای γvi و wvi که
است. NP−سخت نیز بهینه تنظیمات کردن پیدا مسئله کوله�پشتی، مسئله همانند پس

خاصدو�ماشینه معکوسکارگاهی زمان�بندی مسائل از نمونه چند ۶.٣

و شده داده زمان�های برای h کار مثال، در کارها شرایط طبق قبل بخش در بودن NP-سخت اثبات
همیشه که نقض) (مثال می�کنیم ثابت ابتدا بخش این در است. بحرانی شده پردازش زمان�های همچنین
فرض با آن از بعد نباشد. بحرانی دیگر تنظیمات از بعد ،h بحرانی کار است ممکن و نیست این�طور
کار با مسئله چگونه که می�کنیم، بررسی را خاص مورد دو h = ١,٢, . . . , n بحرانی کار بودن ثابت
را پردازش زمان بتوان ماشین�ها از یکی در تنها می�گیریم نظر در ابتدا شود. حل می�تواند h ثابت بحرانی

می�کنیم. بررسی را مسئله باشند تنظیم�پذیر ماشین دو هر حالیکه در بعد و کرد تنظیم

بهینه زمان�بندی در بحرانی کار ١.۶.٣

ولی .[١٢] می�ماند باقی بحرانی همچنان تنظیم از بعد بحرانی کار �ماشینه تک زمان�بندی در می��دانیم
برای نهایی جایگشت بگیرید نظر در مثال برای نیست. اینگونه (دوماشینه) F٢|INV |{} مسئله در
پردازش زمان کاهش به قادر فقط که باشد a٢ تنظیم�پذیر عملیات تنها و باشد π = (١,٢,٣,۴) مسئله�ای

بگیرید. نظر در را متفاوت بحرانی کار دو با یکسان زمان�بندی دو هستیم.

زمان�بندی و است نشده تنظیم پردازش زمان که است اساس این بر (٢.٣) شکل در اول زمان�بندی
داریم: بگیریم نظر در را v = ۴ و h = ٢ اگر زیرا نیست، بهینه نیز
ah > av, av < bv

کار تنها h = ٢ می�دهیم، کاهش â٢ > b١ مقدار تا را a٢ می�شود. نقض (٩.٢) و (٨.٢) شرایط و
زمان�بندی می�دهیم، کاهش b١ مقدار تا را a٢ حال نیستند. برقرار همچنان برده نام شرایط و است بحرانی
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پردازش زمان تنظیم از قبل زمان�بندی :٢.٣ شکل

بهینه زمان�بندی :٣.٣ شکل

زمانی می�باشند)، N١ به متعلق ۴ و ٢ (کار h = ٢ برای می�شود مشاهده ببینید، را ٣.٣ شکل در دوم
نتیجه در است. برقرار h = ١ برای نیست. برقرار (٩.٢) و (٧.٢) بهینگی شرایط â٢ > a۴ داریم که

نمی�ماند. ثابت بحرانی کار تنظیم، از بعد و قبل زمان�بندی برای که می�بینیم

تنظیم�پذیر عملگر با ، F٢|ajتنظیم�پذیر, π|Cmax معکوس زمان�بندی مسئله ٢.۶.٣
A ماشین در

در کند. تغییر نمی�تواند B ماشین در زمان درحالی�که شود تنظیم می�تواند A ماشین فقط بگیرید نظر در
باشیم: داشته است ممکن زمان�بندی کلاس هر

âh ≤ bh

یا
âh > bh.

فرض با شود. استفاده بتواند ۴.٧.٢ و ٣.٧.٢ قضایای که می�گیریم نظر در را h ∈ N١ ∪ N٠ ابتدا
جابه�جا را B و A ماشین�های باید ابتدا h ∈ N٢ با دوم مورد برای داریم. را âh ≤ bh. ، h ∈ N١∪N٠

عملکرد و باشد برقرار ah < b̂h شرط نتیجه در تا کنیم معکوس را π کار دنباله با خطی زمان�های و کرده
باشد. تنظیم�پذیر B ماشین

داریم. را λ ≤ bh می�گیریم، نظر در را âh = λ مقدار می�کنیم، حل را مسئله âh معلوم ثابت مقدار برای
ابتکاری تخصیص مسئله مشابه می�تواند بهینه، شده تنظیم پردازش زمان کردن پیدا مسئله می�کنیم ثابت

.[٢٢] است حل قابل o(n log n) در که باشد محدودیت سه با
می�آیند h از قبل که U(λ) ⊆ N کارهای ابتدا می�گیریم، نظر در را ۴.٧.٢ و ٣.٧.٢ قضایای شرایط
و می�آیند h از بعد که V (λ) ⊆ N کارهای سپس و می�کنند نقض را au ≤ ah یا au ≤ bu شرط و

می�گیریم. نظر در می�کنند نقض را av ≥ bv و ah ≤ av < bv
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بعد می�کنیم، بحث بهینگی، شرایط به رسیدن برای V (λ) و U(λ) کارهای زمان تنظیم مورد در حال
می�کنند ضمانت h بودن بحرانی بر که شرایطی تا کنیم تنظیم را کارها بقیه چگونه می�کنیم بررسی آن از
مدل نوشتن برای و کرده جمع�آوری ١.٣ جدول در را موارد این همه بمانند. برقرار (۵.٢) و (۴.٢) یعنی

می�گیریم. بهره آن از

A ماشین تنظیم�پذیری حالت در احتمالی تناقضات جدول :١.٣ جدول
ممکن تناقضات نامگذاری شرایط به رسیدن برای ضروری تنظیمات بهینه تنظیمات

au > bu λ > au > bu u ∈ U١(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ bu âu = bu

au ≥ λ > bu u ∈ U٢(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ bu âu = bu

au > bu ≥ λ u ∈ U٣(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ λ âu = λ

au ≤ bu au > λ u ∈ U۴(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ λ âu = λ

av < bv av < bv < λ v ∈ V١(λ) ah ≤ av < bv یا av ≥ bv âv = av + xv ≥ bv âv = bv

av < λ ≤ bv v ∈ V٢(λ) ah ≤ av < bv یا av ≥ bv âv = av + xv ≥ λ âv = λ

این به را V (λ) و U(λ) کارهای بین تناقضات از مختلف انواع ”نامگذاری” ستون در ١.٣ جدول در
می�کنیم. دسته�بندی است آمده زیر در که صورت

U(λ) = U١(λ) + U٢(λ) + U٣(λ) + U۴(λ),

V (λ) = V١(λ) + V٢(λ).

داریم. آنها برقراری در سعی که می�شود ذکر ۴.٧.٢ و ٣.٧.٢ قضایای شرایط ضروری” ”تنظیم ستون در
دارد. خود در را، می�شود برابری شرایط به منجر که ممکنی تنظیم کمترین بهینه” ”تنظیم

که یابد کاهش آنقدر âu عملگر و باشد برقرار au > bu > λ رابطه در u ∈ U٣(λ) کار اگر مثال طور به
λ مقدار تا âu کردن طولانی یعنی ،u کار انداختن تاُخیر به نیست، بهینه نهایی جواب می�بینیم ،âu < λ

می�شود. تنظیم هزینه�های کاهش به منجر بلکه ندارد، دنباله بهینگی و h بودن بحرانی شرایط با تناقضی
هیچ آنگاه شود، انجام [bh, bh] و [ah, ah] بازه�های با تناقض بدون نتواند نیاز مورد تنظیمات اگر

ندارد. وجود h ثابت بحرانی کار برای بهینه�ای زمان�بندی
را نیستند V١(λ)∪ V٢(λ) و U١(λ)∪ U٢(λ)∪ U٣(λ)∪U۴(λ) بازه�های در که کارها باقی تنظیمات

با

U ′(λ) = U\(U١(λ) + U٢(λ) + U٣(λ) + U۴(λ)),

V ′(λ) = V \(V١(λ) + V٢(λ).

مؤثرند. زیر شرایط به رسیدن در اما ندارند بهینگی شرایط بر منفی تأثیر می�دانیم می�دهیم، نشان

Au,h ≥ Bu−١,h−١, ٢ ≤ u ≤ h,

Ah+١,v ≤ Bh,v−١, h+ ١ ≤ v ≤ n.
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دارند. h بودن بحرانی بر ضمانت شرایط این که
باشد. کوچک امکان حد تا باید شد، بررسی که تنظیماتی کل هزینه

.[١١] داریم زیر مدل صورت به را شد بحث آنها مورد در که مسائلی

min
∑

j∈N α+
j max{âj − aj,٠}+ α−

j max{aj − âj,٠}
s.t
â٢+ â٣+ ...+ âh−١+ λ ≥ B١,h−١

â٣+ ...+ âh−١+ λ ≥ B٢,h−١
. . . ...

âh−١+ λ ≥ Bh−٢,h−١

λ ≥ Bh−١,h−١

âh+١ ≤ Bh,h

âh+١ +âh+٢ ≤ Bh,h+١
. . . ...

âh+١ +âh+٢ +... +ân ≤ Bh,n−١

(٢١.٣)

âu = bu, u ∈ U١(λ) ∪ U٢(λ)

âu = λ, u ∈ U٣(λ) ∪ U۴(λ)

âv = bv, v ∈ V١(λ)

âv = λ, v ∈ V٢(λ)

aj ≤ âj ≤ aj, j ∈ N\{h}.

تاُخیر به α+
u هزینه با می�تواند واحد یک تا تنها u ∈ U ′(λ) کار هر V ′(λ) و U ′(λ) مجموعه�های در

می�یابد. کاهش α−
v هزینه با واحد یک تنها v ∈ V ′(λ) کار هر حالیکه در بیفتد.

می�کنیم: تعریف

zu = au − âu, u ∈ U ′(λ),

zv = âv,−av, v ∈ V ′(λ).

نوشت. (٢٢.٣) مسئله شکل به می�توان را (٢١.٣) مسئله پس
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min
∑

u∈U ′ α+
u (au − au − zu) +

∑
v∈V ′ α−

v (av − av − zv)

s.t

z٢+ z٣+ ...+ zh−١ ≤ R١,h−١

z٣+ ...+ zh−١ ≤ R٢,h−١
. . . ...

zh−١ ≤ Rh−٢,h−١

zh+١ ≤ Rh,h

zh+١ +zh+٢ ≤ Rh,h+١
. . . ...

zh+١ +zh+٢ +... +zn ≤ Rh,n−١

(٢٢.٣)

٠ ≤ zu ≤ au − au, u ∈ U ′

٠ ≤ zv ≤ av − av, v ∈ V ′

zu = ٠, u ∈ U١(λ) ∪ · · · ∪ U۴(λ),

zv = ٠, v ∈ V١(λ) ∪ V٢(λ).

.[٢٢] است محدودیت سه با ابتکاری تخصیص مسئله مشابه (٢٢.٣) مسئله می�کنیم مشاهده

تنظیم�پذیر عملگر با ، F٢|bjتنظیم�پذیر, π|Cmax معکوس زمان�بندی مسئله ٣.۶.٣
B ماشین در

میان از بود تنظیم�پذیر A ماشین که قبل بخش همانند دارد. تنظیم اجازه B ماشین تنها کنید فرض این�بار
تعریف ah ≤ b̂h بوسیله که h ∈ N١ ∪ N٠ با را نمونه�ای ،h ثابت بحرانی کار با زمان�بندی کلاس n
با و می�آیند h از قبل که U(µ) متناقض کارهای می�دهیم. نمایش µ با را b̂h می�کنیم. انتخاب می�شود،
تناقض�اند در (٩.٢) و (٨.٢) شروط با و آمده h از بعد که V (µ) کارهای و است تناقض در (٧.٢) شرط

می�کنیم. تعیین ٢.٣ جدول در را

B ماشین تنظیم�پذیری حالت در احتمالی تناقضات جدول :٢.٣ جدول
ممکن تناقضات نامگذاری شرایط به رسیدن برای ضروری تنظیمات بهینه تنظیم

au > µ u ∈ U١(µ) au ≤ bu و au ≤ ah b̂u = bu + yu ≥ au b̂u = au

av < bv و ah < av v ∈ V١(µ) ah ≤ av < bv یا av ≥ bv b̂v = bv − yv ≤ av b̂v = av
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ندارند (٩.٢) و (٧.٢) شرایط بر منفی تاٌثیر نیستند، متعلق V (µ) و U(µ) به که کارها باقی تنظیمات
مقدار کنیم فرض اگر می�کنند. کمک را ما هستند h بودن بحرانی تضمین که شرایطی به رسیدن در ولی

:[١١] است زیر فرم به مسئله پس باشد، ثابت µ
min

∑
j∈N\{h} β

+
j max{b̂j − bj,٠}+ β−

j max{bj − b̂j,٠}
s.t

b̂١+ b̂٢+ ...+ b̂h−١ ≤ A٢,h

b̂٢+ ...+ b̂h−١ ≤ A٣,h
. . . ...

b̂h−١ ≤ Ah,h

µ ≥ Ah+١,h+١

µ+ b̂h+١ ≥ Ah+١,h+٢
. . . ...

µ+ b̂h+١ +... +b̂n−١ ≥ Ah,n−١

(٢٣.٣)

b̂u = au, u ∈ U١(λ)

b̂v = av, v ∈ V١(λ)

bj ≤ b̂j ≤ bj, j ∈ N\{h}.

می�باشد. نیز (٢٢.٣) مسئله مشابه پس است (٢١.٣) مسئله مشابه بالا مسئله

عملگرهایی با ، F٢|ajتنظیم�پذیر, π|Cmax معکوس زمان�بندی مسئله ۴.۶.٣
یافتن کاهش قابلیت با

کاهش می�تواند تنها پردازش زمان اما است مجاز ماشین دو در تنظیمات می�کنیم فرض بخش این در
را تولید هزینه است ممکن نرمال حالت از کندتر کارهای کرد فرض می�توان طبیعی طور به پس یابد.
یاری را ما بهینگی به رسیدن در می�توانند سریع�تر شده پردازش کارهای صورت این در دهند. افزایش

کنند.
کنید فرض مثال برای ،h ∈ N١ ∪N٠ که بگیرید نظر در را h ثابت بحرانی کار با زمان�بندی از کلاسی
تناقضات می�گیریم، نظر در را âh = λ ثابت شده تنظیم مقدار قبل بخش مشابه داریم. را âh ≤ b̂h

می�کنیم. تعیین ٣.٣ جدول در قبل مشابه را آن�ها کردن برطرف و ممکن
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ماشین دو هر تنظیم�پذیری حالت در احتمالی تناقضات جدول :٣.٣ جدول
ممکن تناقضات نامگذاری شرایط به رسیدن برای ضروری تنظیمات بهینه تنظیمات

au > bu λ > au > bu u ∈ U١(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ b̂u âu = b̂u

au ≥ λ > bu u ∈ U٢(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ b̂u âu = b̂u

au > bu ≥ λ u ∈ U٣(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ λ âu = λ

au ≤ bu au > λ u ∈ U۴(λ) au ≤ bu و au ≤ ah âu = au − xu ≤ λ âu = λ

av < bv av < bv < λ v ∈ V١(λ) ah ≤ av < bv یا av ≥ bv b̂v = bv − yv ≤ âv b̂v = âv

av < λ ≤ bv v ∈ V٢(λ) ah ≤ av < bv یا av ≥ bv b̂v = bv − yv ≤ âv b̂v = âv

حقیقت در می�گیریم، نظر در را b̂h = bh شود. تنظیم تا نیست لازم و نشده ظاهر جدول در bh می�بینیم
شود. âh ≤ b̂h با تناقض به منجر می�تواند bh از کمتر مقدار می�یابد کاهش تنها پردازش زمان آن�جاکه از

:[١١] داریم را زیر مدل بنابراین

min
∑

j∈N α−
j (aj − âj) +

∑
j∈N\{h} β

−
j (bj − b̂j)

s.t

â٢+ â٣+ ...+ λ ≥ b̂١+ b̂٢+ · · ·+ b̂h−١

â٣+ ...+ λ ≥ b̂٢+ · · ·+ b̂h−١
. . . . . .

âh−١+ λ ≥ b̂h−٢+ b̂h−١

λ ≥ b̂h−١

âh+١ ≤ b̂h

âh+١ +âh+٢ ≤ b̂h+ b̂h+١
. . . . . .

âh+١ +âh+٢ +... +ân ≤ b̂h+ b̂h+١+ · · ·+ b̂n−١
(٢۴.٣)

âu = b̂u, u ∈ U١(λ) ∪ U٢(λ)

âu = λ, u ∈ U٣(λ) ∪ U۴(λ)

b̂v = âv, v ∈ V١(λ) ∪ V٢(λ)

aj ≤ âj ≤ aj, bj ≤ b̂j ≤ bj, j ∈ N\{h},
ah ≤ λ ≤ min{ah, bh},
b̂h = bh.

کرد: بازنویسی زیر فرم به را مسئله می�توان هم�چنین
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min
∑

j∈N α−
j (aj − âj) +

∑
j∈N\{h} β

−
j (bj − b̂j)

s.t

−b̂١ +â٢ − . . . +âh−١ −b̂h−١ ≥ −λ

. . . ...
−b̂h−٢ +âh−١ −b̂h−١ ≥ −λ

−b̂h−١ ≥ −λ

−b̂h +âh+١ ≤ ٠
. . . ...

−b̂h +âh+١ −b̂h+١ + . . . +ân ≤ ٠
(٢۵.٣)

âu − b̂u = ٠, u ∈ U١(λ) ∪ U٢(λ)

âu = λ, u ∈ U٣(λ) ∪ U۴(λ)

âv − b̂v = ٠, v ∈ V١(λ) ∪ V٢(λ)

aj ≤ âj ≤ aj, bj ≤ b̂j ≤ bj, j ∈ N\{h},
ah ≤ λ ≤ min{ah, bh},
b̂h = bh.

می�شود. تبدیل زیر مسئله از خاص نمونه�ای به مسئله ثابت، عنوان به λ فرض با

min
∑m

v=١ cvxv

s.t. lij ≤
∑j

v=i dvxv ≤ uij, ١ ≤ i ≤ j ≤ n,
(٢۶.٣)

ân ،b̂n−١ ،ân−١ ،. . . ،b̂h+١ ،âh+١ ،b̂h ،b̂h−١ ،âh−١ ،. . . ،b̂٢ ،â٢ ،b̂١ مشابه xm ،. . . ،x١ وقتی
باشد. −١ و +١ به�تریتب b̂v و âv ضرایب و

می�کنیم. معرفی را جدید متغیرهای می�گیریم، نظر در +∞ را uij و −∞ با برابر را lij

z٠ = ٠,
zk =

∑k
v=١ dvxv, k = ١, . . . ,m,

را (٢۶.٣) مسئله پس شود. بیان k = ١, . . . ,m برای ١
dk
(zk − zk−١) شکل به می�تواند xk متغیر

کرد: بیان زیر شکل به می�توان

min
∑m

v=١
cv
dk
(zv − zv−١)

s.t. lij ≤ zj − zi−١ ≤ uij, ١ ≤ i ≤ j ≤ n.
(٢٧.٣)
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ببینید. را [١٠] از ١٧٩ صفحه یا [۴٣] است، جریان هزینه حداکثر مسئله دوگان مسئله (٢٧.٣) مسئله
دارد وجود هزینه بیشترین آن معادل و هزینه کمترین مسئله برای زیادی الگوریتم�های که آنجائیکه از

کنیم. ارائه آن حل برای مشخصی زمانی پیچیدگی نمی�توانیم بنابراین
پارامتری بهینه�سازی روش از می�توان هدف، تابع در λ پارامتر وجود با (٢٧.٣) مسئله دوگان حل برای

کرد. استفاده است، شده بحث [٢] در که

خاص کارگاهی معکوس زمان�بندی مسئله برای مثال حل ٧.٣
دو�ماشینه

به�صورت اولیه دنباله�ای کنند، پردازش کار ۵ روی بر می�بایست ماشین دو کنید فرض .١.٧.٣ مثال
و دنباله این کردن بهینه برای نیست. بهینه که است شده داده ما به کارها انجام برای (۵,٢,٣,۴,١)
جدول در اطلاعات می�باشیم. ماشین� دو هر در کاهش به مجاز تنها کارها پردازش کل زمان کردن کمینه

است. شده داده ۴.٣

ماشین دو در کارها پردازش زمان :۴.٣ جدول

B ماشین در پردازش زمان A ماشین در پردازش زمان کار
۵ ٣ ١
٢ ٧ ٢
٢ ٣ ٣
۴ ۵ ۴
٢ ٢ ۵

داشت. خواهیم را Cmax = ٢۶ ،v = {١} و u = {۵,٢,٣} داشتن با .h = ۴ شده داده دنباله در
ببینید. را ۴.٣ شکل

اولیه دنباله :۴.٣ شکل



۶۴ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

شده داده لازم اطلاعات ۵.٣ جدول در که داریم را مشخصی حدود کار هر پردازش زمان کاهش برای
است. +١ کار واحد هر برای کاهش این هزینه است.

ماشین دو هر در کاهش برای مجاز زمان :۵.٣ جدول
B ماشین در کار کاهش مجاز میزان A ماشین در کار کاهش مجاز میزان کار

٢ ١ ١
١ ۵ ٢
١ ٢ ٣
٠ ٢ ۴
١ ١ ۵

کنید فرض .β−
j = ١ و α−

j = ١ مثال این در بگیرید، نظر در را قبل بخش در را (٢۴.٣) مسئله
داریم: دهیم، کاهش واحد ٢ اندازه به را ah

λ = âh = â۴ = ٣

داریم: ٣.٣ جدول تناقضات ستون و مسئله داده�های }طبق
a٢ > b٢ و a٢ ≥ λ > b٢ −→ ٢ ∈ U٢(λ)

a٣ > b٣ و a٣ ≥ λ > b٣ −→ ٣ ∈ U٢(λ)

.â٣ = b̂٣ و â٢ = b̂٢ پس ٢,٣ ∈ U٢(λ) آنجائیکه از
داریم: نیز (٢۴.٣) مسئله محدودیت�های مجموعه آخرین به توجه با


aj ≤ âj ≤ aj, bj ≤ b̂j ≤ bj, j ∈ N\{h}.

ah ≤ λ ≤ min{ah, bh},
b̂h = bh.

=⇒

١ ≤ â۵ ≤ ٢ و ١ ≤ b̂۵ ≤ ٢
٢ ≤ â٢ ≤ ٧ و ١ ≤ b̂٢ ≤ ٢
١ ≤ â٣ ≤ ٣ و ١ ≤ b̂٣ ≤ ٢
٢ ≤ â١ ≤ ٣ و ٣ ≤ b̂١ ≤ ۵

٣ = a۴ ≤ λ ≤ min{a۴, b۴} = ۴,
b̂۴ = ۴.



۶۵ دو�ماشینه خاص کارگاهی معکوس زمان�بندی مسئله برای مثال حل .٧.٣

دهیم. کاهش b̂٣ و b̂٢ مقادیر تا به�ترتیب را b̂٣ و â٢ باید می�دانیم ٣.٣ جدول طبق ٣ و ٢ کارهای مورد در
داریم: بنویسیم، مثال این برای را (٢۴.٣) مسئله مدل بخواهیم اگر حال

min
∑

j∈N(aj − âj) +
∑

j∈N\{h}(bj − b̂j)

N = {١,٢,٣,۴,۵}
s.t

â٢+ â٣+ â۴ ≥ b̂۵+ b̂٢+ b̂٣

â٣+ â۴ ≥ b̂٢+ b̂٣

â۴ ≥ b̂٣

â١ ≤ b̂۴

â٢ = b̂٢ ٢ ∈ U٢(λ)

â٣ = b̂٣ ٣ ∈ U٢(λ)

١ ≤ â۵ ≤ ٢ و ١ ≤ b̂۵ ≤ ٢
٢ ≤ â٢ ≤ ٧ و ١ ≤ b̂٢ ≤ ٢
١ ≤ â٣ ≤ ٣ و ١ ≤ b̂٣ ≤ ٢
٢ ≤ â١ ≤ ٣ و ٣ ≤ b̂١ ≤ ۵

٣ = a۴ ≤ λ ≤ min{a۴, b۴} = ۴, b̂۴ = ۴.

داریم: λ = ٣ â٢و = b̂٢ = ٢ و â٣ = b̂٣ اینکه به توجه با

min {(٢− â۵) + ۵+ (٣− â٣) + (٣− â١) + (٢− b̂۵) + (٢− b̂٣) + (۵− b̂١)}

s.t.

١ ≤ â۵ ≤ ٢ و ١ ≤ b̂۵ ≤ ٢

١ ≤ â٣ ≤ ٣ و ١ ≤ b̂٣ ≤ ٢

٢ ≤ â١ ≤ ٣ و ٣ ≤ b̂١ ≤ ۵

(٢٨.٣)

زیر بهینه جواب Lingo نرم�افزار از استفاده با که است کران�دار متغیر با مسئله یک (٢٨.٣) مسئله
داریم: را

(â١, â٢, â٣, â۴, â۵, b̂١, b̂٢, b̂٣, b̂۴, b̂۵) = (٣,٢,٢,٣,٢,۵,٢,٢,۴,٢)



۶۶ کارگاهی معکوس زمان�بندی مسائل .٣

هزینه، واحد ۶ صرف با عبارتی به می�گیرد. ۶ مقدار ٢٨.٣ مسئله هدف تابع آمده، بدست جواب با
این در که کرده�ایم تبدیل قبل ترتیب همان با (٣.٧.٢ قضیه به توجه (با بهینه دنباله�ای به را اولیه دنباله
آمده بدست بهینه دنباله است). کمتر تنظیمات از قبل Cmax مقدار (از Cmax = ١٨ و h = ۴ دنباله

است. ۵.٣ شکل به

نهایی دنباله :۵.٣ شکل



۴ فصل

فازی حالت در معکوس زمان�بندی از ترکیبی مسائل بررسی

بر تک�ماشینه هدفه دو معکوس مسئله برای حل روش یک ١.۴
فازی فاصله مینیمم روش اساس

مقدمه ٢.۴

شکل به می�دهیم انجام پارامترها در که تنظیماتی گاهی می�بینیم تجارت و صنعت دنیای به نگاهی با
رعایت به موظف زمان�بند که دارد موانعی و محدودیت�ها تغییرات برای دهنده سرویس یعنی هستند فازی
در مثلا هستند. تنظیم برای مجاز میزان حداقل و حداکثر دارای گاهی نیز هزینه ضرایب می�باشد. آن�ها
تقاضا میزان بودجه، به وابسته هزینه ضریب ،i ماشین در j پارامتر تنظیم برای محصول، یک تولید روند

باشد. فازی شکل به می�تواند . . . و انبار ظرفیت عرضه، یا
براساس می�گیریم. نظر در را فازی هزینه ضرایب با تک�ماشینه معکوس زمان�بندی مسئله دو بخش این در
هدف تابع اولین برای می�کنیم. معرفی مسائل این�گونه حل برای مدلی فازی، فاصله کوتاه�ترین روش
ضریب با ،(١٠.٣) مسئله از را دوم هدف تابع می�گیریم. نظر در θ̃j فازی ضرایب با را (١.٣) مسئله

داریم. γ̃j فازی هزینه

نمایش V (ã) با که است وابسته s(α) = α نزولی تابع به ،ã فازی عدد ارزش [۴٠] .١.٢.۴ تعریف
می�شود. تعریف V (ã) =

∫ ١
٠ α[aLα + aUα ]dα به�صورت و می�شود داده

نمایش A(ã) با که است وابسته s(α) = α نزولی تابع به ،ã فازی عدد ابهام [۴٠] .٢.٢.۴ تعریف
می�شود. تعریف A(ã) =

∫ ١
٠ α[aUα − aLα]dα به�صورت و می�شود داده

F (ã) با که است وابسته s(α) = α نزولی تابع به ،ã فازی عدد بودن فازی میزان [۴٠] .٣.٢.۴ تعریف
اگر می�شود. تعریف F (ã) =

∫ ١
٢
٠ [aUα − aLα]dα +

∫ ١
١
٢
[aLα − aUα ]dα صورت به و می�شود داده نمایش

هستند. خطی بالا شاخص�های همه باشند، نامنفی اسکالرها



۶٨ .۴

مسئله مدل ٣.۴

min
∑n

j=١ θ̃j|p̂j − pj|
min

∑n
j=١ γ̃j|q̂j − qj|

s.t ٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

(١.۴)

می�کنیم. تبدیل خطی مدل به را آن نیست، خطی (١.۴) مسئله
min

∑n
j=١ θ̃jxj + θ̃jyj

min
∑n

j=١ γ̃jx
′ + γ̃jy

′

s.t ٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

xj − yj = p̂j − pj ∀j = ١, · · · , n
x′
j − y′j = q̂j − qj ∀j = ١, · · · , n

xj, yj, x
′
j, y

′
j ≥ ٠ ∀j = ١, · · · , n

(٢.۴)

قرار مطالعه مورد (٢.۴) مسئله برای فازی فاصله مینیمم است، مشخص [۴٠] مقاله در که همان�طور
به که ایده�آل نقطه تا جواب یک فاصله که است شده تعریف به�گونه�ای متریک فاصله روش است. گرفته
(f̃ ∗

١ , f̃
∗
٢ ) صورت به نقطه این هدف، تابع فضای در می�دهد. کاهش را است شده حاصل DM وسیله

است. شده داده نشان
می�کند: فراهم را زیر شکل به مدل�سازی امکان Lp فاصله تعریف حال

min Lp =

[∑٢
k=١w

p
k

(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

rf̃k

)p]١
p

s.t ٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

xj − yj = p̂j − pj ∀j = ١, · · · , n
x′
j − y′j = q̂j − qj ∀j = ١, · · · , n

xj, yj, x
′
j, y

′
j ≥ ٠ ∀j = ١, · · · , n

(٣.۴)

است. هدف jامین به مربوط سازی نرمال ثابت rf̃j آن در که

کنید فرض

d̃j(x) =
f̃j(x)− f̃ ∗

j

rf̃j
(۴.۴)

و

d̃j(x) =
f̃ ∗
j − f̃j(x)

rf̃j
(۵.۴)



۶٩ L١ مسئله حل .۴.۴

jامین که وقتی و مینیمم�سازی هدف jامین که وقتی هدف تابع jامین با متناظر اختلاف درجه به�ترتیب
باشند. است، ماکزیمم�سازی هدف

L١ مسئله حل ۴.۴

متر تحت را فازی فاصله مینیمم اول مرحله در می�کنیم. معرفی را مرحله دو شامل مدلی بخش این در
مرحله از آمده به�دست فازی فاصله مینیمم به توجه با را بهینه نتیجه دوم مرحله در و می�کنیم محاسبه L١

می�آوریم. به�دست اول،

فازی فاصله مینیمم محاسبه ١.۴.۴

می�کنیم. تعریف را زیر مسئله و p = ١ می�دهیم قرار (٣.۴) رابطه در

min
∑٢

k=١wkd̃k(x)

s.t ٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

xj − yj = p̂j − pj ∀j = ١, · · · , n
x′
j − y′j = q̂j − qj ∀j = ١, · · · , n

xj, yj, x
′
j, y

′
j ≥ ٠ ∀j = ١, · · · , n

(۶.۴)

می�کنیم. معرفی را زیر معمولی مسئله دو α ∈ [٠,١] هر برای (۶.۴) مسئله حل برای

min dLα =
∑٢

k=١wkd
L
kα(x)

s.t
fL
١α(x)

rf̃١
− dL١α =

f ∗U
١α (x)

rf̃١
fL
٢α(x)

rf̃٢
− dL٢α =

f ∗U
٢α (x)

rf̃٢
٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

xj − yj = p̂j − pj ∀j = ١, · · · , n
x′
j − y′j = q̂j − qj ∀j = ١, · · · , n

xj, yj, x
′
j, y

′
j ≥ ٠ ∀j = ١, · · · , n



(P − left١(α)) (٧.۴)



٧٠ .۴

و

min dUα =
∑٢

k=١wkd
U
kα(x)

s.t
fU
١α(x)

rf̃١
− dU١α =

f ∗L
١α (x)

rf̃١
fU
٢α(x)

rf̃٢
− dU٢α =

f ∗L
٢α (x)

rf̃٢
٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

xj − yj = p̂j − pj ∀j = ١, · · · , n
x′
j − y′j = q̂j − qj ∀j = ١, · · · , n

xj, yj, x
′
j, y

′
j ≥ ٠ ∀j = ١, · · · , n



(P − right١(α)) (٨.۴)

α-برش پایین کران با برابر ضرایب، که وقتی است x در هدف تابع jامین مقدار نمایش fL
jα آن در که

باشند. α-برش بالای کران با برابر ضرایب، که حالتی برای fU
jα مشابه به�طور و باشند،

معمولی مجموعه�های از خانواده�ای روی شده تعریف فازی مجموعه d̃ کنید فرض [۴٠] .١.۴.۴ قضیه
باشند. (٧.۴) و (٨.۴) مسائل جواب�های به�ترتیب dUα و dLα آن در که باشد {[dLα, dUα ], α ∈ [٠,١]}
می�دهد. نشان را L١ متر تحت مطلوب نقطه از فاصله مینیمم که است فازی عدد یک d̃ این�صورت در

باشد ایده�آل نقطه از بهتر یا برابر α-برش هر در (f̃ ∗
١ , f̃

∗
٢ ) مطلوب نقطه کنید فرض [۴٠] .٢.۴.۴ قضیه

صفر با برابر یا بزرگتر V (d̃) ،d̃ ارزش این�صورت در باشد، ١.۴.۴ قضیه در شده تعریف فازی عدد d̃ و
است.

و باشد ایده�آل نقطه از بهتر یا برابر α-برش هر برای مطلوب نقطه کنید فرض [۴٠] .٣.۴.۴ قضیه
است صفر با برابر V (d̃) ،d̃ ارزش این�صورت در باشد. قضیه در شده تعریف فازی عدد d̃ کنید فرض

برسد. مطلوب سطح به تابع هر α-برش هر در اگر تنها و اگر

L١ متر تحت بهینه نتیجه برای مدلی ٢.۴.۴

مطلوب نقطه به نسبت آن فاصله به�طوری�که کنیم پیدا تصمیم بردار یک می�خواهیم بخش زیر این در
و ابهام ارزش، پایه بر غیرفازی�سازی١ برای را روشی ما باشد. داشته d̃ فازی عدد به را شباهت بیشترین
داریم: را زیر مدل حقیقی شاخص�های این گرفتن نظر در با می�کنیم. انتخاب فازی عدد یک بودن فازی

١Defuzzyfication



٧١ L١ مسئله حل .۴.۴

Find x

s.t V
(∑٢

j=١wj d̃j(x)
)
≈ V (d̃)

A
(∑٢

j=١wj d̃j(x)
)
≈ A(d̃)

F
(∑٢

j=١wj d̃j(x)
)
≈ F (d̃)

٠ ≤ p̂١ ≤ p̂٢ ≤ · · · ≤ p̂n

٠ ≤ q̂١ ≤ q̂٢ ≤ · · · ≤ q̂n

xj − yj = p̂j − pj ∀j = ١, · · · , n
x′
j − y′j = q̂j − qj ∀j = ١, · · · , n

xj, yj, x
′
j, y

′
j ≥ ٠ ∀j = ١, · · · , n

(٩.۴)

آرمانی سطح یا ایده�آل نمایش F (d̃) و A(d̃) ،V (d̃) از یک هر و با” برابر ”تقریباً معنی به ≈ آن در که
کرد. حل آرمانی ریزی برنامه� روش با می�توان را مدل این است.

است. (٢.۴) اولیه مسئله جواب بهینه، تصمیم
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Aabstract

In this research, scheduling and inverse scheduling problems have been studied, today the
importance of scheduling problems is clear in industry, commercial and in some cases in
human resources (for example scheduling in hospitals or educational centers). Scheduling
is necessary in most of organizations, offices and factories. A good scheduling can reduce
the costs and increase the productivity. Higher competitive atmosphere for producers is
also caused by effective scheduling. The main aim of scheduling is to balance different
objectives; effective implementation of workers, equipment and facilities while reducing
customer waiting time and processes time. This thesis will study inverse scheduling prob-
lems. Assume the production process requires some preparations which producer could
provide them before producing and then choose the best sequence based on disposal in-
formation. It is possible that jobs which enter after process have different characteristics
and therefore, chosen permutation is not optimal anymore or sudden change may occur in
product process. If the permutation is not able to change, like high cost of workstations
movement, because of some reasons such as technology limitation, then producer need to
adjust the speed which is actually process time adjustment. The high cost of these set-
tings could become minimal by the use of inverse scheduling problems. In what follows, it
will become clear that inverse scheduling problems can transform to linear programming
problems even on issues that scheduling problem could not be solved in polynomial time
complexity. Inverse optimization is practical in many issues such as geophysical sciences,
medical imaging, traffic issues and other applications. The main use of inverse scheduling
problems is in a condition that parameters can be set between productive and customers.
The main job parameters are those that customers prefer and their corresponding error
values, is one that productive manager offer. Another application of inverse scheduling
problems could be in trail job systems with a control over the parameters. In particu-
lar, the one who do the scheduling in these systems, obtain some information after job
parameters enter to the system. Scheduler can adjust the actual amount of parameters
with customers, to ensure that even after the new parameters were added to the optimal
timing, the system remain optimized. The use of inverse scheduling problems, determines
the least amount of change in the job parameters.
keywords: Scheduling, Inverse sheduling, Sigle machine, Two machine, Adjustable pa-
rameters
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