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ৎقد৤م৮ଘدروماସభ୍م
ا৯د آฬنঙ଒ࢤوارهঈୀوਘหیوਠতభیૼن،ق࢙مࠟࡼوইുیدهو৷ඟ໊ماଡاز঍نارࠠف࢑ࢌ�৤୓مথذ૛তه

ৎقد৤مୀଘاభاৣموభ৳مام୓�ଏଷیز৯دਛییارویاوریਟیࣼ࡫مدا८تୀایૼنরوده�ا৯د.
૞ඇ൞࣊জ଒ه�୓یدلࢂਗඟی،඼ෙय़با਩یوख़࡛ࢴت�ا৯د.ইسا਩ی଒باतداکاریوথذ८تජ໑اభاଌناඵ෢आජ໑ر

඼෻ঙاਘیوേঙیاری৶ࢤود৯د.



චاری... ণپاس໋�
඼ෙय़با਩ی঍ندوउభل ণپاس೯دایراଘ଒اিسان৔واਪฬیوداਪฬیমࡑുید঻ଘหندگاিشॲࡵࡲتورزد،
او با ग़قدمدارد، وآساীشকمৗوعانرا ازراࣽتऒوীشبఴذرد کلات�شانیاری�شان৶ماید. ुज़

঍ندوభاଌنخ࢖وصاষبازنඵ෬ردوऒوشبا॰د୏଒وردگارਾॶࣣعا॥توඵ෠বر... ग़عام૤ه
ণپاس೯دایرا৮଒دروماభیतداکارඌিඁ࣓مسا૛঩هభหساభଢࣾت୏باروओودشان঻یاسا৤موازر૙ীه
آن�୓شاخوୀگඵවرموازساଢوओودشانభراهইࡣبع࢙موداিشتلاش৶ما৤م.واঁدਣশیর଒ودিشان
ඟ໖ا଒اଌندووओود،াساز୏وردگار หجاभࣇخاریا॥تໆୀرموज़ฬشاندॻیਚیا॥تরୀودৣم.
଒ی਩وزگاراड़آ ماਠീ঒ଢیامরودها৯دوراهرಶ౮نراభاଌنوادی୏از඼່ازوඇඎিࢋز৯دਛیآड़و౻ංند.

ඟ໊د৯د... ୀا৤مز৯دਛی،রودنواিسانরودنراൌग़نا
଒تادیণا.ଡیجاوداඟوموازدیࢂॴی�ਗزادهఇند،ازංඌ঒وঁدૼن৔راغازໆ଒࣎مീ঒ی਩ساইذارఴپاسণ

گا८توماభیห଒رड़وਪیازاو঻پایૼنণیاه৶ما৯د.... ৽࣓مজد৯یاهزণ ඄උیدیرا૛൏ূୀه

ਗඟ໊ی ৘඼ෙ७ور۱۳۹۴رરوان



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کرمی اینجانبرضوان
کنترل مسائل حل برای عصبی شبکه�های از کاربرد یک عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد ناظمی علیرضا دکتر راهنمایی تحت ، بهینه

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

شاهرود دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ਗඟ໊ی ৘඼ෙ७ور۱۳۹۴رરوان

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
می�گیریم نظر در را نامساوی و مساوی قیدهای با غیرخطی بهینه کنترل مسائل از رده�ای پایان�نامه این در
جواب تا می�دهیم ارائه تابع تقریب در مصنوعی عصبی شبکه�های توانایی اساس بر جدید روش یک و
پایه�ی بر را هامیلتونین شرایط می�کنیم سعی کار این انجام برای آوریم. بدست را بهینه کنترل مساله
شرایط همه�ی شامل که خطا تابع ساختن بوسیله�ی سپس بزنیم، تقریب (PMP) پونتریاگین مینیمم اصل
از شده، پیشنهاد خطای تابع در می�کنیم. تعریف را نامقید سازی بهینه مساله یک است، پونتریاگین
جواب�های این می�کنیم. استفاده لاگرانژ ضرایب و کنترل تابع مسیر، تابع برای آزمایشی جواب�های
جواب�های همه�ی وزن شامل که را خطا تابع بنابراین، می�شوند. ساخته نرون�ها بوسیله�ی آزمایشی
بهینه تابع آزمایشی، جواب�های در وزن�ها بهینه مقادیر جایگذاری با می�کنیم. مینیمم را است آزمایشی

می�آوریم. بدست را لاگرانژ بهینه ضرایب همچنین و کنترل بهینه تابع مسیر،

سازی. بهینه عصبی، شبکه�های پونتریاگین، مینیمم اصل بهینه، کنترل کلیدواژه:



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
1. Karami. R & Nazemi. A, (2015), Solving mixed optimal control problems us-

ing a feed forward neural network model, 46th Annual Iranian Mathemathics
Conference, 616-619, Yazd.

عصبی شبکه مدل یک از استفاده با بهینه کنترل مسائل ”حل ،(١٣٩۴) ع، ناظمی. و ر، کرمی. .٢
یزد. ،۶٣١-۶٣۴ ص ایران، ریاضی کنفرانس ششمین و چهل فیدفوروارد”،



مطالب فهرست

خ تصاویر لیست

١ جداول لیست

٣ اساسی مفاهیم و مقدمات ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیولوژیکی عصبی شبکه�های ١.١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مصنوعی عصبی شبکه�های ٢.١.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتی عصبی شبکه�های ١.٢.١.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�خورد عصبی شبکه�های ٣.١.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه تکامل تاریخچه ۴.١.١
١٣ . . . . عصبی شبکه�های از استفاده با بهینه�سازی مسائل حل تاریخچه ۵.١.١
١۴ . . . . . . . . . . . AND تابع برای کلاچ) مک عصبی(نرون شبکه ۶.١.١
١۵ . . . . . . . . . . . . OR تابع برای کلاچ) مک عصبی(نرون شبکه ٧.١.١
١۵ . . . . . . . AND NOT تابع برای کلاچ) مک عصبی(نرون شبکه ٨.١.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هب عصبی شبکه ٩.١.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آدالاین عصبی شبکه ١٠.١.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مادالاین عصبی شبکه ١١.١.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوندی حافظه شبکه�های ١٢.١.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاپفیلد عصبی شبکه�های ١٣.١.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . هاپفیلد مصنوعی عصبی شبکه ١.١٣.١.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . پیوسته هاپفیلد شبکه عملکرد نحوه ٢.١٣.١.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . پیوسته هاپفیلد شبکه ساختار ٣.١٣.١.١

٢٩ بهینه کنترل بر ای مقدمه ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مساله صورت تنظیم ٢.٢

چ



ح مطالب فهرست

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضی مدل ١.٢.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیزیکی قیود یا محدودیت�ها ٢.٢.٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیار تابعی ٣.٢.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل مساله�ی ٣.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات حساب ۴.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع تقریب ١.۴.٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییراتی مساله ترین ساده ٢.۴.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل برای لازم شرایط ٣.۴.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پونتریاگین حداقل�یابی اصل ۵.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی کننده�ی تنظیم سیستم�های ۶.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی �مثال ٧.٢

۴٣ بهینگی شرایط ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ٢.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه ساختار ٣.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.٣

۵۵ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل ۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مساله بیان ٢.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی شبکه ساختار ٣.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ۴.۴

٧٧ مراجع

٨٣ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٨۵ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر لیست

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون. یک ساختار ١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون. یک ریاضی مدل ٢.١
۶ . . . . . . . . . . . خروجی. لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون یک ساختار ٣.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.١.١) مثال عصبی شبکه ۴.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پله�ای تابع ۵.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوقطبی پله�ای تابع ۶.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیگموئید تابع ٧.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبی سیگموئید تابع ٨.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتی. لایه دو عصبی شبکه�های ٩.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (پرسپترون) مصنوعی عصبی شبکه ساختار ١٠.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندلایه پرسپترون ١١.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AND تابع برای کلاچ مک نرون ١٢.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . OR تابع برای کلاچ مک نرون ١٣.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . AND NOT تابع برای کلاچ مک نرون ١۴.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هب عصبی شبکه ١۵.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.١) مثال برای هب الگوریتم ١۶.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.١.١) مثال برای هب الگوریتم ١٧.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آدالاین عصبی شبکه ١٨.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مادالاین عصبی شبکه ١٩.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوندی دیگر عصبی شبکه ٢٠.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوندی خود عصبی شبکه ٢١.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگو تشخیص عصبی شبکه ٢٢.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرون سه با هاپفیلد شبکه ساختار ٢٣.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاپفیلد شبکه الکتریکی مدل ٢۴.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاپفیلد شبکه نرون از واحد یک ٢۵.١

۴٠ . . . . . . . . خطی کننده تنظیم مساله برای بهینه بازخورد کننده وکنترل دستگاه ١.٢

خ



د تصاویر لیست

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه نرون�های ١.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.۴.٣) مثال برای حالت تابع ٢.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.۴.٣) مثال برای کنترل تابع ٣.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴.٣) مثال برای حالت تابع ۴.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴.٣) مثال برای کنترل تابع ۵.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۴.٣) مثال برای حالت تابع ۶.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۴.٣) مثال برای کنترل تابع ٧.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۴.۴.٣) مثال برای حالت تابع ٨.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۴.۴.٣) مثال برای کنترل تابع ٩.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . خروجی یک و ورودی یک با دولایه پرسپترون ١.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.۴.۴) مثال برای حالت تابع ٢.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.۴.۴) مثال برای کنترل تابع ٣.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴.۴) مثال برای حالت تابع ۴.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢.۴.۴) مثال برای کنترل تابع ۵.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۴.۴) مثال برای حالت تابع ۶.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۴.۴) مثال برای حالت تابع ٧.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۴.۴) مثال برای کنترل تابع ٨.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . است شده پوشیده دایره�ها توسط که آن مرز و γ مانع ٩.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . (۴.۴.۴) مثال برای اول حالت برای تقریبی بهینه مسیر ١٠.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . (۴.۴.۴) مثال برای دوم حالت برای تقریبی بهینه مسیر ١١.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد شناور مسطح ربات صلب بدنه�ی ١٢.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۴.۴) مثال برای x١ بهینه مسیر ١٣.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۴.۴) مثال برای x٢ بهینه مسیر ١۴.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۴.۴) مثال برای x٣ بهینه مسیر ١۵.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۴.۴) مثال برای x۴ بهینه مسیر ١۶.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۴.۴) مثال برای x۵ بهینه مسیر ١٧.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۴.۴) مثال برای x۶ بهینه مسیر ١٨.۴
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١ فصل

اساسی مفاهیم و مقدمات

عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای ١.١

بیولوژیکی عصبی شبکه�های ١.١.١

شعور راز و مغز کار نحوه شک بدون و می�باشد نرون به�نام خاص سلولی عصبی، دستگاه اصلی واحد
مشخصه�های ظاهری، شکل و اندازه نظر از زیاد تفاوت�های وجود با نرون�ها است. نهفته آن در آدمی
شاخک تعدادی نرون سلولی تنه از است شده داده نشان (١.١) شکل در که همان�طور دارند. مشترکی
مجاور نرون�های از را سیگنال�ها سلولی، تنه و دندریت�ها دارند. نام دندریت١ که می�شود خارج کوتاه
در آکسون می�گردد. منتقل دیگر نرون�های به آکسون٢ به�نام باریک لوله یک طریق از و می�کنند دریافت
دندریت�های با و دارد نام آکسونی پایانه�های که می�گردد تقسیم باریک جانبی رشته تعدادی به خود انتهای
می�نامند. سیناپس٣ را دیگر نرون دندریت و نرون یک آکسون بین ارتباط است. مرتبط نرون�ها سایر
می�باشد. سیناپسی۶ از بعد پایانه و سیناپسی۵ سیناپسی۴،شکاف از قبل پایانه� از مرکب سیناپس یک
شده ترکیب سیگنال�های وسعت اگر و می�شوند ترکیب نرون تنه در شده، جمع�بندی سیگنال�های همه
این می�شود. تولید خروجی سیگنال یک و می�شود فعال شدن٧ تحریک مرحله برسد، نرون آستانه به
به آکسون موازات به خاص میزان یک در پالس�ها از بخشی یا منفرد پالس یک به�صورت سیگنال
در عصب-رسانه می�شود. عصب-رسانه به�نام موادی ترشح موجب و می�یابد انتقال سیناپسی پایانه�های
از سیگنال یک ترتیب این به و می�کند تحریک را بعدی نرون و می�شود پخش سیناپسی شکاف داخل
یک دندریت�های با مختلف نرون�های از آکسون زیادی بسیار تعداد می�یابد. انتقال دیگری به نرون یک
می�شوند: تقسیم دسته سه به عملکردشان به توجه با نرون�ها می�کنند. برقرار ارتباط این�صورت به نرون

گیرنده می�کنند. منتقل مرکزی عصبی دستگاه به گیرنده�ها از را پیام�ها نرون�ها این حسی: نرون�های (١

١Dendrite
٢Axon
٣Synapse
۴Presynaptic Terminal

۵Synaptic Cleft
۶Postsynaptic Terminal
٧Firing

٣



۴ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

یا فیزیکی تغییرات و دارد قرار ... و پوست عضلات، حسی، اندام�های در که است خاصی سلول
می�کند. تبدیل عصبی سیگنال�های به را تغییرات این می�یابد، در را شیمیایی

می�رسانند. کننده عمل اندام�های به نخاعی طناب یا مغز از را پیام�ها نرون�ها این حرکتی: نرون�های (٢

انتقال دیگر رابط نرون یک به و می�گیرند حسی نرون�های از را پیام�ها نرون�ها این رابط: نرون�های (٣
طناب و چشم مغز، در فقط رابط نرون�های می�رسانند. حرکتی نرون یک به را پیام�ها یا و می�دهند

می�شوند. یافت نخاعی

که تحریک)، از (بعد سیناپس در ساختاری نسبتاً تغییری از است عبارت یادگیری از منظور حال
می�شود. سیناپس کارایی افزایش باعث ساختاری تغییر این

نرون. یک ساختار :١.١ شکل

مصنوعی عصبی شبکه�های ٢.١.١

مرموز جهان این از کوچک بسیار گوشه�ای دادن نشان و بیولوژیکی عصبی شبکه بر گذرا اشاره�ای از بعد
عصبی شبکه�های می�پردازیم. مصنوعی عصبی شبکه�های یعنی اصلی موضوع به پیچیده فوق�العاده و
و بیولوژیکی نرون�های رفتار و ساختار از گرفته الهام افزاری نرم یا افزاری سخت مدل�های مصنوعی
با آنها میان ارتباطات و نرون�ها) نام (به پردازشی عناصر شامل که هستند انسان عصبی سیستم�های
در دهند. می تشکیل را عصبی شبکه ساختار که است، ارتباطات به یافته اختصاص (وزن�ها) ضرایب
از استفاده به�جای و کرد خواهیم فرض ریاضی مدل یک را مصنوعی عصبی شبکه�های ما پایان�نامه این

برد. خواهیم به�کار را عصبی شبکه�های عبارت خلاصه به�طور مصنوعی عصبی شبکه�های عبارت
کلی حالت در نرون یک است. شده داده نمایش (٢.١) شکل در نرون، یک شده شبیه�سازی مدل
عصبی سیگنال�های همان ورودی�ها این دارد. (j = ١, . . . , n+ ١) xj ورودی n+ ١ از مجموعه یک
آکسون�ها روی که (j = ١, . . . , n+١) wj می�شوند. فرستاده دیگر نرون یک از یا محیط از که می�باشند



۵ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

نرون. یک ریاضی مدل :٢.١ شکل

یادگیری فرآیند تا کنند تغییر باید که هستند این�ها می�کنند. ایفا را سیناپسی ساختار نقش هستند واقع
دارد. تعلیم یا آموزش الگوریتم به بستگی باشد استوار قاعده�ای چه بر تغییر این این�که حال افتد اتفاق
x١ عصبی سیگنال�های می�نامند. بایاس٨ آن�را و می�دهند نشان b با را −θ یعنی ورودی آخرین وزن
که حاصل�ضرب�ها این مجموع و شده ضرب wn+١ و ... و w٢ و w١ در به�ترتیب xn+١ و ... و x٢ و
روی تابع یک همانند نرون مرحله این در می�شوند. نرون وارد می�دهیم، نشان net با را آن شکل در
دیگر نرون�های به راست طرف آکسون�های طریق از را تابع) (برد خود کار حاصل و می�کند عمل net

می�نامند. فعال�سازی٩ تابع را تابع این می�فرستد.
می�گردد. تعریف R به Rn از تابع این شود فرض تابع به�عنوان نرون اگر که می�کنیم نشان خاطر البته
O با شکل روی که می�باشد یکسان راست طرف های آکسون تمام در نرون از خروجی سیگنال یعنی
اطلاعات باشند. حرکتی یا و ارتباطی حسی، می�توانند نرون�ها شد اشاره قبلا که همان�طور داده�ایم. نمایش
نتیجه بالاخره و می�یابد انتقال ارتباطی نرون�های طریق از و می�شود دریافت حسی نرون�های طریق از
خارج به حرکتی نرون�های طریق از شده دریافت اطلاعات به عصبی شبکه واکنش یا و عصبی شبکه کار

.((٣.١) می�گردد(شکل منتقل
پنهان لایه را ارتباطی نرون�های و خروجی لایه را حرکتی های نرون ورودی، لایه را حسی نرون�های
تک را مخفی لایه (٣.١) شکل در البته گردد تشکیل لایه چندین از تواند می مخفی لایه گویند. می نیز

است. شده گرفته نظر در لایه
شبکه�های آورد. بوجود چندلایه یا لایه تک شبکه که باشد بگونه�ای می�تواند نورون�ها اتصالات نحوه�ی
تعیین را شبکه خروجی که خروجی ولایه می�شود اعمال آن به ورودی الگوهای که ورودی لایه از لایه چند
لایه�ی و ورودی لایه�ی دادن ارتباط ان وظیفه�ی و است لایه چند از متشکل خود که که پنهان ولایه می�کند

می�شود. تشکیل است، خروجی
: از عبارت�اند گیرند قرار مدنظر باید آن طراحی در که عصبی شبکه یک اصلی مشخصه�های

٨Bias ٩Activation Function
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بخش دهنده� تشکیل لایه�های تعداد و آن�ها تعداد نرون�ها، بین اتصالات نحوه عصبی: شبکه معماری
می�گوییم. عصبی شبکه� معماری را ارتباطی نرون�های

خروجی و کرده اثر نرون ورودی�های بر تا بگیرد قرار نرون روی تابعی چه این�که فعال�سازی: تابع�های
توابع مهم�ترین از تعدادی (١.١) جدول در گویند. نرون آن فعال�سازی تابع کند تولید را نرون

است. شده داده نشان فعال�سازی

در vjkها و (wijها می�کنند تغییر آن اساس بر آکسون�ها روی وزن�های که روشی آموزش: الگوریتم
می�گوییم. آموزش الگوریتم را درآید مطلوب حالت به عصبی شبکه خروجی تا ((٣.١) شکل

نسبت را زیر عمومی خصوصیات مصنوعی عصبی شبکه�های برای می�توان قبل مطالب به توجه با
داد:

می�گیرد. انجام عصبی) (سلول نرون نام به ساده بسیار عناصر در اطلاعات پردازش .١

می�شوند. مبادله آن�ها بین اتصالات طریق از عصبی سلول�های بین عصبی سیگنال�های .٢

وزن این معمولی عصبی شبکه�های در که می�شود داده نسبت وزن یک آکسون) ) اتصال خط هر به .٣
گردند. می ضرب شده منتقل سیگنال�های در ها

است. غیرخطی موارد اکثر در تابع این که می�باشد فعال�سازی تابع یک دارای نرون هر .۴

خروجی. لایه و پنهان لایه ورودی، لایه با نرون یک ساختار :٣.١ شکل

کنیم: تعیین را زیر شبکه خروجی می�خواهیم .١.١.١ مثال
است. شده ارائه لایه ٣ در شبکه این می�کنیم. بیان ریاضی بصورت را شکل به مربوط عصبی شبکه�های



٧ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

(١.١.١) مثال عصبی شبکه :۴.١ شکل

روی در موجود وزن�های در سیگنال�ها این می�دهند انتقال عینا را دریافتی سیگنال�های حسی نورون�های
می�شوند. جمع هم با ارتباطی نورون ورودی در و می�شوند ضرب آکسون�ها

w١x١ + w٢x٢ + w٣x٣,

داشت: خواهیم دهیم نشان y با را لایه این خروجی اگر

y = f(w١x١ + w٢x٢ + w٣x٣) = f(
٣∑

i=١
wixi),

گذر از بعد و شود ضرب آن در موجود وزن�های در باید بعدی لایه آکسون�های از عبور هنگام خروجی این
می�گردند. خارج عصبی شبکه از حرکتی سیگنال عنوان به زیر سیگنال�های خارجی لایه�ی از

z١ = g١(v١y), z٢ = g٢(v٢y).

سازی فعال توابع

می�کنیم بیان ذیل در را توابع این از نمونه چند

زیرمی�باشد: بصورت و است θ آستانه�ای حد با تابع این پله��ای: تابع

f(x) =

١ x ≥ θ,

٠ x < θ.

پله�ای تابع :۵.١ شکل
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می�شود تعریف زیر بصورت و است θ آستانه�ای حد با تابع این دوقطبی: پله�ای تابع

f(x) =

١ x ≥ θ,

−١ x < θ.

دوقطبی پله�ای تابع :۶.١ شکل

را تابع مشتق می�توان و است پذیر مشتق و کراندار یکنوا، تابعی ،١٠ سیگموئید تابع سیگموئید: تابع
است: زیر شکل به و کرد بیان تابع خود کمک به

f(x) =
١

١+ e−x
, f ′(x) = f(x)(١− f(x)).

سیگموئید تابع :٧.١ شکل

می�شود: تعریف زیر بصورت و دارد را سیگموئید تابع خواص همان تابع این قطبی: سیگموئید تابع

g(x) = ٢f(x)−١ = ٢
(

١
١+ e−x

)
−١ =

١− e−x

١+ e−x
, g′(x) =

١
٢(١+g(x))(١−g(x)).

١٠Sigmoid
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قطبی سیگموئید تابع :٨.١ شکل

بیان زیر بصورت و می�گیرد قرار استفاده مورد ورودی نورون�های برای بیشتر تابع این همانی: تابع
می�شود:

f(x) = x.

آورده�ایم. (١.١) جدول در را دیگر مهم سازی فعال تابع چند

بازگشتی عصبی شبکه�های ١.٢.١.١

نرون�های یا نرون همان به نرون یک از برگشتی سیگنال یک حداقل بازگشتی١١، عصبی شبکه�های در
به تنها نه بعد حالت و می�دارد نگه را حافظه�ای شبکه�ای چنین دارد. وجود قبل لایه یا و لایه همان
مدل در معمولا عصبی شبکه�های این است. وابسته نیز شبکه قبل حالات به بلکه ورودی سیگنال�های

می�شوند. ظاهر اول مرتبه دیفرانسیل معادلات به�صورت ریاضی

بازگشتی. لایه دو عصبی شبکه�های :٩.١ شکل

١١Feedback (Recurrent) Neural Network
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پیش�خورد عصبی شبکه�های ٣.١.١

یادگیری فرآیند به شبیه که است هوشمصنوعی از انگیز گرایشهیجان یک ١٢ مصنوعی عصبی شبکه�های
بسیاری سال�های برای می�کند[۵١]. عمل تاریخی داده�های از الگوهایی استخراج به�منظور انسان مغز
شده بکارگرفته واقعی دنیای کاربردهای از گسترده�ای گونه�های برای آمیز موفقیت بطور تکنولوژی این
(شکل شد[۴٣] معرفی ١٩۶٢ سال در ١۴ روزنبلات توسط بار اولین برای ١٣ پرسپترون است[۴٩].
مطلوبی خروجی چه که بگوید شبکه به که دارد احتیاج یاددهنده یک به ساده پرسپترون راببینید). (١٠.١)
با سازگار شبکه نظارت، بدون شبکه� دریک هستند. نظارت تحت شبکه�های آن�ها باشد. داشته باید
چندلایه پرسپترون می�دهد. نشان را لایه سه پرسپترون از مثالی (١١.١) شکل است. آن ورودی به پاسخ

.[۵۴ می�کنند[۶٣، استفاده شده پنهان لایه�های از سه�تا، از بیشتر لایه�های با

(پرسپترون) مصنوعی عصبی شبکه ساختار :١٠.١ شکل

بهم غیرخطی نگاشت یک توسط خروجی واحدهای به ورودی واحدهای چندلایه پرسپترون�های در
قضیه از است. تابع تقریب در آنها توانایی چندلایه پرسپترون کاربرد مهمترین می�شوند[٣۴]. متصل
پیوسته تابع هر از می�تواند گره n(٢n+١) با �لایه سه پرسپترون یک که می�دانیم ١۵ کولوموگروف وجودی
دارد بستگی شده پنهان لایه�های در ١۶ نرون�ها تعداد به تقریب دقت .[۵٢ شود[۴١، محاسبه متغیر nبا
یادگیری قابل ١٧ پیش�خورد چندلایه عصبی شبکه�های ندارد[١٢]. بستگی شده پنهان لایه�های تعداد به و

است[٣۵]. بدحالت پیش�خورد آموزشی مساله�ی موارد برخی در هستند.
درجه ارتباطات پردازش، ساده عناصر با چندپردازنده کامپیوتر سیستم از شکل یک عصبی شبکه�های
١٩ممکن بیولوژیکی نرون یک هستند. عناصر بین تطبیقی العمل عکس و ١٨ ساده پیام مقیاس بالاتر،
ارسال دیگر نرون�های از بسیاری به را آن خروجی است ممکن و باشد داشته متفاوت ورودی ١٠۴ است
می�تواند داد، انجام نمی�توان سنتی محاسبات روش�های با که را هرچیزی مصنوعی عصبی شبکه کند.

١٢Artificial Neural Networks
١٣Perseptron
١۴Rosenbllat
١۵Existence Colomogorov Theorem

١۶Neuron
١٧FeedForward
١٨Simple Message Scale
١٩ Biological Neural Network



١١ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

چندلایه پرسپترون :١١.١ شکل

شبکه�های از دهند. انجام را است مشکل بسیار که محاسباتی کارهای از برخی می�توانند آنها دهد. انجام
ورودی) آنها(داده�های آموزشی داده�های از زیاد) متغیرهای با مدل(تابع یک بصورت پیش�خورد عصبی

می�کنیم. استفاده تنهایی به

عصبی شبکه تکامل تاریخچه ۴.١.١

پیتز٢١ والتر نام به آمار متخصص یک همراه به کلاچ٢٠ مک وارن نام به نرولوژیست یک ١٩۴٣ سال در
نام به عناصری که بود محاسبه�گر عنصر یک ساده نرون این .[۶۴] دادند ارائه را نرون ریاضی مدل اولین
حاصل و می�داد عبور خطی عملگر یک از را آنها و می�کرد ضرب وزن نام به ثابتی مقادیر در را ورودی
هب٢٢ دونالد ١٩۴٩ سال در بودند. ثابتی مقادیر وزن�ها مدل این در می�داد. تشکیل را نرون خروجی
ارائه را نرون برای یادگیری قانون مبنا این بر نوشت. انسان مغز در یادگیری نحوه درباره کتابی [٢٣]
١٩۵۴ سال در شد. استفاده آن از عصبی شبکه�های تعلیم در بعدها و است معروف هب قانون به که داد
پیاده�سازی را هب قانون و کردند وصل هم به تصادفی به�طور را نرون�ها از مدلی [١] کلارک٢٣ و فارلی
پیشرفت با داد. تشخیص هم از تعلیم قانون این با را ورودی الگوی دو می�توان که دادند نشان و نمودند
سال در IBM شرکت محقق روچستر٢۴ ناتانیال توسط مصنوعی عصبی نرون از مدل اولین کامپیوتر علم
مک�کلاچ ساده نرون ١٩۵٨ سال ٢٧]در ،٢٨] روزنبلات شد. شبیه�سازی کامپیوتر از استفاده با ١٩۵٨
قانون نامید. پرسپترون را نرون این و کرد اضافه را وسازگاری یادگیری قابلیت آن به و کرد اصلاح را پیتز

است. عصبی شبکه�های برای رسمی قانون اولین پرسپترون٢۵ تعلیم

٢٠Warren McCulloch
٢١Walter Pitts
٢٢Donald Hebb

٢٣Farley and Clark
٢۴Nathanial Rochester
٢۵Perceptron



١٢ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

فعال�سازی توابع :١.١ جدول
تابع شکل تابع تعریف نام ردیف

f(x) =


٠ x < ٠,

١ x ≥ ٠.
مقداره دو آستانه�ای ١

f(x) =


−١ x < ٠,

١ x ≥ ٠.
متقارن مقداره دو آستانه�ای ٢

f(x) = x خطی ٣

f(x) =



−١, x < −١,

x, −١ ≤ x ≤ ١,

١, x > ١.

متقارن خطی آستانه�ای ۴

f(x) =



٠, x < ٠,

x ٠,≤ x ≤ ١,

١, x > ١.

خطی آستانه�ای ۵

f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
هایپربولیک تانژانت ۶



١٣ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

که کردند ابداع را نرون�ها از سطحی سه مدل یک همکارانشان و هاف٢٧ مارسین و ویدرو٢۶ برنارد
برای و .[١۶ ،١٧ ،١٨ بود[١٩، تطبیقی٢٩” خطی عنصر ” حروف شده مختصر و شد نام�گذاری آدلاین٢٨
است. معروف α−LMS به تعلیم قانون این نمودند. بیان گیری مشتق مبنای بر تعلیم قانون یک آدلاین
برای مادلاین عصبی شبکه از هاف و ویدرو شد. ساخته مادلاین٣٠ یکدیگر به آدلاین چند کردن متصل از

نمودند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف
نام به کتابی [۴۵] مینسکی٣١ و پاپرت بود. عصبی شبکه برای رکود دوره یک آغاز ١٩۶٩ سال
پرسپترون از استفاده با می�توان را AND و OR گیت�های اگرچه که دادند نشان و نوشتند پرسپترون
پردازش برای عصبی شبکه از نمی�توان لذا و نمی�باشد سازی پیاده قابل XOR گیت ولی کرد سازی پیاده
بعدها و شد ارائه ١٩٧۴ سال در [۴٨] ورباس٣٣ پال انتشار٣٢ پس الگوریتم کرد. استفاده اطلاعات
گسترده به�طور پیدایش زمان از الگوریتم این گردید. کشف مستقل به�طور [٢۴] هارت٣۴ رامل توسط
سال است. گرفته قرار استفاده مورد پیش�خورد٣۵ عصبی شبکه�های در آموزش الگوریتم یک به�عنوان
زمینه این در مهم اتفاق دو سال�ها این در دانست. عصبی شبکه دوباره تولد می�توان را ١٩٨۶ تا ١٩٨٢
در که بود [٣۶] هاپفیلد٣۶ جان توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتی عصبی شبکه ارائه اول داد. رخ
بود هاپفیلد شبکه توسط (TSP) دوره�گرد فروشنده مسأله حل اتفاق، دومین شد. منتشر ١٩٨٢ سال
و کرد استفاده بهینه�سازی مسائل حل برای می�توان بازگشتی شبکه این از که داد نشان هاپفیلد .[٣٧]

گشود. مصنوعی عصبی شبکه�های در را جدیدی افق

عصبی شبکه�های از استفاده با بهینه�سازی مسائل حل تاریخچه ۵.١.١

ساختمان، طراحی بهینه، کنترل جمله از مهندسی و پایه علوم رشته�های در مهم مسائل از گسترده�ای طیف
غیرخطی و خطی بهینه�سازی مسائل به تبدیل قابل غیره و رگرسیون تحلیل توابع، تقریب تصویر، پردازش
خطی بهینه�سازی مسائل حل برای فراوانی عددی بهینه�سازی الگوریتم�های گذشته دهه�های در هستند.
مسائل به�خصوص و بهینه�سازی مسائل حل برای نیاز مورد زمان که آن�جا از شده�اند. ارائه غیرخطی و
کمی کارایی عددی الگوریتم�های بنابراین است مسأله ساختار و بعد به وابسته بسیار غیرخطی بهینه�سازی
از استفاده بالا ابعاد با بهینه�سازی مسائل حل برای کننده امیدوار رهیافت یک می�دهند. نشان خود از

می�باشد. مصنوعی عصبی شبکه�های
خطی ریزی برنامه� مسائل حل برای را عصبی شبکه اولین هاپفیلد[٢٢] و تانک ١٩٨۶ سال در
متناظر انرژی تابع که می�کند تغییر به�گونه�ای تکرار هر در شبکه وضعیت که دادند نشان و کردند معرفی
متناظر مینیمم نقطه این و می�رسد خود مینیمم نقطه به که جایی تا می�یابد کاهش یکنواخت به�طور آن با
سازی پیاده الکتریکی مدار یک توسط را عصبی شبکه این آن�ها می�باشد. عصبی شبکه تعادل نقطه با

٢۶Bernard Widrow
٢٧Marcian Hoff
٢٨ADELINE
٢٩Adaptive Linear Elaments
٣٠MADALINE
٣١Papert and Minsky

٣٢Back Propagation
٣٣Paul Werbos
٣۴Rumelhart
٣۵Feed Forward
٣۶John Hopfield



١۴ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

شبکه این نمودند. استفاده شهر ٣٠ با دوره�گرد فروشنده مسأله حل برای شبکه این از هم�چنین کردند.
جواب لذا و نمی�کرد صدق ٣٧KKT شرایط در شبکه تعادل نقطه این�که به�خصوص بود نقص�هایی دارای
محققین برای را خوبی بسیار انگیزه هاپفیلد کارهای وجود این با نمی�شد. حاصل مسأله از مطلوبی
به متناهی جریمه پارامتر یک افزودن با [۴۴] چا٣٨ و کندی کنند. فعالیت زمینه این در تا آورد به�وجود
با نمودند. استفاده محدب غیرخطی ریزی برنامه� مسأله حل برای آن از و دادند توسعه را آن هاپفیلد شبکه
بزرگ جریمه پارامتر اگر به�خصوص است ناتوان دقیق بهینه نقطه یافتن در شبکه این جریمه پارامترهای

می�کند. عمل به�سختی شبکه این باشد
رودریگز-وازکز۴٠ توسط سوئیچ-خازن٣٩ عصبی یکشبکه جریمه پارامتر بردن بکار از جلوگیری برای
که کردند ارائه فازی دو عصبی شبکه یک [٢١] شانبلات۴١ و ما هم�چنین شد. معرفی [١۴] همکاران و
همگرا مسأله دقیق جواب به شبکه مسیر آن دوم فاز در و بود چا و کندی شبکه مشابه شبکه اول فاز
شبکه این مشکل می�داد. ارائه چا و کندی شبکه به نسبت دقیق�تری جواب�های روش این بنابراین می�شد
و داشت جریمه پارامتر از بزرگ مقدار یک انتخاب به بستگی شبکه دوم فاز پایداری که بود این در
هنوز اما بودند دقیق�تر حاصل جواب�های و بود یافته کاهش روش این در جریمه پارامتر تأثیر اگرچه لذا

نبود. پارامتر از مستقل
مستقل کاملا که کردند ارائه عصبی شبکه یک لاگرانژ روش برمبنای [۶٠] کنستانتینیدس۴٢ و ژانگ
بهینگی شرایط در عصبی شبکه این تعادل نقطه بود. غیرخطی مسائل حل به قادر و جریمه پارامتر از
پتیسن۴٣ و بوزردوم ١٩٩٣ سال در بود. همگرا حاصل شبکه هم�چنین و می�کرد صدق دوم و اول مرتبه
قادر تنها که کردند ابداع جریمه پارامتر از مستقل و تصویر روش و گرادیان برمبنای را شبکه�ای [١٠]
نمی�توانست اما بود کارایی روش عمل در روش این بود. کران�دار متغیرهای با دوم درجه مسائل حل به

کند. حل را دوم درجه و خطی ریزی برنامه� کلی مسائل
قیود با غیرخطی بهینه�سازی مسائل حل برای را مدل چندین [۶٧ ،۶۶ ،۶٨ ،۶٩] همکاران و زیا۴۴
غیرخطی بهینه�سازی مسائل حل برای عصبی شبکه مدل چندین همچنین کردند. ارائه غیرخطی و خطی

است. شده ارائه [۴۶ ،٢ ،۴٧ ،۵۵ ،۵٧ ،۵۶] همکاران و عفتی توسط

AND تابع برای کلاچ) مک عصبی(نرون شبکه ۶.١.١

از یکی هرگاه و درست پاسخ AND تابع باشند درست دریافتی دومقدار هرگاه عصبی شبکه نوع این در
برمی�گرداند. را نادرست پاسخ تابع باشند نادرست دریافتی دومقدار

y = f(١× x١ + ١× x٢) = f(x١ + x٢) =

١ x١ + x٢ ≥ ٢,

٠ x١ + x٢ < ٢.

می�باشد. θ = ٢ آستانه�ای حد اینجا در

٣٧Karush-Kuhn-Tucker
٣٨Kennedy and Chua
٣٩Switched-Capacitor
۴٠Rodriguez-Vazquez

۴١Maa and Shanblatt
۴٢Zhang and Constantinides
۴٣Bouzerdoum and Pattison
۴۴xia



١۵ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

AND تابع برای کلاچ مک نرون :١٢.١ شکل

OR تابع برای کلاچ) مک عصبی(نرون شبکه ٧.١.١

OR تابع برای کلاچ مک نرون :١٣.١ شکل

هرگاه و درست پاسخ OR تابع باشند درست دریافتی دومقدار از یکی هرگاه عصبی شبکه نوع این در
برمی�گرداند. را نادرست پاسخ تابع باشند نادرست دریافتی دومقدار هردو

y = f(٢× x١ + ٢× x٢) = f(٢x١ + ٢x٢) =

١ ٢x١ + ٢x٢ ≥ ٢,

٠ ٢x١ + ٢x٢ < ٢.

می�باشد. θ = ٢ آستانه�ای حد اینجا در

AND NOT تابع برای کلاچ) مک عصبی(نرون شبکه ٨.١.١

AND NOT تابع برای کلاچ مک نرون :١۴.١ شکل



١۶ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

AND NOT تابع باشند نادرست دوم مولفه�ی و درست اول مولفه�ی هرگاه عصبی شبکه نوع این در
می�دهد. نادرست پاسخ اینصورت غیر در و درست پاسخ

y = f(٢× x١ + (−١)× x٢) = f(٢x١ − x٢) =

١ ٢x١ − x٢ ≥ ٢,

٠ ٢x١ − x٢ < ٢.

می�باشد. θ = ٢ آستانه�ای حد اینجا در

هب عصبی شبکه ٩.١.١

شده داده ارائه دولایه از متشکل خروجی یک و ورودی n با شبکه یک برای را آموزش الگوریتم ادامه در
است.

هب عصبی شبکه :١۵.١ شکل

هب الگوریتم

است بایاس همان wn+١ ،wi = ٠, i = ١,٢, . . . n + ١ وزن�ها تمام به اولیه دهی مقدار اول: گام
دارد. ١ ورودی که

می�کنیم. ۴۵ تنظیم ورودی واحدهای روی را (i = ١,٢, . . . n+ ١)xi ورودی بردار مولفه�های دوم: گام

می�کنیم. تنظیم خروجی واحد روی را قبل گام ورودی بردار به مربوط انتظار مورد خروجی سوم: گام

می�کنیم. بروز زیر بصورت را ۴۶ یال�ها روی موجود وزن�های چهارم: گام
wi(new) = wi(old) + xiy, i = ١,٢, . . . n+ ١.

۴۵Set ۴۶Edge



١٧ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

می�کنیم. تکرار دوقطبی خروجی و دوقطبی ورودی�های با AND تابع برای را هب الگوریتم .٢.١.١ مثال
بود: خواهند زیر بصورت آموزشی داده�های بنابراین

(x١, x٢,١) y

(١,١,١) ١

(١,١−,١) −١

(−١,١,١) −١

(−١,١−,١) −١
w١ = w٢ = w٣ = ٠

است. شده داده نمایش الگوریتم روند (١٧.١) و (١۶.١) شکل�های در که

آدالاین عصبی شبکه ١٠.١.١

می�کند(بایاس). ارسال شبکه به را یک مقدار همواره ورودی�ها از یکی که دارد ورودی چند شبکه این
روی سازی فعال تابع می�کند. جمع یال�ها روی وزن�های با ترکیب از پس را سیگنال�ها آدالاین نرون
می�شود فرستاده بیرون به خروجی عنوان به مجموع همین بنابراین است، همانی تابع همان آدالاین نرون

می�شود. محسوب آموزش الگوریتم مبنای انتظار مورد مقدا و خروجی مقدار بین اختلاف و

آدالاین الگوریتم

بازه در عددی را α آموزشی ضریب و دهید نسبت یک و صفر بین تصادفی مقادیر وزن�ها به اول: گام
بگیرید. نظر در (٠,١]

کنید. تکرار را هفتم تا سوم گام�های باشد نادرست توقف شرط که زمانی تا دوم: گام

کنید. اجرا را ششم تا چهارم گام�های ((x١, x٢, . . . xn), y) داده جفت هر برای سوم: گام

می�کنیم. تنظیم ورودی واحدهای روی را (i = ١,٢, . . . n+ ١)xi ورودی بردار مولفه�های چهارم: گام

پنجم: گام

net =
n∑

i=١
wixi,

I(net) = net.

وزن�ها تنظیم ششم: گام
wi(new) = wi(old) + α(y − net), i = ١,٢, . . . n+ ١



١٨ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

(٢.١.١) مثال برای هب الگوریتم :١۶.١ شکل

باشد، معین تلورانس یک از کمتر دوم گام در وزن�ها برای گرفته انجام تغییرات بیشترین اگر هفتم: گام
دهید. ادامه اینصورت غیر در شوید متوقف

دوقطبی خروجی و دودویی ورودی�های با AND تابع برای را آدالاین یک مثال این در .٣.١.١ مثال
وزن�های می�گیریم. یک برابر را خطا تلورانس و α = ٠٫ ١ آموزشی ضریب همچنین بگیرید. نظر در را



١٩ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

(٢.١.١) مثال برای هب الگوریتم :١٧.١ شکل

بود: خواهند زیر بصورت حاصله

w١ = ١, w٢ = ٢, w٣ =
−٣
٢



٢٠ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

آدالاین عصبی شبکه :١٨.١ شکل

می�باشد زیر بصورت تصمیم مرز و

x١ + ٢x٢ −
٣
٢ = ٠.

دوقطبی خروجی و دودویی ورودی�های با AND تابع برای را آدالاین یک مثال این در .۴.١.١ مثال
وزن�های می�گیریم. یک برابر را خطا تلورانس و α = ٠٫ ١ آموزشی ضریب همچنین بگیرید. نظر در را

بود: خواهند زیر بصورت حاصله

w١ =
١
٢ , w٢ =

١
٢ , w٣ =

−١
٢
می�باشد زیر بصورت تصمیم مرز و

١
٢x١ +

١
٢x٢ −

١
٢ = ٠.

مادالاین عصبی شبکه ١١.١.١

ماروی اینجا در شده�اند. مرتب چندلایه شبکه یک در که می�باشد آدالاین چند از ترکیبی مادالاین، یک
مادالاین یک زیر در می�شویم. متمرکز خروجی یک و آدالاین) دو از مخفی(مرکب لایه یک با مادالاین یک
x١, x٢ ورودی�های با آدالاین دو شامل شبکه این است. شده داده نشان خروجی یک و ورودی دو با
متقارن مقداری دو آستانه�ای توابع آدالاین�ها در شده بکاربرده توابع و می�باشد. z١, z٢ خروجی�های و

می�باشد. (x١, x٢) ورودی بردار از خطی غیر تابعی y خروجی و می�باشد

مادالاین الگوریتم

ثابت آموزش مدت در بعدی لایه وزن�های و می�شوند تنظیم اول لایه وزن�های فقط الگوریتم این در
هردو اگر و ١ سیگنال y بفرستند، ١ سیگنال هردو یا z٢ یا z١ اگر که هستند گونه�ا به وزن�ها می�مانند.



٢١ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

مادالاین عصبی شبکه :١٩.١ شکل

داریم: بنابراین می�کند تولید را −١ سیگنال y بفرستند −١ سیگنال

v١ =
١
٢ , v٢ =

١
٢ , b٣ =

١
٢

ضریب دهیدو نسبت یک و صفر بین تصادفی مقادیر وزن�ها به و v١ = v٢ = b٣ = ١
٢ اول: گام

بگیرید. نظر در [٠٫ ١,١] بازه در عددی را α آموزشی

کنید. تکرار را نهم تا سوم گام�های باشد نادرست توقف شرط که زمانی تا دوم: گام

کنید. اجرا را هشتم تا چهارم گام�های ((x١, x٢), y) داده جفت هر برای سوم: گام

می�کنیم. تنظیم ورودی واحدهای روی را (x١, x٢) ورودی بردار چهارم: گام

کنید. محاسبه را آدالاین�ها به مربوط ورودی�های پنجم: گام

net١ = b١ + x١w١١ + x٢w٢١,

net٢ = b٢ + x١w١٢ + x٢w٢٢.

آدالاین هر خروجی محاسبه ششم: گام

z١ = f(net١),

z٢ = f(net٢).

شبکه خروجی تعیین هفتم: گام
net = b٣ + z١v١ + z٢v٢, f(net)

اینصورت: غیر در کرد نخواهند تغییر وزن�ها y = f(net) اگر هشتم: گام

if y = ١, wij(new) = wij(old) + α(١− netj)xj, bj(new) = bj(old) + α(١− netj),

if y = −١, wij(new) = wij(old) + α(−١− netj)xj, bj(new) = bj(old) + α(−١− netj).



٢٢ اساسی مفاهیم و مقدمات .١

شوید. متوقف برسم، قبول قابل سطح یک به یا شود متوقف وزن�ها در تغییرات اگر نهم: گام

پیوندی حافظه شبکه�های ١٢.١.١

سازی ذخیره عمل شبکه، در موجود وزن�های و می�باشند لایه تک شبکه�هایی پیوندی حافظه شبکه�های
میشوند: تقسیم دسته سه به کلی بطور عصبی شبکه نوع این دارند. عهده بر را پیوندی الگوهای

پیوندی: دیگر عصبی شبکه�های •
خروجی بردار p به را بعدی n فضای در (x١, x٢, . . . xn) بردار p پیوندی دیگر عصبی شبکه�های

می�برد. (y١, y٢, . . . yk) بعدی k

پیوندی دیگر عصبی شبکه :٢٠.١ شکل

پیوندی: خود عصبی شبکه�های •
بردار هر که است پیوندی دیگر عصبی شبکه�های از خاصی حالت پیوندی خود عصبی شبکه�های

می�سازد. مرتبط خودش با را

پیوندی خود عصبی شبکه :٢١.١ شکل

الگو: تشخیص شبکه�های •
می�شود. داده پیوند i اسکالر با n فضای از xi بردار هر الگو تشخیص شبکه در

هاپفیلد عصبی شبکه�های ١٣.١.١

هاپفیلد مصنوعی عصبی شبکه ١.١٣.١.١

نرون�های تمام ورودی به نرون هر خروجی آن در که مفهوم این به است. بازگشتی شبکه یک هاپفیلد شبکه
به بعد قدم در و می�شود محاسبه آن خروجی شبکه، به اولیه ورودی اعمال از پس است. متصل دیگر



٢٣ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

الگو تشخیص عصبی شبکه :٢٢.١ شکل

ثابت نقطه یک به شبکه خروجی تا می�شود تکرار آنقدر فرآیند این می�شود. اعمال شبکه به ورودی عنوان
عمل می�کند، تغییر تکرار هر در وضعیتش که دینامیکی سیستم یک عنوان به شبکه اینجا در شود. همگرا
صورت این در نکند، تغییر تکرار اثر بر که جوابی به شبکه پاسخ رسیدن یعنی شبکه همگرایی و می�کند.

است. رسیده خود تعادل یا پایدار حالت به شبکه که گفت می�توان
و گسسته نوع دو به هاپفیلد شبکه .[٩] می�دهد نشان را نرون سه با هاپفیلد شبکه یک (٢٣.١) شکل

نرون سه با هاپفیلد شبکه ساختار :٢٣.١ شکل

فعالیت تابع که است نرون�هایی شامل بازگشتی شبکه یک گسسته هاپفیلد شبکه می�شود. تقسیم پیوسته
است ۴٨ پیتس و ۴٧ مکلوث مدل یک گسسته شبکه در نرون هر درواقع است. گسسته تابع یک آن�ها
فعالیت تابع یک دارای نرون هر است، بخش این اصلی بحث که پیوسته هاپفیلد شبکه در اما . [۶۴]

است. پذیر مشتق پیوسته طور به

۴٧Warren McCulloch ۴٨Walter Pitts
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پیوسته هاپفیلد شبکه عملکرد نحوه ٢.١٣.١.١

شبکه دینامیکی سیستم�های برای لیاپانوف تابع یا انرژی تابع ایده مبنای بر هاپفیلد [٣۶] ١٩٨٢ سال در
برای آن از بار اولین و گذاری نام هاپفیلد عصبی شبکه او خود نام به که داد ارائه را بازگشتی عصبی
هاپفیلد شبکه هر آمد، خواهد بحث، ادامه در که همانطور شد. استفاده نویز دارای الگوهای شناسایی
هاپفیلد، شبکه یک اجرای از هدف می�باشد. انرژی تابع یک دارای که است دینامیکی سیستم یک پیوسته
دارای منحنی که درمی�یابیم شبکه انرژی تابع منحنی گرفتن درنظر با است. ناشناس الگوهای تشخیص
مورد شبکه مطلوب جواب�های یا الگوها سازی ذخیره مکان عنوان به می�تواند که است مینیمم نقاط

گیرد. قرار استفاده

ریاضی بیان به جذب نقاط می�شوند. نامیده شبکه جذب نقاط محل مینیمم نقاط یا حفره�ها این
هستند نقاطی جذب نقاط هاپفیلد، شبکه در و هستند دینامیکی سیستم مجانبی پایدار ساکن نقاط همان

می�شود. همگرا آن�ها به شبکه که
وضعیت که ورودی الگوهای که کرد بیان نیز صورت این به می�توان را همگرایی مساله هندسی توصیف
(نقاط جذب حفره�های از یکی شامل که ناحیه�ای کوچکترین سمت به می�کند، مشخص را شبکه اولیه
حرکت که طرف هر از رسید آن نزدیکی به که هنگامی و می�شود نزدیک می�باشد، مجانبی) پایدار ساکن

می�ماند. ساکن آن در نهایتا و می�کشاند خود سمت به را آن جذب نقطه کند
می�دهد. یاری آن پایداری و هاپفیلد پیوسته عصبی شبکه ساختار کردن درک بهتر در را ما بعد بخش

پیوسته هاپفیلد شبکه ساختار ٣.١٣.١.١

در را (٢۴.١) شکل در الکتریکی مدار می�دهد. ارائه الکتریکی مدار یک مبنای بر را شبکه این هاپفیلد
یک را f تابع می�کند. تبدیل xi = f(ui) ولتاژ به را ui ورودی ولتاژ فایر آمپلی هر .[۵٠] بگیرید نظر
مقاومت می�دهیم.هر قرار tanh(βui) سیگموئید تابع مانند صعودی یکنواخت طور به و پذیر مشتق تابع

می�کند. هدایت i-ام فایر آمپلی به را xj خروجی ولتاژ Rij

عنوان به فوق مدار می�شود. گرفته درنظر i فایر آمپلی برای بایاس یا ورودی اولین عنوان به Ii جریان
می�شود. شناخته هاپفیلد شبکه

اعمال شبکه به اولیه ورودی عنوان به است ناشناس ورودی همان که x(٠) اولیه ولتاژ شبکه این در
وارد ورودی عنوان به مجددا x١ سپس و می�شود گیری اندازه x = [x١, . . . , xn] خروجی ولتاژ می�شود.
نقطه�ای همسایگی در یا نکند تغییر شبکه خروجی ولتاژ تا می�شود تکرار آنقدر فرآیند این می�شود. شبکه
به می�توان را فرآیند این لذا است. رسیده خود پایدار حالت به شبکه گوئیم صورت این در گیرد. قرار ثابت
پایداری اثبات و است بازگشتی شکل یک هاپفیلد شبکه پس گرفت. درنظر بازگشتی معادله یک صورت
از واحد یک (٢۵.١) شکل می�شود. نتیجه زیر شکل به آن مدار دینامیکی معادله ورودی روی از شبکه
توضیح را xi وضعیت تغییر که دینامیکی معادله می�دهد. نمایش شبکه نرون یک عنوان به را شبکه این



٢۵ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

هاپفیلد شبکه الکتریکی مدل :٢۴.١ شکل

هاپفیلد شبکه نرون از واحد یک :٢۵.١ شکل

داریم: (a) گره در شده. گرفته کیرشهف جریان قانون از می�دهد
n∑

j=١

١
Rij

xj −
n∑

j=١

١
Rij

ui −
ui

Ri

− Ci
dui

dt
+ I=٠, (١.١)

Ci
dui

dt
=

n∑
j=١

١
Rij

(xj − ui)−
ui

Ri

+ Ii, (٢.١)

Ci
dui

dt
= −αi × ui +

n∑
j=١

xijf(ui) + Ii. (٣.١)
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زیر برداری صورت به (٣.١) معادله .xi = f(ui) و αi =
∑n

j=١
١
Rij

+
١
Ri

،wij =
١
Rij

آن در که
می�شود. نوشته

C
dU

dt
= −α× u+ w × x+ θ, (۴.١)

آن در که

C = (C١, . . . , Cn), α = (α١, . . . , αn), x = F (u) = (f(u١), . . . , f(un))
T ,

θ = [I١, . . . , In]
T , w =


w١١ . . . w١n
... . . . ...

wn١ . . . wnn

 .

صورت: این در می�شود. حاصل du

dt
= ٠ دادن قرار با (۴.١) دینامیکی معادله ساکن نقطه

α× u = w × x+ θ.

برای لازم شرط که کرد ثابت هاپفیلد می�باشد. هاپفیلد عصبی شبکه دینامیکی سیستم (۴.١) معادله
نقطه که داد نشان هاپفیلد این بر علاوه باشد. متقارن ماتریس یک w که است این شبکه این پایداری

است. زیر لیاپانوف تابع محلی مینیمم نقطه شبکه، تعادل

E(x) = −١
٢x

Twx− xT θ +
n∑

j=١
αj

∫ ١

٠
f−١(z) dz. (۵.١)

ذکر قبلا که همانطور .xi = f(ui) آن درایه هر که است شبکه خروجی بردار x = [x١, . . . , xn] بردار

لذا و f(uj) → ±١ صورت این در β → ±∞ هرگاه ،f(uj) = tanh(βuj) =
eβuj − e−βuj

eβuj + e−βuj
شد

بود. خواهد کراندار تابعی E(x)

کرد. نگاه می�توان نیز گرادیان سیستم مشابه به هاپفیلد شبکه به
du

dt
= −ρ▽ E(x), (۶.١)

زیرا است E(x) برای محلی مینیمم (۶.١) سیستم ساکن نقطه .ρ = diag(
١
C١

, . . . ,
١
Cn

) آن در که

به (۶.١) سیستم ساکن نقطه که می�کنیم ثابت حال است. ▽E(x) = ٠ که می�شود نتیجه du
dt

= ٠ از
به لیاپانوف تابع یک سیستم، ساکن نقطه همسایگی در باید منظور این برای است. پایدار مجانبی طور

آوریم. دست

سیستم این با متناظر لیاپانوف تابع اگر است پایدار ẋ(t) = f(x(t)) سیستم ساکن نقطه .۵.١.١ قضیه
باشد. داشته وجود

کنید. مراجعه [١١] مرجع به برهان.

است. پایدار مجانبی طور به (۶.١) دینامیکی سیستم ساکن نقطه .۶.١.١ قضیه



٢٧ عصبی شبکه�های بر مقدمه�ای .١.١

V (x) = E(x)−E(x∗) تابع که دارد وجود
∑

مانند همسایگی x∗ ساکن نقطه هر برای [۵٠] برهان.
است. پذیر مشتق پیوسته طور به E(x) اینکه بدلیل است پذیر مشتق پیوسته طور به همسایگی این روی

.V (x∗) = ٠ و است مثبت اکیدا V (x) همچنین
همچنین

dV

dt
=

dE

dt
= ▽E(x)ẋ(t) =

n∑
j=١

∂E

∂xj

.
∂xj

∂t
= −C

n∑
j=١

duj

dt
.
dxj

dt
= −C

n∑
j=١

dxj

duj

.(
duj

dt
)٢ ≤ ٠.

است. نزولی غیر تابع یک f شد ذکر قبلا که همانطور و است xi = f(ui) چون است مثبت همواره dxj

duj

(۶.١) سیستم ساکن نقطه (۵.١.١) قضیه به بنا است، لیاپانوف تابع یک V (x) که می�گیریم نتیجه لذا
ست. پایدار مجانبی طور به

معادله که گفت اینطور می�توان کنیم، بیان افزاری نرم دید از را هاپفیلد شبکه بخواهیم اگر کلی طور به
تابع دینامیکی سیستم این با متناظر می�کند. مشخص را زمان به نسبت شبکه وضعیت (۶.١) ذینامیکی
که می�شود حاصل اطمینان این لذا باشد لیاپانوف تابع یک که می�شود تعریف گونه�ای به E(x) انرژی

نزولی تابع برای مینیمم نقاط du
dt

= −ρ ▽ E(x) ساکن نقاط همچنین باشد. همگرا همواره شبکه
شبکه اولیه، ناشناس الگوی یک کردن وارد با است. مساله موردنظر الگوهای همان که می�باشد E(x)

می�شود گفته دلیل همین به بگیرد قرار مشخص الگوهای این از یکی همسایگی در تا می�شود تکرار آنقدر
دارد. را الگو سازی ذخیره قابلیت هاپفیلد شبکه که





٢ فصل

بهینه کنترل بر ای مقدمه

مقدمه ١.٢

خطا و سعی روش�های معمولا می�شوند، برده بکار کنترل دستگاه�های طراحی برای که مختلفی روش�های
متوالی صورت به تحلیلی، مختلف روش�های دستگاه، طراحی پارامترهای تعیین برای آن�ها در که هستند
فاز، حد نظیر فرکانسی مشخصه�های حسب بر معمولا دستگاه عملکرد نحوه می�گیرند. قرار استفاده مورد
چند و ورودی چند با دستگاه�هایی درمورد روش، این با لیکن می�شوند. بیان باند پهنای و دامنه حد
گوناگونی عملکردهای نحوه یا معیارها باید می�نمایند، برآورد را امروزه تکنولوژیکی نیازهای که خروجی
کند حداقل نیز را سوخت مصرف که هواپیما موقعیت کنترل دستگاه طرح مثال، بعنوان باشند. صادق
دستگاه�های چنین طرح مستقیم و جدید روش نیست. پذیر امکان متعارف روش�های از استفاده با

است. شده پذیر امکان دیجیتال، کامپوترهای توسعه با می�شود، نامیده بهینه١ کنترل که پیچیده�ای
و کرده صدق مساله قیود یا محدودیت�ها در که است کنترلی متغیرهای تعیین بهینه کنترل دستگاه هدف

نمایند. حداکثر یا حداقل را معینی معیار یا عملکرد نحوه

مساله صورت تنظیم ٢.٢

داریم: نیاز زیر موارد به بهینه کنترل مسائل مدلسازی در

شود، کنترل باید که دستگاهی مدل یا ریاضی بیان -١

فیزیکی، محدودیت�های بیان -٢

دستگاه. عملکرد نحوه تعیین -٣

١optimal control

٢٩



٣٠ بهینه کنترل بر ای مقدمه .٢

ریاضی مدل ١.٢.٢

بیان ترین ساده آوردن بدست هدف، است. دستگاه مدلسازی کنترلی، مساله هر از توجهی قابل جزء
کند. پیش�بینی مناسب بطور نظر مورد ورودی�های تمام به را فیزیکی دستگاه پاسخ که است ریاضی

وضعیت متغیرهای xn(t), . . . , x١(t) اگر درنظربگیرید. را معمولی دیفرانسیل معادلات با دستگاه
دیفرانسیل معادلات با دستگاه باشند، t زمان در کنترلی متغیرهای um(t), . . . , u١(t) و t زمان در دستگاه

می�گردد: بیان زیر شکل به اول مرتبه�ی
ẋ١(t) = g١(x١(t), . . . , xn(t), u١(t), . . . , um(t), t),

...

ẋn(t) = gn(x١(t), . . . , xn(t), u١(t), . . . , um(t), t),

بردار u(t) = (u١(t), . . . , um(t)) بردار و دستگاه وضعیت بردار x(t) = (x١(t), . . . , xn(t)) بردار
داریم: می�شود.لذا نامیده کنترل

ẋ(t) = g(x(t), u(t), t). (١.٢)

فیزیکی قیود یا محدودیت�ها ٢.٢.٢

تعریف کنترل�ها و وضعیت�ها برای را فیزیکی محدودیت�های باید دستگاه، ریاضی مدل انتخاب از پس
نمود.

قبول٢ قابل کنترل نماید، صدق کنترل محدودیت�های در [t٠, tf مدت[ تمام در که کنترلی .١.٢.٢ تعریف
می�شود. داده نشان U با قبول قابل کنترل�های این مجموعه�ی و شده نامیده

وضعیت متغیر محدودیت�های در [t٠, tf ] مدت تمام در که وضعیت متغیر مسیر منحنی .٢.٢.٢ تعریف
نشان X با قبول قابل منحنی�های این مجموعه�ی و شده نامیده قبول٣ قابل مسیر منحنی می�کند، صدق

می�شود. داده

معیار تابعی ٣.٢.٢

این که است دستگاهی بهینه، دستگاه گردد. انتخاب معیار تابعی باید دستگاه، عملکر کمی ارزیابی برای
می�شود: ارزیابی زیر شکل به معیار تابعی با دستگاه عملکرد نماید. حداقل یا حداکثر را معیار۴ تابعی

J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠

f٠(x(t), u(t), t) dt, (٢.٢)

هستند. اسکالر توابع h و f٠ و بوده نهایی زمان و شروع زمان ترتیب به tf و t٠ آن در که

٢Admissible Control
٣Admissible Trajectory

۴Functional criteria



٣١ بهینه کنترل مساله�ی .٣.٢

بهینه کنترل مساله�ی ٣.٢

است: زیر صورت به بهینه کنترل مساله�ی یک کلی شکل

minimize J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠

f٠(x(t), u(t), t) dt,

subject to

ẋ = g(x(t), u(t), t),

x(t٠) = x٠. (٣.٢)

می�باشد. (٣.٢) مساله برای بهینه مسیر منحنی x∗ و بهینه کنترل u∗ که
می�کنیم: بندی دسته زیر شکل به آنها وضعیت معادلات براساس را دستگاه�ها

زمان۵ با متغیر خطی دستگاه�های •

زمان۶ با متغیر خطی غیر دستگاه�های •

زمان٧ با ثابت خطی دستگاه�های •

زمان٨ با ثابت خطی غیر دستگاه�های •

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی سیستم .١.٣.٢ تعریف

ẋ = f(x(t)), x(t٠) = x٠ ∈ Rn,

می�شود نامیده فوق دینامیکی سیستم ٩ تعادل نقطه یک x∗ می�باشد. Rn به Rn از تابع یک f آن در که
.f(x∗) = ٠ اگر

اگر می�گیریم. نظر در x(t٠) = x٠ اولیه وضعیت با t ≥ t٠ برای را (١.٢) دستگاه .٢.٣.٢ تعریف
به را x٠ وضعیت t١ زمان در که باشد داشته جود و u(t), t ∈ [t٠, t١] کنترل و t١ ≥ t٠ محدود زمان

می�نامیم. ١٠ پذیر کنترل t٠ زمان در را x٠ وضعیت آنگاه کند، منتقل تعادل نقطه

x(t٠) وضعیت= [t٠, tf ] محدود زمانی بازه�ی در y(t) خروجی مشاهده�ی با بتوانیم اگر .٣.٣.٢ تعریف
می�شود. نامیده ١١ پذیر مشاهده t٠ زمان در x٠ وضعیت کنیم، تعیین را x٠

۵Linear time varying
۶Nonlinear time varying
٧Linear time invariant
٨Nonlinear time invariant

٩Equilibrium Point
١٠Controllable
١١Observables



٣٢ بهینه کنترل بر ای مقدمه .٢

تغییرات حساب ۴.٢

دیدو١٣، می�باشد. مفید بسیار سازی بهینه مسائل حل در که است ریاضیات از رشته�ای تغییرات١٢ حساب
را زمینی تمام که بود شده داده قول او به شد. مواجه مساله�ای چنین با که بود کسی اولین کارتاژ ملکه
نازک رشته�های به را طنابی او منظور این برای نماید. تصاحب می�تواند کند، محدود طنابی قطعه با که
کدام ثابت محیط با مختلف هندسی سطوح بین که بود این مساله آنگاه زد، گره هم به را آنها و کرد تقسیم

دارد. را مساحت بزرگترین یک
تا زمینه این در اروپا زیاد پیشرفت ولی است، قدیم یونان به مربوط تغییرات حساب مساله تاریخچه
سال در و است بارچیستوچرون١۴ مساله دیگر، جالب تاریخی مساله انجامید. طول به میلادی هفده قرن
احتیاج قائم صفحه در B و A ثابت نقطه دو بین منحنی یک به او گردید. ارائه برنولی توسط ١۶٩۶
بیاید. پائین به زمان حداقل در و بلغزد اصطکاک) بدون و ثقل نیروی درآن(تحت جسمی که داشت
تجربی بطور را مطلب این نیست، مساله جواب B و A بین مستقیم خط نبود. بدیهی مساله این جواب
بارچیستوچرون، و دیدو مساله دو درهر دریافت. می�توان مناسب شکل�های به سیمی مهره�های سردادن با

بپذیرد. را خود مقدارنهایت معیاری که می�شوند باعث می�گیرند قرار جستجو مورد که هایی منحنی
از: عبارت�اند تغییرات حساب شاخه به مربوط توجه مورد مسائل از برخی نتیجه در

نقطه، دو بین فاصله کردن پیدا •

دوران از حاصل سطح بطوریکه xy صفحه در واقع منحنی�های همه بین منحنی یک کردن پیدا •
شود. حداقل x محور حول آن

حرکت پائین سمت به بالاتر نقطه از گلوله�ای اگر بطوریکه کند وصل را نقطه دو که خمی کردن پیدا •
شود. حداقل شده طی زمان کند

معیار تابعی نام به معین تابعی یک که خاص تابع یک تعیین از عبارتست تغییرات حساب درحقیقت
کند. کمینه را

منحصر حقیقی عدد یک Ω معین دسته در x تابع هر به که است تناظری قانون J تابعی .١.۴.٢ تعریف
می�دهد. نسبت را فرد به

توابع تقریب ١.۴.٢

با f نمو١۵ آنگاه باشد، شده تعریف آنها بر f تابع که باشند عناصری q +∆q و q اگر .٢.۴.٢ تعریف
از: عبارتست و می�شود داده نشان ∆f

∆f
∆
= f(q +∆q)− f(q).

١٢Calculus of Variations
١٣Dido

١۴Barchistochrone
١۵Increment



٣٣ تغییرات حساب .۴.٢

با Jنمو آنگاه باشد، شده تعریف آنها بر J تابع که باشند عناصری x + ∆x و x اگر .٣.۴.٢ تعریف
از: عبارتست و می�شود داده نشان ∆J

∆J
∆
= J(x+∆x)− J(x).

کرد: تعریف زیر بصورت می�توان را تابعی نمو .۴.۴.٢ تعریف
∆J(x, δx) = δJ(x, δx) + g(x, δx)||δx||,

دیفرانسیل را J آنگاه ،lim||δx||→٠ g(x, δx) = ٠ اگر می�باشد. δx حسب بر خطی قسمت δJ که
می�شود. نامیده J تابعی تغییرات δJ و گویند پذیر١۶

روی J تغییرات باشد، اکسترمم منحنی یک x∗ اگر تغییرات). حساب اساسی (قضیه .۵.۴.٢ قضیه
.δJ(x∗, δx) = ٠ قبول قابل δx هر ازای به یعنی شود، صفر باید x∗

شود. مراجعه [٢۵] مرجع به برهان.

در δx مانند پیوسته تابع هر برای و بوده پیوسته h تابع اگر تغییرات). حساب اساسی (لم .۶.۴.٢ لم
باشیم: داشته [t٠, tf ] ∫محدوده tf

t٠

h(t)δx(t) dt = ٠,

باشد. صفر [t٠, tf ] محدوده تمام در باید h آنگاه

شود. مراجعه [٢۵] مرجع به برهان.

تغییراتی مساله ترین ساده ٢.۴.٢

که کنیم پیدا چنان را x∗ تابع می�خواهیم باشد، پیوسته اول مرتبه مشتقات با اسکالر تابع یک x اگر
تابعی:

J =

∫ tf

t٠

f٠(x(t), ẋ(t), t) dt,

باشد. نسبی١٧ اکسترمم دارای x∗ در
باشد. خود متغیرهای از هریک به نسبت پیوسته دوم و اول مرتبه نسبی مشتقات دارای f٠ می�کنیم فرض
منحنی یک جستجوی در هستند. مشخص xf و x٠ صورت به منحنی انتهایی نقاط و ثابت tf و t٠

ببرد. خود اکسترمم به را J(x) که وجود) هستیم(درصورت
می�آید: دست به زیر صورت به δJ(x, δx) تغییرات

δJ(x, δx) =

∫ tf

t٠

{[
∂f٠
∂x

(x(t), ẋ(t), t)

]
δx(t) +

[
∂f٠
∂ẋ

(x(t), ẋ(t), t)

]
δẋ

}
dt,

و انتگرال دوم قسمت از جز به جز انتگرال�گیری با و بگیریم نظر در را x∗ مانند اکسترممی منحنی اگر
داریم: تغییرات حساب اساسی قضیه اعمال

δJ(x, δx) = ٠ =

∫ tf

t٠

{
∂f٠
∂x

(x∗(t), ẋ∗(t), t)− d

dt

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(t), ẋ∗(t), t)

]}
δx(t) dt,

١۶Differentiable ١٧Relative Extremum



٣۴ بهینه کنترل بر ای مقدمه .٢

اکسترمم t ∈ [t٠, tf ] هر ازای به x∗ اینکه برای لازم شرط تغییرات حساب اساسی لم اعمال با حال
می�آید: دست به زیر صورت به باشد

∂f٠
∂x

(x∗(t), ẋ∗(t), t)− d

dt

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(t), ẋ∗(t), t)

]
= ٠,

می�شود. نامیده اویلر١٨ معادله�ی معادله، این
بیشتری بررسی باید است، بهینه منحنی x∗ اینکه تشخیص برای لذا است، لازم شرط اویلر معادله�ی چون
تابعی اکسترمم که x∗ تابع برای لازم شرایط باشد، آزاد xf و مشخص tf که درصورتی داد. انجام
رابطه�ی برقراری همچنین و اویلر معادله�ی برقراری از عبارتند باشد، J(x) =

∫ tf
t٠

f٠(x(t), ẋ(t), t) dt

می�شود. نامیده طبیعی١٩ مرزی شرط معادله این .∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf ) = ٠

برقراری و اویلر معادله�ی برقراری از عبارتند لازم باشدشرایط مشخص xf و آزاد tf مساله�ای در اگر

.f٠(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )−

[
∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )

]
ẋ∗(tf ) = ٠ معادله�ی

میگیریم: نظر در را زیر حالت دو هستند، آزاد دو هر xf و tf که مسائلی در

برقراری و اویلر معادله�ی برقراری از عبارتند لازم شرایط صورت این در نمی�باشند. مرتبط xf و tf (١
.f٠(x∗(tf ), ẋ

∗(tf ), tf ) = ٠ معادله�ی

برقراری بر علاوه باید نیز حالت این در .xf = θ(tf ) مثال عنوان به می�باشند. مرتبط xf و tf (٢
معادله�ی اویلر، ]معادله�ی

∂f٠
∂ẋ

(x∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf )

] [
dθ

dt
(tf )− ẋ∗(tf )

]
+ f٠(x

∗(tf ), ẋ
∗(tf ), tf ) = ٠

باشد. برقرار می�شود، نامیده اریبی٢٠ شرط که

بهینه کنترل برای لازم شرایط ٣.۴.٢

مسیر منحنی کردن طی با (١.٢) دستگاه شود باعث که است u∗ مانند قبول قابل کنترل تعیین هدف
کند. کمینه را زیر معیار تابعی ،x∗ قبول قابل

J(u) = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠

f٠(x(t), u(t), t) dt,

زیر صورت به J(u) گیری، دیفرانسیل زنجیره�ای قاعده�ی از استفاده و h تابع پذیری دیفرانسیل فرض با
می�آید: دست به

J(u) =

∫ tf

t٠

{f٠(x(t), u(t), t) +
[
∂h

∂x
(x(t), t)

]T
ẋ(t) +

∂h

∂x
(x(t), t)} dt. (۴.٢)

١٨Euler
١٩Natural boundary condition

٢٠Transversality condition



٣۵ پونتریاگین حداقل�یابی اصل .۵.٢

صورت به ga(x(t), ẋ(t), u(t), p(t), t) تابع تعریف و pn(t), . . . , p١(t) لاگرانژ ضرایب معرفی با

ga(x(t), ẋ(t), u(t), p(t), t)
∆
= f٠(x(t), u(t), t) + pT (t) [g(x(t), u(t), t)− ẋ(t)]

+

[
∂h

∂x
(x(t), t)

]T
ẋ(t) +

∂h

∂t
(x(t), t),

داریم

Ja(u) =

∫ tf

t٠

ga(x(t), ẋ(t), u(t), p(t), t) dt.

هامیلتونین تابع نام ,H(x(t)به u(t), p(t), t) تابع تعریف و تغییرات حساب اساسی قضیه اعمال با حال
می�آیند. دست به لازم شرایط زیر، صورت به

H(x(t), u(t), p(t), t)
∆
= f٠(x(t), u(t), t) + pT .g(x(t), u(t), t). (۵.٢)

از: عبارتند لازم شرایط

∂H
∂x

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) = −ṗ(t), (۶.٢)
∂H
∂u

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) = ٠, (٧.٢)
∂H
∂p

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) = ẋ(t), (٨.٢)[
∂h

∂x
(x∗(tf ), tf )− p∗(tf )

]T
δxf +

[
H(x∗(tf )u

∗(tf ), p
∗(tf ), tf ) +

∂h

∂t
(x∗(tf ), tf )

]
δtf = ٠

(٩.٢)

پونتریاگین حداقل�یابی اصل ۵.٢

می�خواهیم دارد. وجود قبول قابل وضعیت�های و کنترل�ها روی اغلبمحدودیت�هایی واقعی دستگاه�های در
به قبول قابل کنترل�های مقادیر بودن مقید غیر فرض با که لازم شرایط بر چگونه محدودیت�ها این ببینیم

می�گذارد. تاثیر آمده�اند، دست
باشیم داشته هستند، u∗ نزدیک کافی اندازه�ی به که قبولی قابل کنترل�های برای اگر تعریف، طبق

J(u)− J(u∗) = ∆J ≥ ٠

باشد. داشته نسبی کمینه J تابعی می�شود باعث u∗ کنترل آنگاه
می�شود: بیان زیر رابطه�ی با J نمو ،u = u∗ + δu اگر

∆J(u∗, δu) = δJ(u∗, δu) + بالاتر مراتب جملات

به همگی می�کند، میل صفر سمت به δu که زمانی بالاتر مراتب جملات و است خطی δu حسب بر δJ
می�نمایند. میل صفر سمت

صورت به می�تواند δu و است خطی δu حسب بر δJ که این از استفاده با باشد، نامقید کنترل اگر
است این باشد اکسترمم کنترل منحنی u∗ اینکه برای لازم شرایط داد نشان می�توان کند تغییر اختیاری
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فرض چون اما شود. صفر دارند کوچکی نورم که قبول قابل های δu تمام برای δJ(u∗, δu) تغییرات که
در اکسترمم کنترل که است اختیاری زمانی فقط ،δu باشند، محدود قبول قابل کنترل�های که است شده

باشد. شده تعیین حد دو بین [t٠, tf ] زمانی بازه�ی تمام
δu توسط ∆J علامت بطوریکه کوچک، کافی اندازه�ی ||δu||به با قبول قابل تغییرات تمام بررسی با

که: است این کند، حداقل را J تابعی u∗ اینکه برای لازم شرط می�شود نتیجه می�شود، تعیین
δJ(u∗, δu) ≥ ٠

قابل کنترل�های مقادیر بودن مقید غیر فرض با که لازمی شرایط بر چگونه تغییرات این ببینیم باید حال
می�گذارد. تاثیر آمده�اند، دست به قبول

است: زیر صورت به J نمو

∆J(u∗, δu) =

[
∂h

∂x
(x∗(tf ), tf )− p∗(tf )

]T
δxf

+

[
H(x∗(tf ), u

∗(tf ), p
∗(tf ), tf ) +

∂h

∂t
(x∗(tf ), tf )

]
δtf

+

∫ tf

t٠

{[
ṗ∗(t) +

∂H
∂x

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δx(t)

+

[
∂H
∂u

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δu(t)

+

[
∂H
∂p

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)− ẋ∗(t)

]T
δp(t)

}
dt+ بالاتر مراتب جملات

شوند صفر انتگرال در ،δx(t) ضرایب که شود انتخاب چنان p∗(t) و باشند برقرار حالت معادلات اگر
داریم: باشند برقرار حدی شرایط معادلات و

∆J(u∗, δu) =

∫ tf

t٠

[
∂H
∂u

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δu(t) dt+ بالاتر مراتب جملات

که می�دانیم طرفی ]از
∂H
∂u

(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

]T
δu(t) = H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t)

−H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

داریم: نتیجه در

∆J(u∗, δu) =

∫ tf

t٠

{
H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t)

−H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

}
dt+ بالاتر مراتب جملات

باشیم داشته δu قبول قابل مقدار هر ازای به باید باشد، کننده�ای حداقل کنترل u∗ اینکه برای ∫بنابراین tf

t٠

{
H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t)−H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)

}
dt ≥ ٠

باشیم داشته قبول قابل δu هر برای می�کند ایجاب که
H(x∗(t), u∗(t), δu(t), p∗(t), t) ≥ H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t)
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تمام ازای به که است این کند حداقل را J تابعی u∗ اینکه برای لازم شرط که می�گیریم نتیجه بنابراین
باشیم: داشته قبول قابل کنترل�های

H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) ≤ H(x∗(t), u(t), p∗(t), t)

حداقل�یابی اصل به و کند حداقل را هامیلتونین باید بهینه کنترل که است مطلب این نمایانگر معادله این
می�باشد. معروف پونتریاگین٢١

خطی کننده�ی تنظیم سیستم�های ۶.٢

انواع از یکی می�کند. ایفا تغییرات حساب در مهمی نقش ٢٢ خطی دوم درجه�ی بهینه کنترل مسائل
مسائل برای که داد �خواهیم نشان است. ٢٣ خطی کننده تنظیم سیستم�های دوم درجه�ی بهینه کنترل مسائل
حالت متغیرهای از زمان با متغیر خطی، تابع یک بصورت می�تواند بهینه کنترل قانون خطی، تنظیم�کننده
شد. خواهد زمان با متغیر غیر بهینه کنترل قانون �کرد، خواهیم بحث که خاصی شرایط تحت �آید. بدست

می�کنیم. حل تشریحی روش به سیستم نوع این از مثال یک نیز پایان در
شده بیان زیر بصورت باشد، زمان با متغیر ضرایب دارای است ممکن که زیر �خطی معادلات با سیستمی

�است:

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t). (١٠.٢)

است: زیر بصورت شود حداقل باید که هدفی تابع

J =
١
٢x

T (tf )Hx(tf ) +
١
٢

∫ tf

t٠

[xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)] dt, (١١.٢)

R و مثبت معین نیمه متقارن حقیقی، ماتریس�های Q و H است، ٢۴ ثابت tf نهایی زمان آن در که
و نیستند محدود کنترل�ها و حالت�ها که می�شود فرض می�باشد. مثبت معین متقارن ، حقیقی ماتریس
مبدا نزدیک زیادی کنترل نیروی صرف بدون را حالت بردار می�خواهیم است. غیر�معین یا ٢۵ آزاد x(tf )

دهیم. قرار
می�دهیم: تشکیل زیر بصورت را ٢۶ هامیلتونین (١٠.٢)-(١١.٢) مساله دقیق جواب آوردن بدست برای

H(x(t), u(t), p(t), t) =
١
٢x

T (t)Q(t)x(t) +
١
٢u

T (t)R(t)u(t)

+pT (t) (A(t)x(t) +B(t)u(t)) .

٢١Pontryagin’s Minimum Principle
٢٢Linear quadratic optimal control problems
٢٣Linear regulartor systems

٢۴Consistant
٢۵Free
٢۶Hamiltonian
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از: عبارتند بهینگی برای لازم شرایط

∂H
∂p

= ẋ ⇒ ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (١٢.٢)

∂H
∂x

= −ṗ(t) ⇒ Q(t)x(t) + AT (t)p(t) = −ṗ,

∂H
∂u

= ٠ ⇒ R(t)u(t) + BT (t)P (t) = ٠. (١٣.٢)

لذا شود، حل u برای می�تواند (١٣.٢) معادله
u(t) = −R−١(t)BT (t)p(t). (١۴.٢)

معادله در (١۴.٢) معادله جایگزینی داشت. خواهد وجود R−١ است معین مثبت ماتریس R چون
که می�کند ایجاب (١٢.٢)

ẋ(t) = A(t)x(t)−B(t)R−١(t)BT (t)p(t).

داشت: خواهیم همگن خطی دیفرانسیل معادله ٢n از مجموعه�ای بنابراین ]باشد
ẋ(t)

ṗ(t)

]
=

[
A(t) −B(t)R−١(t)BT (t)

−Q(t) −AT (t)

][
x(t)

p(t)

]
. (١۵.٢)

است: زیر �شکل به معادلات این ]پاسخ
x(tf )

p(tf )

]
= ϕ(tf , t)

[
x(t)

p(t)

]
,

داریم: انتقال ماتریس کردن مجزا با می�باشد. (١۵.٢) ٢٧ سیستم انتقال ماتریس ϕ آن در ]که
x(tf )

p(tf )

]
=

[
ϕ١١(tf , t) ϕ١٢(tf , t)

ϕ٢١(tf , t) ϕ٢٢(tf , t)

][
x(t)

p(t)

]
, (١۶.٢)

در�می�یابیم ،[٢۵] حدی شرایط معادلات از می�باشند. n× n ماتریس�های {ϕ١١, ϕ١٢, ϕ٢١, ϕ٢٢} که
که

p(tf ) = Hx(tf ).

�داشت: خواهیم (١۶.٢) معادله در p(tf ) مقدار این جایگزینی با

x(tf ) = ϕ١١(tf , t)x(t) + ϕ١٢(tf , t)p(t),

Hx(tf ) = ϕ٢١(tf , t)x(t) + ϕ٢٢(tf , t)p(t).

داریم: پایینی معادله در بالایی معادله جایگزینی با

Hϕ١١(tf , t)x(t) +Hϕ١٢(tf , t)p(t) = ϕ٢٢(tf , t)p(t) + ϕ٢١(tf , t)x(t).

٢٧Transition matrix
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داریم: شود، حل p(t) برای چون که

p(t) = [ϕ٢٢(tf , t)−Hϕ١٢(tf , t)]
−١[Hϕ١١(tf , t)− ϕ٢١(tf , t)]x(t). (١٧.٢)

وجود فوق معادله لزوم مورد معکوس ماتریس t ∈ [t٠, tf هر[ ازای به که است داده نشان [٣٨] ٢٨ کالمن
�شود: نوشته می�تواند نیز زیر بصورت (١٧.٢) معادله دارد.

p(t) = K(t)x(t). (١٨.٢)

در است. n× n ماتریس یک K است. سیستم حالت�های از خطی تابع p(t) که است معنی بدین که
داریم: (١۴.٢) معادله در جایگزینی با است. مشخص tf لیکن دارد، بستگی نیز tf به K حقیقت

u(t) = −R−١(t)BT (t)K(t)x(t),

= F (t)x(t). (١٩.٢)

حالت�های از ترکیبی و زمان با متغیر خطی، است قانونی بهینه، کنترل قانون که می�دهد نشان فوق معادله
است. زمان با متغیر F بازحورد ماتریس باشد ثابت دستگاه اگر حتی که می�شویم متذکر است. سیستم

شود. انجام بهینه کنترل قانون تا باشند دسترس در باید حالت متغیرهای همه�ی اندازه�ی بعلاوه،
می�دهد. نشان را بهینه کننده کنترل دستگاه (١.٢) شکل

(١۵.٢) سیستم انتقال ماتریس به احتیاج ،F ٢٩ بازخورد تقویت ضریب ماتریس تعیین برای
با نیاز مورد انتقال ماتریس باشند، ثابت {A,B,R,Q} بکار�گرفته�شده ماتریس�های تمام اگر می�باشد.

ماتریس لاپلاس معکوس تبدیل }برآورد
sI −

[
A −BR−١BT

−Q −AT

]}−١

,

مشکل بسیار کار این باشد بالا سیستم مرتبه وقتی متاسفانه �می�آید. بدست t برای (tf − t) جایگزینی و
حالت آن در باشند، زمان با متغیر (١۵.٢) در موجود ماتریس�های از کدام هر اگر است. وقت�گیر و

نمود. استفاده عددی روش�های از ϕ(tf , t)برآورد برای باید به�طورکلی
دیفرانسیل معادله در K ماتریس که داد نشان می�توان که است این آن و دارد وجود نیز دیگری راه

می�کند. صدق K(tf ) = H حدی شرایط با زیر ماتریسی
K̇ = −K(t)A(t)− AT (t)K(t)−Q(t) +K(t)B(t)R−١(t)BT (t)K(t). (٢٠.٢)

چون می�نامیم. ریکاتی معادله را (٢٠.٢) معادله می�باشد. ریکاتی نوع از ماتریسی دیفرانسیل معادله این
می�باشد. اول مرتبه دیفرانسیل معادله n٢ از سیستمی (٢٠.٢) معادله است، n× n ماتریس یک K

اول مرتبه دیفرانسیل معادله (n)(n+ ١)
٢ باید n٢ به�جای بنابراین است متقارن K که داد نشان می�توان

t = t٠ زمان به تا �می�رود پیش عکس جهت در و شده شروع t = tf زمان از انتگرالگیری این شود. حل
جواب یافتن می�شود. تعیین (١٩.٢) معادله از بازخور تقویت ضریب ماتریس و شده ذخیره K(t) برسد،

٢٨Kalman ٢٩Feedback gain matrix
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خطی کننده تنظیم مساله برای بهینه بازخورد کننده وکنترل دستگاه :١.٢ شکل

است. همراه بالایی محاسباتی خطای با و دشوار کاری بزرگ بعد با مسائل در کننده تنظیم مساله دقیق
از استفاده با ناگزیریم بنابراین است. دشوار بسیار R−١ محاسبه�ی بالا بعد با مسائل برای مثال به�عنوان
استفاده روش�ها کاراترین از یکی بپردازیم. (١٠.٢) هدف تابع با (١١.٢) مساله حل به عددی روش�های
حل به اینک می�دهیم. ارائه آن مورد در کاملی توضیح سوم فصل در که است عصبی شبکه�های روش از

می�پردازیم. تشریحی روش به عددی مثال یک

عددی �مثال ٧.٢

سیستم برای را بهینه کنترل قانون .١.٧.٢ مثال

ẋ(t) = ax(t) + u(t),

هدف تابع که بیابید چنان

J =
١
٢Hx٢(T ) +

∫ T

٠

١
۴u

٢(t) dt.

مشخص T نهایی زمان نمی�باشند، محدود قبول قابل کنترل�های و موقعیت�ها مقادیر کند. حداقل را
داریم: (١۵.٢) معادله از است. غیرمعین یا آزاد x(T ) و H > ٠ ]می�باشد،

ẋ(t)

ṗ(t)

]
=

[
a −٢
٠ −a

][
x(t)

p(t)

]
,

می�باشد: زیر انتقال ماتریس دارای که

ϕ(t) =

 eat
١
a
e−at − ١

a
eat

٠ e−at

 ,



۴١ عددی �مثال .٧.٢

داریم: (١٨.٢) و (١٧.٢) معادله از بنابراین

K(t) =

[
e−a(T−t) − H

a
[e−a(T−t) − ea(T−t)]

]−١ [
Hea(T−t)

]
.

از: عبارتست بهینه کنترل قانون (١٩.٢) معادله از و
u(t) = −٢K(t)x(t),

آن: در که

H = ۵, a = −٠٫ ٢, x(٠) = ۵, T = ١۵. (٢١.٢)





٣ فصل

بهینگی شرایط

مقدمه ١.٣

ارائه تابع تقریب در مصنوعی عصبی شبکه�های توانایی اساس بر جدید روش یک می�خواهیم فصل این در
هامیلتونین شرایط می�کنیم سعی کار این انجام برای آوریم. بدست را بهینه کنترل مساله جواب تا دهیم
شرایط همه�ی شامل که را خطا تابع سپس بزنیم، تقریب (PMP) پونتریاگین مینیمم اصل پایه�ی بر را
مسیر، تابع برای آزمایشی جواب�های از شده، پیشنهاد خطا تابع در می�کنیم. معرفی را است پونتریاگین
می�شوند. ساخته ها نرون بوسیله�ی آزمایشی جواب�های این می�کنیم. استفاده لاگرانژ ضرایب و کنترل تابع
جایگذاری با می�کنیم. مینیمم را است آزمایشی جواب�های همه�ی وزن شامل که را خطا تابع بنابراین،
بهینه ضرایب همچنین و کنترل بهینه تابع مسیر، بهینه تابع آزمایشی، جواب�های در وزن�ها بهینه مقادیر

می�آوریم. بدست را لاگرانژ

اولیه تعاریف ٢.٣

می�گیریم درنظر را بهینه کنترل مساله از زیر مدل بخش این در

minimize

∫ tf

t٠

f٠(x(t), u(t), t) dt, (١.٣)

subject to

ẋ = g(x(t), u(t), t), (٢.٣)

x(t٠) = x٠. (٣.٣)

زیر تابع می�کنیم فرض .t ∈ [t٠, tf ] و کنترل متغیر u(t) ∈ Rm حالت، متغیر x(t) ∈ Rn آن در که
فرض همچنین باشد. متغیرها تمام به نسبت دوم و اول مرتبه�ی پیوسته جزئی مشتق دارای f٠ انتگرال
مساله به بنا باشد. Ω ⊂ Rn+m+١ مجموعه�ی روی پیوسته شیتس لیپ تابع g و ثابت tf و t٠ که می�کنیم

۴٣



۴۴ بهینگی شرایط .٣

بسازیم: زیر بصورت را همیلتونین تابع می�توانیم (١.٣)-(٣.٣)

H(x(t), u(t), p(t), t) = f٠(x(t), u(t), t) + p(t).g(x(t), u(t), t),

با ترتیب به را کنترل و الحاقی حالت، بهینه متغیرهای کنیم است.فرض الحاقی بردار p ∈ Rm آن در که
-(٣.٣) در هدف تابعی کننده مینیمم u∗(t) اینکه برای لازم شرط دهیم. نمایش u∗(t) و x∗(t), p∗(t)

که: است این باشد قبول قابل کنترل�های هر وبرای t ∈ [t٠, tf ] هر برای (١.٣)

H(x∗(t), u∗(t), p∗(t), t) ≤ H(x∗(t), u(t), p∗(t), t) (۴.٣)

مینیمم (اصل PMP را آن که شود مینیمم باید هامیلتونین بهینه کنترل که می�دهد نشان (۴.٣) معادله�ی
نشان PMP می�کند. فراهم را بهینگی برای لازم شرط PMP همچنین می�گویند[٢۵]. پونتریاگین)
شرایط در باید باشند، کنترل و الحاقی حالت، بهینه مقادیر ترتیب به u(t) و x(t), p(t) اگر که می�دهد

کنند: صدق زیر

∂H(x, u, t, p)

∂x
= −ṗ(t),

∂H(x, u, t, p)

∂p
= ẋ(t),

∂H(x, u, t, p)

∂u(t)
= ٠.

(۵.٣)

دیفرانسیل معادله سیستم یک (۵.٣) معادله�ی هامیلتونین، در g و f٠ مجهول توابع جایگذاری بوسیله�ی
موارد برخی در کرد. حل موجود روش�های دیگر یا عددی روش�های با را آن می�توان که می�دهد معمولی
حل را آن می�توان آسانی به که می�کند فراهم را معمولی دیفرانسیل معادله سیستم یک (۵.٣) معادله�ی
روش�های باید و نمی�شود حل راحتی به سیستم کاربردی)، مسائل در موارد(مخصوصا بیشتر در اما کرد
حل برای تابع تخمین در را عصبی شبکه توانایی می�کنیم سعی بعد، بخش در شود. گرفته بکار تقریبی
نمود. مشاهده شکل(١.٣) در می�توان را پرسپترون�ها روی اولیه نرون�های بکارببریم. (۵.٣) معادله�ی
استفاده دلخواه دقت با خطی غیر تابع تخمین برای پرسپترون لایه چند از بتوانیم ما می�شود موجب این
لایه�ی وزن�های V و بایاس وزن�های شامل بردار b داخلی، لایه�های وزن بردار W اینجا در کنیم[۴٠].

است. خروجی

اولیه نرون�های :١.٣ شکل



۴۵ عصبی شبکه ساختار .٣.٣

می�شود: محاسبه زیر فرمول بوسیله�ی خروجی که کرد مشاهده outputمی�توان =
∑I

i=١ viσ(zi),

zi = wix+ bi,
(۶.٣)

بصورت است سیگموئید تابع یک که ،σ سازی فعال تابع است. واحد سیگموئیدهای تعداد I اینجا در که
می�شود: درنظرگرفته زیر

σ(x) =
١

١+ e−x
(٧.٣)

بوسیله�ی بزنیم. تقریب چندلایه پرسپترون با را پیوسته تابع هر می�توانیم کولوموگوروف، قضیه بنابر
الحاقی حالت، تابع تخمین کنیم. استفاده تابع تخمین در دلخواه عصبی شبکه هر از می�توانیم قضیه این
شد. خواهد بحث بعد بخش در اصل این از استفاده با (١.٣)-(٣.٣) بهینه کنترل مساله برای کنترل و

عصبی شبکه ساختار ٣.٣

تابع، هر برای .[۵٨] کنیم پیشنهاد (۵.٣) معادله حل برای تخمینی طرح می�کنیم سعی بخش این در
متاظر عصبی الحاقی(شبکه�ی ،( nx آن متاظر عصبی حالت(شبکه�ی می�گیریم: درنظر عصبی شبکه سه
است تنظیم قابل پارامترهای شامل عصبی شبکه هر .( nu آن متاظر عصبی کنترل(شبکه�ی و ( np آن
و اولیه شرایط در باید عصبی شبکه� مدل�های ساختار کرد. مشاهده را ها آن می�توان شکل(١.٣) در که

شوند: پیشنهاد زیر بصورت می�توانند عصبی شبکه مدل�های کنند. صدق مرزی
nx =

∑I
i=١ v

i
xσ̄(z

i
x) ; zix = wi

xt+ bix

np =
∑I

i=١ v
i
pσ̄(z

i
p) ; zip = wi

pt+ bip

nu =
∑I

i=١ v
i
uσ̄(z

i
u) ; ziu = wi

ut+ biu

(٨.٣)

و باشد متفاوت عصبی شبکه هر برای می�تواند که است نرون�هایی تعداد I که i = ١,٢, . . . , I برای
.σ̄ = (tf − t٠)σ(z) + t٠

کنیم. تعریف را آزمایشی جواب�های و کنیم استفاده (٨.٣) عصبی شبکه�های از می�خواهیم حال
شرایط در که است عصبی شبکه�های شامل کنترل) و الحاقی حالت، توابع آزمایشی(برای جواب�های

شوند: تعریف زیر ساختار بوسیله�ی می�توانند آن�ها بنابراین می�کنند، صدق مرزی و اولیه
xT = x٠ + (t− t٠)nx

pT = np

uT = nu

(٩.٣)

برای می�شویم متذکر .(xT (t٠) = x٠) می�کند صدق اولیه شرایط در xT که کرد بررسی می�توان راحتی به
و p(tf ) = ٠ باشیم داشته باید باشد، آزاد x(tf ) اگر مثال، برای .p(.) = ٠ داریم آزاد انتهایی نقاط

می�کنیم: تعریف (٩.٣) در pT برای بنابراین
pT = (t− tf )np.

بسازیم. را تخمینی آزمایشی تابع می�توانیم مرزی) (یا اولیه شرایط دیگر برای



۴۶ بهینگی شرایط .٣

کنیم تعریف را HT آزمایشی هامیلتونین هامیلتونین، تابع در آزمایشی جواب جایگذاری بوسیله�ی
ها آن متناظر آزمایشی صورت بجای u و x, p توابع جایگذاری با H معمولی هامیلتونین تابع همان که

می�شود: حاصل زیر بصورت (xT , pT , uT )

HT (xT (t), uT (tf ), pT (t), t) = f٠(xT (t), uT (t), t) + pT (t).g(xT (t), uT (t), t)

(٩.٣) آزمایشی جواب است.چون عصبی شبکه�های وزن�های شامل آزمایشی هامیلتونین تابع بنابراین
داریم: (۵.٣) در ها آن جایگذاری با کند، صدق (۵.٣) شرایط در باید



∂HT

∂xT

+ ṗT = ٠

∂HT

∂pT
− ẋT = ٠

∂HT

∂uT

= ٠

(١٠.٣)

می�کنیم: تعریف معادله هر با متناظر خطا تابع ٣ ، (١٠.٣) سیستم حل برای



E١(t, y) =

[
∂HT

∂xT

+ ṗT

]٢
E٢(t, y) =

[
∂HT

∂pT
− ẋT

]٢
E٣(t, y) =

[
∂HT

∂uT

]٢ (١١.٣)

است: زیر بصورت خطا تابع نهایت در و

E(t, y) = E١(t, y) + E٢(t, y) + E٣(t, y)

وزن�های تمام شامل y علاوه، به است. (٨.٣) عصبی شبکه ٣ وزن�های تمام شامل بردار یک y آن در که
نقطه m با را [t٠, tf ] بازه (١٠.٣) معادله حل بجای حال است. wx, wp, wu, bx, bp, bu, vx, vp, vu

می�کنیم. حل را زیر نامقید سازی بهینه مساله و می�کنیم سازی گسسته k = ١,٢, . . . ,m ،tk

minimize
y

E(y) =
m∑

k=١
{E١(tk, y) + E٢(tk, y) + E٣(tk, y)} (١٢.٣)



۴٧ عصبی شبکه ساختار .٣.٣

کند: صدق زیر دستگاه در y∗ = (w∗
x, w

∗
p, w

∗
u, b

∗
x, b

∗
p, b

∗
u, v

∗
x, v

∗
p, v

∗
u)

T اگر .١.٣.٣ لم

η(y) =



E١(t١, y)

E١(t٢, y)
...

E١(tm, y)

E٢(t١, y)

E٢(t٢, y)
...

E٢(tm, y)

E٣(t١, y)

E٣(t٢, y)
...

E٣(tm, y)



= ٠, (١٣.٣)

است. (١٢.٣) بهینه جواب y∗ اینصورت در

.k = ١,٢, . . . ,m و i = ١,٢,٣ برای Ei(tk, y
∗) = ٠ اینصورت در η(y∗) = ٠ کنیم فرض برهان.

است. (١٢.٣) بهینه جواب y∗ بنابراین ،E(y) ≥ ٠ (١٢.٣) در چون

است ارز هم زیر مساله با (١٢.٣) سازی بهینه مساله که کرد مشاهده می�توان (١.٣.٣) لم بنابر

minimizeyE(y) =
١
٢ ||η(y)||

٢. (١۴.٣)

مانند سازی بهینه ازالگوریتم�های می�توان است، نامقید سازی بهینه مساله یک که (١۴.٣) حل برای
می�توانیم همچنین .[٣٣]-[٢٠] کرد استفاده غیره و مزدوج گرادیان نیوتن، شبه نیوتن، کاهش، تندترین
غیره و مورچگان الگوریتم پرندگان، گروه سازی بهینه ژنتیک، الگوریتم مانند ابتکاری الگوریتم�های از

.[٣٩] کنیم استفاده
خارجی و داخلی لایه�های وزن شامل (که y وزن�های بهینه مقادیر می�توانیم سازی بهینه مراحل پایان از بعد
را کنترل و الحاقی حالت، توابع ساختارهای و کنیم جایگذاری (٩.٣) معادله�ی در است) بایاس بردار و

کنیم. محاسبه

های لایه از می�توانیم ما نیست، پیچیده خیلی الگوریتم اجرای که است این روش این اصلی مزیت
بدست بیشتری تخمین دقت تا کنیم استفاده [t٠, tf ] بازه�ی روی بیشتری آزمایشی نقاط یا بیشتری پنهانی
می�توانیم بنابراین می�شود. مطرح t زمان از تابعی بصورت کنترل و الحاقی حالت، بردار نهایت، آوریم.در
پذیر مشتق حالت و کنترل تابع همچنین کنیم. محاسبه [t٠, tf ] بازه روی دلخواه نقطه�ی هر در را جواب

باشد. مفید کاربرد در می�تواند که هستند



۴٨ بهینگی شرایط .٣

عددی مثال�های ۴.٣

۵ مثال�ها همه در دهیم. نشان مثال چند حل با را پیشنهادی الگوریتم می�کنیم سعی بخش، این در
GAMS افزار نرم از مثال�ها همه در می�کنیم. استفاده بایاس وزن و خروجی ورودی، هر برای پارامتر

کرده�ایم. استفاده شبیه�سازی برای

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .١.۴.٣ مثال

minimize
H

٢ x٢(T ) +

∫ T

٠

١
۴u

٢(t) dt,

subject to

ẋ(t) = −ax(t) + u(t),

x(٠) = ۵, x(T ) = is free.

می�نویسیم، زیر صورت به را هامیلتونین ،H = ۵ ،a = −٠٫ ٢ ،T = ١۵ فرض با

H =
١
٢u

٢ + p(−٠٫ ٢x+ u).

داریم: (۵.٣) بهینگی شرایط از
−٠٫ ٢p = −ṗ,
١
٢u+ p = ٠,

ẋ = −٠٫ ٢x+ u.

داریم: است آزاد T = ١۵ در x چون و
∂H(T )

∂x(T )
= p(T ) =⇒ ۵x(١۵) = p(١۵)

است: زیر صورت به کنترل و حالت متغیر دقیق جواب فوق، دیفرانسیل معادله دستگاه حل با حال
x(t) = Bexp(

−t

5
)− 5Aexp(

t

5
),

u(t) = −٢Aexp( t
5
).

می�شوند. محاسبه زیر صورت به B و A پارامترهای انتهایی و اولیه شرایط از استفاده وبا

A =
٢۵

٢۶exp(6)− 25
, B =

٢۶Aexp(6)
۵ .

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرایط گرفتن نظر در با
xT = ۵+ tnx,

pT = (t− ١۵)np + ۵x(١۵),
uT = nu.

کنیم. مشاهده (٣.٣) و (٢.٣) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم



۴٩ عددی مثال�های .۴.٣

(١.۴.٣) مثال برای حالت تابع :٢.٣ شکل

(١.۴.٣) مثال برای کنترل تابع :٣.٣ شکل

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .٢.۴.٣ مثال

minimize
١
٢

∫ ١

٠
x٢(t) + u٢(t) dt,

subject to

ẋ(t) = −x(t) + u(t),

x(٠) = ١, x(١) = is free.



۵٠ بهینگی شرایط .٣

می�نویسیم: زیر صورت به را هامیلتونین

H =
١
٢x

٢ +
١
٢u

٢ + p(−x+ u)

داریم: (۵.٣) بهینگی شرایط از و
x− p = −ṗ,

u+ p = ٠,
ẋ = −x+ u.

دقیق جواب فوق، دیفرانسیل معادله دستگاه حل با حال .p(١) = ٠ داریم است آزاد t = در١ x چون
است: زیر صورت به کنترل و حالت }متغیر

x(t) = Aexp(
√
2t) + (1− A)exp(−

√
2t),

u(t) = A(
√
٢+ ١)exp(

√
2t)− (1− A)(

√
2− 1)exp(−

√
2t).

می�شود: محاسبه زیر صورت به A پارامتر انتهایی و اولیه شرایط از استفاده با

A =
٢
√
٢− ٣

٢
√
٢− ٣− exp(2

√
2)
.

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرایط گرفتن نظر در با
xT = ١+ tnx,

pT = (t− ١)np,

uT = nu.

کنیم. مشاهده (۵.٣) و (۴.٣) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم

(٢.۴.٣) مثال برای حالت تابع :۴.٣ شکل



۵١ عددی مثال�های .۴.٣

(٢.۴.٣) مثال برای کنترل تابع :۵.٣ شکل

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .٣.۴.٣ مثال

minimize x(١)٢ + ١
٢

∫ ١

٠
u٢(t) dt,

subject to

ẋ(t) = x(t) + u(t),

x(٠) = ١, x(١) = is free.

می�نویسیم زیر صورت به را هامیلتونین (١.٣) از استفاده با

H =
١
٢u

٢ + p(x+ u)

داریم: (۵.٣) بهینگی شرایط از
p = −ṗ,

u+ p = ٠,
ẋ = x+ u,

داریم: است آزاد t = ١ در x چون و
∂H(t)

∂x(t)
= p(t) =⇒ ٢x(١) = p(١)

است: زیر صورت به کنترل و حالت متغیر دقیق جواب فوق، دیفرانسیل معادله دستگاه حل با }حال
x(t) = exp(−t),

u(t) = −Aexp(−t).

.A = ٢ داریم انتهایی و اولیه شرایط از استفاده با



۵٢ بهینگی شرایط .٣

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرایط گرفتن نظر در با
xT = ١+ tnx,

pT = (t− ١)np,

uT = nu.

کنیم. مشاهده (٧.٣) و (۶.٣) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم

(٣.۴.٣) مثال برای حالت تابع :۶.٣ شکل

(٣.۴.٣) مثال برای کنترل تابع :٧.٣ شکل



۵٣ عددی مثال�های .۴.٣

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله [۵٨] .۴.۴.٣ مثال

minimize

∫ ١

٠
u٢(t) dt,

subject to

ẋ(t) = ٠٫ ۵x٢(t) sin(x(t)) + u(t),

x(٠) = ٠, x(١) = ٠٫ ۵.

اویلر) روش عددی(مانند روش�های بوسیله�ی می�توان را سیستم این انتهایی، و اولیه شرایط از استفاده با
کرد. مقایسه عصبی شبکه توسط آمده دست به نتایج با را نتاییج و نمود حل

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرایط از استفاده با
xT = t(١− t)nx + ٠٫ ۵t,
pT = np,

uT = nu.

کنیم. مشاهده (٩.٣) و (٨.٣) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم



۵۴ بهینگی شرایط .٣

(۴.۴.٣) مثال برای حالت تابع :٨.٣ شکل

(۴.۴.٣) مثال برای کنترل تابع :٩.٣ شکل



۴ فصل

نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل

مقدمه ١.۴

استفاده با می�گیریم. نظر در را نامساوی قیدهای با خطی غیر بهینه کنترل مسائل از رده�ای فصل، این در
خطا، تابع ساختن بوسیله�ی و خطی غیر سازی بهینه مسائل برای ١ کاروش-کان-تاکر بهینگی شرایط از
توابع برای آزمایشی جواب�های از سازی بهینه مساله در می�کنیم. تعریف را نامقید سازی بهینه مساله یک
دو پرسپترون بوسیله�ی آزمایشی جواب�های این آن در که می�کنیم استفاده لاگرانژ ضرایب و کنترل حالت،
مینیمم را هستند، وابسته نرون�ها به بایاس�ها و وزن�ها آن در که خطا تابع سپس می�شوند. ساخته ٢ لایه
اصلی مساله بهینه جواب آزمایشی، جواب�های در بایاس�ها و وزن�ها بهینه مقادیر جایگزینی با می�کنیم.
مکانیکی بازوی مساله برای را شده پیشنهاد روش کاربردی، مثال یک عنوان به می�آوریم. دست به را

می�بریم. بکار ربات

مساله بیان ٢.۴

ارائه نامساوی قیدهای شامل دینامیک سازی بهینه مسائل حل برای تحلیلی تکنیک یک بخش این در
بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .[۵٩] می�دهیم

minimize J(x̄, ū) = Φ(t, x̄)|tf +
∫ tf

t٠

L(t, x̄, ū)dt, (١.۴)

subject to,

¯̇xi = f̄i(t, x̄, ū), i = ١,٢, . . . , n, (٢.۴)

cl(x̄, ū, t) ≤ ٠, l = ١,٢, . . . , p, (٣.۴)

x̄(t٠) = x̄٠. (۴.۴)

١Karush-Kuhn-Tucker ٢Tow-Layered-Perceptron

۵۵



۵۶ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

قیدهای شامل cl, l = ١,٢, . . . , p نامساوی قید p هستند. ثابت tf و t٠ x̄(t)و ∈ Rn آن در که
متغیر نامساوی قیدهای همچنین و می�شود) ظاهر صریحا کنترل متغیر آن در (که کنترل متغیر نامساوی

است. نمی�شود) ظاهر کنترل متغیر آن در (که حالت
داریم: µ̄ ∈ Rp و λ̄ ∈ Rn لاگرانژ ضرایب با (١.۴) درتابعی (٣.۴) و (٢.۴) معادله�های کردن اضافه با

J ′ = Φ+

∫ tf

t٠

(
L+

n∑
i=١

λi(fi − ẋi) +

p∑
l=١

(µlcl)

)

می�آید: دست به زیر صورت به اول مرتبه�ی لازم شرایط ،δJ ′ = ٠ قراردادن با

ẋi = fi, i = ١,٢, . . . , n, (۵.۴)

λ̇i = − ∂L

∂xi

−
n∑

i=١

∂fi
∂xi

λi −
p∑

l=١

∂cl
∂xi

µl, i = ١,٢, . . . , n, (۶.۴)

٠ =
∂L

∂us

+
n∑

i=١

∂fi
∂us

λi +

p∑
l=١

∂cl
∂us

µl, s = ١,٢, . . . ,m, (٧.۴)

٠ = µlcl, l = ١,٢, . . . , p, (٨.۴)

٠ ≤ µl, l = ١,٢, . . . , p, (٩.۴)

٠ ≥ cl, l = ١,٢, . . . , p, (١٠.۴)

xi(t٠) = x٠i, i = ١,٢, . . . , n, (١١.۴)

λi(tf ) =
∂Φ

∂xi

|tf , i = ١,٢, . . . , n. (١٢.۴)

۴ دیفرانسیل و جبری معادلات شامل مرزی٣ مقدار مساله�ی دهنده�ی نشان ،(۵.۴)-(١٢.۴) معادلات
و (١١.۴) و جبری معادلات (٧.۴)-(١٠.۴) دیفرانسیل، معادلات (۶.۴) و (۵.۴) آن در که است،

هستند. مرزی شرایط (١٢.۴)
با آن ارز هم معادله�ی و (٨.۴)-(١٠.۴)(NCP ) غیرخطی۵ مکمل مساله جواب بین می�توانیم
ساختن در شده تعریف زیر در که NCP توابع از رده�ای کنیم. برقرار ارتباط ،NCP-توابع از استفاده

می�شود. استفاده ۶ شایسته توابع

کند صدق زیر شرط در اگر می�شود نامیده NCP-تابع ،Φ : R٢ → R تابع .١.٢.۴ تعریف
Φ(a, b) = ٠ ⇐⇒ a ≥ ٠, b ≥ ٠, ab = ٠.

قوی هموار نیمه که می�شوند نامیده (FB) ٧ فیشر-بورمیستر تابع عمومی، NCP تابع یک •
می�شوند تعریف زیر صورت به و می�باشند [٢۶ ،۶٨[١

ΦFB(a, b) = (a+ b)−
√
a٢ + b٢.

٣Boundary Value Problem
۴Differential and Algebraric Equation
۵Nonlinear Complementarity Problem

۶Metric
٧Fischer-Burmister
٨Strongly Semismooth



۵٧ عصبی شبکه ساختار .٣.۴

خروجی یک و ورودی یک با دولایه پرسپترون :١.۴ شکل

می�شود: داده زیر صورت به یافته اغتشاش FB تابع
Φϵ

FB(a, b) = (a+ b)−
√
a٢ + b٢ + ϵ, ϵ → ٠+.

شود. بیان می�تواند زیر گزاره در Φϵ
FB ویژگی مهمترین

[٢٩] .٢.٢.۴ گزاره
Φϵ

FB(a, b) = ٠ ⇔ a > b, b > ٠, ab = ϵ

٢ ∀ϵ ∈ R.

a, b به نسبت Φϵ
FB(a, b) که می�شویم یادآور است. شده حذف آن اثبات و است واضح بالا گزاره

است. هموار ،ϵ > ٠ هر برای
مساوی قید به را (٨.۴)-(١٠.۴) غیرخطی مکمل مساله می�توانیم شده، معرفی FB تابع از استفاده با

کنیم: تبدیل زیر بصورت
Φϵ

FB(µl, cl) = ٠, ϵ → ٠+, l = ١, . . . , p. (١٣.۴)

عصبی شبکه ساختار ٣.۴

کنیم: محاسبه زیر صورت به را (١.۴) شکل دولایه عصبی شبکه خروجی می�توانیم که است outputواضح =
∑I

i=١ viσ(zi),

zi = wix+ bi,
(١۴.۴)



۵٨ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

i-امین ،vi شده، پنهان واحد i-امین به ورودی از وزن پارامتر wi واحد، سیگموئیدهای Iتعداد آن در که
پنهان لایه�ی در واحد i-امین برای بایاس i-امین ،bi خروجی، لایه�ی به i شده پنهان واحد از وزن پارامتر
تابع یک عموما σ تبدیل تابع است. دلخواه سیگموئید تابع σ و شده پنهان واحد i-امین ورودی zi شده،
در شود. محاسبه آسانی به می�تواند که است، دارد) نام سازی فعال تابع (که یکنوا غیرخطی بعدی یک

است: شده گرفته درنظر زیر سیگموئید تابع بخش، این عددی مثال�های

σ(x) =
١

١+ e−x
. (١۵.۴)

شبکه از استفاده با فشرده مجموعه�های روی می�توانیم را هموار کافی اندازه�ی به تابع هر که است واضح
کنید). مراجعه [۴٢ ،٣٠ ،۴١] به بیشتر اطلاعات (برای بزنیم تقریب مناسب، وزن�های با دولایه عصبی
زد. تقریب سیگموئید توابع از ترکیبی از استفاده با می�توان را پیوسته تابع هر که می�دهد نشان نتایج این
عصبی شبکه�های توانایی از حقیقت، این بنابه دارند. جامع تقریبی ویژگی عصبی شبکه�های که می�دانیم
(١.۴)-(۴.۴) بهینه کنترل مساله برای الحاقی و کنترل حالت، توابع زدن تقریب برای تابع، تقریب در

می�کنیم. استفاده

-(١٣.۴) و (۵.۴)-(٧.۴) در آمده دست به معادلات حل برای را شده پیشنهاد تقریبی طرح حال،
است)، nx آن عصبی (شبکه حالت می�گیریم: درنظر عصبی شبکه سه تابع هر برای ببریم. بکار (١١.۴)
صورت به که است) nµ و nλ آن عصبی (شبکه�های لاگرانژ ضرایب و است) nu آن عصبی (شبکه کنترل

است: شده داده زیر



nx =
∑I

i=١ v
i
xσ̄(z

i
x), zix = wi

xt+ bix,

nλ =
∑I

i=١ v
i
λσ̄(z

i
λ), ziλ = wi

λt+ biλ,

nµ =
∑I

i=١ v
i
µσ̄(z

i
µ), ziµ = wi

µt+ biµ,

nu =
∑I

i=١ v
i
uσ̄(z

i
u), ziu = wi

ut+ biu,

(١۶.۴)

و باشد متفاوت عصبی شبکه هر برای می�تواند که است Iتعدادنرون�هایی که i = ١,٢, . . . , I برای
.σ̄(z) = (tf − t٠)σ(z) + t٠

با آن ارز هم نامقید سازی بهینه مساله جواب و (۵.۴)-(١٢.۴) بهینگی شرایط جواب بین می�توانیم
بخش دو مجموع صورت به آزمایشی توابع این .[۵٣ ،١٣] کنیم برقرار ارتباط آزمایشی جواب�های
در که است قبول قابل پارامترهای شامل اول قسمت می�شود: ساخته حقیقت دو اساس بر و شده نوشته
قابل پارامترهای با فیدفوروارد عصبی شبکه خروجی تک دوم قسمت می�کند. صدق مرزی و اولیه شرایط
در که می�شویم یادآور می�گیرد. بکار را ورودی بردارهای با فیدفوروارد عصبی شبکه واحد ورودی و قبول
نشده�اند. ساخته مرزی و اولیه شرایط برای و شده�اند تنظیم سازی بهینه مساله برای وزن�ها دوم، جمله�ی
(برای آزمایشی جواب�های ،(١۶.۴) در شده پیشنهاد عصبی شبکه از بااستفاده و حقیقت این اساس بر



۵٩ عصبی شبکه ساختار .٣.۴

شود: تعریف زیر صورت به می�تواند لاگرانژ) ضرایب و کنترل حالت، توابع

xT = x٠ + (t− t٠)nx,

λT =
∂Φ

∂xiT

|tf + (t− tf )nλ,

µT = nµ,

uT = nu.

(١٧.۴)

کند. صدق (۵.۴)-(١٢.۴) شرایط در باید و است جامع تقریب یک (١٧.۴) آزمایشی جواب�های
داریم: بنابراین

ẋiT − fi = ٠, i = ١,٢, . . . , n, (١٨.۴)

λ̇iT +
∂LT

∂xiT

+
n∑

i=١

∂fiT
∂xiT

λiT +

p∑
l=١

∂clT
∂xiT

µlT = ٠, s = ١,٢, . . . , n, (١٩.۴)

∂LT

∂uiT

+
n∑

i=١

∂fiT
∂us T

λiT +

p∑
l=١

∂clT
∂usT

µlT = ٠, i = ١,٢, . . . ,m, (٢٠.۴)

ϕε
FB(µlT , clT ) = ٠, l = ١,٢, . . . , p, (٢١.۴)

xiT (t٠)− x٠i = ٠, i = ١,٢, . . . , n, (٢٢.۴)

λiT (tf )−
∂Φ

∂xiT

|tf = ٠, i = ١,٢, . . . , n. (٢٣.۴)

بهینه دستگاه ابتدا در نامقید، سازی بهینه مساله یک عنوان به (١٨.۴)-(٢٣.۴) بندی فرموله دوباره با
و می�کنیم سازی گسسته [t٠, tf ] بازه�ی در k = ١,٢, . . . , q ،tk نقطه m̂ با را (١٨.۴)-(٢٣.۴) سازی

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را سازی بهینه مساله

minimizeyE(y) =
١
٢

m∑
k=١

{E١(tk, y) + E٢(tk, y) + E٣(tk, y) + E۴(tk, y)}, (٢۴.۴)

و y = (wx, wλ, wµ, wu, bx, bλ, bµ, bu, vx, vλ, vµ, vu)
T ∈ R۴I(٢n+m+p) آن در که

E١(tk, y) = [ẋiT − fi]
٢
, k = ١,٢, . . . , q, i = ١,٢, . . . , n ,

E٢(tk, y) =

[
λ̇iT +

∂LT

∂xiT

+
∑n

i=١
∂fiT
∂xiT

λiT +
∑p

l=١
∂clT
∂xiT

µlT

]٢
, k = ١,٢, . . . , q, i = ١,٢, . . . , n,

E٣(tk, y) =

[
∂LT

∂usT

+
∑n

i=١
∂fiT
∂ui T

λiT +
∑p

l=١
∂clT
∂usT

µlT

]٢
, k = ١,٢, . . . , q, s = ١,٢, . . . ,m,

E۴(tk, y) = [ϕε
FB(µlT , clT )]

٢
, k = ١,٢, . . . , q, l = ١,٢, . . . , p.

(٢۵.۴)



۶٠ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

کند صدق زیر معادلات در y = (w∗
x, w

∗
λ, w

∗
µ, w

∗
u, b

∗
x, b

∗
λ, b

∗
µ, b

∗
u, v

∗
x, v

∗
λ, v

∗
µ, v

∗
u)

T اگر .١.٣.۴ لم

η(y) =



E١(t١, y)
...

E١(tm, y)

E٢(t١, y)
...

E٢(tm, y)

E٣(t١, y)
...

E٣(tm, y)

E۴(t١, y)
...

E۴(tm, y)



= ٠, (٢۶.۴)

است. (٢۴.۴) بهینه جواب y∗ اینصورت در

،k = ١,٢, . . . ,m و i = ١,٢,٣,۴ برای اینصورت در .η(y∗) = ٠ کنیم فرض برهان.
است. (٢۴.۴) بهینه جواب y∗ بنابراین E(y) ≥ ٠ ،(٢۴.۴) در چون .Ei(τk, y

∗) = ٠

است ارز هم زیر مساله با (٢۴.۴) سازی بهینه مساله که کرد بررسی می�توان (١.٣.۴) لم بنابر

minimizeyE(y) =
1

2
||η(y)||2 (٢٧.۴)

مانند سازی بهینه ازالگوریتم�های می�توان است، نامقید سازی بهینه مساله یک که ،(٢٧.۴) حل برای
می�توانیم همچنین .[٣٣ ،۶۵ ،٢٠] کرد استفاده غیره و مزدوج گرادیان نیوتن، شبه نیوتن، کاهش، تندترین
غیره و مورچگان الگوریتم پرندگان، گروه سازی بهینه ژنتیک، الگوریتم مانند ابتکاری الگوریتم�های از

.[٣٩] کنیم استفاده

عددی مثال�های ۴.۴

۵ مثال�ها همه در دهیم. نشان مثال چند حل با را پیشنهادی الگوریتم می�کنیم سعی بخش، این در
GAMS افزار نرم از مثال�ها همه در می�کنیم. استفاده بایاس وزن و خروجی ورودی، هر برای پارامتر

کرده�ایم. استفاده شبیه�سازی برای



۶١ عددی مثال�های .۴.۴

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .١.۴.۴ مثال

maximize

∫ ١

٠
u(t) dt,

subject to

ẋ(t) = u(t),

x(٠) = ١, x(١) = is free,

u(t) ≥ ٠,

x(t)− u(t) ≥ ٠.

می�نویسیم زیر صورت به را هامیلتونین

H = u+ λu+ µ١u+ µ٢(x− u),

داریم: (۵.۴)-(١٢.۴) بهینگی شرایط از و

µ٢ = −λ̇

١+ λ+ µ١ − µ٢ = ٠
ẋ = u

µ١ ≥ ٠, µ١u = ٠
µ٢ ≥ ٠, µ٢(x− u) = ٠

دقیق جواب فوق، دیفرانسیل معادله دستگاه حل با حال .λ(١) = ٠ داریم است آزاد t = در١ x چون
است: زیر صورت به کنترل و حالت }متغیر

x(t) = exp(t),

u(t) = exp(t).

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرط گرفتن نظر در با

xT = ١+ tnx,

λT = (t− ١)nλ,

uT = nu,

µ١T = nµ١ ,

µ٢T = nµ٢ .

مشاهده (٣.۴) و (٢.۴) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم
کنیم.



۶٢ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

(١.۴.۴) مثال برای حالت تابع :٢.۴ شکل

(١.۴.۴) مثال برای کنترل تابع :٣.۴ شکل

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .٢.۴.۴ مثال

minimize − ln(٢)
∫ ١

٠
x(t) dt,

subject to

ẋ(t) = ln(٢)(x(t)− u(t)),

x(٠) = ٠, x(١) = is free,

|u(t)| ≤ ١,

x(t) + u(t) ≤ ٢.



۶٣ عددی مثال�های .۴.۴

می�نویسیم زیر صورت به را هامیلتونین
H = − ln(٢)x+ λ ln(٢)(x+ u) + µ١(u− ١) + µ٢(−u− ١) + µ٣(x+ u− ٢)

داریم: (۵.۴)-(١٢.۴) بهینگی شرایط از و

− ln(٢) + λ ln(٢) + µ٣ = −λ̇

λ ln(٢) + µ١ − µ٢ + µ٣ = ٠
ẋ = ln(٢)(x+ u)

µ١ ≥ ٠, µ١(u− ١) = ٠
µ٢ ≥ ٠, µ٢(−u− ١) = ٠
µ٣ ≥ ٠, µ٣(x+ u− ٢) = ٠

دقیق جواب فوق، دیفرانسیل معادله دستگاه حل با حال .λ(١) = ٠ داریم است آزاد t = در١ x چون
است: زیر صورت به کنترل و حالت }متغیر

x(t) = Aexp((ln2)t)− 1,

u(t) = ١.
.A = ١ داریم انتهایی و اولیه شرایط از استفاده وبا

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرط گرفتن نظر در با

xT = tnx,

λT = (t− ١)nλ,

uT = nu,

µ١T = nµ١ ,

µ٢T = nµ٢ ,

µ٣T = nµ٣ .

مشاهده (۵.۴) و (۴.۴) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم
کنیم.

بگیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مساله .٣.۴.۴ مثال

minimize

∫ ٣

٠
٢x١(t) dt,

subject to

ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) = u(t),

x(٠)١ = ٢, x(٣)١ = is free,

x(٠)٢ = ٠, x(٣)٢ = is free,

|u(t)| ≤ ٢,

x١ ≥ −٧.



۶۴ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

(٢.۴.۴) مثال برای حالت تابع :۴.۴ شکل

(٢.۴.۴) مثال برای کنترل تابع :۵.۴ شکل

می�نویسیم زیر صورت به را هامیلتونین

H = ٢x١ + λ١x٢ + λ٢u+ µ١(u− ٢) + µ٢(−u− ٢) + µ٧−)٣− x١)



۶۵ عددی مثال�های .۴.۴

داریم: (۵.۴)-(١٢.۴) بهینگی شرایط از و

٢− µ٣ = −λ̇١

λ١ = −λ̇٢

λ٢ + µ١ − µ٢ = ٠
ẋ١ = x٢

ẋ٢ = u

µ١ ≥ ٠, µ١(u− ٢) = ٠
µ٢ ≥ ٠, µ٢(−u− ٢) = ٠
µ٣ ≥ ٠, µ٧−)٣− x١) = ٠

دیفرانسیل معادله دستگاه حل با حال .λ(٣)١ = λ(٣)٢ = ٠ داریم است آزاد t = در٣ x١, x٢ چون
است: زیر صورت به کنترل و حالت متغیر دقیق جواب فوق،
x١(t) = A− t٢,

x٢(t) = B − ٢t,
u(t) = −٢.

.A = ٢, B = ٠ داریم انتهایی و اولیه شرایط از استفاده وبا
آزمایشی جواب�های می�توانیم ،x(٠)١ = ٢, x(٠)٢ = ٠ اولیه شرط و آزاد انتهایی شرط گرفتن نظر در با

کنیم: انتخاب زیر صورت به را

x١T = ٢+ tnx١ ,

x٢T = tnx٢ ,

λ١T = (t− ٣)nλ١ ,

λ٢T = (t− ٣)nλ٢ ,

uT = nu,

µ١T = nµ١ ,

µ٢T = nµ٢ ,

µ٣T = nµ٣ .

و (٧.۴) ،(۶.۴) شکل�های در ترتیب به را u(t) و x٢(t), x١(t) برای تقریبی جواب�های می�توانیم
کنیم. مشاهده (٨.۴)

عنوان به که ،A آزاد پروازی هدف و صلب جسم یک برای بهینه مسیر طراحی کلی شکل .۴.۴.۴ مثال
شود: گرفته درنظر زیر بهینه مساله صورت به می�تواند می�شود، گرفته درنظر نقطه یک

minimize I(q(t), q̇(t) =

∫ T

٠
F (t, q(t), q̇(t)) dt (٢٨.۴)

subject to

φi(t, q(t), q̇(t)) > ٠, i = ١,٢, . . . , s, (٢٩.۴)

q(٠) = q٠, q(T ) = qT , (٣٠.۴)



۶۶ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

(٣.۴.۴) مثال برای حالت تابع :۶.۴ شکل

(٣.۴.۴) مثال برای حالت تابع :٧.۴ شکل

I می�گیریم، نظر در A هدف موقعیت عنوان به را آن که است، C زمانی فضای از شکل یک q که
iامین و می�دهد نشان را مسیر طول عنوان به هندسی-حرکتی ویژگی�های برخی می�تواند که است تابعی

مکمل که است ارز هم C در Bi(t) مانع iامین مکمل تصویر با (٢٩.۴) در نامساوی
C Bi(t) = {q : A (q) ∩ Bi(t) ̸= ٠} ∀t ∈ [٠, T ]

است.
صفحه در i = ١,٢, . . . , s ، ri شعاع با ها دایره عنوان به موانع که می�کنیم فرض مثال�ها تمام در
مانند نباشد، دایره هندسی شکل دارای τ گشتاور در در مانع iامین کنیم فرض اگر می�شوند. گرفته درنظر
متناهی تعداد بوسیله�ی که دارد وجود ∂γi پوشش یک اینصورت در ،∂γi فشرده مرز با γi = Bi(τ)



۶٧ عددی مثال�های .۴.۴

(٣.۴.۴) مثال برای کنترل تابع :٨.۴ شکل

نگاه را (٩.۴) می�شود(شکل پوشیده Cl ⊆ C Bi(τ) بطوریکه ،Cl, l = ١,٢, . . . , L مانند دایره
حال کنیم. جایگزین Bi(τ) موانع بجای سازی بهینه مساله در شرط تعدادی می�توانیم بنابراین کنید).

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را u(.) مصنوعی کنترل

q̇(t) = u(t),

می�دهد. نشان را (٢٨.۴)-(٣٠.۴) بهینه کنترل مساله زیر، آمیخته بهینه کنترل مساله

است شده پوشیده دایره�ها توسط که آن مرز و γ مانع :٩.۴ شکل



۶٨ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

minimize I(q(t), u(t) =

∫ T

٠
F (t, q(t), u(t)) dt (٣١.۴)

subject to

q̇(t) = u(t), (٣٢.۴)

φi(t, q(t), u(t)) > ٠, i = ١,٢, . . . , q, (٣٣.۴)

q(٠) = q٠, q(T ) = qT . (٣۴.۴)

.t ∈ [٠, T ] و q(t), u(t) ∈ Rn آن در که
کنترل مساله بگیرید. درنظر را متحرک موانع با بهینه مسیر ریزی برنامه مثال این در نمونه، عنوان به

می�کنیم: تبدیل زیر صورت به اصلی مساله به را متناظر بهینه

minimize

∫ 1

0

√
(u1(t))2 + (u2(t))2 dt,

subject to

q̇١(t) = u١(t),

q̇٢(t) = u٢(t),

φi(t, q(t), u(t)) > ٠, i = ١,٢, . . . , q

q(٠)١ = ٠, q(٠)٢ = ١

و
φi(t, q(t), u(t)) = (q١(t)− αi)

٢ + (q٢(t)− βi)
٢ − r٢i

می�گیریم: درنظر زیر دوصورت به را مساله

می�گیریم: نظر در زیر صورت به متحرک مانع یک حالت این در اول: حالت
φ(t, q(t), u(t)) = (q١(t)− α)٢ + (q٢(t)− β)٢ − r٢

آن در که
α(t) = t,

β(t) = ٠٫ ۵,

r = ١
٨ .

می�گیریم: نظر در زیر صورت به متحرک مانع دو حالت این در دوم: حالت
φ١(t, q(t), u(t)) = (q١(t)− αi)

٢ + (q٢(t)− βi)
٢ − r٢i , i = ١,٢

آن در که
α١(t) = t,

β١(t) = ٠٫ ۵,

r١ =
١
٨ .

,


α١(t) = t,

β١(t) = −١٫ ٢t٢ + ١٫ ٢t+ ٠٫ ٧,

r١ =
١
٨ .



۶٩ عددی مثال�های .۴.۴

(۴.۴.۴) مثال برای اول حالت برای تقریبی بهینه مسیر :١٠.۴ شکل

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرایط گرفتن بادرنظر



q١T = t+ t(t− ١)nq١ ,

q٢T = t+ t(t− ١)nq٢ ,

λ١T = nλ١ ,

λ٢T = nλ٢ ,

u١T = nu١ ,

u٢T = nu٢ .

نشان (١١.۴) و (١٠.۴) شکل�های در ترتیب به دوم و اول حالت در متحرک موانع و تقریبی بهینه مسیر
است. شده داده

روی آزاد شناور صلب جسم یک عنوان به که بکیرید، درنظر را مسطح شناور ربات یک .۵.۴.۴ مثال
از استفاده با می�تواند ربات این است. شده داده نشان (١٢.۴) شکل در و شده مدل صاف سطح یک
مختصات (x, y) می�شود. توصیف مختصات ٣ بوسیله�ی شناور ربات دهد. مانور گاز پیشرانه نیروی
محور به نسبت ربات مختصات زاویه�ای جهت θ و اینرسی مختصات به نسبت جرم از آن مرکز دکارتی
آتش YB منفی و XB مثبت مختصات طول در جت در می�تواند که گاز پیشرانه نیروی دو است. X
داده نشان (١٢.۴) درشکل که و شده نصب (l, d) و (−l,−d) مختصات در شناور ربات روی بگیرد،

است: آمده زیر صورت به ربات حرکت معادلات است. شده



٧٠ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

(۴.۴.۴) مثال برای دوم حالت برای تقریبی بهینه مسیر :١١.۴ شکل

آزاد شناور مسطح ربات صلب بدنه�ی :١٢.۴ شکل



٧١ عددی مثال�های .۴.۴

minimize

∫ tf

0

(
(u1(t))

2 + (u2(t))
2 + (u3(t))

2 + (u4(t))
2
)
dt,

subject to

ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) =
u١(t) + u٣(t)

١٠ cos(θ)− u٢(t) + u۴(t)

١٠ sin(θ),

ẋ٣(t) = x۴(t),

ẋ۴(t) =
u١(t) + u٣(t)

١٠ sin(θ)− u٢(t) + u۴(t)

١٠ cos(θ),

ẋ۵(t) = x۶(t),

ẋ۶(t) =
۵
١٢(u١(t) + u٣(t)) +

۵
١٢(u۴(t)− u٢(t)),

x(٠)١ = x(٠)٢ = · · · = x۶(٠) = ٠,

x١(۵) = ۴, x٢(۵) = ٠, x٣(۵) = ۴, x۴(۵) = ٠, x۵(۵) =
π

۴ , x۶(۵) = ٠.

کنیم: انتخاب زیر صورت به را آزمایشی جواب�های می�توانیم انتهایی، و اولیه شرایط گرفتن بادرنظر

x١T = ٠٫ ٨t+ t(t− ۵)nx١ ,

x٢T = t(t− ۵)nx٢ ,

x٣T = ٠٫ ٨t+ t(t− ۵)nx٣ ,

x۴T = t(t− ۵)nx۴ ,

x۵T = ٠٫ ٢π۴ t(t− ۵)nx۵ ,

x۶T = t(t− ۵)nx۶ ,

λ١T = nλ١ ,

λ٢T = nλ٢ ,

λ٣T = nλ٣ ,

λ۴T = nλ۴ ,

λ۵T = nλ۵ ,

λ۶T = nλ۶ ,

u١T = nu١ ,

u٢T = nu٢ ,

u٣T = nu٣ ,

u۴T = nu۴ .

کرد. مشاهده (١٨.۴) تا (١٣.۴) شکل�های در ترتیب به میتوان را مثال این برای بهینه مسیرهای



٧٢ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

(۵.۴.۴) مثال برای x١ بهینه مسیر :١٣.۴ شکل

(۵.۴.۴) مثال برای x٢ بهینه مسیر :١۴.۴ شکل



٧٣ عددی مثال�های .۴.۴

(۵.۴.۴) مثال برای x٣ بهینه مسیر :١۵.۴ شکل

(۵.۴.۴) مثال برای x۴ بهینه مسیر :١۶.۴ شکل



٧۴ نامساوی قیدهای با بهینه کنترل مسائل .۴

(۵.۴.۴) مثال برای x۵ بهینه مسیر :١٧.۴ شکل

(۵.۴.۴) مثال برای x۶ بهینه مسیر :١٨.۴ شکل



پیشنهادات و گیری نتیجه

نتیجه�گیری

با می�توان را بهینه کنترل مسائل تشریحی، روش به بهینه کنترل مسائل حل دشواری�های به توجه با
کنترل مسائل و بهینه کنترل مسائل نامه پایان این در کرد. حل عصبی شبکه تقریبی مدل یک از استفاده
آن حل به و کرده بیان را مسائل نوع این برای بهینگی شرایط و معرفی را نامساوی قیدهای با بهینه
شبکه�های کارایی از نشان شده سازی شبیه نتایج پرداختیم. عصبی شبکه�های روش و تشریحی روش به

دارد. بهینه کنترل مسائل حل در عصبی

پیشنهادات

تاخیری. بهینه کنترل مسائل حل در فیدفوروارد عصبی شبکه�های از استفاده •

نامتناهی. افق مسائل حل در فیدفوروارد عصبی شبکه�های از استفاده •

مرزی. مقدار و اولیه مقدار مسائل حل در فیدفوروارد عصبی شبکه�های از استفاده •

ناهموار. مسائل حل در فیدفوروارد عصبی شبکه�های از استفاده •

٧۵
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Aabstract

In this thesis a class of nonlinear optimal control problem with equality and inequality
constrain is considered, and propose a new method based on capabilities of artificial neural
networks, in function approximation, to attain the solution of optimal control problems.
To do so, we try to approximate the solution of Hamiltonian conditions based on the Pon-
tryagin minimum principle (PMP), then by constructing an error function, that contains
all PMP conditions, we define an unconstrained minimization problem. In the proposed
error function, we used trial solutions for the trajectory function, control function and
the Lagrange multipliers. These trial solutions are constructed by using neurons. Then,
we minimize the error function that contains just the weights of the trial solutions. Sub-
stituting the optimal values of the weights in the trial solutions, we obtain the optimal
trajectory function, optimal control function and the optimal Lagrange multipliers.

keywords: Optimal control; Pontryagin minimum principle; Neural networks; Opti-
mization.
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