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ࣿوردگارا...
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Вپاس�ऌاری

کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمد بر دورد و سلام و نتوانند، گزاردن را او حق

را عزیزم مادر و پدر بندگانش، مهربان�ترین دستان الطافش، از سپاس نشانه به است. وجودشان وامدار

می�زنم. بوسه

استاد ارزشمند و ظریف راهنمایی�های و زحمات تلاش�ها، از می�گذارم، سر پشت را مرحله این که اینک

از بخشی خردترین، این که باشد دارم. را تشکر کمال راد جعفری نادر دکتر جناب گرانمایه�ام، و فرزانه

گوید. سپاس را آنان زحمات

ذکاҘی اϥما̹ͥل
آ۱۳۹۳ै



ॠ॑ ʳнھد
علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی ذکایی اسماعیل اینجانب

کارگیری به با گراف�ها روی بر موجک�ها عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، گراف طیفی نظریه

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •

رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
ذکاҘی اϥما̹ͥل
آ۱۳۹۳ै

ق۷Юر و Цتاеج مال˶̭ت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •

به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو



چ

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چڠࠤده
متناهی وزن�دار گراف راس�های بر شده تعریف توابع روی موجک تبدیل ساخت برای نوین روش یک

است، فوریه دامنه و گراف شباهت توسط مقیاس�گذار تعریف پایه بر ما کار روش می�کنیم. پیشنهاد دلخواه

مفروض t مقیاس پارامتر و g موجک مولد هسته می�باشد. L گراف گسسته لاپلاسی طیفی تجزیه یعنی

گراف طیفی موجک�های سپس می�کنیم. تعریف را T tg = g(tL) شده مقاس�گذاری موجک عملگر است،

یک روش این می�آید. دست به مشخصه تابع یک روی آن اعمال کمک به عملگر این موضعی�سازی با

موضعی�سازی ویژگی�های باشد. دارا را پذیرفتگی شرط g اینکه به منوط می�کند تعریف پذیر وارون تبدیل

چبیشف تقریبی چندجمله�ای الگوریتم همچنین می�نماییم. مطالعه ریز مقیاس�های کران در را موجک�ها

این توانایی�های پایان در ندارد. L سازی قطری به نیازی که می�کنیم، معرفی تبدیل محاسبه برای سریعی

می�گذاریم. نمایش به گوناگون حوزه�های در گراف�ها روی موجک�ها از مثال�هایی توسط را تبدیل

کامل ابر موجک قاب�های گراف، طیفی نظریه موجک�ها، گراف، نظریه کلیدی: کلمات
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١ فصل

پیش�نیازها

آن تکمیلی مباحث می�توانید که می�شویم آشنا فضاها این عملگرهای و هیلبرت فضاهای با فصل این در

بینید. [۴] در را

هیلبرت فضای ١.١

لبگ انتگرال�پذیر مقدار مختلط تابع�های همه� برداری فضای باشد، دلخواه و حقیقی عددی p ≥ ١ اگر

می�شود تعریف زیر صورت به f نرم f ∈ Lp(R) هر ازای به و می�شود داده نمایش Lp(R) با R روی

||f ||p =
[∫ ∞

−∞
|f(x)|p

] ١
p

<∞. (١.١.١)

توابع فضای ،L٢(R) فضای و R روی لبگ انتگرال�پذیر توابع فضای ،L١(R) فضای با این�جا در

داریم. سروکار R روی انتگرال�پذیر مربعی

می�شود تعریف زیر صورت به g و f پیچش١ ،f, g ∈ L١(R) کنید فرض .١.١.١ تعریف

(f ⋆ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy. (٢.١.١)

.(f ⋆ g) = (g ⋆ f) نوشت می�توان پس است جابجـــــــایی ویژگی دارای پیچش

١Convolution

١



پیش�نیازها .١ فصل ٢

است زیر ویژگی�های با تابعی دیراک). (دلتای ٢.١.١ δ(x)تعریف = ٠, x ̸= ٠∫∞
−∞ δ(x)dx = ١

. (٣.١.١)

باید δ(x) آن�گاه باشد x = a نقطه در پیوسته تابعی f اگر که است ایده این پایه بر آن دیگر تعریف

باشد داشته را زیر ∫ویژگی ∞

−∞
f(x)δ(x− a)dx = f(a) (۴.١.١آ)

∫یا ∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(٠). (۴.١.١ب)

گویند. نیز تکانه٢ تابع را دیراک دلتای تابع

.supp(f) = {x|f(x) ̸= ٠} و می�دهند نشان supp(f) با را f : R → C تابع تکیه�گاه تعریف٣.١.١.
هرگاه .supp(f) ⊂ (a, b) که باشند داشته وجود چنان R عضو a, b هرگاه دارد کراندار تکیه�گاه f تابع

است. فشرده گاه تکیه با f گوییم باشد فشرده supp(f)

از آن مشتق�های و بوده مشتق�پذیر بار بی�شمار هرگاه گوییم هموار را f : R → C تابع .۴.١.١ تعریف
باشند. پیوسته مرتبه�ای هر

باشد. پیوسته آن اول مشتق n هرگاه می�شود گفته مشتق�پذیر پیوسته بار n ،f : R → C تابع

زیر خاصیت سه در اگر نامیم نُرم را X برداری فضای بر شده تعریف ∥ · ∥ حقیقی تابع .۵.١.١ تعریف
کند: صدق

x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ، ∥x∥ ≥ ٠ ، x ∈ X هر ازای به آ.

α ∈ R∥αx∥ = |α|∥x∥ و x هر ازای به ب.

x∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ و y ∈ X هر ازای به پ.

٢impulse



٣ هیلبرت فضای .١.١

تابع به مجهز مختلط) یا (حقیقی X برداری فضای .۶.١.١ تعریف

⟨·, ·⟩ : X ×X → C

داشته α, β ∈ C ثابت عدد�های و x, y, z ∈ X هر برای هرگاه می�شود نامیده ضرب�داخلی فضای یک
باشیم

⟨x, x⟩ ≥ ٠ آ.

.x = ٠ اگر تنها و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ ب.

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ پ.

⟨αx+ βy, z⟩ = α ⟨x, z⟩+ β ⟨y, z⟩ ت.

می�نامیم. نرم�دار فضای یک را (X, ∥ · ∥) دوتایی

ضرب�داخلی با [a, b] بازه روی مقدار مختلط پیوسته تابعی فضای C ([a, b]) .٧.١.١ مثال

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x)dx (۵.١.١)

است. داخلی ضرب فضای یک

فضای یک (۵.١.١) داخلی ضرب Rبا روی انتگرال�پذیر مربعی توابع همه فضای L٢(R) .٨.١.١ مثال
است. داخلی ضرب

می�نامند. هیلبرت فضای را تام داخلی ضرب فضای .٩.١.١ تعریف

هستند. هیلبرت فضاهای Rn و Cn برداری فضاهای .١٠.١.١ مثال
Rn در داخلی ضرب .⟨x, y⟩ =

∑n
k=١ xkȳk می�شود تعریف صورت این به داخلی ضرب Cn در

از عبارتند شده القاء نرم دو هر در و می�شود تعریف Cn در داخلی ضرب همانند نیز

||x|| =
√
⟨x, x⟩ =

(
n∑
k=١

|xk|٢
) ١

٢

.

می�باشند. هیلبرت فضای نتیجه در و تام Rn و Cn فضا�های رو این از

هیلبرت فضای یک (۵.١.١) در شده معرفی داخلی ضرب با L٢([a, b]) تابعی فضای .١١.١.١ مثال
است.



پیش�نیازها .١ فصل ۴

هیلبرت فضای در عملگرها ٢.١

می�کنیم. بررسی را هیلبرت فضای در عملگر�ها ویژگی�های از برخی بخش این در

یکسانی اسکالر میدان�های Y Xو که Y برداری فضای Xبه برداری فضای از T عملگر .١.٢.١ تعریف
داشته x١, x٢ ∈ X بردارهای و β و α دلخواه اسکالرهای برای هرگاه می�شود نامیده خطی عملگر دارند

باشیم

T (αx١ + βx٢) = αTx١ + βTx٢. (١.٢.١)

T : Cn → Cn کنیم فرض می�کنیم، بررسی Cn روی را T خطی عملگر اینجا در .٢.٢.١ مثال
که طوری به باشد، Cn استاندارد پایه {e١, e٢, · · · , en}

e١ = (١, ٠, · · · , ٠), e٢ = (٠, ١, · · · , ٠), · · · , en = (٠, ٠, · · · , ١).

aij = ⟨Tej, ei⟩ کنید تعریف i, j ∈ {١, ٢, · · · , n} برای
داریم Cn عضو x =

∑n
j=١ ajej برای آن�گاه

Tx =
n∑
j=١

ajTej (٢.٢.١)

بنابراین و

⟨Tx, ei⟩ =
n∑
j=١

aj ⟨Tej, ei⟩ =
n∑
j=٠

aijaj. (٣.٢.١)

می�شود. معرفی n× nماتریس با Cn فضای روی T خطی عملگر هر پس

می�کند. تعریف Cn روی عملگر یک ،(٣.٢.١) رابطه (aij)n×n ماتریس هر برای دیگر، سوی از

داریم. n× n ماتریس�های و n-بعدی برداری فضای روی عملگرها میان یک به یک تناظری بنابراین

طوری به باشد داشته وجود �kای�� هرگاه می�شود، نامیده کراندار T : X → X عملگر .٣.٢.١ تعریف
باشیم داشته x ∈ X هر برای که

||Tx|| ≤ k ||x|| .

تعریف ∥T∥ = inf{k
∣∣∥Tx∥ ≤ k∥x∥, x ∈ X} صورت به آن نرم باشد کراندار T : x→ x اگر

کرد ثابت می�توان همچنین می�شود.

||T || = sup
||x||=١

||Tx|| . (۴.٢.١)



۵ هیلبرت فضای در عملگرها .٢.١

آن�گاه باشد، (٢.٢.١) مثال در (aij) ماتریس با شده تعریف عملگر T اگر

||T || ≤

√√√√ n∑
i=١

n∑
j=١

|aij|٢.

کراندار متناهی، بعد با هیلبرت فضای روی عملگر هر بنابراین است، Cnدرست روی عملگر هر برای این

است.

آن�گاه Hباشد، هیلبرت فضای روی بر خطی و کراندار عملگری T اگر الحاقی). (عملگر ۴.٢.١ تعریف
ویژگی با T ⋆ : H → H عملگر

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ⋆y⟩ ∀x, y ∈ H (۵.٢.١)

می�شود. نامیده الحاقی عملگر

.⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩ یعنی می�شود، نامیده خود-الحاق T آن�گاه T = T ⋆ اگر

باشیم داشته x ∈ H هر برای و باشد خود-الحاق T هرگاه است مثبت T عملگر گوییم .۵.٢.١ تعریف
.⟨Tx, x⟩ ≥ ٠

مقدار λ مختلط عدد باشد. X برداری فضای روی عملگری T کنیم فرض ویژه). (بردار ۶.٢.١ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود u مانند ناصفر برداری هرگاه می�شود نامیده T ویژه

Tu = λu. (۶.٢.١)

نامیده T عملگر λی ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار کند، صدق (۶.٢.١) رابطه در که u مانند برداری هر
می�گویند. نیز ويژه تابع ویژه بردار�های به باشد توابع فضای X اگر می�شود.

است. حقیقی هیلبرت فضای روی خود-الحاق عملگر ویژه مقدار هر .٧.٢.١ قضیه

ویژه مقدار با متناظر ناصفر ویژه بردار u و باشد T خود-الحاق عملگر ویژه مقدار λ کنیم فرض برهان.
آن�گاه باشد، λ

λ ⟨u, u⟩ = ⟨λu, u⟩ = ⟨Tu, u⟩ = ⟨u, Tu⟩ = ⟨u, λu⟩ = λ̄ ⟨u, u⟩ .

.⟨u, u⟩ > ٠ زیرا λ = λ̄ بنابراین

نامنفی�اند. آن ویژه مقدارهای آن�گاه باشد مثبت عملگری T اگر .٨.٢.١ قضیه



پیش�نیازها .١ فصل ۶

مثبت T چون Tx = λx باشیم داشته x ̸= ٠ برای و باشد، مثبت عملگری T کنیم فرض برهان.
داریم است

٠ ≤ ⟨Tx, x⟩ = λ ⟨x, x⟩ = λ ||x||٢ .

.٠ ≤ λ بنابراین

هرگاه گوییم عمود برهم را H از y و x باشد، داخلی ضرب فضای یک H کنید فرض .٩.٢.١ تعریف
.⟨x, y⟩ = ٠ �

فضای روی T خود-الحاق عملگر متمایز ویژه مقدار�های با متناظر ویژه بردارهای .١٠.٢.١ قضیه
عمودند. هم بر ،X هیلبرت

قضیه بنابه است الحاق خود T چون باشند T عملگر متمایز ویژه مقدار� دو λ١, λ٢ کنیم فرض برهان.
که طوری به باشند داشته وجود v و u ناصفر برداری�های کنیم فرض حقیقی�اند. دو هر ٧.٢.١

Tu = λ١u, Tv = λ٢v

داریم حال

λ١ ⟨u, v⟩ = ⟨λ١u, v⟩ = ⟨Tu, v⟩ = ⟨u, Tv⟩ = ⟨u, λ٢v⟩ = λ٢ ⟨u, v⟩ .

عمودند. هم بر v و u یعنی این و λ١ ̸= λ٢ زیرا ⟨u, v⟩ = ٠ باید پس

عبارت به عمودند، هم بر متمایز ویژه مقدارهای با متناظر� ویژه توابع آن�گاه باشد توابع فضای X اگر
دیگر

⟨f, g⟩ =
∫
f(x)g(x)dx = ٠. (٧.٢.١)

X در x, y هر برای و باشد X داخلی ضرب فضای روی خطی عملگری T کنیم فرض .١١.٢.١ قضیه
.T = ٠ آن�گاه ⟨Tx, y⟩ = ٠ باشیم داشته

،⟨T١x, y⟩ = ⟨T٢x, y⟩ باشیم Xداشته در x, y هر برای اگر که گفت می�توان ١١.٢.١ قضیه بنابه

.T١ = T٢ آن�گاه



٧ یک-بعدی لاپلاسی خطی عملگر با آشنایی .٣.١

یک-بعدی لاپلاسی خطی عملگر با آشنایی ٣.١

تبدیل شناسایی کار این از ما انگیزه می�پردازیم. یک-بعدی لاپلاسی٣ خطی عملگر بررسی به بخش این در

یک-بعدی لاپلاسی خطی عملگر میان شباهت�هایی یافتن با آن دنبال به و است عملگر این پایه بر فوریه

می�یابیم. گراف فوریه تبدیل تعریف برای راهی پرداخت خواهیم آن به ادامه در که گراف لاپلاسی عملگر و

باشد، مشتق�پذیـــر دوبــار و حقیــــقی تابعی f : R → R اگر لاپلاسی). خطی (عملگر ١.٣.١ تعریف
می�دهیم. نشان △ با و گوییم یک-بعدی لاپلاسی خطی عملگر را △φ = − d٢

dx٢
φ آنــگاه

خود-الحاق △ لاپلاسی عملگر فشرده تکیه�گاه�های با g و f مشتق�پذیر دوبار توابع برای .٢.٣.١ قضیه
.⟨△f, g⟩ = ⟨f,△g⟩ یعنی است،

هستند فشرده تکیه�گاه�های با f و g توابع زیرا f(x) → ٠, g(x) → ٠ آن�گاه x→ ±∞ اگر برهان.
داریم جزء به جزء انتگرال�گیری بار دو با اینک

⟨△f, g⟩ =
∫ ∞

−∞
△f(x)g(x)dx

= −
∫ ∞

−∞

d٢

dx٢
f(x)g(x)dx

= −
[
d

dx
f(x)g(x)

]+∞

−∞
+

∫ ∞

−∞

d

dx
f(x)

d

dx
g(x)dx

=

[
f(x)

d٢

dx٢
g(x)

]+∞

−∞
−
∫ ∞

−∞
f(x)

d٢

dx٢
g(x)dx

=

∫ ∞

−∞
f(x)△ g(x)dx

= ⟨f,△g⟩ .

است. مثبت فشرده تکیه�گاه با مشتق�پذیر دوبار توابع فضای روی △ عملگر .٣.٣.١ قضیه

جزء به جزء انتگرال�گیری با باشد فشرده تکـــیه�گاه با مشتق�پذیر دوبار f : R → C تابع گیریم برهان.

٣Laplacian
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داریم

⟨△f, f⟩ =
∫ ∞

−∞
△f(x)f(x)dx

= −
∫ ∞

−∞

d٢

dx٢
f(x) f(x)dx

=

∫ ∞

−∞

d

dx
f(x)

dd

dx
f(x)dx

=

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ddxf(x)
∣∣∣∣٢ dx ≥ ٠.

حقیقی △ عملگر ویژه مقدار�های گفت می�توان ٨.٢.١ قضیه� از است مثبت △ چون .۴.٣.١ نتیجه
هستند.

داریم باشد. △ عملگر ویژه تابع f ̸= ٠� گیریم

λ ⟨f, f⟩ = ⟨λf, f⟩ = ⟨△f, f⟩ ≥ ٠ (١.٣.١)

پس ⟨f, f⟩ ̸= ٠ که �جایی آن از

λ =
⟨△f, f⟩
⟨f, f⟩

≥ ٠ (٢.٣.١)

اگر تنها و اگر λ = ٠ سرانجام و

⟨△f, f⟩ =
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ddxf(x)
∣∣∣∣٢ dx = ٠ (٣.٣.١)

.(x هر (برای f(x) = c اگر تنها و اگر λ = ٠ آن معادل طور به



٢ فصل

فوریه تبدیل

را ها آن بنیادی ویژگی�های همچنین و L٢(R) و L١(R) فضاهای در را فوریه تبدیل�های بخش این در

می�پردازیم. موجک تبدیل معرفی به سرانجام و می�شویم آشنا قاب�ها با سپس می�کنیم. واکاوی

می�کنیم معرفی را گسترش٣ و تلفیق٢ انتقال١، عملگر�های فوریه تبدیل به پرداختن از پیش

Taf(x) = f(x− a) (انتقال)

Mbf(x) = eibxf(x) (تلفیق)

Dcf(x) =
١√
|c|
f(
x

c
) (گسترش)

مثال برای می�کنند. حفظ را L٢(R) نرم عملگر�ها این

||Dcf ||٢٢ =
∫ ∞

−∞

(
١√
|c|

∣∣∣f(x
c
)
∣∣∣)٢

dx

=

∫ ∞

−∞

١
|c|

∣∣∣f(x
c
)
∣∣∣٢ dx

=

∫ ∞

−∞
|f(t)|٢ dt

= ||f ||٢٢ .

١translation
٢modulation
٣dilation

٩



فوریه تبدیل .٢ فصل ١٠

فوریه تبدیل با آشنایی ١.٢

است کراندار و پیوسته exp(−iωt) چون باشد. R روی لبگ انتگرال�پذیر تابع f کنیم فرض

t و ω � هر برای همچنین است. موضعی انتگرال�پذیر ω ∈ R هر برای exp (−iωt)f(t) بنابراین

انتگرال درباره بنابراین .|exp(−iωt)| ≤ ١ ⟩حقیقی،
f, eiωt

⟩
=

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt, ω ∈ R (١.١.٢)

دید می�توان روشنی ∫∣∣∣∣به ∞

−∞
e−iωtf(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
|f(t)| dt = ||f ||١ <∞. (٢.١.٢)

است. موجود w ∈ R هر برای (١.١.٢) انتگرال می�دهد نشان این

f(t) فوریه تبدیل صورت این در ،f ∈ L١(R) کنیم فرض .(L١(R) در فوریه (تبدیل ١.١.٢ تعریف
می�کنیم تعریف چنین را

F{f} = f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt. (٣.١.٢)

f̂(ω) می�کند. اندازه�گیری ω بسامد در را f نوسان�های (٣.١.٢) فوریه انتگرال فیزیکی، دیدگاه از

زمان دامنه در موج شکل f(t) که همانگونه می�شود. نامیده f(t) موج شکل یا سیگنال بسامدی طیف

می�باشد. بسامد دامنه در موج شکل f̂(ω) آن ارز هم است

می�شود تعریف چنین این χτ تابع مشخصه). (تابع ٢.١.٢ مثال

χτ (t) =

١ , −τ < t < τ

٠ , صورت این غیر در
. (۴.١.٢)

است آمده زیر در مشخصه تابع فوریه تبدیل

χ̂τ (ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtχτ (t)dt

=

∫ τ

τ

e−iωtdt

=
i

ω
(cosωt− i sinωt)| τ

−τ

=

(
٢
ω

)
sinωτ.



١١ فوریه تبدیل بنیادین ویژگی�های .٢.٢

زیرا ندارد. قرار L١(R) در χ̂τ آن فوریه تبدیل ولی دارد قرار L١(R) در χτ که دید می�توان

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣sinωω
∣∣∣∣ dω =

∞∑
k=−∞

∫ kπ

(k−١)π

∣∣∣∣sinωω
∣∣∣∣ dω

≤
∞∑

k=−∞

∣∣∣∣١k
∣∣∣∣ ∫ kπ

(k−١)π
|sinω| dω

= ٢
∞∑

k=−∞

∣∣∣∣١k
∣∣∣∣ = ∞.

نیست. L١(R) در χ̂τ می�دهد نشان این که

فوریه تبدیل بنیادین ویژگی�های ٢.٢

باشند مختلط ثابتِ عدد�های α, β و f, g ∈ L١(R) اگر فوریه). تبدیل بودن (خطی ١.٢.٢ قضیه
آن�گاه

̂(αf + βg)(ω) = αf̂(ω) + βĝ(ω). (١.٢.٢)

داریم آن�گاه ،f ∈ L١(R) اگر .٢.٢.٢ قضیه

(انتقال) F{Taf(t)} =M−af̂(ω), (٢.٢.٢)

(مقیاس�گذاری) F{D ١
a
f(t)} = Daf̂(ω), (٣.٢.٢)

(مزدوج) F{D−١f(t)} = f̂(ω), (۴.٢.٢)

(تلفیق) F{Maf(t)} = Taf̂(ω). (۵.٢.٢)

است. پیوسته R روی f̂ آن�گاه ،f ∈ L١(R) اگر .٣.٢.٢ قضیه

داریم حقیقی ω, h هر برای برهان.

∣∣∣f̂(ω + h)− f̂(ω)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

−∞
e−iωt

(
e−iht − ١

)
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞

∣∣e−iht − ١
∣∣ |f(t)| dt

(۶.٢.٢)
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داریم حقیقی t هر برای که جایی آن از

∣∣e−iht − ١
∣∣ |f(t)| ≤ ٢ |f(t)|

و

lim
h→٠

∣∣e−iht − ١
∣∣ = ٠

آن�گاه h→ ٠ اگر که می�گیریم نتیجه

∣∣∣f̂(ω + h)− f̂(ω)
∣∣∣→ ٠

است. پیوسته R در f̂ رو این از

وارون آن�گاه ،f̂ ∈ L١(R) آن فوریه� تبدیل و f ∈ L١(R) اگر فوریه). تبدیل (وارون ۴.٢.٢ تعریف
می�شود تعریف چنین f̂(ω) فوریه تبدیل

f(t) = F−١
{
f̂(ω)

}
=

١
٢π

∫ ∞

−∞
eiwtf̂(ω)dω. (٧.٢.٢)

است. برقرار t هر برای (٧.٢.٢) آن�گاه باشد پیوسته f اگر

آن�گاه f, g ∈ L١(R) کنید فرض پیچش). (قضیه ۵.٢.٢ قضیه

F{(f ⋆ g)(t)} = F{f(t)}F{g(t)} = f̂(ω)ĝ(ω). (٨.٢.٢)

معادل ∫بطور ∞

−∞
f(t− τ)g(τ)dτ =

١
٢π

∫ ∞

−∞
eiωtf̂(ω)ĝ(ω)dω. (٩.٢.٢)

یا و

(f ⋆ g)(t) = F−١{f̂(ω)ĝ(ω)}. (١٠.٢.٢)



١٣ L٢(R) در فوریه تبدیل .٣.٢

L٢(R) در فوریه تبدیل ٣.٢

می�پردازیم. L٢(R) فضای روی بر فوریه تبدیل توسیع به بخش این در

آن�گاه می�شود، صفر کراندار بازه یک بیرون که باشد R روی پیوسته تابع f کنیم فرض .١.٣.٢ قضیه
و f̂ ∈ L٢(R)

||f ||٢ =
∣∣∣∣∣∣f̂ ∣∣∣∣∣∣

٢
. (١.٣.٢)

نشان ١.٣.٢ قضیه هستند. L٢(R) در چگال فشرده تکیه�گاه با R در پیوسته تابع�های همه فضای

نگاشت، این که جایی آن� از است. L٢(R) فضای به فضا، آن از پیوسته، نگاشتی فوریه تبدیل می�دهد

فوریه تبدیل را توسیع این است. خودش توی به L٢(R) از نگاشتی به یکتا توسیعی دارای است خطی

نامند. L٢(R) در

با پیوسته تابع�های از دنباله�ای {ϕn} و f ∈ L٢(R) اگر .(L٢(R)� در فوریه (تبدیل ٢.٣.٢ تعریف
این در n → ∞ که هنگامی ||f − ϕn||٢ → ٠ یعنی باشد، L٢(R) در f به همگرا فشرده تکیه�گاه

می�شود تعریف چنین f فوریه تبدیل صورت

f̂ = lim
n→∞

ϕ̂n. (٢.٣.٢)

می�شود. گرفته L٢(R) نرم به نسبت حد این

می�زند تقریب را f که ویژه�ای دنباله به وابسته و دارد وجود حد این که می�دهد نشان ١.٣.٢ قضیه

بر بنابراین و نمی�دهد نتیجه را نقطه�ای همگرایی که L٢(R) نرم در همگرایی که شویم یادآور باید نیست.

نشده تعریف نقطه یک روی بر انتگرال�پذیر مربعی تابع فوریه تبدیل انتگرال�پذیر، تابع فوریه تبدیل خلاف

و می�شود تعریف R روی �جا همه تقریبا f ∈ L٢(R) تابع فوریه تبدیل f̂ کنیم ثابت می�توانیم است.

تعریف فوریه تبدیل آن�گاه f ∈ L١(R) ∩ L٢(R) اگر که بگوییم نمی�توانیم رو این از .f̂ ∈ L٢(R)

(٣.١.٢) در شده تعریف تبدیل بگوییم، دقیقتر هستند. یکسان (٢.٣.٢) فوریه تبدیل و (٣.١.٢) در شده

نماد یک حال هر به دارد. تعلق (٢.٣.٢) در شده تعریف انتگرال�پذیر مربعی تابع�های از هم�ارزی رده به

می�بریم. کار به تبدیل دو هر برای یکسان

آن�گاه f ∈ L٢(R) اگر پارسوال). (رابطه ٣.٣.٢ قضیه

||f ||٢ =
∣∣∣∣∣∣f̂ ∣∣∣∣∣∣

٢
. (٣.٣.٢)



فوریه تبدیل .٢ فصل ١۴

آن�گاه f ∈ L٢(R) اگر .۴.٣.٢ قضیه

f(t) = lim
n→∞

١
٢π

∫ n

−n
eiwtf̂(ω)dω. (۴.٣.٢)

است. L٢(R) نرم به نسبت همگرایی این

می�کنیم تعریف n = ١, ٢, ٣, · · · برای برهان.

fn(t) =

f(t), |t| < n

٠, |t| ≥ n
. (۵.٣.٢)

.
∣∣∣∣∣∣f̂ − f̂n

∣∣∣∣∣∣
٢
→ ٠ بنابراین و ||f − fn||٢ → ٠ آن�گاه n→ ∞ اگر وضوح، به

فرم یک به آن وارون و فوریه تبدیل آن�گاه گیریم کار به فوریه تبدیل تعریف در را ١√
٢π ضریب اگر

یعنی می�شوند، نوشته

f̂(ω) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt, f(t) =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
eiωtf̂(ω)dω. (۶.٣.٢)

آن�گاه ،f, g ∈ L٢(R) اگر .۵.٣.٢ قضیه

⟨f, g⟩ =
∫ ∞

−∞
f(t)g(t)dt =

∫ ∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω)dω =

⟨
f̂ , ĝ
⟩
. (٧.٣.٢)

موجک تبدیل ۴.٢

می�شود تعریف چنین که X روی توابع از فضایی روی بر T مانند است عملگری انتگرالی تبدیل

(Tf)(x) =

∫
X

K(x, y)f(y)dy. (١.۴.٢)

فوریه تبدیل در نمونه برای می�شود. نامیده تبدیل هسته که است K تابع به وابسته تبدیل، ویژگی�های

نظر در مقیاس�گذار عامل همچون می�توان را y که می�بینیم است. K(x, y) = e−ixy تبدیل هسته

می�سازیم، ϕ تابع مقیاس��گذاری با توا�بع از خانواده�ای و گرفته نظر در را ϕ(x) = eix نمایی تابع گرفت.

زیرا است فوریه تبدیل همانند پیوسته موجک تبدیل .ϕα = e−iαx می�نویسیم R در α هر برای یعنی

داده�ایم. انتقال را تابع این فوریه تبدیل برخلاف ولی است شده مقیاس�گذاری که است ψ تابع یک پایه بر

یعنی می�شود، ساخته ψa,b توابع از پارامتری دو خانواده�ای بنابراین



١۵ موجک تبدیل .۴.٢

ψa,b(t) =
١√
|a|
ψ

(
t− b

a

)
, a, b ∈ R, a ̸= ٠. (٢.۴.٢)

می�شود. نامیده مادر۴ موجک ψ تابع

می�نامیم موجک یک را کند صدق زیر شرط در که L٢(R) در ψ تابع (موجک). ١.۴.٢ تعریف

Cψ =

∫ ∞

−∞

∣∣∣ψ̂(ω)∣∣∣٢
|ω|

dω <∞. (٣.۴.٢)

است. ψ فوریه تبدیل ψ̂ این�جا در

زیرا ψa,b ∈ L٢(R) داریم a ̸= ٠ و R در a, b هر برای آن�گاه ،ψ ∈ L٢(R) اگر

||ψa,b(t)||٢ = |a|−١
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ψ(t− b

a

)∣∣∣∣٢ dt (۴.۴.٢)

=

∫ ∞

−∞
|ψ(x)|٢ dx (۵.۴.٢)

= ||ψ||٢ . (۶.۴.٢)

است شده داده زیر در ψa,b فوریه�ی تبدیل

ψ̂a,b(ω) = |a|−
١
٢

∫ ∞

−∞
e−iωtψ

(
t− b

a

)
dt = |a|

١
٢ e−ibωψ̂(aω). (٧.۴.٢)

آن�گاه ψ ∈ L٢(R) اگر است، شده داده (٢.۴.٢) در ψa,b(t) پیوسته). موجک (تبدیل ٢.۴.٢ تعریف
با L٢(R) روی شده تعریف Wψ انتگرالی تبدیل

Wψ [f ] (a, b) = ⟨f, ψa,b⟩ =
∫ ∞

−∞
f(t)ψa,b(t)dt (٨.۴.٢)

می�شود. نامیده f(t) پیوسته موجک تبدیل

تبدیل در exp (−iωt) هسته همانند رفتاری (۴.۴.٢) در ψa,b(t) هسته که می�شود دیده نخست

دیگر تبدیل هر ولی نیست ۵ یکتا تبدیلی پیوسته موجک تبدیل فوریه، تبدیل برخلاف هرچند دارد. فوریه

۴mother wavelet
۵Single Transform



فوریه تبدیل .٢ فصل ١۶

می�بینیم سپس است. خطی پیوسته موجک تبدیل فوریه، تبدیل همانند می�آید. دست به روش همین به

در f سیگنال درون که داده�هایی جزئیات ،a ثابت مقدار یک برای b از تابعی همچون Wψ [f ] (a, b)

می�دهد. نمایش را هستند aمقیاس

یکی باشند. داشته ویژگی�هایی باید مادر موجک باشند، کارآمد تابعی آنالیز در موجک�ها اینکه برای

را پیوسته موجک تبدیل وارون برای فرمولی وجود که است آمده (٣.۴.٢) شرط در که ویژگی�ها این از

آن�گاه ψ ∈ L١(R) اگر می�کند. اشاره مادر موجک پذیرفتگی شرط به همواره (٣.۴.٢) شرط دارد. دربر

ψ̂(٠) = ٠ می�گیریم نتیجه است، کراندار Cψ و است پیوسته ψ̂ چون است. پیوسته ψ̂ آن فوریه تبدیل

.
∫∞
−∞ ψ(t)dt = ٠ با است معادل این که

در ψ که می�خواهیم است. ۶ خوش-موضعی�شده نام به ویژگی موجک�ها درباره برجسته ویژگی دیگر

و شوند. میرا سریع بسیار مشتق�هایش و ψ یعنی باشد. خوش-موضعی�شده بسامد و زمان بخش دو هر

همسایگی در و شود میرا زود کافی اندازه به ψ̂ آن فوریه تبدیل ω → ∞ که هنگامی بسامد بخش در

زمان kامین است. ψ ٧ صفرشدگی زمان�های تعداد به وابسته ω = ٠ در همواری باشد. هموار ω = ٠

با ψ صفرشدگی

mk =

∫ ∞

−∞
tkψ(t)dt (٩.۴.٢)

داشته k = ٠, ١, · · · , n برای اگر است صفرشدگی زمان n دارای موجکی می�گویند می�شود. تعریف

باشیم

mk =

∫ ∞

−∞
tkψ(t)dt = ٠. (١٠.۴.٢)

می�باشند. هموارتر موجک�ها آن�گاه باشد بیشتر موجک�ها شدگی صفر زمان و باشد کوچک ω بسامد هرگاه

می�بریم پی نکته�ها این به پذیرفتگی شرط و ψموجک موضعی و همواری ویژگی�های آمیختن هم در از

پاسخ�های ω → ٠ یا و ω → ∞ که زمانی یعنی هستند. میان�گذر٨ فیلترهای موجک�های •

می�شوند. میرا روز آن�ها بسامدی

۶well-localized
٧vanish moment

را سیگنال بالایی بسامدهای گذر بالا فیلتر�های و می�دهند عبور را سیگنال پایین بسامد�های تنها گذر پایین فیلترهای ٨

ساخت. گذر پایین یک و گذر بالا فیلتر یک ترکیب با می�توان را گذر میان فیلتر یک می�دهند. عبور



١٧ هیلبرت فضای در قاب�ها .۵.٢

میرا زود بسیار ψ(t) می�یابد افزایش t که هنگامی یعنی است پالایه�ای تکانه�ای پاسخ ψ(t) •

فرض انتگرال�پذیر مربعی تابع�های موجک�ها همواره است. صفر میانگین با نوسان�ساز می�شود

.ψ ∈ L٢(R) یعنی می�شوند

داریم آن�گاه f ∈ L٢(R) اگر وارون). موجک (تبدیل ٣.۴.٢ قضیه

f(t) =
١
Cψ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(Wψf) (a, b)ψa,b(t)

dadb

a٢
(١١.۴.٢)

است. برقرار همه�جا تقریبا رابطه این که

هیلبرت فضای در قاب�ها ۵.٢

وجود چنان A,B > ٠ هرگاه است H برای قابی H عناصر از {fk}∞k=١ دنباله .١.۵.٢ تعریف
که باشند داشته

A ||f ||٢ ≤
∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ ≤ B ||f ||٢ , ∀f ∈ H (١.۵.٢)

کران�های همه اینفیمم قاب، بهینه بالای کران نیستند. یکتا آن�ها ولی می�شوند نامیده قاب A,Bکران�های
است. قاب پایین� کران�های همه سوپریمم قاب، بهینه پایین کران و قاب بالای

داشته وجود چنان A > ٠ گاه هر است چسبان٩ قاب یک H در {fk}∞k=١ دنباله .٢.۵.٢ تعریف
که باشد

∞∑
k=١

|⟨f, fk⟩|٢ = A ||f ||٢ , ∀f ∈ H (٢.۵.٢)

می�شود. نامیده قاب کران A

٩tight





٣ فصل

گراف نظریه

طیفی نظریه از قضیه�های سپس می�شویم آشنا آن ویژگی�های از برخی و گراف مفهوم با فصل این در

نمایید. مراجعه [٢] به می�توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات برای می�کنیم. ارائه را گراف

گراف با آشنایی ١.٣

می�شویم. آشنا گراف نظریه در مفاهیم از برخی با و می�پردازیم گراف معرفی به بخش این در

راس�ها، مجموعه�ی V (G) آن در که (E(G), V (G), ψG) سه�تایی یک G گراف .١.١.٣ تعریف
می�شوند نامیده یال سر دو که راسی دو با را گراف یال هر که است رابطه�ای ψG و یال�ها گرایه�ی E(G)
می�دهند. نمایش نیز E(G) و V (G) با ترتیب به را گراف یال�های و راس�ها مجموعه می�سازد. وابسته

طوقه گوییم. متناهی گراف را باشند پایان�پذیر آن یال�های مجموعه و راس�ها مجموعه که گرافی

گرافی ساده، گراف می�گوییم. چندگانه یال را یکسان سر دو با یال چند باشد. یکی آن سر دو که یالی

باشد. نداشته چندگانه یال و طوقه که است

یال یک سر دو v و u که هنگامی .e = vu یا e = uv نویسیم می v و u سر دو با e یال برای

.u ∼ v یا u↔ v می�نویسم است» v همسایه که u» برای یکدیگرند. همسایه می�گوییم باشند

مانند است، یال�ها و راس�ها از متناوب دنباله�ای G گراف در گشت١ یک .٢.١.٣ تعریف

W = v٠, e١, v١, e١, · · · , en, vn (١.١.٣)

١walk

١٩



گراف نظریه .٣ فصل ٢٠

یک ساده، گراف در هستند. ej یال سر دو vj و vj−١ راس�های j = ١, · · · , n برای که طوری به
هر برای که طوری به ،W = v٠, v١, · · · , vn مانند می�شود، داده نمایش راس�ها از دنباله�ای با گشت
پایانی راس را vn و شروع راس را v٠ هستند. همسایه vj و vj−١ راس�های j = ١, · · · , n
و شروع راس اگر است بسته٢ گشت یک می�باشد. آن یال�های تعداد برابر گشت یک طول می�نامند.
گذری ۴ مسیر یک باشد. نداشته تکراری یال که است گشتی گراف در گذر٣ یک باشد. یکی آن پایان
گشت، یک است. یک از ناکمتر طول به بسته�ای مسیر یکدور۵ اند. نشده تکرار میانی راس�های است

است. یال بدون و راس� یک تنها شامل بدیهی مسیر یا گذر

E(H) ⊆ E(G) ، V (H) ⊆ V (G) هرگاه گرافGاست Hزیر گراف گراف). (زیر ٣.١.٣ تعریف
گراف زیر را H و H ⊂ G می�نویسیم H ̸= G اگر ،H ⊆ G می�نویسیم و ،ψH = ψG|E(H) و

گوییم. G سره

یک همبندی، باشد. موجود G گراف در v به u از مسیری اگر نامند همبند را G vی و uراس دو

V١, V٢, · · · , Vm ناتهی مجموعه�های زیر به V از افرازی بنابراین است. V مجموعه در هم�ارزی رابطه

زیر باشند. Vi مجموعه یک در v و u اگر تنها و اگر همبندند v و uراس دو که طوری به که دارد وجود

باشد، مؤلفه یک تنها دارای G اگر می�نامند. G مؤلفه�های را G[V١], G[V٢], · · · , G[Vm] گراف�های

است. ناهمبند را G صورت این غیر در است؛ همبند G

همراه می�شود، نامیده یال آن وزن که ω(uv) حقیقی عدد G uvی یال هر با کنید فرض .۴.١.٣ تعریف
تابع می�نامند. ۶ وزن�دار گراف یال�هایش روی وزن�های با همراه را G صورت این در باشد.

ω :E → R

uv 7→ ω(uv)

می�نامند. گراف وزن تابع را

ماتریس ω وزن تابع با G وزن�دار و ساده گراف به وزن�دار). گراف همسایگی (ماتریس ۵.١.٣ تعریف

٢closed
٣trail
۴path
۵cycle
۶weighted graph



٢١ گراف طیفی نظریه .٢.٣

که طوری به می�سازیم وابسته را A = [auv]N×N

auv =

w(uv) uv ∈ E

٠ صورت این غیر در
. (٢.١.٣)

است. متقارن ساده، گراف� همسایگی ماتریس می�شود. گفته همسایگی ماتریس Aماتریس به

G ادامه در بنابراین می�باشند؛ اثبات قابل نیز طوقه�دار گراف�های برای قضیه�ها تمام نوشته این در

می�باشد. متقارن گرافی چنین ماتریس ندارد. چندگانه یال تنها که می�گیریم نظر در گرافی را

طوقه هر و آن�هاست سر یک v که است G یال�های تعداد G در v راس درجه ،deg(v) .۶.١.٣ تعریف
آن�هاست سر یک v که است یال�هایی وزن� مجموع deg(v) وزن�دار گراف درباره� می�شود. شمرده یال دو

deg(v) =
∑
vu∈E

ω(uv). (٣.١.٣)

با است برابر راس هر درجه A = [auv] همسایگی ماتریس با G گراف در

deg(v) =
∑
u∈V

auv. (۴.١.٣)

گراف طیفی نظریه ٢.٣

f مقدار که شود گرفته نظر در Rn در برداری همچون می�تواند f : V → R دلخواه مقدار حقیقی تابع

گونه�ای به گراف راس�های تعریف این عبارتی به می�کند. تعریف را بردار از مختص یک راس هر روی

می�دهیم. نشان f(m) با را راس�mام روی تابع مقدار و می�کند؛ شماره�گذاری

n×n مربعی Rnماتریس�های هیلبرت فضای روی عملگرها شد. گفته ٢.٢.١ مثال در که همان�گونه

شد. خواهیم آشنا گراف لاپلاسی عملگر با ادامه در هستند.

به ٨ نشده نرمال لاپلاسی عملگر دارد. کلیدی ارزش ما نظریه پیشبرد در گراف ٧ لاپلاسی عملگر

می�شود تعریف زیر صورت

L = D − A

٧laplacian
٨non-normalized



گراف نظریه .٣ فصل ٢٢

برای که کرد بررسی می�توان f ∈ RN هر برای است. گراف راس�های درجه قطری Dماتریسی آن در که

داریم ،v ∈ V (G) هر

(Lf)(v) =
∑
u∼v

ω(uv) · (f(u)− f(v)). (١.٢.٣)

می�باشد. v راس همسایه� راس�های روی مجموع بیانگر u ∼ v این�جا در

خود-الحاقی عملگر یک L رو این از است. مقدار حقیقی و متقارن L عملگر ماتریس تعریف، به بنا

است.

است. مثبت L گراف لاپلاسی عملگر .١.٢.٣ گزاره

x ∈ RN هر برای داد نشان باید تنها است خود-الحاقی L که آن�جایی از برهان.

⟨x,Lx⟩ = xTLx

=
∑

u∈V (G)

x(u)
∑
u∼v

w(uv)(x(u)− x(v))

=
∑

u∈V (G)

∑
u∼v

w(uv)(x(u)٢ − x(u)x(v))

=
∑

u∈V (G)

[ ∑
u∼v

w(uv)x(u)٢ −
∑
u∼v

w(uv)x(u)x(v)

]
=

∑
uv∈E(G)

w(uv)(x(u)− x(v))٢ ≥ ٠.

در که این گرفتن نظر در با اندیس�ها مجدد مرتب�سازی و سری�ها کردن باز پس اثبات آخر تساوی

می�شود. نتیجه است، متقارن رابطه�ای همسایگی، رابطه ٩ سو بی ساده گراف

می�شود تعریف چنین گراف لاپلاسی عملگر مربعی شکل x ∈ RN دلخواه بردار برای

xTLx =
∑

uv∈E(G)

w(uv)(x(u)− x(v))٢. (٢.٢.٣)

آن�گاه باشد λ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار x ̸= ٠ اگر

٩undirected



٢٣ گراف طیفی نظریه .٢.٣

λ ⟨x, x⟩ = ⟨x, λx⟩ = ⟨x,Lx⟩ ≥ ٠

λ =
⟨x,Lx⟩
⟨x, x⟩

≥ ٠

u, v هر برای اگر تنها و اگر λ = ٠ زیرا باشد. ١٠ ثابت بردار x اگر تنها و اگر λ = ٠ همچنین

باشد. ثابت برداری x که این یعنی x(u) = x(v) باشیم داشته

λ =
⟨x,Lx⟩
⟨x, x⟩

=

∑
uv∈E(G)w(uv)(x(u)− x(v))٢

⟨x, x⟩
= ٠. (٣.٢.٣)

است. گراف لاپلاسی ویژه مقدار صفر بنابراین

.λ١ > ٠ اگر تنها و اگر است همبند G گراف .٢.٢.٣ گزاره

تعداد برابر صفر ویژه مقدار با متناظر برهم عمود ویژه بردارهای تعداد داد نشان می�توان همچنین

همواره رو این از داریم سروکار همبند گراف�های با تنها ما نوشته این در ولی است. گراف مولفه�های

می�کنیم اندیس�گذاری چنین این را گراف ویژه مقدار�های دنباله ادامه در .λ١ > ٠ کرد فرض می�توان

.٠ = λ٠ < λ١ ≤ · · · ≤ λN−١

می�کنند تعریف گونه این را گراف لاپلاسی عملگر نویسندگان از دیگر برخی

Lنرمال = D− ١
٢LD− ١

٢ = I −D
١
٢AD

١
٢ . (۴.٢.٣)

نمی�باشد. یکسان آن�ها ویژه بردار�های ویژه به و نمی�باشند یکسان Lنرمال و L عملگر�های .٣.٢.٣ نکته
نتیجه�های ولی برد کار به گراف طیفی موجک تبدیل� تعریف برای می�توان را عملگرها این دوی هر ولی
که این مگر برد خواهیم کار به را نشده نرمال لاپلاسی شکل نوشته این در بود. نخواهند یکسان آن�ها
لاپلاسی عملگر نوع هستند. یکسان دو هر برای نوشته این در قضیه�ها از بسیاری ولی باشیم. کرده اشاره

شود. انتخاب آن کاربرد به وابسته باید و داریم بررسی دست در که است معینی مساله�ای با متناسب

دارد. ثابت تابع مانند ویژگی�هایی ثابت بردار باشد. برابر هم با آن مختص�های همه که ١٠برداری





۴ فصل

گراف موجک تبدیل

ضرب�داخلی با می�شود. ساخته مادر موجک تابع مقیاس�گذاری و انتقال پایه بر کلاسیک موجک تبدیل

می�آیند. دست به موجک ضریب�های مفروض تابع در شده مقیاس�گذاری و یافته انتقال موجک�های

و انتقال تعریف چگونگی زیرا است برانگیز چالش دلخواه وزن�دار گراف روی بر کار دستور این گسترش

بخش در کار چالش این با آمدن کنار برای ما رویکرد نیست. مشخص نابهنجار گراف یک مقیاس�گذاری

گراف طیفی نظریه از ابزار این است. L گراف لاپلاسی عملگر ویژه توابعی فضای همان یا گراف طیفی

می�کنند. فراهم کلاسیک فوریه تبدیل مشابه را وزن�دار گراف راس�های روی توابع فوریه تبدیل

کلاسیک موجک تبدیل ١.۴

که می�دهیم نشان سرانجام می�شویم، آشنا آن وارون با و کرده بررسی را پیوسته موجک تبدیل نخست

شود. تعریف فوریه بخش در می�تواند مقیاس�گذاری چگونه

مکان�ها در موجک�ها می�شود. ساخته مادر، موجک ψ انتخاب با پیوسته موجک تبدیل کلی طور به

داریم می�آیند. وجود به مادر موجک این مقیاس�گذاری و انتقال با دیگر مقیاس��های در و

ψs,a =
١
s
ψ

(
x− a

s

)

می�کند، حفظ را L١ نرم مقیاس�گذاری شیوه این است. انتقال پارامتر a و مقیاس�گذاری پارامتر s که

٢۵



گراف موجک تبدیل .۴ فصل ٢۶

یعنی

||ψs,a|| =
∫ ∞

−∞

١
s
ψ

(
x− a

s

)
dx (١.١.۴)

=

∫ ∞

−∞
ψ(t)dt {t = (x− a)/s} (٢.١.۴)

= ||ψ|| . (٣.١.۴)

L٢(R) نرم که آن�هایی ویژه به می�کنند. حفظ را نرم که هستند گونه�ای به نیز مقیاس�گذاری شیوه�های دیگر

در ما همچنین، ماست. کار مناسب می�کند حفظ را L١(R) نرم که روشی حال، هر به می�کنند. حفظ را

می�کنیم. محدود s > ٠ یعنی مثبت، مقیاس�های به را خود نوشته این

داخلی ضرب کارگیری به با a مکان و s مقیاس در موجک ضریب�های ،f مفروض سیگنال برای

رو این از می�آید، دست به ψs,a موجک در f

Wf (s, a) =

∫ ∞

−∞

١
s
ψ̄

(
x− a

s

)
f(x)dx. (۴.١.۴)

بود خواهد وارون�پذیر پیوسته موجک تبدیل باشد داشته را زیر پذیرفتگی شرط ψ موجک هرگاه

Cψ =

∫ ∞

٠

∣∣∣ψ̂(ω)∣∣∣٢
ω

dω <∞. (۵.١.۴)

ψ̂(٠) = ٠ آن�گاه باشد، مشتق�پذیر پیوسته ψ اگر می�سازد آشکار شرط این می�شویم، یادآور دوباره

باشد. صفر میانه با تابعی ψ باید رو این از ،ψ̂(٠) =
∫
ψ(x)dx = ٠ پس است؛

می�آید دست به رابطه این از پیوسته موجک تبدیل وارون

f(x) =
١
Cψ

∫ ∞

٠

∫ ∞

−∞
Wψ[f ](s, a)ψs,a(x)

dads

s
. (۶.١.۴)

مقیاس�گذاری با سیگنال بخش در موجک�ها ساختن از مستقیم طور به موجک تبدیل روش این در

برای است. برانگیز چالش گراف�ها روی بر کار دستور این مستقیم کارگیری به می�آید. دست به انتقال و

اگر و کنیم تعریف را ψ(sx) چگونه نیست روشن وزن�دار، گراف راس�های روی ψ(x) شده تعریف تابع

این با آمدن کنار برای ما چاره نداریم. sx از برداشتی هیچ s حقیقی عدد برای باشد، گراف از راسی x

موجک تبدیل در مقیاس�گذاری می�دهیم نشان نخست است. گراف فوریه بخش در حلی راه یافتن مشکل



٢٧ کلاسیک موجک تبدیل .١.۴

موجک تبدیل تعریف برای چارچوبی سرانجام گفته�ها این شود. تعریف فوریه بخش در می�تواند کلاسیک

می�کنند. فراهم گرف�ها روی بر

می�کنیم. بررسی را چپ پیوسته انتقال پارامتر و گسسته مقیاس پارامتر که را تبدیل از حالتی ادامه، در

برایمان را گراف طیفی موجک تبدیل به شباهت نزدیکترین ندارد، گسترده کاربردی تبدیل این اینکه با

روی که کرد فرض عملگری همچون را موجک تبدیل می�توان ،s ثابت مقیاس برای کرد. خواهد فراهم

همچون را انتقال پارامتر یعنی می�گردانند. بر را T sf(a) = Wψ[f ](s, a) تابع و عملکرده f تابع

می�دهیم قرار می�کنیم. تصور T s عملگر از آمده دست به� تابع مستقل متغییر

ψ⋆s(x) =
١
s
ψ̄

(
−x
s

)
. (٧.١.۴)

یعنی نمود، بیان تابع دو پیچش صورت به می�توان را عملگر این که می�بینیم

(T sf)(a) =

∫ ∞

−∞

١
s
ψ̄

(
x− a

s

)
f(x)dx (٨.١.۴)

=

∫ ∞

−∞
ψ⋆s(a− x)f(x)dx (٩.١.۴)

= (ψ⋆s ⋆ f)(a). (١٠.١.۴)

می�آید دست به پیچش قصیه کارگیری به و فوریه تبدیل گرفتن با

T̂ sf(ω) = ψ̂⋆s(ω)f̂(ω). (١١.١.۴)

داریم (٧.١.۴) تعریف و فوریه تبدیل مقیاس�گذاری ویژگی� ،(٣.٢.٢) کارگیری به با و

ψ̂⋆s(ω) =
ˆ̄ψ(sω) (١٢.١.۴)

نوشت می�توان وارون تبدیل گرفتن و کردن ساده با

(T sf)(x) =
١
٢π

∫ ∞

−∞
eiωx ˆ̄ψ(sω)f̂(ω)dω. (١٣.١.۴)

که می�دهد نشان این است. شده ظاهر ˆ̄ψ(sω) شناسه١ در تنها s مقیاس�گذار (١٣.١.۴) رابطه در

تبدیل که می�کند بیان (١٣.١.۴) رابطه شود. واگذار فوریه بخش به یکجا می�تواند مقیاس�گذار عملگر

١argument



گراف موجک تبدیل .۴ فصل ٢٨

که فیلتر�هایی از که شود نگریسته فوریه ٢ افزاینده عملگر همچون می�تواند s مقیاس هر در موجک

فیلتر یک همانند می�تواند که می�آید؛ دست به می�شوند، مشتق ˆ̄ψ(ω) فیلتر یک تنها مقیاس�گذاری با

شباهتی همان (١٣.١.۴) رابطه .ψ̂(٠) = ٠ داریم پذیرفتنی موجک�های برای زیرا شود، تصور میان�گذر

گرفت. خواهیم بهره آن از گراف طیفی موجک تبدیل تعریف برای ادامه در که است

کـــــرد؛ تعریف موجک عملــــگر موضعی�سازی با می�توان را موجک�ها انتقال

داریم ،δa(x) = δ(x− a) می�نویسیم

(T sδa)(x) =
١
s
ψ̄

(
a− x

s

)
(١۴.١.۴)

می�شود. ساده� T sδa = ψa,s(x) به زوج و حقیقی مقدار ψ برای که

گراف فوریه تبدیل ٢.۴

عملگر ویژه توابع می�کنند، تعریف را فوریه تبدیل که eiωx مختلط نمایی�های توابع حقیقی، خط روی بر

داریم فوریه تبدیل وارون فرمول از هستند. △ = − d٢

dx٢
بعدی یک لاپلاسی

f(x) =
١
٢π

∫
f̂(w)eiωxdw. (١.٢.۴)

است. شده داده بسط لاپلاسی عملگر ویژه توابع از جمله�هایی توسط f تابع یعنی،

گراف لاپلاسی عملگر L چون شد. خواهد تعریف پیش عبارت همانند درست گراف فوریه تبدیل

و نامنفی�اند و حقیقی L ویژه مقدارهای شد بررسی ٣ فصل در که همانگونه است متقارن� ماتریسی

ویژه مقدار�های می�کنیم، آوری یاد دارد. صفر ويژه مقدار یک تنها L باشد همبند گراف اگر دیدیم هم�چنین

می�کنیم مرتب زیر صورت به را

٠ = λ٠ < λ١ ≤ λ٢ · · · ≤ λN−١. (٢.٢.۴)

گفت می�توان است. λℓ با متناظر ویژه بردار χℓ اینجا در

Lχℓ = λℓχℓ, ℓ = ٠, ١, · · · , n. (٣.٢.۴)

٢multiplier operator



٢٩ گراف طیفی موجک تبدیل .٣.۴

تعریف چنین گراف این فوریه تبدیل ،Gگراف راس�های روی بر شده تعریف f ∈ RN دلخواه تابع برای

است شده

f̂(ℓ) = ⟨χℓ, f⟩ =
N∑
n=١

χ̄ℓ(n)f(n). (۴.٢.۴)

می��شود تعریف زیر صورت به تبدیل وارون همچنین

f(n) =
N−١∑
ℓ=٠

f̂(ℓ)χℓ(n). (۵.٢.۴)

داریم f, h ∈ RN هر برای گراف). فوریه تبدیل پارسوال (رابطه ١.٢.۴ قضیه

⟨f, h⟩ =
⟨
f̂ , ĥ

⟩
. (۶.٢.۴)

برهان.

⟨f, h⟩ =
N∑
n=١

f(n)h(n)

=
N∑
n=١

(
N−١∑
ℓ=٠

f̂(ℓ)χℓ(n)

)(
N−١∑
ℓ′=٠

ĥ(ℓ′)χℓ′(n)

)

=
∑
ℓ,ℓ′

f̂(ℓ)ĥ(ℓ′)
N∑
n=١

χℓ(n)χℓ′(n)

=
N−١∑
ℓ=٠

f̂(ℓ)ĥ(ℓ) =
⟨
f̂ , ĥ

⟩
.

گراف طیفی موجک تبدیل ٣.۴

تبدیل آماده�ایم اینک وزن�دار، گراف راس�های روی بر شده تعریف توابع برای مشابه فوریه تبدیل داشتن با

دست به g : R+ → R+ هسته� تابع یک انتخاب با تبدیل این کنیم. تعریف را گراف طیفی موجک

میان�گذر فیلتر همانند g باید دیدیم. (١٣.١.۴) رابطه در که است چیزی آن همانند درست این آمد. خواهد

هنگام به می�گیریم. نظر در g برای را limx→∞ g(x) = ٠ و g(٠) = ٠ ویژگی�های پس کند. رفتار ٣

می�کنیم. بررسی بیشتر را آن رفتار�های g هسته�ی کارگیری به

٣band-pass filter



گراف موجک تبدیل .۴ فصل ٣٠

موجک�ها ۴.۴

ساخته هستند، لاپلاسی مقدار-عملگر توابعی که موجک عملگرهای توسط گراف طیفی موجک تبدیل

عملگر�های از اندازه�پذیر تابع یـک می�تـوان [١١] ۴ پیوسـته تابعـک�های حسـاب کارگیری به با می�شود.

انجام عملگر یک طیفی نمایش کمک به کار این نمود. تعریف هیلبرت فضای روی خود-الحاقی خطی

هسته برای ویژه به شد. تعریف پیشتر که است گراف فوریه تبدیل با ارز هم ما کار زمینه در که می�پذیرد

هر کردن۵ بم و زیر با f مفروض تابع روی بر Tg = g(L) موجک عملگر ،g گراف طیفی موجک

که طوری به می�کند، رفتار فوریه بسامد۶

T̂gf(ℓ) = g(λℓ)f̂(ℓ). (١.۴.۴)

بر را Tg =
∑∞

i=١ aiLi عملگر نخست باشد، چندجمله�ای g(x) =
∑∞

i=١ aix
i اگر .١.۴.۴ مثال

می�آوریم دست به را آن فوریه تبدیل سپس کرده؛ اعمال f تابع روی

T̂gf(ℓ) = ⟨χℓ, Tgf⟩

= ⟨Tgχℓ, f⟩ می�شود.} نتیجه L خود-الحاقی از که Tg {خود-الحاقی

=

⟨(
∞∑
i=١

aiLi
)
χℓ, f

⟩

=

⟨
∞∑
i=١

aiLiχℓ, f

⟩

=

⟨
∞∑
i=١

aiλ
i
ℓχℓ, f

⟩
= ⟨g(λℓ)χℓ, f⟩

= g(λℓ) ⟨χℓ, f⟩ = g(λℓ)f̂(ℓ).

خواهیم سخن بیشتر آینده در باره این در زد. تقریب جمله�ای چند یک با را g می�توان ،g دلخواه تابع برای
گفت.

۴Continuous Functional Calculus
۵modulating
۶mode



٣١ موجک�ها .۴.۴

می�شود نتیجه فوریه تبدیل وارون گیری کار به با

(Tgf)(m) =
N−١∑
ℓ=٠

g(λℓ)f̂χℓ(m). (٢.۴.۴)

فضایی دامنه که کنیم نشان خاطر باید می�شوند. تعریف T tg = g(tL) با tمقیاس در موجک عملگرهای

مثبت حقیقی عدد هر برای می�تواند مقیاس�گذار بنابراین است. پیوسته g هسته دامنه ولی گسسته گراف

آن�ها گیری کار به با عملگرها این موضعی�سازی راه از گراف طیفی موجک�های ادامه در شود. تعریف t

یعنی می�آیند. دست� به راس یک برای تکانه تابع روی

ψt,n = T tgδn. (٣.۴.۴)

می�دهد نشان گراف بخش به این صریح گسترش

ψt,n(m) = (T tgδn)(m)

=
N−١∑
ℓ=٠

g(tλℓ)δ̂nχℓ(m)

=
N−١∑
ℓ=٠

g(tλℓ)χ̄ℓ(n)χℓ(m). (۴.۴.۴)

می�آیند. دست به موجک�ها این با آن داخلی ضرب با f شده داده تابع موجک ضریب�های سرانجام

WG[f ](t, n) = ⟨ψt,n, f⟩ (۵.۴.۴)

عملگر�های از مستقیم طور به موجک ضریب�های که دید می�توان T tg خود-الحاقی ويژگی از همچنین

می�آیند دست به موجک

WG[f ](t, n) =
⟨
T tgδn, f

⟩
=
⟨
δn, T

t
gf
⟩

= (T tgf)(n)

=
N−١∑
ℓ=٠

g(tλℓ)f̂(ℓ)χℓ(n). (۶.۴.۴)
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مقیاس�گذار تابع ۵.۴

نزدیک λℓ برای و عمودند پوچ ویژه بردار χ٠ بر همه گراف طیفی موجک�های ψt,n ساخت، روش بنابه

راس�های روی شده تعریف تابع f پایین بسامد درونمایه پایدار نمایش منظور به عمودند. تقریباً صفر، به

شکل دوم رده شناسایی کلاسیک موجک آنالیز از مقیاس�گذار توابعی پایین�گذر پسمانده همانند گراف،

گراف طیفی موجک�های همانند ساختاری گراف طیفی مقیاس�گذار توابعی این است. آسانتر موج�ها

به می�کند رفتار گذر پایین فیلتر یک همانند که h : R+ → R مقدار-حقیقی یکه تابع با آن�ها دارند.

با مقیاس�گذار توابعی آن�گاه می�کند. پیروی h(x) → ٠, x→ ∞ و h(٠) > ٠ از و می�آیند دست

شده�اند. داده S[f ](n) = ⟨ϕn, f⟩ توسط ضریب�ها و ϕn = Thδn = h(L)δn
کمک شده�اند نمونه�گیری tj گسسته مقدار چند در t پارامتر که زمانی مقیاس�گذار توابعی کردن مطرح
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خواهیم ١.۶ بخش در که گونه همان کنیم. بازیابی موجک ضریب�های روی از را اصلی سیگنال تا می�کند

از دور به G(λ) = h(λ)٢ +
∑J

j=١ g(tjλ)
٢ مقدار هرگاه بود خواهد شده تضمین پایدار بازیابی دید

و g دقیق تعیین اند. شده داده نمایش ١.۴ شکل در h و g انتخاب باشد. شده محدود L طیف در صفر

می�شود. واگذار ١.۶ بخش به h

نمایش به برای تنها اکنون هم شده�اند تعریف روش این از که مقیاس�گذاری توابعی می�شویم متذکر

برای همچون دو-مقیاسی رابطه روش از را موجک�ها آن�ها هستند. گراف روی پایین بسامد درونمایه

g هسته تابع انتخاب از مستقل h مقیاس�گذار تابع مولد طراحی نمی�آورند. وجود به ٧ سنتی موجک�های

است.

٧traditional





۵ فصل

تبدیل ویژگی�های

می�دهیم نشان نخست می�کنیم. معرفی را گراف طیفی موجک تبدیل ویژگی�های از برخی فصل این در

مقیاس کران�های دارد. وجود پیوسته� موجک تبدیل وارون فرمول مشابه نیز تبدیل این برای وارون فرمول

موضعی کوچک مقیاس کران در موجک�ها که می�دهیم نشان و می�کنیم بررسی را کوچک مقیاس و بزرگ

می�گذاریم. میان در را موجک قاب�های نتیجه�های و مقیاس پارامتر از نمونه�برداری سرانجام شده�اند.

پیوسته گراف طیفی موجک تبدیل وارون ١.۵

بازسازی که است نیاز باشد سودمند هم سیگنال پردازش در سیگنال، آنالیز در تنها نه تبدیل اینکه برای

موجک تبدیل می�دهیم نشان باشد، امکان�پذیر تبدیل ضریب�های از مجموعه�ای روی از منتاظر سیگنال

داراست. را پیوسته موجک تبدیل برای (۶.١.۴) فرمول مشابه وارونی فرمول گراف طیفی

می�کنند فراهم ابزاری WG[f ](t, n)موجک ضریب�های که پی�برد نکته این به می�توان طبیعی طور به

می�تواند اصلی سیگنال که می�دهد نشان این است. ψt,n موجک دارای f سیگنال مقدار چه به بسنجیم تا

بازسازی فرمول همانا شود. بازیابی WG[f ](t, n) ضریب�های تَکِ تَک در ψt,n موجک�های ضرب با

می�دهد. نشان را مورد این dt/t وزن بودن ثابت غیر شرط به زیر

g(٠) = ٠ و باشد زیر پذیرفتگی شرط دارای گراف طیفی موجک تبدیل هسته g اگر .١.١.۵ لم

∫ ∞

٠

g٢(x)

x
dx = Cg <∞ (١.١.۵)

٣۵



تبدیل ویژگی�های .۵ فصل ٣۶

آن�گاه

١
C g

N∑
n=١

∫ ∞

٠
WG[f ](t, n)ψt,n(m)

dt

t
= f ♯(m). (٢.١.۵)

.f = f ♯+ f̂(٠)χ٠ است چنین این کامل بازیابی فرمول ویژه به .f ♯ = f −⟨χ٠, f⟩χ٠ جا این در

پایه در WG[f ](t, n) بیان و ψt,n بیان برای (۶.۴.۴) و (۴.۴.۴) رابطه�های کارگیری به با برهان.
داریم بالا رابطه چپ طرف از گراف، فوریه

١
C g

∫ ∞

٠

١
t

∑
n

(∑
l

g(tλℓ)χℓ(n)f̂(ℓ)
∑
ℓ′

g(tλℓ′)χ̄ℓ′(n)χℓ′(m)

)
dt

=
١
C g

∫ ∞

٠

١
t

(∑
ℓ,ℓ′

g(tλℓ)g(tλℓ′)f̂(ℓ)χℓ′(m)
∑
n

χ̄ℓ′(n)χℓ(n)

)
dt. (٣.١.۵)

می�دهد نتیجه χℓ بودن یکه ∑متعامد
n

χ̄ℓ′(n).χℓ(n) = ⟨χℓ, χℓ′⟩ = ٠

می�آید دست به ℓ′ روی جمع�گیری و (٣.١.۵) رابطه در این جایگذاری با

=
١
C g

∑
ℓ

(∫ ∞

٠

g٢(tλℓ)

t
dt

)
f̂(ℓ)χℓ(m). (۴.١.۵)

داریم بالا در u = tλℓ جایگذاری با آن�گاه باشد، پذیرفتگی شرط دارای g اگر

=
١
C g

∑
ℓ

(∫ ∞

٠

g٢(u)
u
λℓ

du

λℓ

)
f̂(ℓ)χℓ(m)

=
١
C g

∑
ℓ

(∫ ∞

٠

g٢(u)

u
du

)
f̂(ℓ)χℓ(m).

که ℓ = ٠ در λℓ = ٠ برای مگر است؛ ℓ از مستقل
∫ g٢(tλℓ)

t
dt = Cg می�دهد نشان این و

هر روی که می�شود دیده فوریه تبدیل برای وارونی همانند می�تواند (۴.١.۵) عبارت است. صفر انتگرال
برابر درست است افتاده جا جمله این است. افتاده جا ℓ = ٠ جمله آن در می�شود؛ سنجیده m راس

می�کند. اثبات می�خواستیم که را چه آن� این و ⟨χ٠, f⟩χ٠ = f̂(٠)χ٠
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برداشتن مانند f ♯ و است ثابت راس هر روی χ٠ نشده، نرمال لاپلاسی در که باشید داشته یاد به

نمی�شود. بازیابی میانه-صفر موجک روی از f میانه که می�دهد نشان (٢.١.۵) فرمول است. f میانه�ی

هم این که دارد. وجود ناهماهنگی یک پیوسته موجک تبدیل برای آن معادل بازسازی دستور با جا این در

صفر میانه با موجک�ها کردن جمع با را ناصفر میانه با تابع می�توان می�دهد؛ نشان را ناخواسته پیامدی

برای کار این ولی ست. شدنی کار این پیوسته�اند فوریه بسامد�های حقیقی خط روی چون کرد. بازیابی

است. گراف دامنه گسسته ساختار از نتیجه�ای هم این نیست. امکان�پذیر گراف طیفی موجک تبدیل

کوچک مقیاس کران در موضعی�سازی ٢.۵

بسامد بخش در همزمان موضعی�سازی آن�ها که اینست موجک�ها، کارگیری به در اصلی انگیزه�های از یکی

طیفی دامنه در g هسته اگر که است روشن تبدیل، ساخت روش بنابر می�کنند. فراهم را فضا) (یا زمان و

به آن تشریح برای را میان�گذر فیلتر عبارت که طور همان دقیق، چندان نه طور به - شود موضعی�سازی

برای حال هر به شد. خواهند سازی موضعی بسامد در گراف طیفی وابسته موجک�های گاه آن بردیم- کار

شوند موضعی�سازی فضا در هم و زمان در هم می�توانند گراف طیفی موجک�های کنیم ادعا بتوانیم اینکه

کنیم. واکاوی دقیقتر فضا دامنه در آن�ها رفتارهای باید

موجک اگر می�شود. دریافت سادگی به موضعی�سازی حقیقی، خط روی کلاسیک موجک�های برای

[a−ϵt, a+ϵt] درون ψt,a(x)موجک آن�گاه باشد شده خوشموضعی�سازی [−ϵ, ϵ] بازه در ψ(x) مادر

این .x ̸= a برای ψt,a(x) → ٠ ،t → ٠ هنگامیکه حد در این بر علاوه است. شده موضعی خوش

طور به مقیاس�گذاری زیرا کرد. واکاوی نمی�توان سادگی به گراف طیفی موجک�های برای را وضعیت

کافی اندازه به g برای که می�دهیم نشان وجود این با است. شده تعریف گراف فوریه دامنه در ضمنی

j از دور کافی اندازه به راس�های برای ψt,j/ ||ψt,j|| شده نرمال گراف طیفی موجک صفر، به نزدیک

از کمی بیانی نتیجه�ها این می�کنند. میل صفر به ،t → ٠ که زمانی ریز١یعنی مقیا�س�های کران در و

می�کنند. فراهم گراف طیفی موجک�های موضعی�سازی ویژگی�های

است. شده mارائه دار فاصله راس روی آن مقدار توسط ψt,n برای موضعی�سازی از ساده مفهوم� یک

کوچک نیز ψt,n(m) باشد، کوچک t و باشند هم از جدا n mو هرگاه که داشت انتظار باید نمونه برای

خود T tg = g(tL) عمـــلگر .ψt,n(m) = ⟨ψt,n, δm⟩ =
⟨
T tgδn, δm

⟩
که می�شــویم آور یــــاد باشد.

.ψt,n(m) =
⟨
δn, T

t
gδm
⟩
که می�دهد نشـــان ایــن است. خود-الحــــاقی L زیــرا است؛ الحـــاقی

fine١=ریز
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است. T tg عملگر ماتریس درایه�های ψt,m(m) عبارتی به

L از پایین درجه از چند�جمله�ای یک با g(tL) تقریب�زدن پایه بر ،t → ٠ که هنگامی ما شگرد

مقدارهای به وابسته تنها T tg عملگر می�شود، دیده آسانی به (٢.۴.۴) معادله بررسی با که گونه همان است.

حساس λ > λN−١ برای gt(ℓ) مقدارهای به ویژه به است. L از {λℓ}N−١
ℓ=٠ � طیف گستره�ی در gt(λ)

در سریع رشد می�شود نزدیک ٠ به t که زمانی آن�گاه باشد، هموار مبدا همسایگی در g(λ) اگر نیست.

منظور به شود. زده تقریب مبدا در g تیلر چندجمله�ای همراه به [٠, λN−١] بازه روی می�تواند gt(λ)

موجک�ها پایداری داریم نیاز تقریبی، جمله�ای چند یک به g از موضعی�سازی ویژگی بررسی کردن واگذار

ویژگی�های ما تا می�دهند اجازه تیلر تقریب همراه به این�ها بیازماییم. مولد تابع آشفتگی�های تحت را

بیازماییم. را L لاپلاسی صحیح توان�های موضعی�سازی

راس�های میان فاصله از برداشتی باید شده، خواسته موضعی�سازی دستاوردهای فرمولبندی منظور به

مینیمم یعنی گرفت، خواهیم بهره مسیر کوتاهترین اندازه از ما باشیم. داشته وزن�دار گراف روی n و m

باشد n و m میان که مسیری هر یال�های تعداد

dG(u, v) = argmin
s
{v١, v٢, · · · , vs}. (١.٢.۵)

u = v١, v = us, ωvr,vr+١ > ٠, ١ ≤ r < s

فاصله�ی همچنین شده�اند. گرفته نادیده را یال�ها وزن� مقدار dG ،(١.٢.۵) رابطه در که باشید داشته یاد به

آن در که گرافی یعنی می�کند؛ تعریف باشد، شده دودویی گراف هنگامی�که G گراف روی تابع بر یکسانی

است. وزن یکای برابر ناصفر یال�های همه وزن

می�کنیم. بیان را لاپلاسی صحیح توان�های روی موضعی�سازی نتیجه�های اینک

صحیح عدد و باشد گراف نشده نرمال یا شده نرمال لاپلاسی L و وزن�دار گرافی G گیریم .١.٢.۵ لم
.(Ls)m,n = ٠ آن�گاه باشد، dG(vm, vn) > s هرگاه vm, vn دلخواه راس دو هر برای .s > ٠

دو آن� ناصفری یال و باشند ناهمبند راس�های j و i اگر Li,j = ٠ که می�شویم یادآور نخست برهان.
داریم جمع توسط ماتریسی ضرب نوشتن پیاپی با باشد. نکرده متصل را

(Ls)m,n =
∑

Lm,k١Lk١,k٢ · · · Lks−١,kn (٢.٢.۵)

انجام ١ ≤ kr ≤ N برای k١, k٢, · · · , k٣ s)-دنباله�٢های − ١) هر روی جمع�گیری اینجا در
جمله�های از یکی دست�کم که می�دهد رخ زمانی تنها این (Ls)m,n ̸= ٠ گیریم خلف، فرض می�شود.

جمله. s− ١ با ٢دنباله�ای
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که دارد� وجــــــود چنـــــــــان k١, k٢, · · · , ks−١ دنبـــــــــاله پــــــس بـــــــاشد. نـــــــاصــــــــــفر بالا
،kr ممکن تکراری مقدارهای حذف از با اینک ،Lm,k١ ̸= ٠, Lk١,k٢ ̸= ٠, · · · ,Lks−١,n ̸= ٠
خلف فرض با این و d(m,n) ≤ s بنابراین می�آید. دست به n mبه از s برابر یا کمتر طول با مسیری

است. ناسازگار

در موجک�ها روی ،g هسته آشفتگی�های چگونه می�دهد نشان که می�دهیم انجام را آزمونی اینک

موجک�های آن�گاه باشند، مشابه ویژگی�ها از برخی در ḡ و g هسته�های اگر می�گذارند. اثر راس�ها بخش

می�نماییم. بیان را زیر لم دقیقتر طور به باشند. مشابه� باید نیز دست�آمده به

هسته�های با tمقیاس در که باشند موجک�هایی ψ̃t,n = T tg̃δ و ψt,n = T tgδn کنید فرض .٢.٢.۵ لم
آن�گاه |g(tλ)− g̃(tλ)| ≤ M(t) باشیم داشته [٠, λN−١] در λ هر برای اگر شده�اند. ساخته g̃ و g

.
∣∣∣∣∣∣ψt,n − ψ̃t,n

∣∣∣∣∣∣
٢
≤

√
NM(t) همچنین .

∣∣∣ψt,n(m)− ψ̃t,m(m)
∣∣∣ ≤M(t) ،m هر برای

بنابراین ψt,n(m) = ⟨δm, g(tL)δn⟩ که می�شویم یادآور نخست −ψt,n(m)∣∣∣برهان. ψ̃t,n(m)
∣∣∣ = |⟨δm, (g(tL)− g̃(tL))δn⟩|

=

∣∣∣∣∣∑
ℓ

χℓ(m)(g(tλℓ)− g̃(tλℓ))χ̄ℓ(n)

∣∣∣∣∣
≤M(t)

∑
ℓ

|χℓ(m)χ̄ℓ(n)| (٣.٢.۵)

کارگیری به با ،ℓ روی مجموع بالای کران می�آید. دست به (۶.٢.۴) پارسوال رابطه از استفاده با دوم سطر
زیرا می�شود، ١ مساوی کمتر کشی-شوارتز نامساوی

∑
ℓ

|χℓ(m)χ̄ℓ(n)| ≤

(∑
ℓ

|χℓ(m)|٢
) ١

٢
(∑

ℓ

|χ̄ℓ(n)|٢
) ١

٢

(۴.٢.۵)

این کارگیری به با می�سازد. کامل متعامد پایه یک χℓ زیرا
∑

ℓ |χℓ(m)|٢ = ١ داریم m هر برای و
می�شود. اثبات نخست گزاره (٣.٢.۵) در کران
زیرا می�آید، دست به بی�درنگ هم دوم ψt,n∣∣∣∣∣∣گزاره − ψ̃t,n

∣∣∣∣∣∣٢
٢
=
∑
m

(
ψt,n(m)ψ̃t,n(m)

)٢
≤
∑
m

M(t)٢ = NM(t)٢ (۵.٢.۵)
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با صفر یک می�دهد نشان که می�کنیم؛ اثبات را g هسته�های برای موضعی�سازی پیامد آخرین اینک

کوچک مقیاس�های برای �جمله�ای تک یک� با می�توان را هسته�هایی چنین داریم. مبدا در صحیح چندگانی

زد. تقریب

باشیم داشته r ≤ K هر برای و باشد مشتق�پذیر پیوسته بار K + ١ ،g کنید فرض .٣.٢.۵ لم
[٠, t′λN−١] در λ هر بـــرای کنید فرض همچنین .g(K)(٠) = C ̸= ٠ و g(٠) = ٠, g(r)(٠) = ٠
برای و t ≤ t′ هـــــــر بـــرای آن�گــــــاه .

∣∣g(K+١)(λ)
∣∣ ≤ B کــه گونـــــه�ای به t′ > ٠ دارد وجود

داریم g̃(tλ) = (C/K!)(tλ)K

M(t) = sup
λ∈[٠,λN−١]

|g(tλ)− g̃(tλ)| ≤ tK+١ λK+١
N−١

(K + ١)!
B. (۶.٢.۵)

می�دهد نشان باقیمانده� جمله همراه به تیلور بسط است، صفر g نخست مشتق� K − ١ چون برهان.
که طوری به [٠, tλ] در x⋆ دارد وجود λ و t مقدار هر برای

g(tλ) = C
(tλ)K

K!
+ gK+١(x⋆)

(tλ)K+١

(K + ١)!
. (٧.٢.۵)

در x⋆ چون و tλ ≤ t′λN−١ داریــــم [٠, λN−١] عضو λ هر برای بگیرید. ثابت را t ≤ t′ اینک
داریم رو این از ،

∣∣g(K+١)(x⋆)
∣∣ ≤ B و است [٠, t′λN−١]

|g(tλ)− g̃(tλ)| ≤ B
tK+١λK+١

(K + ١)!
≤ B

tK+١λK+١
N−١

(K + ١)!
. (٨.٢.۵)

شــده خواسته نتیجه λروی سوپریمم گرفتن با است. برقرار [٠, λN−١] در λ هر برای بالا رابطه که آن�جا از
می�آید. دست به

نرمال�سازی انتخاب بنابه که باشد داشته یاد به کنیم. بیان را کامل موضعی�سازی نتیجه آماده�ایم اکنون

یک رو این از .ψt,n(m) → ٠ داریم t→ ٠ که هنگامی n mو هر برای کلی طور به موجک�ها، برای

باشد. کوچک مقیاس�های مرز در بازنرمال�سازی عامل دارنده دربر باید موضعی�سازی از ٣ ناپوچ گزاره

هسته�ای g می�کنید فرض همچین و باشد. L لاپلاسی با وزن�دار گرافی G کنید فرض .۴.٢.۵ قضیه
به G از راس�های n و m کنیم فرض داراست. B و t′ ثابت� اعداد با ٣.٢.۵ لم فرض�های که باشد
دارند وجود t′′ و D ثابت�های ،t < min(t′, t′′) هر برای گاه آن .dG(m,n) > K که باشند گونه�ای

که طوری به

ψt,n(m)

||ψt,n||
≤ Dt. (٩.٢.۵)

باشد. داشته درستی ازرش که ٣گزاره�ای



۴١ کوچک مقیاس کران در موضعی�سازی .٢.۵

داریم ،ψ̃t,n = T tg̃δn و g̃(λ) =
g(K)(٠)
K!

λK دهید قرار برهان.

ψ̃t,n(m) = g(K)(٠)K!tK
⟨
δm,LKδn

⟩
= ٠ (١٠.٢.۵)

،٣.٢.۵ و ٢.٢.۵ لم�های نتیجه�های بنابه C ′ =
λK+١
N−١

(K+١)!B برای ،dG(m,n) > K چون ١.٢.۵ لم بنابه
−ψt,n(m)∣∣∣داریم ψ̃t,n(m)

∣∣∣ = |ψt,n(m)| ≤ tK+١C ′. (١١.٢.۵)

می�آید دست� به مثلث نامساوی از استفاده با ψt,n = ψ̃t,n + (ψt,n − ψ̃t,n) −∣∣∣∣∣∣ψ̃t,n∣∣∣∣∣∣قراردهید ∣∣∣∣∣∣ψt,n − ψ̃t,n

∣∣∣∣∣∣ ≤ ||ψt,n|| . (١٢.٢.۵)

داریم ٣.٢.۵ لم از و کنیم. محاسبه را
∣∣∣∣∣∣ψ̃t,n∣∣∣∣∣∣ = tK g(K)(٠)

K!

∣∣∣∣LKδn∣∣∣∣بی�درنگ می�توانیم

∣∣∣∣∣∣ψt,n − ψ̃t,n

∣∣∣∣∣∣ ≤ √
NtK+١ λK+١

N−١

(K + ١)!
B.

است زیر عبارت مساوی بزرگتر (١١.٢.۵) چپ سمت که دارند دلالت این بر باهم این�ها

tK

(
g(K)(٠)
K!

∣∣∣∣LKδn∣∣∣∣− t
√
N

λK+١
N−١

(K + ١)!
B

)
.

نشان b =
√
N

λK+١
N−١

(K+١)!B و a = g(K)(٠)

K!

∣∣∣∣LKδn∣∣∣∣ فرض با و (١١.٢.۵) رابطه از استفاده به
می�دهند

ψt,n(m)

||ψt,n||
≤ tC ′

a− tb
. (١٣.٢.۵)

و D = ٢C′K!
g(K)(٠)||LKδn|| دادن قرار با .t ≤

a
٢b اگر

C′t
a−tb ≤ ٢C′

a
t می�دهد نشان ساده محاسبه یک

می�شود. اثبات قضیه t′′ = gK(٠)||LKδn||(K+١)
٢
√
NλK+١

N−١B

کوتاه�ترین - بهره�گیرند یال�ها وزن از بی�آنکه - موضعی�سازی پیامدهای دیدیم، که طور همان .۵.٢.۵ نکته
تعداد آن�ها در که تُنُک وزن�دار گراف�های برای تنها روش این می�گیرند. کار به را شده تعریف مسیر اندازه
تُنُک کاربردی مسائل در گراف�ها از بسیاری بود. خواهد کار�آمد هستند، صفر دقیقا یال�ها از چشمگیری

دارند. کاربردی اهمیت دار وزن گراف�های رده بنابراین هستند؛
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گراف طیفی موجک� قاب�های ٣.۵

باید کاربردی، محاسبه هر در هستند. t پیوسته�ی مقیاس پارامترِ به وابسته گراف طیفی موجک�های

دسته�ای مقیاس�ها، از {tj}Jj=١ تایی J گردایه�ای گزینش با باشد. شده نمونه�برداری مقیاس� چند در t

می�آید. دست به مقیاس�گذار تابع Nتا همچنین و ψtj ,n موجک از NJتایی

رفتار گراف راس�های روی تابع�های نمایش برای چگونه بردارها از گردایه این بپرسیم که است طبیعی

را آن رفتار�های و می�گیریم نظر در قاب یک همچون گسسته مقیاس�های در را موجک�ها ما کرد. خواهند

می�کنیم. بررسی قاب کران�های آوردن دست به با

مقادیر داخلی ضرب از f بردار بازیابی عددی پایداری درباره اطلاعاتی ،B و A قاب کران�های

و S[f ](n) مقــیاس�گذار تابع ضریب�های بــــه بالا و پایین کران�های می�ســازند. فراهــم ⟨f,Γk⟩

گراف طیفی موجک�های و مقیاس�گذار تابع�های شامل که قابی WG[fبرای ](tj, n)موجک ضریب�های

همگرایی سرعت دید خواهیم ۵.۵ بخش در که همان�گونه وابسته�اند. شده، نمونه�برداری مقیاس�های در

بود. خواهند قاب کران�های به وابسته گراف طیفی موجک تبدیل وارون برای رفته کار به الگوریتم�های

F = {ϕn}Nn=١∪{ψt,n}
J N
j=١, n=١ گردایه مفروضاســت، {tj}Jj=١ مقیـاس�های از گردایـه�ای .١.٣.۵ قضیه

طوری به می�سازد B و A کران�های با قاب یک ،G(λ) = h٢(λ) +
∑

j g(tjλ)
٢ گرفتن نظر در با

که

A = min
λ∈[٠,λN−١]

G(λ) (١.٣.۵)

B = max
λ∈[٠,λN−١]

G(λ) (٢.٣.۵)

،
∑

n χℓ(n)χℓ′(n) = δℓ,ℓ′ و بازآرایی از پس و (۶.۴.۴) کارگیری به با می�گیریم؛ ثابت را f برهان.
∑داریم

n

|WG[f ](t, n)|٢ =
∑
n

∑
l

g(tλℓ)χℓ(n)(̂ℓ)
∑
ℓ′

g(tλℓ′)χℓ′(n)f̂(ℓ′)

=
∑
ℓ

|g(tλℓ)|٢
∣∣∣f̂(ℓ)∣∣∣٢ . (٣.٣.۵)

روش همین ∑به
n

|Sf (n)|٢ =
∑
ℓ

|h(λℓ)|٢
∣∣∣f̂(ℓ)∣∣∣٢ (۴.٣.۵)
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کارگیری به با می�دهیم. نشان Q با را F قاب درون بردارهای در f داخلی ضرب مربعات مجموع
داریم (۴.٣.۵) و (٣.٣.۵)

Q =
∑
ℓ

(∣∣h(λℓ)٢∣∣+ J∑
j=١

|g(tjλℓ)|٢
)∣∣∣f̂(ℓ)∣∣∣٢ =∑

ℓ

G(λℓ)
∣∣∣f̂(λℓ)∣∣∣٢ (۵.٣.۵)

داریم B و A تعریف بنابه آن�گاه

A
N−١∑
ℓ=٠

∣∣∣f̂(ℓ)∣∣∣٢ ≤ Q ≤ B
N−١∑
ℓ=٠

∣∣∣f̂(ℓ)∣∣∣٢ (۶.٣.۵)

می�شود. اثبات قضیه ||f ||٢ =
∑

ℓ

∣∣∣f̂(ℓ)∣∣∣٢ پارسوال، رابطه کارگیری به با
سریع گراف طیفی موجک تبدیل و چندجمله�ای تقریب ۴.۵

یک کردیم. تعریف گراف لاپلاسی ويژه تابع�های فضای روی را گراف طیفی موجک تبدیل صریح طور به

این که است. (۶.۴.۴) رابطه مستقیم کارگیری به تبدیل، آوردن دست به برای دردسر بی� و ساده روش

بزرگ گراف�های برای کار روش این Lاست. ویژه مقدارهای و ویژه بردارها همه مستقیم محاسبه به نیازمند

محاسباتی پیچید�گی دارای QR الگوریتم مانند ویژه مقدار�های منظوره چند روال�های نیست. آمد کار

از گراف طیفی موجک تبدیل مستقیم محاسبه است[١٣]. حافظه O(N ٢) نیازمند و است O(N ٣)

مسائل دیگر سوی از شدنیست. دارند راس پانصد از کمتر که گراف�هایی برای تنها قطری�سازی روش

روشنی، به هستند. بعد هزار هزاران یا هزار صدها با داده�هایی درگیر تصویر و سیگنال پردازش پیرامون

ابزاری تا است نیاز گراف طیفی موجک تبدیل برای کند، �پرهیز L کامل طیف محاسبه از که سریع تبدیلی

باشد. محاسباتی کاربردهای برای سودمند

تقریب�زدن پایه بر که می�کنیم. معرفی گراف طیفی موجک تبدیل محاسبه برای سریع الگوریتمی ما

تقریب، این داشتن با سپس است. پایین درجه از چندجمله�هایی با g شده مقیاس�گذاری مولد هسته�های

ورودی داده�های روی که L حسب بر چندجمله�ای یک مانند می�توانند مقیاس هر در موجک ضریب�های

پی�درپی ضرب با تنها که روشی از استفاده با می�توانند این�ها شوند. محاسبه می�شود، بسته کار به ۴

�که زمانی کارآمد الگوریتم یک در پیامدها این شوند. محاسبه می�کند گذار۵ - بردار را L ماتریس-بردار

سودمندند. است- یال کمی تعداد دارای -یعنی است تنک گراف

۴input data
می�شود. گفته شده ذخیره داده�های نوشته یا و خواندن عمل به رایانه� علم در ،access۵
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به L طیف دربردارنده کراندار بازه روی بر می�تواند چندجمله�ای تقریب که می�دهیم نشان نخست

شود. آورده دست

فرض ثابت، t > ٠ برای باشد. L طیف برای بالایی کران λmax ≥ λN−١ می�کنیم فرض .١.۴.۵ لم
.B = supx∈[٠,λmax] |g(tx)− p(x)| و ∞Lباشد خطای با g(tx) از چندجمله�ای تقریبی p(x) کنیم

می�کنند صدق زیر رابطه در W̃G[f ](t, n) = (p(L)f)n تقریبی موجک ضریب�های گاه WG[f∣∣∣آن ](t, n)− W̃G[f ](t, n)
∣∣∣ ≤ B ||f || . (١.۴.۵)

آید دست به χℓها بودن یکه متعامد و شوارتز کشی نامساوی کارگیری به با و (۶.۴.۴) رابطه از WG[f∣∣∣برهان. ](t, n)− W̃G[f ](t, n)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∑

ℓ

g(tλℓ)f̂(ℓ)χℓ(n)−
∑
ℓ

p(λℓ)f̂(ℓ)χℓ(n)

∣∣∣∣∣
≤
∑
ℓ

|g(tλℓ)− p(λℓ)|
∣∣∣f̂(ℓ)χℓ(n)∣∣∣

≤ B ||f || . (٢.۴.۵)

اکسترمال ویژه مقدارهای محاسبه می�باشد. برقرار λmax ≥ λN−١ هر برای بالا پیامدهای .٢.۴.۵ نکته
دارند وجود کارآمدی الگوریتم�های و است شده مطالعه خوبی به که است مساله�ای خود-الحاق عملگر
ژاکوبی- روش یا آرنولدی فرآیند مثال عنوان به دارند. دستیابی L به ماتریس-بردار ضرب با تنها که
کم بسیار می�تواند λN−١ برای خوب تقریب یک همچنین نامبرد. می�توان را [١٢ ،١٣] دیویدسون

باشد. L طیف سراسر دست�آوردن به از هزیته�تر

باشد، [٠, λ] بازه Mروی درجه از ۶ مینیماکس چندجمله�ا�ی p اگر ،M درجه از یکچندجمله�ای برای

شده�اند. بررسی خوبی به مینیماکس تقریبی چندجمله��ای�های شد. خواهد مینیمم ١.۶ لم خطا بالای کران�

چندجمله�های محاسبه برای الگوریتم چندین می�باشند[١]. یکتا و موجود داده نشان می�توان همچنین

برد[۵]. نام را رِمز٧ الگوریتم می�توان مثال برای دارد، وجود مینیماکس

g(tx) برای چبیشف مختوم بسط از آمده دست به تقریبی چندجمله�ای از ما اینجا در حال، این با

بسط تقریب، بازه شامل بیضی در تحلیلی تابع�های برای که داد نشادن می�توان کرد. خواهیم استفاده

درجه از مینیماکس چندجمله�ای�های .[۶] است مینیماکس تقریبی جمله�ای چند یک خود مختوم چبیشف

۶Minimax Polynomial
٧Remez Algorithm
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نردیک دامنه�شان در +mنقطه ٢ برای یکسان اکسترمال مقدار به تقریب�شان خطای که این دلیل mبه

برای را نکته این ما می�کنند. پخش بازه سراسر در را تقریب خطای آن�ها زیرا شده�اند. متمایز می�شود،

خطای در مختوم چبیشف بسط نتیجه کردیم. استفاده آن از کار این در و کردیم مشاهده موجک هسته�های

داشت. اندکی بسیار تقریب خطای و بود؛ مینیماکس چندجمله�ای خطای از بیشتر کمی تنها ماکسیمم

شکل در آن از مثال یک بود. خواهد هموار تغییرات شود زده تقریب موجک هسته که جایی در همچنین

طیفی دامنه در مستقیم روش به بتوان را موجک�ها که کجا هر کردیم مشاهده است. شده داده نشان ١.۵

نسبت کمتری تقریبی خطای اندکی مختوم چبیشف بسط کوچک، دار وزن گراف�های مانند کرد محاسبه

دارد. رِمز الگوریتم توسط شده محاسبه مینیماکس تقریبی جمله�ای�های چند

می�کنیم استفاده مختوم چبیشف بسط از آمده دست به تقریبی چندجمله�ای از که دیگر دلیل یک

تقریبی موجک� ضریب�های کارآمد محاسبه برای چبیشف چندجمله�ای�های بازگشتی رفتار کارگیری به

از برخی جا این در یافت. [١٠] در می�تواند را چبیشف چندجمله�ای�های تقریب درباره کلی نمایی است.

می�کنیم. بررسی را آن�ها کلیدی ویژگی�های

بازگــشـــــــتی دستـــــــــور بـــا را Tk(y) چندجمــــــــــــــله�ای ،T١ = y و T٠ = ١ فرض با

مثلـــــثاتی در [−١, ١] در y هر بـــــــــــرای می�ســـــــــازیم. Tk(y) = ٢yTk−١(y) − Tk−٢(y)

میان Tk(y)، [−١, ١] در y هر برای می�دهد نشان این و می�کنند صدق Tk(y) = cos(k cos−١(y))

L١−])٢, ١], dy√
١−y٢

) برای یکه متعامد پایه یک چبیشف چندجمله�ای�های می�گیرد. قرار −١ و ١

در همچنین می�سازند. dy/
√
١− y٢ اندازه به نسبت انتگرال�پذیر مربعی توابع هیلبرت فضای یعنی

می�کنند صدق نیز زیر رابطه

∫ ١

−١

Tl(y)Tm(y)√
١− y٢

dy =

δl,mπ/٢ m, l > ٠

π m = l = ٠
. (٣.۴.۵)

یعنی دارد، (L٢ نرم (با همگرا چبیشف سری یک L١−])٢, ١], dy√
١−y٢

) در h تابع هر

h(y) =
١
٢
c٠ +

∞∑
k=١

ckTk(y) (۴.۴.۵)

چبیشف ضریب�های با

ck =
٢
π

∫ ١

−١

Tk(y)h(y)√
١− y٢

dy =
٢
π

∫ π

٠
cos(kθ)h(cos(θ))dθ. (۵.۴.۵)
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صورت به دامنه انتقال با ،n هر برای می�گیرم. نظر در را tn مقیاس�های از ثابت گردایه�ای اینک

آورد. دست به را g(tnx) تقریب [٠, λmax] در x هر برای می�توان a = λmax/٢ با x = a(y+ ١)

x هر برای می�توانیم پس می�دهیم. نشان T̄k(x) = Tk(
x−a
a
) با را یافته انتقال چبیشف چندجمله�ای

بنویسیم [٠, λmax] در

g(tnx) =
١
٢
cn,٠ +

∞∑
k=١

cn,kT̄k(x). (۶.۴.۵)

cn,k =
٢
π

∫ ∞

٠
cos(kθ)g(tn(a(cos(θ) + ١)))dθ (٧.۴.۵)

دست به (۶.۴.۵) جمله�ای چند از Mjجمله� بریدن با pj تقریبی جمله�ای چند ،tj مقیاس هر برای

می�زنیم. تقریب p٠ با را h مقیاس�گذار تابع هسته رویه همین گیری کار به با می�آید.

هزینه میان کردن سبک-سنگین شود، مطرح طراحی در چالشی Mjمی�تواند مقدارهای کردن انتخاب

ضریب�های سریع گراف طیفی موجک تبدیل می�کند. خودنمایی جا این در پاسخ�ها درستی و محاسبات

می�زند تقریب زیر صورت به را مقیاس�گذار تابع و موجک

W̃ [f ](tj, n) =

١
٢
cj,٠f +

Mj∑
k=١

cj,kT̄k(L)f


n

S̃[f ](n) =

(
١
٢
c٠,٠f +

M٠∑
k=١

c٠,kT̄k(L)f

)
n

(٨.۴.۵)

بازگشتی می�توانیم همه، از مهمتر می�کند. تضمین T̄k(L)f محاسبه کارآمدی را روش این کاربردپذیری

L ماتریـس-بـُردار، ضـرب برای تنها محــــاسبه هر در که ببریم، کار به k < Mj هر برای که را چبیشف

رابــطه ایــــن در شـــده یافـــته انتـــقال چبیـــــــشف جمــله�ای�های چنـــد چــــون می�شــــود. بردار-گذار

داریم f ∈ RN هر برای می�کنند، صدق T̄k(x) =
٢
a
(x− a)T̄k−١(x)− T̄k−٢(x)

T̄k(L)f =
٢
a
(L − aI)(T̄k−١(L)f − T̄k−٢(L)f). (٩.۴.۵)
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از �می�تواند T̄k(L)f بردار که می�دهد نشان دستور این نماد، یک عنوان به T̄k(L)f هر فرض با

ماتریس-بردار ضرب یک با آن محاسباتی هزینه که آید، دست به T̄k−٢(L)f و T̄k−١(L)f برداردهای

می�شود. کنترل L در

بهره�گیری با دارند. ناصفر یال� کمی تعداد که یعنی هستند، تُنُک دلخواه وزن�دار گراف�های از بسیاری

تعداد یعنی |E| با متناسب بردار یک روی L کاربستن به محاسباتی هزینه تنک ماتریس نمایش از

Tk(L) جمله�ای چند آوردن دست به محاسباتی پیچیدگی ،k ≤ M است.برای گراف ناصفر یال�های

یکمجموعه از گوناگون مقیاس�های موجکدر ضریب�های و مقیاس�گذار تابع O(Mاست. |E|) با برابر

بنابراین کرده�ایم. تولید متفاوت cj,k ضریب�های دیگر با را آن�ها ولی شده�اند تشکیل Tk(L)f از یکسان

هر در ضریب�ها اینکه جای به ندارد؛ تکرار به نیاز روش این از استفاده با چبیشف چندجمله�ای محاسبه

هر برای که Tk(L) مثل cj,kTk(L)f شکل به جمله هر سازی ذخیره با می�توان شوند، محاسبه مقیاس

است. k ≤ Mj برای j مقیاس هر در عمل O(N) نیازمند کار این کرد. محاسبه را آن�ها k ≤ M
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سریع گراف طیفی موجک تبدیل برای O(M |E| + N
∑J

j=٠Mj) توسط محاسباتی کلی پیچیدگی

رابطه� |E| که گراف�هایی از رده�ای برای همچنین است. موجک مقیاس�های تعداد J که می�آید، دست به

طیفی موجک تبدیل است، شده محدود آن�ها ماکسیمال درجه که گراف�هایی همانند دارد، N با خطی

Tk(L)f با را محاسبه پیچیدگی بتوان اگر کنید، توجه دارد. O(N) محاسباتی پیچیدگی سریع گراف

برد. خواهیم سود کمی می�کند، تغییر j Mjبا انتخاب که این از کرد، کنترل

برای مورد حافظه کل در دارد. ٣N اندازه به حافظه�ای به نیاز (٨.۴.۵) بازگشتی کارگیری به

می�شود. N(J + ١) + ٣N برابر سریع گراف طیفی موجک تبدیل مستقیم پیاده�سازی

الحاقی سریع محاسبه ١.۴.۵

می�توانیم می�افزاییم. آن� به هم را مقیاس�گذار تابع�های است، شده داده {tj}Jj=١ مقیاس�ها از ثابتی گردایه

که طوری به کنیم Wبررسی : RN → RN(J+١) از خطی نگاشت یک همانند را موجک تبدیل

Wf = ((Thf)
T , (T t١g f)

T , · · · , (T tJg f)T )T .

می�شود تعریف گراف سریع موجک تبدیل زدن تقریب با که تقریبی موجک تبدیل با متناظر W̃ کنید فرض

می�دهیم نشـــــــــــان W̃f = ((p٠(L)f)T , (p١(L)f)T , · · · , (pJ(L)f)T )T یعنـــــــی باشد.

جمله�ای چند کارگیری به با می�توانند دو هر W ⋆W : RN → RN و W̃ ⋆ : RN(J+١) → RN

کردن وارون برای روش چندین زیرا است، مهم موضوع این شوند. محاسبه کارآمد طور به چبیشف تقریب

عملگر با می�توان را ٨ سازی یکنواخت در گراف طیفی تبدیل کارگیری به یا و دارد وجود موجک تبدیل

کرد. خواهیم صحبت بیشتر باره این در ۵.۵ بخش در کرد. بندی فرمول خود-الحاقی

η = (ηT٠ , η
T
١ , · · · , ηTJ )T یعنی� می�گیریم نظر در مرتب چندتایی همچون را آن ،RN(J+١) در η هر برای

نمایش و tj مقیاس با متناظر j ≥ ١ برای ηjها از یک هر است. RN در ηj هر ٠ ≤ j ≤ J برای که

٨regularization
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داریم شود. تصور ٩ باند زیر یک همانند می�تواند η٠ توسط مقیاس�گذار تابع ضریب�های

⟨η,Wf⟩N(J+١) = ⟨η٠, Thf⟩+
J∑
j=٠

⟨
ηj, T

tj
g f
⟩
N

= ⟨T ⋆hη٠, f⟩+

⟨
J∑
j=١

(T tjg ) ⋆ ηj, f

⟩

=

⟨
Thη٠ +

J∑
j=١

T tjg ηj, f

⟩
N

(١٠.۴.۵)

است، قرار بر RN در f هـــر برای (١٠.۴.۵) چـون الحــــاق�اند. خود Tها tjg از یک هر و Th زیــرا

داریم

W ⋆η = Thη٠ +
J∑
j=١

T tjg ηj. (١١.۴.۵)

باند زیر هر روی بر منتاظر مقیاس�گذار تابع یا موجک عملگر دوباره کارگیری به با الحاقی عملگر یعنی

می�آید. دست به مقیاس�ها همه جمع و

تقریبی چندجمله�ای توسط پیشرو تبدیل برای (٨.۴.۵) رابطه مانند می�تواند (١١.۴.۵) فرمول

روش این می�شویم آور یاد .W̃ ⋆η =
∑J

j=٠ pj(L)ηj مثال عنوان به شود. محاسبه سریع چبیشف

بجای P٠(L) جایگذاری با می�توان که طوری به می�کند، محاسبه را تقریبی پیشرو تبدیل از الحاقی همان

کرد. بررسی را این (١٠.۴.۵) در T tjg (L) بجای Pj(L) و Th
نخست ساده، زبان به بیابیم. نیز W̃ ∗W̃ آوردن بدست برای چندجمله�ای روشی می�توانیم همچنین

بسط محاسبه شامل سریع گراف طیفی موجک تبدیل روش توسط می�کنیم. اعمال را W̃ ⋆ سپس و W̃

جمله�ای چند ضریب�های مربعات مجموع محاسبه پیش بود. خواهد جمله ٢J با چبیشف جمله�ای چند

J از ضریبی با را محاسبه هزینه نتیجه در و بکاهد درجه دو را چبیشف جمله�ای چند کارگیری به می�تواند

داریم نخست، می�کاهد.

W̃ ⋆W̃ =
J∑
j=٠

pj(L) (pj(L)f) =

(
J∑
j=٠

(pj(L))٢
)
f (١٢.۴.۵)

٩subband
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نمایش ما هدف دارد. M ′ = ٢max{Mj} درجه که باشد P (x) =
∑J

j=٠(pj(x))
٢ کنید فرض

جمله�ای�های چند .P (x) = ١
٢d٠ +

∑M ′

k=١ dkT̄k(x) مانند است، یافته انتقال چبیشف پایه بر P
دارند١٠ را زیر ضربی رفتار چبیشف

Tk(x)Tl(x) =
١
٢
(Tk+l(x) + T|k−l|(x)). (١٣.۴.۵)

توسط جمـــله�ای�هایی برحسب dk چبیشف ضریب�های آوردن دست به برای را ضربی رفتار این

است، بغرنج کمی این موضوع صریح بیان برد. خواهیم کار به �pj از هر برای cj,k چبیــشف ضریــب�های

برای شدن، ساده�تر برای شده�اند. قسمت دو (۶.۴.۵) عبارت در چبیشف ضریب�های k = ٠ در زیرا

نوشتن با .pj(x) =
∑Mn

k=٠ c
′
j,kT̄k(x) پس ،c′j,٠ = ١

٢cj,٠ و c
′
j,k = cj,k می�دهیم قرار k ≥ ١ هر

می�آوریم دست به (١٣.۴.۵) بستن کار به و (pj(x))٢ =
∑٢Mn

k=٠ d
′
j,kT̄k(x)

d′j,k =


١
٢(c

′
j,٠

٢ +
∑Mn

i=٠(c
′
j,k)

٢) k = ٠
١
٢

(∑k
i=٠ c

′
i,jc

′
j,k−i +

∑Mj−k
i=٠ c′j,ic

′
j,k+i +

∑Mj

i=k c
′
j,ic

′
j,i−k

)
٠ < k ≤Mj

١
٢

(∑Mj

i=k−Mj
c′i,jc

′
j,k−i

)
Mj < k ≤ ٢Mj

.

(١۴.۴.۵)

dk =
∑J

j=٠ dj,k جایگذاری و dj,k = d′j,k و dn,٠ = ٢d′j,٠ جایگذاری با k ≤ ١ هر برای سرانجام

می�آید دست به (٨.۴.۵) بنابر �آن�گاه می�آید. دست به P (x) برای را چبیشف ضریب�های

W̃ ⋆W̃f = P (L)f =
١
٢
d٠f +

M ′∑
k=١

dkT̄k(L)f. (١۵.۴.۵)

بازسازی ۵.۵

گسترده�ای رده نیست. کافی موجک ضریب�های آوردن دست به تنها سیگنال پردازش کاربردهای بیشتر در

سپس و معین تبدیل یک در سیگنال یک ضریب�های کردن دستکاری پایه بر سیگنال پردازش کاربردهای

از بیش گراف طیفی موجک تبدیل اینکه برای است. شده دستکاری ضریب�های از گرفتن وارون� تبدیل

چبیشف چندجمله�ای مثلثاتی دستور و cos a cos b = ١
٢ [cos(a + b) + cos(a − b)] دستور کارگیری به ١٠با

داد. نشان را این به می�توان سادگی به Tk(y) = cos(k arccos(y))
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ضریب�های روی از را سیگنال بتوانیم که است ضروری بسیار باشد، سودمند سیگنال ساده پردازش یک

کنیم. بازسازی شده داده

اصلی راس�های از بیش ψtj ,n تعداد زیرا است ١١ کامل� اَبر تبدیل یک گراف طیفی موجک� تبدیل

f بردار گراف طیفی موجک تبدیل موجک، قاب در ϕn مقیاس�گذار تابع�های گنجاندن با هستند. گراف

چپ وارون Wبی�شمار پیداست، که چنان می�نگارد. c = Wf ضریب N(J + ١) به را N اندازه با

کارگیری به ممکن، وارون�های میان طبیعی انتخاب یک .MWf = f که طوری به دارد، M مانند

می�کند صدق نرم-مینیمم ویژگی در وارون شبه است. L = (W ⋆W )−١W ⋆ �وارون شبه

Lc = arg min
f∈RN

||c−Wf ||٢ . (١.۵.۵)

وارون اعمال به به نیاز شک بی دارند، سروکار موجک ضریب�های کاری دست� با که کاربردهایی برای

این در که دارد اشاره بالا ویژگی نمی�گیرند. قرار� W برد در دیگر که ضریب�هاست از مجموعه�ای روی بر

.W برد روی وارون از پیروی به Wاست، برد روی متعامد تصور با ارز هم وارون شبه مورد

مربعی ماتریسی معادله حــــل با وارون شبـــــه� است، شـــــده داده c ضریـــب�های از گــــردایه�ای

بزرگ مستقیم کردن وارون برای اندازه از بیش دستگاه این آمد. خواهد دست به (W ⋆W )f = W ⋆c

و [٣] کلاسیک قالب�های الگوریتم مانند گیرد، انجام پذیر تکرار روش چندین با می�تواند آن حل است.

W ⋆W اعمال با محاسبه از گام هر که دارند ویژگیی روش�ها این .[٧] ١٢ مزدوج شیب سریعتر روش

برای را (١۵.۴.۵) سریع تقریبی چندجمله�ای و مزدوج شیب روش ما شده�اند. کنترل یکه بردار یک روی

می�گیریم. کار Wبه ⋆W محاسبه

گویند. کامل ابر را قاب باشند، فضا پایه�� عنصرهای از بیش قاب سازنده تابع�های دسته قاب یک در هرگاه ١١

١٢conjugate gradients





۶ فصل

کاربرد چند و سازی پیاده

چگونگی به و شده گرفته کار به مقاس�گذار تابع و موجک هسته�های جزئیات به نخست بخش این در
١ داده�های دسته� روی بر گراف طیفی موجک�های از نمونه�هایی سپس می�پردازیم. مقیاس�ها انتخاب

می�دهیم. نشان را آمیخته٢ داده�های دسته� و گوناگون

گراف طیفی موجک تبدیل طراحی جزییات ١.۶

است. ریز مقیاس�های کران روی بر موضعی�سازی به رسیدن g موجک مولد هسته انتخاب در ما انگیزه

را g شد. خواهد تضمین موضعی�سازی کند، رفتار مبدا در ٣ جمله�ای تک همانند g اگر ۵.۵ قضیه بنابه

میرا نمایی نرخ با بزرگ xهای برای و باشد باشد تک�جمله�ای دقیقا مبدا در که می�کنیم انتخاب چنان

شده پارامتری شکل باشند. پیوسته g′ و g که طوری به می�دهیم قرار مکعبی اسپلاین را g بنابراین شود.

دامنه افراز بازه�های میان مرز x٢ و x١ آن در که است زیر صورت به β و α ثابت صحیح مقدارهای با g

هستند.

g(x, α, β, x١, x٢) =


x−α١ xα, x < x١

s(x) x١ ≤ x ≤ x٢

xβ٢x
−β, x > x٢

. (١.١.۶)

١dataset
٢synthetic
٣monic polynomial

۵٣
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چندجمله�ای ضریب�های .g(x١) = g(x٢) = ١ که طوری به است شده نرمال g که می�شویم یادآور

s′(x٢) = −β/x٢ و s(x١) = s(x٢) = ١, s′(x١) = α/x١ پیوستگی قید�های با s(x) سه درجه

صورت به را s(x) تابع و x٢ = ٢ و α = β = ١, x١ = ١ نوشته این مثال�ها همه در می�شوند. معین

می�کنیم انتخاب زیر

s(x) = −۵+ ١١x− ۶x٢ + x٣.

t١ و tJ مقیاس ماکسیمم و مینیمم میان در که شده�اند انتخاب چنان موجک، مقیاس�های tjها
کران λmax با را خود آن�ها است. حسابی تصاعد یک tj مقیاس�های لگاریتم یعنی برابرند، نمایی�وار

انتخاب با h مقیاس�گذار تابع� هسته همچنین و t١ مقیاس ماکسیمم جایگاه کرده�اند. سازگار Lطیف بالای

انتخاب چنان را t١ سپس است. تبدیل طراحی در پارامتری K می�شود، تعیین λmin = λmax/K

که می�کنیم انتخاب طوری را tJ شود. ۴ میرا نمایی طور به g(t١x) تابع x > λmin برای که می�کنیم

t١ = x٢/λmin جای�گذاری با کار این شود؛ جمله�ای تک یک به تبدیل g(tJx) تابع x < λmax برای

می�پذیرد. انجام tJ = x٢λmax و

می�کنیم تعریف زیر صورت به را مقیاس�گذار تابع هسته

h(x) = γ exp(−(
x

٠٫ ۶λmin
)۴)

می�شود. g مقدار ماکسیمم با برابر h(٠) مناسب γ انتخاب با

پــــارامتــــر�هـــای بــرای مـــــولد هســته�های و مقیــــــاس�گـــــذار تـــــابع از مجمــــــوعه ایـــــن

است. شده داده نمایش ١.۴ شکل در J = ۴ و λ = ١٠, K = ٢٠, α = β = ٢, x١, x٢ = ٢

گراف طیفی موجک�های گالری : کاربردها ٢.۶

شده ساخته� گراف طیــــــفی موجک�های ،۵ نقطه�وار ابر دامنه در موجک�ها ساختار مثال، نخستین در

یک در نقطه�هایی شامل مثال این داده�های دســـــــــته می�کنیم. مطالعه را سوییسی۶ پیـــــچه روی بــــــــر

شـــده جـــــــاساز R٣ در و بـــرداری نمونه تصـــــــــادفی طـــــــور به که اســــــت بعــــدی دو منیفـــلد

π ≤ t ≤ ۴π و −١ ≤ s ≤ ١ برای پـــــارامتری صــــورت به شـــــــده گفتـــــه منیفــــلد اســــت.

شود. سنجیده f(x) = kxa مانند نمایی تابع یک توسط یکدیگر با چیز دو وابستگی هرگاه : power-law ۴

۵point cloud
۶Swiss Roll
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نقطه ۵٠٠ مثال این در .x⃗(s, t) = (t cos(t)/۴π, s, t sin(t)/۴π) می�شـــــــود تعریف چنــــــین

شده�اند. برداری نمونه منیفلد در یکنواخت طور به

ai,j = آن یال هر وزن که می�سازیم وزن�دار گـــرافی نقاط این با است، مفروض �xiها از دســته�ای
آستانه�بندی٧ با می�توان را گراف این بزرگتر داده�های دسته برای است. exp(− ||xj − xi||٢ /٢σ٢)

دسته� ١.۶ شکل در نمی�دهیم. انجام را کار این اینجا در چند هر کرد؛ ٨ تُنُک گرافی به تبدیل یال�ها وزن�

را است شده موضعی�سازی یکسان مکانی در که مقیاس چهار در گراف طیفی موجک و سویسی پیچه داده

مقیاس تا J = ۴ از همچنین و گراف درونی وزن آوردن دست� به برای σ = ٠٫ ١ از ما می�دهیم. نمایش

نمونه�های از بسیاری در کرده�ایم. استفاده گراف طیفی موجک�های ���آوردن دست به برای K = ٢٠ و

بعد با منیفلد در ذاتی طور به که شده�اند داده بالا بعد با فضای در داده�ها آموزنده ماشین�های به وابسته

به داده�ها در نهفته منیفلد ساختار با می�توانند موجک�ها چگونه که می�دهد نشان شکل این نهفته�اند. پایین

درازای در موضعی�وار درشت مقیاس موجک�های تکیه�گاه که کنید توجه ویژه به شوند. سازگار ضمنی طور

نکرده�اند. پرِش پیچه بالایی بخش به و شده�اند پراکنده منیفلد
مینسوتا٩ شهر راهی شبکه که گرافی ٢.۶ شکل در است. شده تهیه ترابری شبکه یک برای دوم مثال

نشان را چهاراه�ها راس�ها و بزرگ راه�های یال�ها داده، دسته� این در می�کنیم. ملاحضه را می�دهد نمایش را

یعنی است، بی�وزن گراف مثال این در همواره. نه ولی است روستاها و شهرها معادل اغلب که می�دهند،

مختصات همچنین باشند. راه�ها تکه فیزیکی طول به وابسته که �آن بی هستند یک با برابر یال�ها همه که

تاثیری یال وزن�های در و است رفته کار به آن همتای موجک�ها و گراف نمایش برای تنها راس هر فضایی

داده�ایم. نشان را J = ۴ مقیاس�های Kو = ١٠٠ با شده ساخته موجک�های ما مثال این برای ندارند.
پیکسل�ها١٠ آن راس�های که -گرافی تصویر زمینه گراف روی گراف طیفی موجک تبدیل سوم مثال در

در متناظر یالی تصویر در خود همسایه چهار نزدیک�ترین با لبه�های) در جز (به راس هر میان و هستند

هر رنگ گراف روی بر شده تعریف تابع و یک برابر یال�ها همه وزن می�سازیم. را دارد- وجود گراف

کاربرد این برای می�دهد. نمایش مقیاس هر در تصویر یک مانند را ضریب�ها مثال این است. پیکسل

پیکسل هر رنگ دیجیتالی تصویر هر در می�دهیم. نگاشت یک تا صفر بازه به را آمده دست به ضریب�های

پردازش از پس و می�کنیم تقسیم ٢۵۵ بر را پیکسل هر رنگ نخست دارد. قرار ٢۵۵ تا ٠ صحیح بازه در

٧thresholding
٨sparse
٩Minnesota

picture + element شده� ١٠کوتاه
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می�گردانیم. بر [٠, ٢۵۵] صحیح بازه به را رنگ�ها تصویر

یک تنها که شده دستکاری ضریب�های همچنین و اصلی ضریب�های روی از تبدیل وارون سپس

تجزیه می�تواند گراف طیفی موجک تبدیل که می�دهد نشان این می�شود. محاسبه می�دهند نشان را مقیاس

پردازش برای موضعی همسایگی برپایه ویژه تبدیل این نمی�کنیم ادعا بسازد. تصویرها برای رزولوشنی چند

را گراف طیفی موجک تبدیل کاربرد گستردگی ولی است، بهتر موجک تجزیه روش�های دیگر از تصویر

است. شده� داده نشان ٢.۶ شکل و ٢.۶ شکل در بررسی این نتیجه�های می�دهد. نشان

آینده کار�های و نتیجه�گیری ١.٢.۶

کردن قیاس با کردیم. معرفی را دلخواه وزن�دار گراف�های روی بر موجک�ها ساخت برای یکچهارچوب ما

گراف� لاپلاسی طیفی دامنه در مقیاس�گذاری که دادیم نشان فوریه بخش در کلاسیک موجک عملگر�های

مقیاس�های کران در آمده دست به گراف طیفی موجک�های که داده�ایم نشان شود. پیاده�سازی می�تواند

می�دهند. تشکیل می�شوند، محاسبه آسانی به که کران�هایی با قاب یک و شده�اند موضعی�سازی کوچک

قطری�سازی محاسبه از که را چبیشف تقریبی های چندجمله�ای پایه بر موجک�ها محاسبه برای که الگوریتمی

بگیریم. کار به بزرگ گراف�های روی بر را تبدیل می�داد جازه که کردیم، تشریح را می�کند پرهیز گراف لاپلاسی

می�آمدند گوناگون پتانسیل�های با کاری زمینه�های از که را گراف�ها روی موجک�ها از نمونه�هایی سرانجام

دادیم. نشان را

موجک تبدیل گسترش یا بهبود راستای در که دارد وجود آینده پژوهش�های برای ممکن راه چندین

کلاسیک متعامد تبدیل�های برخلاف شد، معرفی جا این در که ویژگی�هایی از یکی هستند. گراف طیفی

موجک تبدیل نتیجه یک عنوان به نمی�کنیم. برداری نمونه زیر درشت فضایی مقیاس�های در را تبدیل

از بردای نمونه زیر است. موجک مقیاس�های تعداد J که J +١ از مضربی با است ابرکامل گراف طیفی

مرکز�های با متناسب مقیاس هر در راس�ها از ماسک یک انتخاب با می�تواند گراف طیفی موجک تبدیل

دلخواه دار وزن گراف�های از پیچیده�تر بسیار مساله یک این شود. تعیین آن�ها حفظ شرط با موجک

زیر انجام برای مش منظم هندسه از می�توان جا این در زیرا می�آیند دست به منظم مش یک با که است

می�تواند آینده پژوهش�های برای توجه قابل پرسش یک شد. بهره�مند مقیاس هر در دوتایی نمونه�برداری

برداری نمونه زیر از پس آن�ها حفظ منظور به موجک�ها خوب انتخاب جهت مناسب ضابطه تعیین بررسی

باشد.

همفشردگی با چگونه گراف طیفی موجک تبدیل که این از است عبارت باره این در دیگر پرسشی
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شود فشرده هم از جدا مجموعه�های به آن راس�های افراز با می�تواند دار وزن گراف است. تعامل در گراف

از جدید یال��� هر وزن باشد. داشته افرازها تعداد با برابر راس�هایی آمده دست به فشرده گراف که طوری به

چندباره همفشردگی با می�آید. دست به می�کنند متصل هم به را بخش دو که یال�هایی از یک هر وزن جمع

یک محاسبه با نمود. تعریف دار وزن گراف از مقیاسی چند نمایش یک می�توان مفروض دار وزن گراف

موجک آنالیز یک همفرشده گراف�های این از یک هر برای گراف طیفی موجک تبدیل از واحد مقایس

موجک�های برای سریع موجک تبدیل از مفهومی طور به پیشنهادی رویه این می�آید. دست به مقیاسی چند

است این مساله شده. القاء است برداری نمونه زیر و بازگشتی کردن١١ فیلتر پایه بر که کلاسیک متعامد

این که کنیم تعریف بی�قاعده دلخواه گراف روی بر مقیاس هر در همفرشدگی یک خودکار طور به چگونه که

است. دشوار پژوهشی چالش یک خود

١١filtering
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approximate wavelet (transform via chebyshev approximation)
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original image

(آ)

reconstruction only from wavelets at scale 2
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Aabstract

We propose a novel method for constructing wavelet transforms of functions
defined on the vertices of an arbitrary finite weighted graph. Our approach
is based on defining scaling using the graph analogue of the Fourier do-
main, namely the spectral decomposition of the discrete graph Laplacian
L. Given a wavelet generating kernel g and a scale parameter t, we define
the scaled wavelet operator T tg = g(tL). The spectral graph wavelets are
then formed by localizing this operator by applying it to an indicator func-
tion. Subject to an admissibility condition on g, this procedure defines an
invertible transform. We explore the localization properties of the wavelets
in the limit of fine scales. Additionally, we present a fast Chebyshev poly-
nomial approximation algorithm for computing the transform that avoids
the need for diagonalizing L. We highlight potential applications of the
transform through examples of wavelets on graphs corresponding to a va-
riety of different problem domains.
Keywords: Graph theory, Wavelets, Spectral graph theory, Overcomplete
wavelet frames
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