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චاری... ণپاس໋�
خدایا

مرگ لحظه در که کن عطا زیستنی من به
نخورم حسرت است گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر

نباشم سوگوار بیهودگی�اش بر که کن عطا مردنی و

دروازه�ی فرمود. الهام وجودمان بر را شکرش و تابانید ما قلب به را شناختش نور که را خدا سپاس
نمود. راهبری خالصانه�اش توحید فیض پر وادی به را ما و گشود ما بر را پروردگاریش به دانش بی�پایان
شاگردی�شان به و زده�ام تعلم زانوی محضرشان در که بزرگوارانی همه�ی از بایسته تشکری و شایسته تقدیری
ارزنده بسیار راهنمایی�های با که نزاکتی دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از ویژه به شده�ام مفتخر
دکتر آقای جناب از همچنین و بوده پژوهش این راه روشنگر توجهاتشان و نظر دقت چنین هم و عالمانه و
و اقبال دکتر خانم سرکار از و کردند کمک پژوهش این پیشبرد در ارزشمندشان مشاوره�های با که آرشی

دارم. را تشکر کمال داشتند عهده به را نامه پایان این داوری زحمت که ربیعی دکتر آقای
بودند من پشتیبان تحصیل طول تمام در و بوده راهم بدرقه مشتاقشان نگاه همواره که عزیزم خانواده از

می�کنم. قدردانی و تشکر

ઍࣚਵوری ಻ඌࣹن
آبان۱۳۹۴
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می�شوم: متعهد رضازاده نزاکتی احمد دکتر راهنمایی
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شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
f(x, ν) = صورت به را (x, y) توام احتمال چگالی تابع ،f چگالی تابع برآورد معمول روش در
می�توان ،f(x|Y = ν) و P(Y = ν) کردن برآورد با و می�کنیم بازنویسی f(x|Y = ν)P(Y = ν)

f(x|Y = ν) و متناظر نسبت توسط را P(Y = ν) راستا، این در کرد. برآورد را f(x, ν) چگالی تابع
دقت از آن مشتقات و f روی فرض�ها برخی وجود هسته روش در می�کنیم. برآورد هسته روش به را
پایان این در است. بحث مورد موضوع یک همچنان باند پهنای بهینه انتخاب همچنین و کاسته برآوردگر
آستانه و موجک خطی برآوردگر دو از می�کنیم. برآورد موجک�ها وسیله�ی به را f(x|Y = ν) تابع نامه
یک با پایان در و می�کنیم بررسی برآوردگر دو این برای را MISE معیار و می�کنیم استفاده موجک سخت

می�کنیم. مقاسیه هسته برآوردگر با را موجک برآوردگرهای دقت شبیه�سازی مطالعه

هسته سخت، آستانه موجک، چگالی، تابع برآورد کلیدی: واژه�های



ඒࣂพ࢈ൈتار
کاربردهای که است ریاضی علم جدید پدیده�های از و هارمونیک تحلیل از شاخه�ای موجک�ها نظریه�ی
کرده رشد سرعت به خود، کوتاه عمر علی�رغم نظریه این دارد. علوم سایر و مخابرات و ریاضیات در زیادی
عرصه�ی مهم�ترین است. برخاسته آن با رقابت به داشته، حضور فوریه تحلیل که زمینه�ای هر در تقریبأ و
تبدیل�های هدف�ها این برای نیاز مورد ابزار است. تصاویر و علائم مخابره�ی و فشرده�سازی در رقابت این
است. گرفته قرار مهندسان و ریاضی�دانان زیاد توجه مورد موجکی تحلیل موضوع اخیراً است. موجکی
جدیدی شاخه�ی عنوان به را آن عده�ای و می�نگرند توابع نمایش برای جدید پایه�ای عنوان به آن به برخی

می�دانند. ریاضیات از
است. تصاویر فشرده�سازی خصوصاً اطلاعات، انتقال و پردازش در موجک�ها کاربردهای مهم�ترین از یکی
حال در موجکی تبدیل�های حاضر حال در ولی می�شده استفاده فوریه تبدیل�های از کنون تا کار این برای
همچنین داده�اند. نشان را خود برتری انگشت�نگاری، نظیر مواردی در حتی و هستند آن�ها با رقابت
پیرامون ارزشمندی عملی و تئوری نتایج نمی�گذرد، موجک�ها ورود از دهه یک از بیش که این� علی�رغم

است. رسیده چاپ به آماری تحقیقات در موجک�ها نقش
پیدایش نحوه�ی موجک، از مفاهیمی یادآوری به و نیازهاست پیش به مربوط پایان�نامه این اول فصل
روش�های معرفی به مختصر به�طور دوم فصل دارد. اختصاص آتی فصل�های در نیاز مورد مفاهیم و آن�ها
چگالی تابع برآورد از مفاهیمی مرور و معرفی به فصل این مطالب عمده�ی می�پردازیم. چگالی تابع برآورد
برای m-وابستگی و استقلال حالت در را MISE معیار هم�چنین دارد. اختصاص موجک روش به
بعدی دو موجک معرفی به ابتدا سوم فصل در می�کنیم. بررسی قضیه ٢ قالب در را f تابع برآورد
MISE معیار سپس و می�پردازیم لم ٣ قالب در موجک ضرایب برآوردگر خواص ادامه در می�پردازیم.
فصل در می�کنیم. مطرح قضیه دو قالب در موجک سخت آستانه و موجک خطی برآوردگر دو برای را
یک با پایان در و می�کنیم بیان را هسته روش به بعدی دو چگالی تابع ناپارامتری برآورد ابتدا چهارم

می�کنیم. مقایسه هم با را هسته و موجک برآوردگرهای دقت شبیه�سازی مطالعه



୓ماد�৶و୓�ଡشاিت॥඼ෙव
تصادفی متغیر X

حقیقی اعداد مجموعه�ی R
مقیاس تابع ϕ

موجک تابع ψ

بعدی دو مقیاس تابع Φ

بعدی دو موجک تابع Ψ

تکیه�گاه supp

جا همه تقریباً a.e.

مربعی انتگرال�پذیر توابع فضای L٢(R)
مجموعه یک عناصر تعداد card

f تابع نرم یا اندازه ∥f∥
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

توابع موجکی، پایه�های و موجک�ها خواص برخی موجک�ها، تاریخچه�ی مختصر به�طور فصل این در
شده سعی فصل این در می�کنیم. بیان را موجک�ها به مربوط مهم قضایای و آن�ها بین روابط و موجکی
گنجانیده هستند، آمار در موجک�ها کاربرد زمینه�ی در تحقیق به علاقمند که کسانی برای مطالبی است،

شود. حاصل کافی اطلاعات فصل، این مطالعه�ی از پس که شود

تاریخچه ٢.١

اولین و شد گرفته به�کار (١٩٨٢) همکاران و مارلت٢ توسط ژئوفیزیک در بار نخستین موجک١ اصطلاح
است. آمده ١.١ شکل در موجک این نمودار شد. ساخته آن�ها توسط موجک

مارلت توسط شده ساخته موجک نخستین نمودار :١.١ شکل

١Wavelet
٢Morlet



٢ مقدمات و تعاریف .١

برای و هستند کاربردی بالای سطح توانایی و ریاضی غنی محتوای با انعطاف قابل ابزاری موجک�ها
فوریه تحلیل می�روند. به�کار می�شود، نامیده موج که مکان یا زمان از نوسانی تابع یک تحلیل و تجزیه
داده بسط مختلف فرکانس�های با سینوسی موج�های حسب بر سیگنال آن در که است موج تحلیل نیز
دامنه�ی از بزرگی بخش روی که موقتی یا گذرا سیگنال�های با توابع برای فوریه بسط از استفاده می�شود.
ناپیوستگی یک بتوان تا است لازم فوریه مولفه�های از زیادی تعداد زیرا نمی�باشد مناسب هستند، صفر خود

داد. نشان را
مناسب�تر دارند تند یا سریع تغییرات زمان�ها بعضی در که توابعی یا گذرا پدیده�های تحلیل برای موجک�ها
تند تغییرات با سیگنال�های و دارند محدود دوره�ی سینوسی موج�های خلاف بر موجک�ها زیرا می�باشند

می�کنند. تحلیل بهتر را سریع یا
برای است. تصاویر فشرده�سازی اطلاعات، انتقال و پردازش در موجک�ها کاربرد�های مهم�ترین از یکی
رقابت حال در موجکی تبدیل�های حاضر حال در ولی می�شده استفاده فوریه تبدیل�های از کنون تا کار این

داده�اند. نشان را خود برتری انگشت�نگاری، نظیر مواردی در حتی و بوده آن�ها با
اخیر دهه�های در شدند. برده کار به (١٩٩٢) جانستون٣ و دونوهو توسط آمار در موجک�ها بار نخستین
والتر۴ کتاب�های به می�توان میان این در که رسیده چاپ به آمار در موجک�ها نقش درباره�ی بسیاری متون
نیسون٨(٢٠٠۶) و همکاران(١٩٩٨) و هاردل٧ والدن۶(٢٠٠٠) پرسی ویداکوویک۵(١٩٩٩)، ،(١٩٩۴)

نمود. اشاره

مقدماتی تعاریف ٣.١

ضرب و برداری جمع تحت که است برداری فضای از مجموعه�ای زیر برداری، فضای زیر .١.٣.١ تعریف
آورد. وجود به را فضا یعنی باشد، بسته بردار دو اسکالر

اگر: است L٢(R) فضای به متعلق f : R −→ R تابع گوییم .٢.٣.١ تعریف

∫
|f(x)|٢dx <∞

می�باشد. حقیقی اعداد مجموعه R آن در که

٣Donoho & Johnstone
۴Walter
۵Vidakovic
۶Persival & Walden
٧Haardle
٨Nason



٣ مقدماتی تعاریف .٣.١

می��شود: تعریف زیر به�صورت نرم و داخلی ضرب فضا این در

⟨f, g⟩ =
∫
R
f(x)g(x) dx

∥f∥٢ =

√∫
|f(x)|٢ dx

با را Lp(R) فضای p > ٠ ازای به کلی به�طور و

Lp(R) =
{
f : R → R

∣∣∣ ∫
R

|f(x)|p dx <∞
}
با را فضا این روی نرم و

∥f∥p =
(∫

|f(x)|p dx
) ١

p

می�کنیم. تعریف

می��شود: تعریف زیر به�صورت L∞(R) فضای .٣.٣.١ تعریف

L∞(R) =
{
f : R → R

∣∣∣ esssup
∣∣∣f ∣∣∣ <∞

}
esssupf = inf {α : f(x) ≤ α a.e} آن در که

قابل محدود نقطه�ای چند جز به [a, b] فاصله در f(x) تابع اگر پیوسته: قطعه�ای تابع .۴.٣.١ تعریف
می�گویند. پیوسته قطعه�ای تابع تابع، آن به باشد، پیوسته شمارش،

،V ⊥
٠ با که ،V٠ متعامد متمم باشد. V داخلی ضرب فضای زیر یک V٠ کنید فرض .۵.٣.١ تعریف

یعنی؛ عمودند. V٠ به که می�باشد V بردارهای همه�ی مجموعه��ی می�شود داده نشان

V ⊥
٠ = {ν ∈ V ; ⟨ν, w⟩ = ٠ w ∈ Vهر٠ {برای

می�کنیم: تعریف چنین را f ∈ L١(R) تابع فوریه تبدیل .۶.٣.١ تعریف

F (ω) =
١√
٢π

∫
R

f(x)e−iωxdx, ω ∈ R

کلی شکل به تابعی معادله�ی هر .٧.٣.١ تعریف

f(x) =
N∑

k=٠
Ckf(αx− βk)

هستند، مختلط ثابت اعداد Ck و بوده حقیقی ثابت اعداد β٠ < β١ < ... < βN و α > ١ آن در که
می�شود. نامیده اتساع معادله یک



۴ مقدمات و تعاریف .١

عدد j ،α = ٢j که وقتی یعنی داریم سروکار معادلات این�گونه خاص حالت با پایان�نامه این در
هستند. اعدادحقیقی Ck و βk = K صحیح،

هرگاه: می��نامند متعامدیکه دستگاه یک را {φk, k ∈ Z} توابع مجموعه��ی .٨.٣.١ تعریف

⟨φk١ , φk٢⟩ = δk١,k٢

می�شود: تعریف زیر به�صورت و می��شود نامیده کرونکر٩ دلتای δk١,k٢ آن در که

δk١,k٢ =


١ k١ = k٢

٠ k١ ̸= k٢

فضای زیر برای متعامدیکه١٠ پایه��ی یک {ϕk, k ∈ Z} مانند متعامدیکه دستگاه یک .٩.٣.١ تعریف
باشد: داشته زیر به�صورت نمایشی f ∈ V تابع هر اگر می�شود، گفته L٢(R) فضای از V

f(x) =
∑
k∈Z

ak ϕk(x)

∑به�طوری�که:
k∈Z

|ak|٢ <∞

است. صحیح اعداد مجموعه Z آن در که

هستند. توجه مورد قضایا اثبات فرایند در زیر تابعی فضاهای

سوبولوف١١ ١-فضای
هرگاه می�نامیم W s

٢ (R) سوبولوف، فضای به متعلق را f(x) +١)∥∥∥تابع |ω|٢)s/٢f̂(ω)
∥∥∥
٢
<∞

است. ω بسامد در f(x) تابع فوریه تبدیل f̂(ω) آن در که
تمامی شامل W s

٢ (R) فضای ،s = ١,٢,٣, ... اگر بود. خواهد لبگ فضای فضا، این ،s = ٠ اگر
است. لبگ فضای به متعلق مشتقات این و مشتق�پذیرند بار s که بود خواهد لبگ فضای

٩Kroneker
١٠Orthonormal basis
١١Sobolev



۵ مقدماتی تعاریف .٣.١

بسوف١٢ ٢-فضای
فضای صورت این در کنیم. تعریف را بسوف فضای نرم می�باید ابتدا بسوف فضای تعریف منظور به
می�باشند. متناهی بسوف نرم دارای که هستند (f (مثلا توابعی کلاس می�دهیم نشان F s

p,q نماد با که بسوف
آن در که باشد rام مرتبه از تفاضل ∆(r)

h ،f تابع هر برای کنید فرض فضا، این در نرم تعریف برای حال

∆
(٠)
h f(t) = f(t)

∆
(r)
h = ∆

(r−١)
h f(x+ h)−∆

(r−١)
h f(x)

است. شده تعریف x ∈ Irh =
{
x ∈ I

∣∣∣x+ rh ∈ I, I ⊂ R
}
برای ∆(r)

h که است ذکر به لازم
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را f ∈ Lp(I) تابع همواری rام ضریب

ωr,p(f ; t) = sup|h|≤t

∥∥∥∆(r)
h f
∥∥∥
Lp(Irh)

.r−١ ≤ s ≤ r که می�کنیم انتخاب چنان را r ،٠ < q ≤ ∞ و s > ٠ ، ٠ < p ≤ ∞ مقادیر ازای به
از: است عبارت بسوف فضای نیمه نرم صورت این در

آن�گاه ،١ ≤ q <∞ اگر

|f |Bs
p,q

=

[∫ ∞

٠
(h−sωr,p(f ;h))

q dh

h

]١/q
آن�گاه ،q = ∞ اگر

|f |Bs
p,q

= suphωr,p(f ;h)

می�شود. تعریف
∥∥∥f∥∥∥

Lp(I)
+
∣∣∣f ∣∣∣

Bs
p,q

به�صورت بسوف فضای نرم نهایت، در

Bs
٢,٢ فضای یک W s

٢ سوبولوف فضای مثال عنوان به است. توابع از بزرگی بسیار کلاس بسوف فضای
است.

می�باشد: زیر اساسی خواص دارای بسوف فضای

Bs
p,q ⊆ Bs′

p′,q′ p′ > p, s = s′ − ١
p′

+
١
p
, q′ ≥ q

Bs
p,q ⊆ Bs

p,٢ for p ≤ ٢

Bs
p,٢ ⊆ Bs

p,p for p ≥ ٢

(١.١)

می�نامند m-وابسته را {Xi}i≥١ تصادفی متغیرهای دنباله ثابت، و یکmمعلوم برای .١٠.٣.١ تعریف
باشیم: داشته I, J ∈ {١,٢, مجموعه{... دو هر برای هرگاه

min(J)−max(I) > m

�باشند. مستقل {Xj}j∈J و {Xi}i∈I خانواده�های و
١٢Besov



۶ مقدمات و تعاریف .١

است: زیر به�صورت f̂ برآوردگر هر (١٣MISE) خطای دوم توان مجموع میانگین .١١.٣.١ تعریف

E
(
∥f̂ − f∥٢

)
= E

(
∥f̂ − E(f̂)∥٢

)
+
(
∥f − E(f̂)∥٢

)
اریبی خطای و است مشاهدات بودن تصادفی از ناشی E

(
∥f̂ − E(f̂)∥٢

)
تصادفی خطای آن در که

است. برآورد روش از ناشی
(
∥f − E(f̂)∥٢

)
.{x : f(x) ̸= ٠} با است برابر و می�دهیم نشان supp f با را f تابع محمل .١٢.٣.١ تعریف

آن�گاه: ریاضی�ها، امید وجود صورت در باشند دلخواه تصادفی متغیر دو Y و X اگر .١٣.٣.١ لم

E(X) = E
(
E
(
X
∣∣∣Y ))

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

آن�گا�ه: باشند نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Yn, n ≥ ١} که کنید فرض .١۴.٣.١ لم

E

(
∞∑
n=١

Yn

)
=

∞∑
n=١

EYn

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

برحسب تابعی h(Y ) و X حسب بر تابعی g(X) و دوبعدی تصادفی متغیر (X, Y ) اگر .١۵.٣.١ لم
آن�گاه: باشند Y

E
(
g(X)h(Y )

∣∣∣Y = y)
)
= h(y)E

(
g(X)

∣∣∣Y = y
)

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

مینکوفسکی١۴) (نامساوی .١۶.٣.١ لم
داریم: صورت این در f, g ∈ Lp(µ) و p ≥ ١ کنید فرض

(∫
|f + g|p dµ

)١
p ≤

(∫
|f |p dµ

)١
p +

(∫
|g|p dµ

)١
p

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

هولدر١۵) (نامساوی .١٧.٣.١ لم

و f.g ∈ L١(R) آن�گاه ،p, q > ١ و ١
p
+
١
q
= ١ ،g ∈ Lq(R) ،f ∈ Lp(R) اگر

∥f.g∥١ ≤ ∥f∥p . ∥g∥q

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

١٣Mean Integrated Square Error
١۴Minkowski’s Inequality
١۵Holder’s Inequality



٧ مقدماتی تعاریف .٣.١

ینسن١۶) (نامساوی .١٨.٣.١ لم
در باشند موجود E(g(X)) و E(X) همچنین و محدب تابع یک g تصادفی، متغیر یک X کنید فرض

صورت: این

g (E(X)) ≤ E (g (X))

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

شوارتز١٧) - کوشی (نامساوی .١٩.٣.١ لم
آن�گاه: باشند، متناهی واریانس با تصادفی متغیرهای Y Xو کنید فرض

|EXY | ≤
√
EX٢EY ٢

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

رزنتال١٨) (نامساوی .٢٠.٣.١ قضیه
هر ازای به و ٠ میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای X١, X٢, ..., Xn کنید فرض p > ٢ برای

صورت این در E|Xk|p <∞ ،k = ١, ..., p

E|Sn|p =

 ≤ Dpmax
{∑n

k=١ E|Xk|p, (
∑n

k=١ EX
٢
k )

p/٢} ,
≥ ٢−pmax

{∑n
k=١ E|Xk|p, (

∑n
k=١ EX

٢
k )

p/٢}
است. p به وابسته ثابت عدد Dp و Sn =

∑n
k=١Xk آن در که

کنید. رجوع (١٩٩۴) گات به برهان.

برنشتاین١٩) (نامساوی .٢١.٣.١ لم
صفر میانگین با مستقل تصادفی متغیرهای است) مثبت صحیح عدد یک n ) U١, ...., Un کنید فرض
برای سپس supi∈{١,...,n}|Ui| ≤ M < ∞ باشیم داشته M > ٠ ثابت عدد هر برای به�طوری�که باشد

،λ > ٠ هر

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=١
Ui

∣∣∣∣∣ ≥ λ

)
≤ ٢exp

(
− λ٢

٢
(∑n

i=١ E(U
٢
i ) + λM/٣

))

کنید. رجوع (١٩٩٢) فان به برهان.

١۶Jensen’s Inequality
١٧Cauchy - Schwarz Inequality
١٨Rosenthal’s
١٩Bernstein’s Inequality
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موجک�ها ۴.١

این به هار کار اساس شد. مطرح ١٩١٠ سال در هار٢٠ آلفرد توسط ابتدا ریاضی در موجک�ها نظریه
توابع اساس بر که fn تابع یک از [٠،١] فاصله در f پیوسته تابع یک تقریب برای او که بود صورت

کرد. استفاده می�شد ساخته واحد پله�ای
که داد نشان او دقیق�تر، عبارت به

fn(x) =< ϕ٠, f > ϕ٠(x)+ < ϕ١, f > ϕ١(x) + ....+ < ϕn, f > ϕn(x)

از: عبارتند واحد پله�ای توابع آن در که

ϕn(x) = ١
k

٢j
≤x<

k+ ١
٢

٢j

− ١ k+ ١
٢

٢j
≤x< k+١

٢j

=



١ k

٢j ≤ x <
k +

١
٢

٢j , j ≥ ٠, k = ٠,١, ....,٢j − ١, n = ٢j + k

−١
k +

١
٢

٢j ≤ x < k + ١
٢j

٠ سایرجاها

همگراست. f به (n −→ ∞) مجانبی به�صورت

به�صورت ϕ(x) ∈ L٢(R) تابع .١.۴.١ تعریف

ϕ(x) = ١٠≤x≤١ =

 ١ ٠ ≤ x ≤ ١

٠ جاها سایر

می�شود. نامیده جعبه�ای٢٣ تابع یا و پدر٢٢ موجک یا و هار٢١ مقیاسی تابع یک

تابع .٢.۴.١ تعریف

ψ(x) = ١٠≤x< ١
٢
− ١ ١

٢≤x<١
=



١ ٠ ≤ x < ١
٢

−١ ١
٢ ≤ x < ١

٠ جاها سایر

٢٠Alfred Haar
٢١Haar Scaling function
٢٢Father Wavelet
٢٣Box function



٩ موجک�ها .۴.١

تولید صحیح انتقال�های و دوتایی اتساع�های چون می�نامند اساسی٢۵ موجک یا و مادر٢۴ موجک را
می�کند.

زیر شرایط هرگاه می��نامیم m مرتبه از را مادر موجک ،m غیرمنفی صحیح مقادیر برای .٣.۴.١ تعریف
باشند: برقرار

m مرتبه تا آن مشتق��های و ψ تابع آن�گاه m ≥ ١ هرگاه و ψ(x) ∈ L∞(R) آن�گاه m = ٠ اگر الف.
باشند. L∞(R) به متعلق

می��باشند. نزولی سریعاً می��کند، میل بی�نهایت به x وقتی m مرتبه تا آن مشتق�های تمام و ψ ب.
باشیم: داشته ٠ ≤ k ≤ m برای ∫ج. +∞

−∞
xkψ(x)dx = ٠

باشد. L٢(R) برای متعامدیکه پایه�ی یک
{
ψj,k = ٢j/٢ψ(٢jx− k) j, k ∈ Z

}
توابع مجموعه د.

می�کنند: صدق زیر روابط در مادر و پدر موجک�های که است ذکر به لازم

ϕ(x) = ϕ(٢x) + ϕ(٢x− ١) و ψ(x) = ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١)

زیر به�صورت ψ و ϕ شده مقیاس انتقال�های k, j و j ≥ ٠ و k = ٠,١, ...,٢j − ١ برای همچنین و
می�شود: بیان

ψj,k(x) = ψ(٢jx− k) و ϕj,k(x) = ϕ(٢jx− k)

می�توان بالا رابطه به توجه با می�نامند. jام رده یا jام نسل موجک�های را ψj,k(x) ثابت، j برای

Suppψj,k(x) =

[
k

٢j ,
k + ١
٢j

]
نوشت:

xهاست. محور روی تابع حرکت یا و لغزاندن k کار و x محور روی تابع کردن فشرده j کار
چپ سمت به نمودار انتقال k < ٠ برای و راست سمت به تابع نمودار انتقال k > ٠ برای بالا رابطه در

می�شود. تولید مادر موجک که می�باشد
می�شود: مشاهده آن�ها در اساسی عمل دو ψ(٢x−١) و ψ(٢x) ، ψ(x) ، ϕ(x) توابع تعریف به توجه با
به ψ(x) از که گامی است. انتقال می�شود برداشته ψ(٢x− ١) به ψ(٢x) از که گامی اتساع. و انتقال

است. اتساع می��شود برداشته ψ(٢x)

٢۴Mother Wavelet
٢۵Basic Wavelet
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چندریزه�ساز تحلیل ۵.١

چندریزه�ساز تحلیل است. موجک�ها متعامدیکه پایه�ی ساختن برای چندریزه��ساز٢۶یکروشعمومی تحلیل
کرد: تعریف زیر به�صورت می�توان را

Vj ∈ L٢(R), j ∈ Z بسته�ی زیرفضاهای از خانواده یک شامل چندریزه�ساز تحلیل یک .١.۵.١ قضیه
به�طوری�که: است

Vj ⊆ Vj+١ ،j ∈ Z هر ∩١-برای
j∈Z Vj = {٠} ،

∪
j∈Z Vj = L٢(R) -٢

f(٢x) ∈ Vj+١ اگر فقط و اگر f(x) ∈ Vj ،j ∈ Z هر برای -٣
f(x− h) ∈ V٠ اگر فقط و اگر f(x) ∈ V٠ ،k ∈ Z هر برای -۴

متعامدیکه پایه�ی یک {ϕ(x− k) : k ∈ Z} خانواده به�طوری�که دارد وجود ϕ(x) ∈ V٠ مانند تابعی -۵
است. V٠ برای

کنید. رجوع (١٩٨٨) دوبشی٢٧ به برهان.

متعامدیکه پایه�ی یک تشکیل ϕj,k(.), k ∈ Z هر ازای به که می�شود نتیجه (١.۵.١) قضیه طبق
می�شود: تعریف زیر به�صورت پایه این اعضای که می�دهد Vj برای

ϕj,k = ٢
j
٢ϕ(٢jx− k)

تفکیک�پذیری قدرت با f تابع یک PVj
تقریب صورت این در باشد، Vj روی f تابع تصویر PVj

فرضکنید
بود. خواهد زیر به�صورت ٢j

PVj
f(x) =

∑
k∈Z

αj,kϕj,k(x)

آن در که

αj,k =

∫
ϕj,k(x)f(x)dx

f ∈ L٢(R) هر ازای به که می�دهد را اطمینان این (١.۵.١) قضیه از ٢ شرط

lim
j→∞

PVj
f = f

داده Vj+١ در Vj متعامد متمم با PVj
با مقایسه در f مورد در PVj+١ دسترس قابل اضافی اطلاعات

که داد نشان می�توان دهیم Wjنشان با را Vj+١ در Vj متعامد متمم j ∈ Z هر ازای به چنان�چه می�شود.

Vj+١ = Vj ⊕Wj, j ∈ Z

٢۶Multiresolution analysis
٢٧Daubechies



١١ دوبعدی چندریزه�ساز تحلیل .۶.١

می�شود: تعریف زیر به�صورت و زیرفضاست دو متعامد مجموع دهنده�ی نشان� ⊕ علامت آن در که
{Vj+١ = Vj ⊕Wj; vj+١ = vj + wj که vj ∈ Vj , wj ∈ Wj}

لذا و متعامدند هم به نسبت {Wj}j−١j٠
زیرفضاهای آن در که می�شود نتیجه و

Vj = Vj٠ +

j−١⊕
j=j٠

Wj, j٠ < j (٢.١)

می�آید: به�دست زیر نتیجه�ی (١.۵.١) قضیه�ی ٣ و ٢ شرط ،(٢.١) از
+∞⊕

j=−∞

Wj = L٢(R)

همچنین
∞∪

j=j٠

Vj = Vj٠ ⊕

(
∞⊕

j=j٠

Wj

)
= L٢(R)

همچنین می�دهد. تشکیل L٢(R) برای متعامدیکه پایه�ی یک {ψj,k(.), j, k ∈ Z} بنابراین

{ϕj٠,k(.), ψj,k(.) j ≥ j٠, k ∈ Z}

نمایش قابل زیر به�صورت f ∈ L٢(R) تابع هر بنابراین است. L٢(R) برای متعامدیکه پایه�ی یک
است:

f(x) =
∑
k∈Z

αj٠,kϕj٠,k(x) +
∞∑

j=j٠

∑
k∈Z

βj,kψj,k(x)

می�آیند: به�دست زیر روابط از فوق بسط در βj,k و αj٠,k ضرایب که

αj٠,k =

∫
f(x)ϕj٠,k(x)dx = ⟨f, ϕj٠,k⟩

βj,k =

∫
f(x)ψj,k(x)dx = ⟨f, ψj,k⟩

(١٩٨٢) همکاران مارلت٢٨و و �(١٩٨٨) دوبشی به چندریزه�ساز تحلیل مفهوم با بیش�تر آشنایی برای
شود. مراجعه

دوبعدی چندریزه�ساز تحلیل ۶.١

Vj, j ∈ Z اگر است. یک�بعدی پایه�های ضرب دوبعدی موجک�های از پایه یک تولید برای راه ساده�ترین
زیر به�صورت L٢(R٢) برای چندریزه�ساز تحلیل یک آن�گاه باشد L٢(R) برای چندریزه�ساز تحلیل یک

می�آید. به�دست
Vj = Vj ⊗ Vj, j ∈ Z

٢٨Morlet



١٢ مقدمات و تعاریف .١

آن در که

Vj = Vj ⊗ Vj = span {f(x).g(x), f, g ∈ Vj}

می�شود: حاصل زیر نتیجه�ی فوق رابطه�ی از

Vj+١ = Vj+١ ⊗ Vj+١

= (Vj ⊕Wj)⊕ (Vj ⊗Wj)

= (Vj ⊗ Vj)⊕ (Vj ⊗Wj) + (Wj ⊗ Vj)⊕ (Wj ⊗Wj)

= Vj + (Vj ⊗Wj) + (Wj ⊗ Vj) +Wj

= Vj ⊕W
(h)
j ⊕W

(ν)
j ⊕W

(d)
j

نتیجه در می�باشند. قطری و عمودی افقی، محورهای به مربوط d و ν ، h که

Vj٠ ⊕
∞⊕

j=j٠

(
W

(h)
j ⊕W

(υ)
j ⊕W

(d)
j

)
= L٢(R٢)

است: زیر به�صورت L٢(R٢) برای متعامدیکه پایه�ی یک بنابراین

{ϕj٠,k(., .), ψj,k,ℓ(., .), ℓ = ١,٢,٣ j ≥ j٠, k = (k١, k٢) ∈ Z}

است. زیر موجک تابع سه و مقیاس تابع یک شامل که

Φ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) Ψ١(x, y) = ϕ(x)ψ(y)

Ψ٢(x, y) = ψ(x)ϕ(y) Ψ٣(x, y) = ψ(x)ψ(y)

از: است عبارت f ∈ L٢(R٢) تابع هر موجکی بسط لذا

f(x, y) =
∑
k∈Z٢

αj٠,kΦj٠,k(x, y) +
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=j٠

∑
k∈Z٢

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)

می�شوند: نتیجه زیر روابط از βj,k,ℓ موجک ضرایب و αj٠,k مقیاس ضرایب که

αj٠,k =

∫ ∫
f(x, y)Φj٠,k(x, y)dxdy

βj,k,ℓ =

∫ ∫
f(x, y)Ψj,k,ℓ(x, y)dxdy

(١٩٩٩) ویداکویک به می�توانید بالاتر ابعاد و دوبعدی چندریزه�ساز تحلیل درباره بیش�تر جزئیات برای
کنید. مراجعه



١٣ دوبشی موجک�های .٧.١

دوبشی موجک�های ٧.١

صفر گشتاورهای و فشرده تکیه�گاه با موجک�هایی ساختن موجک�ها، نظریه�ی دستاورد مهم�ترین از یکی
را نظر مورد تابع از ناپیوسته و پله�ای تقریب یک هار موجک می�باشند. هار موجک از هموارتر که است
آن، مقیاس و موجک توابع ساده�ی و بسته فرم دلیل به و آموزشی اهداف برای بیش�تر که می�کند ارائه
معرفی را موجک�ها از خانواده چند اتساع، معادله حل با (١٩٨٨) دوبشی می�گیرد. قرار استفاده مورد
،N آن، صفر گشتاورهای تعداد با خانواده هر بودند. فشرده تکیه�گاه و صفر گشتاورهای دارای که نمود
می�دهند. نمایش DN با را آن�ها و می�شوند نامیده دوبشی موجک�ها از خانواده این می�شود. مشخص

می�باشند: زیر ویژگی دارای دوبشی موجک و مقیاس توابع

supp ϕ ⊆ [٠,٢N − ١] suppψ ⊆ [−N + ١, N ]

می�دهند. نشان صفر گشتاور ١٠ و ۴ با دوبشی مقیاس و موجک توابع ٢.١ شکل

صفر گشتاور ١٠ و ۴ با دوبشی مادر و پدر موجک تابع نمودار :٢.١ شکل

مفهوم بدین می�کنند، عمل فرکانس�ها با هماهنگ که است این موجک�ها این امتیازات مهم�ترین از یکی
می�توانند بنابراین می�شوند، پهن�تر پایین فرکانس�های در و می�شوند باریک بسیار بالا فرکانس�های در که
می�گویند درشت�نمایی را موجک�ها خاصیت این دهند، نمایش بزرگتری ابعاد در را توابع جزئی تغییرات

می�کنند. عمل ذره�بین یک مانند زیرا





٢ فصل

و هسته روش به یک�بعدی چگالی تابع برآورد
موجک

مقدمه ١.٢

فصل این در است. ٢ بافت�نگار روش به چگالی تابع برآورد تعمیم ١ هسته روش به چگالی تابع برآورد
مبحث بیان به سپس و می�کنیم بیان را بافت�نگار روش به چگالی تابع برآورد مبحث مختصر به�طور ابتدا
بیان را موجک روش به چگالی تابع برآورد بعد قسمت در می�پردازیم. هسته روش به چگالی تابع برآورد
کار زیاد استقلال حالت در موجک روش به چگالی تابع برآورد مورد در این�که دلیل به پایان در می�کنیم.
دوستی از برگرفته فصل این می�کنیم.مطالب بررسی m-وابستگی حالت در را موضوع این ما است شده

می�باشد. (١٩٩۶) لبلنس و (٢٠٠٨) نزاکتی و

بافت�نگار روش به چگالی تابع برآورد ٢.٢

فرض بافت�نگار تعریف راستای در می�باشد. بافت�نگارها از استفاده چگالی تابع برآورد روش�های از یکی
دقیق�تر عبارت به باشد h طول و x٠ مرکز به باندی فاصله�ای دهنده نشان Bj(x٠, h) کنید

Bj(x٠, h) = [x٠ + (j − ١)h, x٠ + jh], j ∈ Z

می�شود. تقسیم�بندی زیر (٢.٢) به�صورتشکل ,.)Bjها براساس(. [x٠ − h, x٠ + ٣h] فاصله مثال برای

١Kernel
٢Histogram

١۵



١۶ موجک و هسته روش به یک�بعدی چگالی تابع برآورد .٢

بافت�نگار باشد، f پیوسته چگالی تابع با توزیعی از تصادفی نمونه یک مشاهدات {xi}ni=١ اگر
می�شود: تعریف زیر به�صورت

f̂h(x) = n−١h−١
∑
j∈Z

n∑
i=١

I {xi ∈ Bj(x٠, h)} I {x ∈ Bj(x٠, h)}

و می�گیرند قرار Bj(x٠, h) باند در که است مشاهداتی تعداد I {xi ∈ Bj(x٠, h)} آن در که
یاخیر. می�گیرند قرار x حول نقاط آیا که است مطلب این بررسی برای I {x ∈ Bj(x٠, h)}

پارامتر می�کند. تعیین را بافت�نگار باند٣ پهنای که بوده ساز مرکز یا هموارساز پارامتر h پارامتر
بدون بافت�نگاری گرفتن شکل موجب که شده بزرگی بلوک�های ایجاد باعث باشد بزرگ خیلی که hی
شامل که می�دهد نتیجه را متغیری برآورد باشد کوچک خیلی که hی پارامتر طرفی از می�شود. ساختار
و هموارتر بافت�نگار باند پهنای شدن زیاد با عبارتی به است. (غیرضروری) بی�اهمیت قله زیادی تعداد

می�شود. هموارتر غیر بافت�نگار باند پهنای شدن کوچک با
که می�شود مطرح ایده این است f پیوسته تابع برای گسسته برآوردی بافت�نگار، برآورد که آن�جایی از
برآوردهای راستا این در شود. استفاده فوق برآورد در پیوسته تابعی از I {.} گسسته�ساز عامل به�جای

می�دهیم. توضیح را آن�ها ادامه در که می�باشند بافت�نگار برآوردهای به�جای مناسب جانشینی هسته

هسته روش به چگالی تابع برآورد ٣.٢

است. بافت�نگار از هموارتر که می�پردازیم هسته روش به چگالی تابع برآوردگر معرفی به قسمت این در
بافتنگار ساخت در Bj(x٠, h) بازه برروی جعبه�ها از استفاده به�جای که است این روش این اصلی ایده�ی
x حول مشاهدات کردن مرکزی وظیفه�ی نشانگر تابع یک که این به�جای و کرده استفاده هموار تابعی از
خود که می�گیریم نظر در طوری را هموار تابع عبارتی به شود. انجام خودکار به�طور کار این باشد داشته را
کنیم جایگزین هموارتری توابع با را نشانگر تابع بتوانیم که این برای حال است. x مرکز دارای خود به

می�نویسیم زیر به�صورت را f̂h(x) ابتدا

f̂h(x) = n−١h−١
n∑

i=١
K

(
x− xi
h

)

کند: صدق زیر شرایط در که می�گویند هسته تابع K به و K(u) = I

(
|u| ≤ ١

٢

)
آن در که

٣Band width



١٧ هسته روش به چگالی تابع برآورد .٣.٢

x هر برای .١

K(x) ≥ ٠

x > ٠ هر ٢.برای

K(x) = K(−x)

.٣∫
K(u)du = ١

.۴∫
uK(u)du = ٠

.۵∫
u٢K(u)du <∞

از: عبارتند معروف هسته توابع از برخی
مستطیلی۴

K(x) =


١
٢ |x| < ١

٠ o.w

مثلثی۵

K(x) =

 ١− |x| |x| < ١

٠ o.w

گوسین۶

K(x) =
١√
٢π
e−

١
٢x

٢
x ∈ [−∞,+∞]

اپاچنیکف٧

K(x) =
٣
۴
(
١− x٢

)
x ∈ [٠,١]

۴Rectangular
۵Triangular
۶Gaussian
٧Epanechnikov



١٨ موجک و هسته روش به یک�بعدی چگالی تابع برآورد .٢

روش همانند می�کند تعیین را برآورد بودن) (هموار همواری میزان و درجه ،h باند پهنای روش این در
با و ناهموارتر برآوردی شود کمتر چه هر و هموارتر برآوردی شود بیش�تر باند پهنای هرچه بافت�نگار
ارائه را زیر پیشنهاد (١٩٩٨) سیلورمن٨ همواری، پارامتر انتخاب در می�آوریم. به�دست بیش�تر نوسانات

کرد

h = ١٫ ٠۶min(s, R

١٫ ٣۴)n
− ١

۵

است. مشاهدات چارکی میان دامنه R و نمونه معیار انحراف s آن در که
برای که می�باشد چگالی تابع برآورد روش�های بین در رایج روش�های از یکی هسته، چگالی برآورد

کنید. مراجعه سیمونوف١٠(١٩٩۶) و جونز٩(١٩٧٨) به می�توانید بیش�تر جزئیات

موجکی روش به چگالی تابع برآورد ۴.٢

خطی روش به چگالی تابع موجک برآورد ١.۴.٢

تابع موجکی بسط کردیم. بیان L٢(R) فضای توابع برای موجکی بسط مورد در مطالبی ١ فصل در
از: است عبارت f ∈ L٢(R) چگالی

fX(x) =
∑
k∈Z

αj٠,kϕj٠,k(x) +
∞∑

j=j٠

∑
k∈Z

βj,kψj,k(x)

می�آیند: به�دست زیر به�صورت بسط این ضرایب که

αj٠,k = E (ϕj٠,k(X)) , βj,k = E (ψj,k(X))

می�پردازیم. چگالی تابع موجکی برآورد به قسمت این در
در باشد. fX(.) مجهول چگالی تابع با تصادفی متغیر از تصادفی نمونه�ی X١,X٢, . . . ,Xn کنید فرض
می�کنیم. جایگزین آن�ها نمونه�ای برآورد با را مقیاس و موجک نامعلوم ضرایب موجکی، روش به برآورد
اساس این بر که داریم نیاز نامتناهی جملات تعداد با سری از متناهی جمله�های تعداد به منظور بدین
می�شود. چگالی تابع برآوردگرهای از کلاس دو تعریف به منجر که می�داریم نگه را ضرایب از متناهی تعداد

می�آید: به�دست بعد، به سطح یک از موجک ضرایب همه گرفتن نادیده با برآوردگر یک

f̂X(x) =
∑
k∈Z

α̂j٠,k ϕj٠,k(x) +

j١∑
j=j٠

∑
k∈Z

β̂j,k ψj,k(x)

٨Silverman
٩Jones

١٠Simonoff



١٩ موجکی روش به چگالی تابع برآورد .۴.٢

می�باشند: زیر به�صورت گشتاورها روش به فوق بسط مقیاس و موجک ضرایب ناریب برآورد که

α̂j٠,k = Ê (ϕj٠,k(X)) =
١
n

n∑
i=١

ϕj٠,k(Xi)

β̂j,k = Ê (ψj,k(X)) =
١
n

n∑
i=١

ψj,k(Xi)

تابع خطی برآوردگرهای هستند، β̂j,k موجک ضرایب از خطی توابع این�که دلیل به فوق برآوردگرهای
می�شود. نامیده چگالی

غیرخطی روش به چگالی تابع موجکی برآورد ٢.۴.٢

و می�شوند حذف موجک ضرایب تمام بعد، به سطح یک از خطی روش به چگالی تابع موجکی برآورد در
کنترل آن�ها نقش که βj,k ضرایب می�شود. دیده نظر مورد تابع برآورد در زیادی نوسانات دلیل همین به
به که است طبیعی بنابراین می�شوند. گرفته نادیده کلی بطور بعد به سطح یک از است، نوساناتی چنین
ضرایب از مجموعه�ای زیر انتخاب برای روشی دنبال به بعد، به سطح یک از ضرایب همه�ی حذف جای

می�شود. ١١ آستانه�سازی نام به روشی معرفی به منجر عمل این باشیم. سطح هر در موجک
برآورد می�پردازیم. آن�ها از مورد دو معرفی به ادامه در که دارد وجود متفاوتی آستانه�سازی روش�های
می�شود. نامیده چگالی تابع غیرخطی برآورد موجکی، آستانه�سازی روش از استفاده با چگالی تابع موجکی
ضرایب نرم، آستانه�سازی در می�باشند. سخت و نرم آستانه�سازی آستانه�سازی، روش�های از مورد دو

با را β̂j,k موجک تجربی
β̂s
j,k =

(
|β̂j,k| − t

)
+
sign

(
β̂j,k

)
(١.٢)

می�شود: تعریف زیر به�صورت
(
|β̂j,k| − t

)
+
آن در که می�کنیم جایگزین

(
|β̂j,k| − t

)
+
=

 |β̂j,k| − t |β̂j,k| ≥ t

٠ |β̂j,k| < t

با را β̂j,k موجک تجربی ضرایب سخت، آستانه�سازی در
β̂h
j,k = β̂j,kI

(
|β̂j,k| > t

)
(٢.٢)

گفته نیز موجکی انقباض روش نرم، آستانه�سازی روش به می�کنیم. جایگزین t > ٠ آستانه�ی مقدار با
از استفاده با چگالی تابع غیرخطی برآورد است. شده داده نمایش ١.٢ شکل در آستانه دو این می�شود.

است: زیر به�صورت (٢.٢) و (١.٢) آستانه�سازی

f̂ ∗
n(x) =

∑
k

α̂j٠,kϕj٠,k(x) +

j١∑
j=j٠

∑
k

β̂∗
j,kψj,k(x)

١١Thresholding
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سخت و نرم آستانه�های :١.٢ شکل

خود از مستقیم استفاده�ی جای به� روش این در کرد. جایگزین β̂h
j,k یا β̂s

j,k از یک هر با می�توان را β̂∗
j,k که

برآوردگر، نوع این به دلیل همین به کنیم. استفاده β̂∗
j,k به�صورت ضرایب از غیرخطی تابعی از ضرایب،

می�گوییم. غیرخطی برآوردگر
مورد مساله باشند. f چگالی تابع با مستقل، تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn, n ≥ ١} کنید فرض
که داد نشان (١٩٩۶) رائو است. {X١, ...., Xn} مشاهدات پایه بر احتمال، چگالی تابع برآورد علاقه،

است: زیر به�صورت Vj فضای روی f تابع تصویر

f(x) =
∑
k∈kj٠

αj٠,kϕj٠,k, αj٠,k =

∫
f(x)ϕj٠,k(x)dx

است: زیر به�صورت موجک روش به f چگالی تابع برآوردگر بنابراین

f̂(x) =
∑
k∈Kj٠

α̂j٠,kϕj٠,k, α̂j٠,k =
١
n

n∑
i=١

ϕj٠,k (Xi)

توجه با باشد. supp(f) ∩ supp(ϕj٠,k) ̸= ∅ که صورتی به است اندیس مجموعه یک Kj٠ آن در که
.cardKj٠ = O(٢j٠) و بوده متناهی Kj٠ اندیس مجموعه است، فشرده محمل پدر موجک این�که به

توابع مجموعه j ∈ N هر برای که باشد پیوسته�ای قطعه�وار تابع ϕ کنید فرض .١.۴.٢ لم
باشند L٢(R) برای متعامدیکه پایه�های از خانواده�ای

{
ϕj,k, k ∈ Z |ϕ(x) = ٢j/٢ϕ(٢jx− k)

}
برای آن�گاه f(x) =

∑
k∈Z λkϕ(٢

jx−k) اگر ،θ(x) =
∑

k∈Z |ϕ(x−k)| <∞ کنید فرض به�علاوه
داریم: است ١

p
+
١
q
= ١ که ١ ≤ p, q ≤ ∞

٢j(١−١/٢/p)∥λ∥Lp(Z)
١

∥θ∥١/q١ ∥θ∥١/p∞
≤ ∥f∥Lp(R) ≤ ٢j(١−١/٢/p)∥λ∥Lp(Z)∥θ∥p

∥λ∥Lp(Z) =
(∑

k∈Z |λk|p
)١/p ،∥λ∥L∞(Z) = supk∈Z|λk| آن در که



٢١ موجکی روش به چگالی تابع برآورد .۴.٢

کنید. رجوع یر١٢(١٩٩٠) مه به برهان.

توابع فاصله و موجکی ضرایب بین نزدیکی رابطه�ی که است شده انتخاب جهت این از بسوف فضای
قضایا اثبات در که شده بیان زیر خواص قالب در لبلنس١٣(١٩٩۶) توسط که دارد وجود بسوف فضای در

کرد: خواهیم استفاده آن�ها از
p, q ≥ ١ ،٠ < s < r + ١ بعضی برای -١

F s
p,q =

{
f ∈ Bs

p,q, ||f ||Bs
p,q

≤M
}

و است هموارساز پارامتر s آن در که

||f ||Bs
p,q

= ||Pj٠f ||p +

(∑
j≥j٠

(
||Djf ||p٢js

)q)١q
Pj٠f =

∑
k∈Z αj,kϕj,k و Djf =

∑
k∈Z βj,kψj,k آن در که

-٢

f ∈ Bs
p,q ⇔ ||αj٠,k||ℓp <∞ ,

∑
j≥j٠

||βj,k||ℓp٢
j

s+
١
٢−

١
p


q

١
q

<∞

آن در که

||αj٠,k||ℓp =

(∑
k∈Z

|αj,k|p
)١
p

, ||βj٠,k||ℓp =

(∑
k∈Z

|βj,k|p
)١
p

M∗ > ٠ ثابت عدد اگر تنها و اگر s,M > ٠ آن در که Bs
٢,∞(M) به متعلق f تابع کنید فرض -٣

به�طوری�که: باشد داشته وجود (M به (وابسته
sup
j≥τ

٢٢js
∑
k∈Z

β٢j,k ≤M∗
(٣.٢)

می�دهد. نشان را همگرایی بالای کران زیر قضیه شده، معرفی برآوردگر براساس

عدد p′ > max (٢, p) برای آن�گاه q ≥ ١ و s ≥ ١
p
و p ≥ ١ که f ∈ F s

p,q کنید فرض .٢.۴.٢ قضیه
که قسمی به دارد وجود C مانند ثابتی

E
∥∥∥f̂ − f

∥∥∥٢
p′
≤ Cn

−
٢s′

١+ ٢s′

٢j٠ = n

١
١+ ٢s′ و s′ = s+

١
p′

− ١
p
آن در که

١٢Meyer
١٣Leblanc
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جمله�ی و اریبی جمله�ی دو به را E
∥∥∥f̂ − f

∥∥∥٢
p′
عبارت (١١.٣.١) تعریف به توجه با ابتدا برهان.

می�کنیم. افراز تصادفی

E
∥∥∥f̂ − f

∥∥∥٢
p′
≤ ٢

(
∥f − pj٠f∥

٢
p′ + E

∥∥∥f̂ − pj٠f
∥∥∥٢
p′

)
= ٢ (T١ + T٢)

قرار بررسی مورد را T١ جمله�ی ابتدا در باشیم. T٢ و T١ جملات برای بالا کران دنبال به باید اکنون
می�دهیم.

√
T١ =

∥∥∥∥∥∑
j≥j٠

Djf

∥∥∥∥∥
p′

≤
∑
j≥j٠

(
∥Djf∥p′ ٢

js′
)
٢−js′

≤

{∑
j≥j٠

(
∥Djf∥p′ ٢

js′
)q}١

q
{∑

j≥j٠

٢−js′q′

}١
q′

است. شده استفاده هولدر نامساوی از ١
q
+

١
q′

= ١ فرض با فوق نامساوی قسمت آخرین در
داریم: لبلنس(١٩٩۶) از استفاده با همچنین

∥f∥Bs′
p′,q

= ∥pj٠f∥p′ +

(∑
j≥j٠

(
∥Djf∥p′٢js′

)q)١q
می�آوریم. به�دست را زیر نامساوی فوق رابطه و ١

q
+

١
q′

= ١ با هولدر نامساوی از استفاده با

T١ ≤ C∥f∥Bs′
p′,q
٢−s′j٠ ≤ C∥f∥Bs

p,q
٢−s′j٠

،Bs
p,q ⊂ Bs′

p′,q′ خاصیت از همچنین است. برقرار سوبولوف فضای خواص به توجه با نامساوی این
بنابراین می�شود. نتیجه ∥f∥Bs′

p′,q
≤ ∥f∥Bs

p,q

T١ ≤ K٢−٢s′j٠ (۴.٢)

داریم و

T٢ = E∥f̂ − pj٠f∥٢p′ = E

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Kj٠

(α̂j٠,k − αj٠,k)ϕj٠,k(x)

∥∥∥∥∥∥
٢

p′

داریم: λk = α̂j٠,k − αj٠,k برای (١.۴.٢) لم کارگیری به با اکنون

T٢ = CE
{
∥α̂j٠,k − αj٠,k∥٢lp′

}
٢٢j٠(١−١/٢/p′)

داریم: ینسن نامساوی از استفاده با حال

T٢ ≤ C٢٢j٠(١−١/٢/p′)
∑

k∈Kj٠

E|α̂j٠,k − αj٠,k|p
′


٢/p′

(۵.٢)
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داریم: کنیم. پیدا E|α̂j٠,k − αj٠,k|p
′ برای کرانی است کافی اثبات تکمیل برای

α̂j٠,k − αj٠,k =
١
n

n∑
i=١

{ϕj٠,k(Xi)− αj٠,k}

مقیاس تابع بودن مستقل به توجه با می�کنیم. تعریف ξi = [ϕj٠,k(Xi)− αj٠,k] به�صورت را ξi اکنون
{ξi, i ≥ ١} تصادفی متغیرهای دنباله که می�گیریم نتیجه هستند مستقل تصادفی متغیرهای این�که و

داریم: رائو(١٩٨٣) طبق همچنین هستند. مستقل

∥ξi∥∞ ≤ K٢j٠/٢∥ϕ∥∞, Eξi = ٠, Eξ٢i ≤ ∥f∥∞, |α̂j٠,k − αj٠,k| =
١
n
|

n∑
i=١

ξi|

داریم: cardKj٠ = O(٢j٠) این�که به توجه با و (٢٠.٣.١) قضیه از استفاده با حال

∑
k∈Kj٠

E|α̂j٠,k − αj٠,k|p
′


٢
p′

≤
{
C٢j٠ ١

np′

(
n٢

j٠
٢ (p′−٢)c١ + n

p′
٢ c٢

)} ٢
p′

≤ K١

{
٢j٠

n
١)٢− ١

p′ )
+
٢٢

j٠
p′

n

}
می�آید: به�دست زیر رابطه در(٢.۵) بالا نامساوی جایگذاری با

T٢ ≤ K١٢٢j٠(
١
٢−

١
p′ )

{
٢j٠

n
١)٢− ١

p′ )
+
٢٢

j٠
p′

n

}

= K١

{
٢٢j٢−٠

j٠
p′

n
٢− ٢

p′
+
٢j٠

n

}

= K١

٢j٠

n

(
٢j٠

n

)١− ٢
p′

+
٢j٠

n


بنابراین

(
٢j٠
n

)١− ٢
p′ ≤ ١ می�شود نتیجه ١− ٢

p′
≥ ٠ و n ≥ ٢j٠ چون طرفی از

T٢ ≤
K٢٢j٠

n
(۶.٢)

می�شود. کامل قضیه اثبات ٢j٠ = n
١

٢+١s′ این�که و (۶.٢) و (۴.٢) در آمده به�دست بالای کران ٢ با

می�آوریم. به�دست را همگرایی بالای کران و می�کنیم بررسی m-وابستگی درحالت را قضیه این حال
کنیم. بیان می�کند کمک قضیه اثبات در را ما که قضیه یک و لم یک است لازم قضیه بیان از قبل

همچنین باشند. صفر میانگین با تصادفی متغیرهای از مستقل دنباله یک Yi کنید فرض .٣.۴.٢ لم
سپس E|Xi|q ≤ ∆ داریم iها تمام و q ≥ ٢ ازای به کنید فرض

E

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
Yi

∣∣∣∣∣
q

≤ Cq
q∆n

q/٢

است. ثابت عدد ∆ آن در که
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کنید. رجوع (١٩٧٨) چائو به برهان.

همچنین باشند. صفر میانگین با mتایی وابسته متغیرهای از دنباله یک {Xi} فرضکنید .۴.۴.٢ قضیه
n ≥ ٢m تمام برای سپس .E|Xi|q ≤ ∆ داریم q ≥ ٢ و iها تمام برای کنید فرض

E(|
n∑

i=١
Xi|q) ≤ Cq

q∆(۴mn)q/٢

می�باشد. q به وابسته مثبت ثابت یک Cq آن در که

جملات مجموع می�کند. مشخص را صحیح قسمت ⌊.⌋ آن در که t = ⌊ n
m
⌋ می�کنیم تعریف برهان.

و می�دهیم نمایش Ai با را بلوک هر می�کنیم. تقسیم m حجم به بلوک t به را X١, X٢, ..., Xn دنباله،
می�کنیم. تعریف

∑m
j=٠Xi+j به�صورت

از مستقل زوج بلوک�های مانند فرد بلوک�های ((١٠.٣.١) (تعریف m-وابستگی تعریف به توجه با
می�کنیم. محاسبه زیر به�صورت را E|Ai|q مقدار یکدیگرند.

E|Ai|q = E|Xi + ...+Xi+m|q ≤ mqE|Xi|q ≤ mq∆

داریم (٣.۴.٢) لم از استفاده با حال
E|
∑
i١

Ai|q ≤ Cq
q فرد) دسته�های تعداد +١ )

q/٢ E|Ai|q

E|
∑
i٢

Ai|q ≤ Cq
q

(
زوج دسته�های تعداد +١

)q/٢
E|Ai|q

(٧.٢)

داریم همچنین است. زوج دسته�های i٢ و فرد دسته�های i١ آن در که

E|
n∑

i=١
Xi|q ≤ ٢q

E|
∑
i١

Ai|q + E|
∑
i١

Ai|q


داریم: فوق رابطه در (٧.٢) مقادیر جایگذاری با

E|
n∑

i=١
Xi|q ≤ ٢q

[
Cq

qE|Ai|q
{
فرد) دسته�های +تعداد ١ )

q/٢
+
(
زوج دسته�های تعداد +١

)q/٢}]
≤ ٢q

[
Cq

qE|Ai|q(t/٢+ ١)q/٢
]

≤ ٢qCq
qm

q∆tq/٢

= ٢qCq
qm

q/٢mq/٢∆tq/٢

= ٢qCq
q∆m

q/٢(mt)q/٢

≤ Cq
q∆(۴mn)q/٢
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می�کنیم. معرفی زیر قضیه قالب در m-وابستگی حالت در را همگرایی بالای کران حال

p′ > max (٢, p)برای این�صورت در q ≥ ١ و s ≥ ١
p
و p ≥ ١ که f ∈ F s

p,q فرضکنید .۵.۴.٢ قضیه
که قسمی به دارد وجود C مانند ثابتی عدد

E
∥∥∥f̂ − f

∥∥∥٢
p′
≤ C(

n

m
)
−

٢s′
١+ ٢s′

٢j٠ =
( n
m

) ١
١+ ٢s′ و s′ = s+

١
p′

− ١
p
و

افراز تصادفی جمله�ی و اریبی جمله�ی دو به را E
∥∥∥f̂ − f

∥∥∥٢
p′
عبارت ابتدا استقلال حالت مشابه برهان.

می�کنیم.

E
∥∥∥f̂ − f

∥∥∥٢
p′
≤ ٢

(
∥f − pj٠f∥

٢
p′ + E

∥∥∥f̂ − pj٠f
∥∥∥٢
p′

)
= ٢ (T١ + T٢)

می�دهیم. قرار بررسی مورد را T١ جمله ابتدا در باشیم. T٢ و T١ جملات برای بالا کران دنبال به باید اکنون

√
T١ =

∥∥∥∥∥∑
j≥j٠

Djf

∥∥∥∥∥
p′

≤
∑
j≥j٠

(
∥Djf∥p′٢js′

)
٢−js′

≤

{∑
j≥j٠

(
∥Djf∥p′٢js′

)q}١
q
{∑

j≥j٠

٢−js′q′

}١
q′

است. شده استفاده هولدر نامساوی از ١
q
+

١
q′

= ١ فرض با فوق نامساوی قسمت آخرین در
داریم: لذا می�شود نتیجه ||f ||Bs

p′,q′
≤ ||f ||Bs

p,q
بسوف فضای (١.١) خاصیت به توجه با حال

T١ ≤ C∥f∥Bs′
p′,q
٢−s′j٠ ≤ C∥f∥Bs

p,q
٢−s′j٠

بنابراین:
T١ ≤ K٢−٢s′j٠ (٨.٢)

می�آوریم به�دست کران T٢ برای حال

T٢ = E∥f̂ − pj٠f∥٢p′ = E

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Kj٠

(α̂j٠,k − αj٠,k)ϕj٠,k(x)

∥∥∥∥∥∥
٢

p′

داریم: λk = α̂j٠,k − αj٠,k برای (١.۴.٢) لم کارگیری به� با اکنون

T٢ = CE
{
∥α̂j٠,k − αj٠,k∥٢lp′

}
٢٢j٠(١−١/٢/p′)
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داریم: ینسن نامساوی از استفاده با حال

T٢ ≤ C٢٢j٠(١−١/٢/p′)
∑

k∈Kj٠

E|α̂j٠,k − αj٠,k|p
′


٢/p′

(٩.٢)

داریم: کنیم. پیدا E|α̂j٠,k − αj٠,k|p
′ برای کرانی است کافی اثبات تکمیل برای

α̂j٠,k − αj٠,k =
١
n

n∑
i=١

{ϕj٠,k(Xi)− αj٠,k}

و مقیاس تابع بودن مستقل به توجه با می�کنیم. تعریف ξi = [ϕj٠,k(Xi)− αj٠,k]به�صورت را ξi اکنون
،{ξi, n ≥ ١} تصادفی متغیرهای دنباله که می�گیریم نتیجه هستند m-وابسته تصادفی متغیرهای این�که

همچنین هستند. m-وابسته

∥ξi∥∞ ≤ K٢j٠/٢∥ϕ∥∞, Eξi = ٠, Eξ٢i ≤ ∥f∥∞, |α̂j٠,k − αj٠,k| =
١
n

∣∣∣∣∣
n∑

i=١
ξi

∣∣∣∣∣
داریم: cardKj٠ = O(٢j٠) این�که به توجه با و (۴.۴.٢) قضیه از استفاده با ∑حال

k∈Kj٠

E|α̂j٠,k − αj٠,k|p
′


٢/p′

≤
{
Cp′

p′٢
j٠ ١
np′

((۴mn)p′/٢)
}٢/p′

≤ K
{
٢٢j٠/p′m

n

} (١٠.٢)

داریم: و می�کنیم جایگذاری (٩.٢) نامساوی در را (١٠.٢) نامساوی حال
T٢ ≤ K٢٢j٠(١−١/٢/p′)m

n
= K٢j٠m

n

(١١.٢)

می�شود. کامل قضیه اثبات ٢j٠ = (
n

m
)

١
٢+١s′ همچنین و (١١.٢) و (٨.٢) رابطه�های از استفاده با



٣ فصل

موجک روش به دوبعدی چگالی تابع برآورد

مقدمه ١.٣

به سپس و کرده ارائه موجک روش به دوبعدی چگالی تابع برآورد مورد در مختصری ابتدا فصل این در
برآوردگر و خطی برآوردگر برای را ١MISE معیار فصل این پایان در می�پردازیم. موجکی ضرایب برآورد
است. (٢٠١۴) همکاران و چسنوا از برگرفته فصل این مطالب می�آوریم. به�دست غیرخطی قوی استانه
یک Y و پیوسته تصادفی متغیر یک X به�طوری�که باشد دوبعدی تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض
آن�ها توأم احتمال چگالی تابع است. شده تعریف (Ω,A,P) احتمال فضای روی گسسته تصادفی متغیر

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت را

f(x, ν) =
∂

∂x
F (x, ν),

است. F (x, ν) = P(X ≤ x, Y = ν) آن در که
می�باشد. (X,Y ) متغیرهای از هم�توزیع و مستقل نمونه n وسیله به� f چگالی تابع برآورد ما هدف

بعدی دو موجک�های ٢.٣

قرار استفاده مورد f برای ناپارامتری برآوردگرهای ساختار در که دوبعدی موجک�های ما قسمت این در
عدد و x ∈ R حقیقی عدد هر برای را موجک و مقیاس توابع راستا این در می�گیریم. نظر در را می�گیرد

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت j ∈ Z صحیح

ϕj,k(x) = ٢j/٢ϕ(٢jx− k), ψj,k(x) = ٢j/٢ψ(٢jx− k)

متعامدیکه پایه {ϕτ,k, k ∈ Z; ψj,k, j ≥ τ, k ∈ Z} مجموعه ١ فصل مطالب به توجه با همچنین
می�باشد. L٢(R) فضای برای

١Mean integrated square error



٢٨ موجک روش به دوبعدی چگالی تابع برآورد .٣

مکان و j ≥ τ مقیاس ،ℓ ∈ {١,٢,٣} جهت هر برای دوبعدی حالت در را موجک و مقیاس توابع
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت k = (k١, k٢) ∈ Z٢ فضایی

Φj,k(x, y) = ٢jΦ(٢jx− k١,٢jy − k٢)

Ψj,k,ℓ(x, y) = ٢jΨ(٢jx− k١,٢jy − k٢)

می�توان را f ∈ L٢(R٢) تابع هر موجکی بسط ،J٠ ≥ τ صحیح عدد هر برای فوق، توابع به توجه با
نوشت: زیر به�صورت

f(x, y) =
∑
k∈Z٢

αJ٠,kΦJ٠,k(x, y) +
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Z٢

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y) (١.٣)

از: عبارتند موجک ضرایب آن در که

αJ٠,k =

∫ ∫
f(x, y)ΦJ٠,k(x, y)dxdy

βj,k,ℓ =

∫ ∫
f(x, y)Ψj,k,ℓ(x, y)dxdy

کنید. رجوع (٢٠٠۴) همکاران و آنتوین به بیش�تر جزئیات برای

M به وابسته M∗ اگر فقط و اگر است دوبعدی Bs
p,r(M) به متعلق L٢(R٢) در f تابع .١.٢.٣ لم

به�طوری�که باشد داشته وجود

٢τ(٢−١/p)

(∑
k∈Z٢

|ατ,k|p
)١/p

+

 ٣∑
ℓ=١

∞∑
j=τ

٢j(s+٢−١/p)

(∑
k∈Z٢

|βj,k,ℓ|p
)١/p

r١/r

≤M∗ <∞,

می�باشند. نرم پارامترهای ١ ≤ p, r ≤ ∞ و همواری پارامتر s > ٠ آن در که

کنید. رجوع (٢٠٠٩) مالات٢ به برهان.

بازه داخل h تکیه�گاه و h ∈ Bs
p,r(M) اگر وتنها اگر است Bs

p,r(M,Q) به متعلق f دوبعدی تابع
باشد. Q > ٠ برای [−Q,Q]

برآوردگرها ٣.٣

که است صورت این به است شده بیان (١٩٩۴) سریتو و احمد در که f چگالی تابع برآورد معمول روش
می�نویسیم: زیر به�صورت را (x, y) توأم احتمال چگالی تابع ابتدا

f(x, ν) = f(x|Y = ν)P(Y = ν)

٢Mallat



٢٩ برآوردگرها .٣.٣

کردن برآورد با بنابراین است. {Y = ν} پیشامد شرط به X چگالی تابع f(x|Y = ν) آن در که
را P(Y = ν) راستا، این در کرد. برآورد را f(x, ν) چگالی تابع می�توان ،f(x|Y = ν) و P(Y = ν)

روی فرض�ها برخی وجود دلیل به می�کنیم. برآورد هسته روش به را f(x|Y = ν) و متناظر نسبت توسط
انتخاب حال این با می�باشد، خوبی مجانبی خواص دارای برآوردگر که شده داده نشان آن مشتقات و f
اعتبارسنجی روش�های از برخی چه اگر است. مهم خیلی هسته روش در باند پهنای سازگار و بهینه

ندارد. وجود نظری نتیجه هیچ اما کنند تضمین را روش این عملی دیدگاه از است ممکن متقابل٣
f(x|Y = ν) برآورد بررسی حل، راه یک می�کنیم. بررسی موجک روش از استفاده با را رویه این اکنون
نظر به مشکل خیلی اول نگاه در است ممکن اگرچه می�باشد. غیرخطی موجک برآوردگر یک توسط
آستانه یک است. مرتبط آستانه انتخاب به روش این عملکرد شد بیان ١ فصل در که همان�طور برسد.
متغیر یک آستانه بنابراین است. وابسته ،{Yi = ν} آن در که i شاخص از تصادفی تعداد به مناسب
چالش یک خود مجانبی اجرای مطالعه�ی و پیچیده توجهی قابل طور به روش این می�باشد. تصادفی

است.
،(٢٠٠٩) جیانگ و دانگ توسط یافته توسعه روش یک اساس بر جایگزین ایده یک ما دلیل، همین به

بگیرید: نظر در را زیر پله�ای تابع می�کنیم. پیشنهاد را پله�ای تابع برپایه

f∗(x, y) =
m∑

ν=١
P(Y = ν)f(x|Y = ν)١{ν−١/٢≤y<ν+١/٢},

است. D مجموعه روی نشانگر تابع ١D آن در که
داریم: y = ν ∈ {١, ...,m} هر برای و f∗ ∈ L٢(R٢) ،f∗ تابع بودن پیوسته قطعه�ای مزیت به توجه با

f∗(x, y) = f(x, ν).

موجک ضرایب برآوردگر ١.٣.٣

می�باشد. زیر ناشناخته موجک ضرایب برآورد ،f∗(x, y) تابع برآورد از مرحله اولین

αj,k =

∫ ∫
f∗(x, y)Φj,k(x, y)dxdy,

βj,k,ℓ =

∫ ∫
f∗(x, y)Ψj,k,ℓ(x, y)dxdy.

می�کنیم. پیشنهاد را زیر برآوردگرهای ،ℓ ∈ {١,٢,٣} و k ∈ Z ،j ≥ τ هر برای بنابراین

α̂j,k =
١
n

n∑
i=١

∫ Yi+١/٢

Yi−١/٢
Φj,k(Xi, y)dy,

β̂j,k,ℓ =
١
n

n∑
i=١

∫ Yi+١/٢

Yi−١/٢
Ψj,k,ℓ(Xi, y)dy

(٢.٣)

٣Cross - validation



٣٠ موجک روش به دوبعدی چگالی تابع برآورد .٣

موجک اصلی برآوردگر ٢.٣.٣

می�کنیم: استفاده مختلف موجک برآوردگر دو از ما
می�دهیم. نمایش f̂L با را آن که خطی روش به موجک برآوردگر -١

می�دهیم. نمایش f̂H با را آن که سخت آستانه روش به موجک برآوردگر -٢
،f∗ ∈ Bs

p,r(M) کنید فرض می�باشند. (٢.٣) موجک ضرایب به وابسته نظر مورد برآوردگر دو هر
بگیرید: نظر در زیر به�صورت را خطی روش به موجک برآوردگر .p ≥ ٢

f̂L(x, y) =
∑
k∈Z٢

α̂J٠,kΦJ٠,k(x, y), (٣.٣)

کند: صدق زیر رابطه در که است صحیحی عدد J٠ و است شده بیان (٢.٣) تعریف در α̂J٠,k آن در که
١
٢n

١/(٢s+١) < ٢J٠ ≤ n١/(٢s+١)

کنید. رجوع (٢٠١١) چائوبی به می�توانید خطی روش به موجک برآوردگر زمینه در بیش�تر مطالعه برای
زیر به�صورت را سخت آستانه روش به موجک برآوردگر است. ناشناخته f∗ تابع همواری که کنید فرض

می�کنیم: تعریف

f̂H(x, y) =
∑
k∈Z٢

α̂τ,kΦτ,k(x, y) +
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Z٢

β̂j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj}Ψj,k,ℓ(x, y) (۴.٣)

صدق زیر رابطه در که است صحیحی عدد J١ و شده�اند بیان (٢.٣) رابطه در β̂j,k,ℓ و α̂τ,k آن در که
می�کند:

١
٢
n

lnn
< ٢J١ ≤ n

lnn
,

می�شود: تعریف زیر به�صورت θj و بوده بزرگ کافی اندازه به ثابت یک k همچنین

θj = ٢−j/٢
√
lnn

n
.

می�باشند: مهم قضایا و لم�ها اثبات در زیر نکته�های ادامه، در
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را cj,k٢ مجموعه�ی ν ∈ {١, ...,m}هر برای -١

cj,k٢(ν) =

∫ ν+ ١
٢

ν− ١
٢

ϕj,k٢(y)dy. (۵.٣)

داریم: i ∈ {١, ..., n} برای این�که به توجه ∫با Yi+١/٢

Yi−١/٢
Φj,k(Xi, y)dy = ϕj,k١(Xi)cj,k٢(Yi)

داریم: نتیجه در

α̂j,k =
١
n

n∑
i=١

ϕj,k١(Xi)cj,k٢(Yi).



٣١ برآوردگرها .٣.٣

ثابت j برای بنابراین f∗ ∈ Bs
p,r(M,Q) و هستند فشرده محمل دارای موجک توابع که آن�جایی ٢-از

مجموعه یک توسط را مرتبه این ما بنابراین هستند ٢٢j مرتبه از و نامنفی موجک توابع این�که به�دلیل و
می�دهیم. نشان Λj شکل به ٢٢j مرتبه�ی از متوالی صحیح اعداد از

از آن مقدار است ممکن و ندارد بستگی n و k ،j مقادیر به که است عمومی ثابت یک C مقدار -٣
زیر آماری نتایج باشد ψ یا ϕ به وابسته آن مقدار است ممکن هم�چنین و کند تغییر دیگر جمله به جمله�ای
می�دهند. نشان مختلف معیارهای وسیله به را (٢.٣) برآوردگرهای بودن کارا شده�اند، بیان لم قالب در که

داریم: این�صورت در ℓ ∈ {١,٢,٣} ،k ∈ Z٢ ،j ≥ τ کنید فرض .١.٣.٣ لم

E(α̂j,k) = αj,k, E(β̂j,k,ℓ) = βj,k,ℓ

می�آیند به�دست (١۴.٣.١) لم از استفاده با دوم رابطه و (١٣.٣.١) لم از استفاده با اول رابطه برهان.

E
(
ϕj,k١(X١)cj,k٢(Y١)

)
= E

(
E
(
ϕj,k١(X١)cj,k٢(Y١)|Y١

))
= E

(
cj,k٢(Y١)E

(
ϕj,k١(X١)|Y١

))
داریم: فوق رابطه در E

(
ϕj,k١(X١)|Y١

)
مقدار جایگذاری با حال

=E
(
cj,k٢(Y١)

∫
ϕj,k١(x)f (x|Y١) dx

)
=

m∑
ν=١

cj,k٢(ν)

∫
ϕj,k١(x)f (x|Y١ = ν) dxP (Y١ = ν)

=

∫ ∫ ( m∑
ν=١

P (Y١ = ν) f (x|Y١ = ν)١{ν− ١
٢≤y<ν+ ١

٢}

)
ϕj,k١(x)ϕj,k٢(y)dxdy

=

∫ ∫
f∗ (x, y)ϕj,k١(x)ϕj,k٢(y)dxdy = αj,k.

،k ∈ Z٢ ،٢j ≤ n به�طوری�که ،j ≥ τ و کران�دار۴باشد بالا از x چگالی کنید فرض .٢.٣.٣ لم
به�طوری�که دارد وجود c مانند ثابتی عدد سپس ℓ ∈ {١,٢,٣}

E
(
(α̂j,k − αj,k)

۴
)
≤ c

١
n٢
٢−٢j

E
((

β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

)۴)
≤ c

١
n٢
٢−٢j

می�کنیم: تعریف برهان.

ξi = ϕj,k١(Xi)cj,k٢(Yi)− αj,k

۴Bounded



٣٢ موجک روش به دوبعدی چگالی تابع برآورد .٣

داریم: رزنتال نامساوی به�کارگیری با همچنین و E(ξ١) = ٠ داریم (١.٣.٣) لم از استفاده با

E
(
(α̂j,k − αj,k)

۴
)
= E

(١
n

n∑
i=١

ξi

)۴


≤ C

 ١
n۴

n∑
i=١

E(ξ۴١) +
١
n۴

(
n∑

i=١
E(ξ٢١)

)٢


= C

(
١
n٣

E(ξ۴١) +
١
n٢
(
E(ξ٢١)

)٢)
(۶.٣)

داریم: u ∈ {٢,۴} هر برای (٢٠١۴) همکاران و چسنوا یافته طبق

E (ξu١ ) ≤ ٢uE
((
ϕj,k١ (X١)

)u (
cj,k٢ (Y١)

)u)
داریم: y = ٢jw − k٢ متغیر تغییر از استفاده با

|cj,k٢ (Y١) | ≤
∫

|ϕj,k٢ (y) |dy

=

∫ ∣∣∣٢j/٢ϕj,k٢

(
٢j(٢jw − k٢)− k

)∣∣∣٢−jdw

= ٢−j/٢
∫

|ϕ (w) |dw = c٢−j/٢

(٧.٣)

ϕ تابع به توجه با همچنین و می�گیریم نظر در را است کران�دار بالا از که X١ چگالی تابع را g حال
داریم:

∫ (
ϕj,k١(x)

)٢
dx = ١ و فشرده محملی دارای که

E
((
ϕj,k١(X١)

)u)
=

∫ (
ϕj,k١(x)

)u
g(x)dx

≤ C

∫ (
ϕj,k١(x)

)u
dx

= C

∫ (
ϕj,k١(x)

)(u−٢) (
ϕj,k١(x)

)٢
dx

= C

∫ (
٢j/٢ϕ(٢jx− k)

)(u−٢) (
ϕj,k١(x)

)٢
dx

≤ C٢j(u−٢)/٢
∫ (

ϕj,k١(x)
)٢
dx

= C٢j(u−٢)/٢

بنابراین
E (ξu١ ) ≤ C٢j(u−٢)/٢٢−ju/٢ = C٢−j (٨.٣)

می�گیریم: نتیجه ٢j ≤ n شرط و (٣.٣) ،(٢.٣) رابطه�های به توجه با

E
(
(α̂j,k − αj,k)

۴
)
≤ C

(
١
n٣
٢−j +

١
n٢
٢−٢j

)
≤ C

١
n٢
٢−٢j



٣٣ برآوردگرها .٣.٣

همچنین ٢j ≤ n/lnn به�طوری�که j ≥ τ و باشد کران�دار بالا از X چگالی تابع کنید فرض .٣.٣.٣ لم
به�طوری�که: دارد وجود k > ٠ مانند ثابتی عدد صورت این در ،ℓ ∈ {١,٢,٣} ،k ∈ Z

P

(
|α̂j,k − αj,k| ≥

k

٢٢
−j/٢

√
lnn

n

)
≤ ٢ ١

n٢

P

(∣∣∣β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

∣∣∣ ≥ k

٢٢
−j/٢

√
lnn

n

)
≤ ٢ ١

n٢

i ∈ {١, ..., n} هر برای را ξi و باشد شده تعریف (۵.٣) رابطه همانند cj,k٢ می�کنیم فرض برهان.
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت

ξi = ϕj,k١(Xi)cj,k٢(Yi)− αj,k

آن�گاه:
می�باشند. هم�توزیع و مستقل نیز ξ١, ..., ξn پس هستند هم�توزیع و ,X١مستقل ...., Xn که آن�جایی از -١

می�باشد. E(ξ١) = ٠ ،(١.٣.٣) لم از استفاده با -٢
است: برقرار زیر رابطه (٧.٣) رابطه از استفاده با -٣

|ξ١| ≤
∣∣ϕj,k٢(X١)

∣∣ ∣∣cj,k٢(Y١)∣∣+ |αj,k|

≤ C٢j/٢٢−j/٢ + C ≤ C

داریم: (٨.٣) رابطه�ی از استفاده با -۴

E(ξ٢١) ≤ C٢−j

داریم: ٢j ≤ n/lnn این�که و برنشتاین نامساوی به توجه با حال

P

(
|α̂j,k − αj,k| ≥

k

٢٢
−j/٢

√
lnn

n

)
= P

(∣∣∣∣∣١n
n∑

i=١
ξi

∣∣∣∣∣ ≥ k

٢٢
−j/٢

√
lnn

n

)

≤ ٢exp
(
−C k٢٢−jlnn

٢−j + k٢−j/٢√lnn/n

)

≤ ٢exp
(
−C k٢lnn

١+ k٢j/٢√lnn/n

)

رابطه�ی به توجه با

٢j ≤ n

lnn
⇒ ٢j lnn

n
≤ ١ ⇒ ٢j/٢

√
lnn

n
≤ ١
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داریم

٢exp
(
−C k٢lnn

١+ k٢j/٢√lnn/n

)
≤ ٢exp

(
−Ck

٢lnn

١+ k

)
= ٢exp

(
−lnn

(
Ck٢

١+ k

))
=

١
nh(k)

دارد وجود k > ٠ همچنین و limk→∞h(k) = ∞ به�طوری�که ،h(k) = Ck١)/٢ + k) آن در که
.h(k) = ٢ به�طوری�که

می�باشد. فوق اثبات مشابه نیز دوم رابطه�ی اثبات

(f̂L برای بالا (کران .۴.٣.٣ قضیه
s > ٠, p ≥ شرایط با f∗ ∈ Bs

p,r(M,Q) و کران�دار بالا از X چگالی (١.٣) رابطه در کنید فرض
C > ٠ ثابت عدد باشد. (٣.٣) رابطه مطابق f̂L می�کنیم فرض هم�چنین باشد. ٢, r ≥ ١, Q ≥ m

به�طوری�که: دارد وجود

E
(∫ ∫ (

f̂L(x, y)− f∗(x, y)
)٢
dxdy

)
≤ Cn−٢s/(٢s+١)

داریم: است انتگرال�پذیر مربع تابع یک f∗ آن�جایی�که از برهان.

f∗(x, y) =
∑
k∈ΛJ٠

αJ٠,kΦJ٠,k(x, y) +
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)

می�شوند: تعریف زیر به��صورت βj,k,l و αJ٠,k آن در که

αJ٠,k =

∫ ∫
f∗(x, y)ΦJ٠,k(x, y)dxdy

βj,k,ℓ =

∫ ∫
f∗(x, y)Ψj,k,ℓ(x, y)dxdy

بنابراین

f̂L(x, y)− f∗(x, y) =
∑
k∈ΛJ٠

(α̂J٠,k − αJ٠,k) ΦJ٠,k(x, y)−
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)

چپ سمت از E
(∫ ∫ (

f̂L(x, y)− f∗(x, y)
)٢
dxdy

)
عبارت برای کران آوردن به�دست برای حال



٣۵ برآوردگرها .٣.٣

می�کنیم: شروع

(
f̂L(x, y)− f∗(x, y)

)٢
=

∑
k∈ΛJ٠

(α̂J٠,k − αJ٠,k) ΦJ٠,k(x, y)

٢

− ٢

∑
k∈Λj٠

(α̂J٠,k − αJ٠,k) ΦJ٠,k(x, y)


×

 ٣∑
ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)


+

 ٣∑
ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)

٢

داریم: طرفین از انتگرال�گیری و پایه توابع بودن متعامدیکه خاصیت از استفاده با حال

∫ ∫ (
f̂L(x, y)− f∗(x, y)

)٢
dxdy =

∑
k∈ΛJ٠

(α̂J٠,k − αJ٠,k)
٢ +

٣∑
ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ

به�طوری�که f∗ ∈ Bs
p,r(M) ⊆ Bs

٢,∞(M) خاصیت به توجه با و می�گیریم امید طرفین از صورت این در
داریم: p ≥ ٢

E
(∫ ∫ (

f̂L(x, y)− f∗(x, y)
)٢
dxdy

)
=
∑
k∈ΛJ٠

E
(
(α̂J٠,k − αJ٠,k)

٢
)

+
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ

=
∑
k∈ΛJ٠

V(α̂J٠,k) +
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J٠

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ

داریم: و می�دهیم قرار را آن مقدار
∑

k∈Λj
β٢j,k,ℓ به�جای (٣.٢) رابطه�ی از استفاده با

≤
∑
k∈ΛJ٠

V(α̂J٠,k) +
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J٠

٢−٢js

می�دهیم قرار فوق عبارت در و کرده محاسبه را آن مقدار لذا است هندسی سری یک
∑∞

j=J٠
٢−٢js چون

می�دهد: نتیجه که

=
∑
k∈ΛJ٠

V(α̂J٠,k) +
٣∑

ℓ=١

٢−٢J٠s

١− ٢−٢s ≤ C

(
٢٢J٠ ٢

−J٠

n
+ ٢−٢J٠s

)
≤ Cn−٢s/(٢s+١)
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در را شده تعریف (۴.٣) رابطه�ی به�صورت که f̂H و (١.٣) رابطه�ی (f̂H برای بالا (کران .۵.٣.٣ قضیه
{p ≥ ٢, s > ٠} و r ≥ ١ ،f∗ ∈ Bs

p,r(M,Q) و بوده کران�دار بالا Xاز چگالی فرضکنید بگیرید. نظر
به�طوری�که دارد وجود C > ٠ ثابت عدد صورت این در باشد. Q ≥ m و {p ∈ [١,٢), s > ٢/p} یا

E
(∫ ∫ (

f̂H(x, y)− f∗(x, y)
)٢
dxdy

)
≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

نوشت: می�توان f∗ ∈ L٢(R٢) آن�جایی�که از برهان.

f∗(x, y) =
∑
k∈Λτ

ατ,kΦτ,k(x, y) +
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=τ

∑
k∈Λj

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)

می�شوند: تعریف زیر به�صورت βj,k,l و ατ,k آن در که

ατ,k =

∫ ∫
f∗(x, y)Φτ,k(x, y)dxdy

βj,k,ℓ =

∫ ∫
f∗(x, y)Ψj,k,ℓ(x, y)dxdy

بنابراین

f̂H(x, y)− f∗(x, y) =
∑
k∈Λτ

(α̂τ,k − ατ,k) Φτ,k(x, y)

+
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

(
β̂j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj} − βj,k,ℓ

)
×Ψj,k,ℓ(x, y)

−
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J١+١

∑
k∈Λj

βj,k,ℓΨj,k,ℓ(x, y)

داریم موجکی متعامدیکه پایه�های طبق

E
(∫ ∫ (

f̂H(x, y)− f∗(x, y)
)٢
dxdy

)
=
∑
k∈Λτ

E
(
(α̂τ,k − ατ,k)

٢
)

+
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
((

β̂j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj} − βj,k,ℓ

)٢)

+
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J١+١

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ

(٩.٣)
می�آوریم: به�دست بالا کران یک ٣جمله این از یک هر برای قسمت، این در حال،

داریم: لم(٢.٣.٣) از استفاده ∑با
k∈Λτ

E
(
(α̂τ,k − ατ,k)

٢
)
≤ C٢٢τ ٢

−τ

n
≤ C

١
n
≤ Cn−٢s/(٢s+١) (١٠.٣)



٣٧ برآوردگرها .٣.٣

می�گیریم: نظر در حالت ٢ سوم جمله برای کران آوردن به�دست برای
اول حالت

بنابراین: f∗ ∈ Bs
p,r(M) ⊆ Bs

٢,∞(M) داریم p ≥ ٢ و r ≥ ١ برای

٣∑
ℓ=١

∞∑
j=J١+١

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ ≤ C

∞∑
j=J+١

٢−٢js

≤ C٢−٢J١s

≤ C

(
lnn

n

)٢s

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

دوم حالت
داریم s > ٢/p آن�جای�که از و f∗ ∈ Bs

p,r(M) ⊆ Bs+٢−١/p
٢,∞ (M) داریم p ∈ [١,٢) و r ≥ ١ برای

بنابراین s+ ١− ٢/p > s/(٢s+ ١)

٣∑
ℓ=١

∞∑
j=J١+١

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ ≤ C

∞∑
j=J١+١

٢−٢j(s+٢−١/p)

≤ C٢−٢J١(s+٢−١/p)

≤ C

(
lnn

n

)٢(s+٢−١/p)

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

،r ≥ ١ برای نتیجه در رسیدیم
∑٣

ℓ=١
∑∞

j=J+١
∑

k∈Λj
β٢j,k,ℓ برای واحدی کران به حالت دو هر در چون

داریم: {p ∈ [١,٢) و s > ٢/p} یا {p ≥ ٢ و s > ٠}

٣∑
ℓ=١

∞∑
j=J١+١

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ ≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)
(١١.٣)

می�نویسیم: دوم جمله برای بالا کران آوردن به�دست برای نهایت، در

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
((

β̂j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj} − βj,k,ℓ

)٢)
= A١ + A٢ + A٣ + A۴ (١٢.٣)
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آن در که

A١ =
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
((

β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

)٢
١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj}١{|βj,k,ℓ|<kθj/٢}

)
,

A٢ =
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
((

β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

)٢
١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj}١{|βj,k,ℓ|≥kθj/٢}

)
,

A٣ =
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
(
β٢j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|<kθj}١{|βj,k,ℓ|≥٢kθj}

)
,

و

A۴ =
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
(
β٢j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|<kθj}١{|βj,k,ℓ|<٢kθj}

)
,

می�کنیم: استفاده زیر نامساوی�های از A٣ و A١ برای کران آوردن به�دست }برای
|β̂j,k,ℓ| < kθj, |βj,k,ℓ| ≥ ٢kθj

}
⊆
{
|β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ| > kθj/٢

}
,{

|β̂j,k,ℓ| ≥ kθj, |βj,k,ℓ| < kθj/٢
}
⊆
{
|β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ| > kθj/٢

}
,{

|β̂j,k,ℓ| < kθj, |βj,k,ℓ| ≥ ٢kθj
}
⊆
{
|βj,k,ℓ| ≤ ٢|β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ|

}
,

بنابراین

max(A١, A٣) ≤ C
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

E
((

β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

)٢
١{|β̂j,k,ℓ−βj,k,ℓ|>kθj/٢}

)
داریم: (٣.٣.٣) و (٢.٣.٣) لم�های و شوارتز - کوشی نامساوی از استفاده با

E
((

β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

)٢
١{|β̂j,k,ℓ−βj,k,ℓ|>kθj/٢}

)
≤
(
E
((

β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ

)۴))١/٢

(
P
(
|β̂j,k,ℓ − βj,k,ℓ| > kθj/٢

))١/٢
≤ C٢−j ١

n٢

داریم: ٢J١ ≤ n برای بنابراین

max(A١, A٣) ≤ C
١
n٢

J١∑
j=τ

٢٢j٢−j ≤ C
١
n٢
٢J١ ≤ C

١
n
≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)
(١٣.٣)

E(X٢) ≥ ینسن، قضیه�ی از استفاده با می�آوریم. به�دست A٢ برای کرانی (٢.٣.٣) لم از استفاده با حال،
E٢(X)

گرفت: نتیجه می�توان X =
(
β̂ − β

)٢
متغیر تغییر اعمال با

E
(
β̂ − β

)۴
≥ E٢

(
(β̂ − β)٢

)
⇒ E٢

(
(β̂ − β)٢

)
≤ E

(
β̂ − β

)۴
≤ C

١
n٢
٢−٢j
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داریم: ینسن نامساوی از استفاده با

E(β̂ − β)٢ ≤ C
١
n
٢−j

آن�جایی�که از

A٢ ≤ C
١
n

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=τ

٢−j
∑
k∈Λj

١{|βj,k,ℓ|>kθj/٢}

می�کند: صدق زیر نامساوی در که باشد صحیحی عدد J٢ کنید فرض

١
٢
( n

lnn

)١/(٢s+١)
< ٢J٢ ≤

( n

lnn

)١/(٢s+١)
(١۴.٣)

می�کنیم: افراز A٢,٢ و A٢,١ بخش دو به را A٢ کران

A٢ ≤ A٢,١ + A٢,٢

آن در که

A٢,١ = C
١
n

٣∑
ℓ=١

J٢∑
j=τ

٢−j
∑
k∈Λj

١{|βj,k,ℓ|>kθj/٢}

و

A٢,٢ = C
١
n

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

٢−j
∑
k∈Λj

١{|βj,k,ℓ|>kθj/٢}

می�شود: حاصل زیر به�صورت A٢,١ بالای کران

A٢,١ ≤ C
١
n

J٢∑
j=τ

٢−j٢٢j ≤ C
١
n
٢J٢ ≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

می�کنیم: بررسی را حالت دو A٢,٢ برای کران کردن پیدا برای حال
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f∗ ∈ Bs
p,r(M) ⊆ Bs

٢,∞(M) آن�جای�که از p ≥ ٢ و r ≥ ١ برای : اول حالت

A٢,٢ ≤ C
١
n

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

٢−j
∑
k∈Λj

١ |βj,k,ℓ|
kθj/٢

>١


= C

١
n

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

٢−j
∑
k∈Λj

١
β٢j,k,ℓ

k٢θ٢j /۴
>١


= C

١
n

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

٢−j ١
θ٢j

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ

≤ C

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ

≤ C

∞∑
j=J١+٢

٢−٢js

≤ C٢−٢J٢s

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

و f∗ ∈ Bs
p,r(M) آن�جایی�که از s > ٢/p و r ≥ ١, p ∈ [١,٢) برای دوم: حالت

داریم: (٢s+ ٢)(١− p)/٢+ (s+ ١/٢− ١/p)p = ٢s

A٢,٢ ≤ C
١
n

٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

٢−j ١
θpj

∑
k∈Λj

|βj,k,ℓ|p

≤ C

(
lnn

n

)(٢−p)/٢ ∞∑
j=J١+٢

٢−j(١−p/٢)٢−j(s+٢−١/p)p

≤ C

(
lnn

n

)(٢−p)/٢
٢−J٢(s+٢−١/p)p

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

{p ≥ ٢ و s > ٠} ،r ≥ ١ برای نتیجه در A٢,٢رسیدیم و A٢,١ برای واحدی کران به حالت دو هر در چون
داریم: {p ∈ sو(١,٢] > ٢/p} یا

A٢ ≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)
(١۵.٣)

داریم: زیر به�صورت A۴ بالای کران سپس

A۴ ≤
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=τ

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ١{|βj,k,ℓ|<٢kθj}



۴١ برآوردگرها .٣.٣

و A۴,١ جمله�ی دو به را A۴ می�کند. صدق (١۴.٣) رابطه�ی در که باشد صحیحی عدد J٢ کنید فرض
می�کنیم: افراز A۴,٢

A۴ ≤ A۴,١ + A۴,٢

آن: در که

A۴,١ =
٣∑

ℓ=١

J٢∑
j=τ

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ١{|βj,k,l|<٢kθj}

A۴,٢ =
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ١{|βj,k,ℓ|<٢kθj}

می�آوریم: دست به کران A۴,١ برای ابتدا

A۴,١ ≤ C

J٢∑
j=τ

٢٢jθ٢j = C
lnn

n

J٢∑
j=τ

٢٢j٢−j

≤ C
lnn

n
٢J٢

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

می�گیریم: نظر در حالت دو A۴,٢ برای کران آوردن به�دست برای
اول: حالت

داریم: لذا f∗ ∈ Bs
p,r(M) ⊆ Bs

٢,∞(M) که آن�جایی از p ≥ ٢ و r ≥ ١ برای

A۴,٢ ≤
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J١+٢

∑
k∈Λj

β٢j,k,l ≤ C
∞∑

j=J١+٢
٢−٢js

≤ C٢−٢J٢s

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

دوم: حالت
و f∗ ∈ Bs

p,r(M) آن�جایی�که از s > ٢/p و r ≥ ١, p ∈ [١,٢) برای
داریم: (٢s+ ٢)(١− p)/٢+ (s+ ١/٢− ١/p)p = ٢s



۴٢ موجک روش به دوبعدی چگالی تابع برآورد .٣

A۴,٢ =
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

∑
k∈Λj

β٢j,k,ℓ١{|βj,k,ℓ|<٢kθj}

=
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

∑
k∈Λj

|βj,k,ℓ|p|βj,k,ℓ|٢−p١{|βj,k,ℓ|<٢kθj}

≤
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

∑
k∈Λj

|βj,k,ℓ|p (٢kθj)٢−p

= C
٣∑

ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

θ٢−p
j

∑
k∈Λj

|βj,k,ℓ|p

= C

(
lnn

n

)(٢−p)/٢ ٣∑
ℓ=١

J١∑
j=J١+٢

٢−j(١−p/٢) ∑
k∈Λj

|βj,k,ℓ|p

≤ C

(
lnn

n

)(٢−p)/٢ ∞∑
j=J١+٢

٢−j(١−p/٢)٢−j(s+٢−١/p)p

≤ C

(
lnn

n

)(٢−p)/٢
٢−J٢(s+١−١/٢/p)p

≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)

{p ≥ ٢ و s > ٠} ،r ≥ ١ برای نتیجه در رسیدیم A۴,٢ و A۴,١ برای واحد کرانی به حالت دو هر در چون
داریم: {p ∈ [١,٢) و s > ٢/p} یا

A۴ ≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)
(١۶.٣)

داریم: (١٢.٣) رابطه�ی در (١۶.٣) و (١۵.٣) ،(١٣.٣) رابطه�های جایگذاری با
٣∑

ℓ=١

∞∑
j=J+١

∑
k∈Λj

E
((

β̂j,k,ℓ١{|β̂j,k,ℓ|≥kθj} − βj,k,ℓ

)٢)
≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)
(١٧.٣)

{p ≥ ٢ و s > ٠} ،r ≥ ١ برای (٩.٣) رابطه�ی در (١٧.٣) و (١١.٣) ،(١٠.٣) رابطه�های جایگذاری با
داریم: {p ∈ [١,٢) و s > ٢/p} یا

E
(∫ ∫ (

f̂H(x, y)− f∗(x, y)
)٢
dxdy

)
≤ C

(
lnn

n

)٢s/(٢s+١)



۴ فصل

شبیه�سازی

مقدمه ١.۴

را هسته روش به گسسته - پیوسته دوبعدی چگالی تابع ناپارامتری برآورد موضوع ابتدا فصل این در
قضیه ٢ قالب در بزرگ حجم�های برای آمده به�دست برآوردگر خصوصیات بیان به ادامه در و می�کنیم بیان
موجک روش�های دقت MISE معیار توسط شده شبیه�سازی مثال یک از استفاده با پایان در می�پردازیم.
می�کنیم. مقایسه و محاسبه را گسسته - پیوسته دوبعدی چگالی تابع ناپارامتری برآورد در را هسته و

می�باشد. (٢٠١۴) همکاران و چسنوا و (١٩٩۴) سریتو و احمد از برگرفته فصل این مطالب

دوبعدی هسته ٢.۴

فرض هم�چنین باشند (پیوسته) Y و (گسسته) X متغیرهای از تصادفی نمونه یک (X,Y ) کنیم فرض
توزیع تابع برای می�شود. انتخاب J = {...,−١,٠,١,٢−,٢, ...} مجموعه از X مقادیر کنید

F (i, y) = P (X = i, Y ≤ y)

می�باشد. زیر به�صورت X, Y توأم چگالی تابع

f(i, y) =
∂

∂y
F (i, y)

می�باشد. (x١, y١), ..., (xn, yn) تصادفی نمونه اساس بر توأم چگالی تابع برآورد ما هدف قسمت این در
می�کنیم: فرض منظور بدین

p̂i =
ni

n

شرطی برآورد f̂i(y) و می�باشد Xj = i با متناظر {Y١, ...., Yn} مجموعه مولفه�های تعداد ni آن در که
چگالی

f(y|x = i) = fi(y)



۴۴ شبیه�سازی .۴

و می�کنیم استفاده شده شناخته هسته�ی روش از fi(y) برآورد آوردن دست به برای ما بنابراین می�باشد.
می�کنیم: تعریف

f̂i(y) = (nian)
−١

∑
l∈Cn(i)

k(
y − Yl
an

)

یک anها و هستند i مقوله از متناظرش Xهای که طوری به Yهاست از مجموعه�ای Cn(i) آن در که
بورل اندازه�پذیر تابع یک k(.) و n ↗ ∞ جایی�که در an ↙ ٠ به�طوری�که است مثبت اعداد از دنباله

به�طوری�که می�شود گرفته احتمال چگالی تابع یک از معمولا که است شده شناخته

lim
|u|→∞

|u|k(u) = ٠ , k(u) = k(−u)

آوردیم: به�دست را زیر برآورد ما بنابراین

f̂(i, y) = (nan)
−١

∑
l∈Cn(i)

k(
y − Yl
an

)

برآورد ما بنابراین می�دهیم. نمایش Zn(i) نماد با را آن بعد به این از است تصادفی متغیر یک ni چون
می�کنیم: پیشنهاد f(i, y) برای را زیر

f̂n(i, y) = (nan)
−١

∞∑
j=−∞

W (ŝn, i, j)
∑

ℓ∈Cn(j)

k(
y − Yℓ
an

)

= n−١
∞∑

j=−∞

W (ŝn, i, j)Zn(j)f̂j(y)

را sn برآورد فوق رابطه در ما لذا است X نامعلوم احتمال فراوانی به وابسته sn بهینه انتخاب چون
دادیم. قرار



۴۵ هسته روش به دوبعدی چگالی تابع ناپارامتری برآورد .٣.۴

هسته روش به دوبعدی چگالی تابع ناپارامتری برآورد ٣.۴

اعداد برروی فاصله�ها تمام S که S × J × J برروی گسسته وزن تابع یک W (s, i, j) .١.٣.۴ تعریف
باشیم: داشته s ∈ S و i, j ∈ J هر ازای به هرگاه می�باشد J = {....,−١,٠,١,٢−,٢, ....} و حقیقی

+∞∑
j=−∞

W (s, i, j) = ١ , W (s, i, j) ≥ ٠

می�باشد. W (٠, i, j) = ٠ نقاط سایر در و i = j هرگاه است W (٠, i, j) = I(i, j) = ١ همچنین

از مثال یک یکنواخت وزن تابع است. پیوسته صفر نقطه در i, j ∈ J هر ازای به W (s, i, j) تابع
است: زیر به�صورت که می�باشد تابع نوع این

W (s, i, j) =



s

٢k |i− j| = ١, ..., k k ≥ ١

١− s i = j

٠ |i− j| ≥ k + ١ s = [٠,١]

می�باشد. ثابت و صحیح عدد یک k آن در که

n −→ ∞ اگر نتیجه در f̂n(i, y) P−→ ٠ سپس ŝn
P−→ ٠ آن�گاه n −→ ∞ چنان�چه اگر .٢.٣.۴ قضیه

می�باشد. nan −→ ∞ آن�گاه

کنید. رجوع (١٩٩۴) سریتو و احمد به برهان.

fi(y) بودن یکنواخت پیوسته و supi,y fi(y) <∞ شرط قبل قضیه شرایط بر علاوه اگر .٣.٣.۴ قضیه
می�باشد. f(i, y) برای یکنواخت برآوردگر یک f̂n(i, y) آن�گاه کنیم اضافه را

که می�دانیم برهان.

fi(y) = f(y|x = i) =
f(y, x = i)

p(x = i)
=
f(i, y)

pi

و

f̂n(i, y) =
١
n

∞∑
j=−∞

W (ŝn, i, j)Zn(j)f̂j(y)

داریم: وزن تابع تعریف به توجه با همچنین

W (٠, i, j) =


١ i = j

٠ i ̸= j
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بنابراین

∣∣∣f̂n(i, y)− f(i, y)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣١n∑

j

W (ŝn, i, j)Zn(j)f̂j(y)− pifi(y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j

[W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j) +W (٠, i, j)] Zn(j)

n
f̂j(y)− pifi(y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j

[W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)] Zn(j)

n
f̂j(y)

+
∑
j

W (٠, i, j)Zn(j)

n
f̂j(y)− pifi(y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j

[W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)] Zn(j)

n
f̂j(y) +

Zn(j)

n
f̂j(y)− pifi(y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j

[W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)] Zn(j)

n
f̂j(y)

+
Zn(j)

n

(
f̂j(y)− fi(y)

)
+
Zn(i)

n
fi(y)− pifi(y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j

[W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)] Zn(j)

n
f̂j(y)

+
Zn(j)

n

(
f̂j(y)− fi(y)

)
+ fi(y)

[
Zn(i)

n
− pi

]∣∣∣∣
داریم: طرفین از گرفتن سوپریمم و قدرمطلق خواص از استفاده با

sup
i,y

∣∣∣f̂n(i, y)− f(i, y)
∣∣∣

≤ sup
i,y

∣∣∣∣∣∑
j

[W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)] Zn(j)

n
f̂j(y)

∣∣∣∣∣+ Zn(j)

n
sup
i,y

∣∣∣f̂j(y)− fi(y)
∣∣∣

+ sup
i,y

|fi(y)|
∣∣∣∣Zn(i)

n
− pi

∣∣∣∣
≤
∑
j

|W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)| Zn(j)

n

{
sup
i,y

∣∣∣f̂j(y)∣∣∣}+
Zn(j)

n
sup
i,y

∣∣∣f̂j(y)− fi(y)
∣∣∣

+ sup
i,y

|fi(y)|
∣∣∣∣Zn(i)

n
− pi

∣∣∣∣ = I١ + I٢ + I٣.

میل صفر سمت به احتمال در I٣ ،n −→ ∞ که زمانی بنابراین ،supi,y |fi(y)| < ∞ که آن�جایی از
به احتمال در supi,y |f̂i(y)− fi(y)| ،Zn(i) بودن معلوم با کرد ثابت (١٩۶٢) پارزن هم�چنین می�کند.
،n −→ ∞ که زمانی بنابراین می�کند میل pi به احتمال در Zn(i)/n که آن�جایی از و می�کند میل صفر

می�کند. میل صفر به احتمال در I٢
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داریم I١ برای

I١ ≤ sup
j

∣∣W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)
∣∣ {sup

i,y

∣∣∣f̂j(y)∣∣∣}∑
j

Zn(j)

n

است نامنفی
∑

j

Zn(j)

n
سری که آن�جایی از و می�کند میل pj به احتمال در

Zn(j)

n
jها، تمام برای

احتمال در supj,y |f̂i(y)| همچنین می�کند. میل ١ به احتمال در
∑

j

Zn(j)

n
،n −→ ∞ که زمانی پس

احتمال در supj |W (ŝn, i, j)−W (٠, i, j)| ،n −→ ∞ که زمانی (١.٣.۴) تعریف طبق و کران�دار
می�کند. میل صفر به احتمال در I١ ،n −→ ∞ که زمانی نتیجه در می�کند. میل صفر به

صورت این در باشد. مشتق�پذیر بار دو y حسب بر fj(y) ،j ∈ R ازای به کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه
بزرگ nهای برای

MSE(f̂(i, y)) ≃ (nan)
−١
∫
k٢(u)du

∑
j

W ٢(sn, i, j)f(i, y)

+

[
a٢n
٢

∫
u٢k(u)du

∑
j

W (sn, i, j)pjf
′′

j (y)

]٢
=

C١
nan

+
C٢a

۴
n

۴

کنید. رجوع واحمد(١٩٩۴) سریتو به برهان.

کردند: ارائه زیر به�صورت را an بهینه مقدار (١٩٩۴) سریتو و احمد

an =

(
C١
nC٢

)١/۵
(١.۴)

آن در که

C١ =

[∑
j

W ٢(sn, i, j)f(i, y)

]∫
k٢(u)du

C٢ =

{∫
u٢k(u)du

∑
j

W (sn, i, j)pjf
′′

j (y)

}٢

بود: خواهد زیر به�صورت ١MSE کمینه مقدار صورت این در
MSE =

۵
۴
[
C٢C

۴
١/n

۴]١/۵ (٢.۴)

١Mean square Error
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سازی شبیه مثال ۴.۴

(٣.٣) خطی برآوردگر هموار نسخه ،٣ فصل در (۴.٣) و (٣.٣) برآوردگرهای دقت میزان قسمت این در
یک در می�کنیم. مقایسه باهم و محاسبه را هسته برآوردگر و آمده (٢٠١٠) ویداکوویک و رامیرز در که
نمونه�ی آن در که می�کنیم تولید تایی ١٠٠٠ و ۵٠٠ ،٢٠٠ ،١٠٠ ،۵٠ ،٢٠ نمونه�های شبیه�سازی مطالعه
دوجمله�ای گسسته توزیع از Y١, ..., Yn نمونه�ی و (٢,٣) پارامترهای با بتا پیوسته توزیع از X١, ..., Xn

می�باشد: زیر به�صورت (x, y) توأم چگالی تابع بنابراین می�باشند. (١, xi) پارامترهای با

f(x, y) = f(y|x)f(x) x ∈ [٠,١] , y ∈ {٠,١}

= xy(١− x)١−y ١
B(٢,٣)x(١− x)٢

= ١٢x١+y(١− x)٣−y

می�کنیم. استفاده j٠ = ۶ از و می�باشد (١٩٩١) دوبشی در که ٣ دوبشی موجک از ما مطالعه این در
می�باشد. (٢.۴) و (١.۴) شکل برنامه خروجی MATLAB نرم�افزار در ١ کد اجرای از پس

f(x،١) تابع برآوردهای نمودار :١.۴ شکل

f(x،٠) تابع برآوردهای نمودار :٢.۴ شکل



۴٩ نتیجه�گیری .۵.۴

خط) - رنگ(نقطه سبز منحنی توأم، چگالی تابع به مربوط رنگ سیاه منحنی (٢.۴) و (١.۴) شکل در
فرمز منحنی و موجک خطی برآوردگر به متعلق (خط) رنگ آبی منحنی هموار، نسخه برآوردگر به متعلق

می�باشد. موجک سخت آستانه برآوردگر به متعلق (نقطه) رنگ
پیوست در مجزا به�صورت خطی برآوردگر هموار نسخه و سخت آستانه موجک، خطی برآوردگرهای نمودار
دو به نسبت بهتری دقت با هموار نسخه برآوردگر که است مشخص فوق شکل�های در دارند. وجود
در آن فرمول که MISE معیار از استفاده با همچنین است. کرده برآورد را چگالی تابع دیگر برآوردگر

کردیم. گردآوری زیر جدول در و محاسبه را برآوردگرها دقت میزان می�باشد (٢.۴)

برآوردگرها خطای مقادیر :١.۴ جدول
نمونه حجم چگالی تابع برآوردگر

n = ١٠٠٠ n = ۵٠٠ n = ٢٠٠ n = ١٠٠ n = ۵٠ n = ٢٠
٠/٠٠٠۵ ٠/٠٠٢٣ ٠/٠٠۴٩ ٠/٠٠٧٠ ٠/٠١۴٢ ٠/٠٢٩٣ f(x،٠) هسته
٠/٠٠٠٣ ٠/٠٠١٠ ٠/٠٠١٧ ٠/٠٠٣۶ ٠/٠٠۵۵ ٠/٠١٣٧ f(x،١) هسته
٠/٠٠٠٣٨ ٠/٠٠٠٧۴ ٠/٠٠١٩ ٠/٠٠٣۵ ٠/٠٠٧٣ ٠/٠١٨٣ f(x،٠) خطی
٠/٠٠٠٢۶ ٠/٠٠٠۵١ ٠/٠٠١٣ ٠/٠٠٢۵ ٠/٠٠۵٢ ٠/٠١٣٠ f(x،١) خطی
٠/٠٠٠٢٩ ٠/٠٠٠۶ ٠/٠٠١۶ ٠/٠٠٣٠ ٠/٠٠۶۵ ٠/٠١٧۴ f(x،٠) سخت آستانه
٠/٠٠٠١٧ ٠/٠٠٠٣۶ ٠/٠٠٠٩٢ ٠/٠٠٢٠ ٠/٠٠۴۵ ٠/٠١٢٢ f(x،١) سخت آستانه
٠/٠٠٠٠٩ ٠/٠٠٠١٢ ٠/٠٠٠١٨ ٠/٠٠٠٢۶ ٠/٠٠٠۴۵ ٠/٠٠٠٩٩ f(x،٠) هموار نسخه
٠/٠٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٠۴ ٠/٠٠٠٠٧ ٠/٠٠٠١۵ ٠/٠٠٠٢٨ ٠/٠٠٠٧ f(x،١) هموار نسخه

نتیجه�گیری ۵.۴

موجک(خطی برآوردگرهای به نسبت هسته برآوردگر دقت میزان می�شود ١.۴ملاحظه جدول در که همان�طور
می�شود زیاد نمونه حجم چه هر ١.۴ جدول طبق می�باشد. ضعیف�تر هموار) نسخه و سخت آستانه موجک،
برآوردگر هموار نسخه نیز موجک برآوردگرهای بین در همچنین می�یابد. کاهش برآوردگرها خطای مقادیر

می�باشد. کمتری خطای عبارتی به یا بیش�تر دقت دارای خطی

پیشنهادات ۶.۴

کردیم بیان هسته و موجک روش دو به را چگالی تابع ناپارامتری برآورد دوم فصل در پایان�نامه این در
روش به گسسته - پیوسته بعدی دو حالت در را چگالی تابع ناپارامتری برآورد موضوع سوم فصل در و
بررسی مورد بالاتر ابعاد در همچنین و وابسته حالت در را موضوع این می�توانیم ما کردیم. بیان موجک

کنیم. استفاده مادر موجک�های دیگر و سیمیلت موجک توابع از می�توانیم براین علاوه و دهیم قرار





آ� پیوست

MATLAB نرم�افزار در برنامه کدهای

١ شماره کد آ�.١

% Example ” Nonparametric e s t ima t i on

% of two dimens iona l d i s c r e t e−cont inuous d en s i t y func t ion by wave l e t s ;

%with an a p p l i c a t i o n to competing r i s k s ”

% by Chri s tophe Chesneau , I s h a Dewan and Hassan Doost i .

% In t h i s example we con s i de r a two dimens iona l d i s c r e t e−cont inuous d en s i t y ;

%f ( t , d e l t a )=12 t ^(1+ d e l t a )(1− t )^(3− d e l t a )

% under ly ing d i s t r i b u t i o n and we e s t ima t e s u b d e n s i t i e s f o r d e l t a =0 , 1 .

%

% The program c a l l s to :

% 1) Phi jk .m −− Daubechies−L a g a r i a s Algorithm .

% 2) dwtr .m and idwtr .m −− forward and i n v e r s e wave le t t r an s fo rm .

% 3) l o c _ l i n .m and ke rne l .m −− l o c a l l i n e a r smoother with a

% Gaus s i an ke rne l .

% 4) f i j k .m −− i t e g r a t e of s c a l e func t ion on [ de l t a −0.5 , d e l t a +0 .5]

c l o s e a l l ;

c l e a r a l l ;

lw=2;

s e t (0 , ’ Defau l tAxesFontS ize ’ , 16) ;

f s =14;

msize =5;

n=50;% sample s i z e
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N=100;% number of r e p l i c a t i o n s

rep1= ze ro s (1 ,N) ;

rep2= ze ro s (1 ,N) ;

% Choose an orthonormal QMF F i l t e r f o r the D−L a lgor i thm

% fo r example ’ Daubechies ’ 3 :

%To t r y another f i l t e r : wf = MakeONFilterExt (Type , Par )

f i l t e r = [−0.07576571478934 , −0.02963552764595, 0.49761866763246 ,

0 .80373875180522 , . . . , 0.29785779560554 , −0.09921954357694,

−0.01260396726226, 0.03222310060407];

f i l t e r =[ 0.2303778133088965 , 0.7148465705529158 , . . .

0.630880767929859 , −0.02798376941686011, . . .

−0.1870348117190932, 0.0308413818355608 , . . .

0.03288301166688522 , −0.01059740178506904 ] ;

wf = [0 .0386 −0.1270 −0.0772 0.6075 0.7457 0 .2266] ; % For example , f i l t e r

% Co i f l e t ( 1 ) .

f o r rep =1:N

%s imu l a t i on from Ti~Gamma(2 ,3) , d e l t a ~B(1 , t i / ( t i +1)) , i = 1 , . . . , n

t = be ta rnd (2 ,3 ,n , 1 ) ;

d e l t a =binornd (1 , t , n , 1 ) ;

%fxy= be t apd f ( x , 2 , 3 ) . * binopdf ( y ,1 , x ) ;

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
% Apply Daubechies L a g a r i a s to ob t a in the l i n e a r wave le t

e s t ima t e ( equa t ion 4)

j0 =6; % d e f a u l t c o a r s e s t l e v e l

%c a l c u l a t i o n of \ ha t {\ a lpha }_{ j_0 , k_1 , k_2}

aha t = z e ro s (2^ j0 ,2^ j0 ) ;

f o r k1=0:2^ j0−1
fo r k2=0:2^ j0−1
%aha t ( k1 , k2 )=0 ;

f o r i =1:n

aha t ( k1+1 ,k2+1)= aha t ( k1+1 ,k2+1)+ Phi jk ( t ( i ) , j0 , k1 , f i l t e r ,25)* f i j k ( d e l t a ( i ) ,

j0 , k2 , f i l t e r , 2 5 ) ;
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end

aha t ( k1+1 ,k2+1)= aha t ( k1+1 ,k2 +1) /n ;

end

end

l i n e a r _ e s t 1 = ze ro s (2^ j0 , 1 ) ;

l i n e a r _ e s t 2 = ze ro s (2^ j0 , 1 ) ;

l i n e a r _ e s t =2^ j0 * aha t ;

f o r k=1:2^ j0 /2

l i n e a r _ e s t 1 = l i n e a r _ e s t 1 + l i n e a r _ e s t ( : , k ) ;

l i n e a r _ e s t 2 = l i n e a r _ e s t 2 + l i n e a r _ e s t ( : , k+2^ j0 / 2 ) ;

end

l i n e a r _ e s t 1 =2^(1− j 0 )* l i n e a r _ e s t 1 ’ ;

l i n e a r _ e s t 2 =2^(1− j 0 )* l i n e a r _ e s t 2 ’ ;

% How does the l i n e a r e s t ima t o r look l i k e ?

a = l i n s p a c e (0 ,1 , l eng th ( l i n e a r _ e s t 1 ) ) ;

csw1 = dwtr ( l i n e a r _ e s t 1 , 3 , wf ) ; % Forward wave le t t r a n s f o rma t i on

csw2 = dwtr ( l i n e a r _ e s t 2 , 3 , wf ) ; % Forward wave le t t r a n s f o rma t i on

nn = leng th ( csw1 ) ;

nn2 = nn / 2 ;

f i n e s t 1 = csw1 (nn2+1:nn ) ; %f i n e s t d e t a i l s

s igma1 = 1.4826*median ( ab s ( f i n e s t 1−median ( f i n e s t 1 ) ) ) ;

lambda1 = s q r t ( log (nn ) / n) * sigma1 ;

f i n e s t 2 = csw2 (nn2+1:nn ) ; %f i n e s t d e t a i l s

s igma2 = 1.4826*median ( ab s ( f i n e s t 2−median ( f i n e s t 2 ) ) ) ;

lambda2 = s q r t ( log (nn ) / n) * sigma2 ;

cswt1 = csw1 . * ( ab s ( csw1) > lambda1 ) ; %hard th r e s ho l d

smooth_th1 = idwtr ( cswt1 , 3 , wf ) ; % Inve r s e wave le t t r a n s f o rma t i on

cswt2 = csw2 . * ( ab s ( csw2) > lambda2 ) ; %hard th r e s ho l d

smooth_th2 = idwtr ( cswt2 , 3 , wf ) ; % Inve r s e wave le t t r a n s f o rma t i on
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%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
% How does i t look l i k e a f t e r l o c a l l i n e a r smoothing ?

h = 0 .080 ; % bandwidth

smooth_l l = [ ] ;

smooth_22 = [ ] ;

f o r j =1:100

smooth_l l = [ smooth_l l l o c _ l i n ( j /100 , a , l i n e a r _ e s t 1 , h ) ] ;

smooth_22 = [ smooth_22 l o c _ l i n ( j /100 , a , l i n e a r _ e s t 2 , h ) ] ;

end

a1= l i n s p a c e (0 ,1 ,100) ;

f1 =12* a1 .*((1− a1 ) . ^ 3 ) ;

f2 =12*( a1 .^2) .* ( (1− a1 ) . ^ 2 ) ;

rep1 ( rep )=norm( f1−smooth_l l ) ;

rep2 ( rep )=norm( f2−smooth_22 ) ;

rep

end

i s e 1 =( rep1 . ^ 2 ) * ( a1(100)−a1 ( 1 ) ) * ( a1(2)−a1 ( 1 ) ) ;

i s e 2 =( rep2 . ^ 2 ) * ( a1(100)−a1 ( 1 ) ) * ( a1(2)−a1 ( 1 ) ) ;

mean ( i s e 1 )

mean ( i s e 2 )

s ave ( ’ d : \ Chesneau−Dewan−Doost i \competn50 . mat ’ ) ;

%Estmat ion of subden s i t y , f ( t , 0 ) and f ( t , 1 )

f i g u r e ( 1 ) ;

p l o t ( a , l i n s p a c e (1 ,1 , l eng th ( a ) ) , ’ k− ’);% under ly ing unobserved d en s i t y f ^X

hold on

p l o t ( a , 12* a .*((1− a ) . ^ 3 ) , ’ k− . ’) % observed f ^Y

hold on

p l o t ( a , l i n e a r _ e s t 1 , ’ k : ’ )

t i t l e ( ’ L inea r wave le t f ( t , 0 ) , n=1000 ’)

f i g u r e (11) ;

p l o t ( a , l i n s p a c e (1 ,1 , l eng th ( a ) ) , ’ k− ’);% under ly ing unobserved d en s i t y f ^X

hold on

p l o t ( a , 12*( a .^2) .* ( (1− a ) . ^ 2 ) , ’ k− . ’) % observed f ^Y

hold on

p l o t ( a , l i n e a r _ e s t 2 , ’ k : ’ )

t i t l e ( ’ L inea r wave le t f ( t , 1 ) , n=1000 ’)
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% How does the l i n e a r e s t im a t o r s o f s u b d e n s i t i e s look l i k e a f t e r hard

t h r e s ho l d i ng ?

f i g u r e ( 2 ) ;

p l o t ( a , l i n s p a c e (1 ,1 , l eng th ( a ) ) , ’ k− ’);% under ly ing unobserved

den s i t y f ^X

hold on

p lo t ( a , 12* a .*((1− a ) . ^ 3 ) , ’ k− . ’) % observed f ^Y

hold on

p lo t ( a , smooth_th1 , ’ k−−’)

t i t l e ( ’ L inea r wave le t e s t ima t o r a f t e r th r e sho ld ing−f ( t , 0 ) , n=1000 ’)

f i g u r e (22) ;

p l o t ( a , l i n s p a c e (1 ,1 , l eng th ( a ) ) , ’ k− ’);% under ly ing unobserved d en s i t y f ^X

hold on

p lo t ( a , 12*( a .^2) .* ( (1− a ) . ^ 2 ) , ’ k− . ’) % observed f ^Y

hold on

p lo t ( a , smooth_th2 , ’ k−−’)

t i t l e ( ’ L inea r wave le t e s t ima t o r a f t e r th r e sho ld ing−f ( t , 1 ) , n=1000 ’)

f i g u r e (3)

p l o t ( a , l i n s p a c e (1 ,1 , l eng th ( a ) ) , ’ k− ’);% under ly ing unobserved d en s i t y f ^X

hold on

p lo t ( a , 12* a .*((1− a ) . ^ 3 ) , ’ k− . ’) % observed f ^Y

hold on

p lo t ( (1 :100) /100 , smooth_l l , ’ k−−’)

t i t l e ( ’ Smoothed l i n e a r wave le t e s t ima to r−f ( t ,0)−n=1000 ’)

f i g u r e (33)

p l o t ( a , l i n s p a c e (1 ,1 , l eng th ( a ) ) , ’ k− ’);% under ly ing unobserved d en s i t y f ^X

hold on

p lo t ( a , 12*( a .^2) .* ( (1− a ) . ^ 2 ) , ’ k− . ’) % observed f ^Y

hold on

p lo t ( (1 :100) /100 , smooth_22 , ’ k−−’)

t i t l e ( ’ Smoothed l i n e a r wave le t e s t ima to r−f ( t ,1)−n=1000 ’)

%−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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c l c

c l e a r a l l

n= input ( ’ n = ’ ) ;

i = input ( ’ i = ’ ) ;

s =0 . 5 ;

k=n ;

J=−n : 1 : n ;

W= [ ] ;

% mm=1 :1 : l eng th ( J )

f o r mm=1 :1 : l eng th ( J )

i f ab s ( i−J (mm))==1 :1 : k ;

W(mm,1)= s / ( 2 * k ) ;

e l s e i f ab s ( i−J (mm))>=k+1

W(mm,1)=0

e l s e

W(mm,1)=1− s ;

end

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

x=beta rnd (2 ,3 ,n , 1 ) ;

y=binornd (1 , x , n , 1 ) ;

xx = [ ] ;

xx= f i nd ( y== i ) ;

N= leng th ( xx)

p=N/ n ;

f =12*x .^ (1+ i ).*(1−x).^(3− i ) ;

f f =12* i . * ( 1+ i ) . * x . ^ ( i −1).*(1−x).^(3− i )−12.*(1+ i ) . *

x . ^ i .*(3− i ).*(1−x).^(2− i )+12.*(2− i ).*(3− i ).*(1−x).^(1− i ) ;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

syms q

a= i n t ( ( 1 / ( ( 2 * p i )^0 .5)* exp(−q^2/2))^2 , q ) ;

answer= sub s ( a , q , i n f )− sub s ( a , q,− i n f ) ;

bb= i n t ( q ^2 / ( ( 2 * p i )^0 .5)* exp(−q^2/2) , q ) ;

answer1= l im i t ( bb , q , i n f )− l i m i t ( bb , q,− i n f ) ;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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f o r l l =1 : 1 : n

f o r j j =1 : 1 : l eng th ( J )

C_1=sum(W( j j ) ^2 ) . * f ( l l )* answer

C_22=sum(W( j j )^2)*p . * f f ( l l )* answer1

end

end

C_1 ;

C_2=C_22^2;

MISE= ( 5 / 4 ) * ( ( (C_2*C_1^4) /n^4)^(1 /5))
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شکل�ها آ�.٣
آمده�اند. به�دست ۵٠٠ نمونه حجم در که هستند نظر مورد تابع برآوردهای رنگ قرمز خطوط نمودارها این در

f(x،٠) تابع موجک خطی برآوردگر نمودار آ�.١: شکل

f(x،١) تابع موجک خطی برآوردگر نمودار آ�.٢: شکل



۵٩ شکل�ها آ�.٣.

f(x،٠) تابع موجک سخت آستانه برآوردگر نمودار آ�.٣: شکل

f(x،١) تابع موجک سخت آستانه برآوردگر نمودار آ�.۴: شکل
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f(x،٠) تابع موجک خطی برآوردگر هموار نسخه نمودار آ�.۵: شکل

f(x،١) تابع موجک خطی برآوردگر هموار نسخه نمودار آ�.۶: شکل
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Aabstract

We can rewrite joint probability density estimation f(x, ν), as f(x, ν) = f(x|Y = ν)P(Y = ν),

using the ordinary method for estimating density function f . We should estimate P(Y = ν) and

f(x|Y = ν) to find an estimator for f(x, ν). For this aim, we use corresponding proportion and kernel

method, respectively, to estimate P(Y = ν) and f(x|Y = ν). Since in kernel method, some assump-

tion on f and its derivatives decrease the attention of estimator. However, the optimal and adaptive

choice of its bandwidth remains an open question. In this thesis, we estimate f(x|Y = ν) by wavelet

method. both linear and hard threshold wavelet estimator are used and investigate the MISE of the lin-

ear estimator and the hard threshold estimator. In the end of a simulation study carefully the wavelet

estimation accuracy compared with the kernel estimator.

KeyWords: Estimation density function, Wavelet, Hard threshold, Kernel
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