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است. شده رعایت ͳاخلاق اصول و ضوابط است، شده

ͳدسترس افراد ͳشخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳانسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا اୀاਖ࣓ঘییافته േॐیده

ෙ७ور۱۳۹۴
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چൊیده
ماتریس یافتن هدف م�ͳپردازیم. بالا مرتبه ͳخط سیستم�های کنترل�پذیری به پایان�نامه، این در
سیستم�های کنترل�پذیری دنبال به همچنین شود. پایدار سیستم که به�گونه�ای است حالت پس�خورد
بالا مرتبه ͳخط سیستم�های ͳمعرف به ابتدا هستیم. یافته توسعه سیستم�های مانند بالا مرتبه ͳخط
ͳبررس را آن�ها کنترل�پذیری شرایط سپس م�ͳپردازیم، بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های و
پس�خورد ماتریس محاسبه به شده ذکر سیستم�های روی ͳتشابه تبدیلات از استفاده با و م�ͳکنیم،
سیستم �سازی بهینه در حالت پس�خورد ماتریس نورم سازی مینیمم که ͳآن�جای از م�ͳپردازیم. حالت
مقادیر تخصیص مسئله از استفاده با جدید یΈروش لذا است، ͳفروان اهمیت دارای ،ͳخط کنترل
م�ͳبریم به�کار بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های روی ͳجزئ ویژه

م�ͳپردازیم. است نورم کمترین دارای که حالت پس�خورد ماتریس محاسبه به و

بالا، مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های کنترل�پذیری، بالا، مرتبه ͳخط سیستم�های کلیدی: کلمات
ͳجزئ �ویژه مقادیر تخصیص



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇයج ࣂࡣت
استفاده با بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در پس�خورد طهرانͳ.ح،”محاسبه ͳاحسن ابراهیمͳ.ح، .١
ͳریاض علوم در کاربردی پژوهش�های ͳمل همایش دومین ، ”ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص از

.١٣٩٣ ماه بهمن تهران، دانشΎاه ،Έفیزی و

توصیف�گر ͳسیستم�هایخط در ͳجزئ ویژه طهرانͳ.ح،”تخصیصمقادیر ͳاحسن ابراهیمͳ.ح، .٢
در کاربردی پژوهش�های ͳمل همایش دومین ، حالت” پس�خورد ماتریس تعیین و بالا مرتبه

.١٣٩٣ ماه بهمن تهران، دانشΎاه ،Έفیزی و ͳریاض علوم



فهرستمطالب

١ مقدمات تعاریفو ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمقدمات تعاریف ٢.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بردار ١.٢.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ٢.٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دترمینان مهم خواص ٣.٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص ماتریس� چند ͳمعرف ۴.٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳماتریس تجزیه�های از ͳبرخ ۵.٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس نورم ۶.٢.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای ٧.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس پوچ فضای و برد رتبه، ٨.٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقادیر و ویژه بردار ٩.٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳکنترلخط سیستم ١٠.٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳدینامی سیستم ١١.٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل�پذیری ١٢.٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل�پذیری ماتریس ١٣.٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشاهده�پذیری ١۴.٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . حالت پس�خورد با ͳخط سیستم کنترل ١۵.٢.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری ١۶.٢.١

١۵ بالا مرتبه ͳسیستم�هایخط در ویژه تخصیصساختار برای پارامتری روش�های ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (EAS)ویژه تخصیصساختار ١.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل بندی فرمول ٢.٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . (EAS) ویژه ساختار تخصیص مسأله ١.٢.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . (HSA)بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله ٣.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . (HSE)ویژه ساختار تخصیص مسأله حل ۴.٢
٢٠ . . . . . . . Di و Ni ماتریس�های آوردن به�دست برای ͳوریتمΎال ١.۴.٢

چ



ح مطالب فهرست

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه ساختار تخصیص مسأله جواب ۵.٢

ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص ٣
٢٩ بالا مرتبه
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص ١.٣
٣٠ . . . . . . . ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله برای ͳتایی وجود ١.١.٣
٣٠ . . . . . . . . . ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله برای جواب ͳتایی وجود ٢.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشلون استاندارد فرم ٣.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همدم�برداری فرم ۴.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتشابه تبدیلات از استفاده با روش بیان ۵.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . پارامتری غیر ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص ١.۵.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش الΎوریتم ۶.٣

پارامتر با ͳجزئ ویژه تخصیصمقدار ماتریسپس�خوردحالتدر سازینورم کمینه ۴
۴٣ ͳخط
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف و ماتریس ١.۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A+BFp ماتریس به مربوط گراف ٢.۴
۴۴ . ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله برای ͳخط پارامتر حالت �پس�خورد ماتریس ٣.۴

مقدار تخصیص مسأله در حالت پس�خورد کنترل کردن مینیمم برای ͳوریتمΎال ۴.۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳجزئ ویژه

غیر ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله در حالت پس�خورد ماتریس نورم مقایسه ۵.۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط پارامتری و پارامتری
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ۶.۴

۵٣ بالا مرتبه توصیف�گر ͳسیستم�هایخط در ویژه تخصیصساختار ۵
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل بندی فرمول ١.۵
۵٧ . . . . . . . . . . . . . (EAS) ویژه ساختار تخصیص مسأله ١.١.۵
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . (HSA)بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله ٢.۵
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . (HSE)ویژه ساختار تخصیص مسأله حل ٣.۵
۵٨ . . . . . . . Di و Ni ماتریس�های آوردن به�دست برای ͳوریتمΎال ١.٣.۵
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه ساختار تخصیص مسأله جواب ۴.۵
۶٢ . . گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص ۵.۵

۶٧ نتیجه�گیری ۶

۶٩ متلب کد آ�



خ مطالب فهرست

٧٩ مراج΄

٨٣ ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

٨٧ ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه



فصل١

مقدمات تعاریفو

مقدمه ١.١

اگرچه م�ͳآیند. به�شمار ما ͳزندگ از ͳجزئ کنترل سیستم�های امروز پیشرفته و ͳصنعت جامعه در
لین م�ͳدهند، نسبت میلاد از قبل سال صد چند به را بشر ساخت کنترل سیستم اولین تاریخچه
ͳصنعت انقلاب دوران در ،Έاتوماتی کنترل سیستم�های ساخت و ͳطراح زمینه در ͳاساس تحول
آبΎرمن، ،ͳلباس�شوی مانند، ͳΎخان وسائل اکثر امروزه است. داده رخ زیادی دانشمندان توسط
جنΎنده، و مسافربری هواپیماهای اتومبیل�ها، در یا و ساختمان�ها مرکزی حرارت توستر، خش�Έکن،
سیستم ͳنوع از ͳΎهم و... ͳپزش و ͳمهندس پیشرفته وسائل ربات�ها، ،Έکوچ بزرگو کشت�ͳهای

م�ͳگردد. ضعیف یا و مختل ͳکل به کنترل، سیستم بدون آن�ها عملرد و هستند بهره�مند کنترل
سازی بهینه و کنترل نظریه در ͳاساس مسائل از ͳی بالا، مرتبه ͳخط های سیستم کنترل�پذیری
زمینه� در زیادی کاربردهای و است. بوده محققان و نویسندگان توجه مورد دیرباز از که م�ͳباشد
دارد. و... Έرباتی کنترل فضا�پیما، کنترل ساختاری، تحلیل و تجزیه ارتعاشات، جمله، از مختلف
در و م�ͳدهد نشان پایداری روی را آمده به�دست نتای; بالا مرتبه ͳسیستم�هایخط کنترل�پذیری اگرچه
برای پیشنهادی یΈروش است. شده پیشنهاد مسئله این حل برای ͳمختلف روش�های اخیر دهه چند
سیستم�های در همچنین و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در آن کاربرد و سیلوستر ماتریس معادله حل
ارائه آرنولدی الΎوریتم ٣ سعد و ٢ داتا است. شده ارائه ١ دوان توسط بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط
توسط را ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسئله سپس م�ͳپردازد، ۴ سیلوستر معادله حل به که داده�اند،
به معوس ویژه مقدار روش از استفاده با ۶ اینمان. و ۵ ا کرس. م�ͳنماید. حل معادله این جواب

١Duan
٢B. N. Datta
٣Yosef Saad
۴Silvester equation
۵A. Kress
۶D. j. Inman

١



٢ مقدمات و تعاریف .١

سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای ͳوریتمΎال ٧ کیم. پرداختند. ویژه ساختار تخصیص
با آن در که دادند ارائه را ͳوریتمΎال ٩ ال-سعید و ٨ رمادان محمد. م�ͳدهد. ارائه دوم مرتبه
،β پارامتر محاسبه و ({λi}ki=١ به وابسته چپ ویژه بردار ماتریس Y H

١ ) fT = βY H
١ A تعریف

دستΎاه به را نظر مورد ویژه مقادیر که آورد به�دست ͳبه�صورت م�ͳتوان را حالت پس�خورد بردار
است. ͳحقیق حالت پس�خورد بردار که دادند نشان نیز ادامه ودر م�ͳدهد، اختصاص

تخصیص مسئله از استفاده با حالت ماتریسپس�خورد محاسبه برای جدید ͳروش نیز پایان�نامه این در
شرح بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳجزئ ویژه مقادیر

م�ͳدهیم.

م�ͳدهیم. شرح را نیاز مورد ͳمقدمات تعاریف ،Έی فصل در •

ͳبررس مورد را بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص مسئله دوم، فصل در •
حالت پس�خورد محاسبه به و م�ͳدهیم، ارائه مسئله این حل برای ͳوریتمΎال و داده�ایم قرار

آورده�ایم. مثال نیز ادامه در و م�ͳپردازیم

و اشلون استاندارد فرم به را افزوده ماتریس ͳتشابه عملیات از استفاده با سوم، فصل در •
ماتریس محاسبه به مفاهیم، این از استفاده با و م�ͳکنیم. تبدیل برداری همدم فرم به سپس
ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در حالت پس�خورد

م�ͳآوریم. روش شرح برای ͳمثال نیز ادامه در و م�ͳپردازیم.

در و م�ͳآوریم. به�دست دارد را نورم کمترین که ͳحالت پس�خورد ماتریس چهارم، فصل در •
م�ͳدهیم. شرح را روش این عددی مثال با نیز فصل انتهای

مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در حالت پس�خورد ماتریس محاسبه به پنجم، فصل در •
فصل در که ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص و ͳتشابه عملیات از استفاده با و م�ͳپردازیم. بالا
را نظر مورد ویژه مقادیر که م�ͳآوریم به�دست را ͳحالت پس�خورد ماتریس داده�ایم، شرح سوم

دهد. اختصاص بسته حلقه سیستم به

٧Y. Kim
٨Mohammed.A. Ramadan
٩ El-Sayed



٣ ͳمقدمات تعاریف .٢.١

ͳتعاریفمقدمات ٢.١

بردار ١.٢.١

کنید. مراجعه [١١] به مبحث این بیشتر توضیحات برای

م�ͳشوند. نامیده بردار عناصر اعداد این و م�ͳنامند بردار را اعداد از منظم مجموعه تعریف١.٢.١.
م�ͳشود: داده نشان زیر صورت به عنصر n داشتن با v بردار

v =


v١

v٢
...
vn

 , (١.١)

م�ͳشود. نوشته نیز v = (v١, v٢, · · · , vn)T به��صورت بالا v بردار
مجموعه م�ͳشود. نامیده ردیف بردار آن، ترانهاده و ͳستون بردار ،(١.١) فرم به شده اشاره بردار
مختلط ترانهاده-مزدوج و vT با را v بردار ترانهاده م�ͳدهند. نشان Rn با را ͳحقیق n بردارهای همه

م�ͳدهند. نشان vH با را v

م�ͳشود: نامیده اسالر ضرب ،u و v بردار دو ͳداخل ضرب تعریف٢.٢.١.

< u, v >= u ∗ v = u١v١ + u١v١ + · · ·+ unvn = uTv.

است.
√
vHv. برابر و م�ͳشود داده نشان ∥ v ∥ با v بردار طول تعریف٣.٢.١.

∥ v ∥=
√
| v١ |٢ + | v٢ |٢ + · · ·+ | vn |n.

ماتریس ٢.٢.١

و سطر m از متشل ،ͳمستطیل آرایه Έی در مرتبط عنصر mn از مجموعه�ای A تعریف٢.١.۴.
م�ͳشود: داده نمایش زیر فرم به و م�ͳشود نامیده m× n مرتبه ماتریس Έی که است ستون n

A =


a١١ a٢٢ · · · a١n
... . . . ...

am١ am٢ · · · amn

 ,

که ͳماتریس م�ͳشود. داده نشان (j = ١, ٢, · · · , n , i = ١, ٢, · · · ,m) ،A = (aij) � به�صورت که
م�ͳنامند. ͳمربع ماتریس را باشد برابر هم با ستون�هایش و سطرها تعداد

صفر آن عناصر بقیه و Έی آن ͳاصل قطر روی عناصر تمام که ͳمربع ماتریس .۵.٢.١ تعریف
م�ͳدهند. نشان I با و م�ͳنامند واحد ماتریس را باشد



۴ مقدمات و تعاریف .١

علامت با که A دترمینان این�صورت در باشد، n × n ͳماتریس A کنید فرض .۶.٢.١ تعریف
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را م�ͳشود داده نشان | A | یا det(A)

det(A) =| A |=
n∑

j=١
aij(−١)i+jdetAij,

ماتریس jام ستون و iام سطر حذف از که است (n− ١)× (n− ١) ͳمربع ماتریس ،Aij آن در که
م�ͳآید. به�دست An×n

دترمینان خواصمهم ٣.٢.١

آنΎاه: باشد، A ماتریس ستون دو یا سطر دو تعویض حاصل B ماتریس اگر .١

det(B) = −det(A).

آنΎاه: باشد، شده حاصل A سطر Έی در λ اسالر ضرب از B ماتریس اگر .٢

det(B) = λdet(A).

حاصل�ضرب با برابر A دترمینان آنΎاه باشد، قطری یا ͳمثلث پایین ،ͳمثلث بالا Aماتریس اگر .٣
است. A ͳاصل قطر عناصر

.det(A) ̸= ٠ آنΎاه باشد، ( پذیر (معوس نامنفرد ͳماتریس A اگر .۴

. | AB |=| A | · | B | داریم: Bn×n و An×n ͳمربع ماتریس دو برای .۵

ماتریس آن دترمینان آنΎاه شوند، ضرب λ اسالر در A ͳمربع ماتریس درایه�های ͳتمام اگر .۶
. | λA |= λn | A | شد: خواهد ضرب λn در نیز

.det(A) = det(AT ) .٧

A ماتریس ترانهاده را A ستون�های با A سطرهای تعویض از حاصل ماتریس .٧.٢.١ تعریف
که است AH = (Ā)T ماتریس ،A ماتریس مزدوج ترانهاده و م�ͳدهیم. نشان AT با را آن و گوییم

شده�اند. مختلط مزدوج آن، عناصر که است A ماتریس از شده تشیل ماتریس Ā آن در
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خاص ماتریس� چند ͳمعرف ۴.٢.١

قطر روی درایه�های جز به آن درایه�های تمام که است، ͳمربع ماتریس :١٠ قطری ماتریس .١
باشد. صفر ͳاصل

A = diag(a١١, a٢٢, · · · , ann), aij = ٠, i ̸= j.

است. صفر آن ͳاصل قطر زیر درایه�های تمام که است ͳمربع ͳماتریس :١١ ͳمثلث بالا ماتریس .٢

aij = ٠, i > j.

صفر آن ͳاصل قطر بالای درایه�های تمام که است ͳمربع ماتریس :١٢ ͳمثلث پایین ماتریس .٣
است.

aij = ٠, i < j.

باشیم: داشته هرگاه گوییم متعامد را A ماتریس :١٣ متعامد ماتریس .۴

ATA = AAT = I.

باشیم: داشته هرگاه گوییم، (معوس�پذیر) نامنفرد را A ͳمربع ماتریس :١۴ نامنفرد ماتریس .۵

det(A) ̸= ٠.

با ͳماتریس��های به عمودی و ͳافق خطوط رسم با م�ͳتوان را ماتریس Έی :ͳبلوک ماتریس .۶
ماتریس شده افراز ماتریس این به نمود. افراز م�ͳشود نامیده ماتریس زیر که پایین�تر مراتب

م�ͳگوییم. ͳبلوک

موجود T نامنفرد ماتریس هرگاه گوییم، متشابه را B و A ماتریس دو متشابه: ماتریس�های .٧
به�طوری�که: باشد

T−١AT = B.

هستند. یسان ویژه مقادیر دارای که است این متشابه ماتریس�های مهم خاصیت Έی

١٠Diagonal
١١Upper Triangular
١٢Lower Trianguler
١٣Orthogonal
١۴Nonsingular
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ͳماتریس تجزیه�های از ͳبرخ ۵.٢.١

با m× n ماتریس Έی A کنید فرض :(١۵ SVD تین مقدار (تجزیه [٣] .٨.٢.١ قضیه
به�طوری�که: دارند وجود Vn×n و Um×m متعامد ماتریس�های آنΎاه باشد. rank(A) = r

A = U
∑

V T , (٢.١)

است: زیر به�صورت m× n ماتریس Έی
∑

آن در که

∑
=

[
D ٠
٠ ٠

]
,

است: زیر به�صورت قطری ماتریس Έی D آن در که

D = diag(σ١, σ٢, · · · , σr), σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σr > ٠,

مقدار تجزیه (٢.١) تجزیه م�ͳباشند. Aماتریس صفر غیر تین مقادیر σ١, σ٢, · · · , σr همچنین و
گوییم. (SVD) اختصار به یا تین

زیر: صورت به م�ͳتوان را A ∈ mathbfRm×n ماتریس هر : (QR) تجزیه [١١] .٩.٢.١ قضیه

A = QR (٣.١)

ͳمثلث بالا ماتریس Έی R ∈ Rm×n و متعامد ماتریس Έی Q ∈ Rm×m آن در که کرد، تجزیه
است.

یΈتغییر An×nبا ͳماتریسمربع هر :١۶ جردن کانونیال فرم از� مقدمه�ای [١١] .١٠.٢.١ قضیه
به�طوری�که: دارد وجود ،Tn×n ناتین ماتریس شود. تبدیل جردن کانونیال فرم به م�ͳتواند ͳاساس

J = (T−١AT ) =


j١

j٢
. . .

jr

 , (۴.١)

زیر: به�صورت Jk ∈ Rnk×nk ماتریس�های زیر آن در که

Jk =


λk ١

λk
. . . ١
. . .

λk

 , k = ١, ٢, · · · , r. (۵.١)

١۵Singular Value Decomposition
١۶Jordan Canonical Form



٧ ͳمقدمات تعاریف .٢.١

م�ͳباشند.

ماتریس نورم ۶.٢.١

به�طوری�که: است ∥ · ∥: Rm×n → R نΎاشت ،١٧ ماتریس نورم [١١] تعریف١١.٢.١.

،A = ٠ اگر فقط و اگر ∥ A ∥= ٠ و A ∈ Rm×n ازای به ،∥ A ∥≥ ٠ .١

،(ͳنΎهم (خاصیت A ∈ Rm×n و α ∈ R ازای به ∥ αA ∥=| α |∥ A ∥ .٢

،(ͳمثلث (نامساوی A,B ∈ Rm×n ازای به ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .٣

. ∥ A ·B ∥≤∥ A ∥ · ∥ B ∥ .۴

نورم [١١] تعریف١٢.٢.١.

∥ A ∥F=
√

n∑
i,j=١
∥ aij ∥٢ = tr(AAH),

م�ͳشود. نامیده (Cn٢ در ١٩ ͳاقلیدس نورم (یا ١٨ فروبینیوس نورم است، ͳماتریس نورم Έی

تاب΄ باشد، برداری نورم Έی ∥ · ∥ کنید فرض [١١] تعریف١٣.٢.١.

∥ A ∥= sup
x ̸=٠

∥Ax∥
∥x∥ ,

م�ͳشود. نامیده (٢١ ͳطبیع ماتریس (نورم ٢٠ ͳالقای ماتریس نورم که است ͳماتریس نورم Έی

م�ͳشوند: تعریف زیر به�صورت ٢٣ بینهایت نورم و ٢٢ Έی نورم تعریف٢.١.١۴.

∥ A ∥١= max
j=١,··· ,n

m∑
j=١
| aij | ; ∥ A ∥∞= max

i=١,··· ,m

n∑
j=١
| aij | .

م�ͳشوند. نامیده نیز ٢۵ سطری مجموع نورم و ٢۴ ͳستون مجموع نورم به�ترتیب و
١٧Matrix norm
١٨Frobenius norm
١٩Euclidean norm
٢٠Induced matrix norm
٢١Natural matrix norm
٢٢1-norm
٢٣Infity norm
٢۴Column sum norm
٢۵Row sum norm
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برداری فضای ٧.٢.١

است. شده گرفته [۵] از بخش این قضایای و تعاریف

که است بردارها از مجموعه�ای ،F میدان روی بر ،V مانند برداری فضای Έی تعریف٢.١.١۵.
م�ͳسازد: برآورده را زیر شرایط (· ،+) عمل دو با

.∀u, v ∈ V ⇒ u+ v ∈ V .١

.∀u ∈ V, ∀α ∈ F ⇒ αu ∈ V .٢

.∀u, v ∈ V ⇒ u+ v = v + u .٣

.∀u, v, w ∈ V ⇒ u+ (v + w) = (u+ v) + w .۴

.∀u ∈ V, ∃٠ ∈ V ⇒ u+ ٠ = ٠ + u = u .۵

.∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V ⇒ u+ (−u) = (−u) + u = ٠ .۶

.∀u, v ∈ V, ∀α, β ∈ F ⇒ (α + β)u = αu+ βu, α(u+ v) = αu+ αv .٧

.∀u ∈ V, ∀α, β ∈ F ⇒ α(βu) = (αβ)u .٨

.∀u ∈ V, ∀١ ∈ F ⇒ ١u = u .٩

V از مجموعه�ای زیر W و باشد F میدان روی بر برداری فضای Έی V اگر تعریف٢.١.١۶.
فضای Έی V روی اسالر ضرب و جم΄ با هرگاه م�ͳشود، نامیده V فضای زیر W آنΎاه باشد،

باشد. F میدان روی برداری

بردار باشد. V از ͳنامتناه مجموعه زیر Έی S و برداری فضای V کنید فرض تعریف١٧.٢.١.
u١, u٢, · · · , un مانند S بردارهای از ͳمتناه تعداد اگر گوییم V اعضای از ͳخط ترکیب را v ∈ V

به�طوری�که: باشد داشته وجود a١, a٢, · · · , an اسالرهای و
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v = a١u١ + a٢u٢ + · · ·+ anun.

باشد، F میدان روی V برداری فضای از ͳناته زیرمجموعه S کنید فرض [١١] .١٨.٢.١ قضیه
است. V زیرفضای S اعضای از ͳخط ترکیبات تمام مجموعه آنΎاه

شامل زیرفضای باشد. V برداری فضای از ͳناته زیرمجموعه S کنید فرض .١٩.٢.١ تعریف
م�ͳشود. نامیده S توسط شده تولید زیرفضای را S اعضای از ͳخط ترکیبات تمام

a١, a٢, · · · , an بردارهای باشد، F میدان روی برداری فضای V کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف
موجود نیستند، صفر ͳΎهم که c١, c٢, · · · , cn اسالرهای هرگاه م�ͳنامیم ͳخط وابسته را V عضو

به�طوری�که: باشند

c١a١ + c٢a٢ + · · ·+ cnan = ٠.

م�ͳنامیم. ͳخط مستقل نباشد، ͳخط وابسته که مجموعه�ای و

V پایه را S مجموعه باشد. F میدان روی برداری فضای Έی V کنید فرض تعریف٢١.٢.١.
م�ͳکند. تولید را V که باشد V ͳخط مستقل مجموعه زیر Έی S هرگاه گوییم

V پایه بردارهای تعداد باشد ͳمتناه بعد با برداری فضای Έی V کنید فرض تعریف٢٢.٢.١.
م�ͳدهند. نشان dimV با و نامیده V فضای بعد را

ماتریس پوچ فضای و برد رتبه، ٨.٢.١

ستون وسیله به شده تولید زیرفضای باشد. m× n ماتریس Έی A کنید فرض تعریف٢٣.٢.١.
م�ͳگوییم. A سطری یا ͳستون فضای را A ماتریس سطرهای یا

م�ͳدهیم. نشان rank(A) با و م�ͳنامیم، A ماتریس رتبه را A ͳستون فضای بعد تعریف٢.١.٢۴.

سطرهایش یا ستون هرگاه م�ͳنامیم، سطری یا ͳستون کامل رتبه را A ماتریس تعریف٢.١.٢۵.
باشند. ͳخط مستقل

ͳستون کامل رتبه یا سطری کامل رتبه هرگاه م�ͳنامیم، کامل رتبه را A ماتریس تعریف٢.١.٢۶.
باشد.

است. ماتریس آن بعد با معادل ماتریس Έی رتبه .٢٧.٢.١ ملاحظه

dim[R(A)] = rank(A).

است: زیر به�صورت ͳخط نΎاشت ،Am×n ماتریس پوچ فضای تعریف٢٨.٢.١.

N(A) = {x ∈ Rn|Ax = ٠}.
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اگر و است Ax = ٠ همΎن معادله صفر غیر جوابهای مجموعه پوچ، فضای .٢٩.٢.١ ملاحظه
است. کامل ،A رتبه باشد، صفر ͳبدیه جواب ،Ax = ٠ معادله جواب

توسط و دارد نام A برد که دارد وجود ماتریس پوچ زیرفضای ،m×n مرتبه از ،Aماتریس هر برای
م�ͳشود. داده نمایش R(A)

R(A) = { b ∈ Rm|b = Ax x ∈ Rn}.

و vi
Tvj = ٠ اگر است متعامد Rn در {v١, v٢, · · · , vn} بردارهای مجموعه .٣٠.٢.١ تعریف

که زیرفضا برای پایه Έی نامند. متعامد یا آن�ها آنΎاه ،i هر ازای به viTvj = ١ اگر به�علاوه
م�ͳشود. نامیده زیرفضا برای یامتعامد پایه باشد، نیز یامتعامد

ویژه مقادیر و ویژه بردار ٩.٢.١

،PA(λ) = det(λI−A)جمله�ای چند باشد. n×nماتریسΈی A فرضکنید تعریف٣١.٢.١.
این هستند. A ویژه مقادیر مشخصه، جمله�ای چند صفرهای م�ͳشود. نامیده مشخصه جمله�ای چند
x صفر غیر بردار اگر، وتنها اگر است، A ماتریس از ویژه مقادیر Έی ،λ ∈ C با، است معادل

به�طوی�که: باشد، داشته وجود

Ax = λx.

اگر: است، A ماتریس ویژه بردار x ̸= ٠ بردار تعریف٣٢.٢.١.

Ax = λx.

اگر: م�ͳشود، نامیده چپ ویژه بردار ،y ̸= ٠ بردار تعریف٣٣.٢.١.

yHA = λyH .

ͳکنترلخط سیستم ١٠.٢.١

است. شده انتخاب [۵] و [٣] از بخش این قضایای و تعاریف

ͳدینامی سیستم ١١.٢.١

نظر در م�ͳتوان زیر به�صورت را آن ͳدینامی سیستم معادله ،ͳفیزی سیستم�های از بسیاری برای
گرفت:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).
(۶.١)

آن در که



١١ ͳمقدمات تعاریف .٢.١

زمان، متغییر t •

،٢۶ حالت بردار به موسوم بعدی n ͳستون بردار Έی x(t) •

کنترل، متغییر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m ͳستون بردار Έی u(t) •

،ͳخروج بردار به�نام زمان با متغییر بعدی r بردار Έی y(t) •

را حاصل سیستم باشند، ثابت و t از مستقل D و C و B و A ماتریس�های حالت�ͳکه در است.
گویند. پیوسته سیستم معادله را (۶.١) معادله م�ͳنامیم. ٢٧ ͳزمان ناوردای ͳخط سیستم

گسسته سیستم معادله را فوق معادله ẋ(t) به�جای x(i + ١) جایΎذاری با (۶.١) معادله در اگر
م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت ͳخط ͳزمان گسسته سیستم و گویند.
x(i+ ١) = Ax(i) + Bu(i),

y(i) = Cx(i) +Du(i).
(٧.١)

محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودی بردار یا حالت بردار سیستم�ها، از ͳبرخ برای
دسترس در کمیت�ها این ti, , i = ٠, ١, · · · , n نقاط از دنباله�ای در بله نیستند، اندازه�گیری یا
مرتبه ͳتفاضل معادله به�صورت هم�ارز طور به سیستم حالت دیفرانسیل معادله موارد، این در است.

است: اول
x(i) = Ax(i) + Bu(i),

y(i) = Cx(i) +Du(i).
(٨.١)

هستند. ti زمان در ورودی و حالت بردارهای ترتیب، به� u(i) و x(i) آن در که

کنترل�پذیری ١٢.٢.١

از را سیستم حالت بتوان اگر م�ͳشود، نامیده ،٢٨ کنترل�پذیر ،(۶.١) معادله با شده توصیف سیستم
در تعادل (حالت x(v) مانند دیΎر دلخواه بردار به ،(t٠ لحظه در اولیه (حالت x(٠) دلخواه بردار

م�ͳگیرند. نظر در صفر برابر را x(v) معمولا رساند. (tv لحظه

دارد. اشاره (A,B) زوج کنترل�پذیری به اغلب (۶.١) سیستم کنترل�پذیری .٣۴.٢.١ ملاحظه
٢۶Vector State
٢٧Invariant Time
٢٨Controllable



١٢ مقدمات و تعاریف .١

ماتریسکنترل�پذیری ١٣.٢.١

را کنترل�پذیری ماتریس (۶.١) ͳتفاضل معادله با شده توصیف سیستم برای .٣۵.٢.١ تعریف
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت

Q =
[
B AB A٢B · · · An−١B

]
. (٩.١)

اگر فقط و اگر است کنترل�پذیر کاملا (۶.١) ͳزمان پیوسته ͳخط سیستم [١١] .٣۶.٢.١ قضیه
.(rank(Q) = n) کند. تولید را Rn فضای سیستم (٩.١) کنترل�پذیر ماتریس ستون�های

مشاهده�پذیری ١۴.٢.١

ناوردای ͳخط سیستم تعریف٣٧.٢.١.
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t).
(١٠.١)

م�ͳگیریم، نظر در را هستند r × r و n×m و n× n ماتریس�های به�ترتیب C و B و A آن در که
کرد، تعیین t٠ ≤ t ≤ t١ محدود ͳزمان فاصله در ،y(t) مشاهده با را x(t٠) حالت هر بتوان اگر

گوییم. ٢٩ مشاهده�پذیر کاملا را سیستم

اگر تنها و اگر گوییم، مشاهده�پذیر کاملا را (١٠.١) شده تعریف سیستم [٨] .٣٨.٢.١ قضیه
مشاهده�پذیری ماتریس برای

E =
[
CT ATCT · · · (AT )n−١CT

]
, (١١.١)

.rank(E) = n باشیم: داشته

حالت پس�خورد با ͳخط سیستم کنترل ١۵.٢.١

ورودی بردار با (١٠.١) ͳزمان ناوردای ͳخط کنترل سیستم
u(t) = Kx(t), (١٢.١)

نظر در را است، شده انتخاب x(t) حالت بردار با متناسب u(t) آن در که کنترل قانون به موسوم
K ∈ Rm×n و ٣٠ حالت پس�خورد با کنترل سیستم Έی را کنترل سیستم این�صورت در م�ͳگیریم.
:ͳیعن شود، انتخاب y(t) ͳخروج بردار با متناسب u(t) اگر گوییم. حالت پس�خورد ماتریس را

u(t) = Ky(t), (١٣.١)

پس�خورد ماتریس را K ∈ Rm×r و ͳخروج پس�خورد با کنترل سیستم Έی را کنترل سیستم آنΎاه
گوییم. ͳخروج

٢٩Observable
٣٠State Feedback



١٣ ͳمقدمات تعاریف .٢.١

گویند. باز حلقه سیستم ندارد، تاثیری آن کنترل عمل بر ͳخروج که ͳسیستم تعریف٣٩.٢.١.

گویند. بسته حلقه سیستم�های را پس�خوردی ͳکنترل سیستم�های تعریف۴٠.٢.١.

داشت: خواهیم (١٠.١) معادله در (١٢.١) معادله جایΎذاری با حال

ẋ(t) = (A+BK)x(t).

گوییم. باز حلقه سیستم �ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و ٣١ باز حلقه ماتریس A ماتریس آن در که
سیستم �ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و ٣٢ بسته حلقه سیستم ماتریس را A+BK ماتریس همچنین

م�ͳگویند. بسته حلقه
داد. نشان زیر شرح به م�ͳتوان را حالت پس�خورد سیستم Έگرافی

حالت پس�خورد ساختار :١.١ شل

پایداری ١۶.٢.١

بΎیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t).

شده داده سیستم� پاس باشد. u(t) = ٠ و x(t) = xe اگر، که است ͳثابت بردار ،xe تعادل نقطه
لذا: است، ͳثابت بردار xe چون بود. خواهد x(t) = xe ،t ≥ t٠ هر برای فوق معادله با

ẋ(t) = f(xe, ٠, t).

کنیم فرض اگر است. بالا ͳدینامی معادله به ماندگار حالت مثبت پاس نشان�دهنده تعادل نقطه
که است ͳبدیه ،Axe = ٠ م�ͳآید: به�دست زیر رابطه از تعادل نقطه باشد ͳخط (١٠.١) سیستم
وجود) صورت (در تعادل نقاط سایر است. ͳخط سیستم�های برای تعادل نقطه Έی همواره مبدا

م�ͳباشد. A ماتریس حالت پوچ فضای به متعلق

٣١Open loop
٣٢Closed loop



١۴ مقدمات و تعاریف .١

بΎیرید: نظر در را زیر حالت دیفرانسیل معادله تعریف۴١.٢.١.
ẋ = f(x(t), ٠, t), (١۴.١)

وجود δ > ٠ Έی ε > ٠ هر و t٠ هر ازای به اگر گویند پایدار لیاپانوف مفهوم به xe تعادل نقطه
∥ x(t) − xe ∥≤ ε عبارت t ≥ ٠ ͳتمام برای ∥ x(t٠) − xe ∥≤ δ هر ازای به که باشد، داشته�

باشد. برقرار

اگر: است ͳمجانب پایدار (١۴.١) حالت دیفرانسیل معادله تعادل نقطه تعریف۴٢.٢.١.
باشد. لیاپانوف مفهموم به پایدار الف)

باشد: برقرار زیر رابطه ،t٠ مقادیر کلیه ب)برای

∃ρ > ٠,∀ ∥ x(t٠)− xe ∥≤ ρ, ∥ x(t)− xe ∥→ ٠, t→∞.



فصل٢

تخصیصساختار برای پارامتری روش�های
بالا مرتبه ͳسیستم�هایخط در ویژه

تخصیص مسأله و ١ بسته سیستم�حلقه و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های دستΎاه ابتدا فصل، این در
را بالا مرتبه ͳخط سیستم�های روی کنترل�پذیری شرط و کرده، ͳمعرف را ٢ (ESA)ویژه ساختار
حل به که م�ͳدهیم ارائه ͳوریتمΎال و م�ͳپردازیم سیلوستر ماتریس معادله ͳمعرف به و م�ͳدهیم، نشان
از استفاده با ویژه ساختار تخصیص مسأله �حل به ادامه در و م�ͳپردازد، ٣ سیلوستر ماتریس معادله
مثال پایان در و م�ͳآوریم. به�دست را حالت پس�خورد ماتریس و م�ͳپردازیم سیلوستر معادله حل

م�ͳدهیم. ارائه عددی

بΎیرید: درنظر زیر به�صورت را بالا مرتبه ͳخط سیستم دستΎاه
A(m)X

(m) + A(m−١)X
(m−١) + . . .+ A١Ẋ + A٠X = Bu, (١.٢)

همچنین هستند. (ورودی) کنترل� بردار و حالت بردار به�ترتیب u ∈ Rr و X ∈ Rn آن در که
زیر شرایط در که هستند ضرایب ماتریس�های B ∈ Rn×r و Ai ∈ Rn×n, (i = ٠, ١, . . . ,m)

ͳخط سیستم Έی به م�ͳتوان را (١.٢) دستΎاه .det(Am) ̸= ٠ و rank(B) = r م�ͳکنند: صدق
داد. کاهش m = ١, ٢ ازای به دوم مرتبه و اول مرتبه

(EAS)ویژه تخصیصساختار ١.٢

گسترده به�طور که است کنترل دستΎاه ͳطراح در ͳاساس مسأله Έی ویژه ساختار تخصیص مسأله
است. گرفته قرار مطالعه مورد ͳمحاسبات و تئوری زمینه دو هر در

١Cloosed Loop
٢Eigenstructure Assingment
٣Sylvester Matrix Equation



١۶ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های .٢

قانون از استفاده با مختلط صفحه در موردنظر، خاص مان�های در ویژه ساختار تخصیص مسأله
نامیده (ESA)اختصار به یا حالت پس�خورد با ویژه ساختار تخصیص مسأله ،(١٢.١) کنترل

م�ͳپردازیم: ͳریاض زبان به مسأله دقیق بیان به قسمت این در م�ͳشود.

مرتبه ͳخط سیستم حالت فضای ZT = [XT ẊT . . . (X(m−١))T ] کنید: فرض تعریف١.١.٢.
مدل به�صورت اول مرتبه حالت فضای م�ͳتواند بالا مرتبه ͳخط سیستم واق΄ در باشد، (١.٢) بالا

باشد: زیر تعمیم�یافته

ŻT = AeZ +Beu, (٢.٢)

Ae =


٠ In . . . ٠
... ... . . . In

−A−١
m A٠ −A−١

m A١ . . . −A−١
m Am−١

 , (٣.٢)

Be =
[

٠ . . . ٠ (A−١
m B)T

]T
. (۴.٢)

در اول مرتبه یافته تعمیم حالت فضای مدل صورت به بالا مرتبه ͳخط سیستم کنترل بنابراین
م�ͳشود. ͳبررس (٢.٢) رابطه

مسائل بندی فرمول ٢.٢

است: زیر صورت به کنترل قانون (١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم برای
u = F٠X + F١Ẋ + . . .+ Fm−١X

(m−١), Fi ∈ Rr×n, (۵.٢)

به�دست زیر به�صورت بسته حلقه سیستم (١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم در کنترل قانون جایΎذاری با
م�ͳآید:

AmX
(m) + (Am−١ −BFm−١)X

(m−١) + . . .+ (A١ −BF )Ẋ = ٠. (۶.٢)

کرد: تبدیل اول مرتبه فضای صورت به م�ͳتوان را (۶.٢) سیستم ،det(Am) ̸= ٠ شرط با

Ż = AecZ, (٧.٢)

Aec =


٠ In . . . ٠
... ... . . . In

Ac
٠ Ac

١ . . . Ac
m−١

 , (٨.٢)

آن در که
Ac

i = −A−١
m (Ai −BFi), i = ٠, . . . ,m− ١.

است: زیر صورت به Aec ماتریس جردن شل که است، بسته حلقه ماتریس Έی Aec که
Λ = diag(s١, . . . , smn), (٩.٢)



١٧ مسائل بندی فرمول .٢.٢

هستند. ،Aec ماتریس ویژه مقادیر ،si, i = ١, . . . ,mn آن در که

ماتریس�های باشد، شده داده (٩.٢) و (٨.٢) در Λ و Aec کنید فرض [۴] .١.٢.٢ لم
م�ͳکند: صدق زیر رابطه در که دارد وجود Vi ∈ Cn×mn, i = ٠, . . . ,m− ١

Aec


V٠

V١
...

Vm−١

 =


V٠

V١
...

Vm−١

Λ, (١٠.٢)

کند: صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود V ∈ Cn×mn ماتریس Έی اگر، فقط و اگر
AmV Λ(m) + (Am−١ −BFm−١)V Λ(m−١) + . . .+ (A٠ −BF٠)V = ٠. (١١.٢)

م�ͳکند، صدق (١٠.٢) رابطه� در که Vi, i = ٠, . . . ,m− ١ ماتریس�های مجموعه حالت این در
است: زیر صورت به

V٠ = V, Vi = Vi−١Λ, i = ١, ٢, . . . ,m. (١٢.٢)

برهان
کنید: فرض

V٠

V١
...

Vm−١

Λ =


V٠Λ

V١Λ
...

Vm−١Λ

 ,

داریم: و

Aec


V٠

V١
...

Vm−١

 =


٠ In . . . ٠
... ... . . . In

Ac
٠ Ac

١ . . . Ac
m−١




V٠

V١
...

Vm−١



=



V٠

V١
...

Vm−١
m−١∑
i=٠

Ac
iVi


,

زیر: معادله با (١٠.٢) معادله که است واض
Vi = Vi−١Λ, i = ١, ٢, · · · ,m, (١٣.٢)



١٨ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های .٢

داریم: و است. برابر

−
m−١∑
i=٠

A−١
m (Ai −BFi)Vi = Vm−١Λ, (١۴.٢)

نوشت: زیر به�صورت را (١۴.٢) معادله م�ͳتوان و
m−١∑
i=٠

(Ai −BFi)Vi + AmVm−١Λ = ٠, (١۵.٢)

زیر رابطه (١٣.٢) رابطه از استفاده با و
Vi = ViΛ

i, i = ١, ٢, · · · ,m− ١,

م�ͳشود. حاصل زیر معادله (١۵.٢) رابطه در جایΎذاری با و م�ͳآید. به�دست
AmV ٠Λ(m) + (Am−١ −BFm−١)V٠Λ

(m−١) + . . .+ (A٠ −BF٠)V٠ = ٠.

□

و اگر است Λ قطری ماتریس Έی Aec جردن ماتریس م�ͳگیریم نتیجه بالا لم از .٢.٢.٢ ملاحظه
کند، صدق (١۵.٢) رابطه در در که باشد داشته وجود V ∈ Cm×mn مانند ماتریس Έی اگر فقط

است: زیر به�صورت Aec ماتریس با متناظر ویژه بردارهای حالت این در و

Vec


V

V Λ
...

V Λm−١

 . (١۶.٢)

قانون با متناسب (١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص مسأله است واض
است. (۵.٢) پس�خورد

(EAS) ویژه تخصیصساختار مسأله ١.٢.٢

و ،Λ = diag(s١, . . . , smn) قطری ماتریس و det(Am) ̸= ٠ شرط با (١.٢) سیستم کنید فرض
شل است، شده داده متمایز) لزوما (نه مختلط مزدوج اعداد مجموعه با ،si, i = ٠, ١, . . . ,mn

(١۵.٢) معادله در که V ∈ Cn×mn و Fi ∈ Rr×n, i = ٠, . . . ,m−١ ماتریس�های برای پارامتری
زیر: شرط با

det


V

V Λ
...

V Λm−١

 ̸= ٠. (١٧.٢)

م�ͳدهیم: قرار م�ͳگیریم، نظر در باشد برقرار



١٩ (HSA)بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله .٣.٢

W = Fm−١V Λ + . . .+ F١V Λ + F٠V (١٨.٢)

=
[
F٠F١ . . . Fm−١

]


V

V Λ
...

V Λm−١

 ,

م�ͳشود: تبدیل زیر به�صورت (١١.٢) معادله

AmV Λm + . . .+ A١V Λ + A٠V = BW. (١٩.٢)

ازای به و است. m مرتبه سیلوستر ماتریس تعمیم�یافته معادله ،(١٩.٢) مسأله که است واض
تبدیل دوم مرتبه و اول مرتبه سیلوستر ماتریس معادله به ترتیب به ،(١٩.٢) معادله m = ١, ٢
تعمیم معادله در Wکه و V ماتریس�های زوج برای که گرفت نتیجه توان ͳم بالا رابطه از م�ͳشود.

کنترل ماتریس�های م�ͳکند، صدق ،(١٧.٢) شرط با بالا مرتبه سیلوستر ماتریس یافته
م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت (١٨.٢) رابطه از استفاده با Fi ∈ Rr×n, i = ٠, . . . ,m− ١

[
F٠F١ . . . Fm−١

]
= W


V

V Λ
...

V Λm−١


−١

.

است. بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله حل برای کلیدی گام ،(EAS) معادله جواب بنابراین

(HSA)بالا مرتبه ماتریسسیلوستر معادله ٣.٢

و م�ͳکند صدق ،detA ̸= ٠ شرط در که B ∈ Rn×r و Ai ∈ Rn×n, i = ٠, . . . ,m ماتریس�های
قطری ماتریس

Λ = diag(s١, . . . , sq) ∈ Cq×q, (٢٠.٢)

در که م�ͳکنیم پیدا ͳپارامترهای W ∈ Cr×q و V ∈ Cn×q ماتریس�های برای بΎیرید، نظر در را
کند. صدق (١٩.٢) بالا مرتبه سیلوستر معادله

q به� ،(HSE) بالا مرتبه سیلوستر معادله در V,W,Λ ماتریس�های ستون�های .١.٣.٢ ملاحظه
است. رای;�تر (HSE) مسأله این�صورت در م�ͳشود، تبدیل



٢٠ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های .٢

(HSE)ویژه تخصیصساختار مسأله حل ۴.٢

ماتریس�های
V =

[
v١ v٢ . . . vq

]
, (٢١.٢)

W =
[
w١ w٢ . . . wq

]
, (٢٢.٢)

به�صورت را (١٩.٢) بالا مرتبه سیلوستر معادله م�ͳتوان م�ͳگیریم، نظر در (٢٠.٢) ماتریسقطری و
کرد: تبدیل زیر

(smi Am + . . .+ s١A١ + A٠)Vi = BWi, i = ١, ٢, · · · , q. (٢٣.٢)

م�ͳگیریم: نظر در را زیر حالت�های

به�صورت را (٢٣.٢) معادله توان ͳم باشد، مشخص ،si, i = ١, ٢, · · · , q ویژه مقادیر اگر .١
نوشت: زیر

Πi

[
Vi

Wi

]
= ٠, i = ١, ٢, . . . , q, (٢۴.٢)

است: زیر به�صورت Πi آن در که
Πi = [smi Am + . . .+ siA١ + A٠ −B], i = ١, ٢, · · · , q. (٢۵.٢)

داریم: حالت این ]در
Vi

Wi

]
= kerΠi, i = ١, ٢, . . . , q. (٢۶.٢)

رفته به�کار i = ١, ٢, · · · , q ، Di و Ni ثابت ماتریس�های مجموعه برای ͳوریتمΎال زیر در
است. شده ارائه (١٩.٢) معادله حل در

Di Niو ماتریس�های آوردن به�دست برای ͳوریتمΎال ١.۴.٢

اول: گام •
ماتریس�های مجموعه ،Πi, i = ١, ٢, . . . , q ماتریس�های در (SV D) کاربرد بردن به�کار با

م�ͳآوریم: به�دست زیر به�صورت را Pi ∈ Cn×n و Qi ∈ C(n+r)×(n+r) ͳانی

PiΠiQi =

[
diag(σ١, σ٢, . . . , σni) ٠

٠ ٠

]
, i = ١, ٢, . . . , q, (٢٧.٢)

داریم: و هستند Πi تین مقادیر ،σk > ٠, k = ١, ٢, . . . , ni آن در که
ni = rank[smi Am + . . .+ siA١ + A٠B], i = ١, ٢, . . . , q.



٢١ (HSE)ویژه ساختار تخصیص مسأله حل .۴.٢

دوم: گام •
تجزیه وسیله به ،i = ١, ٢, · · · , q ،Di ∈ Cr×(n+r−ni) و Ni ∈ Cn×(n+r−ni) ماتریس�های

زیر، صورت به Qi ماتریس

Qi =

[
∗ Ni

∗ Di

]
, i = ١, ٢, . . . , q. (٢٨.٢)

Ni ∈ Cn×(n+r−ni) ماتریس�های (٢٨.٢) و (٢٧.٢) نتای; از استفاده با م�ͳآوریم. به�دست
صدق زیر رابطه در بالا، الΎوریتم از آمده به�دست ،Di ∈ Cr×(n+r−ni), i = ١, ٢, · · · , q و

م�ͳکنند:

Πi

[
Ni

Di

]
= ٠, rank

[
Ni

Di

]
= n+ r − ni, i = ١, ٢, . . . , q. (٢٩.٢)

مباحث از است. ،kerΠi برای پایه مجموعه
[
Ni

Di

]
ماتریس ستون�های م�ͳدهد نشان این و

م�ͳآید: به�دست زیر نتای; بالا

ماتریس�های و (٢٧.٢) در تعریفشده ni, i = ١, ٢, . . . , q فرضکنید [١] .١.۴.٢ قضیه

بالا الΎوریتم با متناسب ،i = ١, ٢, · · · , q ،Di ∈ Cr×(n+r−ni) و Ni ∈ Cn×(n+r−ni)

مرتبه سیلوستر ماتریس�های معادله در Wکه و V ماتریس�های تمام برای باشد. آمده به�دست
آورد. به�دست زیر ستون�های به�صورت ͳپارامترهای م�ͳکند صدق (١٩.٢) ]بالا

Vi

Wi

]
=

[
Ni

Di

]
fi, i = ١, ٢, . . . , q, (٣٠.٢)

دلخواه پارامتری بردارهای از مجموعه�ای ،i = ١, ٢, · · · , q ، fi ∈ Cn+r−ni آن در که
شود. مراجعه [١] به اثبات برای هستند.

فقط و اگر است، کنترل�پذیر (١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم [٧] و [٢] .٢.۴.٢ تعریف
باشد. کنترل�پذیر ،(٢.٢) اول مرتبه حالت فضای با متناظر اگر

اگر فقط و اگر است، کنترل�پذیر (١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم [٢] .٣.۴.٢ لم

rank[smAm + . . .+ s١A١ + A٠ B] = n, ∀s ∈ C. (٣١.٢)

است: برابر زیر رابطه با (٣١.٢) شرط م�ͳدهیم نشان . برهان

rank[Ae − sImn Be] = mn, ∀s ∈ C,



٢٢ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های .٢

داریم: است، شده داده (٢.٢) رابطه در Be و Ae ماتریس�های آن در که

rank[Ae − sImn Be]

= rank


−sIn In ٠
... . . . . . . ...

−sIn In ٠
−A−١

m A٠ −A−١
m A١ . . . −A−١

m Am−١ − sIn −A−١
m B

 ,

= rank


−sIn In ٠
... . . . . . . ...

−sIn In ٠
−A٠ −A١ . . . −Am−١ − sAm B

 ,

= rank



٠ In ٠
٠ −sIn In ٠
... ... . . . . . . ...
٠ −sIn In ٠

−
m∑
i=٠

Ais
i −A٠ A١ . . . −Am−١ − sAm B


,

= n(m− ١) + rank[
m∑
i=٠

Ais
i B].

م�ͳشود. حاصل بالا نتیجه

□

م�ͳآید. به�دست (١.۴.٢) قضیه از زیر نتیجه بالا، لم براساس

ماتریس و باشد کنترل�پذیر (١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم کنید فرض [٢] .۴.۴.٢ نتیجه
ماتریس معادله حل در آزادی درجه این�صورت باشد،در شده داده (٢٠.٢) رابطه در قطری

است. qr برابر (١٩.٢) بالا مرتبه سیلوستر

که (٣.۴.٢) لم از استفاده با و است کنترل�پذیر (١.٢) سیستم چون .۵.۴.٢ ملاحظه
درآن

م�ͳشود. حاصل (١.۴.٢) قضیه نتیجه ،ni = n, i = ١, ٢, · · · , q

راست سمت عامل�های کردن اجرا با باشد، نامعین ،si, i = ١, ٢, · · · , q ویژه مقادیر اگر .٢
زیر: به�صورت

G(s) = (smAm + sm−١Am−١ + . . .+ sA١ + A٠)
−١
B,



٢٣ (HSE)ویژه ساختار تخصیص مسأله حل .۴.٢

در که D(s) ∈ Rr×r و N(s) ∈ Rn×r[s] جمله�ای چند ماتریس�های زوج Έی م�ͳتوان�
معادله

(smAm + . . .+ sA١ + A٠)
−١B = N(s)D−١(s). (٣٢.٢)

آورد. به�دست م�ͳکند صدق

ماتریس�های و باشد کنترل�پذیر (١.٢) سیستم کنید، فرض [١] .۶.۴.٢ قضیه

م�ͳکند صدق (٣٢.٢) راست سمت عامل�های در که D(s) ∈ Rr×r و N(s) ∈ Rn×r[s]

رابطه با (٢٢.٢) و (٢١.٢) در که W و V ماتریس�های م�ͳگیریم، نظر ]در
Vi

Wi

]
=

[
N(si)

D(si)

]
fi i = ١, ٢, . . . , q (٣٣.٢)

م�ͳکند. صدق ،fi ∈ C, i = ١, ٢, · · · , q تمام ازای به بالا مرتبه ماتریسسیلوستر معادله در

زیر: رابطه اگر

rank

[
N(si)

D(si)

]
= r, i = ١, ٢, . . . , q. (٣۴.٢)

،(HSE)بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله مسأله جواب (٣٣.٢) رابطه باشد، قرار بر
م�ͳباشد.

نوشت: زیر به�صورت م�ͳتوان را (٣٢.٢) معادله . برهان

(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)N(si)−BD(si) = ٠, (٣۵.٢)

i = ١, ٢, · · · , q.

زیر معادله (٣۵.٢) و (٣٣.٢) رابطه از استفاده با

(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)vi −Bwi

= [(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)N(si)−BD(si)]fi (٣۶.٢)

= ٠, i = ١, ٢, · · · , q.

تحتکنترل�پذیری ،(۴.۴.٢) نتیجه از استفاده با است. (٢٧.٢) معادله از ͳحالت که م�ͳآید. به�دست
درجه است، شده داده (٢٠.٢) رابطه در که Λ قطری ماتریس و ،(١.٢) بالا مرتبه ͳخط سیستم
صورت�ͳکه در است، qr با برابر ،(١٩.٢) بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله جواب در آزادی
برقرار (٣۴.٢) شرط اگر است ͳبدیه است. qr آزاد پارامترهای (٣٣.٢) جواب�های مجموعه

یابد. ͳم توسعه (٣٣.٢) پارامتری جواب�های باشد،

□



٢۴ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های .٢

ویژه تخصیصساختار مسأله جواب ۵.٢

م�ͳآید. به�دست زیر نتای; فوق مباحث اساس بر

ماتریس�های همچنین و (٢٧.٢) رابطه در ،ni, i = ١, · · · ,mn فرضکنید [٢٢] .١.۵.٢ قضیه

شده داده (٢٨.٢) الΎوریتم در i = ١, ٢ . . . ,mn ،Di ∈ Cn×(n+r−ni) ،Ni ∈ Cn×(n+r−ni)

باشد،

پارامترهای اگر فقط و اگر است، جواب دارای ویژه، ساختار تخصیص مسأله آنΎاه •

کند: صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود ،fi ∈ Cn+r−ni , i = ١, . . . ,mn

fi = f̄i if si = s̄i, detVca ̸= ٠,

آن در که

Vca =


N١f١ N٢f٢ · · · Nmnfmn

s١N١f١ s٢N٢f٢ · · · smnNmnfmn

... ... ... ...
sm−١

١ N١f١ sm−١
٢ N٢f٢ . . . sm−١

mn Nmnfmn

 (٣٧.٢)

م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت ،(ESA)مسأله جواب� باشد، برقرار بالا شرایط اگر •

V =
[
N١f١ N٢f٢ · · · Nmnfmn,

]
(٣٨.٢)

]و
F٠ F١ · · · Fm−١

]
=

[
D١f١ D٢f٢ · · · Dmnfmn

]
V −١
ca

هستند، دلخواه پارامتری بردارهای از مجموعه�ای ،fi ∈ Cn+r−ni , i = ١, ٢, . . . , q آن در که
م�ͳکند. صدق بالا رابطه در که

بΎیرید نظر در را زیر ͳخط سیستم .٢.۵.٢ مثال
...
A٣x+ Ä٢x+ Ȧ١x+Bu+ f = ٠



٢۵ ویژه ساختار تخصیص مسأله جواب .۵.٢

هستند. زیر به�صورت F × R١×٣ و B = I٣×٣ و A٣, A٢, A١R٣×٣ ماتریس�های آن در که

A٣ =


٣٫ ٢٧۴٧ ٠ ٠

٠ ٢٫ ٩٠٩۴ ٠
٠ ٠ ١١٫ ٩٠۵٠



A٢ =


۵٠٨۵٫ ۴۴۴ −٢٫ ٨٠١٣ ٠

۶٫ ۴٧۴٧ ٩٩۵٠٫ ۵۵ ٠
٠ ٠ ٩٩٢٠٩٠



A١ =


١٫ ۵٧۴٨ ٠ −٢٫ ٨٠٣١

٢٠٣٫ ٧٧٨٧ ١٣۴٩٢٨ ٢١٠٫ ٢۵۶۴
٠ ٠ ٣١١٠٠٠



B =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١



f =


٠

٠٫ ٠٢٨۶
٠


م�ͳباشد. زیر به�صورت فوق سیستم برای بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر

Γ = {٠, ٠, ٠,−۶٫ ٨٢۶± ٢٠۵٫ ٢٠i,−١٧٫ ١٠± ٢١۴٫ ۶i,−٣٢٫ ۶٨٠٠٫−±٢ ٧}

به�صورت آن بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که است ͳحالت پس��خورد ماتریس آوردن به�دست هدف
م�ͳباشد: زیر

{s١ = ١١٠, s٢,٣ = −٣٠± ٢۵i, si = si−٢ − ٢٠, i = ۴, ۵, · · · , ٩}

است: زیر به�صورت پارامتری بردارهای (٣۵.٢) قضیه از استفاده با

f١ =


١
٠
٠

 , f٢ = f̄٣ =


١ + i

٠
٠

 , f۴ =


٠

١ + i

٠



f۶ = f̄٧ =


٠
٠

i+ ١

 , f٨ = f̄٨ =


١
١
١





٢۶ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های .٢

م�ͳآید. به�دست �زیر به�صورت آن بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر و حالت پس�خورد ماتریس و

F٠ =


−۶٫ ٢۴٨ ٢٣٫ ١٣ −٨٧٫ ٩٧

٠ −٠٫ ۶٨١٩ −٣٢٫ ٩۵
٠ ١٣٫ ۴٨ −١١٣٫ ۴



F١ =


١٢٧٢ ٧۴٠٢ −٢٢٢٩

٢٫ ٠٣٧ ١٢٣۶ −٨٣۴٩
٠ ۴٣١۵ −۴٢٢٨



F٢ =


−۵٨٢٣ ٧۴٠٢ −١۵٩٢
۶٫ ۴٧٧ −٢١٣٢ −۵٩۶۴

٠ ۴٣١۵ ۶٢٠٠



Γ = {−١٠٩٫ ٣٠٫−,٩ ٠± ٢۴٫ ٩i,−۴٩٫ ٩± ٢۵٫ ٠i,−٧٠٫ ٠± ٢۴٫ ٢i,−٩٠٫ ٠± ٢۵.٠i}

Jb =∥ Vcb ∥∥ V ١cb ∥= ۴۴۴٨٩ , ∥ [F٠F١F٢] ∥= ١۴٩٫ ٣۴

م�ͳآید: به�دست �زیر به�صورت پارامتری بردارهای مجموعه متلب افزار نرم� از استفاده با

f١ =


١١٫ ۵۵
−٧۶٫ ٧٠
−٢۴٫ ۵۴



f٢ = f̄٣ =


۶٢٫ ٨٩ + ٧۶٫ ٠۴i
−۴٢٫ ٢١ + ۴١٫ ٣٩i

۵٢٫ ۶٩− ۶٠٫ ٢٢i



f۴ = f̄۵ =


−۶۶٫ ۵٧− ٧۴٫ ٢٠i
−٣٩٫ ٠٧ + ٣٢٫ ٢١i

۵٢٫ ٩٧− ٨١٫ ٣٣



f۶ = f̄٧ =


−۶۶٫ ۵٧− ٧۴٫ ٢٠i
−٣٩٫ ٠٧ + ٣٧٫ ٢١i

۵٢٫ ٩٧− ٨١٫ ٣٣i



f٨ = f̄٩ =


٧٢٫ ٩٠ + ۵٩٫ ۶٠i
۵٫ ١١ + ٣۵٫ ۴١i

۵٩٫ ١١− ۵٣٫ ٧٣i





٢٧ ویژه ساختار تخصیص مسأله جواب .۵.٢

م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت حالت پس�خورد ماتریس

F٠ =


−٩٫ ١٢۴ ٣٫ ۵۵۵ −۵٫ ٠٩۶
−١٫ ٩٧٢ −٩٫ ١٩١ −٢٫ ۴٢۵

١۴٫ ٩٨ −٣٫ ۶٨۴ −٢٧٫ ٢٠



F١ =


١١١٫ ١ ٧٫ ٢٩۴ −١١٫ ٧۶
−٣٫ ٧٢۴ ٩۵٫ ۶۶ −٢٫ ۴٧۵

١۴٫ ٩٨ −۴٫ ٣٧٨ ١٧١٫ ٨



F٢ =


−۶٧٫ ۵۶ ۴٫ ٧٨١ −٨٫ ۵۶١
−١٫ ٨٣١ −۴٩٫ ۶٩ −۵٫ ٠٧٩

٢۴٫ ١١ −٢٫ ۶٧۴ ٧۶۵٫ ٩


م�ͳآید. به�دست زیر به�صورت آن بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر

Γ = {−١٠٩٫ ٣٠٫−,٩ ٠± ٢۵٫ ٠i,−۵٠٫ ٠± ٢۵٫ ٠٠i,−۶٩٫ ٩± ٢۴٫ ٩i,−٩٠٫ ٠± ٢۴٫ ٩i}

Jb =∥ Vcb ∥∥ V ١cb ∥= ٢١٧٧ , ∥ [F٠F١F٢] ∥= ٣١٫ ۴١٩





فصل٣

از استفاده با ͳجزئ ویژه تخصیصمقادیر
مرتبه ͳسیستم�هایخط در ͳتشابه تبدیلات

بالا

بیان به ادامه در م�ͳپردازیم. ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله اصل بیان به ابتدا فصل، این در
ماتریس محاسبه ͳΎونΎچ سپس م�ͳپردازیم. (A,B) زوج برداری همدم و اشلون استاندارد فرم
ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با بالا مرتبه ͳخط سیستم�های برای را حالت پس�خورد
م�ͳپردازیم. عددی مثال ارائه به روش، این بیشتر درک به Έکم برای پایان در م�ͳآوریم. به�دست

ͳجزئ ویژه تخصیصمقدار ١.٣

بΎیرید: نظر در را زیر ͳخط سیستم تعریف١.١.٣.

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (١.٣)

u(t) = −Kx(t).

ͳستون بردار x(t) و هستند سیستم ماتریسضرایب B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ماتریس�های آن در که
که است ورودی بردار به موسوم بعدی m ͳستون بردار Έی u(t) و حالت بردار به موسوم بعدی n
K ماتریس باید ادامه برای است. حالت پس�خورد ماتریس K ∈ Rm×n و م�ͳکند. تغییر زمان با

بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که کنیم پیدا به�گونه�ای را
Ω(A−BK) = S, (٢.٣)

که خاصیت این با بΎیرد، قرار باشد ویژه مقادیر طیف به موسوم ،S = {λ١, · · · , λn} مجموعه در
م�ͳشوند. ظاهر مختلط مرتب زوج�های به�صورت یا و حقیق�ͳاند ها λi



٣٠ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

از λ ویژه مقادیر به نسبت (A,B) ماتریس زوج معادل به�طور یا (١.٣) دستΎاه تعریف٢.١.٣.
اگر: م�ͳنامند کنترل�پذیر A ماتریس

∀y ̸= ٠ =⇒ yHB ̸= ٠ به�طوری�که yHA = λyH . (٣.٣)

از ،{λ١, · · · , λp} مجموعه زیر به نسبت (A,B)ماتریس زوج یا (١.٣) دستΎاه تعریف٣.١.٣.
λj, ȷ = ١, ٢, · · · , p ویژه مقدار هر به نسبت اگر است، کنترل�پذیر ͳجزئ طور به A ماتریس طیف

باشد. کنترل�پذیر

هرگاه است، کنترل�پذیر کامل به�طور (A,B) ماتریس زوج یا (١.٣) دستΎاه .۴.١.٣ تعریف
باشد. کنترل�پذیر A ماتریس ویژ�ه مقدار هر به نسبت

ماتریس زوج برای ویژه مقدار تخصیص مسأله ،S دلخواه مجموعه هر برای [٢٩] .۵.١.٣ قضیه
جواب دارای و باشد. کنترل�پذیر کامل به�طور (A,B) زوج اگر وتنها اگر است حل�پذیر (A,B)

ورودی، چند حالت ودر باشد). بردار Έی B) باشد ورودی Έت دستΎاه اگر وتنها اگر است یتا
[۶] یا [٣] به اثبات برای است. موجود جواب ب�ͳنهایت باشد، داشته وجود جواب صورت�ͳکه در

شود. مراجعه

ͳجزئ ویژه تخصیصمقدار مسأله برای ͳتایی وجود ١.١.٣

طیف بΎیرید. نظر رادر (A,B) ماتریس زوج ͳکل به�طور

Ω(A) = {λ١, · · · , λp, λp+١, · · · , λn}, (۴.٣)

S = {µ١, µ٢, · · · , µp}, (۵.٣)

: F حالت پس�خورد ماتریس بΎیرید. نظر در
Ω(A−BF ) = {µ١, µ٢, · · · , µp, λp+١, · · · , λn}. (۶.٣)

حالت، ماتریسکنترل با ͳخط دستΎاه باز ماتریسحلقه طیف از یΈبخش داشتن نΎه ثابت مسأله
ویژه مقدار تخصیص مسأله را پایدار طیف با آن کردن جایΎزین و طیف باقیمانده کردن خارج
و نیستند پایدار کامل به�طور که م�ͳرود به�کار ͳاه�هایΎدست برای مسأله این اصل م�ͳنامند. ͳجزئ
تخصیص به نیاز مقدار همین تنها که ، (Aماتریس) باز حلقه ماتریس طیف ویژه مقادیر از تعدادی
تخصیص مسأله حل برای ͳوریتمΎال محققان، از بسیاری و ندارند. قرار پایداری ناحیه در دارند،

.[١٢] ،[١۴] کرده�اند. ͳطراح ͳجزئ ویژه ویژه مقدار

ویژه مقدار تخصیص مسأله برای جواب ͳتایی وجود ٢.٣
ͳجزئ

مقادیر شامل که Λ = diag(λ١, λ٢, · · · , λp, λp+١, · · · , λn)ماتریسقطری [٢٩] .١.٢.٣ قضیه
مجموعه�های که به�گونه�ای بΎیرید، نظر در را است A ∈ Cn×n ماتریس از λ١, λ٢, · · · , λn ویژه



٣١ ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله برای جواب ͳتایی وجود .٢.٣

هستند. گسسته هم از {λp+١, · · · , λn} و {λ١, λ٢, · · · , λp}
ماتریس ویژه مقادیر ͳباق و یابد تغییر µ١, µ٢, · · · , µp به λ١, λ٢, · · · , λp مقادیر که فرضکنید
ازای به ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص مسأله نتیجه در بماند. ثابت λp+١, · · · , λn مقادیر ͳیعن A
زوج اگر تنها و اگر است جواب دارای (A,B) زوج برای µ١, µ٢, · · · , µp ویژه مقدار انتخاب هر
منحصر جواب دارای و باشد، کنترل�پذیر {λ١, λ٢, · · · , λp} مجموعه به نسبت ͳجزئ به�طور (A,B)

حالت در باشد. کنترل�پذیر کاملا ورودی Έت دستΎاه Έی دستΎاه، اگر تنها و اگر است، به�فرد
جواب، وجود صورت در نباشد، کنترل�پذیر کاملا دستΎاه که ͳزمان ورودی�ها، Έت و ورودی چند

دارد. وجود جواب ب�ͳنهایت

ͳبرخ ازای به (A,B) زوج فرضکنید خلف: برهان م�ͳکنیم. اثبات را ضرورت ابتدا . برهان
نتیجه: در ،(١ ⩽ j ⩽ p) نباشد کنترل�پذیر λj از

∃y ̸= ٠ به�طوری�که yHB = و٠ yH(A− λiI) = ٠ (٧.٣)

این با نتیجه در .yH(A − BF − λiI) = ٠ داریم: ،F هر برای که است معنا این به بالا رابطه
شود. داده تخصیص دوباره نم�ͳتواند است، (A−BF ) بسته حلقه ماتریس ویژه مقدار λj فرضکه
.Λ٢ = diag(λ١, λ٢, · · · , λn) و Λ١ = diag(λ١, λ٢, · · · , λp) م�ͳکنیم تعریف بلعس:
ͳدلخواه ویژه مقادیر به�طوری�که دارد وجود ای F حالت پس�خورد ماتریس� دهیم نشان باید اکنون
م�ͳگذارد. ͳباق تغییر بدون را دیΎر ویژه مقادیر تمام که ͳحال در م�ͳدهد، تخصیص Λ١ جای به را
بردارهای� ماتریس�های ترتیب به Y = (y١, y٢, · · · , yn) و X = (x١, x٢, · · · , xn) کنید فرض
از .Y١ = (y١, y٢, · · · , yn) که کنید فرض و باشند A ماتریس چب سمت و راست سمت ویژه
ماتریس زوج ͳجزئ کنترل�پذیری از نتیجه در ،Y HAX = diag(Λ١,Λ٢) و Y HX = I که ͳآن�جای
همان به نسبت (diag(Λ١,Λ٢), Y

HB) زوج ͳجزئ کنترل�پذیری ،Λ١ ویژه مقادیر به نسبت (A,B)

زیرا: است، کنترل�پذیر کاملا (Λ١, Y
H

١ B) زوج بنابراین، م�ͳگیریم. نتیجه را مقادیر
{λ١, λ٢, · · · , λp}

∩
{λp+١, · · · , λn} = ∅.

بسته حلقه ماتریس به�طوری�که، دارد وجود Φ حالت پس�خورد ماتریس ،(۵.١.٣) قضیه طبق
م�ͳکنیم: تعریف باشد. µ١, µ٢, · · · , µP ویژه مقادیر دارای (Λ١ − Y H

١ BΦ)

F = ΦY H
١ (٨.٣)

است: نیاز مورد مقدار بسته حلقه ماتریس ویژه مقدار پس

{µ١, µ٢, · · · , µP , λp+١, · · · , λn} = Ω(diag(Λ١,Λ٢ − Y HB(Φ, ٠)) = (٩.٣)

Ω(Y H(A−B((Φ, ٠)Y H))X) = Ω(A−B(ΦY H
١ )).

که ͳزمان است. منحصربه�فرد جواب باشد، کنترل�پذیر کاملا ورودی Έت دستΎاه که مواردی در
م�ͳشود. نتیجه (۵.١.٣) قضیه از مستقیم به�طور که دارد وجود جواب ب�ͳنهایت باشد، ورودی چند

□



٣٢ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

اشلون استاندارد فرم ٣.٣

حالت معادله است. شده تعریف Rn فضای بر که باشد ͳتشابه تبدیل ماتریس T کنیدکه فرض
م�ͳگیریم: نظر در زیر به�صورت را دستΎاه

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (١٠.٣)

شود، تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط دستΎاه حالت بردار م�ͳکنیم فرض حال
:ͳیعن

x(t) = T x̂(t) , x̂(t) = T−١x(t) (١١.٣)

داشت: خواهیم (١٠.٣) حالت معادله در (١١.٣) جایΎذاری با

T ˆ̇x(t) = ATx(t) + Bu(t) (١٢.٣)
ˆ̇x(t) = T−١ATx(t) + T−١Bu(t)

داریم: (١٢.٣) معادله در B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با
ẋ(t) = Âx̂(t) + B̂u(t). (١٣.٣)

مشخص کنترل�پذیری ماتریس از استفاده با منحصربه�فردی به�صورت م�ͳتوان را T تبدیل ماتریس
قرار T تبدیل ماتریس ستون�های را Q ماتریس ͳخط مستقل ستون n اولین که ترتیب این به کرد.

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را اشلون استاندارد فرم این�صورت در م�ͳدهیم.
T = [b١b٢ · · · bm · · ·Aq−١b١ · · ·Aq−١brA

q−١br+١ · · ·Aq−١bmA
qb١ · · ·Aqbr],

ماتریس اگر م�ͳدهیم، تشیل را است ستون n + m و سطر n دارای که ،[A,B] افزوده ماتریس
داشت: خواهیم دهیم، تشیل را [T−١B, T−١AT ]

T−١[B,AT ] = T−١[b١b٢ · · · bmAb١ · · ·Aqb١ · · ·AqbrA
qbr+١ · · ·AqbmA

q+١b١ · · ·Aq+١br]

= T−١[T,Aqbr+١ · · ·Aq+١br] = [I, T−١Aqbr+١ · · ·T−١Aq+١br]

= [In×n, Vn×m],

داریم: لذا

[B̂, Â] = [In, Vn×m].

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را نظیر ͳستون و سطری ͳتشابه تبدیلات اکنون

،r(i)←→ r(j) , c(i)←→ c(j) .١

،r(i)←→ αr(j) , c(i)←→ ١
α
c(i) .٢



٣٣ اشلون استاندارد فرم .٣.٣

.r(i)←→ r(i) +Kr(j) , c(j)←→ c(j)−Kc(i) .٣

زیرا: است کنترل�پذیر نیز (Â, B̂) زوج باشند، کنترل�پذیر (A,B) زوج اگر

Q = [B,AB · · ·An−١B], (١۴.٣)

Q̂ = [B̂, ÂB̂, · · · , Ân−١B̂],

است: زیر به�صورت� B̂ و Â ماتریس�های آن در که

[Â, B̂] = [T−١AT, T−١B], (١۵.٣)

داریم: (١۴.٣) رابطه در (١۵.٣) رابطه کردن جایΎزین با

Q̂ = [T−١B, T−١ATT−١B, · · · , (T−١AT )(T−١AT ) · · · (T−١AT )T−١B]

= [T−١B, T−١ATT−١B, T−١An−١B]

= T−١Q,

ماتریس نماییم،ابتدا تبدیل [I, V ] اشلون استاندارد فرم به را (A,B) زوج بخواهیم صورت�ͳکه در
ماتریس روی ͳمقدمات سطری عملیات از استفاده با سپس م�ͳدهیم، تشیل Q = [B,A, I] افزوده
I به را Q ماتریس اول ستون n مرحله، هر در حاصل A ماتریس روی نظیر ͳمقدمات ͳستون و Q

م�ͳشود: تبدیل زیر به�صورت Q̂ افزوده ماتریس این�صورت در م�ͳکنیم. تبدیل

Q̂ = [B̂, Â, T̂−١] = [In, Vn×m, T
−١], (١۶.٣)

هستند: زیر به�صورت B̂ و Â ماتریس�های آن در که

Â =



٠m×m ٠ · · · ٠m×r v
(١)
m×m

Im ٠ · · · ٠ v
(٢)
m×m

٠m×m Im · · · ٠ v
(٣)
m×m

... ... ... ...
٠ ٠ · · · ٠ v

(q)
m×m

٠r×n ٠r×n · · · ٠r×(m−r)Ir v
(q+١)
r×m


, B̂ =



Im

٠m×m

٠m×m

...
٠m×m

٠r×m


(١٧.٣)

آورید. به�دست زیر ͳخط دستΎاه در را (A,B) زوج اشلون استاندارد فرم .١.٣.٣ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣

 , B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠





٣۴ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

حل.

Q =


١ ٢ ... ٠ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠
١ ٠ ... −٢ ٣ ٢ ... ٠ ١ ٠
٠ ٠ ... −٢ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١


r(٢)−r(١)→r(٢)on(Q)−−−−−−−−−−−−→
c(١)+c(٢)→c(١)onA


١ ٢ ... ١ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠
١ −٢ ... ٠ ٢ ٢ ... −١ ١ ٠
٠ ٠ ... −٣ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١


− ١

٢ r(٢)→r(٢)on(Q)
−−−−−−−−−−−→

−c(٢)→c(٢)onA


١ ٢ ... ١ −٢ ٠ ... ١ ٠ ٠
٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ ٢ ٣ ... ٠ ٠ ١


r(١)−٢r(٢)→r(٢)on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٢)+٢c(١)→c(٢)onA


١ ٠ ... ١ −۴ ٢ ... ٠ ١ ٠
٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ −۴ ٣ ... ٠ ٠ ١


− ١

٣ r(٣)→r(٣)on(Q)
−−−−−−−−−−−→
−٣c(٣)→c(٣)onA


١ ٠ ... ١ −۴ −۶ ... ٠ ١ ٠
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... −١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٣ ... ٠ ٠ ١


r(١)−٢r(٣)→r(١)on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٣)+٢c(١)→c(٣)onA


١ ٠ ... ١ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴

٣ ۴ ... ٠ ٠ −١
٣


= Q̂ = [I, V, T−١]

همدم�برداری فرم ۴.٣

است. شده تعریف Rn فضای بر که م�ͳگیریم نظر در را S مانند ͳتشابه ͳخط تبدیل ماتریس Έی
توسط آوردیم، در اشلون استاندارد فرم به را آن (١.٣) بخش در که دستΎاه حالت بردار اکنون

م�ͳگردد: تبدیل همدم�برداری فضای به�نام جدید فضای به S−١ تبدیل ماتریس
x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t), (١٨.٣)

داریم: (١١.٣) معادله در فوق معادله جایΎذاری با

S ˆ̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t) (١٩.٣)

⇒ ˆ̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t),



٣۵ همدم�برداری فرم .۴.٣

(١٩.٣) معادله در B̃ = S−١B̃ = S−١T−١B و Ã = S−١ÃS = S−١T−١ATS گرفتن نظر در با

˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃ut. (٢٠.٣)

و (١.٣) معادلات که ͳآن�جای از .[٨] م�ͳنامند (A,B) زوج برداری همدم فرم ،(Ã, B̃) زوج
روشعددی به برداری همدم فرم حال است. یسان نیز آن�ها جواب هستند، یدیΎر هم�ارز (۴.٣)
نظیر ͳمقدمات سطری و Â ماتریس روی ͳمقدمات ͳستون عملیات از استفاده با م�ͳآوریم، به�دست را
طوریه: به آورد، به�دست را آن تبدیل ماتریس و برداری همدم فرم م�ͳتوان ،Q̂ماتریس کل روی آن

B̃ =


B٠m×m

............

٠(n−m)×m

 , (٢١.٣)

Ã =


G٠m×n

............

I(n−m) ٠(n−m)×m

 . (٢٢.٣)

آورید. به�دست را برداری همدم فرم (١.٣.٣) مثال برای .١.۴.٣ مثال

Q̃ =


١ ٠ ... ١ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴

٣ ۴ ... ٠ ٠ −١
٣


c(٣)−۴c(١)→c(۴)−−−−−−−−−→

onA


١ ٠ ... ١ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ۴

٣ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣


r(١)+۴r(٢)→r(١)−−−−−−−−−−→

onQ̂


١ ٠ ... ۴ ٠ ٩ ... ٠ ١ −١
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠ −١

٢


c(٢)− ۴

٣ c(١)→c(٢)
−−−−−−−−−−→

onA


١ ٠ ... ۴ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ −١
٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١

٢ −١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣


r(١)+ ۴

٣ r(٢)→r(١)
−−−−−−−−−−→

onQ̂


١ ۴

٣
... ۴ −٨

٣ −۵ ... ٢
٣

١
٣ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١

٣





٣۶ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

B̃ =


١ ۴

٣

٠ ١
٠ ٠

 Ã =


۴ −٨

٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠



S−١T−١ =


٢
٣

١
٣ −١

١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ −١

٣


مشابه به�طور و م�ͳکنیم تعریف U(t) = Kx(t) به�صورت را کنترل قانون ،(١.٣) معادله برای
ماتریس K̃ که م�ͳشود تعریف U(t) = k̃x̃(t) به�صورت کنترل قانون ،(١١.٣) معادله برای
S−١T−١x(t) جایΎذاری با است. برداری همدم فرم به شده تبدیل دستΎاه معادله حالت پس�خورد

داشت: خواهیم x̃ جای به
U(t) = K̃S−١T−١x(t), (٢٣.٣)

م�ͳگیریم: نظر در
K = K̃S−١T−١, (٢۴.٣)

−B−١
٠ G٠ به�صورت را K̃ صورت�ͳکه در م�ͳنامیم. (A,B) زوج اولیه پس�خورد ماتریس را آن که

است. صفر Γ̃ = Ã+ B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر نماییم، تعریف

Γ̃ = Ã+ B̃Γ̃ =


G٠

............

I ٠


n×n

+


B٠

........

٠


n×m

(−B−١
٠ G٠)

=


٠m×n

............

I(n×m) ٠(n−m)


n×n

Γ = A + BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تمام Γ̃ با Γ بودن متشابه دلیل به .٢.۴.٣ نتیجه
صفراند. نیز

Γ̃ = S−١T−١ATS + S−١T−١BKTS = S−١T−١(A+BK)TS (٢۵.٣)

= (TS)−١(A+BK)TS. (٢۶.٣)

ͳتشابه تبدیلات از استفاده با روش بیان ۵.٣

مسأله ابتدا دستΎاه، ناپایدار ویژه مقادیر به وابسته چب سمت ویژه بردار از استفاده با بخش این در
در ͳتشابه تبدیلات به�کاربردن با سپس و م�ͳکنیم تبدیل ویژه مقدار تخصیص مسأله Έی به را
به را مطلوب ویژه مقادیر که م�ͳآوریم به�دست را ͳحالت پس�خورد ماتریس ،ͳخط کنترل دستΎاه

م�ͳدهد. اختصاص بسته حلقه ماتریس



٣٧ ͳتشابه تبدیلات از استفاده با روش بیان .۵.٣

پارامتری غیر ͳجزئ ویژه تخصیصمقدار ١.۵.٣

بΎیرید. نظر در را (١.٣) پیوسته ͳخط دستΎاه در Bn×m و An×n ماتریس
A×Cn×n باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر {λ١, λ٢, · · · , λp, λp+١, · · · , λn} که م�ͳکنیم فرض

هستند. گسسته هم از {λp+١, λp+٢, · · · , λn} و {λ١, λ٢, · · · , λp} به�طوری�که است،
باشد. (A باز(ماتریس حلقه ماتریس ناپایدار ویژه مقادیر {λ١, λ٢, · · · , λp} م�ͳکنیم فرض
نظر در را هستند، بسته مختلط ترکیب تحت که s = {µ١, µ٢, · · · , µP} دلخواه ویژه مقادیر
ماتریس چپ سمت �ویژه بردارهای آوردن به�دست نیازمند ابتدا جدید، روش شروع برای م�ͳگیریم.

به�صورت: را بردارها این هستیم. A

Y = (y١, y٢, · · · , yn), (٢٧.٣)

با متناظر ،A ماتریس چپ سمت ویژه بردارهای ،y١, y٢, · · · , yp ،(٢٧.٣) در م�ͳدهیم. نمایش
م�ͳدهیم: نمایش زیر به�صورت را آن که است {λ١, λ٢, · · · , λp} ویژه مقادیر

Y١ = (y١, y٢, · · · , yp) =


y١١ y١٢ · · · y١p

y٢١ y٢٢ · · · y٢p
... ...
yn١ yn٢ · · · ynp

 . (٢٨.٣)

(Y١)
HB و ،Λ١ = diag{λ١, λ٢, · · · , λp} ماتریس�های م�ͳآوریم. به�دست را Y H

١ ماتریس ادامه در
هستند: زیر شل به که م�ͳگیریم نظر در را

(Y١)
HBp×m =


y١١ y١٢ · · · y١p

y٢١ y٢٢ · · · y٢p
... ...
yn١ yn٢ · · · ynp


p×n

×


b١١ b١٢ · · · b١p

b٢١ b٢٢ · · · b٢p
... ...
bn١ bn٢ · · · bnp


n×m

(٢٩.٣)

Λ١ =


λ١ ٠ · · · ٠
٠ λ٢ ٠ · · · ٠
... ...
٠ ٠ · · · λp


p×p

, (٣٠.٣)

به�گونه�ای است K حالت پس�خورد ماتریس یافتن ابتدا قسمت، این در دستΎاه کنترل از هدف
s = {µ١, µ٢, · · · , µp} شده تعیین مجموعه در Λ١ +Y H

١ BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که،
باشند.

اشلون استاندارد فرم است، شده بیان (٣.٣) بخش در که ͳتشابه تبدیلات از استفاده با نخست
م�ͳآوریم. به�دست را Λ١, (Y

H
١ B) زوج برداری همدم فرم (۴.٣) بخش مانند سپس و

Ỹ H
١ B =

[
(Y H

١ B٠)m×m

٠

]
, Λ̃١ =

[
G٠(m×p)

Ip−m I(P−m)×m

]
(٣١.٣)



٣٨ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

ماتریس ویژه مقادیر که به�گونه�ای نموده محاسبه F̃p = −((Y H
١ B٠(٠)

−١G٠ اولیه ماتریسپس�خورد
بسته حلقه ماتریس سپس هستند. صفر ͳΎهم Λ̃١ + Ỹ H

١ BF̃p بسته حلقه

Γ̃٠ = Λ̃١ + ˜(Y H
١ B)F̃p =


٠

......

I ٠

 , (٣٢.٣)

به�صورت را D قطری ماتریس اکنون م�ͳکنیم. محاسبه را
D = diag{µ١, µ٢, · · · , µp}, (٣٣.٣)

م�ͳنامیم. Aµ �را آن و م�ͳکنیم جم΄ Γ̃٠ با و داده تشیل

Aµ = Γ̃٠ +D



µ١ ٠ · · · ٠
٠ µ٢ ٠ · · · ٠
٠ . . . ٠
٠ µm ٠
١ ٠ · · · ٠ µm+١ · · · ٠
٠ . . . ٠ ٠ . . . ٠
٠ · · · ١ ٠ · · · µp


. (٣۴.٣)

م�ͳباشد. µ١, µ٢, · · · , µp مجموعه Aµ ماتریس ویژه مقادیر وضوح به

انجام Aµ ماتریس روی بر را
{

c(j) = c(j)− µc(j −m)

r(j −m) = r(j −m) + µr(j)
ͳتشابه عملیات اکنون

م�ͳشود: تبدیل زیر به�صورت Ãµ برداری همدم فرم به Aµ عملیات این انجام با م�ͳدهیم.

Ãµ =

[
Gµ(m× p)

Ip−m ٠(p−m)×m

]
, (٣۵.٣)

مجموعه نیز Ãµ مقادیر ͳیعن است. یسان نیز آن�ها ویژه مقادیر متشابه�اند، Aµ و Ãµ که ͳآن�جای از
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را K̃ حالت پس�خورد ماتریس ادامه در است. µ١, µ٢, · · · , µp

K̃ = −((Y H
١ B)٠)

−١
(−G٠ +Gµ) = ((Y H

١ B)٠)
−١
G٠ + ((Y H

١ B)٠)
−١
Gµ (٣۶.٣)

= F̃p + K̃µ,

است. {µ١, µ٢, · · · , µp}طیف ،Γ̃µ = Λ̃١ + ˜(Y H
١ B)K̃ ماتریس ویژه مقادیر وضوح به

Γ̃µ =

[
G٠(m×p)

Ip−m ٠(p−m)×m

]
+

[
(Y H

١ B)٠m×m

٠

]
((Y H

١ B)٠)
−١
(−G٠ +Gµ)

(٣٧.٣)

=

[
Gµ

Ip−m ٠(p−m)×m

]
= Ãµ, (٣٨.٣)



٣٩ روش الΎوریتم .۶.٣

کنیم: ͳم تعریف

K = K̃T−١, (٣٩.٣)

لذا،مقادیر م�ͳآوردیم. به�دست برداری همدم فرم از که است ͳتبدیل ماتریس T−١ بالا رابطه در که
ماتریس انتها در م�ͳباشد. {µ١, µ٢, · · · , µp}طیف نیز Γ = Λ١+Y H

١ BK بسته ماتریسحلقه ویژه
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله حالت پس�خورد

F = KY H
١ , (۴٠.٣)

طیف برابر ،(A + BF ) بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر (۴٠.٣) به�صورت F ماتریس تعریف با
م�ͳشود. ،{µ١, µ٢, · · · , µp, λp+١, · · · , λn}

Ω(A+BF ) = Ω(A+BKY H
١ ) = {µ١, µ٢, · · · , µp, λp+١, · · · , λn}. (۴١.٣)

روش الΎوریتم ۶.٣

ورودی�ها:
.An×n ماتریس ◁
.Bn×m ماتریس ◁

هستند. بسته مختلط ترکیب تحت که ،{µ١, µ٢, · · · , µp, } مجموعه ◁
Aماتریس از {λ١, · · · , λp, λp+١, · · · , λn} ویژه مقادیر مجموعه از {λ١, λ٢, · · · , λp} ◁مجموعه
.{λ١, λ٢, · · · , λp} ویژه مقادیر با متناظر ،Aماتریس Y١ = {y١, y٢, · · · , yp}سمتچپ ویژه بردارهای و

:�ͳخروج
برابر: A+BF بسته حلقه ماتریس طیف به�طوری�که ،F حالت پس�خورد ماتریس ◁

{µ١, µ٢, · · · , µp, λ١, · · · , λn}.

فرضیات:
است. کنترل قابل λ١, λ٢, · · · , λp ویژه مقادیر به نسبت ͳجزئ به�صورت (A,B) زوج ◁

هم از جدا و مستقل {µ١, µ٢, · · · , µp} و {λ١, · · · , λn} ، {λ١, λ٢, · · · , λp} مجموعه�های ◁
هستند.

اول: گام
.Y H

١ B و Λ١ = diag{λ١, λ٢, · · · , λp} ماتریس�های محاسبه
دوم: گام

Λ١ + Y H
١ BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر �طوری�که به ،K پس�خورد ماتریس آوردن به�دست

باشد. {µ١, µ٢, · · · , µp}طیف برابر
سوم: گام

م�ͳدهیم. تشیل را F = K × Y H
١ عبارت



۴٠ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

بسیار B و A ماتریس�های بعد بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در که ͳآن�جای از .١.۶.٣ ملاحظه
کاهش در بالا مرتبه ͳخط سیستم�های روی بر ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص روش لذا است، بزرگ

بود. خواهد مؤثر محاسبات

بΎیرید. نظر در را زیر پیوسته ͳخط دستΎاه .٢.۶.٣ مثال
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

هستند. زیر به�صورت B × R٢×٩ و A× R٩×٩ ماتریس�های آن در که

A =



٠ ٠ ٠ ١ ٢ ٣ ٠ ٠ ١
٠٫ ٢ −٠٫ ۴ ٠٫ ٨ ٠٫ ۴ ٠٫ ٢ −٠٫ ۶ ٠٫ ۶ ٠٫ ٨ ٠٫ ٢
٠٫ ٢ ٠٫ ۶ −٠٫ ٢ −٠٫ ۶ −٠٫ ٨ −٠٫ ۶ −٠٫ ۴ −٠٫ ٢ −٠٫ ٨

١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



B =



−١ −٢
٠ ٠٫ ۴
٠ ٠٫ ۴
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


: باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر طیف

L = L١
∩

L٢

است: زیر به�صورت
{١٫ ٢۴٨, ٠٫ ۶۶٠٫±١ ۶۵۵i}

∩
{−٠٫ ١۶۵±٠٫ ٨٨٩i,−٠٫ ۵۵٠٫±٩ ٣٧۴i,−١٫ ٣۵۴,−٠٫ ٣۶٧}

به�گونه�ای را F حالت پس�خورد بΎیرید.ماتریس نظر در را S = {−٣−,٢,−۴} دلخواه مجموعه
باشد. S

∩
L٢ برابر A+BF بسته حلقه ماتریس طیف که م�ͳآوریم، به�دست

حل.
مثبت ویژه مقادیر به�ازای (A,B) ماتریس زوج دهیم نشان باید ابتدا

دهیم: نشان باید ͳیعن هستند. کنترل�پذیر ١٫ ٢۴٨٠, ٠٫ ۶۶١۵± ٠٫ ۶۵۵٠i
yHi B ̸= ٠ , i = ١, ٢, ٣



۴١ روش الΎوریتم .۶.٣

مثبت ویژه مقادیر با متناظر A ماتریس چپ سمت ویژه بردار�های به�ترتیب y١, y٢, y٣

هستند. ١٫ ٢۴٨٠, ٠٫ ۶۶١۵± ٠٫ ۶۵۵٠i

Y١ =



−٠٫ ٣٣١ ٠٫ ١٩٠ + ٠٫ ٠٧٩i ٠٫ ١٩٠− ٠٫ ٠٧٩i
−٠٫ ۴۵٨ ٠٫ ٢۵۴− ٠٫ ١٠٠i ٠٫ ٢۵۴ + ٠٫ ١٠٠i
−٠٫ ۴٩٧ ٠٫ ۶١۶ ٠٫ ۶١۶
−٠٫ ٢٢٢ −٠٫ ١٠٠ + ٠٫ ١٩٧i −٠٫ ١٠٠− ٠٫ ١٩٧i
−٠٫ ۴۵٧ −٠٫ ٠٣۴ + ٠٫ ٠۶٠i −٠٫ ٠٣۴− ٠٫ ٠۶٠i
−٠٫ ٣۵٣ ٠٫ ٣٢٧ + ٠٫ ۴٨۴i ٠٫ ٣٢٧− ٠٫ ۴٨۴i
−٠٫ ٠۶١ −٠٫ ١١٧ + ٠٫ ٠٢۵i −٠٫ ١١٧− ٠٫ ٠٢۵i
−٠٫ ٢١۴ ٠٫ ٠٠٠− ٠٫ ١٢١i ٠٫ ٠٠۴ + ٠٫ ١٢١i
−٠٫ ٠٢٠ −٠٫ ١۴٧ + ٠٫ ٢٣۶i −٠٫ ١۴٧− ٠٫ ٢٣۶i



=
[
y١ y٢ y٣

]
,

yH١ B =
[
−٠٫ ٣٣١٢ −٠٫ ٢٨٠٢

]
̸= ٠,

yH٢ B =
[

٠٫ ١٩٠− ٠٫ ٠٧٩i ٠٫ ٠٣١− ٠٫ ١٩٩i
]
̸= ٠,

yH٣ B =
[

٠٫ ١٩٠ + ٠٫ ٠٧٩i ٠٫ ٠٣١ + ٠٫ ١٩٩i
]
̸= ٠,

م�ͳکنیم: اجرا را روش الΎوریتم بنابراین است، شده تضمین پایداری نتیجه در
اول: گام

Λ١ =


١٫ ٢۴٨ ٠ ٠

٠ ٠٫ ۶۶١− ٠٫ ۶۵۵i ٠
٠ ٠ ٠٫ ۶۶١ + ٠٫ ۶۵۵i

 ,

Y H
١ B =


−٠٫ ٣٣١ −٠٫ ٢٨٠

٠٫ ١٩٠− ٠٫ ٠٧٩i ٠٫ ٠٣١− ٠٫ ١٩٩i
٠٫ ١٩٠ + ٠٫ ٠٧٩i ٠٫ ٠٣١ + ٠٫ ١٩٩i


دوم: گام

که Fp حالت پس�خورد ماتریس ،Y H
١ B و Λ١ ماتریس�های برداری همدم فرم آوردن به�دست از پس

مقادیر طیف که K بسته حلقه ماتریس و صفر به را Λ١ + Y H
١ BFp بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر

م�ͳآوریم. به�دست را م�ͳبرد {−٣−,٢,−۴} به را Λ١ + Y H
١ BK بسته حلقه ماتریس ویژه

Fp =

[
٣٩٫ ۶٩ + ٠٫ ٠٠٠i ٢۴٫ ٠۴ + ١٫ ٩٩٣i ٢۴٫ ٠۴− ١٫ ٩٩٣i
−٩٫ ٠٨۵− ٠٫ ٠٠٠i −۶٫ ٨٧٩− ٢٫ ۴٨١i −۶٫ ٨٧٩ + ٢٫ ۴٨١i

]

K =

[
٢٫ ۴٣٨ + ٠٫ ٠٠٠i ١٫ ۴٢١ + ١٫ ٠۵٧i ١٫ ۴٢٧− ١٫ ٠۵٧i
−٠٫ ٣٠٩− ٠٫ ٠٠٠i −٠٫ ١٧٠− ٠٫ ٢٣٧i −٠٫ ١٧٠ + ٠٫ ٢٣٧i

]



۴٢ بالا مرتبه ͳخط سیستم�های در ͳتشابه تبدیلات از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .٣

سوم: گام
م�ͳدهیم: قرار انتها در

F = (KY H
١ )T =



−٩٫ ۶٩٣ −۶٠٫ ۴١
۵۴٫ ٨٢ −۴١٫ ٢٠۵

−١٠٨٫ ۶٠١٠ ١٠٩٫ ٩٠٣٠
−۴٣٫ ٠۶٨٠ −٧٧٫ ٨۵٩٨

٢٫ ٨٣٨۵ ٠٫ ٠٠٠۶
١٠٫ ٢٩٨٨ −۵٫ ۶٠۵٣
٠٫ ٩٢٨۴ ١٢٫ ۴۶١٨
−٢٣٫ ٢۴٣١ ۴٫ ۶٨۶٣

١٢٫ ٣٩٩٢ −۵٫ ۵٧٠٩


است. زیر به�صورت Ω(A+BF ) ماتریس ویژه مقادیر و

{−۴٫ ٠٫−,٠٠٠ ١۶۵± ٠٫ ٨٨٩i,−٠٫ ۵۵٩± ٠٫ ٣٧۴i,−٠٫ ٣۶١٫−,٧ ٣۵۴,−٢٫ ٢٫−,٠٠٠ ٩٩٩}

≃ {−۴,−٠٫ ١۶۵± ٠٫ ٨٨٩i,−٠٫ ۵۵٩± ٠٫ ٣٧۴i,−٠٫ ٣۶١٫−,٧ ٣۵۴,−٣−,٢}

است. شده آورده فوق مثال پایداری نمودار ادامه در

ورودی متغییر به مربوط نمودار :١.٣ شل



فصل۴

حالت ماتریسپس�خورد نورم سازی کمینه
پارامتر با ͳجزئ ویژه تخصیصمقدار در

ͳخط

آن، با متناظر ماتریس و گراف به مربوط تعریف و گراف نظریه از استفاده با ابتدا فصل این در
ماتریس آوردن به�دست برای گراف نظریه از سپس و داده راشرح A−BF ماتریس با متناظر گراف
انتها در م�ͳکنیم. استفاده ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله در ͳخط پارامتری حالت پس�خورد
مقدار کم�ترین به ویژه تخصیصمقدار مسأله برای را حالت ماتریسپس�خورد نورم تا م�ͳکنیم تلاش

داده�ایم. نشان وضوح به فصل انتهای در عددی مثال Έی با را نورم کاهش برسانیم.این

گراف ماتریسو ١.۴

تشیل یال نام به دیΎری مجموعه و رئوس �نام به ͳته غیر مجموعه از گراف .١.١.۴ تعریف
را دیΎری و یال ابتدای را رئوس این از ͳی م�ͳشود. مشخص رأس دو با یال هر که است، شده

م�ͳدهیم. نمایش ei حرف با را رئوس و q حرف با را گراف م��ͳنامند. یال انتهای

آن�را و م�ͳنامند گراف طول را گراف در مسیر Έی دهنده تشیل یال�های تعداد تعریف۴.٢.١.
م�ͳدهیم. نشان Li با

است. صفر انضمام به Rn استاندارد پایه داریم، سروکار آن با ادامه در که ͳگراف در رئوس
ei از مسیری اگر برسند. صفر به آن�ها انتها که بود خواهند ما توجه مورد گراف این از ͳمسیرهای

است. مرتبط صفر با ei آن�گاه باشد، داشته وجود صفر به
داشته وجود ej به ei از ͳیال اگر به�طوری�که، دارد وجود Gماتریس ،g ͳرأس n گراف هر برای
درایه Gij (که شد. خواهد Gij = ٠ باشد، نداشته وجود ͳیال ej به ei از اگر و Gij = ١ باشد،
،n × n ماتریس Έی داشتن با م�ͳتوان مشابه به�طور است.) G ،n × n ماتریس j ستون و i سطر



۴۴ ͳخط پارامتر با ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص در حالت پس�خورد ماتریس نورم سازی کمینه .۴

ͳیال ،Gij = ١ درایه ازای به� که ͳبه�صورت نمود. متناظر ͳرأس ،n ͳگراف ،Έی و صفر درایه�های با
ندارد. وجود ͳیال ej به ei رأس از ͳیعن ،Gij = ٠ برای و نمود رسم ej به ei رأس از

A +BFp ماتریس به مربوط گراف ٢.۴

تبدیلات روش از استفاده با بΎیرید. نظر در (١.٣) ͳخط دستΎاه در را (A,B) ماتریس زوج
م�ͳآوریم. به�دست زوج این برداری همدم فرم از را Fp پس�خورد ماتریس قبل، فصل ͳتشابه
یΈاست. یا صفر A+BFp بسته حلقه ماتریس درایه�های داده�ایم، نشان این از پیش که همان�گونه
به Rn استاندارد پایه بردارهای را آن رئوس به�طوری�که نمود متناظر آن برای ͳگراف م�ͳتوان نتیجه در
e١, e٢, · · · , em ورودی رأس m ابتدا، که ترتیب به�این .[٣۶] م�ͳدهند تشیل صفر بردار انضمام

م�ͳآید: به�وجود زیر حالت دو سپس م�ͳگیریم. نظر در را

اگر: م�ͳشود، گرفته نظر در ͳیال ej رأس به ei رأس از .١
(A+BFp)ei = ei.

اگر: تنها و اگر م�ͳکنیم، فرض ͳرأس صفر و ei رأس بین .٢
(A+BFp)ei = ٠.

آن، متناظر g گراف صفر غیر رأس هر از است، توان پوچ A+BFp ماتریس که ͳآن�جای از
ندارد. وجود دوری و حلقه Ϳهی g گراف در این، بر علاوه دارد. وجود صفر رأس به مسیری
م�ͳتوان و م�ͳگیریم نظر در صفر ei رأس فاصله ماکزیمم را Li گذشته، مطالب طبق نتیجه در

گفت:

که: است ͳصحیح عدد Li هر .١

١ ≤ Li ≤ n (١.۴)

از: است عبارت A+BFp ماتریس ͳتوان پوچ اندیس .٢
v = max{L١, L٢, · · · , Lm}.

نم�ͳشود. ͳمنته ͳیال e١, e٢, · · · , em رئوس از Έی Ϳبه�هی ،g گراف در .٣
max{L١, L٢, · · · , Lm} = {L١, L٢, · · · , Lm, Lm+١, · · · , L١}.

ماتریس�پس�خوردحالتپارامترخطͳبرایمسألهتخصیص ٣.۴
ͳجزئ ویژه مقدار

بسته حلقه ماتریس حالت، پس�خورد ماتریس در ͳخط پارامتر جایΎاه تعیین برای



۴۵ ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله برای ͳخط پارامتر حالت �پس�خورد ماتریس .٣.۴

قبل فصل در که همان�گونه م�ͳدهیم. تشیل برداری همدم فضای در را Γ̃٠ = Λ̃+ ˜(Y H
١ B)F̃p

را ماتریس این با متناظر گراف است، Έی و صفر ماتریس این درایه�های که ͳآن�جای از شد، بیان
م�ͳنماییم. رسم

ماتریس، این و هستند صفر ͳΎهم Γ̃٠ ماتریس ͳاصل قطر روی درایه�های که این به توجه با
برگشت و نیست دوری و حلقه Ϳهی شامل ماتریس، این با متناظر گراف است، ͳمثلث بالا ͳماتریس
پوچ اندیس و دارد وجود صفر رأس به مسیری صفر، غیر رأس هر از ندارد. امان یال روی از

است. صفر رأس تا ورودی رأس Έی از مسیر طول بزرگ�ترین Γ̃٠ ͳتوان
پارامترها، یافتن برای سپس بΎیرید. نظر در را صفر درایه�های با Gα ،m × p ماتریس اکنون

به�طوری�که: م�ͳکنیم، رسم دیΎر رأس�های به رأس هر از ͳیال�های

باشد. دیΎر گره�های یا ورودی یال آن انتهای و باشد گراف ورودی m از ͳی یال، هر ابتدا .١

ننمایند. دور ایجاد گراف در که کنیم رسم گونه�ای به را یال�ها .٢

گیرند. قرار هم روی نباید یال�ها .٣

گردد، وصل دیΎر رئوس به ͳیال است، m مساوی یا کوچ�Έتر آنها اندیس که ͳرئوس از اگر .۴
م�ͳباشد. ͳخط پارامترهای بیانΎر ͳاضاف یال�های این آنΎاه

قرار gij پارامتر را Gα ماتریس (i, j) درایه م�ͳکنیم، اضافه ͳیال ej رأس به ei رأس از که ͳامΎهن
م�ͳدهیم.

کرد: استفاده زیر رابطه از م�ͳتوان باشد، منظم کرونر ناورداهای اگر .١.٣.۴ }نته
Γ̃٠ei = ei+m ; i+m ≤ p

Γ̃٠ei = ٠ ; i+m > p
(٢.۴)

بسته حلقه ماتریس به µ١, µ٢, · · · , µp ویژه مقادیر که ͳخط پارامتری پس�خورد ماتریس اکنون
است: زیر به�صورت م�ͳدهد، اختصاص Λ١ − Y H

١ BK

K = Fp +Kp +Kα (٣.۴)

= −(Y H
١ B)−١

٠ G٠ + (Y H
١ B)−١

٠ Gµ + (Y H
١ B)−١

٠ Gα

= (Y H
١ B)−١

٠ (−G٠ +Gµ +Gα),



۴۶ ͳخط پارامتر با ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص در حالت پس�خورد ماتریس نورم سازی کمینه .۴

حالت پس�خورد ماتریس آمد، به�دست (٣.۴) معادله در که K ماتریس از استفاده با انتها در
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله ͳخط پارامتری

F = KY H
١ , (۴.۴)

Ω(A+BF ) = Ω(A+BKY H
١ ), (۵.۴)

به ͳاهΎن با شود. مینیمم آن نورم که به�گونه�ای است F پس�خورد ماتریس یافتن هدف ادامه در
حالت پس�خورد ماتریس با ،F ͳجزئ حالت پس�خورد ماتریس که است واض ،(۴.۴) رابطه

داریم: که (٣.۴) رابطه به توجه با و دارد مستقیم رابطه K ͳخط پارامتری
K = (Y H

١ B)−١
٠ (−G٠ +Gµ +Gα). (۶.۴)

نورم کردن مینیمم از م�ͳتوان ،F حالت پس�خورد ماتریس نورم کردن میینمم هدف به رسیدن برای
F ماتریس از کوچ�Έتر بسیار م�ͳتواند K ماتریس اندازه که ͳآن�جای از نمود. استفاده K ماتریس

است. بهینه�تر بسیار هزینه و زمان نظر از کار این باشد،
آن نورم که به�گونه�ای است، K حالت پس�خورد ماتریس پارامترهای یافتن هدف نتیجه در

شود. ممن مقدار کمترین

حالت پس�خورد کنترل کردن مینیمم برای ͳوریتمΎال ۴.۴
ͳجزئ ویژه تخصیصمقدار مسأله در

،(Y H
١ B)−١

٠ (−G٠ +Gµ +Gα)T
−١ حالت پس�خورد ماتریس یافتن هدف قسمت این در .[٣۵]

زیر: عبارت کردن مینیمم ͳیعن باشد. خود مقدار کمترین آن نورم که به�گونه�ای
∥K∥ = trac[KKT ], (٧.۴)

است: زیر معادله از استفاده ،ͳماتریس چنین آوردن به�دست برای راه Έی
∂∥K∥٢

∂αi

= ٠ , (i = ١, ٢, · · · , r). (٨.۴)

Gα ماتریس به متعلق که هستند حالت پس�خورد ماتریس ͳخط پارامتر نشان�دهنده αiها آن، در که
ͳآن�جای از است. مجهول r دارای که م�ͳآید به�دست ͳخط معادله r از مجموعه�ای اکنون است.
دشوار بسیار پارامتر هر حسب بر ∥K∥ ͳجزئ مشتقات آوردن به�دست پارامترها، افزایش با که،
در که م�ͳکند بیان K حالت پس�خورد ماتریس سازی مینیمم برای ͳروش ادامه در بود، خواهد
داده اختصاص بسته حلقه ماتریس به شد، ذکر این از پیش که مقادیر از مطلوب مجموعه�ای آن
در را است ،( gij پارامترهای ͳیعن) ،Gα صفر غیر های مؤلفه شامل که Gα ماتریس زیر م�ͳشود.
و sام سطر در که م�ͳدهیم، نشان hsr با را آن عناصر و م�ͳنامیم H را ماتریس زیر این بΎیرید. نظر
(Y H

١ B)−١
٠ ماتریس از s ستون (Y H

١ B)−١
٠ GαT

−١ حاصل�ضرب در به�وضوح، دارد. قرار rام ستون
برابر که ،Kp متناظر عناصر با که م�ͳکنند تولید ناصفر پارامترهای ،T−١ ماتریس از r سطر و
hsr سطرهای با که را (Y H

١ B)−١
٠ ستون�های م�ͳشوند. جم΄ است، (Y H

١ B)−١
٠ (−G٠ + Gµ)T

−١



۴٧ ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله در حالت پس�خورد کنترل کردن مینیمم برای ͳوریتمΎال .۴.۴

W ماتریس در را هستند سازگار hsr ستون�های با که را T−١ سطرهای و V ماتریس در سازگارند،
از: است عبارت مؤثر، ͳخط پارامتری حالت پس�خورد ماتریس بنابراین م�ͳدهیم. قرار

K = Kp + V HW, (٩.۴)

از: است عبارت بالا رابطه ماتریس مؤلفه�های

kij = kpij + vishsrwrj, (١٠.۴)

است: زیر به�صورت K ١ فریبنیوس نورم که

∥K∥٢ =
m∑
i=١

n∑
j=١

(kpij + vishrswrj)
٢, (١١.۴)

باشد. برقرار ،r ≤ n و s ≤ m هر برای (٨.۴) معادله باید کردن مینیمم برای
است: زیر به�صورت ،hsr پارامترهای از Έهری به نسبت ،K نورم از مشتق�گیری

٢
m∑
i=١

n∑
j=١

vsi(kpij + vishsrwrj)wjr = ٠, (١٢.۴)

یا

٢
m∑
i=١

n∑
j=١

vsi(kpijwjr + vsivishsrwrj)wjr = ٠. (١٣.۴)

s × s وارون�پذیر ماتریس Έی که م�ͳدهیم نشان V TV با را
m∑
i=١

vsivis ماتریس، نمادگذاری در

وارون�پذیر ماتریس Έی که م�ͳدهیم نمایش WW T با را
n∑

j=١
wrjwjr م�ͳنامیم. P با را آن و است

بردارهای به�ترتیب ،W سطرهای و V ستون�های م�ͳدهیم.(زیرا نمایش Q با را آن و است r × r

ͳبازنویس را (١٣.۴) معادله اکنون هستند.) T−١ و (Y H
١ B)−١

٠ ماتریس�های از آمده به�دست مستقل
م�ͳکنیم:

٢
m∑
i=١

n∑
j=١

V tKpW
t + V tV HWW t = ٢

m∑
i=١

n∑
j=١

V tKpW
t + PHQ = ٠, (١۴.۴)

م�ͳدهیم: قرار

C = V tKpW
t, (١۵.۴)

داریم: (١۴.۴) معادله در (١۵.۴) جایΎذاری با

C + PHQ = ٠ −→ H = −P−١CQ−١. (١۶.۴)

١Frobenius



۴٨ ͳخط پارامتر با ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص در حالت پس�خورد ماتریس نورم سازی کمینه .۴

تخصیص مسأله حالتدر ماتریسپس�خورد نورم مقایسه ۵.۴
ͳپارامتریخط و پارامتری غیر ͳجزئ ویژه مقدار

ماتریس سازی پارامتری با م�ͳدهیم نشان م�ͳکنیم، بیان ادامه در که مثال Έی ارائه با بخش این در
لذا و داد کاهش ͳتوجه قابل مقدار به را حالت پس�خورد ماتریس نورم م�ͳتوان حالت پس�خورد

م�ͳیابد. کاهش ملاحظه�ای قابل به�طور ،u(t) = Fx(t) ورودی هزینه یا و انرژی

عددی مثال ۶.۴

بΎیرید. نظر در را زیر پیوسته ͳخط دستΎاه .١.۶.۴ مثال
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

هستند. زیر به�صورت B ∈ R٢×٧ و A ∈ R٧×٧ ماتریس�های آن در که

A =



٠ ١ ٠ ٣ ٧ ٠ ١٠
٧ ۵ ٠ ١ ٧ ٩ ٢
٩ ٣ ١٧ ٣ ١١ ٢ ۴
٨ ٠ ١ ٠ ٣ ٠ ١
٧ ١٣ ١ ٣ ٢ ١۶ ٠
١ ٧ ٠ ٣ ٩ ٠ ۴

١٩ ٣ ٠ ٢ ٠ ١١ ١


, B =



٠ ١
٩ ٧
٢ ۵
٣ ٧
٠ ٧
٣ ١
٨ ۵


برابر: باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر طیف

L = L١
∩

L٢

= {٢٩٫ ١۶, ١۶٫ ۴٨, ٨٫ ٩۵}
∩
{−١٨٫ ۶٠٫−,٧ ٨۴٨,−۶٫ ٣٫−,١٢٢ ٩۶٠}

ماتریس ، (٢.۶.٣) مثال همانند بΎیرید. نظر در را S = {−٧−,٢−,٩} دلخواه مجموعه
طیف{٧−,٢−,٩−} به را Λ١+Y H

١ BK١ بسته ماتریسحلقه ویژه مقادیر K١که حالت پس�خورد
به را A+BF١ ماتریس ویژه مقادیر که ،F١ ͳجزئ تخصیص حالت پس�خورد ماتریس و

{−١٨٫−,٧−,٢−,٩ ۶٠٫−,٧ ٨۴٨,−۶٫ ٣٫−,١٢٢ ٩۶٠}

است: زیر به�صورت م�ͳبرد،

K١ =

[
−۵٫ ٢٩ −۶٫ ٠٢ −٢۵٫ ٩
−٢٫ ٣٧ ۵٫ ١١ ١٠٫ ٨

]

F١ = K١Y
H

١ =

[
−١٩٫ ۵٠ ٨٫ ۶١٢ ٣٫ ١٩٩ −۴٫ ۵٠۵ ١٫ ٣٨٠ ٠٫ ٧٨٨ −١۵٫ ٨٨

۶٫ ۶١٣ −۴٫ ۵٠۶ −٣٫ ١٨٣ ١٫ ٣١۴ −٢٫ ١٠١ −١٫ ٣٠٩ ۵٫ ٨۶٠

]
و

∥K١∥ = ٢٩٫ ٧۶ , ∥F١∥ = ٢٩٫ ١١



۴٩ عددی مثال .۶.۴

مهم ͳزمان بهینه شرط که ͳحالت در ،ͳخط پارامتری حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای
م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت Gα متناظر گراف ماتریس و سیستم انتقال حالت گراف باشد،

Gα =

[
٠ g١٢ ٠
٠ ٠ ٠

]
م�ͳکنیم. استفاده ،(۴.۴) بخش روش از ،Gα ماتریس پارامتر محاسبه برای

W ماتریس در را T−١ ماتریس اول سطر و V ماتریس در را (Y H
١ B)−١

٠ ماتریس اول ستون
داریم: و م�ͳدهیم قرار

P = V TV =
[

١
]

, Q = WW T =
[

١٫ ۶٩٠
]

و
C = V tK١W

t =
[

٢٧٫ ٠١٢٠
]

, H = −P−١CQ−١ =
[
−٢۵٫ ٢۵٣۶

]
م�ͳشود. حاصل زیر به�صورت ،Gα ماتریس نتیجه در

Gα =

[
٠ −٢۵٫ ٢۵٣۶ ٠
٠ ٠ ٠

]

K٢ = (Y H
١ B)−١

) )(G٠ +Gµ +Gα)T
−١ =

[
−٧٫ ٢١٩ ٠٫ ٩۵٢ −٠٫ ٨١٧
−٢٫ ٣٧٠ ۵٫ ١١٠ ١٠٫ ٨٨

]

F٢ = K٢Y
H

١ =

[
−٣٫ ٧۵۵ −٢٫ ٣۵٧ −٠٫ ٩٧۵ −١٫ ٣٣٣ −٢٫ ٨۶٧ −٢٫ ٨٨٩ −٢٫ ٣٠٩

۶٫ ۶١٢ −۴٫ ۵٠٧ −٣٫ ١٨٣ ١٫ ٣٢۴ −٢٫ ١٠٢ −١٫ ٣١٠ ۵٫ ٨۶٠

]
و

∥K٢∥ = ١٢٫ ٣٢٨ , ∥F٢∥ = ١٠٫ ٩۵۶

نباشد: توجه مورد ͳزمان بهینه که ͳحالت در

Gα =

[
٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣

]



۵٠ ͳخط پارامتر با ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص در حالت پس�خورد ماتریس نورم سازی کمینه .۴

سوم و اول سطر و V ماتریس در را (Y H
١ B)−١

٠ ماتریس دوم ستون (١٣.۴) روش از استفاده با
داریم: و م�ͳدهیم قرار W ماتریس در را T−١ ماتریس

P = V tV =
[

٢٫ ۴٨١٠
]

, Q = WW t =

[
٠٫ ١٨۶ ٠٫ ٠١٨
٠٫ ٠١٨ ٠٫ ٠٠٢

]
و

C = V tK١W
t =

[
١٧٫ ۴٣١٧ ١٫ ٨٩۵٢

]
, H = −P−١CQ−١ =

[
۶٫ ٢۵٧ −۴٢٫ ٣۵۵

]
م�ͳشود: حاصل زیر به�صورت حالت، این در Gα ماتریس نتیجه در

Gα =

[
٠ ٠ ٠

۶٫ ٢۵٧ ٠ −۴٢٣۵

]

K٣ =

[
−٣٫ ۴٢٣ −۶٫ ١۶٠ −۵٫ ١٣٢
−٣٫ ٩١١ ۵٫ ٢١٨ −۶٫ ١٨٨

]

F٣ = K٣Y
H

١ =

[
−۶٫ ٢٨٢ −١٫ ۵٨٨ ٣٫ ۵٩٢ −١٫ ٩٠١ −١٫ ٨٠٢ −٣٫ ۵١٣ −۴٫ ٨٢١
−۴٫ ٢۴٨ ٣٫ ٨٧۵ −٣٫ ۵٠٧ ٠٫ ٨١۴ ٠٫ ۵١۴ ٢٫ ٢٢۴ −٣٫ ٢٢٩

]
و

∥K٣∥ = ٩٫ ۵٧٣ , ∥F٣∥ = ١٠٫ ١٨

ورودی متغییر به مربوط نمودار :١.۴ شل



۵١ عددی مثال .۶.۴

متغییرحالت به مربوط نمودار :٢.۴ شل





فصل۵

سیستم�های در ویژه تخصیصساختار
بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط

کنترل�پذیری شرط و م�ͳپردازیم. بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های ͳمعرف به ابتدا فصل، این در
ماتریس معادله حل از استفاده با و م�ͳکنیم، ͳبرس را بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های روی

م�ͳآوریم. به�دست را حالت پس�خورد ماتریس سیلوستر
بΎیرید: نظر در زیر به�صورت را بالا مرتبه ͳخط سیستم دستΎاه

A(m)X
(m) + A(m−١)X

(m−١) + . . .+ A١Ẋ + A٠X = Bu, (١.۵)

هچنین و هستند. (ورودی) کنترل� بردار و حالت بردار به�ترتیب u ∈ Rr و X ∈ Rn آن در که
صدق زیر شرایط در که هستند ضرایب ماتریس�های B ∈ Rn×r و Ai ∈ Rn×n, (i = ٠, ١, . . . ,m)

.det(Am) = n٠, ٠ ̸= n٠ ≤ n و rank(B) = r کنند: ͳم
کاهش m = ١, ٢ ازای به دوم مرتبه و اول مرتبه ͳخط سیستم Έی به م�ͳتوان را (١.۵) دستΎاه

داد.

مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم حالت فضای ZT = [XT ẊT . . . (X(m−١))T ] .٢.٠.۵ تعریف
اول مرتبه حالت فضای م�ͳتواند بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم واق΄ در باشد، (١.۵) بالا

باشد: زیر توسی΄�یافته مدل به�صورت
Eeż = Aez +Beu, (٢.۵)

آن در که

Ee = Blockdiag(In, · · · , In, Am), (٣.۵)

Ae =


٠ In . . . ٠
... ... . . . In

−A٠ −A١ . . . −Am−١

 , (۴.۵)

Be =
[

٠ . . . ٠ B
]
. (۵.۵)



۵۴ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

مرتبه یافته تعمیم حالت فضای مدل به�صورت بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم کنترل بنابراین
م�ͳشود. ͳبررس (٢.۵) رابطه در اول

مسائل بندی فرمول ١.۵

است: زیر به�صورت کنترل قانون (١.۵) بالا مرتبه ͳخط سیستم برای
u = F٠X + F١Ẋ + . . .+ Fm−١X

(m−١), Fi ∈ Rr×n, (۶.۵)

زیر به�صورت بسته حلقه سیستم (١.۵) بالا مرتبه ͳخط سیستم در کنترل قانون کردن جایΎذاری با
م�ͳآید: به�دست

AmX
(m) + Ac

m−١X
(m−١) + . . .+ Ac

١Ẋ + Ac
٠x = ٠. (٧.۵)

Ac
i = Ai −BFi, i = ٠, ١, · · · ,m− ١.

کرد: تبدیل اول مرتبه فضای به�صورت م�ͳتوان را (٧.۵) سیستم

EecŻ = AecZ, (٨.۵)

Ee = Blockdiag(In, · · · , In, Am), (٩.۵)

Aec =


٠ In . . . ٠
... ... . . . In

Ac
٠ Ac

١ . . . Ac
m−١

 . (١٠.۵)

ماتریس زوج جردن شل که است، بسته حلقه ماتریس Έی (Eec, Aec) ماتریس زوج آن در که
است: زیر صورت به قطری ماتریس Έی (Eec, Aec)

Λ = diag(s١, . . . , sne), (١١.۵)

هستند. ،(Eec, Aec) ماتریس ویژه مقادیر ،si, i = ١, . . . , ne آن در که

با متناسب اگر فقط و اگر است کنترل�پذیر (١.۵) بالا مرتبه ͳخط سیستم [٢٨] .١.١.۵ قضیه
باشد. کنترل�پذیر (٢.۵) اول مرتبه توسی΄�یافته حالت فضای

باشد، شده داده (١١.۵) در Λ و (٨.۵) در Aec و Eec کنید فرض [٢۴] .٢.١.۵ لم

رابطه در که دارند وجود V = V٠×Cn×ne و Vi ∈ Cn×ne , i = ١, . . . ,m−١ ماتریس�های .١
م�ͳکند: صدق زیر

Aec


V٠

V١
...

Vm−١

 = Eec


V٠

V١
...

Vm−١

Λ, (١٢.۵)



۵۵ مسائل بندی فرمول .١.۵

باشیم: داشته اگر وفقط اگر
AmV Λ(m) + (Am−١ −BFm−١)V Λ(m−١) + . . .+ (A٠ −BF٠)V = ٠. (١٣.۵)

و
Vi = Vi−١Λ, i = ١, · · · ,m. (١۴.۵)

زیر رابطه در که دارند وجود V ′
∞ ∈ Rn×(n−n٠) و V∞ ∈ Rn×(n−n٠) ماتریس�های .٢

م�ͳکند: صدق

Eec

[
V ′
∞

V∞

]
= ٠, rank(

[
V ′
∞

V∞

]
) = n− n٠. (١۵.۵)

V ′
∞ = ٠ باشیم: داشته اگر فقط و اگر

AmV∞ = ٠, rank(V∞) = n− n٠. (١۶.۵)

کنید: فرض حال است، واض کاملا (٢) نتیجه اثبات . برهان

Aec


V

V١
...

Vm−١



=


٠ In . . . ٠
... ... . . . In

Ac
٠ Ac

١ . . . Ac
m−١




V

V١
...

Vm−١



=


V١
...

Vm−١
m−١∑
i=٠

Ac
iVi

 ,

Eec


V

V١
...

Vm−١

Λ = Eec


V Λ

V١Λ
...

Vm−١Λ



=


V١Λ
...

Vm−١Λ
m−١∑
i=٠

Ac
iViΛ

 ,



۵۶ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

داریم: و است برابر (١۴.۵) معادله با (١٢.۵) معادله است واض

−
m−١∑
i=٠

Am(Ai −BFi)Vi = AmVm−١Λ, (١٧.۵)

نوشت: زیر به�صورت را (١٧.۵) معادله م�ͳتوان و
m−١∑
i=٠

(Ai −BFi)Vi + AmVm−١Λ = ٠, (١٨.۵)

زیر رابطه (١۴.۵) رابطه از استفاده با و
Vi = ViΛ

i, i = ١, ٢, · · · ,m− ١,

م�ͳآید. به�دست (١٣.۵) معادله (١٨.۵) رابطه در جایΎذاری با و م�ͳآید. به�دست

□

Λ قطری ماتریس Έی (Eec, Aec) ماتریسجردن زوج م�ͳگیریم نتیجه بالا لم از .٣.١.۵ ملاحظه
(١٨.۵) رابطه در در که باشد داشته وجود V ∈ Cm×ne مانند ماتریس Έی اگر فقط و اگر است
است: زیر به�صورت (Eec, Aec) ماتریس زوج با متناظر ویژه بردارهای حالت این در و کند، صدق

V f
ec


V

V Λ
...

V Λm−١

 . (١٩.۵)

(Eec, Aec) ماتریس زوج ͳنامتناه ویژه بردارهای م�ͳگیریم نتیجه بالا ازلم .۴.١.۵ ملاحظه
است: زیر به�صورت

V ∞
ec =

[
٠
V∞

]
, (٢٠.۵)

زیر: رابطه در V∞ آن در که
AmV∞ = ٠, rank(V∞) = n− n٠

است: زیر به�صورت (Eec, Aec) ماتریس زوج ویژه بردارهای بنابراین م�ͳکند. صدق

Vec =


V ٠
V Λ

...
... ٠

V Λm−١ V∞

 (٢١.۵)

متناسب (١.۵) بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه تخصیصساختار مسأله است واض
است. (٢٣.۵) پس�خورد قانون با



۵٧ (HSA)بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله .٢.۵

(EAS) ویژه تخصیصساختار مسأله ١.١.۵

ماتریس و .det(Am) = n٠, ٠ ̸= n٠ ≤ n و rank(B) = r شرایط با (١.۵) سیستم کنید فرض
(نه مختلط مزدوج اعداد مجموعه با ،si, i = ٠, ١, . . . ,mn و ،Λ = diag(s١, . . . , smn) قطری
و Fi ∈ Rr×n, i = ٠, . . . ,m−١ ماتریس�های برای پارامتری شل است، شده داده متمایز) لزوما
ماتریس و .det(Am) = n٠ و rank(B) = r زیر، شرایط با (١٨.۵) معادله در که V ∈ Cn×mn

(نه مختلط مزدوج اعداد مجموعه با ،si, i = ٠, ١, . . . , ne و ،Λ = diag(s١, . . . , sne) قطری
Fi ∈ Rr×n, i = ٠, . . . ,m − ١ ماتریس�های برای پارامتری شل است، شده داده متمایز) لزوما

زیر: شرط با (١٣.۵) معادله در که V ∈ Cn×ne و

Vec =


V ٠
V Λ

...
... ٠

V Λm−١ V∞

 ̸= ٠ (٢٢.۵)

م�ͳدهیم: قرار م�ͳگیریم، نظر در باشد برقرار

W = Fm−١V Λ + . . .+ F١V Λ + F٠V (٢٣.۵)

=
[
F٠ F١ . . . Fm−١

]


V

V Λ
...

V Λm−١

 ,

م�ͳشود: تبدیل زیر به�صورت (١٣.۵) معادله
AmV Λm + . . .+ A١V Λ + A٠V = BW. (٢۴.۵)

جواب بنابراین است. m مرتبه سیلوستر ماتریس تعمیم�یافته معادله (٢۴.۵) مسأله که است واض
است. بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله حل برای کلیدی گام ،(ESA) معادله

(HSA)بالا مرتبه ماتریسسیلوستر معادله ٢.۵

زیر شرایط در که B ∈ Rn×r و Ai ∈ Rn×n, i = ٠, ١, · · · ,m ماتریس�های کنید فرض
قطری ماتریس همچنین و کنند ͳم صدق ،det(Am) = n٠, ٠ ̸= n٠ ≤ n و rank(B) = r

Λ = diag(s١, . . . , sq) ∈ Cq×q, (٢۵.۵)

در که م�ͳکنیم پیدا ͳپارامترهای W ∈ Cr×q و V ∈ Cn×q ماتریس�های برای بΎیرید، نظر در را
کند. صدق (٢۴.۵) بالا مرتبه سیلوستر معادله

q به� ،(HSE) بالا مرتبه سیلوستر معادله در V,W,Λ ماتریس�های ستون�های .١.٢.۵ ملاحظه
است. رای;�تر (HSE) مسأله این�صورت در م�ͳشود، تبدیل



۵٨ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

(HSE)ویژه تخصیصساختار مسأله حل ٣.۵

ماتریس�های
V =

[
v١ v٢ . . . vq

]
, (٢۶.۵)

W =
[
w١ w٢ . . . wq

]
, (٢٧.۵)

به�صورت را (٢۴.۵) بالا مرتبه سیلوستر معادله م�ͳتوان م�ͳگیریم، نظر در (٢۵.۵) ماتریسقطری و
کرد: تبدیل زیر

(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)Vi = BWi, i = ١, ٢, · · · , q. (٢٨.۵)

م�ͳگیریم: نظر در را زیر حالت�های

به�صورت را (٢٨.۵) معادله توان ͳم باشد، مشخص ،si, i = ١, ٢, · · · , q ویژه مقادیر اگر .١
نوشت: زیر

Πi

[
Vi

Wi

]
= ٠, i = ١, ٢, . . . , q, (٢٩.۵)

است: زیر به�صورت Πi آن در که
Πi = [smi Am + . . .+ siA١ + A٠ −B], i = ١, ٢, · · · , q. (٣٠.۵)

داریم: حالت این ]در
Vi

Wi

]
= kerΠi, i = ١, ٢, . . . , q. (٣١.۵)

رفته به�کار i = ١, ٢, · · · , q ، Di و Ni ثابت ماتریس�های مجموعه برای ͳوریتمΎال زیر در
است. شده ارائه (٢۴.۵) معادله حل در

Di Niو ماتریس�های آوردن به�دست برای ͳوریتمΎال ١.٣.۵

ماتریس�های مجموعه ،Πi, i = ١, ٢, . . . , q ماتریس�های در ١ (SV D) کاربرد بردن به�کار با .١
م�ͳآوریم: به�دست زیر به�صورت را Pi ∈ Cn×n و Qi ∈ C(n+r)×(n+r) ͳانی

PiΠiQi =

[
diag(σ١, σ٢, . . . , σni) ٠

٠ ٠

]
, i = ١, ٢, . . . , q, (٣٢.۵)

داریم: و هستند Πi تین مقادیر ،σk > ٠, k = ١, ٢, . . . , ni آن در که
ni = rank[smi Am + . . .+ siA١ + A٠B], i = ١, ٢, . . . , q. (٣٣.۵)

١Singular Value Decomposition



۵٩ (HSE)ویژه ساختار تخصیص مسأله حل .٣.۵

تجزیه وسیله به ،i = ١, ٢, · · · , q ،Di ∈ Cr×(n+r−ni) و Ni ∈ Cn×(n+r−ni) ماتریس�های .٢
زیر، به�صورت Qi ماتریس

Qi =

[
∗ Ni

∗ Di

]
, i = ١, ٢, . . . , q. (٣۴.۵)

Ni ∈ Cn×(n+r−ni) ماتریس�های (٣۴.۵) و (٣٣.۵) نتای; از استفاده با م�ͳآوریم. به�دست
صدق زیر رابطه در بالا، الΎوریتم از آمده به�دست ،Di ∈ Cr×(n+r−ni), i = ١, ٢, · · · , q و

م�ͳکنند:

Πi

[
Ni

Di

]
= ٠, rank

[
Ni

Di

]
= n+ r − ni, i = ١, ٢, . . . , q. (٣۵.۵)

است. ،kerΠi برای پایه مجموعه
[
Ni

Di

]
ماتریس ستون�های م�ͳدهد نشان این و

ماتریس�های و (٣٣.۵) در شده تعریف ni, i = ١, ٢, . . . , q کنید فرض [٢٧] .١.٣.۵ قضیه
به�دست بالا الΎوریتم با متناسب ،i = ١, ٢, · · · , q ،Di ∈ Cr×(n+r−ni) و Ni ∈ Cn×(n+r−ni)

(٢۴.۵) بالا مرتبه سیلوستر ماتریس�های معادله در که W و V ماتریس�های تمام برای باشد. آمده
آورد. به�دست زیر ستون�های به�صورت ͳپارامترهای م�ͳکند ]صدق

Vi

Wi

]
=

[
Ni

Di

]
fi, i = ١, ٢, . . . , q, (٣۶.۵)

هستند. دلخواه پارامتری بردارهای از مجموعه�ای ،i = ١, ٢, · · · , q ،fi ∈ Cn+r−ni آن در که

اگر فقط و اگر است، کنترل�پذیر (١.۵) بالا مرتبه ͳخط سیستم [١٧] .٢.٣.۵ لم
rank[smAm + . . .+ s١A١ + A٠ B] = n, ∀s ∈ C. (٣٧.۵)

است: برابر زیر رابطه با (٣٧.۵) شرط م�ͳدهیم نشان . برهان
rank[Ae − sImn Be] = mn, ∀s ∈ C,

داریم: است، شده داده (٢.۵) رابطه در Be و Ee, Ae ماتریس�های آن در که

rank[Ae − sEe Be]

= rank


−sIn In ٠
... . . . . . . ...

−sIn In ٠
−A٠ −A١ . . . −Am−١ − sIn −B

 ,

= rank

 ٠ Es ٠
−

m∑
i=٠

Ais
i Am−١s B

 ,

= n(m− ١) + rank[
m∑
i=٠

Ai(s)
i B],



۶٠ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

آن در که

Am−١(s) =
[
−A١ · · · −Am−١ −sAm

]
,

Es =


−sIn In

. . . . . .
−sIn In

 .

م�ͳشود. حاصل بالا نتیجه

□

م�ͳآید. به�دست (١.٣.۵) قضیه از زیر نتیجه بالا، لم براساس

در قطری ماتریس و باشد کنترل�پذیر (١.۵) بالا مرتبه ͳخط سیستم کنید فرض .٣.٣.۵ نتیجه
مرتبه سیلوستر ماتریس معادله حل در آزادی درجه این�صورت باشد،در شده داده (٢۵.۵) رابطه

است. qr برابر (٢۴.۵) بالا

راست سمت عامل�های کردن اجرا با باشد، نامعین ،si, i = ١, ٢, · · · , q ویژه مقادیر اگر .٢
زیر: به�صورت

G(s) = (smAm + . . .+ sA١ + A٠)
−١B,

در که D(s) ∈ Rr×r و N(s) ∈ Rn×r[s] جمله�ای چند ماتریس�های زوج Έی م�ͳتوان�
معادله

(smAm + . . .+ sA١ + A٠)
−١B = N(s)D−١(s). (٣٨.۵)

آورد. به�دست م�ͳکند صدق

ماتریس�های و باشد کنترل�پذیر (١.۵) سیستم کنید، فرض [٢۵] .۴.٣.۵ قضیه

م�ͳکنند صدق (٣٨.۵) راست سمت عامل�های در که D(s) ∈ Rr×r و N(s) ∈ Rn×r[s]

زیر: رابطه با (٢٧.۵) و (٢۶.۵) در که W و V ماتریس�های بΎیرید نظر ]در
Vi

Wi

]
=

[
N(si)

D(si)

]
fi i = ١, ٢, . . . , q (٣٩.۵)

م�ͳکند. صدق ،fi ∈ C, i = ١, ٢, · · · , q تمام ازای به بالا مرتبه ماتریسسیلوستر معادله در

زیر: رابطه اگر

rank

[
N(si)

D(si)

]
= r, i = ١, ٢, . . . , q٫ ٩ (۴٠.۵)

م�ͳباشد. (HES) بالا مرتبه ماتریسسیلوستر معادله جوابمسأله (٣٩.۵) رابطه باشد، برقرار



۶١ ویژه ساختار تخصیص مسأله جواب .۴.۵

نوشت: زیر به�صورت م�ͳتوان را (٣٨.۵) معادله . برهان

(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)N(si)−BD(si) = ٠, (۴١.۵)

i = ١, ٢, · · · , q.

زیر: معادله (۴١.۵) و (٣٩.۵) رابطه از استفاده با

(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)vi −Bwi

= [(smi Am + . . .+ siA١ + A٠)N(si)−BD(si)]fi (۴٢.۵)

= ٠, i = ١, ٢, · · · , q.

تحتکنترل�پذیری ،(٣.٣.۵) نتیجه از استفاده با است. (٢٨.۵) معادله از ͳحالت که م�ͳآید. به�دست
درجه است، شده داده (٢۵.۵) رابطه در که Λ قطری ماتریس و ،(١.۵) بالا مرتبه ͳخط سیستم
صورت�ͳکه در است، qr با برابر ،(٢۴.۵) بالا مرتبه سیلوستر ماتریس معادله جواب در آزادی
برقرار (۴٠.۵) شرط اگر است ͳبدیه است. qr آزاد پارامترهای (٣٩.۵) جواب�های مجموعه

یابد. ͳم توسعه (٣٩.۵) پارامتری جواب�های باشد،

□

ویژه تخصیصساختار مسأله جواب ۴.۵

بΎیرید: نظر در را زیر معادله
W∞ = Fm−١V∞, (۴٣.۵)

داریم:

W∞ =
[
F٠ F١ · · · Fm−١

]
٠
...
V∞

 , (۴۴.۵)

داریم: (٢٣.۵) با (۴۴.۵) معادله کردن ترکیب با

[
W W∞

]
=

[
F٠ F١ · · · Fm−١

]


V ٠
V Λ

...
... ٠

V Λm−١ V∞

 ,



۶٢ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

م�ͳآید. به�دست زیر به�صورت پس�خورد ماتریس باشد برقرار (٢٢.۵) شرط اگر

[
F٠ F١ · · · Fm−١

]
=

[
W W∞

]


V ٠
V Λ

...
... ٠

V Λm−١ V∞


−١

.

م�ͳآید. به�دست زیر نتای; بالا مباحث اساس بر

ماتریس�های همچنین و (٣٣.۵) الΎوریتم در ،ni, i = ١, . . . ,mn فرضکنید [۴] قضیه۴.۵.١.
شده داده (٣۴.۵) الΎوریتم در i = ١, ٢ . . . ,mn ،Di ∈ Cn×(n+r−ni) ،Ni ∈ Cn×(n+r−ni)

باشد،

پارامترهای اگر فقط و اگر است، جواب دارای ویژه، ساختار تخصیص مسأله آنΎاه •

کند: صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود ،fi ∈ Cn+r−ni , i = ١, · · · ,mn

fi = f̄i if si = s̄i , detVca ̸= ٠,

آن در که

Vca =


N١f١ N٢f٢ · · · Nnefne

s١N١f١ s٢N٢f٢ · · · sneNnefne
... ... ... ...

sm−١
١ N١f١ sm−١

٢ N٢f٢ · · · sn
m−١
e Nnefne

 (۴۵.۵)

م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت ،(ESA)مسأله جواب� باشد، برقرار بالا شرایط اگر •
V =

[
N١f١ N٢f٢ · · · Nnefne,

]
]و

F٠ F١ · · · Fm−١

]
=

[
D١f١ · · · Dnefne W∞

]
V −١
ca

دلخواه پارامتری بردارهای از مجموعه�ای ،fi ∈ Cn+r−ni , i = ١, ٢, · · · , ne آن در که
دلخواه پارامتری ماتریس�های ،W∞ ∈ Rr×(n−n٠) و م�ͳکند. صدق بالا رابطه در که هستند،

هستند.

پس�خوردحالت از استفاده ویژهجزئͳبا تخصیصمقادیر ۵.۵
گزاره�ای و مشتق

بالا، مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های روی بر ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص روش از استفاده با
زیر: به�صورت استاندارد سیستم Έی به را بالا مرتبه توصیف�گر سیستم Έی م�ͳتوان

V̇ (t) = Anv(t) +Bnw(t)



۶٣ گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .۵.۵

مقادیر تخصیص روش لذا م�ͳباشد بزرگ Be و Ae ماتریس�های بعد که ͳآن�جای از و نمود تبدیل
بΎیرید: نظر در را زیر یافته توسی΄ سیستم بود. خواهد مؤثر محاسبات کاهش در ͳجزئ ویژه

Eeẋ(t) = Aex(t) +Beu(t), (۴۶.۵)

کنید فرض م�ͳباشد، ورودی بردار u(t) ∈ Rm و حالت بردار x(t) ∈ Rn و E ∈ Rn×n آن در که
قانون حال باشند. ͳزمان ثابت ماتریس�های B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n همچنین و ١ ≤ m ≤ n

بΎیرید: نظر در زیر فرم به را گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد کنترل
u(t) = Kdẋ(t) +Kpx(t), (۴٧.۵)

حلقه سیستم به را پایدار و صفر غیر ویژه مقادیر که است ͳحالت پس�خورد ماتریس Kp آن در که
زیر: بسته

q̇(t) = Aeq(t) + Beu(t), (۴٨.۵)

u(t) = Kpx(t). (۴٩.۵)

است حالت پس�خورد روش� از استفاده با Kd مشتق حالت آوردن به�دست هدف م�ͳدهد. اختصاص
{λ١, λ٢, · · · , λn} مجموعه از دلخواه به�طور (۴٧.۵) و (۴۶.۵) کنترل�پذیر سیستم ویژه مقادیر که
اثبات نتای; از استفاده با λi ∈ C λi ̸= ٠ برای i = ٠, ١, · · · , n. آن در که باشد شده� انتخاب

داریم: را زیر فرضیات شده،
rank[Ee | Be] = n , rank[Be] = m,

که: دارد وجود Kd آنΎاه باشد برقرار rank[Ee | Be] = n شرط اگر است واض .١.۵.۵ نته
rank[E −BKd] = n, (۵٠.۵)

توسی΄ سیستم که م�ͳگیریم نتیجه (۴٧.۵) رابطه از دارد، وجود (۵٠.۵) رابطه در که Kd برای
زیر: استاندارد ͳخط سیستم به�صورت م�ͳتوان را (۴۶.۵) یافته

Eeẋ(t) = Aex(t) +Be(KdẊ(t) +Kpx(t)) (۵١.۵)

ẋ(t) = (Ee −BeKd)
−١(Ae +BeKp)x(t). (۵٢.۵)

سیستم به را صفر ویژه مقادیر که باشد به�گونه�ای Kp اگر (۵٢.۵) رابطه از استفاده با کرد، تبدیل
م�ͳشوند، ناپایدار (۴٧.۵) و (۴۶.۵) کنترل�پذیر سیستم آنΎاه اختصاصدهد (۴٨.۵) بسته حلقه

م�ͳباشد. صفر برابر آن مقدار Έی حداقل زیرا

باشند: زیر به�صورت Bn و An ماتریس�های م�ͳکنیم فرض [٩] .٢.۵.۵ قضیه
An = (Ae +BeKp)

−١Ee , Bn = −(Ae +BeKp)
−١Be (۵٣.۵)

که باشد ͳحالت پس�خورد ماتریس Kd و باشند، کنترل�پذیر (An, Bn) زوج که م�ͳکنیم فرض و
زیر: بسته� حلقه سیستم ویژه مقادیر {λ−١

١ , λ−١
٢ , · · · , λ−١

n } مجموعه
v̇(t) = Anv(t) + Bnw(t) (۵۴.۵)



۶۴ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

w(t) = Kdv(t) (۵۵.۵)

آنΎاه شده�اند. داده دلخواه به�طور λi ̸= ٠ برای i = ١, ٢, · · · , n و λi ∈ C به�طوریه باشند
و مشتق حالت خورد پس با (۴۶.۵) کنترل�پذیر سیستم ویژه مقادیر {λ١, λ٢, · · · , λn} مجموعه

هستند. (۴٧.۵) گزاره�ای

به�طوری�که دارد Kdوجود حالت پس�خورد آنΎاه باشند کنترل�پذیر (An, Bn) برهان.فرضکنید
رابطه م�ͳکنیم فرض و بماند. ͳباق کنترل�پذیر (۵۵.۵) حالت پس�خورد با (۵۴.۵) سیستم

v̇(t) = (An +BnKd)v(t) (۵۶.۵)

و An = (Ae + BeKp)
−١Ee از استفاده با باشند ،{λ−١

١ , λ−١
٢ , · · · , λ−١

n } ویژه مقادیر دارای
داریم: λi ̸= ٠ برای i = ١, ٢, · · · , n و Bn = −(Ae +BeKp)

−١Be

(An +BnKd)
−١ = ((Ae +BeKp)

−١Ee − (Ae +BeKp)
−١BeKd)

−١ (۵٧.۵)

= (E −BKd)
−١(A+BKp) (۵٨.۵)

هستند (E − BKd)
−١(A + BKp) ویژه مقادیر ،{λ١, λ٢, · · · , λn} م�ͳشود نتیجه (۵۶.۵) از

مشتق پس�خورد و (۴۶.۵) سیستم از مقادیری مقادیر، این و است برقرار (۴٨.۵) رابطه بنابراین
م�ͳباشد. (۴٧.۵)

□

بΎیرید: نظر در را زیر بالا مرتبه ͳخط سیستم .٣.۵.۵ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۵٩.۵)

ویژه مقادیر تخصیص روش از استفاده با لذا است بزرگ B و A ماتریس�های بعد که ͳآن�جای از
کرد: تبدیل زیر به�صورت ͳخط یافته توسی΄� سیستم Έی به را فوق سیستم م�ͳتوان ͳجزئ

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)



۶۵ گزاره�ای و مشتق حالت پس�خورد از استفاده با ͳجزئ ویژه مقادیر تخصیص .۵.۵

هستند. زیر به�صورت B ∈ R٢×٩ و E ∈ R٩×٩ و A ∈ R٩×٩ ماتریس�های آن در که

A =



٠ ٠ ٠ −١ −٢ −٣ ٠ −١ −١
−١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ −١ ١

٠ ١ −١ −١ −١ ٠ −١ −١ −١
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠



E =



−١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٢ −٢ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
۴ −۴ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



B =



١ ٢
١ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠



زیر: به�صورت (۵۶.۵) و (۴٧.۵) بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر طیف

از استفاده با و متلب افزار نرم از استفاده با و هستند {λ١ = −١, λ٢ = −١, · · · , λ٩ = −١}
است: زیر به�صورت Kp ویژه، مقادیر این

Kp =

[
−٨٫ ٠ −١٫ ٠ ۴٨٫ ٠ −۴۶٫ ٠ −٧۶٫ ٠ ۵٧٫ ٠ −٣٧٫ ٠ −۴۶٫ ٠ −١٩٫ ٠

١٫ ٠ −١٫ ٠ −٢١٫ ٠ ١۶٫ ۵ ٣٠٫ ٠ −٢۵٫ ٠ ١۴٫ ٠ ١٨٫ ۵ ۶٫ ۵٠

]



۶۶ بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های در ویژه ساختار تخصیص .۵

داریم: (۵٣.۵) رابطه و E و B و A ماتریس�های مفروضات از استفاده با

An =



٠ ٠ ٠ ١٫ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠ ٠

٠٫ ٠ −٠٫ ٠ ٠٫ ٠ −٠٫ ٠ −٠٫ ٠ ٠٫ ٠ −٠٫ ٠ −٠٫ ٠ ١٫ ٠
٣۵٫ ٠ −١٨٫ ٣ ١۶٫ ٨ −٧٫ ٨ −١٢٫ ۵ −١٢٫ ٣ −٧٫ ٣ −١٠٫ ١ ٠٫ ١
−٢٠٫ ۵ ١٠٫ ٨ −٩٫ ٨ ۴٫ ٨ ٧٫ ۵ −۵٫ ٨ ٣٫ ٨ ۴٫ ۶ ١٫ ٩
−١٨٫ ۵ ٩٫ ۵ −٩٫ ٠ ٣٫ ٠ ۶٫ ٠ −٧٫ ۵ ٢٫ ۵ ۴٫ ۵ −٢٫ ٠



Bn =



٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠

٠٫ ٠ ٠٫ ٠
١٫ ٣ ٢٫ ٩
−٠٫ ٨ −١٫ ٩
−٠٫ ۵ −١٫ ٠


: باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر طیف

L = L١
∩

L٢

است: زیر به�صورت
{٣٫ ١٨, ٠٫ ٠١}

∩
{−٢٫ ١٢± ٢٫ ٩٠i,−١٫ ١۶± ٠٫ ٩٩i,−٠٫ ۵۵± ٠٫ ٣١i,−٠٫ ٢١}

از استفاده با ۴ و ٣ فصل�های مثال ومانند م�ͳگیریم نظر در را S = {−٢−,١} دلخواه مجموعه
م�ͳآید: به�دست زیر به�صورت حالت پس�خورد ماتریس متلب افزار نرم

Kd =

[
۵٨٫ ١ ٣٢٫ ٨ −٢٠٣ ٢٣۶ ٣۶٨ −٢٢١ ١٧٨ ٢١۴ ١٠٠
−٢١٫ ٨ −٢٢٫ ٧ ١١٣ −١٢۶ −٢٠٣ ١٢٢ −٩٧٫ ٠ −١١٨ −۵۴٫ ۵

]
است. زیر به�صورت Ω(An −BnF ) بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر و

{−٢٫ ٢٫±١٢١ ٩٠٠i,−١٫ ١۵٠٫±٣ ٩٨٣i,−١٫ ۵٠٫±١١ ٣٢٣i,−٠٫ ۵۵٠٫±٠ ٣١٠i,−٠٫ ٢١٩٧}



فصل۶

نتیجه�گیری

ماتریس یافتن هدف پرداخته�ایم. بالا مرتبه ͳخط سیستم�های کنترل�پذیری به پایان�نامه، این در
سیستم�های کنترل�پذیری دنبال به همچنین شود. پایدار سیستم که به�گونه�ای است حالت پس�خورد
سیستم�های و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های و پرداخته�ایم. یافته توسعه سیستم�های مانند بالا مرتبه ͳخط
ͳبررس را آن�ها کنترل�پذیری شرایط سپس است، گرفته قرار ͳبررس مورد بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط
پس�خورد ماتریس محاسبه به شده ذکر سیستم�های روی ͳتشابه تبدیلات از استفاده با و کرده�ایم،
سیستم �سازی بهینه در حالت پس�خورد ماتریس نورم سازی مینیمم که ͳآن�جای از م�ͳپردازیم. حالت
مقادیر تخصیص مسأله از استفاده با جدید یΈروش لذا است، ͳفروان اهمیت دارای ،ͳخط کنترل
برده�ایم به�کار بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های روی ͳجزئ ویژه

آورده�ایم. به�دست است نورم کمترین دارای که حالت پس�خورد ماتریس و

در ویژه ساختار تخصیص برای پارامتری روش�های شد اشاره آن به ٢ فصل در که همان�طور
کنترل شرط و کرده، ͳمعرف را (ESA)ویژه ساختار تخصیص مسأله و بالا مرتبه ͳخط سیستم�های
معادله حل به الΎوریتم از استفاده با و کردیم، ͳبرس را بالا مرتبه ͳخط سیستم�های روی پذیری
پس�خورد ماتریس ویژه ساختار تخصیص مسأله �حل از استفاده با و پرداخته�ایم، سیلوستر ماتریس

آورده�ایم. به�دست را حالت

ویژه مقادیر تخصیص آن،مسأله از استفاده با م�ͳتوان که داده�ایم پیشنهاد را ͳروش ،٣ فصل در
ͳخط کنترل دستΎاه در را باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر ابتدا، ترتیب بدین نمود، حل را ͳجزئ
بقیه دیΎری، و مثبت ناپایدار ویژه مقادیر شامل ͳی که مجموعه دو به و گرفته نظر در پیوسته
ͳمربع ماتریس از استفاده با سپس کردیم. Έیتف داراست، را بودند ͳمنف ͳΎهم که ویژه مقادیر
که ͳماتریس و است باز حلقه ماتریس ناپایدار ویژه مقادیر آن ͳاصل قطر روی عناصر که قطری
است، باز حلقه ماتریس ناپایدار ویژه مقادیر با متناظر چپ سمت ویژه بردار از متشل آن ستون�های
در و نموده تبدیل مسأله از کمتر بسیار ابعاد با ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله Έی به را مسأله



۶٨ نتیجه�گیری .۶

پرداخته�ایم. جدید ماتریس�های برای مسأله حل به ͳتشابه تبدیلات از بهره�گیری با نهایت

دستΎاه هزینه کاهش در حالت پس�خورد ماتریس نورم که نته این به توجه با فصل۴، در
ماتریس حالت، انتقال گراف مفهوم و پیشنهادی روش� از استفاده با است، مؤثر بسیار ͳکنترل�خط
اختصاص دستΎاه به را نظر مورد ویژه مقادیر که آوردیم به�دست را پارامتری حالت پس�خورد
حالت، پس�خورد ماتریس نورم کردن کمینه برای شده ارائه الΎوریتم به توجه با م�ͳدهد.سرانجام،
ماتریس نورم جدید، ویژه مقدار تخصیص مسأله حالت پس�خورد ماتریس نورم کاهش با توانستیم
به عددی مثال�های در برسانیم. حداقل به� را ͳجزئ ویژه مقدار تخصیص مسأله حالت پس�خورد
نورم باشد، بیش�تر پارامتری حالت پس�خورد ماتریس در پارامترها تعداد اگر داده�ایم نشان وضوح

م�ͳشود. کمتر ماتریس
کنترل شرط و ایم. داده قرار ͳبررس مورد را بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های فصل۵، در
معادله حل از استفاده با و کرده�ایم، ͳبرس را بالا مرتبه توصیف�گر ͳخط سیستم�های روی پذیری
توانستیم جدید روش از استفاده با و م�ͳآوریم. به�دست را حالت پس�خورد ماتریس سیلوستر ماتریس
اختصاص بسته حلقه سیستم به را ͳخاص ویژه مقادیر که به�گونه�ای نماییم کنترل را یافته توس΄ سیستم

دهد.

و کاربردترین پر از ͳی بالا، مرتبه ͳخط های سیستم کنترل�پذیری شد، بیان که همان�طور
پایدارسازی برای آن از م�ͳتوان پس است. سازی بهینه و کنترل نظریه در ͳاساس مسائل مهم�ترین
تخصیص مسا�ئل از استفاده با م�ͳتوان پایان�نامه این ادامه در و کرد. استفاده مختلف دستΎاه�های
و... ١ متناوب دستΎاه�های بعدی، دو ͳخط دستΎاه�های در را حالت پس�خورد ماتریس ویژه مقادیر

جست. بهره

١Periodic Systems



پیوستآ�

متلب کد

% checking k !
if k>m

l=l+1;
k=j-m*l;

end

% checking p1
if p1(k)==0

p(k)=p(k)+1;
end

% program for assigning eigenvalues,eigen.m
% *****************************************

% D=[-1 0 0 0 0 ;0 -2 1 0 0 ;0 -1 -2 0 0; 0 0 0 -3 1 ;0 0 0 -1 -3]
D=[];

for j=1:n
landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);
end

%landa=[ 0 0 0 ]

for i=1:n
D(i,i)= landa(i);

end
% D



٧٠ متلب کد آ�.

%if c==0
Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

%end
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];
%A=[0.95 0.49 0.46;0.23 0.89 0.02;0.61 0.76 0.82]

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=1:r
if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
glanda=Qc(:,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc
% disp(' with the closed-loop matrix ')
% disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')



٧١

disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')

% disp(' frobenious norm of closed-loop matrix ')
% disp(' ************************************* ')
% Normgama=norm(gamac,'fro')

% End of program for eigen

% Algorithm to obtain the kronecker invariants
% ********************************************
[n,m]=size(B);p=[];
P1=[];p1(m)=0;
l=1; j=m+1;

for i=1:m,
p(i)=1;p1(i)=0;

end
for i=m+1:n,

k=j-m*l;
check_k
if Q(i,j)==1,

check_p1
else

p1(k)=1;
for j=i+1:n+m

k=j-m*l;
check_k
if Q(i,j)==1,

check_p1
break



٧٢ متلب کد آ�.

else
p1(k)=1;

end
end

end
j=j+1;

end
disp(' These are the kronecker invariants ')
disp(' ********************************** ')

p

% o1.m
% Swap i-th row with k-th row

if i~=k
Q([i,k],:)=Q([k,i],:);
T1([i,k],:)=T1([k,i],:);
Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);

end

% o2.m
% Divide the pivot row

t=Q(i,j);
% if t~=0

Q(i,:)=Q(i,:)/t;
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;
T1(i,:)=T1(i,:)/t;

% end

% o3.m
% Subtract multiples of the pivot row

if i~=n
for k=i+1:n

t=Q(k,i);
if t~=0



٧٣

Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

end
end

end

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A
% This program obtains :
% (1)- The Standard form
% (2)- The primary vector companion form
% (3)- The feedback matrix F
% (4)- The transformation matrix T
% (5)- The Kronecker invariants
% **************************************************
%
t0=cputime;

disp(' This is the given plant matrix A') %line 1
disp(' ********************************') %line 2

A %line 3
disp(' This is the given input matrix B') %line 4
disp(' ********************************') %line 5

B %line 6
[n,m]=size(B); %line 7
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n); %line 10
% The Echelon form of Q
% ----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;
while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;
if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;
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else
% perform the similarity operations
% swap i-th row with k-th row:

o1
% divide the pivot row

o2
% subtract multiples of the pivot row

o3
i=i+1 ;
j=j+1;

end
end
% **********************************************
% Now compute the Standard echelon form !
% ----------------------------------------------
s=1;
while s < n

i=s+1 ;
for j=i:r

if Q(i,j)~=0
for k=1:s

if Q(k,j)~=0
t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end

end
break

end
end
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s=s+1;
end

% *****************************************************************
% choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n %','s')
% if choice=='y'

kronk3
% end
% *****************************************************************

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=i:r
if Q(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);
T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break

end
end

end
% ***************************************************************

% choice=input('do you want the prim. vec comp form displayed,y/n%','s')
% if choice=='y'
% disp(' The standard Vector Companion form ')
% disp(' ********************************** ')

Q
% end
% ....................................................
disp(' This is the transformation matrix,T1')
disp(' ************************************')

T1
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% disp(' press any key to continue')
% ****************************************************

% pause
% The Feed-back matrix , F
B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;

% **************************************************************
disp(' This is the primdry feedback law ')
disp(' ******************************** ')

Fp
% **************************************************************

%disp(' The closed loop matrix A+B*F ')
%disp(' **************************** ')
gama=A+B*Fp

% **************************************************************
%choice=input(' do you want to check the resultfeed,y/n ','s')
%if choice=='y'
% g=gama^p(1);
% for i=1:n
% for j=1:n
% if abs(g(i,j))<tol
% g(i,j)=0;
% end
% end
% end

%end
%fprintf(' This is g=(A+B*F)^%g',p(1))
%disp(' **************************')
%g

% **************************************************************
% generating parametric feed-back laws
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% q=fix(n/m);
% if p(1)==q
% disp(' The feed-back law is unique ! ')
% disp(' ***************************** ')

% disp(' The kronecker invariants are all equal ')
%disp(' ************************************** ')
% else
% allfeeds
% end

% **************************************************************
t1=cputime-t0
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Aabstract

In this thesis, to consider high-ordercontrol of linear systems. To find state feedback ma-
trix so that the system is stable. The extension of the control systems are also sought.
The first to introduce systems of linear high-order and high-order descriptor linear systems
described, then the examine controllabity conditions, and using similarity transitions to
calculate the state feedback matrix. Since making norm of state feedback matrix minimom
is very important in optimization of linear control systems, therefore a new method using
eigenvalue assignment problem in high-order linear systems and high-order descriptor lin-
ear systems, we obtain state feedback matrix which has the minimom norm.

keywords: high-order linear systems ; controllability ; high-order descriptor linear
systems ; eigenvalue assignment.
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