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١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١.١

با دیفرانسیل معادلات با .... و کوانتوم الکتریسیته، سیالات، مکانیک در فیزیکی پدیده�های از بسیاری
دیفرانسیل معادلات توسط فیزیک ریاضی مطالب بیش�تر واقع در می�شوند. توصیف جزئی١ مشتقات
معادلات كاربردهای و تعاريف از خلاصه�ای ابتدا فصل این در می�شوند. مدل�بندی جزئی مشتقات با

می�کنیم. بیان را آن�ها حل روش�های و جزئی مشتقات با دیفرانسیل

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ٢.١

به نسبت آن مشتقات و متغيره چند تابع يك بين رابطه�ای جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله یک
با دیفرانسیل معادله در که است این در معمولی٢ دیفرانسیل معادله با آن تفاوت می�باشد. متغيرها اين
مجهول تابع معمولی دیفرانسیل معادلات در ولی است وابسته متغیر چند به مجهول تابع جزئی مشتقات

است. وابسته متغیر یک به فقط
می�شود: فرض نمادگذاری در تسهیل برای

ut =
∂u

∂t
ux =

∂u

∂x
uxx =

∂٢u

∂x٢

می�کنیم. بیان را معروف جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله چند حال
ut = uxx حرارت انتقال معادله
utt = uxx موج معادله
uxx + uyy = ٠ لاپلاس معادله

١Partial Differential Equation
٢Ordinary Differential Equation



٢ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

شرودینگر۵ معادله و ناویر-استوکس۴ معادلات ماکسول٣، معادلات نظیر فیزیک، معادلات بیش�تر
فیزیکی پدیده�های قوانین، این شده�اند؛ بیان جزئی مشتقات با معادلات حسب بر کوانتوم مکانیک در
به معادلات این در مشتق�ها وجود می�دهند. توضیح زمان به نسبت مشتقات و فضا ارتباط وسیله به را
نمایش را جریان شدت و شار نیرو، شتاب، سرعت، مانند فيزيكی مقادير مشتقات، که است دليل اين

می�دهند.
روش�های است. مرزی و اولیه شرایط با همراه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل ما هدف
مشتقات با دیفرانسیل معادلات که هستند روش�هایی آن�ها مهم�ترین دارند، وجود کار این برای زیادی

از: عبارتند روش�ها این از برخی .[١٩] می�كنند تبديل معمولی دیفرانسیل معادلات به را جزئی

دستگاه به را متغیر n با جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک روش این متغیرها: جداسازی .١
می�کند. تبدیل معمولی دیفرانسیل معادله n

به را مستقل متغیر n با جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک روند این انتگرال: تبدیل�های .٢
. می�کند تبدیل متغیر n− ١ شامل جزئی مشتقات با معادله یک

دیفرانسیل معادله آن) مشابه یا محور (دوران مسأله مختصات تغییر با روش این مختصات: تغییر .٣
جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یا معمولی دیفرانسیل معادله یک به را جزئی مشتقات با

می�دهد. تغییر ساده�تر

یک به را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک مجهول تابع روش، این وابسته: متغیر تبدیل .۴
می�کند. تبدیل می�آید به�دست آسان�تر که جدید مجهول تابع

جزئی مشتقات با معادلات حل برای متفاوتی روش�های تاكنون تحلیلی: نیمه و عددی روش�های .۵
متناهی٧، مقدار متناهی۶، عناصر روش از: عبارتند عددی روش�های از برخی است. شده ارائه
از: عبارتند تحلیلی نیمه روش�های و طيفی١٠ روش�های و متناهی٩ تفاضلات مرزی٨، عناصر

.١٣ وردشی تكرار و هموتوپی١٢ اختلال آدوميان١١، تجزیه روش

را غیرخطی مسأله که خطی مسائل رشته یک به را غیرخطی مسأله یک روش این اختلال: روش .۶
می�دهد. تغییر می�زنند تقریب

٣Maxwell
۴Navier-Stokes
۵Schrodinger
۶Finite Element Method
٧Finite Volume Method
٨Boundary Element Method
٩Finite Difference Method

١٠Spectral Methods
١١Adomian Decomposition Method
١٢Homotopy Perturbation Method
١٣Variational Iteration Method



٣ جزئی مشتقات با معادلات انواع .٣.١

به مربوط پاسخ و کرده تجزیه ساده ضربه�های به را حل ناحيه روند این ضربه�ای: - پاسخ روش .٧
می�آید. دست به ساده پاسخ�های این افزودن با کل پاسخ سپس کند. می پیدا را ضربه هر

انتگرال معادله یک به را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک روش این انتگرال: معادلات .٨
می�شود. حل مختلف روش�های با انتگرال معادله سپس و می�دهد تغییر

تنظیم با را جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب روش�ها این تغییرات: حساب روش�های .٩
می�آورند. در سازی مینیمم مسأله یک صورت به معادله، مجدد

نامتناهی مجموع یک به��صورت را جزئی مشتقات با معادله یک جواب روش این ویژه�: تابع بسط .١٠
به�دست اصلی مسأله نظیر ویژه مقدار مسأله یک حل با ویژه توابع این می�یابد. ویژه توابع از

می�آیند.

جزئی مشتقات با معادلات انواع ٣.١

است: زیر صورت به جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات كلی فرم

G(u, ux, uxx, ...u
(n)
x , ut, utt, ..., u

(m)
t , uxt, ...) = ٠ (١.١)

ظاهر معادله در كه مشتقی مرتبه بالاترين با است برابر جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادله یک مرتبه
می�شود.

اول مرتبه جزئی مشقات با معادلات ١.٣.١

است: زیر کلی صورت به اول مرتبه معادله هر باشد. t و x مستقل متغیر دو از تابعی u کنید فرض
P (x, t, u)ux +Q(x, t, u)ut = R(x, t, u), (٢.١)

باشید داشته توجه گوییم. ١۴ خطی شبه دارند بستگی u و t ، x به کلی حالت در R و Q ،P توابع وقتی
است. خطی١۵ ut و ux مشتقات به نسبت (٢.١) رابطه

می�نامیم: خطی اول مرتبه معادله یک را زیر به�صورت معادله هر

P (x, t)ux +Q(x, t)ut + C(x, t)u = D(x, t), (٣.١)

به که اول مرتبه معادله هر است. خطی عبارت یک u و ut ،ux متغیرهای به نسبت چپ طرف که
می�شود. نامیده غیرخطی١۶ نباشد، بالا صورت�های

می�باشند: اول مرتبه جزئی مشتقات با معادلات از مثال�هایی زیر معادلات
∂u

∂t
+

∂u

∂x
= ٠

١۴Quasi-linear
١۵Linear
١۶Non-Linear



۴ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

y
∂u

∂x
+ x

∂u

∂y
= ٠

دوم مرتبه جزئی مشتقات با معادلات ٢.٣.١

رابطه�ای دوم مرتبه جزئی مشتقات با معادله یک باشد. t و x مستقل متغیر دو از تابعی u کنید فرض
یعنی t و x به نسبت u دوم مرتبه و اول مرتبه جزئی مشتقات و u و t ، x متغیرهای بین است

G(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt) = ٠. (۴.١)

صورت به دوم مرتبه معادله یک خاص درحالت

Auxx + ٢Buxy + Cutt = F, (۵.١)

خطی نیمه هستند ut و ux ، u ، t ، x متغیر پنج از تابعی یک هر F و C ،B ،A ضرایب آن در که را
B ، A ضرایب (۵.١) رابطه در اگر است. خطی دوم مرتبه مشتقات به نسبت معادله این زیرا می�گویند

یعنی باشد ut و ux ، u از خطی تابعی نیز F همچنین و باشد t و x از تابعی C و

F = a(x, t)u+ b(x, t)ux + c(x, t)ut,

است: زير صورت به خطی دوم مرتبه معادله یک کلی صورت می�نامیم. خطی را (۵.١) آنگاه�

Auxx + ٢Buxt + Cutt +Dux + Eut +Hu = F (x, t) (۶.١)

هستند. t و x از تابعی یک هر H و E,D,C,B,A ضرایب آن در که
می�کنیم: دسته�بندی زیر شكل به را خطی معادلات

می�نامیم. هذلولی١٧ را معادله آنگاه� B٢ − AC > ٠ ، t و x از مقاديری ازای به اگر الف)

می�نامیم. سهموی١٨ را معادله آنگاه� B٢ − AC = ٠ ، t و x از مقاديری ازای به اگر ب)

می�نامیم. ١٩ بیضوی را معادله آنگاه� B٢ − AC < ٠ ، t و x از مقاديری ازای به اگر ج)

هستند: خطی دوم مرتبه جزئی دیفرانسیل معادلات از مثال�هایی زیر معادلات
∂٢u

∂t٢
− ∂٢u

∂x٢
= ٠

(x٢ + y٢)
∂u

∂t
− ∂٢u

∂x∂y
− ٣u = ٠

١٧Hyperbolic
١٨Parabolic
١٩Elliptic



۵ جبری دیفرانسیل معادلات .۴.١

جبری دیفرانسیل معادلات ۴.١

فرم به برداری تابع كلی، حالت در ٢٠ جبری ديفرانسيل معادلات

F (t, x, x′) = ٠ (٧.١)

(٧.١) جبری ديفرانسيل معادلات برای است. بعدی n برداری x و منفرد ∂F
∂x′ ماتريس آن در كه می�باشند

فردی به منحصر صورت به x′ تا شود گرفته مشتق سيستم از بايد كه است دفعاتی تعداد كم�ترين انديس،
گاه هر برسيم. معمولی ديفرانسيل معادله دستگاه يك به ديگر به�عبارت آید. به�دست t و x حسب بر
ديفرانسيل معادلات از بسياری می�گويند. بالا مرتبه انديس با را سيستم باشد دو از بزرگ�تر سيستم انديس
مثال می�باشند. همراه جبری قيود سری يك با كه می�باشند معمولی ديفرانسيل معادلات به�صورت جبری

است: جبری دیفرانسیل معادله یک زیر

[
١ ٠
٠ ٠

]
x′(t) +

[
٠ ١
٠ ٠

]
x(t) = ٠

آن در که

x =

[
x١

x٢

]

بالا جبری دیفرانسیل معادله برای جواب یک شده، داده x١(t) = −
∫ t

t٠
g(s)ds و x٢(t) = g(t) با

( g ∈ R ) است.
:[٧] بگیرید نظر در را بالا اندیس�های با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات از مثال دو

∂u١
∂t

− ∂٢u١
∂x٢

− ٢u١
∂u١
∂x

+ (١+ x٢)u٣ = ٠, (٨.١)

∂u٢
∂t

− ∂٢u٢
∂x٢

− ٢u٢
∂u٢
∂x

+ (١+ x٢)u٣ = ٠, (٩.١)

۵u١ +−٣u٢ − ٢e−t cos x = ٠, (١٠.١)

همچنین می�باشد. اندیس-٢ از بالا جبری-جزئی دیفرانسیل معادله
∂٢u١
∂t٢

− ∂٢u١
∂x٢

− u٣ sinπx = ٠, (١١.١)

∂٢u٢
∂t٢

− ∂٢u٢
∂x٢

− u٣ cosπx = ٠, (١٢.١)

u١ sin πx+ u٢ cosπx− e−t = ٠. (١٣.١)

می�باشد. اندیس-٣ از جبری-جزئی دیفرانسیل معادله یک که

٢٠Differential Algebraic Equation



۶ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

تأخیری دیفرانسیل معادلات ۵.١

مشتق شامل که هستند دیفرانسیل معادلات از خاصی رده ٢١ تأخیری دیفرانسیل معادلات ریاضیات، در
دیفرانسیل معادلات می�باشند. می�دهد، رخ قبل زمان�های در که توابعی از عباراتی و مجهول تابع یک
در ما که دارند مختلفی انواع معادلات این می�شوند. نامیده نیز تأخیری-زمانی٢٢ سیستم�های تأخیری،

داشت. خواهیم کار و سر آن پانتوگراف٢٣ نوع با پایان�نامه این
است: شده بیان دیفرانسیل معادلات از نوع این کلی اشکال زیر در

پیوسته٢۴ تأخیری معادلات •
d

dt
x(t) = f

(
t, x(t),

∫ ٠

−∞
x(t+ τ)dµ(τ)

)
گسسته٢۵ تأخیری معادلات •

d

dt
x(t) = f (t, x(t), x(t− τ١), · · · , x(t− τm)) τ١ > · · · > τm ≥ ٠

گسسته٢۶ تأخیر با خطی معادلات •
d

dt
x(t) = A٠x(t) + A١x(t− τ١) + · · ·+ Amx(t− τm) A٠, · · · , Am ∈ Rn×n

پانتوگراف معادلات •
d

dt
x(t) = ax(t) + bx(λt)

معادلات آن کلی�تر انواع از برخی و معادله این است. ٠ < λ < ١ و ثابتند λ و a, b آن در که
می�شوند. نامیده پانتوگراف

پانتوگراف تأخیری معادلات ۶.١

بگیرید: نظر در را زیر غیرخطی دیفرانسیل و انتگرال-دیفرانسیل٢٧ معادلات

F (t, u(p٠t), u
′(p١t), · · · , u(n)(pnt)) = ٠, t ≥ ٠,

G

(
t, u(p٠t), u

′(p١t), · · · , u(n)(pnt),

∫ rt

٠
K(t, s, u(q٠s), u

′(q١s), · · · , um(qms))ds

)
= ٠, t ≥ ٠

(١۴.١)

٢١Delay Differential Equation
٢٢Time-Delay Systems
٢٣Pantograph
٢۴Continuous Delay
٢۵Discrete Delay
٢۶Linear With Discrete Delays
٢٧ Integro-Differential Equations



٧ مك�لورن سری و تيلور سری .٧.١

و می�باشند مشخص دامنه با شده داده توابعی F,G,K که

pi, qi, r ∈ (٠,١), i = ٠,١, · · · , n, j = ٠,١, · · · ,m, m < n. (١۵.١)

یا پانتوگراف معادلات به معمولا نسبی٢٨ تأخیرهای با انتگرال-دیفرانسیل معادلات و تابعی دیفرانسیل
می�گیرند قرار استفاده مورد مکانیکی مسائل مدل�بندی در اغلب و هستند منسوب تعمیم�یافته معادلات

.[٣٨]

مك�لورن سری و تيلور سری ٧.١

نوشت: زير به�صورت می�توان را f آنگاه� باشد، مشتق�پذير بار بی�نهايت x٠ همسايگی در f اگر

f(x) = f(x٠) +
(x− x٠)f

′(x)

١! +
(x− x٠)

٢f ′′(x)

٢! +
(x− x٠)

٣f ′′′(x)

٣! + ...

=
∞∑
n=٠

fn(x)

n!
(x− x٠)

n,

(١۶.١)

می�گوییم. x٠ حول f(t) تابع تیلور سری را مذکور سری است. f تابع ام n مشتق fn(x) اينجا در كه

می�نامند. مك�لورن سری را می�باشد x٠ = ٠ نقطه حول كه تيلور سری خاص حالت

خاص توابع تيلور سری

است: زير صورت به خاص تابع چند تيلور سری

ex = ١+ x+
x٢

٢! +
x٣

٣! − ... =
∞∑
n=٠

xn

n!

sin(x) = x− x٣

٣! +
x۵

۵! − ... =
∞∑
n=٠

(−١)n
(٢n+ ١)!x

٢n+١

cos(x) = x− x٢

٢! +
x۴

۴! − ... =
∞∑
n=٠

(−١)n
(٢n)! x

٢n

sinh(x) = x+
x٣

٣! +
x۵

۵! + ... =
∞∑
n=٠

١
(٢n+ ١)!x

٢n+١

cosh(x) = x+
x٢

٢! +
x۴

۴! + ... =
∞∑
n=٠

١
(٢n)!x

٢n

٢٨Proportional Dellays



٨ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

همچنين و باشد موجود [a, b] بر f (n+١) و f ∈ Cn[a, b] كنيد فرض تيلور): (قضيه .١.٧.١ قضیه
دارد وجود ξ(x) ∈ (a, b) مانند نقطه�ای x ∈ [a, b] هر ازای به صورت اين در ،x٠ ∈ [a, b] کنید فرض

: به�طوری�كه
f(x) = Pn(x) +Rn(x)

آن در كه

Pn(x) =
n∑

k=٠

f (k)(x)

k!
(x− x٠)

k

Rn(x) =
f (n+١)(ξ(x))

(n+ ١)! (x− x٠)
n+١

وابسته برشی خطای يا باقی�مانده جمله Rn و x٠ حول f nام درجه تيلور چندجمله�ای Pn اين�جا در
می�شود. ناميده Pn(x) به

پاده تقریب ٨.١

باشد: زیر مک�لورن سری با تحلیلی تابع یک u(t) کنید فرض

u(t) =
∞∑
n=٠

unt
n, ٠ ≤ t ≤ T (١٧.١)

می�باشد زیر به�صورت می�شود داده نشان [L,M ]u(t) با که [L,M ] مرتبه از u(t) برای پاده تقریب آنگاه�
.[٢٠]

[L,M ]u(t) =
p٠ + p١t+ · · ·+ pLt

L

١+ q١t+ · · ·+ qM tM
(١٨.١)

ندارند. مشترکی عامل هیچ مخرج و صورت به�علاوه می�گیریم، نظر در q٠ = ١ آن در که

u(t)− [L,M ]u(t) = O
(
tL+M+١) (١٩.١)

داریم: (١٩.١) از

u(t)
M∑
n=٠

qnt
n −

L∑
n=٠

pnt
n = O

(
tL+M+١) (٢٠.١)

داریم: را زیر خطی جبری سیستم�های (٢٠.١) از



uLq١ + · · ·+ uL−M+١qM = −uL+١

uL+١q١ + · · ·+ uL−M+٢qM = −uL+٢
...

uL+M−١q١ + · · ·+ uLqM = −uL+M

(٢١.١)



٩ لاپلاس تبدیلات .٩.١

و

p٠ = u٠

p١ = u١ + u٠q١
...

pL = uL + uL−١q١ + · · ·+ u٠qL

(٢٢.١)

را ٠ ≤ n ≤ L ،pn ضرایب سپس می�کنیم. محاسبه را ١ ≤ n ≤ L ،qn ضرایب همه ابتدا ،(٢١.١) از
صورت که هنگامی ،L+M +١ ثابت مقدار برای که باشید داشته نظر در می�آوریم. به�دست (٢٢.١) از
مقدار کوچکترین ،(١٩.١) در خطا باشد بیش�تر مخرج از درجه یک صورت یا درجه هم (١٨.١) مخرج و

.[٧] داشت خواهد را
می�دهد. تیلور سری از شده بریده توابع به نسبت بهتری تقریب غالباً که است این نسبت پاده تقریب مزیت
ویژگی این پاده تقریب نباشد، همگرا تیلور سری است ممکن اوقات گاهی که است دلیل این به مطلب این
قابل به�سادگی که است این آن مزیت�های از دیگر یکی .[٢۵] �کند وسیع�تر را همگرایی ناحیه که دارد را
انجام متلب و میپل مانند برنامه�هایی در را آن محاسبات می�توان به�راحتی همچنین می�باشد، محاسبه

داد.
می�کنیم. حل پاده تقریب از استفاده با را زیر مثال

داریم: را زیر مک�لورن سری log(١+ t) برای .١.٨.١ مثال

log(١+ t) =
∞∑
j=١

(−١)j+١tj

j
(٢٣.١)

داریم: [٢,٢] مرتبه پاده تقریب برای

q٠ =١

p٠ =u٠q٠

p١ =u١q٠ + u٠q١

p٢ =u٢q٠ + u١q١ + u٠q٢

(٢۴.١)

و

u٣q٠ + u٢q١ + u١q٢ = ٠

u۴q٠ + u٣q١ + u٢q٢ = ٠
(٢۵.١)

می�آید به�دست زیر به�صورت بالا مثال [٢,٢] مرتبه پاده تقریب بالا سیستم دو حل با

log(١+ t) ∼=
t+ (١/٢)t٢

١+ t+ (١/۶)t٢ . (٢۶.١)



١٠ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

لاپلاس تبدیلات :١.١ جدول
f(t) تابع F (s)لاپلاس تبدیلات شرط
a a

s
s > ٠

eat ١
s−a

s > a

cos at s
s٢+a٢ s > a

sin at a
s٢+a٢ s > ٠

tn n!
sn+١ n ∈ N, s > ٠

u(t− a) e−as

s
s > ٠

δ(t− a) e−as s > ٠

لاپلاس تبدیلات ٩.١

در آن از اما است، جزئی مشتقات و معمولی دیفرانسیل معادلات حل لاپلاس تبدیل کاربرد اساسی��ترین
می�شود. استفاده نیز خاص انتگرال�های برخی محاسبه

و می�دهیم نمایش F (s) یا L(f(t)) نماد با را می�گردد تعریف t > ٠ برای که f(t) تابع لاپلاس تبدیل
داریم

F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt. (٢٧.١)

داریم و می�نامیم F (s) معکوس تبدیل را f(t) تابع و f(t) تابع لاپلاس تبدیل را F (s) تابع
L−١(F (s)) = f(t). (٢٨.١)

باشند، ثابت عدد دو b و a هرگاه یعنی هستند، خطی تبدیلاتی لاپلاس تبدیل معکوس و لاپلاس تبدیل
داریم

L(af(t) + bg(t)) = aL(f(t)) + bL(g(t)), (٢٩.١)

L−١(aF (t) + bG(t)) = aL−١(F (s)) + bL(G(s)). (٣٠.١)

آورده�ایم. را آن�ها تبدیلات و توابع از تعدادی (١.١) جدول در



٢ فصل

معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد
جزئی مشتقات با ديفرانسيل

مقدمه ١.٢

روش اين است. جزئی مشتقات با معادلات حل برای تحليلی-عددی روشی ديفرانسيل١ تبديل روش
مسائل حل برای آن از و گرديد معرفی مهندسی كاربردهای برای ١٩٨۶ سال در ژو٢ توسط بار اولين

شد[۴۵]. استفاده الكتريكی مدارهای تحليل در غيرخطی و خطی اوليه مقدار
استفاده تيلور سری از ديفرانسيل معادلات جواب آوردن به�دست برای ديفرانسيل تبديل روش در
يك در را تابع بالاتر مراتب مشتقات بايد سری، ضرايب محاسبه برای تيلور سری روش در می�شود.
ديفرانسيل تبديل روش است. پرهزينه بسيار بالا مراتب در محاسبات اين كه آورد دست به معين نقطه�ی
اين در اما است، مفروض ديفرانسيل معادله تيلور سری جواب آوردن به�دست برای تكراری، فرآيند يك
استفاده تكراری فرآيند يك از مشتقات محاسبه برای بلكه نمی�شوند محاسبه مستقيماً مشتقات روش
خطی�سازی، به نياز بدون و می�يابد كاهش بسيار محاسبات حجم روش اين در دليل همين به می�شود.

می�رسیم. بالا دقت با قبول قابل جوابی به مسأله، در آشفتگی ايجاد و گسسته�سازی
غيرخطی و خطی اوليه مقدار مسائل حل برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد در مهمی پيشرفت�های
سپس بردند. به�كار ويژه مقدار مسائل برای را روش اين ١٩٩۶ سال در هو۴ و چن٣ است. گرفته صورت
جزئی ديفرانسيل معادلات حل برای و كرده معرفی را بعدی دو ديفرانسيل تبديل روش ١٩٩٩ سال در

بردند[١۵]. به�كار
از داده�اند. انجام گسترده�ای تحقيقات زمينه اين در پژوهشگران از بسياری اخير سال�های طول در

١Differential transform method(DTM)
٢Zhou
٣Chen
۴Hou



١٢ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

توجهی قابل نتايج به زمينه اين در كه كرد اشاره ارتورك٨ و اياز٧ اديبات۶، مومانی۵، به می�توان جمله آن
يافته�اند. دست

بعدی يك ديفرانسيل تبديل روش ٢.٢

معمولی ديفرانسيل معادلات برای را آن و كرده معرفی را بعدی٩ يك ديفرانسيل تبديل روش بخش، اين در
داشته قرار دامنه اين در x٠ معين عدد و باشد تحليلی k دامنه�ی در w(x) كنيد فرض می�بريم. به�كار

می�شود. داده نمايش x٠ مركز به سری يك صورت به w(x) حالت اين در باشد.
می�شود: تعریف زیر به�صورت w(x) تابع دیفرانسیل تبدیل

W (k) =
١
k!

dkw(x)

dxk
|x=x٠ , k ≥ ٠, (١.٢)

اعداد از دنباله�ای صورت به W (k) است. w(x) ديفرانسيل تبديل تابع W (k) و اصلی تابع w(x) كه
است. حقيقی

می�شود: تعریف زیر به�صورت {W (k)}∞k=٠ دنباله معکوس دیفرانسیل تبدیل

w(x) =
∞∑
k=٠

W (k)(x− x٠)
k. (٢.٢)

می�شود: تبديل زیر به�صورت (٢.٢) رابطه باشد، x٠ = ٠ که وقتی

w(x) =
∞∑
k=٠

W (k)xk. (٣.٢)

می�شود: گرفته نظر در زير صورت به جمله�ای n+ ١ تقريب صورت به w(x) حقیقی کاربردهای در

w(x) ∼=
n∑

k=٠
W (k)xk. (۴.٢)

بالا تعاريف از استفاده با كه شده�اند بيان زير صورت به بعدی يك ديفرانسيل تبديل اساسی قضايای
.[۴]-[٢٢] می�شوند اثبات

g(x) ، f(x) توابع ديفرانسيل تبديل H(k) و G(k) ، F (k) كه می�كنيم فرض زير قضايای تمام در
هستند. h(x) و

. F (k) = G(k)∓H(k) ، k ≥ ٠ برای آنگاه� f(x) = g(x)∓ h(x) اگر .١.٢.٢ قضیه

. F (k) = aG(k) ، k ≥ ٠ برای آنگاه� f(x) = ag(x) اگر .٢.٢.٢ قضیه

. F (k) = (k+m)!
k!

G(k +m) ، k ≥ ٠ برای آنگاه� f(x) = dmg(x)
dxm اگر .٣.٢.٢ قضیه

۵Momani
۶Adibat
٧Ayaz
٨Erturk
٩One-dimensional differential transform method



١٣ عددی مثال�های .٣.٢

بعدی یک دیفرانسیل تبدیل :١.٢ جدول
اصلی تابع تبدیل تابع

y(x) = u(x)± v(x) Y (k) = U(k)± V (k)

y(x) = cw(x) Y (k) = cW (k)

y(x) = dy
dxw(x) Y (k) = (k + ١)W (k + ١)

y(x) = u(x)v(x) Y (k) =
k∑

r=٠
U(r)V (k − r)

y(x) = exp(λx) Y (k) = λk

k!

y(x) = xn Y (k) = δ(k − n)

داریم: k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x) = xm اگر .۴.٢.٢ قضیه
W (k) = δ(k −m)

آن در که

δ(k −m) =

١ k = m,

٠ k ̸= m.

(١.٢) جدول در اختصار طور به را بعدی یک دیفرانسیل تبدیل روش قضایای به مربوط جدول
�آوردیم.

عددی مثال�های ٣.٢
دوم١٠ درجه ريكاتی دیفرانسیل معادله بعدی، یک دیفرانسیل تبدیل روش از استفاده با .١.٣.٢ مثال

: [١٠] می�گيرد قرار بررسی مورد زير

dy

dt
= −y٢(t) + ١, (۵.٢)

زیر اوليه شرط با

y(٠) = ٠, (۶.٢)

. e
٢t − ١
e٢t + ١ با است برابر معادله اين دقيق جواب كه

است: زير به�صورت شده ذکر قضايای از استفاده با (۵.٢) معادله دیفرانسیل تبدیل

(k + ١)Y (k + ١) = −
k∑

r=٠
Y (r)Y (k − r) + δ(k). (٧.٢)

١٠Quadratic Riccati Differential Equation



١۴ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

داريم: (۶.٢) رابطه در شده داده اوليه شرط از

Y (٠) = ٠, (٨.٢)

می�آيند. به�دست زير به�صورت نتايج (٧.٢) بازگشتی رابطه در (٨.٢) معادله جايگذاری با

Y (١) = ١, Y (٢) = ٠, Y (٣) = −١
٣ , Y (۴) = ٠, Y (۵) = ٢

١۵ , ...

داريم: (٣.٢) رابطه در Y (k) مقادير جايگذاری با بنابراين

y(t) =
∞∑
k=٠

Y (k)tk = t− ١
٣t

٣ +
٢
١۵t

۵ − ١٧
٣١۵t

٧ + ... =
e٢t − ١
e٢t + ١ ,

.[١٧] است مسأله دقيق جواب اين كه

: [١۶] بگيريد نظر در آمده زير در كه را ١١ امدن لن- دیفرانسیل معادله .٢.٣.٢ مثال

u′′(x) +
٢
x
u′(x) = ٢)٢x٢ + ٣)u(x), ٠ ≤ x ≤ ١ (٩.٢)

زیر اوليه شرايط با

u(٠) = ١, u′(٠) = ٠. (١٠.٢)

. u(x) = ex
٢ با برابراست مسأله دقيق جواب

داريم: x در (٩.٢) معادله طرفين ضرب با

xu′′(x) + ٢u′(x) = ۴x٣u(x) + ۶xu(x), ٠ ≤ x ≤ ١ (١١.٢)

است: زير بازگشتی رابطه به�صورت شده ذکر قضايای از استفاده با (١١.٢) معادله ديفرانسيل تبديل
k∑

l=٠
δ(l − ١)(k − l + ١)(k − l + ٢)U(k − l + ٢) + ٢(k + ١)U(k + ١) =

۴
k∑

l=٠
δ(l − ٣)U(k − l) + ۶

k∑
l=٠

δ(l − ١)U(k − l) (١٢.٢)

از عبارتست اوليه شرايط ديفرانسيل تبديل

U(٠) = u(٠) = ١, U(١) = u′(٠) = ٠. (١٣.٢)

به�صورت U(k) مقادير تمام (١٣.٢) اوليه شرايط ديفرانسيل تبديل و (١٢.٢) بازگشتی رابطه از استفاده با
می�شوند: محاسبه زير

U(٢) = ١, U(٣) = ٠, U(۴) = ١
٢ , U(۵) = ٠,

U(۶) = ١
۶ , U(٧) = ٠, U(٨) = ١

٢۴ , U(٩) = ٠, ...

١١Lane- Emden equation



١۵ بعدی دو ديفرانسيل تبديل روش .۴.٢

داريم (٣.٢) رابطه در U(k)مقادير جايگذاری با بنابراين

u(x) =
∞∑
k=٠

U(k)xk = ١+ x٢ +
١
٢x

۴ +
١
۶x

۶ +
١
٢۴x

٨ + ... =
∞∑
k=٠

x٢n

n!
= ex

٢

.[٣۶] است مسأله دقيق جواب اين كه

بعدی دو ديفرانسيل تبديل روش ۴.٢

حل برای و شد معرفی ١٩٩٩ سال در هو و چن توسط بار اولين بعدی١٢، دو ديفرانسيل تبديل روش
ديفرانسيل تبديل روش بخش اين در شد[١۵]. گرفته كار به غيرخطی و خطی جزئی مشتقات با معادلات

می�كنيم. معرفی را بعدی دو
اين در باشد، داشته قرار دامنه اين در (x٠, y٠) و باشد تحليلی k دامنه�ی در w(x, y) كنيد فرض

می�شود. داده نمايش (x٠, y٠) مركز به سری يك به�صورت w(x, y) حالت
می�شود: تعریف زیر به�صورت w(x, y) تابع دیفرانسیل تبدیل

W (k, h) =
١

k!h!

∂k+hw(x, y)

∂xk∂yh
|(x٠,y٠), h ≥ ٠, k ≥ ٠, (١۴.٢)

است. w(x, y) ديفرانسيل تبديل تابع W (k, h) و اصلی تابع w(x, y) كه
با: است برابر {W (k, h)}∞k,h=٠ دنباله معکوس دیفرانسیل تبدیل

w(x, y) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

W (k, h)(x− x٠)
k(y − y٠)

h. (١۵.٢)

زير به�صورت (١۵.٢) رابطه باشد، (x٠, y٠) = (٠,٠) وقتی (١۵.٢) و (١۴.٢) رابطه�ی دو تركيب از
می�شود. تبديل

w(x, y) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

١
k!h!

∂k+hw(x, y)

∂xk∂yh
xkyh =

∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

W (k, h)xkyh. (١۶.٢)

می�شود: زده تقریب زیر بسط با w(x, y) حقيقی كاربردهای در

w(x, y) ∼=
n∑

k=٠

m∑
h=٠

W (k, h)xkyh. (١٧.٢)

-(١۴.٢) اوليه تعاريف از استفاده با و بیان زیر به�صورت بعدی دو ديفرانسيل تبديل اساسی قضايای
.[٢۴]-[١٢] می�شوند اثبات (١٧.٢)

و v(x, y) ،u(x, y) توابع ديفرانسيل تبديل H(k, h) و V (k, h)، U(k, h) می�كنيم فرض ادامه در
باشند. h(x, y)

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = u(x, y)∓ v(x, y) اگر .١.۴.٢ قضیه

W (k, h) = U(k, h)∓ V (k, h).

١٢Two-dimensional differential transform method



١۶ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

است)، ثابت عددی a ) h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = au(x, y) اگر .٢.۴.٢ قضیه

W (k, h) = aU(k, h).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = ∂u(x,y)
∂x

اگر .٣.۴.٢ قضیه
W (k, h) = (k + ١)U(k + ١, h)

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (k, h) =
١

k!h!

[
∂k+h(∂u(x,y)

∂x
)

∂xk∂yh

]
(x٠,y٠)

=
١

k!h!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk+١∂yh

]
(x٠,y٠)

=

(k + ١)
(k + ١)!h!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk+١∂yh

]
(x٠,y٠)

= (k + ١)U(k + ١, h).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = ∂u(x,y)
∂y

اگر .۴.۴.٢ قضیه
W (k, h) = (h+ ١)U(k, h+ ١).

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (k, h) =
١

k!h!

[
∂k+h(∂u(x,y)

∂y
)

∂xk∂yh

]
(x٠,y٠)

=
١

k!h!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk∂yh+١

]
(x٠,y٠)

=

(h+ ١)
(h+ ١)!k!

[
∂k+١+hu(x, y)

∂xk∂yh+١

]
(x٠,y٠)

= (h+ ١)U(k, h+ ١).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = ∂r+su(x,y)
∂xr∂ys

اگر .۵.۴.٢ قضیه
W (k, h) = (k + ١)(k + ٢)...(k + r)(h+ ١)(h+ ٢)...(h+ s)U(k + r, h+ s).

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (k, h) =
١

k!h!

[
∂k+h(∂

r+su(x,y)
∂xr∂ys

)

∂xk∂yh

]
(x٠,y٠)

=
١

k!h!

[
∂k+r+h+su(x, y)

∂xk+r∂yh+s

]
(x٠,y٠)

=

(k + ١)...(k + r)(h+ ١)...(h+ s)

(k + r)!(h+ s)!

[
∂k+r+h+su(x, y)

∂xk+r∂yh+s

]
(x٠,y٠)

=

(k + ١)...(k + r)(h+ ١)...(h+ s)U(k + r, h+ s).

.[۴٣] است برقرار زير رابطه k ≥ ٠ و h ≥ ٠ برای .۶.۴.٢ لم

∂k+h

∂xk∂yh
(s(x, y)t(x, y)) =

k∑
i=٠

h∑
j=٠

(
k

i

)(
h

j

)
∂i+js(x, y)

∂xi∂yj
∂k+h−i−jt(x, y)

∂xk−i∂yh−j
.



١٧ بعدی دو ديفرانسيل تبديل روش .۴.٢

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = u(x, y)v(x, y) اگر .٧.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)V (k − r, s).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = u(x, y)v(x, y)h(x, y) اگر .٨.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

U(r, h− s− p)V (t, s)H(k − r − t, p).

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.
W (٠,٠) = [u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) = U(٠,٠)V (٠,٠)H(٠,٠),

W (١,٠) = ١
١!٠!

∂

∂x
[u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) = U(٠,٠)V (٠,٠)H(١,٠)

+U(٠,٠)V (١,٠)H(٠,٠) + U(١,٠)V (٠,٠)H(٠,٠),

W (٢,٠) = ١
٢!٠!

∂

∂x٢
[u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) =

U(٠,٠)V (٠,٠)H(٢,٠) + U(٠,٠)V (٢,٠)H(٠,٠) + U(٢,٠)V (٠,٠)H(٠,٠)

+U(٠,٠)V (١,٠)H(١,٠) + U(١,٠)V (٠,٠)H(١,٠) + U(١,٠)V (١,٠)H(٠,٠),

W (٠,١) = ١
١!٠!

∂

∂y
[u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) =

U(٠,٠)V (٠,٠)H(٠,١) + U(٠,٠)V (٠,١)H(٠,٠) + U(٠,١)V (٠,٠)H(٠,٠),

W (٠,٢) = ١
٢!٠!

∂

∂y٢
[u(x, y)v(x, y)h(x, y)](x٠,y٠) =

U(٠,٠)V (٠,٠)H(٠,٢) + U(٠,٠)V (٠,٢)H(٠,٠) + U(٠,٢)V (٠,٠)H(٠,٠)

+U(٠,٠)V (٠,١)H(٠,١) + U(٠,١)V (٠,٠)H(٠,١) + U(٠,١)V (٠,١)H(٠,٠),

داريم: كلی حالت در

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

U(r, h− s− p)V (t, s)H(k − r − t, p).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = xmyn اگر .٩.۴.٢ قضیه
W (k, h) = δ(k −m,h− n) = δ(k −m)δ(h− n),

كه

δ(k −m,h− n) =

١ k = m,h = n,

٠ k ̸= m,h ̸= n.



١٨ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (k, h) =
١

k!h!
[
∂k+h(xmyn)

∂xk∂yh
](٠،٠) =



١ k = m,h = n,

٠ k > m, h > n,

١
k!
m(m− ١)...(m− k + ١)xm−k = ٠ k < m, h = n,

١
k!h!

m...(m− k + ١)n...(n− h+ ١)xm−kyn−h = ٠ k < m, h < n,

١
h!
n(n− ١)...(n− h+ ١)yn−h = ٠ k = m,h < n.

، h ≥ ٠ و k ≥ برای٠ آنگاه� w(x, y) = ∂u(x,y)
∂x

∂v(x,y)
∂x

اگر .١٠.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(r + ١)(k − r + ١)U(r + ١, h− s)V (k − r + ١, s).

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (٠,٠) = [
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x
](٠,٠) = U(١,٠)V (١,٠),

W (١,٠) = ١
٠!١!

∂

∂x
[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x
](٠,٠) =

١
٠!١! [

∂٢u(x, y)

∂x٢
∂v(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂x

∂٢v(x, y)

∂x٢
](٠,٠) = ٢U(٢,٠)V (١,٠)+٢U(١,٠)V (٢,٠),

W (٢,٠) = ١
٠!٢!

∂٢

∂x٢
[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂x
](٠,٠) =

٣U(٣,٠)V (١,٠) + ۴U(٢,٠)V (٢,٠) + ٣U(١,٠)V (٣,٠)

W (٠,١) = U(١,١)V (١,٠) + U(١,٠)V (١,١),

W (١,١) = ٢U(٢,١)V (١,٠)+٢U(٢,٠)V (١,١)+٢U(١,١)V (٢,٠)+٢U(١,٠)V (٢,١),

W (٢,٢) = ٣U(٣,٢)V (١,٠) + ٣U(٣,١)V (١,١) + ٣U(٣,٠)V (١,٢)

+۴U(٢,٢)V (٢,٠) + ۴U(٢,١)V (٢,١) + ۴U(٢,٠)V (٢,٢)

+٣U(١,٢)V (٣,٠) + ٣U(١,١)V (٣,١) + ٣U(١,٠)V (٣,٢),

داریم: را زیر بازگشتی سیستم كلی حالت در

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(r + ١)(k − r + ١)U(r + ١, h− s)V (k − r + ١, s).



١٩ بعدی دو ديفرانسيل تبديل روش .۴.٢

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = ∂u(x,y)
∂y

∂v(x,y)
∂y

اگر .١١.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(s+ ١)(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١)V (k − r, s+ ١).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = ∂u(x,y)
∂x

∂v(x,y)
∂y

اگر .١٢.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s)V (r, h− s+ ١).

داريم: (١۴.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (٠,٠) =
[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂y

]
(٠,٠)

= U(١,٠)V (٠,١),

W (١,٠) = ١
٠!١!

∂

∂x

[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂y

]
(٠,٠)

=

١
٠!١!

[
∂٢u(x, y)

∂x٢
∂v(x, y)

∂y
+

∂u(x, y)

∂x

∂٢v(x, y)

∂x∂y

]
(٠,٠)

= ٢U(٢,٠)V (٠,١)+U(١,٠)V (١,١),

W (٢,٠) = ١
٠!٢!

∂٢

∂x٢

[
∂u(x, y)

∂x

∂v(x, y)

∂y

]
(٠,٠)

=

٣U(٣,٠)V (١,٠) + ٢U(٢,٠)V (١,١) + U(١,٠)V (٢,١)

W (٠,١) = ٢U(١,٠)V (٠,٢) + U(١,١)V (٠,١),

W (١,١) = ۴U(٢,٠)V (٠,٢)+٢U(٢,١)V (٠,١)+٢U(١,٠)V (١,٢)+U(١,١)V (١,١)

W (٢,٢) = ٩U(٣,٠)V (٠,٣) + ۶U(٣,١)V (٠,٢) + ٣U(٣,٢)V (٠,١)

+۶U(٢,٠)V (١,٣) + ۴U(٢,١)V (١,٢) + ٢U(٢,٢)V (١,١)

+٣U(١,٠)V (٢,٣) + ٢U(١,١)V (٢,٢) + U(١,٢)V (٢,١),

داريم: را زیر بازگشتی سیستم كلی حالت در

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s)V (r, h− s+ ١).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = u(x, y)∂
٢v(x,y)
∂x٢ اگر .١٣.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ٢)(k − r + ١)U(r, h− s)V (k − r + ٢, p).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = u(x, y)∂v(x,y)
∂x

∂z(x,y)
∂x

اگر .١۴.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

(t+١)(k−r−t+١)U(r, h−s−p)V (t+١, s)Z(k−r−t+١, p).



٢٠ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

بعدی دو دیفرانسیل تبدیل :٢.٢ جدول

اصلی تابع تبدیل تابع

w(x, t) = u(x, t)± v(x, t) W (k, h) = U(k, h)± V (k, h)

w(x, t) = cu(x, t) W (k, h) = cU(k, h)

w(x, t) = ∂
∂xu(x, t) W (k, h) = (k + ١)U(k + ١, h)

w(x, t) = ∂r+s

∂xr∂tsu(x, t) W (k, h) = (k+r)!(h+s)!
k!h! U(k + r, h+ s)

w(x, t) = u(x, t)v(x, t) W (k, h) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)V (k − r, s)

w(x, t) = ∂
∂xu(x, t)

∂
∂tv(x, t) W (h, k) =

k∑
r=٠

h∑
s=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s)V (r, h− s+ ١)

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� W (x, y) = u(x, y)v(x, y)∂
٢z(x,y)
∂x٢ اگر .١۵.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

(k−r+t+٢)(k−r−t+١)U(r, h−s−p)V (t, s)Z(k−r−t+٢, p).

، h ≥ ٠ و k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y) = eax+by اگر .١۶.۴.٢ قضیه

W (k, h) =
ak

k!

bh

h!
.

.W (k, h) =
ah

h!
δ(k −m)sin(

hΠ

٢ + b) آنگاه� w(x, y) = xmsin(at+ b) اگر .١٧.۴.٢ قضیه

.W (k, h) =
ah

h!
δ(k −m)cos(

hΠ

٢ + b) آنگاه� w(x, y) = xmcos(at+ b) اگر .١٨.۴.٢ قضیه

.W (k, h) =
ah

h!
δ(k −m) آنگاه� w(x, y) = xmeat اگر .١٩.۴.٢ قضیه

کرده�ایم. اشاره بعدی دو دیفرانسیل تبدیلات به اختصار طور به (٢.٢) جدول در

عددی مثال�های ۵.٢

كه را هولتز١٣ هلم دیفرانسیل معادله بعدی، دو دیفرانسیل تبدیل روش از استفاده با .١.۵.٢ مثال
:[١١] می�دهيم قرار بررسی مورد است زير به�صورت

∂٢u

∂x٢
+

∂٢u

∂y٢
+ xu = ٢+ x٣ + xy, (١٨.٢)

اوليه شرایط با

u(٠, y) = y,

ux(٠, y) = ٠. (١٩.٢)
١٣Helmholtz



٢١ عددی مثال�های .۵.٢

با: است برابر (١٨.٢) معادله دیفرانسیل تبدیل بعدی، دو دیفرانسیل تبدیل قضایای از استفاده با

(k+١)(k+٢)U(k+٢, h)+(h+١)(h+٢)U(k, h+٢)+
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r−١)δ(h−s)U(k−r, s)

= ٢δ(k)δ(h) + δ(k − ٣)δ(h) + δ(k − ١)δ(h− ١). (٢٠.٢)

داريم: (١٩.٢) در شده داده اوليه شرايط از

U(٠, h) =

١ h = ١,

٠ h = ٠,٢,٣, ...
, U(١, h) = ٠, h = ٠,١,٢, ... (٢١.٢)

می�آيند. به�دست زير به�صورت ,�U(kها h) همه (٢٠.٢) معادله در (٢١.٢) معادلات كردن جايگزين با

U(k, h) =


١ k = ٢, h = ٠,

١ k = ٠, h = ١,

٠ .درغيراينصورت

می�شود. حاصل زير به�صورت سری جواب از بسته فرم (١۶.٢) رابطه در ,�U(kها h) همه قراردادن با

u(x, y) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkyh = y + x٢.

است. مسأله دقيق جواب كه

:[٩] بگیرید نظر در را زیر تلگراف١۴ معادله .٢.۵.٢ مثال

∂٢u

∂x٢
=

∂٢u

∂t٢
+ ۴∂u

∂t
+ ۴u, (٢٢.٢)

اوليه شرایط با

u(x,٠) = ١+ e٢x,

ut(x,٠) = −٢. (٢٣.٢)

با: است برابر (٢٢.٢) معادله دیفرانسیل تبدیل
(k+١)(k+٢)U(k+٢, h) = (h+١)(h+٢)U(k, h+٢)+۴(h+١)U(k, h+١)+۴U(k, h)

(٢۴.٢)
داريم: (٢٣.٢) در شده داده اوليه شرايط از

U(k,٠) = δ(k) +
٢k

k!
,

U(k,١) = −٢δ(k). (٢۵.٢)
١۴Telegraph equation



٢٢ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

می�آيند. به�دست زير به�صورت U(k, h)مقادير (٢۴.٢) معادله در (٢۵.٢) معادلات كردن جايگزين با

U(k, h) =


٢k

k!
k = ٠,١, ..., h = ٠,

(−٢)h
h!

h = ٠,١, ..., k = ٠,

٠ درغيراينصورت

می�شود. حاصل زير سری١۵به�صورت جواب از بسته فرم (١۶.٢) رابطه در ,�U(kها h) همه قراردادن با

u(x, t) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkth =
∞∑
h=٠

(−٢)hth
h!

+
∞∑
k=٠

٢kxk

k!
= e−٢t + e٢x

است. مسأله دقيق جواب اين كه

بعدی سه ديفرانسيل تبديل روش ۶.٢

جزئی مشتقات با معادلات حل برای و كرده معرفی را بعدی١۶ سه ديفرانسيل تبديل روش بخش اين در
.[۵] می�بريم به�كار

اين در باشد داشته قرار دامنه اين در (x٠, y٠, t٠) و باشد تحليلی k دامنه در w(x, y, t) كنيد فرض
می�شود. داده نمايش (x٠, y٠, t٠) مركز به سری يك به�صورت w(x, y, t) حالت

می�شود: تعریف زیر به�صورت w(x, y, t) تابع دیفرانسیل تبدیل

W (k, h,m) =
١

k!h!m!

∂k+h+mw(x, y, t)

∂xk∂yh∂tm
|(x٠,y٠,t٠) , h ≥ ٠, k ≥ ٠, t ≥ ٠ (٢۶.٢)

است. w(x, y, t) ديفرانسيل تبديل تابع W (k, h,m) و اصلی تابع w(x, y, t) كه
با: است برابر {W (k, h,m)}∞k,h,m=٠ دنباله معکوس دیفرانسیل تبدیل

w(x, y, t) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

W (k, h,m)(x− x٠)
k(y − y٠)

h(t− t٠)
m (٢٧.٢)

می�شود. حاصل زير به�صورت (٢٧.٢) رابطه (x٠, y٠, t٠) = (٠,٠,٠) وقتی فوق رابطه دو تركيب از

w(x, y, t) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

١
k!h!m!

∂k+h+mw(x, y, t)

∂xk∂yh∂tm
xkyhtm =

∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
p=٠

W (k, h,m)xkyhtm

(٢٨.٢)
می�شود: زده تقریب زیر بسط با w(x, y, t) حقيقی كاربردهای در

w(x, y, t) =
n∑

k=٠

s∑
h=٠

r∑
p=٠

W (k, h,m)xkyhtm (٢٩.٢)

اثبات اوليه تعاريف از استفاده با و بیان زیر به�صورت بعدی سه ديفرانسيل تبديل اساسی قضايای
می�شوند[۵].

١۵Closed Form Series Solution
١۶Three-dimensional differential transform method



٢٣ بعدی سه ديفرانسيل تبديل روش .۶.٢

u(x, y, t) توابع ديفرانسيل تبديل ,H(kبه�ترتیب h,m) و V (k, h,m) ،U(k, h,m) فرضمی�كنيم
باشند. h(x, y, t) و v(x, y, t) ،

m ≥ ٠ و h ≥ ٠، k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y, t) = u(x, y, t)∓ v(x, y, t) اگر .١.۶.٢ قضیه
W (k, h,m) = U(k, h,m)∓ V (k, h,m).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y, t) = au(x, y, t) اگر .٢.۶.٢ قضیه
W (k, h,m) = aU(k, h,m).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠، k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂x

اگر .٣.۶.٢ قضیه
W (k, h,m) = (k + ١)U(k + ١, h,m).

داريم: (٢۶.٢) رابطه از استفاده با برهان.

U(k, h,m) =
١

k!h!m!

[
∂k+h+m

∂xk∂yh∂tm
[
∂u(x, y, t)

∂x
]

]
(٠،٠،٠)

,

W (k, h,m) =
k + ١

(k + ١)!h!m!

[
∂k+١+h+mu(x, y, t)

∂xk+١∂yh∂tm

]
(٠،٠،٠)

,

بنابراین
W (k, h,m) = (k + ١)U(k + ١, h,m).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂y

اگر .۴.۶.٢ قضیه
W (k, h,m) = (h+ ١)U(k, h+ ١,m).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂t

اگر .۵.۶.٢ قضیه
W (k, h,m) = (m+ ١)U(k, h,m+ ١).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ برای آنگاه� W (x, y, t) = ∂r+s+pu(x,y)
∂xr∂ys∂tp

اگر .۶.۶.٢ قضیه
W (k, h,m) = (k+١)...(k+r)(h+١)...(h+s)(m+١)...(m+p)U(k+r, h+s,m+p).

داريم: (٢۶.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (k, h,m) =
١

k!h!m!

[
∂k+h+m

∂xk∂yh∂tm
[
∂r+s+pu(x, y, t)

∂xr∂ys∂tp
]

]
(٠،٠،٠)

=
(k + ١)...(k + r)(h+ ١)...(h+ s)(m+ ١)...(m+ p)

(k + r)!(h+ s)!(m+ p)!

[
∂k+r+h+s+m+pu(x, y, t)

∂xk+r∂yh+s∂tm+p

]
(٠،٠،٠)

= (k+١)(k+٢)...(k+r)(h+١)(h+٢)...(h+s)(m+١)(m+٢)...(m+p)U(k+r, h+s,m+p).



٢۴ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ ٠ برای آنگاه� w(x, y, t) = u(x, y, t)v(x, y, t) اگر .٧.۶.٢ قضیه

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)V (k − r, s, p).

داريم: (٢۶.٢) رابطه از استفاده با برهان.
W (٠,٠,٠) = [u(x, y, t)v(x, y, t)](٠،٠،٠) = U(٠,٠,٠)V (٠,٠,٠),

W (١,٠,٠) = ١
٠!٠!١!

∂

∂x
[u(x, y, t)v(x, y, t)](٠،٠،٠) =

١
٠!٠!١! [

∂u

∂x
v +

∂v

∂x
u](٠،٠،٠)

= U(١,٠,٠)V (٠,٠,٠) + V (١,٠,٠)U(٠,٠,٠)

W (١,١,٠) = ١
٠!١!١!

∂٢

∂x∂y
[u(x, y, t)v(x, y, t)](٠،٠،٠) =

U(١,١,٠)V (٠,٠,٠)+U(١,٠,٠)V (٠,١,٠)+U(٠,٠,٠)V (١,١,٠)+U(٠,١,٠)V (١,٠,٠)

W (١,١,١) = ١
١!١!١!

∂٣

∂x∂y∂t
[u(x, y, t)v(x, y, t)](٠،٠،٠) =

U(١,١,١)V (٠,٠,٠)+U(١,١,٠)V (٠,٠,١)+U(١,٠,١)V (٠,١,٠)+U(١,٠,٠)V (٠,١,١)

+U(١,١,١)V (٠,٠,٠)+U(٠,٠,١)V (١,١,٠)+U(١,٠,١)V (٠,١,٠)+U(١,٠,٠)V (٠,١,١)

W (٢,٠,٠) = ١
٠!٠!٢!

∂٢

∂x٢
[u(x, y, t)v(x, y, t)](٠،٠،٠) =

U(٢,٠,٠)V (٠,٠,٠) + U(١,٠,٠)V (١,٠,٠) + U(٠,٠,٠)V (٢,٠,٠)

W (٢,١,٠) = U(٢,١,٠)V (٠,٠,٠) + U(٢,٠,٠)V (٠,١,٠) + U(١,١,٠)V (١,٠,٠)+

U(١,٠,٠)V (١,١,٠) + U(٠,١,٠)V (٢,٠,٠) + U(٠,٠,٠)V (٢,١,٠)

W (١,٠,٢) = U(١,٠,٢)V (٠,٠,٠) + U(٠,٠,٢)V (١,٠,٠) + U(١,٠,١)V (٠,٠,١)+

U(٠,٠,١)V (١,٠,١) + U(٠,٠,٠)V (١,٠,٢) + U(١,٠,٠)V (٠,٠,٢)

داريم: را زیر بازگشتی سیستم كلی حالت در و

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

U(r, h− s,m− p)V (k − r, s, p).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ برای٠ آنگاه� w(x, y, t) = ∂u(x,y,t)
∂x

∂V (x,y,t)
∂y

اگر .٨.۶.٢ قضیه

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k−r+١)(h−s+١)U(k−r+١, s, p)V (r, h−s+١,m−p).



٢۵ بعدی سه ديفرانسيل تبديل روش .۶.٢

داريم: (٢۶.٢) رابطه از استفاده با برهان.

W (٠,٠,٠) =
[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(٠،٠،٠)

= U(١,٠,٠)V (٠,١,٠),

W (١,٠,٠) = ١
٠!٠!١!

∂

∂x

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(٠،٠،٠)

=

U(٢,٠,٠)V (٠,١,٠) + V (١,٠,٠)U(١,١,٠)

W (١,١,٠) = ١
٠!١!١!

∂٢

∂x∂y

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(٠،٠،٠)

=

٢U(٢,١,٠)V (٠,١,٠)+۴U(٢,٠,٠)V (٠,٢,٠)+U(١,١,٠)V (١,١,٠)+U(١,١,٠)V (١,٢,٠)

W (١,١,١) = ١
١!١!١!

∂٣

∂x∂y∂t

[
∂u(x, y, t)

∂x

∂v(x, y, t)

∂y

]
(٠،٠،٠)

=

۴U(٢,٠,٠)V (٠,٢,١) + ۴U(٢,٠,١)V (٠,٢,٠) + ٢U(٢,١,٠)V (٠,١,١)

+٢U(٢,١,١)V (٠,١,٠) + ٢U(١,٠,٠)V (١,٢,١) + ٢U(١,٠,١)V (١,٢,٠)

+U(١,١,٠)V (١,١,١) + U(١,١,١)V (١,١,٠)

W (٢,٠,١) = ٣U(٣,٠,٠)V (٠,١,١)+٣U(٣,٠,١)V (٠,١,٠)+٢U(٢,٠,٠)V (١,١,١)

+٢U(٢,٠,١)V (١,١,٠) + U(١,٠,٠)V (٢,١,١) + U(١,٠,١)V (٢,١,٠)

W (١,٠,٢) = ٢U(٢,٠,٠)V (٠,١,٢)+٢U(٢,٠,١)V (٠,١,١)+٢U(٢,٠,٢)V (٠,١,٠)

+U(١,٠,٠)V (١,١,٢) + U(١,٠,١)V (١,١,١) + U(١,٠,٢)V (١,١,٠).

می�رسيم: زير رابطه به كلی حالت در بالا روابط تعميم از

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k−r+١)(h−s+١)U(k−r+١, s, p)V (r, h−s+١,m−p).

m ≥ ٠ و h ≥ ٠ ، k ≥ برای٠ آنگاه� w(x, y, t) = u(x, y, t)v(x, y, t)z(x, y, t) اگر .٩.۶.٢ قضیه

W (k, h,m) =
k∑

r=٠

k−r∑
t=٠

h∑
s=٠

h−s∑
p=٠

m∑
q=٠

m−q∑
n=٠

U(r, h−s−p,m−q−n)V (t, s, q)Z(k−r−t, p, n).



٢۶ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

عددی مثال ٧.٢

:[۵] بگیرید نظر در را زير غيرخطی جزئی ديفرانسيل معادله .١.٧.٢ مثال

ut + vxwy − vywx = −u, (٣٠.٢)

vt + wxuy + wyux = v, (٣١.٢)

wt + uxvy + uyvx = w. (٣٢.٢)

اوليه شرایط با

u(x, y,٠) = ex+y, (٣٣.٢)

v(x, y,٠) = ex−y, (٣۴.٢)

w(x, y,٠) = e−x+y (٣۵.٢)

با: است برابر (٣٢.٢) - (٣٠.٢) معادلات دیفرانسیل تبدیل

(m+ ١)U(k, h,m+ ١) = −
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)V (k − r + ١, s, p)

W (r, h− s+ ١,m− p) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)V (r, h− s+ ١,m− p)

W (k − r + ١, s, p)− U(k, h,m) (٣۶.٢)

(m+ ١)V (k, h,m+ ١) = −
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)W (k − r + ١, s, p)

U(r, h− s+ ١,m− p)−
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)W (r, h− s+ ١,m− p)

U(k − r + ١, s, p)− V (k, h,m) (٣٧.٢)

(m+ ١)w(k, h,m+ ١) = −
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)U(k − r + ١, s, p)

V (r, h− s+ ١,m− p)−
k∑

r=٠

h∑
s=٠

m∑
p=٠

(k − r + ١)(h− s+ ١)

V (r, h− s+ ١,m− p)U(k − r + ١, s, p)−W (k, h,m) (٣٨.٢)



٢٧ عددی مثال .٧.٢

معادله در جايگذاری و (٣۵.٢) - (٣٣.٢) معادلات اوليه، شرايط روی ديفرانسيل تبديل بردن كار به با
می�شوند: حاصل زير روابط (٢٨.٢)

∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

U(k, h,٠)xryh = (١+
x

١! +
x٢

٢! +
x٣

٣! + ...)(١+
y

١! +
y٢

٢! +
y٣

٣! + ...), (٣٩.٢)

∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

V (k, h,٠)xryh = (١− x

١! +
x٢

٢! −
x٣

٣! + ...)(١− y

١! +
y٢

٢! −
y٣

٣! + ...), (۴٠.٢)

∞∑
r=٠

∞∑
s=٠

U(k, h,٠)xryh = (١− x

١! +
x٢

٢! −
x٣

٣! + ...)(١+
y

١! +
y٢

٢! +
y٣

٣! + ...). (۴١.٢)

می�آيند. به�دست زير مقادير (۴١.٢) تا (٣٩.٢) معادلات از بنابراين

U(٠,٠,٠) = ١, U(١,٠,٠) = ١, U(٢,٠,٠) = ١
٢! , U(٣,٠,٠) = ١

٣! , ...

V (٠,٠,٠) = ١, V (١,٠,٠) = −١, V (٢,٠,٠) = ١
٢! , V (٣,٠,٠) = ١

٣! , ...

W (٠,٠,٠) = ١, W (١,٠,٠) = −١, W (٢,٠,٠) = ١
٢! , W (٣,٠,٠) = − ١

٣! , ...

داريم: كلی حالت در

U(k, h,٠) = ١
k!h!

, k, h = ٠,١,٢, ... (۴٢.٢)

V (k, h,٠) = (−١)h
k!h!

, k, h = ٠,١,٢, ... (۴٣.٢)

W (k, h,٠) = (−١)k
k!h!

, k, h = ٠,١,٢, ... (۴۴.٢)

داريم: (٣٨.٢) تا (٣۶.٢) بازگشتی روابط در (۴۴.٢) تا (۴٢.٢) معادلات جايگزينی با

U(١,٠,١) = −١, U(١,١,١) = −١, U(١,٠,٢) = ١
٢!٠!١! , U(٢,٢,٢) = ١

٢!٢!٢! , ...

V (١,٠,١) = ١, V (١,١,١) = −١, V (١,٠,٢) = ١
٢!٠!١! , V (٢,٢,٢) = ١

٢!٢!٢! , ...

W (١,٠,١) = −١, W (١,١,١) = −١, W (١,٠,٢) = − ١
٢!٠!١! , W (٢,٢,٢) = ١

٢!٢!٢! , ...

است. زير به�صورت ضرايب اين كلی حالت بنابراين و

U(k, h,m) =
(−١)m
k!h!m!

, k, h,m = ٠,١,٢, ... (۴۵.٢)

V (k, h,m) =
(−١)h
k!h!m!

, k, h,m = ٠,١,٢, ... (۴۶.٢)

W (k, h,٠) = (−١)k
k!h!m!

, k, h,m = ٠,١,٢, ... (۴٧.٢)

داريم: (٢٨.٢) معادله در W (k, h,m) و V (k, h,m) ، U(k, h,m) مقادير همه جايگزينی با

u(x, y, t) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
m=٠

(−١)m
k!h!m!

xryhtm = (
∞∑
k=٠

١
k!
xk)(

∞∑
h=٠

١
h!
yh)(

∞∑
m=٠

(−١)m
m!

tm) = ex+y−t,



٢٨ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

v(x, y, t) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
m=٠

(−١)h
k!h!m!

xryhtm = (
∞∑
k=٠

١
k!
xk)(

∞∑
h=٠

(−١)h
h!

yh)(
∞∑

m=٠

١
m!

tm) = ex−y+t,

w(x, y, t) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

∞∑
m=٠

(−١)k
k!h!m!

xryhtm = (
∞∑
k=٠

(−١)k
k!

xk)(
∞∑
h=٠

١
h!
yh)(

∞∑
m=٠

١
m!

tm) = e−x+y+t.

.[۴٢] است زير به�صورت (u, v, w) دقيق جواب نتيجه در

(u, v, w) = (ex+y−t, ex−y+t, e−x+y+t).

بعدی يك غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل محاسبه ٨.٢

مقدمه ١.٨.٢

شده معرفی غیرخطی توابع از برخی دیفرانسیل تبدیل محاسبه برای كارا و موثر روش یک بخش این در
و مشتق�گيری خاصيت بر و شد ارائه ٢٠٠٨ سال در همكارانش و چانگ١٧ توسط الگوریتم این است.
به ديفرانسيل تبديل تابع اینجا در .[١٣] است شده پايه�گذاری فصل این در شده بیان اساسی قضايای
می�شود اعمال بعدی يك توابع روی الگوريتم بخش اين در می�شود. تعيين بازگشتی روابط طريق از آسانی
آمد خواهد ادامه در كه موارد تمام در شد. خواهد محاسبه بعدی يك غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل و

شده�اند. فرض ثابت b و a

نمايی توابع ٢.٨.٢

داريم: (١.٢) رابطه از استفاده با بگيريد. درنظر را f(y) = eay نمايی تابع

F (٠) = [eay(x)]x=٠ = eay(٠) = eaY (٠) (۴٨.٢)

داريم: x به نسبت f(y) = eay تابع از مشتق�گيری با حال
df(y)

dx
= aeay

dy(x)

dx
= af(y)

dy(x)

dx
(۴٩.٢)

است. زير به�صورت (۴٩.٢) معادله ديفرانسيل تبديل

(k + ١)F (k + ١) = a

k∑
m=٠

(m+ ١)Y (m+ ١)F (k −m) (۵٠.٢)

داريم: فوق رابطه در k جای به (k − ١) قرادادن با

F (k) = a

k−١∑
m=٠

(m+ ١)
k

Y (m+ ١)F (k − ١−m), k ≥ ١. (۵١.٢)

١٧Shih-Hsiang Chang



٢٩ بعدی يك غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل محاسبه .٨.٢

ديفرانسيل تبديل محاسبه برای زير به�صورت بازگشتی رابطه يك (۵١.٢) و (۴٨.٢) معادلات تركيب از
می�آيد. به�دست f(y) = eay

F (k) =


eaY (٠) k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(m+ ١)

k
Y (m+ ١)F (k − ١−m) k ≥ ١

(۵٢.٢)

لگاريتمی توابع ٣.٨.٢

{y | a+ by > ٠} ،f لگاريتمی توابع دامنه به توجه با بگيريد. درنظر را f(y) = ln(a+by) لگاريتمی تابع
داريم: (١.٢) رابطه از استفاده با و

F (٠) = [ln(a+ by(x))]x=٠ = ln(a+ by(٠)) = ln(a+ bY (٠)), (۵٣.٢)

داشت: خواهيم ، x به نسبت f(y) = ln(a+ by) تابع از مشتق�گيری با
df(y(x))

dx
=

b

a+ by

dy(x)

dx
, (۵۴.٢)

آن با معادل يا

a
df(y)

dx
= b(

dy(x)

dx
− y

df(y)

dx
). (۵۵.٢)

است: زير به�صورت (۵۵.٢) معادله ديفرانسيل تبديل

aF (k + ١) = b[Y (k + ١)−
k∑

m=٠

(m+ ١)
k + ١ F (m+ ١)Y (k −m)], (۵۶.٢)

داريم: فوق رابطه در k جای به (k − ١) قرادادن با

aF (k) = b[Y (k)−
k−١∑
m=٠

(m+ ١)
k

F (m+ ١)Y (k − ١−m)], k ≥ ١. (۵٧.٢)

داريم: (۵٧.٢) معادله در k = ١ دادن قرار با

F (١) = b

a+ bY (٠)Y (١), (۵٨.٢)

می�شود. نوشته زير به�صورت k ≥ ٢ ازای به (۵٧.٢) معادله

F (k) =
b

a+ bY (٠) [Y (k)−
k−٢∑
m=٠

(m+ ١)
k

F (m+١)Y (k−١−m)], k ≥ ٢. (۵٩.٢)

ديفرانسيل تبديل محاسبه برای بازگشتی رابطه (۵٩.٢) و (۵٨.٢) ، (۵٣.٢) معادلات تركيب از بنابراين
می�شود. حاصل زير به�صورت a+ by > ٠ ازای به ، f(y) = Ln(a+ by) تابع

F (k) =


Ln(a+ bY (٠)) k = ٠,

b

a+ bY (٠)Y (١) k = ١,
b

a+ bY (٠) [Y (k)−
∑k−٢

m=٠
(m+ ١)

k
F (m+ ١)Y (k − ١−m)] k ≥ ٢.

(۶٠.٢)



٣٠ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

مثلثاتی توابع ۴.٨.٢

داريم: (١.٢) رابطه از استفاده با بگيريد. درنظر را g(y) = cos(ay) و f(y) = sin(ay) مثلثاتی توابع


F (٠) = [sin(ay(x))]x=٠ = sin(ay(٠)) = sin(aY (٠)),

G(٠) = [cos(ay(x))]x=٠ = cos(ay(٠)) = cos(aY (٠)),

(۶١.٢)

داريم: x به نسبت g(y) = cos(ay) و f(y) = sin(ay) توابع طرفين از مشتق�گيری با حال
df(y)

dx
= a cos(ay)

dy(x)

dx
= ag(y)

dy(x)

dx
,

dg(y)

dx
= −a sin(ay)

dy(x)

dx
= −af(y)

dy(x)

dx
,

(۶٢.٢)

است: زير به�صورت (۶٢.٢) معادله ديفرانسيل تبديل
(k + ١)F (k + ١) = a

∑k
m=٠(k + ١−m)G(m)Y (k + ١−m),

(k + ١)G(k + ١) = −a
∑k

m=٠(k + ١−m)F (m)Y (k + ١−m),

(۶٣.٢)

می�شود: حاصل زير رابطه ،(۶٣.٢) در k جای به (k − ١) قرادادن با
F (k) = a

∑k−١
m=٠

(k −m)

k
G(m)Y (k −m), k ≥ ١,

G(k) = −a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m), k ≥ ١,

(۶۴.٢)

می�آيند: به�دست زير به�صورت بازگشتی روابط (۶۴.٢) و (۶١.٢) معادلات تركيب از بنابراين

F (k) =


sin(aY (٠)), k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
G(m)Y (k −m), k ≥ ١,

(۶۵.٢)

و

G(k) =


cos(aY (٠)), k = ٠,

−a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m), k ≥ ١.

(۶۶.٢)



٣١ بعدی يك غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل محاسبه .٨.٢

هذلولی توابع ۵.٨.٢

(١.٢) رابطه از استفاده با بگيريد. درنظر را g(y) = cosh(ay) و f(y) = sinh(ay) مثلثاتی توابع
داريم:

F (٠) = [sinh(ay(x))]x=٠ = sinh(ay(٠)) = sinh(aY (٠)),

G(٠) = [cosh(ay(x))]x=٠ = cosh(ay(٠)) = cosh(aY (٠)),

(۶٧.٢)

داريم: x به نسبت g(y) = cosh(ay) و f(y) = sinh(ay) توابع طرفين از مشتق�گيری با حال
df(y)

dx
= a cosh(ay)

dy(x)

dx
= ag(y)

dy(x)

dx
,

dg(y)

dx
= a sinh(ay)

dy(x)

dx
= af(y)

dy(x)

dx
,

(۶٨.٢)

است: زير به�صورت (۶٨.٢) معادله ديفرانسيل تبديل
(k + ١)F (k + ١) = a

∑k
m=٠(k + ١−m)G(m)Y (k + ١−m),

(k + ١)G(k + ١) = a
∑k

m=٠(k + ١−m)F (m)Y (k + ١−m)

(۶٩.٢)

می�شود. حاصل زير رابطه ،(۶٩.٢) در k جای به (k − ١) قرادادن با
F (k) = a

∑k−١
m=٠

(k −m)

k
G(m)Y (k −m), k ≥ ١,

G(k) = a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m), k ≥ ١.

(٧٠.٢)

می�آيند: به�دست زير به�صورت بازگشتی روابط (٧٠.٢) و (۶٧.٢) معادلات تركيب از بنابراين

F (k) =


sinh(aY (٠)), k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
G(m)Y (k −m), k ≥ ١.

(٧١.٢)

و

G(k) =


cosh(aY (٠)), k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(k −m)

k
F (m)Y (k −m), k ≥ ١.

(٧٢.٢)

نمايی توابع ۶.٨.٢

گرفت: نظر در زير به��صورت را f(y) = eay
b نمايی تابع می�توان

z(x) = yb(x), f(z) = eaz



٣٢ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

می�آيد: به�دست زير به�صورت f(y) = eay
b تابع ديفرانسيل تبديل

F (k) =


eaZ(٠), k = ٠,

a
∑k−١

m=٠
(m+ ١)

k
Z(m+ ١)F (k − ١−m), k ̸= ١

(٧٣.٢)

آن در كه

Y (٠)Z(k) =


[Y (٠)]١+b, k = ٠,

∑k
m=١

(١+ b)m− k

k
Y (m)Z(k −m), k ̸= ١

(٧۴.٢)

عددی مثال�های ٩.٢

بگيريد[١٣]: نظر در را زير غيرخطی اوليه مقدار مسأله .١.٩.٢ مثال
y′′(x) = ٢y(x) + ۴y(x)ln(y(x)), y(x) > ٠, (٧۵.٢)

اوليه شرايط با
y(٠) = ١, y′(٠) = ٠. (٧۶.٢)

است: زير به�صورت (٧۵.٢) معادله ديفرانسيل تبديل

(k + ١)(k + ٢)Y (k + ٢) = ٢Y (k) + ۴
k∑

m=٠
Y (m)F (k −m), (٧٧.٢)

داريم: (٧۶.٢) اوليه شرط از
Y (٠) = ١, Y (١) = ٠. (٧٨.٢)

داريم: (۶٠.٢) رابطه از استفاده با و است Ln(y(x)) ديفرانسيل تبديل F (k)

F (k) =



Ln(Y (٠)), k = ٠,

Y (١)
Y (٠) , k = ١,

Y (k)

Y (٠) −
∑k−٢

m=٠
m+ ١
kY (٠)F (m+ ١)Y (k − ١−m), k ≥ ٢.

(٧٩.٢)

داریم: (٧٩.٢) و (٧٧.٢) روابط در k = ٠ و (٧٨.٢) رابطه كردن جايگزين با حال

F (٠) = ٠, Y (٢) = ١, (٨٠.٢)

داريم: (٧٩.٢) و (٧٧.٢) معادلات در k = ١ و (٨٠.٢) و (٧٨.٢) رابطه كردن جايگزين با همچنين

F (١) = ٠, Y (٣) = ٠,



٣٣ عددی مثال�های .٩.٢

می�آيند: به�دست زير به�صورت Y (k) مقادير بقيه بازگشتی رابطه از استفاده با و

Y (۴) = ١
٢! , , Y (۵) = ٠, Y (۶) = ١

٣! , Y (٧) = ٠, Y (٨) = ١
۴! , Y (٩) = ٠, ...

داريم: كلی حالت در و

Y (٢k) = ١
k!
, Y (٢k + ١) = ٠, k = ٠,١,٢, ...

می�آيد: به�دست زير به�صورت معادله جواب (٣.٢) در Y (k) مقادير همه كردن جايگزين با

y(x) = ١+ x٢ +
١
٢!x

۴ +
١
٣!x

۶ +
١
۴!x

٨ + .... =
∞∑
k=٠

١
k!
(x٢)k = ex

٢ (٨١.٢)

بگيريد[١٣]. نظر در را براتو١٨ نوع از اوليه مقدار مسأله .٢.٩.٢ مثال
y′′(x)− ٢ey(x) = ٠, ٠ < x < ١, (٨٢.٢)

اوليه شرايط با
y(٠) = y′(٠) = ٠, (٨٣.٢)

می�آوريم: به�دست اوليه شرايط و (٨٢.٢) معادله از گرفتن ديفرانسيل تبديل با

(k + ١)(k + ٢)Y (k + ٢) = ٢F (k), (٨۴.٢)

Y (٠) = Y (١) = ٠. (٨۵.٢)

داريم: (۵٢.٢) رابطه از استفاده با و است ey ديفرانسيل تبديل F (k) كه

F (k) =


eY (٠), k = ٠,

∑k−١
m=٠

m+ ١
k

Y (m+ ١)F (k −m− ١), k ≥ ١.

(٨۶.٢)

داریم: (٨۶.٢) و (٨۴.٢) روابط در k = ٠ و (٨۵.٢) معادله كردن جايگزين با حال
F (٠) = ١, Y (٢) = ١,

می�آيند. به�دست زير به�صورت Y (k) مقادير بازگشتی رابطه از استفاده با حال

Y (٣) = ٠, Y (۴) = ١
۶ , Y (۵) = ٠, Y (۶) = ٢

۴۵ , Y (٧) = ٠,

Y (٨) = ١٧
١٢۶٠ , Y (٩) = ٠, Y (١٠) = ۶٢

١۴١٧۵ , Y (١١) = ٠, Y (١٢) = ۶٩١
۴۶٧٧٧۵ ...

می�آيد. به�دست زير به�صورت سری جواب (٣.٢) در Y (k) مقادير همه كردن جايگزين با

y(x) = x٢ +
١
۶x

۴ +
٢
۴۵x

۶ +
١٧

١٢۶٠x
٨ +

۶٢
١۴١٧۵x

١٠ +
۶٩١

۴۶٧٧٧۵x
١٢ + .... (٨٧.٢)

.[۴١] است آمده به�دست وازواز١٩ توسط جواب بسته فرم كه
y(x) = −٢Ln(cosx) (٨٨.٢)
١٨Bratu-type
١٩Wazwaz



٣۴ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

بعدی دو غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل محاسبه ١٠.٢

مقدمه ١.١٠.٢

بعدی دو غیرخطی توابع از برخی دیفرانسیل تبدیل محاسبه برای كارا و موثر روش یک بخش این در
غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل و می�کنیم اعمال بعدی دو توابع روی را الگوريتم و [١٣] می�کنیم معرفی

شده�اند. فرض ثابت b و a آمد خواهد ادامه در كه موارد تمام در می�کنیم. محاسبه را بعدی دو

نمايی تابع ٢.١٠.٢

داريم: (١۴.٢) رابطه از بگيريد. درنظر را f(u) = eau نمايی تابع
F (٠,٠) = [eau(x,y)](x=٠,y=٠) = eau(٠,٠) = eaU(٠,٠), (٨٩.٢)

داريم: y و x به نسبت f(u) = eau تابع طرفين از مشتق�گيری با حال
∂f(u)

∂x
= af(u)

∂u(x, y)

∂x
,

∂f(u)

∂y
= af(u)

∂u(x, y)

∂y
.

(٩٠.٢)

است: زير به�صورت (٩٠.٢) معادله ديفرانسيل تبديل
(k + ١)F (k + ١, h) = a

∑k
r=٠
∑h

s=٠(k − r + ١)U(k − r + ١, s)F (r, h− s),

(h+ ١)F (k, h+ ١) = a
∑k

r=٠
∑h

s=٠(h− s+ ١)U(r, h− s+ ١)F (k − r, s).

(٩١.٢)

داريم: و می�دهيم قرار (h− ١) ، h جای به دومی در و (k − ١) ، k جای به اولی در فوق رابطه در
F (k, h) = a

∑k−١
r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
U(k − r, s)F (r, h− s), k ≥ ١,

F (k, h) = a
∑k

r=٠
∑h−١

s=٠
h− s

h
U(r, h− s)F (k − r, s), h ≥ ١,

(٩٢.٢)

به�صورت f(u) = eau نمايی غيرخطی تابع ديفرانسيل تبديل ، (٩٢.٢) و (٨٩.٢) روابط تركيب از حال
می�آيد: به�دست زير بازگشتی رابطه

F (k, h) =



eaU(٠,٠), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
U(k − r, s)F (r, h− s), k ≥ ١,

a
∑k

r=٠
∑h−١

s=٠
h− s

h
U(r, h− s)F (k − r, s), h ≥ ١.

(٩٣.٢)



٣۵ بعدی دو غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل محاسبه .١٠.٢

لگاريتمی تابع ٣.١٠.٢

بگيريد. درنظر را f(u) = Ln(a+ bu) لگاريتمی تابع
داريم: (١۴.٢) رابطه از و {u | a+ bu > ٠} ، f لگاريتمی تابع دامنه به توجه با

F (٠,٠) = [Ln(a+bu(x, y))](x=٠,y=٠) = Ln(a+bu(٠,٠)) = Ln(a+bU(٠,٠)). (٩۴.٢)

داريم: و می�گيريم مشتق y و x به نسبت f(u) = ln(a+ bu) تابع طرفين از حال
∂f

∂x
=

b

a+ bu

∂u

∂x
,

∂f

∂y
=

b

a+ bu

∂u

∂y
.

(٩۵.٢)

معادل طور به يا
a
∂f

∂x
= b(

∂u

∂x
− u

∂f

∂x
),

a
∂f

∂y
= b(

∂u

∂y
− u

∂f

∂y
).

(٩۶.٢)

است: زير به�صورت (٩۶.٢) معادلات ديفرانسيل تبديل
aF (k + ١, h) = b

[
U(k + ١, h)−

∑k
r=٠
∑h

s=٠
r + ١
k + ١U(k − r, s)F (r + ١, h− s)

]
,

aF (k, h+ ١) = b

[
U(k, h+ ١)−

∑h
s=٠
∑k

r=٠
s+ ١
h+ ١U(r, h− s)F (k − r, s+ ١)

]
.

(٩٧.٢)
داريم: و می�دهيم قرار (h− ١) ، h جای به دومی در و (k − ١) ، k جای به اولی در فوق رابطه در
aF (k, h) = b

[
U(k, h)−

∑k−١
r=٠
∑h

s=٠
r + ١
k

U(k − ١− r, s)F (r + ١, h− s)

]
, k ≥ ١,

aF (k, h) = b

[
U(k, h)−

∑h−١
s=٠
∑k

r=٠
s+ ١
h

U(r, h− ١− s)F (k − r, s+ ١)
]
, h ≥ ١.

(٩٨.٢)
می�آيد. به�دست زير بازگشتی رابطه ، (٩٨.٢) و (٩۴.٢) روابط تركيب از حال

aF (k, h) =



aLn(a+ bU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

b

[
U(k, h)−

∑k−١
r=٠

∑h
s=٠

r + ١
k

U(k − ١− r, s)F (r + ١, h− s)

]
, k ≥ ١,

b

[
U(k, h)−

∑h−١
s=٠

∑k
r=٠

s+ ١
h

U(r, h− ١− s)F (k − r, s+ ١)
]
, h ≥ ١

(٩٩.٢)



٣۶ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

مثلثاتی توابع ۴.١٠.٢

داريم: (١۴.٢) رابطه از بگيريد. درنظر را g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) مثلثاتی توابع
F (٠,٠) = [sin(au(x, y))](x=٠,y=٠) = sin(au(٠,٠)) = sin(aU(٠,٠)),

G(٠,٠) = [cos(au(x, y))](x=٠,y=٠) = cos(au(٠,٠)) = cos(aU(٠,٠))

(١٠٠.٢)

مشتق x به نسبت g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) توابع طرفين از تبديل، توابع يافتن برای حال
داريم: و گرفته

∂f

∂x
= a cos(au)

∂u

∂x
= ag(u)

∂u

∂x
,

∂g

∂x
= −a sin(au)

∂u

∂x
= −af(u)

∂u

∂x

(١٠١.٢)

است. زير به�صورت (١٠١.٢) دستگاه ديفرانسيل تبديل
(k + ١)F (k + ١, h) = a

∑k
r=٠
∑h

s=٠(k − r + ١)G(r, h− s)U(k − r + ١, s),

(k + ١)G(k + ١, h) = −a
∑k

r=٠
∑h

s=٠(k − r + ١)F (r, h− s)U(k − r + ١, s).

(١٠٢.٢)

داريم: (١٠٢.٢) در k جای به (k − ١) كردن جايگزين با


F (k, h) = a

∑k−١
r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
G(r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١

G(k, h) = −a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
F (r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١

(١٠٣.٢)

داريم: و گرفته مشتق y به نسبت g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) توابع طرفين از حال
∂f

∂y
= a cos(au)

∂u

∂y
= ag(u)

∂u

∂y
,

∂g

∂y
= −a sin(au)

∂u

∂y
= −af(u)

∂u

∂y
.

(١٠۴.٢)

با: است برابر (١٠۴.٢) ديفرانسيل تبديل
(h+ ١)F (k, h+ ١) = a

∑k
r=٠
∑h

s=٠(h− s+ ١)G(k − r, s)U(r, h− s+ ١),

(h+ ١)G(k, h+ ١) = −a
∑k

r=٠
∑h

s=٠(h− s+ ١)F (k − r, s)U(r, h− s+ ١).

(١٠۵.٢)



٣٧ بعدی دو غيرخطی توابع ديفرانسيل تبديل محاسبه .١٠.٢

داريم: (١٠۵.٢) در h جای به (h− ١) كردن جايگزين با
F (k, h) = a

∑h−١
s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
G(k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١,

G(k, h) = −a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
F (k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(١٠۶.٢)

تبدیل که می�آيند به�دست زير بازگشتی روابط (١٠۶.٢) و (١٠٣.٢) ،(١٠٠.٢) روابط تركيب از بنابراين
هستند. g(u) = cos(au) و f(u) = sin(au) مثلثاتی توابع دیفرانسیل

F (k, h) =



sin(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
G(r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
G(k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(١٠٧.٢)

و

G(k, h) =



cos(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

−a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
F (r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

−a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
F (k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(١٠٨.٢)

هذلولی توابع ۵.١٠.٢

و f(u) = sinh(au) هذلولوی توابع ديفرانسيل تبديل آوردن دست به روند
تبديل مشابه به�طور می�توان و است مثلثاتی توابع ديفرانسيل تبديل مشابه دقیقاً g(u) = cosh(au)

آورد: به�دست به�صورت را هذلولوی توابع ديفرانسيل

F (k, h) =



sinh(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
G(r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
G(k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(١٠٩.٢)



٣٨ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

و

G(k, h) =



cosh(aU(٠,٠)), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
F (r, h− s)U(k − r, s), k ≥ ١,

a
∑h−١

s=٠
∑k

r=٠
h− s

h
F (k − r, s)U(r, h− s), h ≥ ١.

(١١٠.٢)

نمايی توابع ۶.١٠.٢

گرفت. نظر در زير به�صورت می�توان را f(u) = eau
b نمايی تابع

z(u) = ub(x, y), f(z) = eaz

(٩٣.٢) معادله از تابع اين ديفرانسيل تبديل بنابراين است eau نمايی تابع همان اين كه است واضح
می�آيد. به�دست زير به�صورت

F (k, h) =



eaZ(٠,٠), k = ٠, h = ٠,

a
∑k−١

r=٠
∑h

s=٠
k − r

k
Z(k − r, s)F (r, h− s), k ≥ ١

a
∑k

r=٠
∑h−١

s=٠
h− s

h
Z(r, h− s)F (k − r, s), h ≥ ١.

(١١١.٢)

آن در كه

Z(٠,٠) = U b(٠,٠),

∑h
s=٠ U(٠, h− s)Z(k, s) =

∑k
r=١

∑h
s=٠

(b+ ١)r − k

k
U(r, h− s)Z(k − r, s), k ≥ ١,

∑k
r=٠ U(k − r,٠)Z(r, h) =

∑h
s=١

∑k
r=٠

(b+ ١)s− h

h
U(k − r, s)Z(r, h− s), h ≥ ١.

(١١٢.٢)

عددی مثال�های ١١.٢

:[١٣] بگيريد نظر در را زير غيرخطی اوليه مقدار مسأله .١.١١.٢ مثال
ux(x, y) + uy(x, y) = ٣(x+ y)u

٢
٣ (x, y), (١١٣.٢)

اوليه شرايط با
u(x,٠) = ١, u(٠, y) = ١. (١١۴.٢)



٣٩ عددی مثال�های .١١.٢

است. زير به�صورت بعدی دو ديفرانسيل تبديل قضايای از استفاده با (١١٣.٢) معادله ديفرانسيل تبديل

(k + ١)U(k + ١, h) + (h+ ١)U(k, h+ ١) = ٣
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r − ١, h− s)F (k − r, s) +

٣
k∑

r=٠

h∑
s=٠

δ(r, h− s− ١)F (k − r, s) (١١۵.٢)

با: است معادل اوليه شرايط از استفاده با (١١۵.٢) رابطه كه

(k+١)U(k+١, h)+(h+١)U(k, h+١) = ٣[
k∑

r=٠
F (k−r, h)δ(r−١)+

h∑
s=٠

F (k, h−s)δ(s−١)]

(١١۶.٢)
داريم: (١١۴.٢) اوليه شرايط از و (١١۵.٢) رابطه از استفاده با

U(k,٠) = δ(k), U(٠, h) = δ(h) (١١٧.٢)

داریم: بنابراین است. u ٢
٣ تابع ديفرانسيل تبديل F (k, h) كه

F (k, h) =



F (٠,٠) = U
٢
٣ (٠,٠),

∑h
s=٠ U(٠, h− s)F (k, s) =

∑k
r=١

∑h
s=٠

۵r − ٣k
٣k U(r, h− s)F (k − r, s), k ≥ ١,

∑k
r=٠ U(k − r,٠)F (r, h) =

∑h
s=١

∑k
r=٠

۵s− ٣h
٣h U(k − r, s)F (r, h− s), h ≥ ١,

(١١٨.٢)

داريم: (١١٨.٢) بازگشتی رابطه در (١١٧.٢) مقادير دادن قرار با

h∑
s=٠

U(٠, h− s)F (k, s) =
h∑

s=٠
δ(h− s)F (k, s) = F (k, h),

k∑
r=٠

U(k − r,٠)F (r, h) =
k∑

r=٠
δ(k − r)F (r, h) = F (k, h). (١١٩.٢)

شود: ساده زير به�صورت می�تواند (١١٨.٢) رابطه همچنين

F (٠,٠) = ١,

F (k, h) =
∑k

r=١
∑h

s=٠
۵r − ٣k

٣k U(r, h− s)F (k − r, s), k ≥ ١,

F (k, h) =
∑h

s=١
∑k

r=٠
۵s− ٣h

٣h U(k − r, s)F (r, h− s), h ≥ ١,

(١٢٠.٢)

:(١٢٠.٢) دوم رابطه در h = ٠ و U(k,٠) = δ(k) مقادير كردن جايگزين با

F (k,٠) =
k∑

r=١

۵r − ٣k
٣k U(r,٠)F (k − r,٠) = ٠, k ≥ ١. (١٢١.٢)



۴٠ جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات برای ديفرانسيل تبديل روش كاربرد .٢

.F (k,٠) = δ(k) داريم: F (٠,٠) = ١ از
و می�دهيم قرار (١١۶.٢) رابطه در را h = ٠ و F (k,٠) = δ(k) ، U(k,٠) = δ(k)مقادير حال

می�آوریم: به�دست

U(k,١) = ٣
k∑

r=٠
δ(k − r)δ(r − ١) = ٣δ(k − ١). (١٢٢.٢)

در h = ١ و U(k,١) = ٣δ(k− ١) ، F (k,٠) = δ(k) ، U(k,٠) = δ(k) مقادير كردن جايگزين با
داريم: (١٢٠.٢) سوم رابطه و (١١۶.٢) روابط

F (k,١) = ٢δ(k − ١), U(k,٢) = ٣δ(k − ٢). (١٢٣.٢)

داريم: بازگشتی روابط از استفاده با مشابه به�طور و
F (k,٢) = δ(k − ٢), U(k,٣) = δ(k − ٣),

F (k,٣) = ٠, U(k,۴) = ٠

F (k,۴) = ٠, U(k,۵) = ٠

F (k,۵) = ٠, U(k,۶) = ٠, ...

كلی حالت در و

U(k, h) =



١, k = ٠, h = ٠,

٣, k = ١, h = ١,

٣, k = ٢, h = ٢,

١, k = ٣, h = ٣,

٠, درغيراينصورت

(١٢۴.٢)

داشت: خواهيم (١۵.٢) رابطه در (١٢۴.٢) مقادير دادن قرار با

u(x, y) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

U(k, h)xkyh = ١+ ٣xy + ٣x٢y٢ + x٣y٣ = (١+ xy)٣

است. معادله دقيق جواب اين كه

:[١٣] بگيريد نظر در را زير غيرخطی اوليه مقدار مسأله .٢.١١.٢ مثال
uxy(x, y) = u(x, y)(١+ ln(u(x, y))) (١٢۵.٢)

اوليه شرايط با
u(x,٠) = ١, u(٠, y) = ١. (١٢۶.٢)

است: زير به�صورت (١٢۶.٢) و (١٢۵.٢) روابط ديفرانسيل تبديل

(k + ١)(h+ ١)U(k + ١, h+ ١) = U(k, h) +
k∑

r=٠

h∑
s=٠

U(r, h− s)F (k − r, s) (١٢٧.٢)

U(k,٠) = δ(k), U(٠, h) = δ(h) (١٢٨.٢)



۴١ عددی مثال�های .١١.٢

(١٢٨.٢) ، (١٢۶.٢) روابط از استفاده با است. ln(u) تابع ديفرانسيل تبديل F (k, h) كه
می�شود. محاسبه زير به�صورت F (k, h) ، (٩٩.٢) رابطه كمك با و

F (٠,٠) = ln(U(٠,٠)) (١٢٩.٢)

U(k, h) =
k−١∑
r=٠

h∑
s=٠

r + ١
k

U(k − ١− r, s)F (r + ١, h− s), k ≥ ١, (١٣٠.٢)

U(k, h) =
h−١∑
s=٠

k∑
r=٠

s+ ١
h

U(r, h− ١− s)F (k − r, s+ ١), h ≥ ١. (١٣١.٢)

(١٢٩.٢) و (١٢۶.٢) ، (١٢٨.٢) معادلات در h = ٠ و U(k,٠) = δ(k) مقادير كردن جايگزين با
می�شوند: حاصل زير روابط

F (k,٠) = ٠, U(k,١) = δ(k − ١), (١٣٢.٢)

(١٢۶.٢) و (١٣١.٢) روابط در h = ١ و (١٣٢.٢) معادله در U(k,٠) = δ(k) كردن جايگزين با
داشت: خواهیم

F (k,١) = δ(k − ١), U(k,٢) = ١
٢!δ(k − ٢), (١٣٣.٢)

داريم: بازگشتی روابط از استفاده با مشابه طور به و

F (k,٢) = ٠, U(k,٣) = ١
٣!δ(k − ٣),

F (k,٣) = ٠, U(k,۴) = ١
۴!δ(k − ۴),

F (k,۴) = ٠, U(k,۵) = ١
۵!δ(k − ۵),

F (k,۵) = ٠, U(k,۶) = ١
۶!δ(k − ۶), ...

كلی حالت در و

U(k, h) =
١
h!
δ(k − h). (١٣۴.٢)

داريم: (١۵.٢) رابطه در U(k, h) مقادير همه دادن قرار با

u(x, y) =
∞∑
k=٠

∞∑
h=٠

١
h!
δ(k − h)xkyh =

∞∑
k=٠

١
k!
(xy)k = exy.

است[١٣]. معادله دقيق جواب اين كه





٣ فصل

با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل
کاهشی تبدیل شده اصلاح روش از استفاده

دیفرانسیل

مقدمه ١.٣

را نظری یا عملی پدیده�های که است این در جبری-جزئی� دیفرانسیل معادلات روی بررسی و تحقیق اهمیت
نانوالکترونیک، مانند زمینه�هایی در معادلات این کرد. مدل��بندی معادلات نوع این توسط معمولا می�توان

دارند. کاربرد غیره و مکانیکی سیستم�های برقی، شبکه�های

است. بوده پژوهشگران از بسیاری توجه مورد جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات اخیر سال�های در
در آن اندیس�های مطالعه و ثابت ضرایب با خطی جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات عددی روش�های
(اندیس�های بالا اندیس�های با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات جواب�های است. شده بیان [٣٣ ،٣۴]
قبل معادلات این اغلب بخشید. بهبود عددی لحاظ از می�توان سختی به را یک) از بیش مشتق�گیری
این می�شوند. تبدیل یک اندیس سیستم�های به ابتدا دیفرانسیل معادلات عددی حل روش�های اعمال از
را جواب ویژگی�های است ممکن و باشد پرهزینه بسیار می�تواند که می�نامند، اندیس کاهش را فرایند
اغلب مهندسان و دانشمندان برای جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات کاربرد که �جایی آن از دهد. تغییر

است. نیاز مورد مسائل نوع این حل برای جدیدی روش�های لذا است، بالا اندیس�های با

هموتوپی٣، روشاختلال ، دیفرانسیل٢ کاهشی تبدیل روش دیفرانسیل١، تبدیل روش مانند روش�هایی

١Differential Transform Method(DTM)
٢Reduced Differential Transform Method(RDTM)
٣Homotopy Perturbation Method (HPM)



۴۴ دیفرانسیل کاهشی تبدیل شده اصلاح روش از استفاده با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل .٣

ابزارهای غیره، و تعمیم�یافته۶ هموتوپی روش ، وردشی۵ تکرار روش ، ۴ هموتوپی تحلیل و تجزیه روش
اصلاحاتی اخیراً می�باشند. غیرخطی و خطی جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل برای سودمندی
همچنین است. شده استفاده جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل برای هموتوپی اختلال روش از
جواب�های است. شده اعمال جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل برای چندمتغیره پاده سری�های
مطالعه نظر، مورد توابع مختلف پارامترهای و متغیرها تأثیرات روی تا می�کند کمک محققان به تحلیلی

.[٣٠] باشند داشته بیش�تری
نسبت بالاتر کارایی و سادگی دلیل به دیفرانسیل تبدیل روش بالا، در شده ذکر روش�های میان در
پارامترهای به روش این است. مناسب�تر غیرخطی دیفرانسیل معادلات حل برای دیگر، روش�های به
تبدیل روش [۴۵] در نیست. وابسته دیگر متداول تقریبی روش�های مانند آزمایشی تابع یک یا آشفته
الکتریکی مدارهای تقریبی جواب�های یافتن برای ابزار یک عنوان به مهندسی زمینه�های برای دیفرانسیل
بسط از مشتق�گیری تکراری فرآیند یک براساس را تقریب�هایی دیفرانسیل تبدیل روش می�شود. معرفی
واکنش� مدل�های مانند دیفرانسیل معادلات انواع حل برای روش، این می�کند. ایجاد تیلور سری�های
شرودینگر، معادلات جبری، دیفرانسیل معادلات نقطه�ای، دو مرزی مقدار مسائل غیرخطی، بیوشیمی
ما ادامه در است. موثر بسیار غیره و ریکاتی٨ دیفرانسیل معادلات و کسری٧ دیفرانسیل معادلات
روش کم�تر) قدرت با نه (اما شده�ی ساده�تر حالت عبارتی به که را [٢٩] دیفرانسیل تبدیل کاهش روش
تبدیل کاهش روش می�کنیم. پیشنهاد جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل برای است دیفرانسیل تبدیل
تبدیل روش از استفاده با علاوه به دارد. نیاز کم�تری محاسبات دیفرانسیل تبدیل روش به نسبت دیفرانسیل
با ادامه در شود. بیان توانی سری�های صورت به می�تواند اولیه مقدار مسائل جواب دیفرانسیل کاهش
توانی سری�های همگرایی دامنه موارد از بسیاری در ،[۴٠ ،٢۵] دوباره جمع�بندی روش قابلیت از استفاده
روی دیفرانسیل تبدیل کاهش روش می�شود. دقیق جواب یافتن به منجر کار این که می�دهیم گسترش را
فرنبرگ-وایتهام٩، معادلات ،KDV یافته تعمیم معادلات کسری، دیفرانسیل معادلات مانند مسائلی
غیره و شعاع١٢ انتشار معادلات ، کسری-زمان١١ تلگرافی معادلات ، نول-وایتد-سگل١٠ معادلات

است. اعمال قابل
پاده تقریب و لاپلاس تبدیلات دیفرانسیل، کاهشی تبدیل ترکیبی روش از کاربردهایی فصل این در
جواب�های می�دهیم. ارائه جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات تحلیلی جواب�های کردن پیدا برای را [٢٠]
سری�های به�صورت دیفرانسیل تبدیل کاهش روش از استفاده با ابتدا جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات
دیفرانسیل، تبدیل کاهش روش از حاصل سری�های بریدن با جواب�ها بهبود برای می�آیند. به�دست توانی

۴Homotopy Analysis Method (HAM)
۵Variational Iteration Method (VIM)
۶Generalized Homotopy Method
٧Fractional Differential Equations
٨Riccati Differential Equation
٩Fornberg-Whitham Equations

١٠Newell-Whitehead-Segel Equation
١١Time-Fractional Telegraphic Equation
١٢Radial Diffusivity Equation



۴۵ دیفرانسیل تبدیل کاهش روش .٢.٣

پاده تقریب از استفاده با را شده تبدیل سری�های سپس می�کنیم. اعمال آن روی را لاپلاس تبدیلات
پاده تقریب روی را لاپلاس تبدیل معکوس تحلیلی، جواب آوردن به�دست برای نهایت در و آورده به�دست
روش از ترکیبی می�دهیم، نشان LPRDTM به�صورت اختصار به که ترکیبی روش این می�کنیم. اعمال
بریده سری� جواب�های همگرایی سرعت زیادی حد تا که است لاپلاس-پاده و دیفرانسیل تبدیل کاهش
لاپلاس-پاده دوباره جمع�بندی روش حقیقت در می�بخشد. بهبود را دیفرانسیل تبدیل کاهش روش شده�ی

می�شود. دقیق جواب به منجر اغلب و می�دهد گسترش را شده بریده توانی سری�های همگرایی دامنه
کاهش به نیاز بدون می�تواند لاپلاس-پاده و دیفرانسیل تبدیل کاهش ترکیبی روش که می�شویم متذکر
نیاز LPRDTM پیشنهادی روش برسد. دقیق جواب به جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات برای اندیس
برنامه�هایی از استفاده با به�راحتی می�تواند آن محاسبات و ندارد دیگر روش�های مانند آشفته پارامتر به

شود. انجام متلب و میپل مانند

دیفرانسیل تبدیل کاهش روش ٢.٣

پیوسته به�طور x مکان و t زمان به نسبت و تحلیلی Ω دلخواه دامنه در u(t, x) تابع اگر .١.٢.٣ تعریف
آنگاه� باشد، مشتق�پذیر

Uk(x) =
١
k!

[
∂k

∂tk
u(t, x)

]
t=٠

, x ∈ Ω, (١.٣)

است. u(t, x) از تبدیل تابع

می�شود: تعریف زیر صورت به {Uk(x)}nk=٠ از دیفرانسیل معکوس تبدیل .٢.٢.٣ تعریف

u(t, x) =
∞∑
k=٠

Uk(x)t
k, x ∈ Ω. (٢.٣)

داریم: (٢.٣) در جایگذاری(١.٣) با

u(t, x) =
∞∑
k=٠

١
k!

[
∂k

∂tk
u(t, x)

]
t=٠

tk (٣.٣)

توانی سری�های از دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش مفهوم که کرد مشاهده می�توان آسانی به ،(٣.٣) از
معادلات حل برای شده پیشنهاد دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش کاربرد دادن نشان برای می�آید. به�دست
می�گیریم: نظر در را زیر غیرخطی جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات سیستم جبری-جزئی، دیفرانسیل

A
∂

∂t
u(t, x) + B

∂٢

∂x٢
u(t, x) +N(u(t, x)) = g(t, x), t ≥ ٠, x ∈ Ω, (۴.٣)

دیفرانسیل عملگر N(u(t, x)) منفرد، ماتریس A که هستند n×n مربعی ماتریس�های B و A آن در که
است. معلوم تحلیلی تابع g و غیرخطی

است: شده مطرح زیر به�صورت ثابت اولیه شرایط برخی با (۴.٣) جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات

u(٠, x) = f(x), x ∈ Ω. (۵.٣)



۴۶ دیفرانسیل کاهشی تبدیل شده اصلاح روش از استفاده با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل .٣

نوشته زیر به�صورت می�تواند دیفرانسیل معادله جواب که می�دهد نشان دیفرانسیل تبدیل کاهش روش
شود:

u(t, x) =
∞∑
k=٠

Uk(x)t
k. (۶.٣)

می�آیند. به�دست دیفرانسیل تبدیل کاهش روش توسط که هستند مجهولی توابع U٠(x), U١(x), · · · که
جبری- دیفرانسیل معادلات و (۵.٣) اولیه شرایط در ترتیب به دیفرانسیل تبدیل کاهش روش اعمال با

می�آوریم: به�دست را شده تبدیل اولیه شرط ،(۴.٣) جزئی
U٠(x) = f(x), x ∈ Ω, (٧.٣)

به�صورت بازگشتی دستگاه و

(١+k)AUk+١(x)+B
d٢

dx٢
Uk(x)+N(U٠(x), · · · , Uk(x)) = G(x), x ∈ Ω k = ٠,١,٢, · · ·

(٨.٣)
،N(u(t, x)) از دیفرانسیل کاهشی تبدیل به�ترتیب G(x) و d٢

dx٢Uk(x) ،N(U٠(x), · · · , Uk(x) که
هستند. g(t, x) و ∂٢

∂x٢u(t, x)

Uk(x), k = ٠,١,٢, · · · مجهول توابع آمده، به�دست سیستم حل و (٨.٣) در (٧.٣) جایگذاری با
مجهول توابع دیفرانسیل معکوس تبدیل از استفاده با را تقریبی جواب سپس می�آوریم. به�دست را

می�آوریم: به�دست زیر به�صورت {Uk(x)}nk=٠

ū(t, x) =
n∑

k=٠
Uk(x)t

k, (٩.٣)

می�آید به�دست زیر صورت به (۵.٣)-(۴.٣) مسأله دقیق جواب است. جواب تقریب مرتبه n که

u(t, x) =
∞∑
k=٠

Uk(x)t
k. (١٠.٣)

است، v(t, x) و u(t, x) دیفرانسیل کاهشی تبدیلات به�ترتیب Vk(x) و Uk(x) ،(١.٣) جدول در
شده�اند. داده نشان جدول در توابع از برخی تبدیل توابع همچنین

کرد: بیان زیر صورت به می�توان را دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش فرآیند
می�کنیم. اعمال اولیه شرایط روی را دیفرانسیل تبدیل کاهش روش .١

تبدیل کاهش روش ، U٠(x), U١(x), · · · مجهول توابع بازگشتی سیستم آوردن دست به برای .٢
می�کنیم. اعمال جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات روی را دیفرانسیل

حل را U٠(x), U١(x), · · · مجهول توابع بازگشتی سیستم و کرده استفاده اولیه شرایط تبدیلات از .٣
می�کنیم.

معادله دقیق جواب یا تقریبی جواب آوردن به�دست برای ،(٩.٣) دیفرانسیل معکوس تبدیل فرمول از .۴
می�کنیم. استفاده جبری-جزئی دیفرانسیل

تبدیل کاهش روش از که جواب�هایی دنباله باشد زیاد می�گیریم نظر در که عباراتی تعداد اگر حتی
که می�کنیم پیشنهاد بنابراین باشند، همگرا محدودی ناحیه�ی در است ممکن می�آیند، به�دست دیفرانسیل



۴٧ لاپلاس-پاده دوباره جمع�بندی روش .٣.٣

دیفرانسیل تبدیل کاهش :١.٣ جدول
اصلی تابع تبدیل تابع

w(x, t) = u(x, t)∓ v(x, t) Wk(x) = Uk(x)∓ Vk(x)

w(x, t) = αu(x, t) Wk(x) = αUk(x)

w(x, y) = xmtn Wk(x) = xmδ(k − n)

w(x, y) = xmtnu(x, t) Wk(x) = xmUk−n(x)

w(x, t) = u(x, t)v(x, t) Wk(x) =
∑k

r=٠ Vr(x)Uk−r(x) =
∑k

r=٠ Ur(x)Vk−r(x)

w(x, t) = ∂r

∂tr u(x, t) Wk(x) = (k + ١)...(k + r)Uk+r(x) =
(k+r)!

k! Uk+r(x)

w(x, t) = ∂
∂xu(x, t) Wk(x) =

∂
∂xUk(x)

دیفرانسیل تبدیل کاهش روش�های از که بریده�ای سری�های برای را لاپلاس-پاده دوباره جمع�بندی روش
توضیح ادامه در را روش این ما که دهیم گسترش را همگرایی محدوده تا کنیم اعمال می�آید، به�دست

داد. خواهیم

لاپلاس-پاده دوباره جمع�بندی روش ٣.٣

نوع این اوقات گاهی وجود، این با می�شود. توانی سری جواب�های تشکیل باعث تقریب روش چندین
برای [۴٠ ،٢۵] لاپلاس-پاده دوباره جمع�بندی روش می�باشند. همگرایی از بزرگی دامنه فاقد جواب�ها از

می�رود. به�کار دقیق جواب�های یافتن منظور به جواب�ها همگرایی دامنه کردن بزرگ

کرد. بیان زیر به�صورت اختصار به می�توان را لاپلاس-پاده روش
می�کنیم. اعمال (٩.٣) توانی سری�های روی را لاپلاس روش ابتدا .١

می�کنیم. ١/t جایگزین را s آمده دست به معادله در سپس .٢
M و N می�آوریم. به�دست [N,M ] مرتبه از پاده تقریب از استفاده با را شده تبدیل سری�های حال .٣

باشند. توانی سری�های مرتبه از کوچکتر آن�ها مقدار باید اما می�شوند، انتخاب دلخواه طور به
می�کنیم. ١/s جایگزین را t .۴

می�آوریم. به�دست را دقیق یا تقریبی جواب معکوس لاپلاس تبدیلات از استفاده با نهایت در .۵

عددی مثال�های ۴.٣

معادلات سیستم دو در را دادیم توضیح قبل قسمت در که LPRDTM روش دقت و تأثیر بخش این در
می�دهیم. نشان اندیس-٣ و اندیس-٢ جبری-جزئی دیفرانسیل



۴٨ دیفرانسیل کاهشی تبدیل شده اصلاح روش از استفاده با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل .٣

اندیس-٢ غیرخطی دوم مرتبه جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات ١.۴.٣

بگیرید[٧]: نظر در را زیر اندیس-٢ غیرخطی جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات
∂u١
∂t

− ∂٢u١
∂x٢

− ٢u١
∂u١
∂x

+ (١+ x٢)u٣ = ٠, (١١.٣)

∂u٢
∂t

− ∂٢u٢
∂x٢

− ٢u٢
∂u٢
∂x

+ (١+ x٢)u٣ = ٠, (١٢.٣)

۵u١ − ٣u٢ − ٢e−t cos x = ٠, (١٣.٣)

t ≥ ٠ و −∞ < x < +∞ با جبری معادله یک و هذلولی سیستم دو از (١٣.٣)-(١١.٣) معادلات
می�باشد: زیر اولیه شرایط دارای که است شده تشکیل

u٠)١, x) = cos x, u٠)٢, x) = cos x, −∞ < x < ∞ (١۴.٣)

جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات و (١۴.٣) اولیه شرایط روی ترتیب به را دیفرانسیل کاهشی تبدیل
داریم: می�کنیم. اعمال (١٣.٣)-(١١.٣)

U١,٠(x) = cos x, U٢,٠(x) = cosx, −∞ < x < ∞ (١۵.٣)

می�باشد: زیر صورت به k = ٠,١,٢, · · · برای بازگشتی سیستم و

(k + ١)U١,k+١(x)− d٢

dx٢U١,k(x)− ٢
k∑

r=٠
U١,r(x)

d

dx
U١,k−r(x) + (١+ x٢)U٣,k(x) = ٠,

(k + ١)U٢,k+١(x)− d٢

dx٢U٢,k(x)− ٢
k∑

r=٠
U٢,r(x)

d

dx
U٢,k−r(x) + (١+ x٢)U٣,k(x) = ٠,

۵U١,k(x)− ٣U٢,k(x)− (١−)٢K
k!

cosx = ٠

(١۶.٣)

کرد: بازنویسی زیر به�صورت k = ١,٢,٣, · · · برای می�توان را بالا سیستم

(k)U١,k(x)− d٢

dx٢U١,k−١(x)− ٢
k−١∑
r=٠

U١,r(x)
d

dx
U١,k−١−r(x) + (١+ x٢)U٣,k−١(x) = ٠,

(k)U٢,k(x)− d٢

dx٢U٢,k−١(x)− ٢
k−١∑
r=٠

U٢,r(x)
d

dx
U٢,k−١−r(x) + (١+ x٢)U٣,k−١(x) = ٠,

۵U١,k(x)− ٣U٢,k(x)− (١−)٢K
k!

cosx = ٠,

(١٧.٣)

U٣,k−١(x) و U٢,k(x) ،U١,k(x) برای (١٧.٣) ٣×٣ جبری-خطی سیستم حل و (١۵.٣) از استفاده با
داریم k = ١,٢,٣, · · · ازای به



۴٩ عددی مثال�های .۴.٣

U١,١(x) = U٢,١(x) = cosx, U٣,٠(x) = − sin ٢x
١+x٢ ,

U١,٢(x) = U٢,٢(x) =
١
٢ cosx, U٣,١(x) =

٢ sin ٢x
١+x٢ ,

U١,٣(x) = U٢,٣(x) =
١
٣! cos x, U٣,٢(x) = −٢ sin ٢x

١+x٢
,

U١,۴(x) = U٢,۴(x) =
١
۴! cos x, U٣,٣(x) =

۴ sin ٢x
٣(١+x٢)

,

U١,۵(x) = U٢,۵(x) = − ١
۵! cosx, U٣,۴(x) = − ۴ sin ٢x

٣!(١+x٢) ,

· · ·

(١٨.٣)

می�باشد: زیر صورت به چهارم مرتبه تقریبی جواب ،(١٨.٣) و (٩.٣) از استفاده با آنگاه�

u١(t, x) = u٢(t, x) ∼=
۴∑

k=٠
U١,k(x)t

k =

(
١− t+

t٢

٢! −
t٣

٣! +
t۴

۴!

)
cosx, (١٩.٣)

و

u٣(t, x) ∼=
۴∑

k=٠
U٣,k(x)t

k = −

(
١− ٢t+ ٢٢t٢

٢! − ٢٣t٣
٣! +

٢۴t۴
۴!

)
sin٢x
١+ x٢

, (٢٠.٣)

عبارات از زیادی تعداد شامل اگر حتی می�آیند، به�دست دیفرانسیل تبدیل کاهش روش از که جواب�هایی
برای را t-لاپلاس تقریب روش اعمال بنابراین باشد. همگرا محدودی ناحیه�ی در است ممکن باشند،
اعمال u٣(t, x) و u٢(t, x) ،u١(t, x) روی را لاپلاس تبدیلات می�کنیم. پیشنهاد همگرایی ناحیه افزایش

داریم است). متغیر t و ثابت x که این فرض (با می�کنیم

ℓ[u١(t, x)] = ℓ[u٢(t, x)] =

(
١
s
− ١

s٢
+

١
s٣

− ١
s۴

)
cosx, (٢١.٣)

و
ℓ[u٣(t, x)] = −

(
١
s
− ٢

s٢
+

۴
s٣

− ٨
s۴

)
sin٢x
١+ x٢

, (٢٢.٣)

بنابراین باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای
ℓ[u١(t, x)] = ℓ[u٢(t, x)] =

(
t− t٢ + t٣ − t۴

)
cos x (٢٣.٣)

و
ℓ[u٣(t, x)] = −

(
t− ٢t٢ + ۴t٣ − ٨t۴

) sin٢x
١+ x٢

. (٢۴.٣)

به L + M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (٢۴.٣) و (٢٣.٣) معادلات از [L,M ] t-پاده تقریب�های
می�آید: به�دست زیر صورت

[L,M ]u١(t, x) = [L,M ]u٢(t, x) = [٢,٢]u١=u٢(t, x) =

(
t

١+ t

)
cos x, (٢۵.٣)



۵٠ دیفرانسیل کاهشی تبدیل شده اصلاح روش از استفاده با جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات حل .٣

و
[L,M ]u٣(t, x) = [٢,٢]u٣(t, x) = −

(
t

١+ ٢t

)
sin٢x
١+ x٢

. (٢۶.٣)

می�آیند: به�دست زیر به�صورت [L,M ]u٣ و [L,M ]u٢ ،[L,M ]u١ عبارات بنابراین ،t = ١/s چون حال

[L/M ]u١(t, x) = [L,M ]u٢(t, x) =

(
١

١+ s

)
cos x, (٢٧.٣)

و
[L/M ]u٣(t, x) = −

(
١

١+ s

)
sin٢x
١+ x٢

. (٢٨.٣)

این فرض (با می�کنیم اعمال (٢٨.٣) و (٢٧.٣) پاده تقریب�های روی را معکوس لاپلاس تبدیل انتها در
[٧] است دقیق جواب مورد این در که است نظر مورد تقریبی جواب حاصل عبارت است). ثابت x که

u١(t, x) = e−t, u٢(t, x) = e−t, u٣(t, x) = −e−٢t sin٢x
١+ x٢

, −∞ < x < +∞.

(٢٩.٣)

اندیس-٣ غیرخطی دوم مرتبه جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات ٢.۴.٣

[۶] بگیرید نظر در را زیر اندیس-٣ جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات
∂٢u١
∂t٢

− ∂٢u١
∂x٢

− u٣ sinπx = ٠, (٣٠.٣)

∂٢u٢
∂t٢

− ∂٢u٢
∂x٢

− u٣ cosπx = ٠, (٣١.٣)

u١ sinπx+ u٢ cos πx− e−t = ٠. (٣٢.٣)

t ≥ ٠ و −∞ < x < +∞ با جبری معادله یک و هذلولی سیستم دو از (٣٢.٣)-(٣٠.٣) معادلات
می�باشد: زیر اولیه شرایط دارای که است شده تشکیل

u٠)١, x) = sin πx,
∂u١
∂t

(٠, x) = − sin π, (٣٣.٣)

u٠)٢, x) = cos πx,
∂u١
∂t

(٠, x) = − cos π, −∞ < x < +∞. (٣۴.٣)

جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات و (٣۴.٣)-(٣٣.٣) اولیه شرایط روی را کاهشی دیفرانسیل تبدیل
داریم: می�کنیم. اعمال (٣٢.٣)-(٣٠.٣)

U١,٠(x) = sin πx, U١,١(x) = − sinπx, (٣۵.٣)

U٢,٠(x) = sin πx, U٢,١(x) = − cos πx, −∞ < x < +∞, (٣۶.٣)

است زیر صورت به بازگشتی سیستم و

(k + ١)(k + ٢)U١,k+٢(x)− d٢

dx٢U١,k(x)− U٣,k(x) sin πx = ٠,

(k + ١)(k + ٢)U٢,k+٢(x)− d٢

dx٢U٢,k(x)− U٣,k(x) cos πx = ٠,

U١,k(x) sin πx+ U٢,k(x) cos πx− (−١)k
k!

= ٠, k = ٠,١,٢, · · ·

(٣٧.٣)
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کرد بازنویسی زیر به�صورت می�توان را بالا سیستم

(k − ١)kU١,k(x)− d٢

dx٢U١,k−٢(x)− U٣,k−٢(x) sin πx = ٠,

(k − ١)kU٢,k(x)− d٢

dx٢U٢,k−٢(x)− U٣,k−٢(x) cos πx = ٠,

U١,k(x) sin πx+ U٢,k(x) cos πx− (−١)k
k!

= ٠, k = ٢,٣, · · ·

(٣٨.٣)

U٣,k−٢ و U٢,k ،U١,k برای ،(٣٨.٣) ٣×٣ جبری-خطی سیستم حل و (٣۶.٣)-(٣۵.٣) از استفاده با
داریم k = ٢,٣,۴, · · · برای

U١,٢(x) =
١
٢ sin πx, U٢,٢(x) =

١
٢ cosπx, U٣,٠(x) = ١+ π٢,

U١,٣(x) = −١
۶ sin πx, U٢,٣(x) = −١

۶ cos πx, U٣,١(x) = −(١+ π٢),

U١,۴(x) =
١
٢۴ sin πx, U٢,۴(x) =

١
٢۴ cosπx, U٣,٢(x) =

١
١)٢+ π٢),

· · ·

(٣٩.٣)

داریم را زیر تقریبی جواب (٣٩.٣) و (٩.٣) از استفاده با

u١(t, x) ∼=
۴∑

k=٠
U١,k(x)t

k =

(
١− t+

١
٢!t

٢ − ١
٣!t

٣ +
١
۴!t

۴
)
sin πx, (۴٠.٣)

u٢(t, x) ∼=
۴∑

k=٠
U٢,k(x)t

k =

(
١− t+

١
٢!t

٢ − ١
٣!t

٣ +
١
۴!t

۴
)
cos πx, (۴١.٣)

u٣(t, x) ∼=
٢∑

k=٠
U٣,k(x)t

k = (١+ π٢)

(
١− t+

١
٢!t

٢
)
. (۴٢.٣)

آورد. به�دست (٣٨.٣) از می�توان را k ≥ ٠ برای U٣,k−٢ و U٢,k(x) ،U١,k(x) ضرایب مشابه طور به
داریم می�کنیم، اعمال u٣(t, x) و u٢(t, x) ،u١(t, x) روی را لاپلاس تبدیلات

ℓ[u١(t, x)] =

(
١
s
− ١

s٢
+

١
s٣

)
sinπx, (۴٣.٣)

ℓ[u٢(t, x)] =

(
١
s
− ١

s٢
+

١
s٣

)
cosπx, (۴۴.٣)

و
ℓ[u٣(t, x)] = (١+ π٢)

(
١
s
− ١

s٢
+

١
s٣

)
. (۴۵.٣)

آنگاه� باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای
ℓ[u١(t, x)] = (t− t٢ + t٣) sin πx, (۴۶.٣)
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ℓ[u٢(t, x)] = (t− t٢ + t٣) cos πx, (۴٧.٣)

و

ℓ[u٣(t, x)] = (١+ π٢)(t− t٢ + t٣) sin πx. (۴٨.٣)

L+M ≤ ٣ Mو ≥ ١ ،L ≥ ١ با (۴٨.٣) و (۴٧.٣) ،(۴۶.٣) معادلات از [L,M ] t-پاده تقریب�های
می�آید: به�دست زیر به�صورت

[L,M ]u١(t, x) =

(
t

١+ t

)
sinπx, (۴٩.٣)

[L,M ]u٢(t, x) =

(
t

١+ t

)
cosπx, (۵٠.٣)

و
[L,M ]u٣(t, x) = (١+ π٢)

(
t

١+ t

)
. (۵١.٣)

s از عبارتی حسب بر [L,M ]u٣(t, x) و [L,M ]u٢(t, x) ،[L,M ]u١(t, x) است، t = ١/s چون حال
می�آیند: به�دست زیر صورت به

[L,M ]u١(t, x) = (١+ s)−١ sinπx, (۵٢.٣)

[L,M ]u٢(t, x) = (١+ s)−١ cosπx, (۵٣.٣)

و
[L,M ]u٣(t, x) = (١+ π١)(٢+ s)−١. (۵۴.٣)

جواب (۵۴.٣) و (۵٣.٣) ،(۵٢.٣) پاده تقریب�های روی معکوس لاپلاس تبدیل اعمال با نهایت در
: [٧] می�آوریم به�دست است دقیق جواب مورد این در که را تقریبی

u١(t, x) = e−t sinπx, u٢(t, x) = e−t cos πx, u٣(t, x) = (١+π٢)e−t, −∞ < x < ∞.

(۵۵.٣)
معادلات حل برای مفید آنالیزی ابزار یک عنوان به را دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش ما فصل این در
این لاپلاس-پاده و دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش ترکیب می�کنیم. معرفی جبری-جزئی دیفرانسیل
اندیس- جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات مسأله دو از دقیقی جواب بتوانیم که داد ما به را امکان
معادلات حل همچنین آوریم. به�دست اندیس، کاهش فرآیند از استفاده به نیاز بدون را اندیس-٣ و ٢
استفاده به�علاوه است دشوار بسیار اندیس� کاهش از استفاده با بالا اندیس�های با جبری-جزئی دیفرانسیل
معادلات مسأله جواب ویژگی�های است ممکن و باشد داشته بالایی هزینه می�تواند اندیس کاهش روش از
تبدیل روش تبدیلات شده، حل مسأله دو این از کدام هر در نکند. حفظ را جبری-جزئی دیفرانسیل
بازگشتی جبری-خطی سیستم یک به به�راحتی را جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات دیفرانسیل، کاهشی
گسترش برای شده، ذکر مطالب طبق می�دهد. ما به� توانی سری�های صورت به را جواب و کرده تبدیل
تا می�کنیم اعمال آن�ها روی را لاپلاس-پاده دوباره جمع�بندی روش شده، بریده سری�های همگرایی دامنه

آوریم. به�دست را دقیق جواب
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عبارت�های ایجاد سبب که غیرضروری محاسبات شامل دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش فرآیند
بیش�تر در که است مسأله�ای پیچیده، عبارت�های ایجاد مسأله .[٣٩] نمی�باشد می�شوند دشوار و پیچیده

است. رایج غیره یا هموتوپی اختلال روش مانند عددی تقریب روش�های
این کارایی و می�دهد کاهش را محاسبات حجم زیادی حد تا دیفرانسیل کاهشی تبدیل روش ویژگی این
معادلات حل برای عددی یا آنالیزی استاندارد روش هیچ گفت می�توان همچنین می�بخشد. بهبود را روش
ابزار یک به LPRDTM روش تبدیل بنابراین ندارد، وجود بالا اندیس�های با جبری-جزئی دیفرانسیل

است. مناسبی حل راه معادلات حل برای
و وردشی تکرار روش هموتوپی، اختلال روش هموتوپی، تحلیل روش مانند تحلیلی نیمه روش�های
پارامتر چند یا یک شامل محاسباتی و جواب�ها آوردن به�دست برای اولیه تقریب یک نیازمند غیره،
باشند. دقیق�تر می�توانند آمده به�دست نتایج آنگاه� کنیم، انتخاب دلخواه به اولیه تقریب�های اگر می�باشند.
انگیزه این ما به موضوع این ندارد. وجود اولیه تقریب انتخاب برای عمومی روش هیچ وجود این با
مربعات کم�ترین خطای کردن مینیمم توسط که کنیم استفاده شده�ای اصلاح پارامترهای از که می�دهد را
و دیفرانسیل تبدیل کاهش ترکیبی روش دیگر عبارت به می�آیند. به�دست عددی حل�های راه به توجه با
روش نیست. مربعات کم�ترین خطای کردن مینیمم برای فرآیندی یا معادله هیچ حل نیازمند پاده لاپلاس
است کرده محاسبه قابل به�راحتی ساده روش یک از استفاده با را ضرایب این دیفرانسیل تبدیل کاهش

آورد. به�دست میپل و متلب مانند برنامه�هایی با را آن�ها می�توان که





۴ فصل

از استفاده با تأخیری دیفرانسیل معادلات حل
پاده تقریب و دیفرانسیل تبدیل ترکیبی روش

مقدمه ١.۴

اعتمادی قابل روش دیفرانسیل تبدیل روش دیفرانسیل، معادلات حل برای موجود روش�های با مقایسه در
حل برای را دیفرانسیل تبدیل روش می�خواهیم ما فصل این در دارد. نیاز کم�تری محاسبات که است

کنیم. بیان تأخیری دیفرانسیل معادلات از nام مرتبه

:[٢٧] می�کنیم تعریف زیر صورت به را nام مرتبه تأخیری دیفرانسیل معادلات

y(n)(x) = f(x, y(x), y(η١(x)), y(η٢(x)), · · · , y(ηm(x))), x ∈ I = [٠, a], (١.۴)

،x ∈ I برای و ηi : I → R(i = ١,٢, · · · ,m) ،f : I × R٢ → R ،y : I → R آن در که
بیوشیمی، مانند آوری فن و علمی های زمینه از بسیاری در تأخیری دیفرانسیل معادلات .ηi(x) < x

تأخیری دیفرانسیل معادلات با پویا جمعیت مدل�های از بسیاری شده�اند. مشاهده فیزیک و مهندسی
پیشنهاد زیر صورت به اول مرتبه تأخیری غیرخطی دیفرانسیل معادله [٢٧] در مثال برای شده�اند. ساخته

است: شده

y′(x) = g(y(x))− g(y(x− L)). (٢.۴)

دیفرانسیل معادله این، بر علاوه است. (١.۴) از خاص حالت یک (٢.۴) معادله که است ذکر به لازم
به�صورت (١.۴) معادله نوع از خطی تأخیری

y′(x) = a(y(λx) + by(x)), a > ٠, b > ٠, ٠ < λ < ١, (٣.۴)

است. شده مرتب پانتوگراف معادله یک

۵۵
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مسأله حل روش ٢.۴

[٢٧] بگیرید نظر در را زیر صورت به y(x) تابع دیفرانسیل تبدیل

Y (k) =
١
k!

[
dk

dxk
y(x)

]
x=x٠

, (۴.۴)

زیر صورت به Y (K) دیفرانسیل تابع معکوس است. تبدیل تابع Y (K) و اصلی تابع y(x) آن در که
می�شود: تعریف

y(x) =
∞∑
k=٠

Y (k)(x− x٠)
k (۵.۴)

آورد به�دست (۵.۴) و (۴.۴) معادلات از به�سادگی می�توان را دیفرانسیل تبدیل روش از زیر قضایای
.[۴۵]

.Y (k) =
k∑

k٠=١
F (k١)G(k − k١) آنگاه� باشد، y(x) = f(x)g(x) اگر .١.٢.۴ قضیه

آنگاه� باشد، y(x) = f١(x)f٢(x) · · · fn−١(x)fn(x) اگر .٢.٢.۴ قضیه

Y (k) =
k∑

kn−٠=١

kn−١∑
kn−٠=٢

· · ·
k٣∑

k٠=٢

k٢∑
k٠=١

F١(k١)F٢(k٢−k١) · · ·Fn−١(kn−١−kn−٢)×Fn(k−kn−١).

(۶.۴)

آنگاه� باشد، y(x) = f(x+ a) اگر .٣.٢.۴ قضیه

Y (k) =
N∑

h١=k

(
h١
k

)
ah١−kF (h١), N −→ ∞ (٧.۴)

است: زیر به�صورت a ≥ ١ با y(x) = f(x/a) دیفرانسیل تبدیل .۴.٢.۴ قضیه

Y (k) =
N∑

h١=k

(−١)h١−k (a− ١)h١=k

ah١
xh١−k
٠

(
h١
k

)
F (h١), N → ∞ (٨.۴)

است: زیر به�صورت a١ ≥ ١ با y(x) = f١(x/a١)f٢(x/a٢) دیفرانسیل تبدیل .۵.٢.۴ قضیه

Y (k) =
k∑

k٠=١

N∑
h١=k١

N∑
h٢=k−k١

(−١)h١+h٢−k (a١ − ١)h١−k١

a
h١
١

(a٢ − ١)h٢−k+k١

a
h٢
٢

×xh١+h٢−k
٠

(
h١
k١

)(
h٢

k − k١

)
F١(h١)F٢(h٢) N → ∞

(٩.۴)

برای را می�آیند به�دست سری به�صورت که تقریبی جواب�های دیفرانسیل تبدیل روش از استفاده با
تقریب و لاپلاس تبدیلات و می�کنیم قطع غیرخطی و خطی تأخیری دیفرانسیل معادلات جواب بهبود
لاپلاس تبدیل معکوس از تحلیلی، جواب آوردن به�دست برای نهایت در می�کنیم. اعمال آن روی را پاده
به را است شده تشکیل لاپلاس-پاده و دیفرانسیل تبدیل روش ترکیب از که روش این می�کنیم. استفاده

می�دهیم. نشان LPDTM با اختصار
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عددی مثال�های ٣.۴

: [٢٧] بگیرید نظر در را زیر تأخیری دیفرانسیل معادله .١.٣.۴ مثال
d٢y

dt٢
= ١− ٢y٢

(
t

٢

)
, ٠ ≤ t ≤ ١, (١٠.۴)

اولیه شرایط و
y(٠) = ١, y′(٠) = ٠. (١١.۴)

می�آید: به�دست زیر به�صورت (١٠.۴) معادله دیفرانسیل تبدیل (۵.٢.۴) و (؟؟) قضایای از استفاده با

(k + ١)(k + ٢)Y (k + ٢) = δ(k)− ٢
k∑

k٠=١

١
٢k

Y (k١)Y (k − k١), (١٢.۴)

[٢٧] داریم و است t٠ = ٠ در tn از دیفرانسیلی تبدیل δ(k − n) آن در که

δ(k − n) =

١, k = n,

٠, k ̸= n,
n = ٠,٢, · · · (١٣.۴)

تبدیل زیر صورت به (١١.۴) معادله در اولیه شرایط بگیرید، نظر در را t٠ در y(t) دیفرانسیل تبدیل
می�شوند:

Y (٠) = ١, Y (١) = ٠. (١۴.۴)

داریم: (١٢.۴) معادله از

Y (٢) = − ١
٢! , Y (٣) = ٠, Y (۴) = ١

۴! , Y (۵) = ٠, Y (۶) = −١
۶ ,

Y (٧) = ٠, Y (٨) = ١
٨! , Y (٩) = ٠, Y (١٠) = − ١

١٠ , Y (١١) = ٠,

Y (١٢) = ١
١٢! , Y (١٣) = ٠, Y (١۴) = − ١

١۴ , Y (١۵) = ٠,

Y (١۶) = ١
١۶! , Y (١٧) = ٠, Y (١٨) = − ١

١٨! , · · ·

(١۵.۴)

می�آوریم: به��دست را زیر تحلیلی جواب ،(۵.۴) معادله در مقادیر جایگذاری با

y(t) = ١− ١
٢!t

٢+
١
۴!t

۴− ١
۶t

۶+
١
٨!t

٨− ١
١٠t

١٠+
١
١٢!t

١٢− ١
١۴t

١۴+
١
١۶!t

١۶+ · · · (١۶.۴)

است: زیر به�صورت ششم مرتبه از تقریبی جواب (١۶.۴) از استفاده با حال

y(t) ∼=
۶∑

k=٠
Y (k)(t− t٠)

k =

(
١− ١

٢!t
٢ +

١
۴!t

۴ − ١
۶!t

۶
)
. (١٧.۴)

عبارت�های تعداد وجود با می�آیند، به�دست دیفرانسیل تبدیل روش از که سری جواب�های اوقات گاهی
افزایش برای که می�کنیم پیشنهاد ما بنابراین باشند. همگرا محدودی ناحیه�ی در فقط است ممکن زیاد
(١٧.۴) معادله روی را لاپلاس تبدیل ابتدا کنیم. اعمال سری�ها این روی را لاپلاس-پاده روش همگرایی



۵٨ پاده تقریب و دیفرانسیل تبدیل ترکیبی روش از استفاده با تأخیری دیفرانسیل معادلات حل .۴

می�کنیم. اعمال شده تبدیل سری روی را پاده تقریب و می�کنیم جایگزین ١/t با را sسپس می�کنیم اعمال
دقیق جواب آوردن به�دست برای را لاپلاس تبدیل معکوس سپس و می�کنیم ١/s جایگزین را t نهایت در

می�کنیم. اعمال آمده به�دست عبارت روی تقریبی، یا
داریم: می�کنیم، اعمال (١٧.۴) روی را لاپلاس تبدیلات اکنون

ℓ[y(x)] =
١
s
− ١

s٣
+

١
s۵

− ١
s٧
. (١٨.۴)

s = ١/t کنید فرض سادگی، برای

ℓ[y(x)] = t− t٣ + t۵ − t٧ (١٩.۴)

می�کنیم، اعمال L+M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (١٩.۴) روی را [L,M ] مرتبه از پاده تقریب
داریم:

[٢,٢]y =
p٠ + p١t+ p٢t

٢

١+ q١t+ q٢t٢
=

t

١+ t٢
. (٢٠.۴)

می�باشد زیر صورت به s از عبارتی در [L,M ]y بنابراین ،t = ١/s چون حال

[٢,٢]y =
s

s٢ + ١ . (٢١.۴)

به تقریبی جواب می�کنیم، اعمال آمده دست به پاده تقریب�های روی را معکوس لاپلاس تبدیل نهایت، در
می�باشد: زیر به�صورت که است دقیق جواب همان مثال این در آمده دست

ℓ−[٢,٢]١y = cos(t). (٢٢.۴)

: [٣٨] بگیرید نظر در را زیر پانتوگراف تأخیری معادله .٢.٣.۴ مثال

u′(t) =
١
٢exp

t

٢u
(
t

٢

)
+
١
٢u(t), u(٠) = ١, (٢٣.۴)

می�باشد. u(t) = et معادله این دقیق جواب که
است: زیر به�صورت (٢٣.۴) معادله یافته تبدیل دیفرانسیل، تبدیل روش از استفاده با

(k + ١)U(k + ١) = ١
٢

k∑
l=٠

١
٢ll!

١
٢k−l

U(k − ١) + ١
٢U(k), k ≥ ٠. (٢۴.۴)

بازگشتی معادلات ،(٢۴.۴) از است. U(٠) = ١ به�صورت u(٠) = ١ اولیه شرط دیفرانسیل تبدیل و
می�آید: به�دست زیر به�صورت

U(k + ١) = ١
٢k + ٢

[
k∑

l=٠

١
٢kl!

U(k − ١) + U(k)

]
, k ≥ ٠. (٢۵.۴)



۵٩ عددی مثال�های .٣.۴

داریم: ،(٢۵.۴) از

U(١) = ١
٢ [U(٠) + U(٠)] = ١,

U(٢) = ١
۴
[١
٢U(١) + ١

٢U(٠) + U(١)
]
= ١

٢ ,

U(٣) = ١
۶
[١
۴U(٢) + ١

۴U(١) + ١
٨U(٠) + U(٢)

]
= ١

۶ ,

U(۴) = ١
٨
[١
٨U(٣) + ١

٨U(٢) + ١
١۶U(١) + ١

۴٨U(٠) + U(٣)
]
= ١

٢۴ ,
...

(٢۶.۴)

می�آید: به�دست زیر به�صورت معادله جواب معکوس، تبدیل از استفاده با

u(t) = ١+ t+
t٢

٢! +
t٣

٣! +
t۴

۴! + · · ·+ tk

k!
+ · · · . (٢٧.۴)

می�باشد: زیر به�صورت چهارم مرتبه تقریبی جواب (٢٧.۴) معادله از استفاده با حال

u(t) ∼= ١+ t+
t٢

٢! +
t٣

٣! +
t۴

۴! . (٢٨.۴)

داریم: می�کنیم، اعمال (٢٨.۴) روی را لاپلاس تبدیلات ابتدا

ℓ[u(t)] =
١
s
+

١
s٢

+
١
s٣

+
١
s۴

+
١
s۵
. (٢٩.۴)

بنابراین باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای

ℓ[u(t)] = t+ t٢ + t٣ + t۴ + t۵. (٣٠.۴)

صورت به L+M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (٣٠.۴) معادله برای [L,M ] مرتبه از پاده تقریب�های
می�آید: به�دست زیر

[L,M ]u(t) =
t

١− t
. (٣١.۴)

می�آید: به�دست زیر به�صورت [L,M ]u عبارت بنابراین ،t = ١/s چون حال

[L,M ]u(t, x) =

(
١/s

١− ١/s

)
=

١
s− ١ (٣٢.۴)

همان حاصل عبارت می�کنیم. اعمال (٣٢.۴) پاده تقریب�های روی را معکوس لاپلاس تبدیل انتها در
است: دقیق جواب

u(t) = et. (٣٣.۴)

[١] دوم مرتبه از زیر غیرخطی پانتوگراف معادله .٣.٣.۴ مثال

u′′(
t

٢) +
١
٢

[
u′(

t

٢)
]٢

− ٧
٨u(t) =

١
۴ , t ∈ [٠,١], (٣۴.۴)



۶٠ پاده تقریب و دیفرانسیل تبدیل ترکیبی روش از استفاده با تأخیری دیفرانسیل معادلات حل .۴

بگیرید. نظر در را u(t) = e−t + et دقیق جواب و u′(٠) = ٠ و u(٠) = ٢ اولیه شرایط با
داریم: می�کنیم، اعمال k = ٠,١,٢, · · · , N برای (٣۴.۴) معادله روی را دیفرانسیل تبدیل روش

(k + ٢)!
k!

(
١
٢)

k+٢U(k+٢)+١
٢

k∑
l=٠

(
١
٢)

k+٢(l+١)(k−l+١)U(l+١)U(k−l+١)−٧
٨U(k) =

١
۴δ(k).

(٣۵.۴)
که ،U(١) = ٠ و U(٠) = ٢ داریم ،u′(٠) و u(٠) = ٢ اولیه شرایط روی دیفرانسیل تبدیل اعمال با

است. u(t) از دیفرانسیلی تبدیل U(k)

داریم: (٣۵.۴) معادله از استفاده با

٢U(٢)− ٧
۴ = ١

۴ ,

۶U(٣) = ٠,

١٢U(۴)− ١
٨U(٢)U(٢) + ٧

٨U(٢) = ٠,

٢٠U(۵)− ٣
١۶U(٣)U(٢)− ٧

٨U(٣) = ٠,

٣٠U(۶)− ١
٨U(۴)U(٢)− ٩

١٢٨U(٣)U(٣)− ٧
٨U(۴) = ٠,

۴٢U(٧)− ۵
۶۴U(۵)U(٢)− ٣

٣٢U(۴)U(٣)− ٧
٨U(۵) = ٠,

...

(٣۶.۴)

می�آید: به�دست زیر سری صورت به جواب معکوس تبدیل از استفاده با

u(t) = ٢+ t٢ +
١
١٢t

۴ +
١

٣۶٠t
۶ + · · · . (٣٧.۴)

بگیرید: نظر در را ششم مرتبه تقریبی جواب حال

u(t) ∼= ٢+ t٢ +
١
١٢t

۴ +
١

٣۶٠t
۶. (٣٨.۴)

داریم: می�کنیم، اعمال (٣٨.۴) روی را لاپلاس تبدیلات

ℓ[u(t)] =
٢
s
+

٢
s٣

+
٢
s۵

+
٢
s٧
. (٣٩.۴)

بنابراین باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای
ℓ[u(t)] = ٢t+ ٢t٣ + ٢t۵ + ٢t٧. (۴٠.۴)

زیر به�صورت L +M ≤ ۴ و M ≥ ١ و L ≥ ١ با (۴٠.۴) معادله روی [L,M ] مرتبه از پاده تقریب
گرفته�ایم نظر در M = ٢ و L = ٢ آن در که می�آید به�دست

[L,M ]u(t) =
٢t

١− t٢
(۴١.۴)



۶١ عددی مثال�های .٣.۴

می�آید به�دست زیر به�صورت [L,M ]u عبارت بنابراین ،t = ١/s چون

[٢,٢]u(t) =
(

٢/s
١− ١/s٢

)
=

٢s
s٢ − ١ (۴٢.۴)

است. دقیق جواب همان که u(t) = e−t + et با است برابر ٢s
s١−٢ معکوس لاپلاس تبدیل که

[١] بگیرید نظر در را زیر هسته در تأخیر نسبت با غیرخطی انتگرال-دیفرانسیل١ معادله .۴.٣.۴ مثال
:

u′(t) + (
١
٢t− ٢)u(t)− ٢

∫ t

٠
u(

s

٢)
٢ds = ١ (۴٣.۴)

،u′(٠) = ١ داریم (۴٣.۴) معادله در ،t = ٠ جایگذاری با .u(٠) = ٠ اولیه شرایط با و t ≥ ٠ برای
شد: خواهد زیر به�صورت اولیه شرایط آنگاه�

u(٠) = ٠,

u′(٠) = ١.
(۴۴.۴)

داریم: ،(۴٣.۴) معادله از مشتق�گیری با

u′′(t) + (
١
٢t− ٢)u′(t) +

١
٢u(t)− ٢u( t٢)

٢ = ٠ (۴۵.۴)

با (۴۵.۴) پانتوگراف معادله به ،u(٠) = ٠ اولیه شرایط با ،(۴٣.۴) انتگرال-دیفرانسیل معادله آنگاه�
می�شود. تبدیل u′(٠) = ١ و u(٠) = ٠ اولیه شرایط

،k = ٠,١,٢, · · · , N برای (۴۵.۴) پانتوگرافغیرخطی معادله روی دیفرانسیل روشتبدیل اعمال با
داریم:

(k + ٢)!
k!

U(k+٢)+
k∑

l=٠

[
١
٢δ(l − ١)− ٢δ(l)

]
U(k−l)+

١
٢U(k)−٢

k∑
l=٠

(
١
٢)

kU(k−l) = ٠.

(۴۶.۴)
بود: خواهد زیر به�صورت (۴۴.۴) اولیه شرایط دیفرانسیل تبدیل

U(٠) = ٠,

U(١) = ١,
(۴٧.۴)

است. u(t) از دیفرانسیلی تبدیل U(k) که

١Integro-Differential Equation



۶٢ پاده تقریب و دیفرانسیل تبدیل ترکیبی روش از استفاده با تأخیری دیفرانسیل معادلات حل .۴

است: آمده به�دست (۴۶.۴) دیفرانسیل تبدیل از زیر سیستم می�گیریم، نظر در N = ۵ حال

٢U(٢)− ٢ = ٠,

۶U(٣)− ۴U(٢) + ١ = ٠,

١٢U(۴)− ۶U(٣) + ٣
٢U(٢)− ١

٢ = ٠,

٢٠U(۵)− ٨U(۴) + ٢U(٣)− ١
٢U(٢) = ٠,

٣٠U(۶)− ١٠U(۵) + ۵
٢U(۴)− ١

۴U(٣)− ١
٨U(٢)U(٢) = ٠,

۴٢U(٧)− ١٢U(۶) + ٣U(۵)− ١
٨U(۴)− ١

٨U(٢)U(٣) = ٠.

(۴٨.۴)

می�آید: به�دست زیر سری به��صورت جواب معکوس، تبدیلات از استفاده با و (۴٨.۴) سیستم حل با

u(t) = t+ t٢ +
١
٢!t

٣ +
١
٣!t

۴ +
١
۴!t

۵ + · · ·+ ١
k!
tk+١ + · · · . (۴٩.۴)

بگیرید: نظر در را پنجم مرتبه تقریبی جواب حال

u(t) ∼= t+ t٢ +
١
٢t

٣ +
١
۶t

۴ +
١
٢۴t

۵. (۵٠.۴)

داریم: می�کنیم، اعمال (۵٠.۴) روی را لاپلاس تبدیلات

ℓ[u(t)] =
١
s٢

+
٢
s٣

+
٣
s۴

+
۴
s۵

+
۵
s۶
. (۵١.۴)

بنابراین باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای
ℓ[u(t)] = t٢ + ٢t٣ + ٣t۴ + ۴t۵ + ۵t۶. (۵٢.۴)

به�صورت L +M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (۵٢.۴) معادله روی [L,M ] مرتبه از پاده تقریب�های
گرفته�ایم: نظر در M = ٢ و L = ٢ آن در که می�آید به�دست زیر

[L,M ]u(t) = [٢,٢]u(t) =
t٢

١− ٢t+ t٢
. (۵٣.۴)

می�آید: به�دست زیر به�صورت [L,M ]u عبارت بنابراین ،t = ١/s چون حال

[٢,٢]u(t) =
(

١/s٢
١− ٢/s+ ١/s٢

)
=

١
s٢ − ٢s+ ١ , (۵۴.۴)

است. دقیق جواب همان که u(t) = tet با است برابر ١
s٢−٢s+١ معکوس لاپلاس تبدیل که



۵ فصل

از استفاده با آدومیان تجزیه روش اصلاح
دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب

تأخیری

مقدمه ١.۵

شده پیشنهاد تابعی معادلات حل برای آدومیان جرج توسط ١٩٨٠ دهه اوایل در آدومیان تجزیه روش
ادامه در می�کنیم. استفاده تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای روش این از فصل این در ما که است
تحلیل و تجزیه تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای تئوریکی نظر نقطه از را آدومیان تجزیه روش
حل آدومیان تجزیه روش با را آن�ها تأخیری، دیفرانسیل معادلات از مثال چند ارائه با سپس و می�کنیم
روش از آمده به�دست جواب روی را کردیم بیان قبل فصول در که اصلاح�شده�ای روش سپس می�کنیم
قطع جواب بهبود برای را آدومیان تجزیه از حاصل سری�های عبارتی به می�کنیم، اعمال آدومیان تجزیه
لاپلاس تبدیل از نهایت در و می�کنیم اعمال آن روی را پاده تقریب و لاپلاس تبدیلات سپس می�کنیم

می�کنیم. استفاده تحلیلی جواب آوردن به�دست برای معکوس

تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای آدومیان از استفاده ٢.۵

بگیرید: نظر در را زیر تأخیری دیفرانسیل معادله دستگاه

Lyi(t) = fi(t, y١(t), y٢(t), · · · , yn(t), y١(ζj(t)), y٢(ζj(t)) · · · , yn(ζj(t))),

i = ١,٢, · · · , n j = ١,٢, · · · ,m.

(١.۵)

(١.۵) روی معکوس عملگر اعمال با است. L−١ =
∫ t

٠(·)dt معکوس با d
dt
خطی عملگر L آن در که

است. مناسب آدومیان تجزیه روش اعمال برای که می�آوریم به�دست را زیر متعارف شکل

۶٣



۶۴ تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب از استفاده با آدومیان تجزیه روش اصلاح .۵

yi(t) = yi(٠) +
∫ t

٠ fi(t, y١(t), · · · , yn(t), y١(ζj(t)), · · · , yn(ζj(t)))dt,

i = ١,٢, · · · , n j = ١,٢, · · · ,m
(٢.۵)

نظر در سری یک از مجموعی به�صورت (٢.۵) معادله جواب آدومیان، تجزیه روش در معمول طور به
می�شود گرفته

yi(t) =
∞∑
j=٠

fi,j (٣.۵)

است: زیر سری به�صورت (٢.۵) معادله در انتگرال زیر تابع و

fi(t, y١(t), · · · , yn(t), y١(ζj(t)), · · · , yn(ζj(t))) =
∞∑
k=٠

Ai,k(fi,٠, fi,١, · · · , fi,k) (۴.۵)

و می�شوند نامیده [٢] آدومیان چندجمله�ای Ai,k(fi,٠, fi,١, · · · , fi,n) که

∞∑
k=١

fi,k = yi(٠)+
∫ t

٠

∞∑
k=٠

Ai,k(fi,٠, fi,١, · · · , fi,k) = yi(٠)+
∞∑
k=٠

∫ t

٠
Ai,k(fi,٠, fi,١, · · · , fi,k).

(۵.۵)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را متوالی تکرارهای همچنین

fi,٠ = yi(٠),

fi,n+١ =
∫ t

٠ Ai,n(fi,٠, fi,٢, · · · , fi,n)dt, n = ٠,١,٢, · · ·
(۶.۵)

تبدیلات سپس می�کنیم. قطع را آدومیان روش از آمده دست به سری�های جواب، بهبود برای ادامه در
آوردن به�دست برای معکوس لاپلاس تبدیل از نهایت در و می�کنیم اعمال آن روی را پاده تقریب و لاپلاس
پاده تقریب و لاپلاس تبدیلات آدومیان، روش ترکیب از که روش این می�کنیم. استفاده تحلیلی جواب

می�دهیم. نشان LPADM با اختصار به است شده تشکیل

عددی مثال�های ٣.۵

مثال چند غیرخطی و خطی تأخیری دیفرانسیل معادلات برای روش، دادن نشان برای قسمت این در
می�دهیم. ارائه



۶۵ عددی مثال�های .٣.۵

:[٣٧] بگیرید نظر در را زیر غیرخطی تأخیری دیفرانسیل معادلات سیستم .١.٣.۵ مثال

y′١(t) = y٢٢(t),

y′٢(t) =
١
٢y١(

t
٢)

(٧.۵)

می�باشد: زیر صورت به دقیق جواب که ،y(٠)٢ = ١ و y(٠)١ = ١ اولیه شرایط با
y١(t) = et, y٢(t) = e

t
٢ . (٨.۵)

داریم: L−١ =
∫ t

٠(·)dt معکوس عملگر از استفاده با

y١(t) = ١+
∫ t

٠ y
٢
٢(t)dt,

y٢(t) = ١+ ١
٢
∫ t

٠ y١(
t
٢)dt.

(٩.۵)

می�آید: به�دست زیر تکراری فرمول صورت به آدومیان تجزیه فرآیند

y١,٠(t) = ١, y١,n+١(t) =
∫ t

٠

(
n∑

k=٠
y٢,k(t)y٢,n−k(t)

)
dt,

y٢,٠(t) = ١, y٢,n+١(t) =
١
٢
∫ t

٠ y١,n(
t
٢)dt.

(١٠.۵)

است: زیر به�صورت آدومیان، تکراری روش از تکرار چهار با بالا تکراری سیستم جواب از تقریب�هایی

y١(t) ∼= ١+ t+ t٢

٢ + t٣

۶ + t۴

٢۴ +
t۵

١٢٠ ,

y٢(t) ∼= ١+ t
٢ +

t٢

٨ + t٣

۴٨ +
t۴

٣٨۴ +
t۵

٣٨۴٠ .

(١١.۵)

مرتبه تقریبی جواب (١١.۵) معادله از استفاده با حال می�کنیم. اعمال y١ روی را شده اصلاح روش ابتدا
می�باشد: زیر به�صورت y١ چهارم

y١(t) ∼= ١+ t+
t٢

٢! +
t٣

۶ +
t۴

٢۴ . (١٢.۵)

داریم: می�کنیم، اعمال y١ برای (١٢.۵) روی را لاپلاس تبدیلات ابتدا

ℓ[y١(t)] =
١
s
+

١
s٢

+
١
s٣

+
١
s۴

+
١
s۵
. (١٣.۵)

بنابراین باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای

ℓ[y١(t)] = t+ t٢ + t٣ + t۴ + t۵. (١۴.۵)



۶۶ تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای پاده تقریب از استفاده با آدومیان تجزیه روش اصلاح .۵

زیر به�صورت L +M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (١۴.۵) معادله برای [L,M ] مرتبه از پاده تقریب
می�آید: به�دست

[L,M ]y١(t) =

(
t

١− t

)
(١۵.۵)

می�آید: به�دست زیر به�صورت [L,M ]y١ عبارت بنابراین ،t = ١/s چون حال

[L,M ]y١(t, x) =

(
١/s

١− ١/s

)
=

١
s− ١ (١۶.۵)

حاصل عبارت می�کنیم. اعمال y١ برای (١۶.۵) پاده تقریب�های روی را معکوس لاپلاس تبدیل انتها در
است: دقیق جواب همان

y١(t) = et. (١٧.۵)

دوم مرتبه تقریبی جواب (١١.۵) معادله از استفاده با می�کنیم. اعمال y٢ روی را شده اصلاح روش حال
می�باشد: زیر صورت به y٢

y٢(t) ∼= ١+
t

٢ +
t٢

٨ . (١٨.۵)

داریم: می�کنیم، اعمال y٢ برای (١٨.۵) روی را لاپلاس تبدیلات ابتدا

ℓ[y٢(t)] =
١
s
+

١
٢s٢ +

١
۴s٣ . (١٩.۵)

بنابراین باشد، s = ١/t کنید فرض سادگی برای

ℓ[y٢(t)] = t+
١
٢t

٢ +
١
۴t

٣. (٢٠.۵)

زیر به�صورت L +M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (١۴.۵) معادله برای [L,M ] مرتبه از پاده تقریب
می�آید: به�دست

[L,M ]y٢(t) = [١,١]y٢(t) =
t

١− ١
٢t
. (٢١.۵)

می�آید: دست به زیر صورت به [L,M ]y٢ عبارت بنابراین ،t = ١/s چون حال

[١,١]y٢(t, x) =
(

١/s
١− ١/٢s

)
=

٢
٢s− ١ . (٢٢.۵)

حاصل عبارت می�کنیم. اعمال y٢ برای (٢٢.۵) پاده تقریب�های روی را معکوس لاپلاس تبدیل انتها در
است دقیق جواب همان

y٢(t) = e
t
٢ . (٢٣.۵)

: [١٨] بگیرید نظر در را زیر اول مرتبه غیرخطی تأخیری دیفرانسیل معادله .٢.٣.۵ مثال
dy(t)

dt
= ١− ٢y٢

(
t

٢

)
, ٠ ≤ x ≤ ١, y(٠) = ٠ (٢۴.۵)

داریم: را زیر بازگشتی رابطه

y٠(t) = t, yn+١(t) = −٢
∫ t

٠
Andt, n ≥ ٠ (٢۵.۵)



۶٧ عددی مثال�های .٣.۵

غیرخطی عبارات نشان�دهنده که می�شود نامیده آدومیان چندجمله�ای�های n ≥ ٠ برای An آن در که
آمده�اند: به�دست زیر به�صورت آدومیان چندجمله�های از مجموعه�ای است.

A٠(t) = y٢٠(
t
٢), A١(t) = ٢y٠( t

٢)y١
(
t
٢
)

A٢(t) = y٢١(
t
٢) + ۴y٠

(
t
٢
)
y٢
(
t
٢
)
,

A٣(t) = ٢y١
(
t
٢
)
y٢
(
t
٢
)
+ ٢y٠

(
t
٢
)
y٣
(
t
٢
)
,

...

(٢۶.۵)

می�آید: به�دست زیر سری شکل به مسأله جواب

y(t) = t− t٣

۶ +
t۵

١٢٠ − t٧

۵٠۴٠ + · · · (٢٧.۵)

بگیرید: نظر در را (٢٧.۵) معادله پنجم مرتبه تقریب حال

y(t) ∼= t− t٣

۶ +
t۵

١٢٠ (٢٨.۵)

داریم: می�کنیم، اعمال (٢٨.۵) روی را لاپلاس تبدیلات

ℓ[y(t)] =
١
s٢

− ١
s۴

+
١
s۶
. (٢٩.۵)

بنابراین ،s = ١/t کنید فرض سادگی، برای
ℓ[y(t)] = t٢ − t۴ + t۶. (٣٠.۵)

زیر به�صورت L +M ≤ ۴ و M ≥ ١ ،L ≥ ١ با (٣٠.۵) معادله روی [L,M ] مرتبه از پاده تقریب
می�آید: به�دست

[L,M ]y(t) = [٢,٢]y =
t٢

١+ t٢
. (٣١.۵)

می�آید: به�دست زیر به�صورت [L,M ]y عبارت بنابراین ،t = ١/s چون حال

[٢,٢]y(t) =
١

s٢ + ١ . (٣٢.۵)

است: دقیق جواب همان حاصل عبارت می�کنیم. اعمال (٣٢.۵) را معکوس لاپلاس تبدیل انتها در

ℓ−١
[

١
s٢ + ١

]
= sin(t). (٣٣.۵)





آتی کارهای برای پیشنهادات و نتیجه�گیری

نتیجه�گیری

روش ترکیب از به�ترتیب که LPADM و LPDTM ،LPRDTM روش�های ما پایان�نامه این در
و آدومیان تجزیه روش لاپلاس-پاده، و دیفرانسیل تبدیل روش لاپلاس-پاده، و دیفرانسیل تبدیل کاهش
جواب�های ابتدا در دادیم. ارائه است، شده بنا پاده تقریب و لاپلاس تبدیلات اساس بر که را لاپلاس-پاده
تبدیل کاهش روش�های از استفاده با را تأخیری دیفرانسیل معادلات و جبری-جزئی دیفرانسیل معادلات
برای سپس آوردیم. به�دست همگرا سری�های به�صورت آدومیان تجزیه و دیفرانسیل تبدیل دیفرانسیل،
تبدیلات از ترکیبی که یافته بهبود روش کمکیک با را شده بریده توانی سری�های همگرایی، دامنه گسترش
سرعت زیادی حد تا شده اعمال تکنیک این کردیم. اعمال سری�ها این روی است پاده تقریب و لاپلاس
روش همچنین می�شود. دقیق جواب به منجر اغلب و می�بخشد بهبود را شده بریده سری�های جواب�های
ایجاد را دقیقی بسیار تقریب و شده بنا مستقیم و سرراست فرآیند یک اساس بر پیشنهادی اصلاح�شده�ی
معادلات حل به�دنبال الکترونیک و مکانیک زمینه�های در که افرادی و مهندسان برای بنابراین می�کند.
بسیار هستند، بالا دقت با تأخیری دیفرانسیل معادلات و بالا اندیس�های با جبری-جزئی دیفرانسیل

است. مناسب

آتی کارهای برای پیشنهادات

و سین شرودینگر، مثل پیچیده غیرخطی معادلات روی لاپلاس-پاده اصلاح�شده روش اعمال •
گوردن.

می�شوند. حل هموتوپی روش با که معادلاتی روی لاپلاس-پاده اصلاح�شده روش اعمال •

۶٩
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انگلیسی به فارسی واژه�نامه
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Abstract In this thesis, we first introduce the partial differential equations of the
first and second orders; then we express differential transform method for linear and
nonlinear functions. We show the efficiency of the proposed method by several numer-
ical examples. Also, the delay diffrential equation are solved by the modified Adomian
decomposition method and modified differential transform method. Finally the partial
differential-algebraic equations are also solved by the modified reduced differential trans-
form method.

keywords: Adomian decomposition method, Delay differential equations, Differential
transform method, Laplace transform, Padé approximant, Partial differential-algebraic
equations, Reduced differential transform method
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