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චاری... ণپاس໋�
قطره�ای اندیشه، بیکران دریای در را کوچکش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
در که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگارانی ناب اندیشه�های دریچه از را آن وسعت تا ساخت
سپاس مراتب تا می�دانم لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر �نامه پایان نوازی�هایش بنده سایه�سار

نمی�رسید. انجام به نامه پایان این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم به�جا بزرگوارانی از را

کوچک جویباری بسان واقع در که طهرانی احسنی حجت دکتر آقای عزیزم و گرانقدر استاد از ابتدا
می�کنم. تشکر صمیمانه نگذاشتند، تنها مرا راه این در و کردند لمس من با را راه سنگ به سنگ

نامه پایان این داوری که ناظمی دکتر آقای جناب و مس�فروش دکتر آقای جناب بزرگوارم استادان از
می�نمایم. دانی قدر شدند، عهده�دار را

با که طهماسبی نرگس خانم و اسدی میر سکینه خانم عزیزم دوستان افزون روز توفیق آرزوی با
فرمودند. یاری مرا مطالب و منابع تنظیم و تهیه در شائبه�شان بی همراهی و همکاری

حضورشان که می�کنم تقدیم خواهرانم و برادر مادر، و پدر زندگیم، همراهان مهربان�ترین به را آخر سپاس
است. بوده سخاوت ریای بی� مصداق زندگیم فضای در

඼ෙකণ ૟઻ජ໑ه
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است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
را حالت پس�خورد توسط تأخیر با مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری پایان�نامه این در
چندجمله�ای صفرهای که می�شود انتخاب طوری حالت ماتریسپس�خورد سیستم�ها این در می�کنیم. معرفی
عملی پایدار از جدیدی مفهوم شوند. واقع مختلط صفحه چپ سمت در شده مشخص زاویه در بسته حلقه
مثبت کسری سیستم که می�دهیم نشان می�دهیم. ارائه مثبت کسری زمانی گسسته خطی سیستم�های
و لازم شرایط باشد. مجانبی ناپایدار آن متناظر استاندارد مثبت کسری سیستم اگر اند عملی ناپایدار
تشابهی تبدیلات از استفاده با مسائل حل و مثبت کسری سیستم�های عملی پایداری محاسبه برای کافی

می�دهیم. نشان عددی مثال با را ملاحظات پایان می�کنیم.در بیان

تخصیص، عملی، پایداری مجانبی، پایداری حالت، پس�خورد مثبت، کسری، سیستم�های کلیدی: کلمات
تشابهی تبدیلات



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
کسری زمانی گسسته سیستم�های عملی ”پایداری ،(١٣٩۴) ح، طهرانی. احسنی و م سپهر. .١

یزد. دانشگاه ایران، ریاضی کنفرانس ششمین و چهل حالت”، پس�خورد از استفاده با مثبت

مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم�های کنترل ،(١٣٩۴) ح، طهرانی. احسنی و م سپهر. .٢
یزد. دانشگاه ،۵٨۴-۵٨٧ ص ایران، ریاضی کنفرانس ششمین و چهل زمانی”، تأخیر با
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

تاریخچه ١.١.١

به�عنوان می�گیرند. نظر در نامنفی مقادیر با را خروجی�ها و ورودی حالت، متغیرهای مثبت١ سیستم�های در
مبدل�های راکتور، شیمیایی مواد شامل که صنعتی فرایندهای مثبت، سیستم�های از نمونه�هایی مثال

می�باشند. هوا آلودگی مدل�های و آب سیستم�های ذخیره�سازی، سیستم�های تقطیر، ستون و حرارتی
سال در رینالدی٢ و فارینا توسط مثبت سیستم�های تئوری در مختلف، شاخه�های از حالت کلی نمای یک

است. شده مطرح [١٣ ،۶] در (٢٠٠٢) سال در کاکزوریک٣ و (٢٠٠٠)
توسط ایده این است. شده معرفی ١٩ قرن پایان در ریمان-لیوویل۴ توسط کسری مشتق از اول تعریف
ریاضی اصول است. شده استفاده (١٩۶٠) سال اواخر در مختلف فرآیندهای مدل�سازی� برای مهندسان
و (١٩٨۴) سال در نیشیماتو۶ ،(١٩٧۴) سال در اسپانیر۵ و اولدهام را کسری دیفرانسیل حساب
سال در استولیپ توسط کسری مرتبه سیستم�های کنترل کرده�اند. مطرح (١٩٩٣) سال در استولیپ٧

است. شده بیان (١٩٩٩) سال در کاستیئل٩ و درکه پودلامنی٨، و (١٩٩٣)
پایداری و (٢٠٠۵) سال در کومرت١٠ و گالکوسکی توسط بعدی n سیستم�های و کسری چندجمله�ای

١Positive systems
٢Farina and Rinaldi
٣Kaczorek
۴Riemann and Liouville
۵Oldham and Spanier
۶Nishimoto
٧Oustaloup
٨Podlubny
٩Dorcak and Kostial

١٠Galkowski and Kummert



۴ مقدمات و تعاریف .١

سیستم�های مفهوم است. شده ارائه (٢٠٠٨) سال در بوزلویکز١١ توسط تأخیر با کسری پیوسته سیستم�های
است. شده مطرح (٢٠٠٨) سال در کاکزوریک توسط مثبت کسری زمانی گسسته خطی

اختصاصمی�دهیم. است نیاز مورد بعد فصول در که پیش�نیازهایی و تعاریف به�بیان را فصل این ادامه
شده تعیین پیش از زاویه در تأخیر با مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری ٢ فصل در
از مستقل تأخیر، با سیستم�های پایداری می�دهیم نشان و کرده بررسی را مختلط صفحه چپ سمت در

است. تأخیری مقادیر و تعداد
و لازم شرایط و مثبت کسری زمانی گسسته سیستم�های عملی١٢ پایداری از جدیدی مفهوم ٣ فصل در
مجانبی پایدار سیستم اگر که می�دهیم نشان همچنین می�کنیم. مطرح را سیستم�ها این پایداری برای کافی

است. عملی پایدار آنگاه باشد
از استفاده با مثبت کسری زمانی گسسته و پیوسته سیستم�های پایداری جهت جدیدی روش ۴ فصل در
MATLAB نرم�افزار از استفاده با روش، این برنامه�های کد همچنین می�دهیم. ارائه تشابهی تبدیلات

است. شده آورده پیوست قسمت در

ریاضی نیازهای پیش و تعاریف ٢.١

بردار ١.٢.١

کنید. مراجعه [٢۶] به مبحث این بیشتر توضیحات برای

بردار می�شوند. نامیده بردار عناصر اعداد این و نامند بردار را اعداد از منظم مجموعه�ای .١.٢.١ تعریف
می�شود: داده نشان زیر به�صورت عنصر n داشتن با υ

υ =
[
υ١, υ٢, · · · , υn

]
(١.١)

مجموعه می�شود. نامیده ستونی بردار آن، ترانهاده و سطری بردار ،(١.١) به�صورت شده اشاره بردار
مزدوج ترانهاده- و υT با را υ بردار ترانهاده می�دهند. نشان Rn با را n بعد با حقیقی بردارهای همه

می�دهند. نشان υH با را υ مختلط

زیر به�صورت می�شود نامیده نیز اسکالر ضرب که ،u و υ ∈ Cn بردار دو داخلی ضرب .٢.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف

⟨u, υ⟩ = ū١υ١ + ū٢υ٢ + · · ·+ ūnυn

١١Busłowicz
١٢Practical stability



۵ ریاضی نیازهای پیش و تعاریف .٢.١

است.
√
υHυ برابر و می�شود داده نشان ||υ|| با υ بردار طول .٣.٢.١ تعریف

||υ|| =
√
|υ٢|١ + |υ٢|٢ + · · ·+ |υn|٢

ماتریس ٢.٢.١

n و سطر m از متشکل مستطیلی، آرایه یک در مرتبط عنصر mn از مجموعه�ای A .۴.٢.١ تعریف
می�شود: داده نمایش زیر به�صورت و می�شود نامیده m× n مرتبه ماتریس یک که است ستون

A =


a١١ a١٢ · · · a١n
... . . . ...

am١ am٢ · · · amn


مجموعه می�شود. داده نشان نیز (j = ١,٢, · · · , n , i = ١,٢, · · · ,m) ،A = (aij)m×n به�صورت که
با مختلط، عناصر با ماتریس�ها همه مجموعه و Rm×n با حقیقی، عناصر با m × n ماتریس�های همه

می�شوند. داده نشان Cm×n

تمام که مربعی ماتریس می�شود. نامیده مربعی ماتریس برابر، ستون و سطر تعداد با A ماتریس
نشان I با و می�نامند واحد ماتریس را باشد صفر آن عناصر سایر و یک آن اصلی قطر روی عناصر

می�دهند.
آن: در که است ماتریس یک مساوی ابعاد با B = (bij) و A = (aij) ماتریس دو جمع

A+B = (aij + bij)

است. زیر به�صورت ماتریسی cA سپس باشد، اسکالر یک c اگر
cA = (caij)

با: است برابر و می�شود داده نشان AT با که است n×m ماتریس یک ،Am×n ماتریس ترانهاده

AT =


a١١ a٢١ · · · am١
... . . . ...

a١n a٢n · · · amn


از شده تشکیل ماتریس ،Ā آن در که است AH = (Ā)T ماتریس ،A ماتریس مزدوج ترانهاده
A = AT اگر است، متقارن A مربعی ماتریس شده�اند. مختلط مزدوج آن، عناصر که است A ماتریس

باشد.

می�توان دترمینان به�عنوان را منحصر�به�فردی اسکالر ،An×n مربعی ماتریس هر برای .۵.٢.١ تعریف
می�شود. داده نمایش det(A) با که داد نسبت

det (A) = |A| =
n∑

j=١
aij(−١)i+j det (Aij)



۶ مقدمات و تعاریف .١

ماتریس jام ستون و iام سطر حذف از که است (n − ١) × (n − ١) مربعی ماتریس ،Aij آن در که
می�آید. به�دست An×n

از: است عبارت دترمینان خواص ◁

می�کند. تغییر A ماتریس دترمینان علامت تنها ،A ماتریس در ستون یا سطر جای تعویض با .١

.٢
det (A) = det (A)T

k در نیز ماتریس آن دترمینان آنگاه شود، ضرب k اسکالر در ماتریس ستون یا سطر یک اگر .٣
می�شود. ضرب

داریم: Bn×n و An×n مربعی ماتریس دو برای .۴
|AB| = |A|.|B|

است. صفر ماتریس آن دترمینان آنگاه باشد، داشته یکسان ستون یا سطر دو ماتریس یک اگر .۵

ماتریس آن دترمینان شوند،آنگاه ضرب k اسکالر در An×n مربعی ماتریس درایه�های تمامی اگر .۶
.|kA| = kn|A| شد: خواهد ضرب kn در

است. ماتریس آن قطری درایه�های حاصل�ضرب برابر مثلثی ماتریس دترمینان .٧

خاص: ماتریس چند معرفی ⋇⋇

صفر اصلی قطر روی درایه�های به�جز آن درایه�های تمام که مربعی ماتریس قطری١٣: ماتریس ◀
باشد.

A = diag (a١١, a٢٢, · · · , ann) ≡ ∀ i ̸= j ⇒ aij = ٠

است. صفر آن اصلی قطر زیر درایه�های تمام که است مربعی ماتریس مثلثی١۴: بالا ماتریس ◀

U =

{
aij i ⩽ j

٠ i > j

است. صفر آن اصلی قطر بالای درایه�های تمام که است مربعی ماتریس مثلثی١۵: پایین ماتریس ◀

L =

{
aij i ⩾ j

٠ i < j

١٣Diagonal
١۴Upper triangular
١۵Lower triangular



٧ ریاضی نیازهای پیش و تعاریف .٢.١

کند: صدق زیر رابطه در و بوده حقیقی اگر است، متعامد A ماتریس متعامد١۶: ماتریس ◀
ATA = AAT = I

برداری فضای ٣.٢.١

کنید. مراجعه [۴] و [٢۶] مرجع به مبحث این بیشتر توضیحات برای

عمل دو با که است بردارها از مجموعه�ای ،F میدان روی V مانند برداری فضای یک .۶.٢.١ تعریف
می�سازد: برآورده را زیر شرایط ضرب، و جمع

∀u, υ ∈ V =⇒ u+ υ ∈ V .١

∀u ∈ V, ∀α ∈ F =⇒ αu ∈ V .٢

∀u, υ ∈ V =⇒ u+ υ = υ + u .٣

∀ u, υ, w ∈ V =⇒ u+ (υ + w) = (u+ υ) + w .۴

∀u ∈ V, ∃٠ ∈ V =⇒ u+ ٠ = ٠+ u = u .۵

∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V =⇒ u+ (−u) = (−u) + u = ٠ .۶

∀u, υ ∈ V, ∀α, β ∈ F =⇒ (α + β)u = αu+ βu, α(u+ υ) = αu+ αυ .٧

∀u ∈ V, ∀α, β ∈ F =⇒ α(βu) = (αβ)u .٨

∀u ∈ V, ∀١ ∈ F =⇒ ١u = u .٩

S باشد، V از تهی غیر زیر�مجموعه یک S و F میدان روی برداری فضای یک V اگر .٧.٢.١ تعریف
هرگاه: می�نامند، V از فضا زیر یک را

∀ s, t ∈ S −→ s+ t ∈ S .١

∀ s ∈ S, ∀α ∈ F −→ αs ∈ S .٢

بردار باشد. V از نامتناهی زیر�مجموعه یک S و برداری فضای یک V کنید فرض .٨.٢.١ تعریف
و u١, u٢, · · · , un مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوییم V اعضای خطی ترکیب را υ ∈ V

به�طوری�که: باشند داشته وجود F از a١, a٢, · · · , an اسکالرهای
υ = a١u١ + a٢u٢ + · · ·+ anun

١۶Orthogonal



٨ مقدمات و تعاریف .١

،ci اسکالرهای به�ازای اگر بگیرید. نظر در را V برداری فضای از S زیر�مجموعه .٩.٢.١ تعریف
معادله از ،F میدان در (i = ١, · · · , n)

c١u١ + c٢u٢ + · · ·+ cnun = ٠ , ∀u١, u٢, · · · , un ∈ S

�نامند. مستقل�خطی را u١, u٢, · · · , un بردارهای آنگاه است، ci = ٠ ،i هر برای که گرفت نتیجه بتوان

گویند. وابسته�خطی را u١, u٢, · · · , un بردارهای صورت این غیر در

یک V از S زیر�مجموعه گوییم باشد. F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف
کند. تولید را V و باشد خطی مستقل S هرگاه است V برای پایه

بعد را V پایه بردارهای تعداد باشد، متناهی بعد با برداری فضای یک V کنید فرض .١١.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان dimV با و نامیده V فضای

آن در خطی مستقل ستون�های یا سطرها تعداد ماکزیمم با برابر A ماتریس رتبه١٧ .١٢.٢.١ تعریف
می�شود. داده نشان rank (A) با که است ماتریس

An×n منفرد غیر −→ det (A) ̸= ٠ −→ rank (A) = n کامل) (رتبه

Am×n →

{
rank (A) = min(m,n) −→ کامل) (رتبه
rank (A) < min(m,n) −→ رتبه) (نقص

است. ماتریس آن گسترده فضای بعد با معادل ماتریس یک رتبه .١٣.٢.١ ملاحظه
dim [R(A)] = rank (A)

وجود n× n مرتبه از B ماتریس اگر است معکوس�پذیر ،n× n مرتبه از A ماتریس .١۴.٢.١ تعریف
به�طوری�که: باشد داشته

AB = BA = I

اغلب معکوس�پذیر ماتریس و است منحصر�به�فرد ماتریس معکوس می�شود. داده نمایش A−١ با و
می�شود. نامیده نامنفرد١٨ ماتریس

باشد داشته وجود T نامنفرد ماتریس اگر می�شوند نامیده متشابه B و A ماتریس دو .١۵.٢.١ تعریف
به�قسمی�که:

T−١AT = B

هستند. یکسان ویژه مقادیر دارای که است این متشابه ماتریس�های مهم خاصیت یک

باشد، υT
i υj = ٠ اگر است متعامد Rn در {υ١, υ٢, · · · , υn} بردارهای مجموعه .١۶.٢.١ تعریف

می�نامند. یکا�متعامد را آن�ها آنگاه ،i هر به�ازای υT
i υj = ١ اگر به�علاوه

١٧Rank
١٨Nonsingular



٩ ریاضی نیازهای پیش و تعاریف .٢.١

ویژه مقدار و ویژه بردار ۴.٢.١

چند�جمله�ای ریشه�های مجموعه باشد. n× n ماتریس یک A کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف
p(λ) = det (A− λI) (٢.١)

با اغلب و می�شود نامیده A ماتریس طیف٢٠ است، موسوم A ماتریس مشخصه�ی١٩ چند�جمله�ای به که
به�عبارت می�شود. گفته A ماتریس ویژه٢١ مقدار Λ(A) از عضو هر به می�شود. داده نشان Λ(A) نماد
باشد موجود x ∈ Rn صفر غیر بردار اگر فقط و اگر است، A ماتریس ویژه�ی مقدار یک λ دیگر،

به�طوری�که
Ax = λx (٣.١)

گوییم. λ ویژه�ی مقدار با متناظر ویژه٢٢ بردار را x بردار

باشیم: داشته هرگاه گوییم، پذیر) (معکوس نامنفرد را A ∈ Rn×n ماتریس .١٨.٢.١ تعریف
det (A) ̸= ٠ (۴.١)

هم�ارزند. زیر شرایط آنگاه باشد. n× n ماتریس یک A که کنیم فرض .١٩.٢.١ قضیه

det (A) ̸= ٠ .١

rank (A) = n .٢

است. A ماتریس ویژه�ی مقدار یک λi که ،λi ̸= ٠, i = ١, · · · , n .٣

چند�جمله�ای یک det (λI − A) = ٠ مشخصه معادله An×n حقیقی ماتریس برای .٢٠.٢.١ ملاحظه
α± iβ مختلط مزدوج به�صورت یا حقیقی به�صورت ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی ضرایب با

است.

زیر به�صورت ماتریس اثر و دترمینان λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با An×n حقیقی ماتریس برای
است: محاسبه قابل

det (A) = λ١ λ٢ · · · λn

trace (A) = λ١ + λ٢ + · · ·+ λn

است. n مرتبه از چند�جمله�ای یک An×n ماتریس هر برای مشخصه چند�جمله�ای
det (λI − A) = λn + Cn−١λ

n−١ + Cn−٢λ
n−٢ + · · ·+ C٢λ

٢ + C١λ+ C٠

١٩Characteristic polynomial
٢٠Spectrum
٢١Eigenvalue
٢٢Eigenvector
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داد: نمایش زیر به�صورت می�توان را چند�جمله�ای این
det (λI − A) = (λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn)

باشند. تکراری یا متمایز و مزدوج مختلط یا حقیقی می�توانند که هستند ویژه مقادیر λ١, λ٢, · · · , λn

می�آید: به�دست det (A) مقدار دهیم، قرار را λ = ٠ فوق رابطه در اگر حال

det (A) = (−λ١)(−λ٢) · · · (−λn) = (−١)n
n∏

i=١
λi

مقادیر همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پایین و مثلثی بالا قطری، ماتریس�های در .٢١.٢.١ ملاحظه
هستند. ماتریس ویژه

همه�ی اگر می�شود نامیده متلر٢٣ ماتریس یک A = [aij] ∈ Rn×n ماتریس [١٨] .٢٢.٢.١ تعریف
یعنی: باشند. نامنفی اصلی قطر خارج درایه�های

∀ i ̸= j, i, j = ١,٢, · · · , n⇒ aij ⩾ ٠

اصلی قطر درایه�های اگر می�شود ماتریس٢۴نامیده M یک A ∈ Rn×n ماتریس [١٣] .٢٣.٢.١ تعریف
باشند. نامثبت قطری) (غیر قطر خارج درایه�های و نامنفی

صفر با برابر f(t) منفی، t هر به�ازای هرگاه گویند سببی تابع را f مانند حقیقی تابع .٢۴.٢.١ تعریف
باشد.

تابع: دو کانولوشن٢۵ .٢۵.٢.١ قضیه
است. زیر صورت به باشند شده تعریف R روی که g و f تابع دو کانولوشن

h(x) =

∫ ∞

−∞
f(t) g(x− t)dt

می�دهند. نشان نیز (f ∗ g) به�صورت را h(x) که
این�صورت در می�گردد، صفر تابع مقدار صفر، از کمتر tهای به�ازای چون باشد سببی تابعی f تابع اگر

صورت به h(x)
h(x) = (f ∗ g)(x) =

∫ ∞

٠
f(t)g(x− t)dt

داشت: خواهیم باشد سببی تابعی نیز g چنان�چه بود. خواهد

x < ٠ −→ (x− t) < ٠ −→ h(x) = ٠

x ≥ ٠ −→ h(x) =

∫ x

٠
f(t)g(x− t)dt

٢٣Metzler matrix
٢۴M matrix
٢۵Convolution Theorem
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کنترل نیازهای پیش و تعاریف ٣.١

است. شده� انتخاب [۵] و [٣] از بخش این قضایای و تعاریف
سیستم ٢۶ تبدیل تابع اساس بر سیستم�ها تحلیل و مدل�سازی کلاسیک، کنترل بر مبتنی روش�های در
مبتنی روش�های در اما می�دارد، بیان را سیستم خروجی و ورودی بین ارتباط تابع این که می�گیرد صورت
مدل�سازی، روش این مزایای جمله از است. حالت٢٧ فضای پایه بر سیستم مدل�سازی مدرن، کنترل بر
متغیر و غیر��خطی خطی، سیستم�های خروجی، چند ورودی- چند سیستم�های برای آن از استفاده قابلیت

است: زیر به�صورت حالت فضای معادلات کلی صورت است. زمان با

ẋ(t) = f [x(t), u(t), t]

y(t) = g[x(t), u(t), t]
(۵.١)

و um×١ می�نامند. حالت متغیر�های را x١, x٢, · · · , xn عناصر و است حالت بردار xn×١ آن در که
هستند زمان با متغیر توابع نیز g و f کلی حالت در هستند. خروجی و ورودی بردارهای به�ترتیب yk×١

می�دهند. نشان را خروجی و ورودی حالت، بردارهای ارتباط نحوه که

به�صورت خطی سیستم ورودی-خروجی دینامیکی معادله .١.٣.١ تعریف
y(n)(t) + an−١y

(n−١)(t) + · · ·+ a١y
′(t) + a٠y(t) = bmu

(m)(t) + · · ·+ b٠u(t), (۶.١)

خلاصه به�طور و
n∑

k=٠
aky

(k)(t) =
m∑

k=٠
bku

(k)(t), an = ١, (٧.١)

می�شود. بیان

صفر، اولیه شرایط با سیستم ورودی-خروجی معادله روی بر لاپلاس تبدیل از استفاده با .٢.٣.١ تعریف
تبدیل تابع به�صورت فوق خروجی ورودی- شکل

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

bms
m + bm−١s

m−١ + · · ·+ b٠
sn + an−١sn−١ + · · ·+ a٠

, (٨.١)

چند�جمله�ای را مخرج چند�جمله�ای است. منحصر�به�فرد سیستم یک برای تبدیل تابع می�شود. بیان
صفرهای صورت، چند�جمله�ای ریشه�های و گوییم سیستم قطب�های را آن ریشه�های و سیستم مشخصه

می�شود. نامیده سیستم

به�صورت سیستم صورتی�که در .٣.٣.١ تعریف
y(n)(t) + an−١y

(n−١)(t) + · · ·+ a١y
′(t) + a٠y(t) = b٠u(t), (٩.١)

٢۶Transfer Function
٢٧State Space
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سیستم صورت این غیر در گوییم. (SISO) خروجی٢٨ تک و ورودی تک سیستم را، سیستم باشد،
بود. خواهد (MIMO) چند�خروجی٢٩ و چند�ورودی

حالت فضای سیستم�های مدل�سازی ١.٣.١

برای است. حالت فضای اساس بر سیستم مدل�سازی مدرن، کنترل بر مبتنی روش�های در که گفتیم
هستند. ساده�سازی قابل زیر به�صورت معادلات زمان) با ناپذیر (تغییر زمانی٣٠ ناوردای خطی سیستم�های

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(١٠.١)

آن در که

زمان، متغیر t -

حالت، بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار یک x(t) -

کنترل، متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار یک u(t) -

خروجی بردار� نام به زمان با متغیر بعدی r بردار یک y(t) -

هستند.

ناوردای كنترل سيستم يك را سيستم آنگاه باشند، ثابت سيستم ماتريس�های همه�ی اگر .۴.٣.١ تعریف
تنها سهولت برای و می�گیرند قرار بررسی مورد زمانی ناوردای خطی سیستم�های این�جا در گوييم. زمانی

می�کنیم. بسنده سیستم واژه به

گویند. پیوسته سیستم معادله را (١٠.١) معادله

یا محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودی یا حالت بردار سیستم�ها، از برخی برای
است. دسترس در کمیت�ها این ،(i = ٠,١, · · · , n) ،ti نقاط از دنباله�ای در بلکه نیستند، اندازه�گیری
است: زیر اول مرتبه تفاضلی معادله به�صورت هم�ارز به�طور سیستم حالت دیفرانسیل معادله موارد، این +x(iدر ١) = Ax(i) + Bu(i)

y(i) = Cx(i) +Du(i)
(١١.١)

هستند. ti زمان در ورودی و حالت بردارهای به�ترتیب، u(i) و x(i) آن در که
٢٨Single Input Single Output
٢٩Multi Input Multi Output
٣٠Linear Time Invariant
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در فقط سیستم حالت تغییر و هستند زمانی گسسته ذاتی به�طور سیستم�ها از برخی .۵.٣.١ ملاحظه
است: زیر خطی گسسته به�صورت سیستم حالت، این در می�پذیرد. صورت خاصی زمانی نقاط

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) (١٢.١)

ورودی دنباله هر برای اگر تنها و اگر گوییم خارجی مثبت سیستم را (١١.١) سیستم .۶.٣.١ تعریف
باشیم: داشته ،x٠ = ٠ و i ∈ Z که ui ∈ Rm

+

yi ∈ Rp
+ , ∀ i ∈ Z+

x٠ ∈ Rn
+ هر برای اگر تنها و اگر نامیم، (مثبت) داخلی مثبت سیستم را (١١.١) سیستم .٧.٣.١ تعریف

باشیم: داشته (i ∈ Z+) ،ui ∈ Rm
+ ورودی دنباله هر و

xi ∈ Rn
+ , yi ∈ Rp

+ , i ∈ Z+

مانند باشند. حسگر٣١ با اندازه�گیری قابل و باشند داشته فیزیکی تعبیر می�توانند حالت متغیرهای
فیزیکی تعبیر و باشند ریاضی کمیت�های می�توانند همچنین جابجایی. و سرعت دما، جریان، ولتاژ،

است. ریاضی محاسبات ساده�سازی آن�ها از استفاده علت که باشند نداشته

متعددی نمایش�های است، سیستم یک از منحصر�به�فردی نمایش که تبدیل تابع برخلاف .٨.٣.١ ملاحظه
است. موجود سیستم یک حالت فضای برای

کنترل�پذیری ٢.٣.١

،x(٠) اولیه حالت از شروع با اگر می�شود، نامیده کنترل�پذیر٣٢ ،(١٠.١) معادله با شده توصیف دستگاه
نهایی گام به را سیستم بتوان ،t١ متناهی زمان در ،٠ ≤ t ≤ t١ ،u(t) مناسب ورودی انتخاب با

کرد. هدایت x١ = x١(t)

اولیه�ی حالت از سیستم انتقال هدف، که مسائلی در زیرا دارد، اساسی اهمیت سیستم یک کنترل�پذیری
است. جواب وجود برای لازم شرط سیستم کنترل�پذیری �باشد تعادل حالت به دلخواهی

دارد. اشاره (A,B) زوج کنترل�پذیری به اغلب ،(١٠.١) سیستم کنترل�پذیری .٩.٣.١ ملاحظه

λ ویژه مقدار معادل، به�طور یا و (١٠.١) زمانی پیوسته سیستم در A ماتریس حالت .١٠.٣.١ ملاحظه
باشد. نامتعامد B ماتریس ستون�های با λ با متناظر چپ سمت ویژه بردار اگر است، کنترل�پذیر ،A از

هستند. کنترل قابل غیر صورت، این غیر در

به�صورت را کنترل�پذیری ماتریس (١٠.١) تفاضلی معادله با شده توصیف سیستم برای .١١.٣.١ ملاحظه
می�کنیم: تعریف زیر

Q =
[
B AB A٢B · · · An−١B

]
(١٣.١)

٣١Sensor
٣٢Controlable
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[۵] زمانی) پیوسته سیستم کنترل�پذیری (معیار .١٢.٣.١ قضیه
هستند: معادل زیر عبارت�های باشد، (m ≤ n) ،B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n کنید فرض

است. کنترل�پذیر (١٠.١) دستگاه .١

است. n کامل رتبه ،Qn×nm کنترل�پذیری ماتریس .٢
rank (Q) = n

آن�گاه: ،xTA = λxT که معنی به�این باشد، AT ماتریس ویژه جفت ،(λ, x) اگر .٣
xTB ̸= ٠

،A ماتریس از λ ویژه مقدار هر برای .۴
rank (A− λI,B) = n

دلخواه مقادیر به می�توان را A − BK ماتریس ویژه مقادیر ،K ماتریس مناسب انتخاب با .۵
داد. تخصیص

برای دهیم. می قرار بررسی مورد را برعکس و سوم به دوم قسمت هم�ارزی اثبات تنها این�جا در برهان.
می�گیریم. نظر در را (x٠ = ٠) ،t٠ = ٠ فرض با کنید. مراجعه [۵] به می�توانید اثبات ادامه

در λ ویژه مقدار با متناظر AT ویژه بردار را x باشد. کامل رتبه Q کنترل�پذیری ماتریس می�کنیم فرض
یعنی: می�گیریم، نظر

xTA = λxT

آنگاه xTB = ٠ می�کنیم فرض خلف برهان با
xTQ = [xTB, λxTB, λ٢xTB, · · · , λn−١xTB] = ٠ (١۴.١)

است. تناقض که بود خواهد x = ٠ پس، است کامل رتبه ،Q ماتریس چون
Q ماتریس کنترل�پذیری نباشد، متعامد B ستون�های با A ویژه بردارهای از یک هیچ کنید فرض حال

می�کنیم. اثبات را
[۵] دارد وجود T نامنفرد ماتریس بنابراین باشد، k < n برابر Q رتبه کنیم فرض خلف برهان با

به�طوری�که:

Ā = TAT−١ =

[
Ā١١ Ā١٢

o Ā٢٢

]
, B̄ = TB =

[
B̄١

o

]
(١۵.١)

.k = rank (Q) و است (n− k) مرتبه از Ā٢٢ به�طوری�که
آنگاه می�گیریم، نظر در λ ویژه مقدار با متناظر (Ā٢٢)

T ویژه بردار را υ٢

(Ā)T

[
o

υ٢

]
=

[
ĀT
١١ o

ĀT
٢١ ĀT

٢٢

][
o

υ٢

]
=

[
o

ĀT
٢٢ υ٢

]
= λ

[
o

υ٢

]
به�علاوه

[٠, υT
٢ ]

[
B̄١

o

]
= ٠
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(Ā, B̄) زوج بنابراین است. متعامد B ستون�های با که دارد وجود (Ā)T از
[
o

υ٢

]
ویژه بردار یعنی،

نمی�دهد. تغییر را کنترل�پذیری تشابهی، تبدیل زیرا است، تناقض یک این که نیست، کنترل�پذیر

کرونکر ناورداهای ٣.٣.١

کنترل�پذیری ماتریس
Q =

[
B AB A٢B · · · An−١B

]
(١۶.١)

باشند، B ماتریس mام تا اول ستون�های �ترتیب به b١, b٢, · · · , bm می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را
نوشت: می�توان بنابراین

Q =
[
b١ · · · bm Ab١ · · · Abm · · · An−١b١ · · · An−١bm

]
(١٧.١)

طوری را Q ماتریس ستون�های اولین از ستون n می�توان پس است، کنترل�پذیر دستگاه که آن�جایی از
که مستطیلی بلوک یک در را Q ستون�های آسان�تر، نمایش برای باشند. خطی مستقل که آورد به�دست

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت دارد ستون m و سطر n

Q =



b١ · · · bm

Ab١ · · · Abm

A٢b١ · · · A٢bm
... ... ...

An−١b١ · · · An−١bm


(١٨.١)

وابسته قبلی بردار با که بردارهایی پایین، و راست به�طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با
حذف بلوک آن زیر در واقع بردارهای همه�ی شد حذف بردار اگر و می�کنیم حذف بلوک از خطی�اند،
این در باشد. بردار n خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این و می�شوند
بردار n این اگر می�کنیم. حذف بلوک از را آمده به�دست بردار n از غیر باقی�مانده بردارهای همه�ی حالت
مورد تبدیل و بود خواهد معکوس�پذیر P آنگاه دهیم قرار P ماتریس ستون�های به�ترتیب را خطی مستقل

می�آید. به�دست نظر

P =
[
b١ · · · bm Ab١ · · · Abm · · · Ap١−١b١ · · · Apm−١bm

]
(١٩.١)

صحیح عددی B ماتریس از ستونی متناظر بلوک از ستون هر به (١٩.١) رابطه در .١٣.٣.١ تعریف
می�کند: صدق زیر رابطه در که می�شود مربوط pi مانند

١ ≤ pi ≤ n i = ١,٢, · · · ,m (٢٠.١)

است، بلوک iام ستون در باقی�مانده بردارهای تعداد pi طرفی از می�نامیم. کرونکر ناورداهای را piها این
با: است برابر بلوک ستون�های در واقع بردارهای تعداد پس

p١ + p٢ + · · ·+ pm (٢١.١)
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نتیجه در است، n برابر تعداد این طرفی از
p١ + p٢ + · · ·+ pm = n (٢٢.١)

(کمترین زمان کوتاه�ترین در را دستگاه حالت که هستیم به�گونه�ای F ماتریس به�دنبال بهینه کنترل در
می�کنیم: تعریف و می�نامیم، کنترل�پذیری اندیس را υ . برساند تعادل) حالت (به صفر به υ مانند مرحله)

υ = max {pi|i = ١, · · · ,m} (٢٣.١)

و ورودی نبود صورت در که است حالتی خطی، کنترل سیستم یک برای تعادل حالت .١۴.٣.١ تعریف
بماند. باقی حالت آن در خروجی اغتشاش،

حداکثر minآن�ها maxو بین اختلاف هرگاه گوییم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای .١۵.٣.١ تعریف
گویند. نامنظم را کرونکر ناورداهای این�صورت غیر در باشد. یک

پایداری ۴.٣.١

شده�اند. انتخاب [٣] و [۵] از بخش این قضایای و تعاریف

تعادل نقطه را xe نقطه بگیرید. نظر در را ẋ(t) = f(x(t)) دیفرانسیل معادله .١۶.٣.١ تعریف
هرگاه: می�نامند،

f(xe) = ٠

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی سیستم .١٧.٣.١ ẋ(t)تعریف = f(x(t))

x(t٠) ∈ Rn
(٢۴.١)

:t ≥ t٠ تمامی برای ،ϵ > ٠ و t٠ به�ازای اگر گوییم، پایدار لیاپانوف٣٣ مفهوم به را xe تعادل نقطه
∃ δϵ > ٠; ∀ ∥ x(t٠)− xe ∥< δϵ −→∥ x(t)− xe ∥≤ ϵ

انتخاب و باشد مشخص x(t) حالت بردار می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را (١٠.١) خطی سیستم
می�کنیم:

u(t) = υ(t)−Kx(t) (٢۵.١)

نظر در صفر را آن می�توان که است مرجع ورودی بردار یک υ(t) و ثابت ماتریس یک K آن، در که
گرفت.

داریم: (١٠.١) سیستم در (٢۵.١) معادله جایگذاری از

ẋ(t) = (A−BK)x(t) + Bυ(t)

y(t) = (C −DK)x(t) +Dυ(t) (٢۶.١)

٣٣Lyapunov
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پایدار (٢۶.١) سیستم که به�گونه�ای ،K ماتریس کردن پیدا مسأله به ،(١٠.١) سیستم پایداری مسأله پس
دیگر: به�بیان می�شود. تبدیل باشد،

A − BK که می�یابیم به�گونه�ای را K حالت پس�خورد٣۴ ماتریس ،(A,B) ماتریس جفت به توجه با
داد. نشان ١.١ شکل به می�توان را حالت پس�خورد مسأله گرافیک باشد. پایدار

باز٣۵ حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر را آن ویژه�ی مقادیر و باز حلقه ماتریس را A ماتریس رابطه این در
بسته حلقه ماتریس را A − BK ماتریس و بسته٣۶ حلقه سیستم یک (٢۶.١) سیستم هم�چنین گوییم.

می�نامند.

حلقه کنترل سیستم�های را ندارد تاثیر کنترلی عمل بر خروجی آن�ها در که سیستم�هایی .١٨.٣.١ تعریف
گویند. باز

منظور می�نامیم. بسته حلقه کنترل سیستم�های عمومأ را پس�خوردی کنترل سیستم�های .١٩.٣.١ تعریف
است. پایداری به رسیدن و خطا کاهش برای پس�خورد از استفاده بسته حلقه کنترل از

کنترل�پذیری: و پایداری
می�کنیم. بیان� را باشند پایدار جفت ،(A,B)ماتریس زوج آن�که برای کافی و لازم شرایط قسمت، این در

معادلند: زیر موارد [۵] .٢٠.٣.١ قضیه

هستند. (A,B)�پایدار جفت •

حالت پس�خورد ساختار :١.١ شکل

ماتریس ناپایدار حالت�های دیگر، به�عبارت .rank (A − λI,B) = n ،Re(λ) ≥ ٠ هر برای •
هستند. کنترل قابل ،A

٣۴Feedback Matrix
٣۵Open Loop
٣۶Close Loop
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داریم: ،Re(λ) ≥ ٠ و xHA = λxH که x ̸= ٠ و λ هر برای •
xHB ̸= ٠

است. شده تضمین باشند،پایداری کنترل�پذیر ناپایدار، حالت�های که زمانی .٢١.٣.١ ملاحظه

لیاپانوف معادله با پایداری ۵.٣.١

است. لازم سیستم دینامیکی رفتار پیش�بینی برای سیستم اجزای شناخت کنترل، سیستم یک طراحی در
جدید اولیه�ی شرط یک اعمال هنگام که است پایدار صورتی در زمانی، ناوردای خطی کنترل سیستم یک

برگردد. خود تعادل به�حالت آن، به

جفت کنیم فرض می�توانیم شده، داده (A,B)جفت Kبرای پایدار پس�خورد ماتریس کردن پیدا برای
کنترل�پذیر زوج یک چگونه می�دهیم نشان می�شود، بیان ادامه در که قضیه�ای در است. کنترل�پذیر (A,B)

می�رسد. پایداری به لیاپانوف معادله از استفاده با

به�گونه�ای باشد، اسکالر یک β کنید فرض و باشد کنترل�پذیر (A,B) کنید فرض [۵] .٢٢.٣.١ قضیه
که:

β > |λmax(A)|

K کنید فرض است. حقیقی بخش بزرگ�ترین دارای که است A ماتریس از ویژه�ای مقدار ،λmax(A) که
کنیم: تعریف زیر به�صورت را

K = BTZ−١ (٢٧.١)

می�کند. صدق زیر لیاپانوف معادله در Z که
− (A+ βI)Z + Z[−(A+ βI)]T = −٢BBT (٢٨.١)

می�رسد. پایداری به نیز (A,B) و است پایدار A−BK بنابراین

آن�جایی از همچنین، است. پایدار −(A + βI) ماتریس ،β > |λmax(A)| که آن��جایی از برهان.
لیاپانوف معادله بنابراین است. کنترل�پذیر نیز (−(A + βI), B) جفت است، کنترل�پذیر (A,B) که
به�صورت می�توان را (٢٨.١) معادله است. Z منحصر�به�فرد مثبت متناهی متقارن جواب دارای (٢٨.١)

کرد: باز�نویسی زیر
(A−BBTZ−١)Z + Z(A−BBTZ−١)T = −٢βZ (٢٩.١)

داریم: بالا معادله در (٢٧.١) معادله دادن قرار با
(A−BK)Z + Z(A−BK)T = −٢βZ (٣٠.١)

باشد. ویژه مقدار این با متناظر ویژه بردار y و باشد A − BK ماتریس از ویژه�ای مقدار µ کنید فرض
،y در راست سمت از سپس و yH در چپ سمت از ابتدا ،(٢٩.١) معادله طرف دو هر ضرب با سپس

داشت: خواهیم
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٢Re(µ)yHZy = −٢βyHZy (٣١.١)

پایدار A−BK بنابراین .Re(µ) < ٠ نتیجه در و yHZy > ٠ است، متناهی مثبت Z که آن�جایی از
است.

پایداری: برای لیاپانوف معادله روش الگوریتم ◁

محاسبه را پایاساز حالت پس�خورد ماتریس زیر، الگوریتم باشد. کنترل�پذیر زوج (A,B) کنید فرض
.[٣] می�کند

.β > |λmax(A)| که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را β عدد اول: گام

می�کنیم. حل Z برای را (٢٨.١) لیاپانوف معادله دوم: گام

می�کنیم. محاسبه را پایاساز حالت پس�خورد ماتریس سوم: گام
K = BTZ−١

بگیرید: نظر در را زیر زمان با ناپذیر تغییر خطی سیستم .٢٣.٣.١ قضیه
ẋ(t) = Ax(t)

اگر: تنها و اگر است پایدار سیستم این لیاپانوف مفهوم به

باشد. داشته مثبت غیر حقیقی قسمت A ماتریس ویژه مقادیر کلیه الف)

چند�جمله�ای ساده صفرهای دارند صفر حقیقی قسمت�های که A ماتریس ویژه مقادیر از دسته آن ب)
باشند. مشخصه

که ویژه�ای مقادیر با متناظر جردن بلوک�های مرتبه جردن، به�فرم A تبدیل در دیگر به�عبارت
باشد. یک است، صفر آن حقیقی قسمت�های

می�کنیم: تعریف خلاصه به�طور

همه حقیقی قسمت هرگاه می�نامیم مجانبی٣٧ پایدار سیستم یک را خطی کنترل سیستم .٢۴.٣.١ تعریف
پایدار را سیستم باشد صفر یا منفی ویژه مقادیر همه حقیقی قسمت در�صورتی�که باشد. منفی ویژه مقادیر

گویند. ناپایدار را سیستم صورت دو این غیر در و

پایدار سیستم که به�گونه�ای خطی کنترل سیستم برای K پس�خورد ماتریس یافتن مسأله .٢۵.٣.١ تعریف
گویند. ویژه مقادیر تخصیص مسأله را باشد

٣٧Asymptotically stable
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خطی سیستم عمومی جواب ۴.١

خطی سیستم ،x٠ اولیه حالت بردار هر به�ازای باشد. n× n ماتریس یک A کنیم فرض .١.۴.١ قضیه
زمانی، ناوردای

ẋ(t) = Ax(t), x(٠) = x٠

به�صورت منحصر�به�فرد جواب یک دارای
x(t) = eAtx٠

است.

زیر به�صورت را بسته حلقه سیستم جواب x٠ اولیه حالت بردار انتخاب و قضیه این از استفاده با
می�آوریم: به�دست

x(t) = e(A−BK)tx٠

داریم: آنگاه گیرند قرار مختلط صفحه چپ سمت در بسته حلقه ویژه�ی مقادیر تمام چنانچه
lim
t→∞

x(t) = x٠ lim
t→∞

e(A−BK)t = ٠.

قسمت که می�شود برده تعادل به�حالت صورتی در اولیه حالت هر زمان گذر با که می�کند بیان رابطه این
باشد. منفی بسته حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر تمام حقیقی

عمومی جواب دارای (١٠.١) زمانی ناوردای خطی سیستم x٠ اولیه حالت بردار هر به�ازای .٢.۴.١ قضیه
به�صورت

x(t) = eAtx٠ +

∫ t

٠
eA(t−τ)Bu(τ)dτ (٣٢.١)

به�دست برای متفاوتی روش�های که گوییم، حالت٣٨ انتقال ماتریس را Φ(t) = eAt نمایی تابع است.
دارد. وجود ماتریس این آوردن

انتقال ماتریس یافتن روش�های ١.۴.١

و معمول روش دو به�بیان این�جا در که دارد وجود انتقال ماتریس آوردن به�دست برای زیادی روش�های
می�کنیم. بسنده استفاده پر

داریم: ẋ(t) = Ax(t) حالت معادله طرفین از لاپلاس تبدیل گرفتن با اول: روش
sX(s)− x(٠) = AX(s)

پس
sX(s)− AX(s) = x(٠)

٣٨State Transition Matrix



٢١ کسری حساب در خاص توابع .۵.١

داریم: نتیجه در
x(t) = L−١((sI − A)−١)x(٠)

داریم u = ٠ به�ازای قبل جواب و فوق رابطه مقایسه با بنابراين
eAt = L−١((sI − A)−١) (٣٣.١)

انتقال ماتریس مک�لورن بسط دوم: روش

eAt = I + At+
(At)٢

٢! + · · ·+ (At)n

n!
+ · · · (٣۴.١)

توان�های حسب بر را n مساوی بیشتر توان�های تمامی می�توان همیلتون کیلی قضیه از استفاده با
یعنی نوشت کمتر

eAt = a٠(t)I + a١(t)A+ · · ·+ an−١(t)A
n−١ (٣۵.١)

می�آیند. به�دست ضرایب فوق، رابطه در A ماتریس به�جای A ماتریس ویژه مقادیر دادن قرار با

کسری حساب در خاص توابع ۵.١

گاما تابع
فاکتوریل۴٠ تابع از تعمیمی که است، گاما٣٩ تابع کسری، حساب در اساسی توابع از یکی شک بدون
تعریف زیر به�صورت کند، اختیار مختلط حتی و صحیح غیر به�صورت را خود مقادیر می�تواند و است

می�شود.

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt , z ∈ C (٣۶.١)

می�کند: صدق زیر معادله در که است این گاما تابع خواص مهم�ترین از یکی
Γ(z + ١) = zΓ(z) , z ∈ C (٣٧.١)

است: اثبات قابل زیر به�صورت جز�به�جز انتگرال�گیری از استفاده با برهان.

Γ(z + ١) =
∫ ∞

٠
e−ttzdt = −e−ttz

∣∣∣∣t=∞

t=٠
+ z

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt = zΓ(z)

داریم:

Γ(١) =
∫ ∞

٠
e−tdt = −e−t

∣∣∣∣t=∞

t=٠
= ١

داریم: (٣٧.١) رابطه اساس بر ترتیب به�همین و

٣٩Gamma Function
۴٠Factorial Function



٢٢ مقدمات و تعاریف .١

Γ(٢) = ١.Γ(١) = ١ = ١!

Γ(٣) = ٢.Γ(٢) = ٢٫ ١! = ٢!
...

Γ(x+ ١) = x.Γ(x) = x.(x− ١)! = x!

داریم: x مثبت حقیقی عدد هر برای بنابرین

Γ(x+ ١) = x! (٣٨.١)

اعداد (به�جز کرد تعریف را فاکتوریل تابع حقیقی، اعداد تمام برای می�توان گاما، تابع کمک با بنابراین
منفی). صحیح

گاما: تابع مهم خواص از برخی

Γ(z + ١) = zΓ(z)

Γ(n) = (n− ١)! , n ∈ N (٣٩.١)

Γ(
١
٢) =

√
π

Γ((n+
١
٢)) =

√
π

٢n (٢n− ١)! , n ∈ N

لفلر - میتاگ تابع

نوع و میتاگ-لفلر۴١ تابع می�گیرد قرار استفاده مورد کسری حساب در که خاص توابع از دیگر یکی
.[٢۵] است آن یافته تعمیم

است: زیر به�صورت میتاگ-لفلر تابع استاندارد تعریف

Eα(x) =
∞∑
k=٠

xk

Γ(kα + ١) α > ٠ (۴٠.١)

که میتاگ-لفلر تابع یافته�ی تعمیم حالت بود. خواهد نمایی تابع همان α = ١ به�ازای تابع این که
است: تعریف قابل زیر به�صورت می�شود، بیان آرگومان دو بر�اساس

Eα,β(x) =
∞∑
k=٠

xk

Γ(kα+ β)
α, β > ٠ (۴١.١)

۴١Mittage-Leffler
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داریم: (۴١.١) رابطه در β و α به مقدار�دهی با

E١,١ =
∞∑
k=٠

xk

Γ(k + ١) =
∞∑
k=٠

xk

k!
= ex ,

E١,٢(x) =
ex − ١

x
,

E٢,١(x) = cosh(
√
z) ,

E٢,٢(x) =
sin(
√
z)√

z
,

کسری مرتبه از انتگرال و مشتق ١.۵.١

در بنابراین می�شود. نتیجه صحیح انتگرال و مشتقات از کسری انتگرال و مشتقات مفهوم به�این�که توجه با
می�پردازیم. ریمان-لیوویل و کاپوتو۴٢ کسری انتگرال و مشتقات معرفی به تعریف چند از پس بخش این

است. آمده [٢۵] مرجع در بخش این در آن�ها اثبات و لم�ها تعاریف،

حقیقی عدد یک اگر است، µ ∈ R ،Cµ فضای به متعلق x > ٠ ،f(x) حقیقی تابع .١.۵.١ تعریف
به�طوری�که: باشد داشته وجود p > µ

f(x) = xpf١(x)

.f١(x) ∈ C[٠,∞] که

اگر: تنها و اگر است، Cm
µ فضای به متعلق x > ٠ ،f(x) حقیقی تابع .٢.۵.١ تعریف

f (m) ∈ Cµ , m ∈ N ∪ {٠}

کسری انتگرال

می�کنیم: تعریف را زیر انتگرال باشد. شده تعریف x > ٠ برای f(x) تابع اگر

(If)(x) =

∫ x

٠
f(t)dt (۴٢.١)

این�صورت در

(I٢f)(x) =

∫ x

٠
(If)(t)dt =

∫ x

٠

(∫ t

٠
f(s)ds

)
dt (۴٣.١)

داریم: x > ٠ و n ∈ N برای روند این باادامه

(Inf)(x) =

∫ x

٠

∫ t١

٠
· · ·
∫ tn−١

٠
f(t)dt · · · dt١ =

١
(n− ١)!

∫ x

٠
(x− t)n−١f(t)dt (۴۴.١)

که است فاکتوریل تابع (۴۴.١) رابطه در اصلی مشکل است. معروف کوشی۴٣ فرمول به فرمول این
با و می�شود، رفع محدودیت این گاما تابع تعریف به توجه با اما است. بی�معنی صحیح غیر اعداد برای

۴٢Caputo
۴٣Cauchy Formula
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به توجه با بنابراین کرد. جایگزین را n ∈ N شرط می�توان فاکتوریل، تابع به�جای گاما تابع از استفاده
می�شود. بیان ادامه در ریمان-لیوویل انتگرال عملگر تعریف کوشی، فرمول

مرتبه�ی از ریمان-لیوویل انتگرال عملگر این�صورت در ،f ∈ Cµ , µ ≥ −١ کنید فرض .٣.۵.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت α ≥ ٠

(Jαf)(x) =
١

Γ(α)

∫ x

٠
(x− t)α−١f(t)dt , α > ٠ , x > ٠ (۴۵.١)

:Jα خواص از برخی ◀
:[٢٣ ،٢٢ ،٢١] داریم γ > −١ و (µ ≥ −١) ،f ∈ Cµ و α, β ≥ ٠ برای

J٠f(x) = f(x)

JαJβf(x) = Jα+βf(x)

JαJβf(x) = JβJαf(x) (۴۶.١)

Jαxγ =
Γ(γ + ١)

Γ(α + γ + ١)x
α+γ

Jα

(
n∑

i=١
cifi(x)

)
=

n∑
i=١

ciJ
αfi(x)

ریمان-لیوویل و کاپوتو کسری مشتق

و مشتق روش اولین در می�کنیم. بیان کسری مشتق تعریف برای اصلی روش دو قسمت این در
می�شود. فرض آن از تعمیمی و متناهی تفاضلات از حد�هایی به�عنوان انتگرال

(۴۵.١) رابطه�ی از استفاده با را زیر فرمول تابع، یک کسری مشتق آوردن به�دست برای ریمان-لیوویل
آورد. به�دست α > ٠ حالت در

Dαf(x) = DmJm−αf(x) =
dm

dxm

[
١

Γ(m− α)

∫ x

٠
(x− t)m−α−١f(t)dt

]
(۴٧.١)

.m ∈ N ،m− ١ < α < m آن در که
که: داریم توجه نکته به�این Dn یعنی n مرتبه مشتق برای همچنین

DnJn = I , JnDn ̸= I , n ∈ N (۴٨.١)

ریاضیدان کاپوتو توسط عملگر این که است کاپوتو روش دارد، وجود کسری مشتق برای که دیگری تعریف
شد. معرفی ١٩۶٧ سال در ایتالیایی

f(x) تابع کاپوتو کسری مشتق این�صورت در ،m ∈ N و f ∈ Cm
−١ کنید فرض .۴.۵.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت
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Dα
∗ f(x) =

 Jm−αDmf(x) =
[

١
Γ(m−α)

∫ x

٠ (x− t)m−α−١f (m)(t)dt
]
, m− ١ < α < m

dmf(x)
dxm , α = m

(۴٩.١)

تعریف قابل زیر به�صورت نیز α < ٠ مقادیر برای ریمان-لیوویل و کاپوتو کسری مشتق تعریف
است:

Dα
∗ f(x) = Dαf(x) =

١
Γ(−α)

∫ x

٠
(x− t)−α−١f(t)dt , α < ٠ (۵٠.١)

آورید. به�دست α = ١
٢ فرض با را f(t) = t تابع کاپوتو کسری مشتق .۵.۵.١ مثال

داریم: (۴.۵.١) تعریف طبق حال است. m = ١ بنابراین ،٠ < α < ١ چون برهان.

D
١
٢
∗ t =

١
Γ(١٢)

∫ t

٠

١
(t− τ)

١
٢
dτ.

مشتق برای نتیجه u = t − τ متغیر تغییر همچنین و (٣٩.١) رابطه�ی در گاما تابع خواص بنابر
بود. خواهد زیر به�صورت f(t) = t تابع برای کاپوتو کسری

D
١
٢
∗ t = −

١√
π

∫ ٠

t

١
u

١
٢
d(u) =

١√
π

∫ t

٠
u

−١
٢ d(u) =

٢√
π
(
√
t− ٠)

بنابراین

D
١
٢
∗ t =

٢
√
t√
π
.

این�صورت: در ،(m ∈ N) m− ١ < α ≤ m و α ∈ R ،x > ٠ اگر .۶.۵.١ لم

Dα
∗ f(x) = Dαf(x)−

m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α + ١)f
(k)(٠) (۵١.١)

می�کند. صدق زیر رابطه در توانی توابع برای کاپوتو کسری مشتق .٧.۵.١ قضیه

Dα
∗ t

p =

{
Γ(p+١)

Γ(p−α+١)t
p−α = Dαtp , m− ١ < α < m , p > m− ١ , p ∈ R

٠ , m− ١ < α < m , p ≤ m− ١ , p ∈ N

لاپلاس تبدیلات ۶.١

حل برای می�آید، به�حساب مهندسی و ریاضیات در مهم ابزار به�عنوان که لاپلاس تبدیلات بخش این در
از دیفرانسیل معادلات حل مسیر در می�گیرد. قرار استفاده مورد کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات
و شده تبدیل جبری معادلات به کسری دیفرانسیل معادله لاپلاس، تبدیلات به�وسیله آن کسری نوع جمله
به�دست معکوس لاپلاس تبدیل از استفاده با را مجهول معادلات می�توان جبری معادلات حل با سپس

می�پردازیم. لاپلاس تبدیلات در موجود روابط و معرفی به قسمت این در آورد.
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لاپلاس عملگر ١.۶.١

تبدیل این�صورت در باشد، شده تعریف ٠ < x < ∞ برای f(x) تابع کنید فرض .١.۶.١ تعریف
است: تعریف قابل زیر به�صورت باشد متناهی زیر انتگرال که s از مقادیری برای لاپلاس

F (s) = L[f(x)] =

∫ ∞

٠
f(x)e−sxdx (۵٢.١)

باشد. مختلط یا حقیقی متغیر یک می�تواند s که

بنویسیم: هم زیر به�صورت را فوق ناسره انتگرال می�توانیم که باشید داشته ∫توجه ∞

٠
f(x)e−sxdx = lim

b−→∞

∫ b

٠
f(x)e−sxdx (۵٣.١)

لاپلاس: تبدیل وجود .٢.۶.١ قضیه
x > ٠ و c ∈ R هر برای یعنی است، نمایی مرتبه از که [٠,∞) بازه در پیوسته تابع f(x) کنید فرض

داریم:

sup
|f(x)|
ecx

<∞

است. موجود s > c هر برای لاپلاس تبدیل این�صورت در

می�شوند. معرفی قسمت این در می�گیرند، قرار استفاده مورد بیشتر که مهم لاپلاس تبدیلات از برخی
داریم: L[g(x)] = G(x) و L[f(x)] = F (x) برای

L[f(x) + g(x)] = F (x) +G(x)

L[xβ] =
Γ(β + ١)
sβ+١

L[f (n)(x)] = snF (s)− sn−١f(٠)− sn−٢f ′(٠)− · · · − f (n−١)(٠)

L

[∫ x

٠
f(t)dt

]
=

F (s)

s

L

[∫ x

٠
f(x− t)g(t)dt

]
= F (s)G(s)

کسری مرتبه انتگرال و مشتق لاپلاس تبدیل ٢.۶.١

می�آید. به��دست زیر رابطه از α > ٠ مرتبه از ریمان-لیوویل کسری انتگرال لاپلاس تبدیل .٣.۶.١ لم

L[Jαf(x)] =
F (s)

sα
(۵۴.١)

رابطه از (m ∈ N) ،m − ١ < α ≤ m برای ریمان-لیوویل کسری مشتق لاپلاس تبدیل .۴.۶.١ لم
می�آید. به�دست زیر

L[Dαf(t)] = sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sk[Dα−k−١f(٠)] (۵۵.١)



٢٧ زمانی تأخیرهای .٧.١

صدق زیر رابطه در (m ∈ N) ،m− ١ < α ≤ m برای کاپوتو کسری مشتق لاپلاس تبدیل .۵.۶.١ لم
می�کند:

L[Dα
∗ f(t)] = sαF (s)−

m−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠) (۵۶.١)

زمانی تأخیرهای ٧.١

اغلب زمانی تأخیر است. گرفته قرار محققان توجه مورد سال�ها تأخیری سیستم�های بررسی مسأله
اقتصادی، هوایی، الکتریکی، صنعتی، زیستی، بیولوژیکی، سیستم�های مانند متنوعی سیستم�های در
و ورودی مسیر بین در ... و ارتباطی شبکه�های هیدرولیکی، شبکه�های شیمیایی، فرایندهای اجتماعی،
آن�ها نامناسب عملکرد باعث سیستم�ها این در تأخیری وجود به�طوری�که می�افتد، اتفاق سیستم خروجی
زمانی تأخیرهای آن�ها در که بگیرید نظر در را مهندسی کاربردی برنامه�های مثال، به�عنوان می�شود.
توسط سیستم�ها این باشد. محاسبه تأخیرهای و انتقال تأخیرهای اندازه�گیری، تأخیرهای شامل می�تواند
گذشته دهه�های در گسترده�ای به�طور معادلات این که می�شوند داده نشان تأخیری دیفرانسیل معادلات
آید. به�وجود می�تواند سیستم یک ساختار اجزای از یک هر در تأخیر .[٢٧] گرفته�اند قرار مطالعه مورد
همین و باشد داشته ریشه نامتناهی تعداد تأخیری سیستم مشخصه معادله می�شود باعث تأخیر وجود
طراحی و پایداری بررسی در مخصوصأ کلاسیک روش�های با سیستم�ها این تحلیل می�شود باعث مساله

باشد. مشکل پس�خورد کننده کنترل
(١٩٨٩) سال در گوریکی۴۴ توسط تأخیر با کنترل سیستم�های سنتز و تحلیل و تجزیه در رساله اولین
قرار توجه مورد سیستم�ها این پایداری تحلیل مسأله اخیر دهه سه طی در است. شده منتشر [٩] در
پیش�بینی روش مانند روش�هایی همچنین .[١٠] است شده مطرح زمینه این در زیادی مقالات و گرفته
سیستم یک به مسأله تبدیل با ،[٣٠] در (FSA) متناهی۴۶ طیف تخصیص روش و [٢٨] در اسمیت۴۵

است. شده استفاده تأخیری سیستم�های کردن پایدار برای تأخیر، بدون
می�گیریم. نظر در را ورودی و حالت بردار در تأخیر چند یا یک با زمانی گسسته سیستم�های بخش این در

می�پردازیم. دو هر یا و ورودی حالت، بردار در تأخیری انواع به�بیان این�جا در ما
به�صورت را تأخیری با معمولی زمانی گسسته سیستم یک ◁

x(k + ١) = A٠ x(k) +
r∑

j=١
Aj x(k − j) +B٠ u(k) +

r∑
j=١

Bj u(k − j) (۵٧.١)

A٠, Aj ماتریس�های ورودی، و حالت بردارهای به�ترتیب u ∈ Rm و x ∈ Rn که می�گیرند، نظر در
(j = ١, · · · , r) هستند. n×m ماتریس�های B٠, Bj ماتریس�های و n× n ماتریس�های

می�کنند. تقسیم�بندی دسته سه به را زمانی تأخیر با خطی متغیره چند زمانی گسسته سیستم�های

۴۴Gorecki
۴۵Smith predictor
۴۶Finite Spectrum Assignment



٢٨ مقدمات و تعاریف .١

خارج به متفاوت یا یکسان تأخیرهای دارای ورودی�ها تمام آن در که است سیستم�هایی شامل اول: دسته
دارند: زیر به�صورت فرمی و است زمانی تأخیر از صحیح عدد قسمت

x(k + ١) = A٠ x(k) +
r∑

j=١
Bj u(k − j)

متفاوت یا یکسان مقادیر با تأخیرهایی دارای حالت متغیرهای آن در که است سیستم�هایی شامل دوم: دسه
به�صورت: فرمی دارای و باشند،

x(k + ١) = A٠ x(k) +
r∑

j=١
Aj x(k − j) + B٠u(k)

هستند.

و حالت بردار در متفاوت یا یکسان مقادیر با تأخیر دارای که است سیستم�هایی شامل دسته این سوم: دسته
دارند. (۵٧.١) به�صورت فرمی و است، ورودی

به�صورت را حالت و ورودی بردار در تأخیر q با کسری زمانی پیوسته خطی سیستم یک رساله این در
[١٨]

dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

[Ak x(t− dk) +Bk u(t− dk)]

می�پردازیم. سیستم�ها این پایداری شرح به� ٢ فصل در که می�گیریم، نظر در

می�کنیم. استفاده زیر نمادگذاری�های از
.Rn

+ = Rn×١ و می�دهیم نمایش Rn×m
+ با را نامنفی درایه�های با ماتریس n×m از مجموعه�ای

ازای (به ،aij > ٠ اگر می�شود نامیده مثبت اکیدأ بردار) (یک A = [aij] ∈ Rn×m
+ ماتریس یک

نامنفی صحیح اعداد از مجموعه�ای می�دهیم. نمایش A > ٠ با که (j = ١, · · · ,m و i = ١, · · · , n
می�دهیم. نشان Z+ با را



٢ فصل

زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری
تأخیر با کسری مثبت

حالت پس�خورد توسط تأخیر، با مثبت کسری خطی زمانی پیوسته سیستم�های پایداری فصل این در
انتخاب طوری را حالت پس�خورد ماتریس می�کنیم. معرفی را سیسستم تعادل نقطه همچنین و بررسی
شده تعیین پیش از زاویه در مختلط صفحه چپ سمت در بسته حلقه چندجمله�ای صفرهای که می�کنیم

می�کنیم. حل و کرده فرمول�بندی حالت پس�خورد توسط را پایداری مسائل پایان در گیرد. قرار

کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های ١.٢

:[٢٩ ،٢۴] می�شود استفاده کسری مشتق�گیری برای کاپوتو تعریف از این�جا در

Dα
t f(t) =

dα

dtα
f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

٠

f (n)(τ)

(t− τ)α+١−n
d(τ),

n− ١ < α ⩽ n ∈ N = {١,٢, · · · }, (١.٢)

.fn(τ) = dnf(τ)
dτn

و کسری مشتق مرتبه α ∈ R آن در که
بگیرید: نظر در را زیر حالت متغیرهای به�وسیله شده توصیف خطی سیستم

dαx(t)

dtα
= Ax(t) +Bu(t), ٠ < α ⩽ ١, (٢.٢)

y(t) = Cx(t) +Du(t), (٣.٢)

هستند خروجی و ورودی حالت، بردارهای به�ترتیب y(t) ∈ Rp و u(t) ∈ Rm ، x(t) ∈ Rn آن در که
.D ∈ Rp×m و C ∈ Rp×n ،B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n و

است: شده داده زیر به�صورت (٢.٢) معادله از جوابی [١۵] .١.١.٢ قضیه

x(t) = Φ٠(t)x٠ +

∫ t

٠
Φ(t− τ)Bu(τ)dτ, x(٠) = x٠, (۴.٢)



٣٠ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

آن در که

Φ٠(t) = Eα(At
α) =

∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(kα + ١) , (۵.٢)

Φ(t) =
∞∑
k=٠

Akt(k+١)α−١

Γ[(k + ١)α] , (۶.٢)

.[٢۵] است گاما تابع Γ(x) =
∫∞
٠ e−ttx−١dt و لفلر - میتاگ ماتریسی تابع Ea(At

α) تابع و

داریم: (٢.٢) رابطه از لاپلاس تبدیل گرفتن با برهان.

L(Dαx(t)) = sαx(s)− sα−١x٠, (٧.٢)

x(s) = L(x(t)) =

∫ ∞

٠
x(t)e−stdt, (٨.٢)

بنابراین:
x(s) = [Ins

α − A]−١(sα−١x٠ +Bu(s)), (٩.٢)

که: است واضح

(Ins
α − A)−١ =

∞∑
k=٠

Aks−(k+١)α, (١٠.٢)

چون:

(Ins
α − A)(

∞∑
k=٠

Aks−(k+١)α) = In. (١١.٢)

داریم: (٩.٢) رابطه�ی در (١١.٢) رابطه�ی جایگذاری با

x(s) =
∞∑
k=٠

Aks−(kα+١)x٠ +
∞∑
k=٠

Aks−(k+١)αBu(s) (١٢.٢)

داریم: تابع دو کانولوشن قضیه و (١٢.٢) رابطه معکوس لاپلاس تبدیل از استفاده با

x(t) = L−١(x(s)) =
∞∑
k=٠

AkL−١(s−(kα+١))x٠

+
∞∑
k=٠

AkL−١(s−(k+١)αBu(s))

= Φ٠(t)x٠ +

∫ t

٠
Φ(t− τ)Bu(τ)dτ,

(١٣.٢)

آن در که

Φ٠(t) =
∞∑

K=٠
AkL−١(s(kα+١)) =

∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(kα + ١) , (١۴.٢)

Φ(t) = L−١([Ins
α − A]−١) =

∞∑
k=٠

AkL−١[s−(k+١)α] =
∞∑
k=٠

Akt(k+١)α−١

Γ[(k + ١)α] . (١۵.٢)



٣١ کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های .١.٢

داریم: α = ١ به�ازای (۶.٢) و (۵.٢) رابطه�ی از .٢.١.٢ ملاحظه

Φ٠(t) = Φ(t) =
∞∑
k=٠

(At)k

Γ(k + ١) = eAt,

اولیه شرط هر برای اگر تنها و اگر می�شود، نامیده مثبت (٣.٢) و (٢.٢) کسری سیستم .٣.١.٢ تعریف
باشیم: داشته (t ⩾ ٠) ،u(t) ∈ Rm

+ ورودی�های همه و x٠ ∈ Rn
+

x(t) ∈ Rn
+, y(t) ∈ Rp

+ ∀ t ⩾ ٠

می�دهیم. نشان Mn با را متلر ماتریس n× n از مجموعه�ای .۴.١.٢ ملاحظه

آنگاه A ∈ Rn×n که کنید فرض [١٣] .۵.١.٢ قضیه
eAt > ٠ ∀ t ⩾ ٠, (١۶.٢)

باشد. متلر ماتریس یک A اگر تنها و اگر

بسط از برهان.

eAt = I + At+
A٢t٢

٢! + · · ·

ماتریس یک A صورتی�که در تنها است، برقرار کوچک) t > ٠ بعضی (به�ازای (١۶.٢) معادله که داریم
باشد. متلر

.A+λI > ٠ که می�کنیم انتخاب طوری را λ > ٠ اسکالر باشد، متلر ماتریس یک A که کنید فرض
به�این�که: توجه با

(A+ λI)(−λI) = (−λI)(A+ λI)

داریم:
eAt = e(A+λI)t−λIt = e(A+λI)te−λIt > ٠

. eAt > ٠ پس e−λIt > ٠ و e(A+λI)t > ٠ چون

این�صورت: در ٠ < α ≤ ١ و A ∈ Rn×n کنید فرض [١۵] .۶.١.٢ لم

Φ٠(t) =
∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(kα + ١) ∈ Rn×n
+ , ∀ t ≥ ٠ (١٧.٢)

و

Φ(t) =
∞∑
k=٠

Akt(k+١)α−١

Γ[(k + ١)α] ∈ Rn×n
+ , ∀ t ≥ ٠ (١٨.٢)

.A ∈Mn به�عبارتی باشد. متلر ماتریس یك A اگر تنها و اگر

تابع دو بسط از برهان.

Φ٠(t) = In +
A

Γ(α + ١) + · · · ,



٣٢ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

Φ(t) = In
t(α+١)

Γ(α)
+ A

t٢α+١

Γ(٢α) + · · ·

داریم:
باشد. متلر ماتریس یک A اگر تنها و اگر ،(t > ٠ برخی (به�ازای Φ(t) ∈ Rn×n

+ و Φ٠(t) ∈ Rn×n
+

این�که طبق
eAt ∈ Rn×n

+ , ∀ t ≥ ٠ (١٩.٢)

داریم: Φ٠(t) تعریف از استفاده با و باشد، متلر ماتریس یک A اگر تنها و اگر

Φ٠(t)− eAtα =
∞∑
k=٠

(
(Atα)k

Γ(kα+ ١) −
(Atα)k

k!

)
=

∞∑
k=٠

k!− Γ(kα + ١)
Γ(kα+ ١)

(Atα)k

k!
≥ ٠, ∀ t ≥ ٠ (٢٠.٢)

(٢٠.٢)داریم: و (١٩.٢) از استفاده با بنابراین ،k! ≥ Γ(kα + ١) ،٠ < α ≤ ١ به�ازای چون حال
Φ٠(t) ≥ eAtα ≥ ٠, ∀ t ≥ ٠.

است. Φ٠(t) اثبات همانند Φ(t) اثبات

اگر: تنها و اگر است، (مثبت) داخلی مثبت (٢.٢) زمانی پیوسته کسری سیستم [١۵] .٧.١.٢ قضیه
A ∈Mn, B ∈ Rn×m

+ , C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ , (٢١.٢)

به�صورت فرمی (٢.٢) از راه�حلی (١.١.٢) قضیه طبق باشد. برقرار (٢١.٢) شرایط کنید فرض برهان.
متلر ماتریس یک A اگر تنها و اگر ،Φ٠(t) , Φ(t) ∈ Rn×n

+ که داریم (۶.١.٢) لم طبق حال دارد. (۴.٢)
u(t) ∈ Rm

+ و x٠(t) ∈ Rn
+ ،B ∈ Rn×m

+ ،t ≥ ٠ به�ازای و باشد متلر ماتریس یک A اگر پس باشد.
C ∈ Rp×n

+ چون ،(٣.٢) معادله از و ،x(t) ∈ Rn
+ داریم: t ≥ ٠ به�ازای (٢.٢) معادله از آنگاه باشد،

.y(t) ∈ Rp
+ داریم: ،D ∈ Rp×m

+ و
است). In واحد ماتریس از ستون امین i ،ei (که x٠ = ei و (t ≥ ٠) u(t) = ٠ که کنیم فرض حال
دیگر: به�عبارت ،xα(٠) = Aei ≥ ٠ صورتی�که در تنها نمی�شود خارج Rn

+ مثبت ناحیه از سیستم مسیر

∀ i ̸= j aij ≥ ٠

داریم: x٠ = ٠ به�ازای دلیل �همین به باشد، متلر ماتریس یک باید A ماتریس پس
xα(٠) = Bu(٠) ≥ ٠

باشد. دلخواه می�تواند u(٠) ∈ Rm
+ چون ، B ∈ Rn×m

+ که: یعنی این و
چون .C ∈ Rp×n

+ و y(٠) = Cx(٠) ⩾ ٠ داریم: u(t) = ٠, t ⩾ ٠ به�ازای (٣.٢) رابطه از
باشد. دلخواه می�تواند x٠ ∈ Rn

+

u(٠) ∈ Rm
+ چون .D ∈ Rp×m

+ و y(٠) = Du(٠) ≥ ٠ داریم: x٠ = ٠ فرض با مشابه به�روش
باشد. دلخواه می�تواند



٣٣ مثبت کسری سیستم�های پایداری .٢.٢

مثبت کسری سیستم�های پایداری ٢.٢

مثبت کسری سیستم .١.٢.٢ تعریف
dαx(t)

dtα
= Ax(t), A ∈Mn, ٠ < α ≤ ١ (٢٢.٢)

اگر: تنها و اگر می�شود نامیده مجانبی پایدار
lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

Φ٠(t)x٠(t) = ٠, ∀x٠ ∈ Rn
+ (٢٣.٢)

است: زیر به�صورت (٢٢.٢) مشخصه چند�جمله�ای
det[Ins

α − A] = (sα)n + an−١(s
α)n−١ + · · ·+ a١s

α + a٠ (٢۴.٢)

داریم: بالا رابطه در λ = sα جایگذاری با
det[Inλ− A] = λn + an−١λ

n−١ + · · ·+ a١λ+ a٠ = wA(λ) (٢۵.٢)

داریم: λ = sα رابطه از arg (λ) = φ و arg (s) = Φ این�که فرض با
φ = αΦ

داریم: را زیر نتیجه�ی φ = π
٢ به�ازای فوق روابط از حال

مختلط صفحه چپ سمت نیمه�ی در (٢۵.٢) مشخصه�ی چندجمله�ای صفرهای اگر [١٨] .٢.٢.٢ نتیجه
چپ سمت نیمه در Φ = π

٢α شده مشخص زاویه در (٢۴.٢) مشخصه چندجمله�ای صفرهای پس باشند،
(١.٢ شکل (مطابق می�شوند. واقع مختلط صفحه

نتیجه(٢.٢.٢) سازی تصویر :١.٢ شکل



٣۴ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

دارد، r مانند مثبت حقیقی ویژه مقدار یک دقیقأ A ∈ Rn×n
+ مثبت اکیدأ ماتریس .٣.٢.٢ قضیه

داریم: A ماتریس از λi ویژه مقدار هر به�ازای به�طوری�که
r ≥ |λi|, ∀ i = ٠,١, · · · , n− ١.

دارد. وجود x مانند مثبت اکیدأ ویژه بردار یک r ویژه مقدار با متناظر به�علاوه

شود. مراجعه [١٣] به قضیه این اثبات برای برهان.

α < ٠ اگر که دارد α = max
i

Re(λi) حقیقی ویژه مقدار یک A ∈ Rn×n متلر ماتریس هر .۴.٢.٢ لم
A ماتریس ویژه مقادیر (i = ٠,١, · · · , n − ١) ،λi = λi(A) آن در که .Re(λi) < ٠ آنگاه باشد،

هستند.

شود. مراجعه [١٣] به لم این اثبات برای برهان.

و اگر است، واقع Φ = π
٢α ناحیه در (٢۴.٢) مشخصه چندجمله�ای از صفرهایی [١٣] .۵.٢.٢ قضیه

کند: صدق زیر شرایط از یکی در اگر تنها

به�عبارتی: باشند، مثبت (٢۵.٢) مشخصه چندجمله�ای ضرایب همه .(١)
ai ≥ ٠, ∀ i = ٠,١, · · · , n− ١,

ماتریس اصلی، ماتریس�های زیر تمام .(٢)

− A =


a١١ a١٢ · · · a١n

a٢١ a٢٢ · · · a٢n
... ... . . . ...

an١ an٢ · · · ann

 (٢۶.٢)

یعنی: باشند، مثبت

|a١١| > ٠,
∣∣∣∣∣a١١ a١٢

a٢١ a٢٢

∣∣∣∣∣ > ٠, · · · , det(−A) > ٠, (٢٧.٢)

که: به�قسمی دارد وجود λ > ٠ مثبت اکیدأ بردار یك .(٣)
Aλ < ٠, λ ∈ Rn

+, (٢٨.٢)

ماتریس از λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر پس حقیقی�اند، wA(λ) از ها ai ضرایب چون .(١ برهان.
اگر بنابراین هستند، مختلط مزدوج یا و حقیقی یا A

Re(λi) < ٠, ( i = ٠,١, · · · , n− ١)

چند�جمله�ای ضرایب همه آنگاه
wA(λ) = (λ− λ١) · · · (λ− λn)

.( i = ٠,١, · · · , n− ١) ،ai > ٠ پس هستند، مثبت



٣۵ مثبت کسری سیستم�های پایداری .٢.٢

α = max
i

Re (λi) ویژه مقدار (۴.٢.٢) نکته پسطبق باشد Aیکماتریسمتلر اگر خلف: برهان
حال .Reλi < ٠ آنگاه α < ٠ اگر که دارد وجود

∀ ai > ٠, i = ٠,١, · · · , n− ١, λ ∈ R+

داریم:
wA(λ) = λn + an−١λ

n−١ + · · ·+ a١λ+ a٠ > ٠

رسیدیم. تناقض به ما بنابراین ندارد، �منفی حقیقی ویژه مقدار هیچ A ماتریس که یعنی این و

منفی معین Aماتریس پس است مثبت معین −Aماتریس آنگاه باشد، برقرار (٢٧.٢) رابطه اگر .(٢
منفی�اند. آن ویژه مقادیر تمام یعنی است،

ماتریس از λ ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار را x اگر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر خواص طبق .(٣
داریم: بگیریم، نظر در A

Ax = λx

یعنی، این و باشد، λ < ٠ که است Ax < ٠ صورتی در پس ،x > ٠ بردار فرض طبق حال
می�گیرد. قرار چپ سمت در ویژه مقدار

اگر که است مشخص همچنین و ،[١٢] معادل�اند هم با (٢) و (١) شرایط که داد نشان می�توان
معادل�اند. هم با نیز (٣) و (٢) شرایط A ∈Mn

(٢.٢) مثبت پایدار سیستم تعادل نقطه ،u ∈ Rn
+ ثابت ورودی برای ،xe ∈ Rn

+ بردار .۶.٢.٢ تعریف
اگر: تنها و اگر می�شود، نامیده

Axe +Bu = ٠, (٢٩.٢)

داریم: بالا رابطه از پس می�دهد) نشان را ماتریس ترانهاده T ) Bu = ١n = [١,١, · · · ,١]T اگر
xe = −A−١١n > ٠, (٣٠.٢)

.(−A−١ ∈ Rn×n
+ ) پایدار سیستم یك برای پس

است: شرح بدین شد ذکر چه آن بنابر نتیجه

باشد، ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) مثبت مجانبی پایدار سیستم از متلر ماتریس یک A اگر .٧.٢.٢ نتیجه
.−A−١ > ٠ آنگاه

اکیدأ (٢.٢) مثبت مجانبی پایدار سیستم از Bu > ٠ با متناظر xe تعادل نقطه [١٣] .٨.٢.٢ قضیه
.xe > ٠ به�عبارتی است. مثبت

فرض با این که .Bu = ٠ که داریم (٢٩.٢) رابطه از پس ،xe = ٠ کنید فرض خلف: برهان برهان.
است. تناقض در Bu > ٠

زیرا: شود، انتخاب (٣٠.٢) رابطه تعادل نقطه می�تواند (٢٨.٢) رابطه در λ مثبت اکیدأ بردار
Aλ = A(−A−١١n) = −١n.



٣۶ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

تأخیر با مثبت زمانی پیوسته سیستم�های پایداری ٣.٢

�همراه به می�شود داده انتقال دیگر مکان به مکان یک از فیزیکی لحاظ به انرژی یا اطلاعات که زمان هر
ترتیب به�این دارد، بستگی انتقال سرعت و فاصله به آن مقدار و فاصله که می�آید. به�وجود تأخیر١ انتقال،
در طولانی تأخیرهای مخصوصا تأخیر، وجود هستند. طولانی خیلی دیگر بعضی و کوتاه تأخیرها بعضی
مساله و سیستم�ها این تحلیل اخیر دهه سه طی در دلیل �همین به می�شود، ناپایداری باعث گاهی سیستم�ها

است. گرفته قرار محققان توجه مورد که است موضوعی آن�ها پایداری
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را ورودی و حالت متغیرهای در تأخیر q با زمانی پیوسته خطی سیستم یک

ẋ(t) =
∞∑
k=٠

[Akx(t− dk) + Bku(t− dk)] (٣١.٢)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (٣٢.٢)

خروجی و ورودی حالت، بردارهای به�ترتیب y(t) ∈ Rp و u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn آن در که
و هستند. مناسب بعدهای با حقیقی ماتریس�های D و C ،( k = ٠,١, · · · , q) ،Bk ،Ak و هستند.

(dk ≥ ٠, d٠ = ٠) هستند. تأخیرها ( k = ١,٢, · · · , q) ،dk همچنین
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را (٣١.٢) رابطه�ی برای اولیه شرایط

x(t) = x٠(t), ∀ t ∈ [−d,٠], d = max
k

dk (٣٣.٢)

است. برداری تابع یك x٠(t) آن در که
ورودی�های همه برای و x٠ ∈ Rn

+ هر برای اگر، تنها و اگر می�نامیم مثبت را (٣٢.٢) و (٣١.٢) سیستم
باشیم: داشته (t ≥ −d)u(t) ∈ Rm

+

x(t) ∈ Rn
+, y(t) ∈ Rp

+, (t ≥ ٠)

اگر: تنها و اگر است، مثبت (٣٢.٢) و (٣١.٢) سیستم [١٧] .١.٣.٢ قضیه

A٠ ∈Mn, Ak ∈ Rn×n
+ , k = ١,٢, · · · , q

Bl ∈ Rn×m
+ , l = ٠,١, · · · , q, C ∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ (٣۴.٢)

زیر به�صورت (t ⩾ ٠) که u(t) = ٠ و t ∈ [−d,٠] که x٠(t) = ٠ به�ازای (٣١.٢) معادله برهان.
است:

ẋ(t) = A٠x(t), t ∈ [٠, d], d = max
k

dk (٣۵.٢)

.x ∈ Rn
+ آنگاه باشد، A٠ ∈Mn صورتی�که در تنها که، است واضح (٣۵.٢) رابطه از

کنید: فرض (٣١.٢) رابطه از
u(t) = ٠, t ⩾ ٠, x٠(dk) = ei, ∀ i = ١, · · · , n

١Delay



٣٧ تأخیر با مثبت زمانی پیوسته سیستم�های پایداری .٣.٢

.( j = ١, · · · , k − ١, k + ١, · · · , n) ،x(dj) = ٠ و است) In واحد ماتریس ستون امین i) ei که
داریم: t = ٠ به�ازای

ẋ(t) = Akei = Aki ∈ Rn
+

.Ak ∈ Rn×n
+ ( k = ١, · · · , q ) بنابراین است. Ak ماتریس ستون امین i ،Aki که

پس ẋ(t) = Bu(٠) که داریم (∀ t ∈ [−d,٠]) x٠(t) = ٠ و t = ٠ به�ازای (٣١.٢) رابطه از
است. اختیاری u(٠) ∈ Rm

+ این�که فرض با ،B ∈ Rn×m
+

.D ∈ Rp×m
+ و C ∈ Rp×n

+ که داد نشان می�توان تأخیری بدون مثبت سیستم�های هم�چون مشابه، به��روش

به�صورت: t ∈ [٠,١] به�ازای (٣١.٢) معادله از جوابی حال

x(t) = eA٠tx٠ +

∫ t

٠
eA٠(t−τ)

q∑
k=١

(Akx٠(τ − dk) +Bk u(τ − dk)) dτ (٣۶.٢)

رابطه از باشد، برقرار (٣۴.٢) شرایط و A٠ ∈ Mn اگر ،eA٠t ∈ Rn×n
+ , t ⩾ ٠ این�که به توجه با

داریم: (٣۶.٢)
x(t) ∈ Rn

+, t ∈ [٠, d].

.(t ⩾ ٠) ،u(t) ∈ Rm
+ و (t ∈ [−d,٠]) ،x٠(t) ∈ Rn

+ چون
داریم: (٣٢.٢) رابطه از پس u(t) ∈ Rm

+ و x(t) ∈ Rn
+ چون

y(t) ∈ Rp
+, t ∈ [٠, d].

گسترش ... و [٢d,٣d] و [d,٢d] بازه�های به را خود ملاحظات می�توانیم گام�به�گام روش از استفاده با حال
دهیم.

بردار یک اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (٣٢.٢) و (٣١.٢) مثبت سیستم [١٧] .٢.٣.٢ قضیه
کند صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود λ ∈ Rn

+ مثبت اکیدأ

Aλ < ٠, A =

q∑
k=٠

Ak, (٣٧.٢)

سیستم اگر که �دهیم نشان باید ابتدا برهان.

ẋ(t) = A٠x(t) +

q∑
k=١

Akx(t− dk) +Bu(t) (٣٨.٢)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (٣٩.٢)

می�کند. صدق (٣٧.٢) شرایط در که دارد وجود λ ∈ Rn
+ مثبت اکیدأ بردار آنگاه باشد مجانبی پایدار

داریم: می�گیریم، انتگرال [٠,∞] بازه در B = ٠ فرض با (٣٨.٢) معادله از ∫پس ∞

٠
ẋ(t)dt = A٠

∫ ∞

٠
x(t)dt+

q∑
k=١

Ak

∫ ∞

٠
x(t− dk)dt



٣٨ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

و

x(∞)− x(٠)−
q∑

k=١
Ak

∫ ٠

−dk

x(t)dt = A

∫ ∞

٠
x(t)dt, (۴٠.٢)

داریم: مثبت مجانبی پایدار سیستم برای

x(∞) = ٠,

و

x(٠) +
q∑

k=١
Ak

∫ ٠

−dk

x(t)dt > ٠,

∫و ∞

٠
x(t)dt > ٠,

است. برقرار (٣٧.٢) رابطه λ =
∫∞
٠ x(t)dt به�ازای و (۴٠.٢) رابطه از بنابراین

است. مجانبی پایدار (٣٨.٢) مثبت سیستم باشد برقرار (٣٧.٢) شرایط اگر که دادیم نشان پس
سیستم ترانهاده اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار B = ٠ فرض با (٣٨.٢) سیستم که است واضح

یعنی: متناظرش

ẋ(t) = AT
٠ x(t) +

q∑
k=١

AT
k x(t− dk), (۴١.٢)

به�صورت می�توانیم را (۴١.٢) مثبت سیستم برای لیاپانوف دلخواه تابع یک حال باشد. مجانبی پایدار

V (t) = xT (t)λ+

q∑
k=١

∫ t

t−dk

xT (τ)dτAkλ , (۴٢.٢)

از استفاده با حال است. مثبت باشد، x(t) ̸= ٠ که x(t) ∈ Rn
+ هر برای رابطه این که کنیم، انتخاب

داریم: (۴٢.٢) و (۴١.٢) روابط

V̇ (x) = ẋT (t)λ+

q∑
k=١

(
xT (t)− xT (t− dk)

)
Akλ

= xT (t)A٠ λ+

q∑
k=١

xT (t− dk)Akλ

+

q∑
k=١

(
xT (t)− xT (t− dk)

)
Akλ = xT (t)Aλ . (۴٣.٢)

مجانبی پایدار (٣٩.٢) و (٣٨.٢) سیستم پس ،V̇ (x) < ٠ که داریم (۴٣.٢) و (٣٧.٢) شرایط طبق
است.

کرد. مطرح را زیر قضیه می�توان معادل به�طور



٣٩ تأخیر با مثبت زمانی پیوسته سیستم�های پایداری .٣.٢

سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (٣٢.٢) و (٣١.٢) تأخیر با مثبت سیستم [١٧] .٣.٣.٢ قضیه
تأخیر بدون مثبت

ẋ(t) = Ax(t), A =

q∑
k=٠

Ak ∈Mn (۴۴.٢)

باشد. مجانبی پایدار

تنها و اگر است مجانبی پایدار (۴۴.٢) مثبت سیستم که است شده داده نشان (٢.٣.٢) قضیه در برهان.
طبق بنابراین باشد. برقرار (٣٧.٢) رابطه به�طوری�که باشد داشته وجود λ ∈ Rn

+ مثبت اکیدأ بردار اگر
پایدار (۴۴.٢) مثبت سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (٣٨.٢) مثبت سیستم (٢.٣.٢) قضیه

باشد. مجانبی

به می�تواند تأخیر، با مثبت سیستم�های از مجانبی پایداری بررسی که می�گیریم نتیجه فوق قضیه از
یابد. کاهش تأخیر بدون مثبت سیستم�های مجانبی پایداری بررسی

.[١٣] می�کنیم مطرح را زیر قضیه مثبت سیستم�های مجانبی پایداری بررسی برای

یکی اگر تنها و اگر است، مجانبی پایدار (٣٢.٢) و (٣١.٢) تأخیر با مثبت سیستم [١٧] .۴.٣.٢ قضیه
باشد: بر�قرار زیر شرایط از

باشند. منفی حقیقی قسمت دارای A ماتریس از s١, s٢, · · · , sn ویژه مقادیر .(١
Resk < ٠, k = ١,٢, · · · , n.

هستند. مثبت A ماتریس مشخصه چند�جمله�ای ضرایب همه .(٢

ماتریس اصلی ماتریس�های زیر تمام .(٣

− A =


a١١ a١٢ · · · a١n

a٢١ a٢٢ · · · a٢n
... ... . . . ...

an١ an٢ · · · ann

 (۴۵.٢)

دیگر: به�عبارت هستند. مثبت

|a١١| > ٠,
∣∣∣∣∣a١١ a١٢

a٢١ a٢٢

∣∣∣∣∣ > ٠, · · · , det [−A] > ٠. (۴۶.٢)

Ak (k = ١, · · · , q) ماتریس هر برای (٣٢.٢) و (٣١.٢) تأخیر با مثبت سیستم [١٧] .۵.٣.٢ قضیه
باشد. ناپایدار (ẋ = A٠x) مثبت سیستم اگر است ناپایدار

مثبت سیستم آنگاه باشد، مثبت A٠ ماتریس قطری درایه�های از یکی حداقل اگر [١٧] .۶.٣.٢ قضیه
است. ناپایدار Ak (k = ١,٢, · · · , q) هر برای (٣٢.٢) و (٣١.٢)



۴٠ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

ماتریس یک A (چون ẋi =
∑n

j=١ aijxj > ٠ پس باشد، (i ∈ (١,٢, · · · , n)) aii > ٠ اگر برهان.
بی�نهایت سمت به x = x(t) بردار از مولفه امین i آنگاه t→∞ اگر ،x٠ ∈ Rn

+ هر برای و است)، متلر
معادلات با مثبت سیستم بنابراین می�کند، میل

ẋ(t) = A٠x(t), x(٠) = x٠

است. ناپایدار

پس�خورد به�وسیله تأخیر با کسری خطی سیستم�های پایداری ۴.٢
حالت

کسری خطی سیستم
dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

[Akx(t− dk) +Bku(t− dk)] (۴٧.٢)

حالت پس�خورد با
u(t) = Kx(t) (۴٨.٢)

است. افزوده ماتریس یک K ∈ Rm×n آن در که بگیرید نظر در را
می�آوریم: به�دست زیر به�صورت را بسته حلقه ماتریس (۴٧.٢) در (۴٨.٢) رابطه جایگذاری با

dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

(Ak +BkK)x(t− dk), ٠ < α ≤ ١. (۴٩.٢)

تأخیری بدون مثبت سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (۴٩.٢) تأخیر با مثبت سیستم
dαx(t)

dtα
= (A+BK)x(t); A =

q∑
k=٠

Ak, B =

q∑
k=٠

Bk, (۵٠.٢)

باشد. مجانبی پایدار
در است. تأخیری مقادیر و تعداد از مستقل تأخیر، با زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری بنابراین

می�شود. گرفته نظر در مختلط صفحه چپ سمت بخش�های در مجانبی پایداری واقع
باشد مثبت (۴٩.٢) بسته حلقه سیستم به�طوری�که هستیم K افزوده ماتریس به�دنبال ما حقیقت در پس

مشخصه چند�جمله�ای صفرهای همچنین و
det [Ins

α − (A+BK)] = (sα)n + an−١(s
α)n−١ + · · ·+ a١s

α + a٠ (۵١.٢)

بگیرند. قرار Φ = π
٢α ناحیه در

در (۵١.٢) چند�جمله�ای صفرهای و است مثبت (۴٩.٢) بسته حلقه کسری سیستم [١٨] .١.۴.٢ قضیه
قطری ماتریس یک اگر تنها و اگر شده�اند واقع Φ = π

٢α ناحیه
Λ = diag [λ١, λ٢, · · · , λn] ; λk > ٠ , k = ١,٢, · · · , n (۵٢.٢)

کنند: صدق زیر شرایط در که باشند موجود D ∈ Rm×n حقیقی ماتریس و
AΛ +BD ∈Mn (۵٣.٢)



۴١ حالت پس�خورد به�وسیله تأخیر با کسری خطی سیستم�های پایداری .۴.٢

(AΛ +BD)١n < ٠ (۵۴.٢)

به�صورت K افزوده ماتریس
K = DΛ−١, (۵۵.٢)

است.

(۵٣.٢) شرایط اگر تنها و اگر است مثبت (۴٩.٢) بسته حلقه سیستم که دهیم نشان باید ابتدا برهان.
داریم: (۵۵.٢) و (۵٠.٢) ،(۴٩.٢) روابط از باشند. برقرار (۵۴.٢) و

q∑
k=٠

(Ak +BkK) = A+BK = A+BDΛ−١ = (AΛ +BD)Λ−١ ∈Mn (۵۶.٢)

این�که: به� توجه با باشد، برقرار (۵٣.٢) رابطه اگر تنها و اگر است برقرار فوق رابطه

(KΛ)١n = (DΛ−١Λ)١n = D١n , Λ١n = λ = [λ١, · · · , λn]
T (۵٧.٢)

داریم: (٣٧.٢) از استفاده با و

(A+BK)λ = (A+BK) Λ١n = (AΛ +BD)١n < ٠ (۵٨.٢)

و اگر دارند، قرار Φ = π
٢α در (۵١.٢) مشخصه چند�جمله�ای صفرهای (۵.٢.٢) قضیه مطابق پس

باشد. برقرار (۵۴.٢) رابطه اگر تنها

نمود. محاسبه زیر روش طبق می�توان را پایداری باشد برقرار فوق قضیه شرایط اگر بنابراین
پایداری: محاسبه روش ◁

D ∈ Rm×n حقیقی ماتریس و (k = ١, · · · , n) λk > ٠ با (۵٢.٢) قطری ماتریس یک ابتدا اول: گام
کنید. انتخاب را می�کند صدق (۵۴.٢) و (۵٣.٢) شرایط در که

کنید. محاسبه را K افزوده ماتریس (۵۵.٢) فرمول از استفاده با دوم: گام

بگیرید. نظر در را زیر ماتریس�های و q = ٢ و α = ٠٫ ٨ با (۴٩.٢) کسری سیستم .٢.۴.٢ مثال

A٠ =


٠٫ ۵ ٠٫ ٣ −٠٫ ٢
٠٫ ٢ −١ ٠
٠ −٠٫ ٢ ١

, A١ =


٠٫ ٣ ٠٫ ۴ −٠٫ ٣
٠٫ ١ −٠٫ ۵ ٠
٠ −٠٫ ١ ١

 , A٢ =


٠٫ ٢ ٠٫ ٣ −٠٫ ۵
٠٫ ٧ −١٫ ۵ ٠
٠ −٠٫ ٧ ٠٫ ۵



B٠ =


٠ ٠٫ ١
٠ ٠
٠٫ ٢ ٠

, B١ =


٠ ٠٫ ۵
٠ ٠
٠٫ ٣ ٠

 , B٢ =


٠ ٠٫ ۴
٠ ٠
٠٫ ۵ ٠

 (۵٩.٢)



۴٢ تأخیر با کسری مثبت زمانی پیوسته خطی سیستم�های پایداری .٢

چند�جمله�ای صفرهای و باشد مثبت بسته حلقه سیستم که کنید پیدا طوری را K ∈ R٣×٢ افزوده ماتریس
گیرند. قرار ϕ = ۵

٨π ناحیه در مشخصه

کسری سیستم بنابراین دارند، منفی قطری غیر مؤلفه�های A٢ و A١ ،A٠ ماتریس�های چون برهان.
این�صورت: در نیست. مثبت (۵٩.٢)

A =
٢∑

k=٠
Ak =


١ ١ −١
١ −٣ ٠
٠ −١ ٢٫ ۵

, B =
٢∑

k=٠
Bk =


٠ ١
٠ ٠
١ ٠

 (۶٠.٢)

داریم: (۶٠.٢) رابطه و بالا در شده مطرح روش از استفاده با

می�کنیم انتخاب را زیر ماتریس�های اول: گام

Λ =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١

, D =

[
٠٫ ۵ ٢ −٠٫ ٣
−۴ ٠ ١٫ ۴

]
(۶١.٢)

می�کنیم بررسی را (۵٣.٢) شرایط و

AΛ +BD =


١ ١ −١
١ −٣ ٠
٠ −١ ٢٫ ۵



١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١

+


٠ ١
٠ ٠
١ ٠


[
٠٫ ۵ ٢ −٣٫ ۵
−۴ ٠ ١٫ ۴

]

=


−٣ ٢ ٠٫ ۴
١ −۶ ٠
٠٫ ۵ ٠ −١

 ∈M٣ (۶٢.٢)

به�صورت: (۵۴.٢) شرایط و

(AΛ +BD)١n =


−٣ ٢ ٠٫ ۴
١ −۶ ٠
٠٫ ۵ ٠ −١



١
١
١

 =


−٠٫ ۶
−۵
−٠٫ ۵


است. برقرار اول گام شرایط بنابراین

می�کنیم. محاسبه را افزوده ماتریس (۵۵.٢) رابطه از استفاده با دوم: گام

K = DΛ−١ =

[
٠٫ ۵ ٢ −٣٫ ۵
−۴ ٠ ١٫ ۴

]
١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١


−١

=

[
٠٫ ۵ ١ −٣٫ ۵
−۴ ٠ ١٫ ۴

]



۴٣ حالت پس�خورد به�وسیله تأخیر با کسری خطی سیستم�های پایداری .۴.٢

ماتریس چون است، مثبت ما بسته حلقه سیستم

Ac = A+BK =


−٣ ١ ٠٫ ۴
١ −٣ ٠
٠٫ ۵ ٠ −١


است. متلر ماتریس یک
مشخصه چندجمله�ای

det[Inλ+ Ac] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+ ٣ −١ −٠٫ ۴
−١ λ+ ٣ ٠
−٠٫ ۵ ٠ λ+ ١

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ٣ + ٧λ٢ + ١٣٫ ٨λ+ ٧٫ ۴

ناحیه در بسته حلقه سیستم از مشخصه چندجمله�ای صفرهای بنابراین است. مثبت ضرایب دارای
است. شده واقع ϕ = ۵

٨π

کسری سیستم�های برای می�توان را ملاحظات این
dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

Akx(t− dk) + Bu(t) (۶٣.٢)

به�فرم حالت پس�خورد با

u(t) =

q∑
k=٠

Kkx(t− dk) (۶۴.٢)

داد. گسترش نیز
داریم: (۶٣.٢) در (۶۴.٢) رابطه جایگذاری با

dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

Ākx(t− dk) (۶۵.٢)

که
Āk = Ak +BKk





٣ فصل

خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری
حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری

است. شده معرفی مثبت کسری خطی زمانی گسسته سیستم�های پایداری از جدید مفهوم یک این�جا در
می�شود. بیان را سیستم�ها این عملی پایداری و مجانبی پایدار بودن، مثبت برای کافی و لازم شرایط

سیستم�های اگر عملی�اند، ناپایدار تأخیر با مثبت کسری سیستم�های که است شده داده نشان همچنین
باشد. مجانبی ناپایدار آن متناظر استاندارد مثبت کسری

بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری ١.٣

مثبت بعدی یک سیستم�های ١.١.٣

بگیرید: نظر در را زیر خطی زمانی گسسته سیستم

xi+١ = Axi +Bui, ∀ i ∈ Z+ (١.٣)

yi = Cxi +Dui (٢.٣)

،A ∈ Rn×n و هستند خروجی و ورودی حالت، بردارهای به�ترتیب yi ∈ Rp و ui ∈ Rm ، xi ∈ Rn که
.D ∈ Rp×m و C ∈ Rp×n ،B ∈ Rn×m

و x٠ ∈ Rn
+ هر به�ازای اگر می�شود نامیده (داخلی) مثبت (٢.٣) و (١.٣) سیستم .١.١.٣ تعریف

.(∀ i ∈ Z+) yi ∈ Rp
+ و xi ∈ Rn

+ باشیم: داشته ui ∈ Rm
+

اگر: تنها �و� اگر می�شود نامیده مثبت (٢.٣) و (١.٣) سیستم [١٣ ،۶] .٢.١.٣ قضیه
A ∈ Rn×n

+ , B ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ . (٣.٣)



۴۶ حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری .٣

است. مثبت زمانی پیوسته سیستم�های همانند اثبات برهان.

جواب اگر می�شود نامیده مجانبی پایدار (٢.٣) و (١.٣) مثبت سیستم .٣.١.٣ تعریف
xi = Aix٠ (۴.٣)

معادله از
xi+١ = Axi, A ∈ Rn×n

+ , i ∈ Z+ (۵.٣)

شرط در
lim
i→∞

xi = ٠, ∀ x٠ ∈ Rn
+ (۶.٣)

کند. صدق

مثبت زمانی گسسته خطی سیستم
xi+١ = Axi + bui, i ∈ Z+ (٧.٣)

.b ∈ R+ و A ∈ Rn×n
+ و هستند ورودی و حالت بردارهای ui ∈ R+ و xi ∈ Rn

+ که بگیرید، نظر در را
سیستم از تعادل حالت xe ∈ Rn

+ بردار یک شود، اعمال (٧.٣) سیستم به ū ثابت ورودی کنیم فرض
اگر: تنها و اگر می�شود نامیده (٧.٣) مجانبی پایدار

xe = Axe + bū. (٨.٣)

وارون�پذیر است) واحد ماتریس In) [In − A] ماتریس آنگاه باشد، مجانبی پایدار (٧.٣) سیستم اگر
داریم: (٨.٣) رابطه از پس .[In − A]−١ ∈ Rn×n

+ و است
xe = [In − A]−١bū (٩.٣)

T ) ١n = [١,١, · · · ,١]T که bū = ١n فرض با حال .xe > ٠ آنگاه bū > ٠ اگر که است واضح
داریم: (٩.٣) رابطه از است) ترانهاده

xe = [In − A]−١١n > ٠ (١٠.٣)

هستند: معادل زیر جملات (۵.٣) مثبت سیستم برای [۶ ،١۴] .۴.١.٣ قضیه

است. مجانبی پایدار سیستم .(١

به�عبارتی: دارند، ١ از کمتر اندازه�ای A ماتریس از z١, z٢, · · · , zn ویژه مقادیر .(٢
|zk| < ١ , ∀ k = ١, · · · , n

.(٣
det[Inz − A] ̸= ٠ , ∀ |z| ≥ ١

می�شود: تعریف زیر به�صورت و است، A ماتریس طیفی شعاع ρ(A) که ρ(A) < ١ .(۴
ρ(A) = max

١≤k≤n
{|zk|}



۴٧ بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری .١.٣

مشخصه چند�جمله�ای از (i = ٠,١, · · · , n− ١) âi ضرایب همه .(۵
pÂ(z) = det(Inz − Â) = zn + ân−١z

n−١ + · · ·+ â١z + â٠ (١١.٣)

هستند. مثبت Â = A− In ماتریس از

ماتریس از اصلی ماتریس�های زیر همه .(۶

Ā = In − A =


ā١١ ā١٢ · · · ā١n

ā٢١ ā٢٢ · · · ā٢n
... ... . . . ...

ān١ ān٢ · · · ānn

 (٧a)

به�عبارتی: باشند، مثبت

|ā١١| > ٠,
∣∣∣∣∣ā١١ ā١٢

ā٢١ ā٢٢

∣∣∣∣∣ > ٠, · · · , det Ā > ٠, (٧b)

به�طوری�که: دارد وجود x̄ > ٠ مثبت اکیدأ بردار یک .(٧
[A− In]x̄ < ٠ (١٢.٣)

شود. مراجعه [۶ ،١۴] به (۶) تا (١) قسمت�های اثبات برای برهان.
می�کنیم: اثبات روش دو به را ٧ قسمت

به�صورت را x̄ بردار می�توانیم باشد مجانبی پایدار (۵.٣) سیستم اگر اول): روش
x̄ = xe = [In − A]−١١n > ٠

می�نویسیم: زیر به�فرم را (١٢.٣) رابطه پس کنیم، انتخاب
[A− In]x̄ = [A− In][In − A]−١١n = −١n < ٠ (١٣.٣)

یک می�توان پس کند، صدق (١٢.٣) رابطه در که باشد داشته وجود x̄ > ٠ بردار یک اگر حال
به�فرم: خطی لیاپانوف تابع

V (xi) = x̄Txi (١۴.٣)

داشته توجه کرد، انتخاب را (xi ̸= ٠ عبارتی (به است مثبت xi ∈ Rn
+ هر به�ازای رابطه این که

اصلی سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار و مثبت xi+١ = ATxi دوگان سیستم که باشید
داریم: (١۴.٣) و (۵.٣) رابطه از باشد. مجانبی پایدار و مثبت (۵.٣)

∆V (xi) = V (xi+١)− V (xi)

= x̄T (xi+١ − xi) = x̄T (A− In)xi < ٠ , (١۵.٣)

∀xi ∈ Rn
+ (xi ̸= ٠)

که: داریم (١٣.٣) رابطه از استفاده با چون
x̄T (AT − In) < ٠T

n = [٠,٠, · · · ,٠]T .



۴٨ حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری .٣

ماتریس ویژه مقدار یک (z − ١) = z′ پس بگیریم نظر در A ماتریس ویژه مقدار یک را z اگر دوم): روش
مقدار با متناظر ویژه بردار را x̄ اگر ویژه بردارهای و ویژه مقادیر خواص طبق حال است. A− I

داریم: بگیریم، نظر در A− In ماتریس از z′ ویژه
(A− In) x̄ = z′ x̄

است معنی این به ،z < ٠ که است برقرار صورتی در (١٢.٣) رابطه پس ،x̄ > ٠ فرض طبق که
است. مجانبی پایدار سیستم ٢ شرط طبق و ( |z| < ١) دارد ١ از کمتر اندازه�ای z ویژه مقدار که

از بزرگ�تر A ماتریس از قطری درایه یک حداقل اگر است ناپایدار (۵.٣) سیستم [١٣] .۵.١.٣ قضیه
باشد. ١

مثبت کسری سیستم�های ٢.١.٣

تعریف از بخش این در

∆αxk =
k∑

j=٠
(−١)j

(
α

j

)
xk−j , ٠ < α < ١ , (١۶.٣)

و کسری مشتق مرتبه α ∈ R که می�شود، استفاده کسری زمانی گسسته سیستم مشتق )برای
α

j

)
=

{
١ j = ٠
α(α−١)···(α−j+١)

j!
j = ١,٢, · · ·

(١٧.٣)

است.
بگیرید: نظر در را زیر حالت فضای معادلات با کسری زمانی گسسته خطی سیستم

∆αxk+١ = Axk +Buk , k ∈ Z+ (١٨.٣)

yk = Cxk +Duk (١٩.٣)

،A ∈ Rn×n و هستند خروجی و ورودی حالت، بردارهای yk ∈ Rp و uk ∈ Rm ،xk ∈ Rn که
.D ∈ Rp×m و C ∈ Rp×n ،B ∈ Rn×m

بنویسیم: زیر به�صورت را (١٩.٣) و (١٨.٣) معادله می�توانیم (١۶.٣) رابطه طبق

xk+١ +
k+١∑
j=١

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ = Axk +Buk (٢٠.٣)

yk = Cxk +Duk (٢١.٣)

اگر، تنها و اگر می�شود نامیده (داخلی) مثبت کسری سیستم (٢١.٣) و (٢٠.٣) سیستم .۶.١.٣ تعریف
باشیم: داشته uk ∈ Rm

+ ورودی دنباله�های همه و x٠ ∈ Rn
+ اولیه شرط هر به�ازای

xk ∈ Rn
+ , yk ∈ Rp

+ , ∀ k ∈ Z+



۴٩ بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری .١.٣

به�صورت: (٢١.٣) و (٢٠.٣) معادله از جوابی [١۶] .٧.١.٣ قضیه

xk = Φkx٠ +
k−١∑
i=٠

Φk−i−١Bui (٢٢.٣)

می�شود: تعیین زیر معادله توسط Φk آن در که است،

Φk+١ = (A+ Inα)Φk +
k+١∑
i=٢

(−١)i+١
(
α

i

)
Φk−i+١ (٢٣.٣)

.ϕ٠ = In و

آنگاه: ٠ < α ≤ ١ اگر [١٢] .٨.١.٣ لم

(−١)i+١
(
α

i

)
> ٠ , ∀ i = ١,٢, · · · (٢۴.٣)

استقراء: از استفاده با اثبات برهان.
چون: است درست (٢۴.٣) رابطه i = ١ به�ازای

(−١)١+١
(
α

١

)
= α > ٠

یعنی: باشد برقرار (٢۴.٣) رابطه k ≥ ١ به�ازای که کنیم فرض

(−١)k+١
(
α

k

)
> ٠ , ∀ k ⩾ ١

داریم: رابطه این از پس است. برقرار (٢۴.٣) رابطه k + ١ به�ازای که می�کنیم ثابت حال

(−١)k+٢
(

α

k + ١

)
= (−١)k+٢α(α− ١) · · · (α− k + ١)(α− k)

k!(k + ١)

= (−١)k+١
(
α

k

)
k − α

k + ١ > ٠

است. برقرار نیز k + ١ به�ازای استقراء بنابراین

آنگاه: ،(A+ αIn) ∈ Rn×n
+ و ٠ < α ≤ ١ اگر [١٢] .٩.١.٣ لم

Φk ∈ Rn×n
+ , ∀ k = ١,٢, · · ·

است. امکان�پذیر �راحتی به (٢٣.٣) رابطه طبق اثبات برهان.

است مثبت (٢١.٣) و (٢٠.٣) کسری سیستم سپس ،٠ < α < ١ کنید فرض [١٢] .١٠.١.٣ قضیه
اگر: تنها و اگر

A+ Inα ∈ Rn×n
+ , B ∈ Rn×m

+

C ∈ Rp×n
+ , D ∈ Rp×m

+ (٢۵.٣)

لم و (٢٢.٣) معادله طبق این�صورت در باشد برقرار (٢۵.٣) شرایط کنیم فرض کفایت): برهان.
رابطه از مشابه به�طور و xk ∈ Rn

+ آنگاه x٠ ∈ Rn
+ و B ∈ Rn×m

+ ،Φk ∈ Rn×n
+ اگر (٩.١.٣)

(k ∈ Z+) .yk ∈ Rp
+ داریم: (٢١.٣)



۵٠ حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری .٣

داریم: k = ٠ به�ازای (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت سیستم از ،(∀ k ∈ Z+) uk = ٠ کنیم فرض لزوم):
x١ = [A+ αIn]x٠ = Aαx٠ = Aα١ ∈ Rn

+ , y٠ = Cx٠ ∈ Rp
+

x٠ ،(۶.١.٣) تعریف طبق چون ،C ∈ Rp×n
+ و A + αIn ∈ Rn

+ که می�دهد نشان رابطه این
است. دلخواه

داریم: k = ٠ به�ازای (٢١.٣) و (٢٠.٣) سیستم از x٠ = ٠ فرض با حال
x١ = Bu٠ ∈ Rn

+ , y٠ = Du٠ ∈ Rp
+

است. دلخواه u٠ ∈ Rm
+ چون ،D ∈ Rp×m

+ و B ∈ Rn×m
+ که می�دهد نشان رابطه این

عملی پایداری ٣.١.٣

ضرایب که می�گیریم نتیجه (٢۴.٣) و (١٧.٣) روابط از

cj = cj(α) = (−١)j
(

α

j + ١

)
, j = ١,٢, · · · (٢۶.٣)

هستند. مثبت ٠ < α < ١ به�ازای و می�یابند کاهش شدت به j افزایش با
معادله این�صورت در می�شود. گرفته نظر در محدود h طبیعی اعداد از برخی توسط j کاربردی مسائل در

به�صورت: فرمی (٢٠.٣)

xk+١ = Aαxk +
h∑

j=١
cjxk−j +Buk , k ∈ Z+ (٢٧.٣)

که
Aα = A+ Inα (٢٨.٣)

تأخیر h با زمانی گسسته خطی سیستم یک توصیف (٢١.٣) و (٢٧.٣) معادلات که باشیم داشته توجه
است. حالت در

اگر تنها و اگر می�شود نامیده عملی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم .١١.١.٣ تعریف
باشد. مجانبی پایدار (٢١.٣) و (٢٧.٣) سیستم

جدید حالت بردار تعریف با

x̃k =


xk

xk−١
...

xk−h

 (٢٩.٣)

به�صورت را (٢١.٣) و (٢٧.٣) معادلات می�توانیم

x̃k+١ = Ãx̃k + B̃uk , k ∈ Z+ (٣٠.٣)

yk = C̃xk + D̃uk (٣١.٣)



۵١ بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری .١.٣

که بنویسیم،

Ã =



Aα c١In c٢In · · · ch−١In chIn

In ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ In ٠ · · · ٠ ٠
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
٠ ٠ ٠ · · · In ٠


∈ Rñ×ñ

+ ,

B̃ =


B

٠
...
٠

 ∈ Rñ×m
+ , C̃ =

[
C ٠ · · · ٠

]
∈ Rp×ñ

+ ,

D̃ = D ∈ Rp×m
+ , ñ = (١+ h)n. (٣٢.٣)

می�توان را (۴.١.٣) قضیه شرایط ،(٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم از عملی پایداری بررسی برای
کرد. اعمال (٣١.٣) و (٣٠.٣) سیستم به

یکی در اگر تنها و اگر است عملی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) کسری مثبت سیستم [١١] .١٢.١.٣ قضیه
کند: صدق زیر شرایط از

به�عبارتی: باشند، ١ از کمتر اندازه�ای از Ã ماتریس از (k = ١, · · · , ñ) zk ویژه مقادیر .(١
|z̃k| < ١ , ∀ k = ١, · · · , ñ (٣٣.٣)

.(٢
det[Iñz − Ã] ̸= ٠, |z| ≥ ١

می�شود. تعربف زیر به�صورت و است، Ã ماتریس طیفی شعاع ρ(Ã) که ρ(Ã) < ١ .(٣
ρ(Ã) = max

١≤k≤ñ
{|z̃k|}

مشخصه چندجمله�ای (i = ٠,١, · · · , ñ− ١) ãi ضرایب همه .(۴

pÃ(z) = det[Iñ(z + ١)− Ã] =

= zñ + ãñ−١z
ñ−١ + · · ·+ ã١z + a٠ (٣۴.٣)

باشند. مثبت [Ã− Iñ] ماتریس از

ماتریس اصلی ماتریس�های زیر همه .(۵

[Ã− Iñ] =


ã١١ ã١٢ · · · ã١ñ

ã٢١ ã٢٢ · · · ã٢ñ

· · · · · · · · · · · ·
ãñ١ ãñ٢ · · · ãññ

 (٣۵.٣)



۵٢ حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری .٣

به�عبارتی: باشند. مثبت

|ã١١| > ٠,
∣∣∣∣∣ã١١ ã١٢

ã٢١ ã٢٢

∣∣∣∣∣ > ٠, · · · , det[Iñ − Ã] > ٠, (٣۶.٣)

رابطه در که باشد داشته وجود (i = ٠,١, · · · , h) ،x̃i ∈ Rn
+ مثبت اکیدأ بردار یک .(۶

x̄٠ < x̄١ , x̄١ < x̄٢ , · · · , x̄h−١ < x̄h (٣٧.٣)

به�طوری�که: کند، صدق
Aαx̄٠ + c١x̄١ + · · ·+ chx̄h < x̄٠. (٣٨.٣)

۶ شرط می�شوند. اثبات (۴.١.٣) قضیه به مربوط شرایط از به�وضوح (۵ (١تا پنج�گانه شرایط برهان.
می�کنیم. اثبات را

داریم: Ã ماتریس برای (١٢.٣) رابطه از استفاده با

Aα c١In c٢In · · · ch−١In chIn

In ٠ ٠ · · · ٠ ٠
٠ In ٠ · · · ٠ ٠
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
٠ ٠ ٠ · · · In ٠





x̄٠

x̄١

x̄٢
...

x̄h−١

x̄h


<



x̄٠

x̄١

x̄٢
...
x̄h


(٣٩.٣)

می�شوند. اثبات (٣٨.٣) و (٣٧.٣) معادله�های (٣٩.٣) رابطه از

درایه�های مجموع آنگاه باشد عملی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) کسری سیستم اگر [١١] .١٣.١.٣ قضیه
به�عبارتی: است، مثبت اکیدأ Adj[Iñ − Ã] الحاقی ماتریس از سطر هر

Adj [Iñ − Ã]−١١ñ > ٠, (۴٠.٣)

می�دهد.) نشان را ماتریس ترانهاده T ) .١ñ = [١١ · · ·١]T ∈ Rñ
+ که

آنگاه: باشد مجانبی پایدار (٣١.٣) و (٣٠.٣) سیستم اگر که می�دانیم برهان.
x̄ = [Iñ − Ã]−١١ñ > ٠ (۴١.٣)

است. B̃u = ١ñ تعادل نقطه و مثبت اکیدأ
پس هستند، مثبت [Iñ − Ã] ماتریس ویژه مقادیر همه چون که کنید توجه

det[Iñ − Ã] > ٠ (۴٢.٣)

است. واضح (۴٠.٣) معادله (۴٢.٣) و (۴١.٣) معادله�های طبق بنابراین

کنید. بررسی را زیر مثبت کسری سیستم عملی پایداری .١۴.١.٣ مثال
∆αxk+١ = ٠٫ ١xk , ∀ k ∈ Z+ , α = ٠٫ ۵ , h = ٢ (۴٣.٣)



۵٣ بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری .١.٣

داریم: (٣٢.٣) و (٢٨.٣) ،(٢۶.٣) معادله�های از استفاده با برهان.

c١ =
α(α− ١)

٢ =
١
٨ , c٢ =

١
١۶ , Aα = ٠٫ ۶

و

Ã =


Aα c١ c٢

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 =


٠٫ ۶ ١

٨
١
١۶

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠


به�صورت: (٣۴.٣) مشخصه چند�جمله�ای این�صورت در

pÃ(z) = det[Iñ(z + ١)− Ã] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
z + ٠٫ ۴ −١

٨ − ١
١۶

−١ z + ١ ٠
٠ −١ z + ١

∣∣∣∣∣∣∣∣
= z٣ + ٢٫ ۴z٢ + ١٫ ۶٧۵z + ٠٫ ٢١٢۵. (۴۴.٣)

است. عملی پایدار سیستم (١٢.١.٣) قضیه طبق پس هستند مثبت (۴۴.٣) چند�جمله�ای ضرایب همه
داریم: (۴٠.٣) رابطه از استفاده با

Adj[Iñ − Ã]١ñ =

Adj


٠٫ ۴ −١

٨ −
١
١۶

−١ ١ ٠
٠ −١ ١




١
١
١

 =


١٫ ٢۵٠٠
١٫ ۴۶٢۵
١٫ ۶٧۵٠


است. برقرار نیز (۴٠.٣) رابطه پس

سیستم اگر وتنها اگر است عملی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم [١١] .١۵.١.٣ قضیه
مثبت

xk+١ = Aαxk , k ∈ Z+ (۴۵.٣)

باشد. مجانبی پایدار

داریم: (٣٨.٣) رابطه از برهان.
(Aα − In)x̄٠ + c١x̄١ + · · ·+ chx̄h < ٠ (۴۶.٣)

x̄٠ ∈ Rn
+ مثبت اکیدأ بردار یک که باشد برقرار می�تواند صورتی در تنها (۴۶.٣) نامساوی که کنید توجه

به�طوری�که: باشد داشته وجود
(Aα − In)x̄٠ < ٠ (۴٧.٣)

پایدار کننده بیان (۴٧.٣) معادله ،(۴.١.٣) قضیه از ٧ شرط طبق پس c١x̄١ + · · ·+ chx̄h > ٠ چون
است. (۴۵.٣) مثبت سیستم مجانبی

داریم. را زیر مهم نتیجه فوق قضیه از



۵۴ حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری .٣

اگر است، عملی ناپایدار متناهی h هر برای (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم .١۶.١.٣ نتیجه
باشد. مجانبی ناپایدار (۴۵.٣) مثبت سیستم

حداقل اگر تنها و اگر است عملی ناپایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم [١١] .١٧.١.٣ قضیه
باشد. ١ از بزرگ�تر Aα ماتریس از قطری درایه یک

می�آید. به�دست (١۵.١.٣) و (۵.١.٣) های قضیه از اثبات برهان.

معادله با مستقل مثبت کسری سیستم عملی پایداری .١٨.١.٣ مثال

∆αxk+١ =

[
−٠٫ ۵ ١
٢ ٠٫ ۵

]
xk , k ∈ Z+ (۴٨.٣)

کنید. بررسی را متناهی h هر و α = ٠٫ ٨ به�ازای

و n = ٢ این�جا در برهان.

Aα = A+ Inα =

[
٠٫ ٣ ١
٢ ١٫ ٣

]
(۴٩.٣)

چون است، عملی ناپایدار متناهی h هر به�ازای (۴٨.٣) مثبت کسری سیستم (١٧.١.٣) قضیه طبق که
است. ١ از بزرگ�تر (۴٩.٣) ماتریس از (٢و٢) درایه�های

Aα − In ماتریس از چند�جمله�ای چون می�آید، به�دست (۴.١.٣) قضیه از ۵ شرایط طبق مشابه نتیجه

pÃ(z) = det[Iñ(z + ١)− Aα] =

=

[
z + ٠٫ ٧ −١
−٢ z − ٠٫ ٣

]
= z٢ + ٠٫ ۴z − ٢٫ ٢١

.(â٠ = −٢٫ ٢١) دارد منفی ضریب یک

کسری سیستم�های از مجانبی پایداری ۴.١.٣

می�شود. داده نشان h→∞ برای مثبت سیستم�های از عملی پایدار بخش این در

به�ازای سیستم اگر است، مجانبی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم .١٩.١.٣ تعریف
باشد. عملی پایدار h→∞

آنگاه: ٠ < α < ١ اگر [١١] .٢٠.١.٣ لم
∞∑
j=١

cj = ١− α (۵٠.٣)

هستند. (٢۶.٣) رابطه در شده تعریف ضرایب cjها که



۵۵ بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری .١.٣

دادکه: نشان آسانی به می�توان مک�لورن سری از استفاده با برهان.

(١− z)α =
∞∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
zj

داریم: z = ١ فرض با و
∞∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
= ٠

داریم: برابری این از

١− α +
∞∑
j=٢

(−١)j
(
α

j

)
=

= ١− α−
∞∑
j=١

(−١)j
(

α

j + ١

)
= ١− α−

∞∑
j=١

cj = ٠.

مثبت اکیدأ بردار یک اگر تنها و اگر است عملی پایدار (٢٠.٣) مثبت سیستم [١] .٢١.١.٣ قضیه
به�طوری�که: باشد، داشته وجود λ ∈ Rn

+

[Aα +
h∑

j=١
cjIn − In]λ < ٠ , λ > ٠ (۵١.٣)

تأخیر با مثبت سیستم عملی پایداری برای کافی و لازم شرط (۵١.٣) رابطه می�دهیم نشان برهان.
است. (٢٧.٣)

می�توان آسانی به باشد، دارا را ١ از کمتر مطلق قدر با ویژه مقادیر همه X ∈ Rn×n
+ کنید فرض

که: داد نشان

(In −X)−١ =
∞∑
k=١

Xk ∈ Rn×n
+ (۵٢.٣)

داریم: (۵٢.٣) رابطه از آنگاه باشد مجانبی پایدار (٢٧.٣) مثبت سیستم اگر بنابراین

In − Aα −
h∑

j=١
cjIn

−١

∈ Rn×n
+

و

γ =

In − Aα −
h∑

j=١
cjIn

−١

١n > ٠ (۵٣.٣)

.١n = [١ · · ·١]T که
(۵١.٣) رابطه آنگاه باشد، مجانبی پایدار (٢٧.٣) مثبت سیستم اگر که می�گیریم نتیجه بالا رابطه�های از

است. برقرار λ = γ > ٠ به�ازای



۵۶ حالت پس�خورد از استفاده با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری .٣

می�گیریم: نظر در را B = ٠ با (٢٧.٣) دوگان سیستم

xi+١ = AT
αxi +

h∑
j=١

cj(α)xi−j , i ∈ Z+ (۵۴.٣)

مجانبی پایدار و مثبت (٢٧.٣) اصلی سیستم اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار و مثبت رابطه این که
باشد.

می�کنیم. انتخاب زیر به�صورت (۵۴.٣) دوگان سیستم برای لیاپانوف تابع یک

V (xi) = xT
i λ+

h∑
j=١

cj

i−١∑
r=i−j

xT
r λ , λ ∈ Rn

+ (۵۵.٣)

(۵۴.٣) رابطه�های از حال است. مثبت ،xi ∈ Rn
+ ناصفر بردار و λمثبت اکیدأ بردار به�ازای تابع این که

داریم: (۵۵.٣) و

∆V (xi) = V (xi+١)− V (xi)

= xT
i+١λ+

h∑
j=١

cj

i∑
r=i+١−j

xT
r λ− xT

i λ−
h∑

j=١
cj

i−١∑
r=i−j

xT
r λ

= xT
i [Aα +

h∑
j=١

cjIn − In]λ < ٠

است، مجانبی پایدار (٢٧.٣) سیستم پس ∆V (xi) < ٠ که می�دهد نشان (۵١.٣) رابطه بنابراین
است. عملی پایدار (٢٠.٣) کسری سیستم که است این نشان�دهنده این و

اگر تنها و اگر است، مجانبی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم [١١] .٢٢.١.٣ قضیه
مثبت سیستم

xi+١ = (A+ In)xi (۵۶.٣)

باشد. مجانبی پایدار

مجانبی پایدار h→∞ برای (٢٧.٣) مثبت سیستم که است شده داده نشان (٢١.١.٣) قضیه در برهان.
مثبت سیستم اگر تنها و اگر است،

xi+١ =

Aα +
∞∑
j=١

cjIn

xi (۵٧.٣)

و (٢٨.٣) معادله�های طبق چون معادل�اند، (۵٧.٣) و (۵۶.٣) مثبت سیستم باشد. مجانبی پایدار
داریم: (۵٠.٣)

Aα +
∞∑
j=١

cjIn = A+ Inα + In(١− α) = A+ In

داریم. را زیر قضیه (١٢.١.٣) قضیه و (۵۶.٣) مثبت سیستم از استفاده با حال



۵٧ بعدی یک مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری .١.٣

یکی اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم [١١] .٢٣.١.٣ قضیه
باشد. برقرار زیر معادل شرایط از

به�عبارتی: هستند، ١ از کمتر اندازه�ای از A+ In ماتریس از z١, z٢, · · · , zk ویژه مقادیر .(١
|zk| < ١ , ∀k = ١,٢, · · · , n

هستند. مثبت A ماتریس از مشخصه چند�جمله�ای ضرایب همه .(٢

هستند. مثبت −A ماتریس از اصلی ماتریس�های زیر همه .(٣

درایه یک حداقل اگر است، ناپایدار (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت کسری سیستم [١١] .٢۴.١.٣ قضیه
باشد. مثبت A ماتریس از قطری

A+In ماتریس از قطری درایه یک حداقل آنگاه باشد، مثبت Aماتریس از قطری درایه یک اگر برهان.
است. ناپایدار سیستم این فوق شده مطرح قضیه�های طبق و است ١ از بزرگ�تر

کسری سیستم که کنید پیدا طوری را c ضرایب مقادیر (٢٣.١.٣) قضیه از استفاده با .٢۵.١.٣ مثال
با (٢١.٣) و (٢٠.٣) مثبت

A =

[
−٠٫ ۵ ١
٠٫ ٢ c

]
, α = ٠٫ ٨ (۵٨.٣)

باشد. مجانبی پایدار

ماتریس درایه�های همه اگر است، مثبت کسری سیستم برهان.

Aα = A+ Inα =

[
٠٫ ٣ ١
٠٫ ٢ c+ α

]
(۵٩.٣)

.c ≥ −α = −٠٫ ٨ و c+ α ≥ ٠ به�عبارتی و باشد، نامنفی
داریم: (۵٨.٣) ماتریس به (٢٣.١.٣) قضیه از ٢ شرط اعمال با

det[Inz − A] =

∣∣∣∣∣z + ٠٫ ۵ −١
−٠٫ ٢ z − c

∣∣∣∣∣ =
= z٢ + (٠٫ ۵− c)z − (٠٫ ۵c+ ٠٫ ٢)

به�ازای و است مثبت (۵٨.٣) ماتریس با (٢١.٣) و (٢٠.٣) کسری سیستم بنابراین .c < ٠٫ ۴ و
است. مجانبی پایدار −٠٫ ٨ < c < −٠٫ ۴

می�رسیم. نتیجه �همین به نیز (٢٣.١.٣) قضیه از ٣ شرط از استفاده با





۴ فصل

تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص
تشابهی

پیش از زاویه در مثبت کسری زمانی پیوسته خطی سیستم�های کنترل�پذیری مسأله به ابتدا فصل این در
سمت زاویه در ویژه مقادیر دادن قرار برای روش یک ارائه ما هدف این�جا در می�پردازیم. شده تعیین
زمانی پیوسته خطی دینامیکی سیستم�های برای حالت پس�خورد کنترل از استفاده با مختلط صفحه چپ
از استفاده با مثبت کسری زمانی گسسته خطی سیستم�های کنترل�پذیری سپس است. بزرگ مقیاس در

می�شود. بررسی تشابهی تبدیلات
چگونگی سپس می�پردازیم. (B,A) زوج برداری همدم و اشلون استاندارد فرم به�بيان ابتدا این�جا در
ویژه مقادیر تخصیص و صفر ویژه مقادیر تخصیص مبحث برای را حالت پس�خورد ماتریس محاسبه
مسئله حل نيز انتها در می�کنیم. بیان ويژه مقدار تخصيص مسئله در بسته حلقه ماتريس برای دلخواه،
به کمک برای پايان در می�کنیم. مطرح شده، بيان تشابهی تبديلات از استفاده با را ويژه مقدار تخصيص

می�پردازیم. عددی مثال ارائه به بيشتر درک

اشلون استاندارد فرم ١.۴

پیوسته سیستم حالت معادله است. شده تعريف Rn فضای بر که باشد تشابهی تبديل T که کنيد فرض
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را معمولی زمانی

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.۴)

یعنی: شود، تبدیل جدید فضای به T−١ تبديل ماتريس توسط دستگاه حالت بردار می�کنيم فرض حال

x̂(t) = T−١x(t) یا x(t) = T x̂(t) (٢.۴)



۶٠ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

داریم: (١.۴) حالت معادله در (٢.۴) رابطه جایگذاری با

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) +Bu(t)

ˆ̇x(t) = T−١ATX̂(t) + T−١Bu(t) (٣.۴)

داریم: (٣.۴) معادله در B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با حال
ˆ̇x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t) (۴.۴)

کرد. مشخص کنترل�پذیری ماتریس از استفاده با منحصر�به�فردی به�صورت می�توان را T تبديل ماتريس
می�دهیم، قرار T تبدیل ماتریس ستون�های را Q ماتریس خطی مستقل ستون n اولین که این�ترتیب به

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را اشلون استاندارد فرم این�صورت در

T =
[
b١ b٢ · · · bm · · ·Aq−١b١ · · ·Aq−١br Aq−١br+١ · · ·Aq−١bm Aqb١ · · ·Aqbr

]
ماتریس اگر می�دهیم. تشکیل را است ستون n +m و سطر n دارای که ،[B,A] افزوده ماتریس

داشت: خواهیم دهیم، تشکیل را [T−١B, T−١AT ]

T−١[B,AT ] = T−١[b١b٢ · · · bmAb١ · · ·Aqb١ · · ·AqbrA
qbr+١ · · ·AqbmA

q+١b١ · · ·Aq+١br]

= T−١[T,Aqbr+١ · · ·Aq+١br] = [I, T−١Aqbr+١ · · ·T−١Aq+١br] = [In×n, Vn×m]

(۵.۴)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را نظیر ستونی و سطری تشابهی تبدیلات اکنون

.١

r(i)←→ r(j)

c(i)←→ c(j)

.٢

r(i)←→ ar(i)

c(i)←→ ١
a
c(i)

.٣

r(i)←→ r(i) + kr(j)

c(j)←→ c(j)− kc(i)



۶١ اشلون استاندارد فرم .١.۴

ماتريس ابتدا نماییم، تبدیل [In, Vn×m] اشلون استاندارد به�فرم را (B,A) زوج بخواهیم صورتی�که در
ماتريس روی مقدماتی سطری عمليات از استفاده با سپس می�دهیم، تشکیل را Q = [B,A, In] افزوده
تبدیل In به را Qماتريس اول ستون n مرحله، هر در حاصل Aماتریس روی نظیر مقدماتی ستونی و Q

می�شود: تبديل زير به�صورت Q̂ افزوده ماتریس این�صورت در می�کنیم،

Q̂ = [B̂, Â, T−١] = [In, Vn×m, T
−١] (۶.۴)

هستند: زیر به�صورت B̂ و Â ماتریس�های که

Â =



om×m o · · · om×r ν
(١)
m×m

Im o · · · o ν
(٢)
m×m

om×m Im · · · o ν
(٣)
m×m

... ... ... ... ...
o o · · · o ν

(q)
m×m

or×m or×m · · · Ir ν
(q+١)
r×m


, B̂ =



Im

om×m

om×m

om×m

or×m


(٧.۴)

آورید. به�دست را زیر خطی دستگاه در ،(B,A) زوج اشلون استاندارد فرم .١.١.۴ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣

 , B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠



برهان.

Q =


١ ٢ ... ٠ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠

١ ٠ ... −٢ ٣ ٢ ... ٠ ١ ٠

٠ ٠ ... −٢ ١ ٣ ... ٠ ٠ ١





۶٢ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

r(٢)−r(١)→r(٢) on (Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(١)+c(٢)→c(١) on (A)


١ ٢ ... ١ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠

٠ −٢ ... ٠ ٢ ٢ ... −١ ١ ٠

٠ ٠ ... −٣ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١



− ١
٢ r(٢)→r(٢) on (Q)
−−−−−−−−−−−→
−٢c(٢)→c(٢) on (A)


١ ٢ ... ١ −٢ ٠ ... ١ ٠ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ ٢ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(١)−٢r(٢)→r(١) on (Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٢)+٢c(١)→c(٢) on (A)


١ ٠ ... ١ −۴ ٢ ... ٠ ١ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ −۴ ٣ ... ٠ ٠ ١



− ١
٣ r(٣)→r(٣) on (Q)
−−−−−−−−−−−→
−٣c(٣)→c(٣) on (A)


١ ٠ ... ١ −۴ −۶ ... ٠ ١ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(١)−٢r(٣)→r(١) on (Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٣)+٢c(١)→c(٣) on (A)


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ۴ ... ٠ ٠ −١

٣

 = Q̂ = [I, V, T−١]

برداری همدم فرم ٢.۴

اکنون است. شده تعریف Rn فضای بر که می�گیریم نظر در را S مانند تشابهی خطی تبديل ماتريس يک
تبديل ماتريس توسط آورديم، در اشلون استاندارد به�فرم را آن (١.۴) بخش در که سیستم حالت بردار

میگردد: تبدیل جدید فضای به S−١

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t) (٨.۴)

داريم: (۴.۴) معادله در فوق معادله جايگذاری با

S ˜̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t)

⇒˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t) (٩.۴)



۶٣ برداری همدم فرم .٢.۴

(٩.۴) معادله در B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B و Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS گرفتن نظر در با
داریم:

x̃(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (١٠.۴)

هم�ارز (١٠.۴) و (١.۴) معادلات آن�جایی�که از .[٧] است (B,A) زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã) زوج
است. یکسان نیز آن�ها جواب هستند، یکدیگر

عددی به�روش برداری همدم فرم آوردن به�دست ١.٢.۴

سطری و Â ماتريس روی مقدماتی ستونی عمليات از استفاده با باشد، منظم کرونکر ناورداهای اگر
زیر به�صورت را آن تبدیل ماتریس و برداری همدم فرم می�توان ،Q ماتریس کل روی آن نظیر مقدماتی

آورد: به�دست

Ã =


G٠

· · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m

 , B̃ =


B٠

· · · · · ·
o(n−m)×m

 (١١.۴)

کرونکر ناورداهای اگر حال است. مثلثی بالا m×m ماتریس یک B٠ و m× n ماتریس یک G٠ که
می�شوند. پخش اصلی قطر پایین در ،Ã ماتریس از In−m ستون�های از برخی باشند، نامنظم

آورید. به�دست را برداری همدم فرم ،(١.١.۴) مثال برای .١.٢.۴ مثال

برهان.

Q̂ =


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ۴ ... ٠ ٠ −١

٣





۶۴ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

c(٣)−۴c(١)→c(٣)−−−−−−−−−→
on (A)


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠− ١

٣



r(١)+۴r(٣)→r(١)−−−−−−−−−−→
on (Q̂)


١ ٠ ... ۴ ٠ −٩ ... ٠ ١ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠ −١

٢



c(٢)− ۴
٣ c(١)→c(٢)

−−−−−−−−−−→
on (A)


١ ٠ ... ۴ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣



r(١)+ ۴
٣ r(٢)→r(١)

−−−−−−−−−−→
on (Q̂)


١ ۴

٣
... ۴ −٨

٣ −۵
... ٢

٣
١
٣ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠− ١
٣


بنابراین:

Ã =


۴ −٨

٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠

 , B̃ =


١ ۴

٣

٠ ١
٠ ٠

 ,

S−١T−١ =


٢
٣

١
٣ −١

١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ −١
٣



برای مشابه به�طور و می�کنیم، تعریف U(t) = Kx(t)به�صورت را کنترل قانون ،(١.۴) معادله براي
حالت پس�خورد ماتریس K̃ که می�شود تعریف U(t) = K̃x̃(t) به�صورت کنترل قانون ،(۴.۴) معادله
خواهیم x̃(t) به�جای S−١T−١x(t) جایگذاری با است. برداری همدم به�فرم شده تبدیل دستگاه معادله

داشت:
U(t) = k̃S−١T−١x(t) (١٢.۴)

کنید: فرض
K = K̃S−١T−١ (١٣.۴)



۶۵ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

می�نامیم. (B,A) زوج اوليه پس�خورد ماتريس را آن که
بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر نماییم، تعریف −B−١

٠ G٠ به�صورت را K̃ صورتی�که در
چون: است. صفر Γ̃p = Ã+ B̃K̃

Γ̃p =


G٠

· · · · · · · · ·
I o


n×n

+


B٠

· · · · · ·
o


n×m

(−B٠)
−١G٠)

=


om×n

· · · · · · · · ·
In−m o(n−m)×m


n×n

= Γ̃٠ (١۴.۴)

نیز Γ = A+BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تمامی ،Γ̃٠ با Γ بودن مشابه �دليل به .٢.٢.۴ نتیجه
چون: صفرند.

Γ̃ = S−١T−١ATS + S−١T−١BKTS = S−١T−١(A+BK)TS

= (TS)−١(A+BK)TS = (TS)−١ΓTS

تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان ٣.۴

نیاز مورد هستند a از کمتر که نیاز مورد بسته حلقه ویژه مقادیر همه حقیقی قسمت حالت، ساده�ترین در
در بسته، حلقه قطب�های نظر مورد محدوده کلی به�طور است. حقیقی عدد یک a < ٠ آن در که است،

است. ١.۴ شکل در شده داده نشان بخش

بگیرید. نظر در را زیر حالت معادله با زمانی پیوسته خطی کنترل سیستم یک
dαx(t)

dtα
=

q∑
k=٠

[Akx(t− dk) + Bku(t− dk)] ٠ < α ≤ ١ (١۵.۴)

n× n ابعاد از به�ترتیب حقیقی ثابت ماتریس�های B و A ماتریس��های و u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn که
هستند. rank B = m با n×m و

حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای شده تعیین پیش از بخش در ویژه مقادیر تخصیص ما هدف
نقاط به نامطلوب نقاط کنترل�پذیر قطب تغییر با مطلوب جواب با بسته حلقه سیستم یک ایجاد که K

است. نظر مورد
در تشابهی عملیات انجام با K کنترل ماتریس کردن پارامتری برای دقیق الگوریتم یک بل و کرباسی

بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که می�شود انتخاب طوری K واقع در آورده�اند. به�دست (B,A) زوج
Γ = A+BK (١۶.۴)



۶۶ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

شده مشخص زاویه :١.۴ شکل

این با باشند، ویژه مقادیر طیف به موسوم Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn} شده تعریف پیش از مجموعه در
کرباسی جدیدأ شوند. واقع می�شوند، ظاهر مختلط مزدوج به�صورت یا حقیقی�اند یا ها λi که خاصیت
در خطی غیر پارامترهای شامل که دقیق فرمول آوردن به�دست برای را قبلی نتایج [٢٠ ،١٩] طهرانی و

داده�اند. توسعه را است کنترل قانون
منجر u(t) = Kx(t) ورودی به�طوری�که است K حالت پس�خورد ماتریس کردن پیدا پایداری، مسأله

پایدار بسته حلقه سیستم یک به
x(t) = x(٠) exp(Γ(t)) (١٧.۴)

می�شود تعریف Λ(Γ) توسط که بسته حلقه ماتریس ویژه) مقادیر (مجموعه طیف اگر این�صورت در گردد،
همگراست. یا مجانبی پایدار Γ که گوییم آنگاه گیرد، قرار مختلط صفحه چپ سمت در

به�صورت قطری ماتریس یک D کنید فرض .١.٣.۴ قضیه

D =


D١ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠
... ... · · · ...
٠ ٠ · · · Dk

 (١٨.۴)

به�صورت: αj + iβj مختلط مزدوج ویژه مقادیر به�ازای (j = ١,٢, · · · , k) ،Dj هر که باشد،

Dj =

[
αj βj

−βj αj

]
(١٩.۴)



۶٧ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

باشد. Dj = [dj] به�صورت حقیقی ویژه مقادیر به�ازای و
آنگاه شود، اضافه Γ٠ بسته حلقه ماتریس به مختلط مزدوج ویژه مقادیر با D قطری ماتریس چنین اگر

است. طیف در ویژه مقادیر حاصل، ویژه مقادیر

داریم: است کرونکر ناورداهای مورد در اولیه جردن فرم که (١۴.۴) رابطه طبق برهان.

H̃ = Γ̃٠ +D =

[
Om×n

In−m On−m×m

]
+


D١ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠
... ... · · · ...
٠ ٠ · · · Dk



=



D١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
٠ D٢ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ... ... ... ...
٠ ٠ · · · Dl ٠ · · · ٠
I١ ٠ · · · ٠ Dl+١ · · · ٠
... . . . · · · ٠ ٠ . . . ...
٠ · · · Ir ٠ ٠ · · · Dk


(٢٠.۴)

چون است، زوج (n −m) این�صورت در است، ٢ اندازه از واحد ماتریس (s = ١,٢, · · · , r) Is که
گسترش با دارد. ١ اندازه از واحد ماتریس فرم یک تنها Is آنگاه باشد فرد (n − m) صورتی�که در
است. D ماتریس ویژه مقادیر همان H̃ ویژه مقادیر که است واضح اول سطر امتداد در det(H̃ − λI)

از برخی تنها کردیم اشاره قبلأ که همان�طور ،[٢٠] باشند نامنظم کرونکر ناورداهای که حالتی برای
است. مشابه به��روش هم حالت این اثبات پس می�شوند، پخش اصلی قطر پایین در In−m ستون�های

مقدماتی تشابهی عملیات از استفاده با H̃ از می�تواند H̃λ بنابراین

Column (j)− λjColumn (i) −→ Column (j) , j = n, n− ١, · · · ,m

Row (i) + λjRow (j) −→ Row (i) , i = j −m (٢١.۴)

به�صورت برداری همدم به�فرم

H̃λ =

[
H٠

In−m On−m×m

]
(٢٢.۴)

ماتریس از ویژه مقادیر تشابهی، عملیات طبق همچنین است. m× n ماتریس یک H٠ که �آید به�دست
است. H̃ ماتریس ویژه مقادیر همان H̃λ

است: زیر به�صورت (B,A) زوج از حالت پس�خورد ماتریس .٢.٣.۴ نتیجه
K̃ = F̃ +B−١

٠ H٠ = B−١
٠ (−G٠ +H٠) (٢٣.۴)



۶٨ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

زاویه در را Γ̃ = Ã+ B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر K̃ حالت پس�خورد ماتریس .٣.٣.۴ قضیه
βj ،αj که کنیم فرض اگر می�دهد اختصاص ١.۴ شکل مختلط صفحه چپ سمت در شده تعیین پیش از

باشند، داشته زیر به�صورت فرمی dj و

αj = −k. random(٠,١) + a, k ∈ N

βj = |αj − a| tan(θ). random(٠,١)

�کنیم. انتخاب زیر به�صورت را dj شده، تعیین پیش از بخش در حقیقی ویژه مقادیر تخصیص هر برای و

dj = −k. random(٠,١) + a k ∈ N (٢۴.۴)

چون: می�گیرند قرار شده مشخص زاویه در D ماتریس ویژه مقادیر (١٨.۴) رابطه طبق برهان.

Γ̃ = Ã+ B̃K̃ =

[
G٠

In−m On−m×m

]
+

[
B٠

On−m×m

]
[B−١

o (−G٠ +H٠)]

=

[
G٠ −B٠B

−١
٠ G٠ +B٠B

−١
٠ H٠

In−m On−m×m

]

=

[
H٠

In−m On−m×m

]
(٢۵.۴)

ویژه مقادیر تشابهی عملیات و است متشابه H̃ ماتریس با H̃λ ماتریس چون حال .Γ̃ = H̃λ به�وضوح
مقادیر بنابراین است. برابر H̃ ماتریس ویژه مقادیر با H̃λ ماتریس ویژه مقادیر پس نمی�دهد، تغییر را

می�گیرد. قرار شده مشخص زاویه در Γ̃ = Ã+ B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه

شده تعیین زاویه در Γ̃ = Ã+ B̃K̃ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تخصیص K̃ چون .۴.٣.۴ ملاحظه
حالت پس�خورد کننده کنترل ماتریس به�وضوح است،

K = K̃T−١ = B−١
٠ (−G٠ +H٠)T

−١

است. شده تعیین زاویه در Γ = A+BK بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تخصیص

،Λ = {λ١, λ٢, · · · , λn}طیف در بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تعیین برای که باشید داشته توجه
که: می�کنیم فرض

Dj = λj , j = ١,٢, · · · , n (٢۶.۴)



۶٩ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

روش الگوریتم ١.٣.۴

سیستم به را صفر ویژه مقادیر که پس�خورد ماتریس کردن پیدا برای الگوریتم یک ابتدا بخش این در
را بسته حلقه ویژه مقادیر که افزوده ماتریس یک سپس می�آوریم، به�دست می�دهد اختصاص بسته حلقه

می�کنیم. تعیین را می�دهد اختصاص شده تعیین بخش در
ورودی�:

(A,B) کنترل�پذیر زوج ◁

اولیه حالت پس�خورد Fp ◁

می�شوند. محاسبه کرباسی و بل توسط شده پیشنهاد الگوریتم توسط که T−١ و B−١
٠ ◁

است. مختلط صفحه مبدأ از زاویه رأس فاصله که a و θ زاویه ◁

است. زیر به�صورت ١.۴ شکل داده نشان بخش در ویژه مقادیر تخصیص برای اگوریتم حال

مشخص زاویه در مختلط ویژه مقادیر تخصیص برای و ،(١٨.۴) رابطه نظیر D قطری ماتریس اول: گام
� می�کنیم: انتخاب زیر به�صورت را βj و αj ١.۴ شکل مطابق شده

αj = −k. random(٠,١) + a, k ∈ N

βj = |αj − a| tan(θ). random(٠,١)

داریم: ١.۴ شکل در شده داده نشان زاویه در حقیقی ویژه مقادیر تخصیص برای و

dj = −k. random(٠,١) + a k ∈ N

می�آوریم. به�دست را H̃ = Γ̃٠ +D دوم: گام

به�عنوان تشابهی عملیات از استفاده با (٢٢.۴) رابطه مطابق H̃λ برداری همدم به�فرم H̃ تبدیل سوم: گام
است. (١.٣.۴) قضیه از خاص نتیجه یک

می�کنیم. محاسبه را K = Fp +B−١
٠ H٠T

−١ حالت پس�خورد ماتریس حال چهارم: گام

مثبت کسری زمانی پیوسته سیستم پایداری .۵.٣.۴ مثال

d
۴
۵x(t)

dt
۴
۵

=
٢∑

k=٠
[Akx(t− dk) +Bku(t− dk)]

هستند. زیر به�صورت آن ماتریس�های به�طوری�که کنید. بررسی را ،u(t) = Kx(t) حالت پس�خورد با



٧٠ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

A٠ =



١ ۴ ٣ ١ ١ ٢
١ −١ ٣ ١ ٣ ۴
٣ ١ ٢ ١ ١ ١
۵ ٠ ٢ ٠ ٠ ١
١ ١ ٢ ۴ ٢ ٣
۴ ٢ ۴ ٢ ٠ ١


, A١ =



−١ ٢ ٣ ٠ ١ ۴
٠ ٢ ٣ ١ ٣ ٢
۴ ٢ ٢ ٠ ٢ ٠
٢ ١ ۵ ١ ٠ ١
٠ ٢ ٢ ١ ٢ ٣
٣ ٠ −١ ۵ ٠ ١


, A٢ =



١ ١ ٢ ٠ ١ ٢
٠ ٠ ٢ ١ ١ ١
١ ٢ ١ ٠ ١ ١
٢ ٠ ١ ٢ ٠ ١
٠ ١ ٢ ٢ ٢ ٢
٢ ٢ −١ ١ ٠ ٠



B٠ =



٢ ١ ١ ٠
۵ ٢ ٣ −٢
١ ٠ ١ ٣
۴ ١ ٠ ٢
١ ٠ ١ ۵
−٢ −١ ۴ ٠


, B١ =



٢ ١ ١ ٠
٣ ٠ ٣ ٢
١ ١ ١ ٣
٠ ١ ٠ ۴
−١ ٠ ٢ −١
٢ −١ ٢ ٠


, B٢ =



٣ ١ ٢ ٠
١ ٠ ١ ۴
١ ١ ١ ٣
٣ ٢ ٠ ٢
٢ ٠ ١ −١
١ ۴ ٣ ٠


داریم: برهان.

A =
٢∑

k=٠
Ak =



١ ٧ ٨ ١ ٣ ٨
١ ١ ٨ ٣ ٧ ٧
٨ ۵ ۵ ١ ۴ ٢
٩ ١ ٨ ٣ ٠ ٣
١ ۴ ۶ ٧ ۶ ٨
٩ ۴ ٢ ٨ ٠ ٢


, B =

٢∑
k=٠

Bk =



٧ ٣ ۴ ٠
٩ ٢ ٧ ۴
٣ ٢ ٣ ٩
٧ ۴ ٠ ٨
٢ ٠ ۴ ٣
١ ٢ ٩ ٠


با: است برابر (A) باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر

{٢۶٫ ۵١٠+٩٢٣−۴ i, ١٫ ١۶۵١±۶٫ ٣٢۶۴ i, −٧٫ ٩۶۶۵+١٠−۴ i, −٣٫ ٢۵١٠+٩١−۴ i, ٠٫ ١٠+٣٠٣١−۴ i}

صفحه چپ سمت زاویه در ویژه مقادیر تخصیص برای که شده�اند، پخش مختلط صفحه تمام در که
می�کنیم. استفاده فوق الگوریتم از مختلط

اختصاص بسته حلقه سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس ابتدا منظور این برای
می�آوریم: به�دست را (Fp) می�دهد

Fp =


١٫ ٧٠٩٠ −٢٫ ٢٨۵۶ −٢٫ ۴٧٣۵ −٠٫ ٧٢٠٨ −١٫ ٩٩٣۶ −٣٫ ۵۶٩٣
−٣٫ ٣١٧۵ ٠٫ ٨٠٨۶ ١٫ ٠۵۴٠ ٠٫ ٢۵٢٩ ٢٫ ٩١٢٠ ٢٫ ۶۵٩٧
−٠٫ ۶١٩۶ ٠٫ ۵٢۴١ ٠٫ ۴٨٠۵ −٠٫ ٣۴٨٢ −٠٫ ٠٠٢٢ ٠٫ ۶٢١٣
−٠٫ ٧٣٩٨ ٠٫ ۵۵٠۵ ٠٫ ١٠۶٩ −٠٫ ٠۵٨٠ −٠٫ ١٢٩ ٠٫ ۵۶٨٣





٧١ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

زاویه در بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تخصیص
ϕ =

π

٢α =
۵π
٨ −→ θ = π − ϕ =

٣π
٨ , a = −٢, z = ۴

می�آوریم: به�دست را D ماتریس ابتدا

D =



−٢٠٫ ٨٨٨٣ ۴١٫ ٣٠۴۶ ٠ ٠ ٠ ٠
−۴١٫ ٣٠۴۶ −٢٠٫ ٨٨٨٣ ٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ −١٨٫ ۶۶۶٧ ٣۶٫ ٧۵١۵ ٠ ٠
٠ ٠ −٣۶٫ ٧۵١۵ −١٨٫ ۶۶۶٧ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ −٣٫ ٨٩٧١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −٢٫ ٧٨٠٣


با: است برابر حالت پس�خورد ماتریس الگوریتم، از استفاده با سپس

K =


۵٫ ۶٩٩٢ −١۶٫ ١۵۶١ −١۶٫ ٣٢٩۵ ١٧٫ ۵۶۴٢ −١٢٫ ٠۵٩٩ ٢٫ ٢۵۴٢
−١٨٫ ١۴۵١ ۵٫ ١٢۵٩ ۵٫ ٩۴۴۵ ٢٫ ٨٩۴۴ ٠٫ ١٨٩٣ −١٫ ۴٢۴١
−٣٫ ٢٩۶٧ ٠٫ ۴١٨ ٢٫ ۶٢٢۵ ١٫ ۵٨١۶ ٠٫ ٨١٧٣ −١٫ ٢۵٨٧
۵٫ ٣٩٧٨ −۴٫ ۶۴۵٨ −١٫ ۵۵۶٢ ٠٫ ۶٩۵٣ ٣٫ ۵۵٧ −٣٫ ٢٨۵۴


بسته: حلقه ماتریس ویژه مقادیر به�وضوح

{−٣٫ ٢٫−,٨٩٧١ ١٨٫−,٧٨٠٣ ۶۶۶٧± ٣۶٫ ٧۵١۵i,−٢٠٫ ٨٨٨٣± ۴١٫ ٣٠۴۶i}

شکل�های طبق و می�گیرند، قرار مختلط سمتچپصفحه در مشخصشده زاویه در ٢.۴ شکل مطابق
می�شوند. همگرا خود تعادل بردار به ورودی، و حالت بردارهای ،۴.۴ و ٣.۴

مختلط صفحه در ویژه مقدار گرفتن قرار نمایش :٢.۴ شکل



٧٢ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٣.۴ شکل

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :۴.۴ شکل



٧٣ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

تشابهی تبدیلات از استفاده با گسسته�کسری سیستم�های عملی پایداری ٢.٣.۴

سیستم�ها این عملی پایداری برای کافی و لازم شرایط و زمانی گسسته سیستم�های پایداری ٣ فصل در
کسری مثبت زمانی گسسته سیستم�های عملی پایداری از جدید روش این�جا در حال کردیم. مطرح را
محاسبه به�گونه�ای تشابهی تبدیلات از استفاده با را سیستم حالت پس�خورد ماتریس می�کنیم. معرفی را
پایان در باشند. واحد دایره در شده تعیین پیش از مقادیر بسته، حلقه ماتریس ویژه مقادیر که می�کنیم

می�دهیم. ارائه روش تعیین برای مثال یک

در تأخیر h با زمانی گسسته خطی سیستم یک توصیف که (٢٨.٣) و (٢١.٣) ،(٢٧.٣) معادلات
حالت بردار تعریف با حال می�گیریم. نظر در را است حالت بردار

x̄k =


xk

xk−١
...

xk−h


می�نویسیم: زیر به�صورت را (٨.٣) و (٢٧.٣) معادلات

x̄k+١ = Āx̄k + B̄uk , k ∈ Z+ (٢٧.۴)

yk = C̄xk + D̄uk (٢٨.۴)

که

Ā =



Aα c١In c٢In · · · ch−١In chIn

In o o · · · o o

o In o · · · o o

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
o o o · · · In o


∈ Rn̄×n̄

+ , B̄ =


B

o
...
o

 ∈ Rn̄×m
+ (٢٩.۴)

C̄ =
[
C o · · · o

]
∈ Rp×n̄

+ , D̄ = D ∈ Rp×m
+ , n̄ = (١+ h)n

حالت پس�خورد و است، rank (B̄) = m این��که فرض با
u(t) = Kx̄k (٣٠.۴)

در (٣٠.۴) رابطه جایگذاری با می�گیریم. نظر در را است حالت پس�خورد ماتریس K ∈ Rm×n̄ که
داریم: (٢٧.۴)

x̄k+١ = (Ā+ B̄K)x̄k = Γ x̄k (٣١.۴)

طیف که به�طوری هستیم K پس�خورد ماتریس به�دنبال ما واقع در است. بسته حلقه سیستم Γ که
گوییم بگیرد،آنگاه قرار واحد دایره در می�دهیم نشان Λ(Γ) با که بسته حلقه سیستم ویژه) مقادیر (مجموعه



٧۴ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

است. مجانبی پایدار (٣١.۴) سیستم که
بگیرید: نظر در را زیر حالت انتقال

x̄k = T x̃k

آورد. به�دست شد، داده شرح (٢.۴) بخش در که مقدماتی تشابهی عملیات با می�توان را T ماتریس که
روش این در

Ã = T−١ĀT , B̃ = T−١B̄

می�شوند. تعریف زیر به�صورت که هستند B̄ و Ā ماتریس�های برداری همدم فرم

Ã =


G٠

· · · · · · · · ·
In̄−m On̄−m×m

 , B̃ =


B٠

· · · · · ·
On̄−m×m


(١.٢.۴) بخش در که همان�طور است. مثلثی ماتریسm×mبالا یک B٠ ×mو n̄ماتریس یک G٠ که
،[١٩] هستند فوق به�فرم B̃ و Ã آنگاه باشند منظم (B̄, Ā) زوج کرونکر ناورداهای اگر شد، داده توضیح
می�شوند پخش Ã از In̄−m سطرهای از بعضی باشند نامنظم کرونکر ناورداهای اگر صورت این غیر در و
می�دهد اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که (B̃, Ã) زوج برای حالت پس�خورد ماتریس .[٢٠]

با: است برابر

u = −B−١
٠ G٠x̃ = F̃ x̃

بنابراین می�شود. تعریف Fp = F̃ T−١ به�صورت (B̄, Ā) زوج برای اولیه پس�خورد ماتریس نتیجه در
به�دست است صفر آن ویژه مقادیر همه که جردن به�فرم Γ̃٠ = Ã+ B̃F̃ برداری همدم بسته حلقه ماتریس

می�آید.
عملیات از استفاده با که ،Aλ = Γ̃٠ + D و D = diag{λ١, λ٢, · · · , λn} می�کنیم تعریف حال

ماتریس سپس و می�کنیم، تبدیل Ãλ =


Gλ

· · · · · · · · ·
In−m O

 برداری همدم به�فرم را آن تشابهی

می�شود. تعریف زیر به�صورت حالت پس�خورد

K = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T

−١

می�کنیم. بررسی را زیر مثبت کسری سیستم عملی پایداری .۶.٣.۴ مثال

∆αxk+١ = Axk +Buk , K ∈ Z+ , α = ٠٫ ٩ , h = ٢

آن در که

A =


١ ٢ ٣
−٢ ١ −١
۴ −١ ٢

 , B =


١ ٢ ١
−١ ١ −١
١ ١ ٠





٧۵ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

.c١ = ٠٫ ۴۵, c٢ = ٠٫ ٠١۶۵ و ،n̄ = (١+h).n = ٩ بنابراین h = ٢ m,nو = ٣ این�جا در برهان.
می�دهیم. تشکیل (٢٩.۴) طبق را B̄ و Ā ماتریس ابتدا پس

Ā =



١٫ ٩ ٢ ٣ ٠٫ ٠۴۵ ٠ ٠ ٠٫ ٠١۶۵ ٠ ٠
−٢ ١٫ ٩ −١ ٠ ٠٫ ٠۴۵ ٠ ٠ ٠٫ ٠١۶۵ ٠
۴ −١ ٢٫ ٩ ٠ ٠ ٠٫ ٠۴۵ ٠ ٠ ٠٫ ٠١۶۵
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠


٩×٩

B̄ =



١ ٢ ١
−١ ١ −١
١ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠


٩×٣

با: است برابر (Ā) باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر

{۵٫ ۵٣٩٣,١٫ ٠٫−,٧٠٢٧ ۵٢٧٢,٠٫ ١٩٠۴,−٠٫ ١۶۴۴,−٠٫ ٠٠۴٠٫±٣ ٠۵۴۴i,−٠٫ ٠١۶٠٫±١ ٠٩٧١i}

را می�دهد اختصاص بسته حلقه سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس حال
می�آوریم. به�دست

Fp =

−۴٫ ٠٣٣٣ ٢٫ ٣ −٢٫ ٢٣٣٣ ٠٫ ٠١۵ ٠٫ ٠١۵ −٠٫ ٠۴۵ ٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠٠۵۵ −٠٫ ٠١۶۵
٠٫ ٠٣٣٣ −١٫ ٣ −٠٫ ۶۶۶٧ −٠٫ ٠١۵ −٠٫ ٠١۵ ٠ −٠٫ ٠٠۵۵ −٠٫ ٠٠۵۵ ٠
٢٫ ٠۶۶٧ −١٫ ٧ ٠٫ ۵۶۶٧ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠١۵ ٠٫ ٠۴۵ −٠٫ ٠١١ ٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠١۶۵


بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که نماییم محاسبه به�گونه�ای را حالت پس�خورد ماتریس می�خواهیم

طیف در

Λ = {٠٫ ٠٫−,١ ٠٫−,٢ ۴۵,−١/٨,٠٫ ٠۶,−٠٫ ٨,٠٫ ۶٠٫−,٢ ٢۵,٠٫ ٧}



٧۶ تشابهی تبدیلات از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص .۴

داریم: شده ارائه روش از استفاده با پس گیرد. قرار

K =

[
−۴٫ ٢٣١٧ ٢٫ ١٠١٧ −١٫ ۶٣٨٣ ٠٫ ٠٠۵٧ ٠٫ ٠٠۵٧ −٠٫ ٠١٧ ٠٫ ٠٠٨١ ٠٫ ٠٠٨١ −٠٫ ٠٢۴٣
−٠٫ ٠٩۶٧ −١٫ ۴٣ −٠٫ ۶۶۶٧ −٠٫ ٠٢٢٧ −٠٫ ٠٢٢٧ ٠ −٠٫ ٠٠۴۵ −٠٫ ٠٠۴۵ ٠

١٫ ٧ −١٫ ۵١۶٧ ١٫ ١١۶٧ ٠٫ ٣١٣٣ −٠٫ ١۵۶٧ −٠٫ ۴٧ ٠٫ ١۵٧ −٠٫ ٠٧٨۵ −٠٫ ٢٣۵۵

]
نشان زیر شکل�های در که همان�طور و می�گیرد، قرار واحد دایره در بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر بنابراین

می�کنند. حرکت خود تعادل بردار سمت به ورودی، و حالت بردارهای دادیم،

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :۵.۴ شکل



٧٧ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .٣.۴

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :۶.۴ شکل





۵ فصل

نتیجه�گیری

استفاده با زمانی، تأخیر با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدارسازی و پایداری مسأله پایان�نامه این در
بهینه�سازی، و کنترل نظریه در مسأله این اهمیت به توجه با است. گرفته بررسی مورد حالت پس�خورد از
روش�ها این از برخی �بررسی به ما که است شده ارائه مسأله این حل برای زیادی روش�های تاکنون
بتوان آن ار استفاده با که کرده�ایم پیشنهاد را است مناسب�تر جهاتی از که دیگری روش سپس پرداختیم.

نمود. حل را مثبت کسری خطی سیستم�های پایداری برای ویژه مقادیر تخصیص

با مثبت کسری خطی زمانی پیوسته سیستم�های پایداری شد، اشاره آن به ،٢ فصل در که همان�طور
در بسته حلقه چند�جمله�ای صفرهای که کردیم بررسی به�گونه�ای را حالت پس�خورد توسط زمانی تأخیر

بگیرد. قرار شده مشخص زاویه در مختلط صفحه چپ سمت

گسسته سیستم�های عملی پایداری آن، از استفاده با می�توان که داده�ایم پیشنهاد را روشی ،٣ فصل در
زمانی گسسته سیستم یک زمانی تأخیرهای ابتدا، بدین�ترتیب کرد. بررسی را مثبت کسری خطی زمانی
حالت بردار تعریف با و کرده محدود h مانند طبیعی اعداد برخی توسط را تأخیر با مثبت کسری خطی
تأخیر بدون ظاهر در سیستم یک به را سیستم گرفته�ایم)، نظر در حالت بردار در را تأخیر این�جا (در جدید
عملی پایداری روش چندین از استفاده با شده، مطرح قضیه�های طبق و کرده تبدیل استاندارد) (سیستم
متناهی h هر برای تأخیر با مثبت کسری سیستم که دادیم نشان کرده�ایم. بررسی را شده استاندارد سیستم
الگوریتم از استفاده با سرانجام باشد. مجانبی ناپایدار تأخیر بدون مثبت سیستم اگر است، عملی ناپایدار
تأخیر، بدون سیستم یک به تأخیری سیستم تبدیل با توانستیم عملی، پایداری محاسبه برای شده ارائه

می�کنیم. محاسبه را سیستم عملی پایداری

زمانی پیوسته سیستم�های مجانبی پایداری مسأله حل که کرده�ایم بیان ،۴ فصل در را جدیدی روش
با تأخیر، با مثبت کسری خطی زمانی گسسته سیستم�های عملی پایداری و تأخیر، با مثبت کسری خطی
می�توان دیگر، روش�های به نسبت روش این مزیت�های از می�کند. بررسی را تشابهی تبدیلات از استفاده



٨٠ نتیجه�گیری .۵

کرد: اشاره زیر موارد به

و هستند، اجرا در مشکلاتی دارای تأخیری سیستم�های برای روش�ها از تعدادی اجرا: سهولت ◁
خطی غیر شکل می�شود طراحی روش�ها این با که کنترل�کننده�ای که است خاطر این به اساسأ این
خطی صورت می�آید به�دست تشابهی تبدیلات روش از استفاده با که کنترل�کننده�ای اما می�گیرد،

است. آسان آن اجرای بنابراین و دارد

می�آید به�دست که جوابی تأخیر، بدون سیستم یک به تأخیری سیستم تبدیل با روش این در دقت: ◁
می�رسیم. جواب به کمتر مراحل انجام با همچنین است. دقیق�تر

از یکی تأخیر، با مثبت کسری خطی سیستم�های پایدار�سازی و پایداری مسأله شد بیان که همان�طور
روی می�توان پایان�نامه، این ادامه در است. بهینه�سازی و کنترل نظریه مسائل مهم�ترین و پرکاربردترین
بهره مثبت، کسری خطی ... و توسیع�یافته سیستم�های و چندبعدی حتی و دوبعدی سیستم�های پایداری
از استفاده با را، حالت مشتق پس�خورد با مثبت کسری سیستم�های پایداری می�توان همچنین جست.

نمود. بررسی تشابهی تبدیلات



آ� پیوست

متلب کد

AAA=[1 7 8 1 3 8;1 1 8 3 7 7;8 5 5 1 4 2;9 1 8 3 0 3;1 4 6 7 6 8;9 4 2 8 0 2];
BBB=[7 3 4 0;9 2 7 4;3 2 3 9;7 4 0 8;2 0 4 3;1 2 9 0];

t0=cputime;
disp(' This is the given plant matrix A')
disp(' ********************************')

A=AAA
disp(' This is the given input matrix B')
disp(' ********************************')

B=BBB
[n,m]=size(B);
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n);
% The Echelon form of Q
% ----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;
while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;
if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;

else

o1

o2

٨١
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o3
i=i+1 ;
j=j+1;

end
end
% **********************************************
% Now compute the Standard echelon form !
% ----------------------------------------------
s=1;
while s < n

i=s+1 ;
for j=i:r

if Q(i,j)~=0
for k=1:s

if Q(k,j)~=0
t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end

end
break

end
end

s=s+1;
end

% *****************************************************************
% choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n %','s')

% if choice=='y'
kronk3

% end
% *****************************************************************

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1
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for k=i:r
if Q(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);
T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break

end
end

end
% ***************************************************************

% choice=input('do you want the prim. vec comp form displayed,y/n%','s')
% if choice=='y'
% disp(' The standard Vector Companion form ')
% disp(' ********************************** ')

Q
% end
% ....................................................
disp(' This is the transformation matrix,T1')
disp(' ************************************')

T1
% disp(' press any key to continue')

% ****************************************************
% pause
% The Feed-back matrix , F
B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;

% **************************************************************
disp(' This is the primdry feedback law ')
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disp(' ******************************** ')

Fp
% **************************************************************

%disp(' The closed loop matrix A+B*F ')
%disp(' **************************** ')
gama=A+B*Fp

% **************************************************************
t1=cputime-t0

a=input('enter a<0 on axis of abscissas=');
teta=input ('enter teta=');
z=input('inter z number complex eigenvalue, z is even and z<=n :');
D=[];

i=1;
k=-6;

for i=1:2:z
D(i,i)=k*rand(1)+8*a;

D(i,i+1)=rand(1)*abs(D(i,i)-a)*abs(tan(teta));
while D(i,i+1)==abs(D(i,i)-a)*abs(tan(teta)) || D(i,i+1)<=0.01

D(i,i+1)=rand(1)*abs(D(i,i)-a)*abs(tan(teta));
end

D(i+1,i)=-D(i,i+1);
D(i+1,i+1)=D(i,i);

k=k-15;
end
D
pause
k=-3;
for i=z+1:n

D(i,i)=k*rand(1)+a;
k=k-5;

end
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D
%pause
%if c==0

Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

%end
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=1:r
if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc
% disp(' with the closed-loop matrix ')
% disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp
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disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1);
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro');

% disp(' frobenious norm of closed-loop matrix ')
% disp(' ************************************* ')
% Normgama=norm(gamac,'fro')

clf
x1=[a-30 a];
y1=tan(teta)*(x1-a);
x2=x1;
y2=-y1;
x3=[a a];
y3=[-30 30];
x4=[a-30 0];
y4=[0 0];
hold on;
plot(x1,y1,'k',x2,y2,'k',x3,y3,'k',x4,y4,'k');
plot(v,'b*');
hold off;

t=linspace(0,5,90);
x=zeros(6,90);
u=zeros(4,90);

matA = zeros(6,6,90);
x0 = [2;1;4;-1;4;0];
for k=1:90

matA(:,:,k) = expm(gamac*t(k));
x(:,k) = matA(:,:,k)*x0;
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end
plot(t,x)
title('state response')
ylabel('x')
xlabel('time t')
legend('x1','x2','x3','x4','x5','x6')
hold on
pause
up=[];
%u0 = [-43,3];
i=2;
while i<90
up(:,i-1)=Kp*x(:,i-1);
i=i+1;
end
subplot(2,2,1)
stairs(up(1,:))
title('input response')
ylabel('u1')
xlabel('time(sec)')
subplot(2,2,2)
stairs(up(2,:))
ylabel('u2')
xlabel('time(sec)')
subplot(2,2,3)
stairs(up(3,:))
ylabel('u3')
xlabel('time(sec)')
subplot(2,2,4)
stairs(up(4,:))
ylabel('u4')
xlabel('time(sec)')

D=[];
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for j=1:n
landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);
end

%landa=[ 0 0 0 ]

for i=1:n
D(i,i)= landa(i);

end
% D
%if c==0

Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

%end
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];
% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=1:r
if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
glanda=Qc(:,m+1:r);
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Fc=bo*G2*T1;
disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc
% disp(' with the closed-loop matrix ')
% disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')
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Aabstract

In this thesis, we will introduce the problem of stabilization of fractional positive lin-
ear continuous-time linear systems with delays by state-feedbacks. In these systems the
gain matrix of the state feedback is chosen so that the zeros of the closed-loop polynomial
are located in a sector of the left half of complex plane.
A new concept (notion) of the practical stability of positive fractional discrete-time linear
systems is introduced. We will be shown that the positive fractional systems are practically
unstable if corresponding standard positive fractional systems are asymptotically unsta-
ble. Necessary and sufficient conditions for the practical stability of the positive fractional
systems and the solvability of the problem by making use of similarity transformation are
established. We calculate the state feedback matrix which assignment desired eigenvalues
to a close-loop system. The considerations are illustrated by a numerical example.

keywords: Fractional systems, Positive, Asymptotically stability, Practical stability,
Assignment, State feedback, Similarity transformation
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