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١ فصل

چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای

مقدمه ١.١

و دارد فراوان کاربرد مدیریت و کامپیوتر علوم ریاضیات، اقتصاد، در ریاضی، ریزی برنامه� یا بهینه�سازی
از می�توان را بهینه�سازی مسائل کند. می اشاره موجود وضعیت�های بین در جواب بهترین انتخاب به
در است. چندهدفه بهینه�سازی به مربوط دسته�بندی�ها این از یکی نمود. دسته�بندی متفاوت دیدگاه�های

می�پردازیم. آن حل روش و چندهدفه مسائل به ما پایان�نامه این

بهینه�سازی به مربوط مفاهیم همچنین می�کنیم. مطرح را اولیه قضایای و تعاریف اول فصل در
کارایی و کارایی تعاریف و چندهدفه بهینه�سازی مساله می�کنیم. بیان خلاصه به�طور را غیرخطی و محدب
مراجع از فصل این مطالب اکثر می�کنیم. بیان را می�گیرند قرار استفاده مورد پایان�نامه ادامه در که ضعیف

شده�اند. اتخاذ [۴ ،١۶ ،٢٣]

است، محدب هدف تابع و می�گیرد صورت آسانی به هسین محاسبه که فرض این با دوم فصل در
بیان را آن همگرایی و نیوتن الگوریتم ادامه در می�کنیم. مطرح را چندهدفه مسائل حل برای نیوتن جهت
مرجع از بیشتر فصل این در می�کنیم. مطرح را الگوریتم به مربوط عددی مثال�های پایان در می�کنیم.

است. شده استفاده [١٨]

استفاده هسین تقریب ماتریس از است، غیرعملی هسین محاسبه که فرض این با سوم فصل در
بروز برای الگوریتم این در می�کنیم. مطرح چندهدفه مساله حل برای را شبه�نیوتن الگوریتم و می�کنیم
می�شود. بروز هدف تابع هر برای هسین تقریب و می�کنیم استفاده BFGS روش از هسین تقریب کردن
این در می�کنیم. مطرح چندهدفه مساله حل برای را شده اصلاح شبه�نیوتن الگوریتم چهارم فصل در
فصل در نیست. هدف تابع هر برای هسین محاسبه به نیاز و نیست محدب لزوماً هدف تابع الگوریتم
همگرایی و می�کنیم مطرح شبه�نیوتن الگوریتم کمک به را ناهموار چندهدفه مسائل حل چگونگی پنجم

شده�اند. اتخاذ [٢ ،١١ ،٢١ ،٣١ ،٣٣] مراجع از فصل سه این مطالب اکثر می�کنیم. اثبات را آن



۴ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

اولیه قضایای و تعاریف ٢.١

می�کنیم. بیان را پایان�نامه ادامه برای نیاز مورد نمادگذاری��های برخی ابتدا
مثبت حقیقی اعداد مجموعه و R+ با را نامنفی١ حقیقی اعداد مجموعه ،R با را حقیقی اعداد مجموعه

داریم: را زیر روابط x, y ∈ Rn هر برای ترتیب بدین می�دهیم. نشان R++ با را اکید٢

x < y ←→ xi < yi, ∀i = ١,٢, . . . , n.

x ≦ y ←→ xi ≤ yi, ∀i = ١,٢, . . . , n.

x ≤ y ←→ xi ≤ yi, ∀i = ١,٢, . . . , n و xj < yj, ∃j ∈ {١,٢, . . . , n}.

Rn
+ = {x ∈ Rn : x ≥ ٠},

Rn
++ = {x ∈ Rn : x > ٠}.

داریم: نتیجه در

x ≤ y ←→ y − x ∈ Rn
+,

x < y ←→ y − x ∈ Rn
++.

argmin f(x) می�دهیم. نشان int(E) با را E مانند مجموعه یک درون۴ و ∥.∥ با Rn در اقلیدسی٣ نرم
زیر به�صورت را A ∈ Rn×n ماتریس یک نرم می�افتد. اتفاق آن در f(x) تابع بهینگی که است نقطه�ای

می�گیریم: نظر در

∥A∥ = max
x∈Rn

∥Ax∥
∥x∥

, x ̸= ٠.

معین۵ مثبت A − B که است معنی این به (B ≤ A) B < A ،A,B ∈ Rn×n ماتریس دو برای
یعنی: است معین) (نیمه

∀x ̸= ٠ ∈ Rn, xT (A−B)x > ٠.

ماتریس یک برای است. معین مثبت A که است معنی این به A > ٠ رابطه ،Aماتریس برای واقع در
می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�دهیم نشان R(M) با را آن تصویر٧ فضای یا برد۶ M ∈ Rm×n

M ماتریس ستون�های از خطی ترکیب ،M ∈ Rm×n ماتریس یک تصویر فضای یا برد .١.٢.١ تعریف
است.

١non-negative
٢strictly positive
٣Euclidean norm
۴interior
۵positive definite
۶range
٧image space



۵ اولیه قضایای و تعاریف .٢.١

دوبار F : U → Rm تابع که معنی بدین می�کنیم، استفاده F ∈ C٢(U,Rm) نماد از همچنین
،x ∈ U ⊂ Rn برای است. F (x) = (F١(x), F٢(x), . . . , Fm(x)) که است مشتق�پذیر پیوسته به�طور
هسین١٠ Fj(x)▽و ∈ Rn با را x در Fj تابع گرادیان٩ ،DF (x) ∈ Rm×n با را x در F تابع ژاکوبین٨

داریم: واقع در می�دهیم، نشان ▽٢Fj(x) ∈ Rn×n با را x در Fj تابع

DF (x) =


∂F١(x)
∂x١

∂F١(x)
∂x٢

· · · ∂F١(x)
∂xn

∂F٢(x)
∂x١

∂F٢(x)
∂x٢

· · · ∂F٢(x)
∂xn

... ... . . . ...
∂Fm(x)
∂x١

∂Fm(x)
∂x٢

· · · ∂Fm(x)
∂xn

 ,

▽Fj(x) =


∂Fj(x)

∂x١
∂Fj(x)

∂x٢
...

∂Fj(x)

∂xn

 ,

▽٢Fj(x) =



∂٢Fj(x)

∂x٢١

∂٢Fj(x)

∂x١∂x٢
· · · ∂٢Fj(x)

∂x١∂xn

∂٢Fj(x)

∂x٢∂x١

∂٢Fj(x)

∂x٢٢
· · · ∂٢Fj(x)

∂x٢∂xn

... ... . . . ...
∂٢Fj(x)

∂xn∂x١

∂٢Fj(x)

∂xn∂x٢
· · · ∂٢Fj(x)

∂x٢n

 .

F (x) = (F١(x), F٢(x), . . . , Fm(x)) که بگیرید. نظر در را F : U → Rm تابع .٢.٢.١ تعریف
به�صورت ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای x نقطه در و d جهت در Fj : Rn → R تابع جهتی مشتق است.

می�شود: تعریف زیر

F ′
j(x, d) = lim

t→٠

Fj(x+ td)− Fj(x)

t
.

داریم: باشند، پیوسته و موجود x نقطه در Fj تابع جهتی مشتقات اگر
F ′
j(x, d) = ▽Fj(x)

Td.

،j = ١,٢, . . . ,m هر برای اگر است، x در F تابع برای کاهنده جهت یک d ∈ Rn شود توجه
به�طوری�که باشد داشته وجود t٠ > ٠ اگر است x در کاهنده، جهت یک d بنابراین باشد. F ′

j(x, d) < ٠
.F (x+ td) < F (x) ،t ∈ (٠, t٠] هر برای

(متریک) متر یک را d : X ×X → R تابع باشد. ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
باشد: برقرار آن برای زیر خاصیت ۴ هرگاه گویند X روی

٨Jacobian
٩gradient

١٠Hessian



۶ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

،d(x, y) ≥ ٠ ،∀x, y ∈ X .١

،d(x, y) = d(y, x) .٢

،d(x, y) = ٠⇐⇒ x = y .٣

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ،∀x, y, z ∈ X .۴

است. d متر با X متریک فضای نشان�دهنده (X, d) همچنین

به بازی گوی باشد، r > ٠ و x ∈ X و باشد متریک فضای یک (X, d) کنید، فرض .۴.٢.١ تعریف
می�کنیم: تعریف و می�دهیم نمایش B(x, r) با را r شعاع و x مرکز

B(x, r) = {y ∈ X|d(x, y) < r}.

هرگاه گوییم کوشی١١ دنباله را {xn} ⊂ (X, d) دنباله .۵.٢.١ تعریف
∀ϵ > ٠, ∃kϵ ∈ N s.t. ∀m,n ≥ kϵ =⇒ d(xn, xm) < ϵ.

از {Gα}α∈I ⊂ X خانواده .A ⊂ X و باشد متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .۶.٢.١ تعریف
هرگاه نامیم A ١٢ باز پوشش یک ،X باز مجموعه�های زیر
A ⊂ ∪α∈IGα.

نامیم، فشرده١٣ مجموعه را A ⊂ X باشد. متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .٧.٢.١ تعریف
زیر از {Gα}α∈I خانواده هر برای یعنی باشد. متناهی زیرپوشش١۴ یک دارای A باز پوشش هر هرگاه

باشیم: داشته A ⊂ ∪α∈IGα که A باز مجموعه�های
∃α١, α٢, . . . , αn ∈ I, s.t. A ⊂ ∪n

i=١Gαi
.

R روی برداری١۵ فضای یک اسکالر، ضرب و جمع عمل دو با همراه را V مجموعه .٨.٢.١ تعریف
باشد: زیر شرایط دارای جمع عمل ،R عضو λ٢ و λ١ هر و V عضو b و a هر ازای به هرگاه می�نامیم

،a+ b = b+ a .١

،(a+ b) + c = a+ (b+ c) .٢

است، ٠ ∈ V که ،a+ ٠ = a .٣

است. −a ∈ V که ،a+ (−a) = ٠ .۴

باشد: زیر شرایط دارای اسکالر ضرب عمل
١١Cauchy sequence
١٢open cover
١٣compact set
١۴subcover
١۵vector space



٧ اولیه قضایای و تعاریف .٢.١

است، ١ ∈ R که ،١a = a .١

،λ١(λ٢a) = (λ١λ٢)a .٢

،λ١(a+ b) = λ١a+ λ١b .٣

.(λ١ + λ٢)a = λ١a+ λ٢b .۴

به�طوری�که است ∥.∥ : V −→ R تابع با V برداری فضای یک نرم�دار١۶، فضای یک .٩.٢.١ تعریف
باشد: برقرار زیر روابط V عضو y و x هر برای

،٠ ≤ ∥x∥ <∞ .١

،∥x∥ = ٠⇐⇒ x = ٠ .٢

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،∀α ∈ R .٣

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

نرم�دار خطی فضای (V, ∥.∥) زوج به می�شود. نامیده نرم خاصیت چهار این با ∥.∥ : V −→ R تابع هر
گویند.

کوشی نامساوی x, y ∈ Rn هر ازای به باشد. ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف
است: زیر به�صورت شوارتز١٧

|
n∑

i=١
xiyi| ≤ ∥x∥∥y∥.

هرگاه گویند یکنواخت١٨ پیوسته را f : Rn → R تابع .١١.٢.١ تعریف
∀ϵ > ٠, ∃δ > ٠ s.t. ∀x, y, ∥x− y∥ < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ.

پیوسته لزوماً باشد پیوسته اگر اما است پیوسته آن�گاه باشد یکنواخت پیوسته f اگر است بدیهی
نیست. یکنواخت

بگیرید. نظر در را g(x) = x٢ و f(x) = x توابع .١٢.٢.١ مثال
است. یکنواخت پیوسته f تابع δ = ϵ درنظرگرفتن با که است واضح یکنواخت پیوسته تعریف به توجه با

نیست. یکنواخت پیوسته g تابع می�شود ثابت خلف برهان با همچنین

هرگاه گویند لیپ�شیتز١٩ پیوسته را f : Rn → R تابع .١٣.٢.١ تعریف
∃M > ٠ s.t. |f(x)− f(y)| ≤M∥x− y∥, ∀x, y ∈ Rn.

است. یکنواخت پیوسته آن�گاه باشد لیپ�شیتز پیوسته f اگر است بدیهی
١۶normed space
١٧Cauchy-Schwartz inequality
١٨uniformly continuous
١٩lipschitz continuous



٨ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

هرگاه گویند یکسان٢٠ پیوسته را fn : X → R توابع از دنباله یک .١۴.٢.١ تعریف
∀ϵ > ٠, ∃δ > ٠ s.t. ∀x, y ∈ X, ∥x− y∥ < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ϵ, ∀n ∈ N.

است. متریک فضای یک (X, d) که

M حقیقی عدد اگر گویند یکنواخت٢١ کراندار را fn : X → R توابع از دنباله یک .١۵.٢.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود

|fn(x)| ≤M, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X.

که باشد ��گونه�ای به x ∈ Rn کنید فرض و بگیرید نظر در را {xk} ⊂ Rn دنباله [۴] .١۶.٢.١ تعریف
هرگاه گویند دنباله همگرایی٢٢ مرتبه را p نامنفی عدد .xk ̸= x ،k هر برای و xk → x

lim supk→∞
∥xk+١ − x∥
∥xk − x∥p

= β <∞. (١.١)

است. خطی٢٣ دنباله همگرایی سرعت باشد، β ∈ (٠,١) و p = ١ اگر
است. فوق�خطی٢۴ دنباله همگرایی سرعت باشد، β = ٠ و p = ١ اگر
است. دوم٢۵ درجه دنباله همگرایی سرعت باشد، β <∞ و p = ٢ اگر

شود. سریعتر الگوریتم همگرایی می�شود باعث p مقدار شدن بزرگتر باشد، موجود (١.١) رابطه حد اگر
سرعت لذا شود. سریعتر الگوریتم همگرایی می�شود باعث β مقدار شدن کوچکتر یکسان، p برای همچنین
همگرایی از سریعتر بسیار دوم درجه همگرایی اما است خطی همگرایی از سریعتر فوق�خطی همگرایی

است. فوق�خطی

استفاده بالا تعریف از γ٢n و γn٢ ،γn توابع برای آن�گاه باشد γ ∈ (٠,١) کنید فرض .١٧.٢.١ مثال
می�کنیم.

داریم: تعریف به بنا زیرا نیست فوق�خطی اما است ٠ به خطی γn � همگرایی سرعت

lim supn→∞
∥γn+١∥
∥γn∥

= γ < ١.

داریم: تعریف به بنا زیرا نیست دوم درجه اما است ٠ به فوق�خطی γn٢ همگرایی سرعت

lim supn→∞
∥γ(n+١)٢∥
∥γn٢∥

= ٠

و

lim supn→∞
∥γ(n+١)٢∥
∥γ٢n٢∥

=∞.

٢٠equicontinuous
٢١uniformly bounded
٢٢order of convergence
٢٣linear
٢۴superlinear
٢۵quadratic



٩ اولیه قضایای و تعاریف .٢.١

داریم: تعریف به بنا زیرا است ٠ به دوم درجه γ٢n همگرایی سرعت

lim supn→∞
∥γ٢n+١∥
∥γ٢n+١∥

= ١ <∞.

هرگاه گوییم محدب٢۶ مجموعه را C ⊂ Rn .١٨.٢.١ تعریف
∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [٠,١], λx+ (١− λ)y ∈ C.

هرگاه گوییم محدب٢٧ تابع یک ،C ⊂ Rn محدب مجموعه روی f : C → R تابع .١٩.٢.١ تعریف
f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y), ∀λ ∈ [٠,١], ∀x, y ∈ C.

باشد. برقرار اکید به�طور فوق رابطه اگر است، اکید٢٨ محدب f تابع همچنین

هرگاه گویند قوی٢٩ محدب را f ∈ C٢(U,R) تابع .٢٠.٢.١ تعریف

∃a > ٠, (▽f(x)−▽f(y))T (x− y) ≥ a∥x− y∥٢, ∀x, y ∈ U,

است: زیر رابطه با هم�ارز که

∃a > ٠, ▽٢f(x) ≥ aI, ∀x ∈ U.

نیست. برقرار آن عکس اما است نیز اکید محدب باشد، قوی محدب تابعی اگر داشت توجه باید

تعریف به بنا f ′′(x) = ٢ چون بگیرید. نظر در را g(x) = ex و f(x) = x٢ تابع دو .٢١.٢.١ مثال
دوم مشتق چون نیست قوی محدب اما است. اکید محدب g(x) = ex تابع است. قوی محدب

شود. صفر نزدیک دلخواه اندازه به می�تواند،

محدب مؤلفه به مؤلفه ،F هرگاه می�شود نامیده -محدب Rm
+ ،F : Rn → Rm تابع .٢٢.٢.١ تعریف

باشد.

نقطه آن�گاه باشد محدب و پیوسته مشتق�پذیر تابعی f : Rn → R که کنید فرض [٢٣] .٢٣.٢.١ قضیه
.▽f(x) = ٠ اگر فقط و اگر است f تابع مینیمم یک x ∈ Rn

می�شود: تعریف زیر به�صورت کلی حالت در ناهموار٣٠ مساله یک [۶] .٢۴.٢.١ تعریف

min f(x) :=
m∑
i=١

qi(max{gi١(x), . . . , giki(x)}), (٢.١)

i = ١,٢, . . . ,m ازای به gij : X → R و qi : Rki → R توابع و هستند ثابت طبیعی اعداد ki mو که
حالت چند است. حقیقی و نرم�دار برداری فضای X و هستند مشتق�پذیر و پیوسته j = ١,٢, . . . , ki و

٢۶convex set
٢٧convex function
٢٨strictly convexity
٢٩strong convexity
٣٠nonsmooth problem



١٠ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

کنیم: بیان زیر به�صورت می�توانیم را (٢.١) رابطه خاص
اول: حالت

min f(x) := max{g١(x), g٢(x), . . . , gs(x)},

رابطه در i = ١,٢, . . . , s ازای به gi١ = g١, . . . , gis = gs و ki = s ،qi(t) = ٢t
s(s+١) قراردادن با که
می�شود. نتیجه (٢.١)

دوم: حالت

min f(x) :=
s∑

i=١
|gi(x)|,

می�آید. به�دست i = ١,٢, . . . , s ازای به gi٢ = −gi و gi١ = gi ،ki = ٢ ،qi(t) = t قراردادن با که

gi : Rn → ،i = ١,٢, . . . , s مشتق�پذیر توابع و f : Rn → R مشتق�پذیر تابع [۴] .٢۵.٢.١ تعریف
نظر در را زیر غیرخطی ریزی برنامه� مساله باشد. باز و ناتهی X ⊂ Rn کنید فرض و بگیرید نظر در را R

بگیرید:
min f(x)

s.t. gj(x) ≤ ٠ j = ١,٢, . . . ,m

x ∈ X.

(٣.١)

هستند: زیر به�صورت (٣.١) مساله برای KKT٣١ شرایط

،λj ≥ ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m .١

،▽f(x) +
∑m

j=١ λj ▽ gj(x) = ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m .٢

،λjgj(x) = ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m .٣

.gj(x) ≤ ٠ ،x ∈ X ،j = ١,٢, . . . ,m .۴

دوگان٣٣، شدنی شرایط ،٢ و ١ شرایط می�شود. نامیده لاگرانژین٣٢ ضریب λj ،j = ١,٢, . . . ,m که
هستند. شدنی٣۵ اولیه شرط ،۴ شرط و زائد٣۴ مکمل شرط ،٣ شرط

می�کنیم: بیان زیر به�صورت کلی حالت در را محدب٣۶ بهینه�سازی مساله
CO min f(x)

s.t. gj(x) ≤ ٠ j = ١,٢, . . . ,m

x ∈ X.

(۴.١)

٣١Karush-Kuhn-Tucker
٣٢Lagrangian multiplier
٣٣ dual feasibility
٣۴complementary slackness
٣۵primal feasibility
٣۶Convex optimization problem



١١ اولیه قضایای و تعاریف .٢.١

محدب�اند. نیز f(x) و gj(x) ،j = ١,٢, . . . ,m توابع و است محدب مجموعه یک X آن در که

می�شود: تعریف زیر به�صورت CO مساله (لاگرانژ٣٨) لاگرانژین٣٧ تابع [٢٣] .٢۶.٢.١ تعریف

L(x, λ) = f(x) +
m∑
j=١

λjgj(x),

است. محدب x حسب بر لاگرانژین تابع ثابت، λ برای که کنید توجه . λ ≥ و٠ x ∈ X که

شرایط در هرگاه گویند CO مساله برای اسلاتر٣٩ نقطه یک را x ∈ int(X) نقطه [٢٣] .٢٧.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر اسلاتر

،gi(x) < ٠ باشیم داشته است، غیرخطی gi(x) آن در که i هر برای .١

.gi(x) ≤ ٠ باشیم داشته است، خطی gi(x) آن در که i هر برای .٢

در یا است اسلاتر۴٠ منظم مساله گوییم باشد داشته وجود CO مساله برای اسلاتر نقطه یک اگر همچنین
می�کند. صدق منظم اسلاتر شرایط

بگیرید. نظر در را زیر بهینه�سازی مساله .٢٨.٢.١ مثال
min f(x)

s.t. x٢١ + x٢٢ ≤ ۴

x١ − x٢ ≥ ٢

x٢ ≥ ٠.
۴ برابر نقطه این ازای به x٢١ + x٢٢ غیرخطی محدودیت که است (٢,٠) نقطه تنها مساله شدنی ناحیه

نیست. اسلاتر منظم مساله بنابراین است.

٢٨.٢.١ مثال شدنی مجموعه :١.١ شکل

دوگان زیر مساله به .ψ(y) = infx∈X{f(x) +
∑m

j=١ yjgj(x)} کنید فرض [٢٣] .٢٩.٢.١ تعریف
گویند: CO مساله لاگرانژ۴١

٣٧Lagrangian function
٣٨Lagrange
٣٩Slater point
۴٠Slater regular
۴١Lagrange dual



١٢ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

LD sup ψ(y)

s.t. y ≥ ٠.

شکاف f(x) − ψ(y) باشد y ≥ ٠ و CO مساله شدنی جواب یک x اگر [٢٣] .٣٠.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده y و x دوگان۴٢

آن�گاه باشد، y ≥ ٠ و CO مساله شدنی جواب یک x اگر [٢٣] .٣١.٢.١ قضیه
ψ(y) ≤ f(x)

. infx∈X{f(x) +
∑m

j=١ yjgj(x)} = f(x) اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و

باشد ψ(y) = f(x) همچنین باشد. y ≥ ٠ و CO مساله شدنی جواب x اگر [٢٣] .٣٢.٢.١ نتیجه
است. LD مساله بهینه جواب y و CO مساله بهینه جواب x آن�گاه

باشند برقرار x نقطه در KKT شرایط (CO) محدب ریزی برنامه� مساله یک در اگر [۴] .٣٣.٢.١ قضیه
برعکس. و است بهینه x نقطه آن��گاه

چندهدفه بهینه�سازی مبانی ٣.١

مساله یک در می�کنیم. بیان مختصر به�طور را چندهدفه بهینه�سازی به مربوط مبانی قسمت این در
می�شوند. بهینه هم�زمان به�طور باشند، هم�دیگر با تضاد در است ممکن که هدف تابع تعدادی چندهدفه،
ندرت به امروز، جهان در هستند. چندهدفه بیشتر می�شوند، ظاهر عمل در امروزه که بهینه�سازی مسائل

باشد. داشته توجه ارزش یا هدف یک به فقط که کرد پیدا را مساله�ای می�توان
می�شود سنجش پول حسب بر که است سود کردن حداکثر هدف، یک کارخانه یک در مثال به�عنوان
این گاهی می�شود. سنجیده ساعت حسب بر که است کار نیروی ساعات از استفاده حداقل دیگر هدف و
دارد تمایل طرف یک از گیرنده تصمیم مثلا می�کنند. عمل متضاد به�صورت و نیستند جهت یک در اهداف
می�خواهد دیگر طرف از و دارد مستقیم اثر کارخانه سود و بازدهی در که دهد افزایش را کارکنان رضایت

کند. حداقل را دستمزد و حقوق هزینه�های
است بهینه�سازی مباحث میان در تحقیقاتی پرکاربرد بسیار زمینه�های از یکی چندهدفه، بهینه�سازی
بهینه�سازی کاربرد بیشتر مطالعه برای دارد. واقعی دنیای بهینه�سازی مسائل در العاده�ای، فوق اهمیت و

کنید. مراجعه [٣۶] و [١۵] مراجع به می�توانید، چندهدفه
که است جواب�ها از مجموعه�ای وجود است، مطرح چندهدفه مسائل با برخورد در که اصلی مشکل
یک دارا�ی که تک�هدفه مسائل برخلاف چندهدفه مساله یک باشند. بهینه می�توانند دیدگاهی از کدام هر
می�تواند جواب�ها این انتخاب برای گیرنده تصمیم دارند. بهینه جواب چندین معمولا هستند، بهینه جواب
جواب�های مفهوم به چندهدفه، بهینه�سازی حوزه در جواب�ها این کند. عمل نظام�مند یا دلخواه به�صورت

می�کنیم. تعریف ادامه در که هستند، کارا

۴٢duality gap



١٣ چندهدفه بهینه�سازی مبانی .٣.١

می�شود: تعریف زیر به�صورت کلی حالت در چندهدفه۴٣ بهینه�سازی مساله یک
min F (x) = (F١(x), . . . , Fm(x))

s.t. x ∈ U ⊂ Rn.
(۵.١)

بردار x = (x١, x٢, . . . , xn)
T هستند، هدف توابع Fi : Rn → R ،i = ١,٢, . . . ,m آن در که

هدف فضای را F (U) شدنی، مجموعه تصویر است. مساله شدنی مجموعه U و است تصمیم متغیرهای
می�گیریم. نظر در باز مجموعه یک را U ادامه در گویند.

بهینه�سازی مساله برای پارتو۴۵) (بهینه سراسری کارای۴۴ را x∗ ∈ U نقطه [١۶] .١.٣.١ تعریف
هرگاه گویند (۵.١) چندهدفه

∄y ∈ U, F (y) ≤ F (x∗).

اگر است کارا x∗ ∈ U واقع در
∄y ∈ U, Fi(y) ≤ Fi(x

∗), ∀i و Fj(y) < Fj(x
∗), ∃j ∈ {١,٢, . . . ,m}.

داریم: دیگر به�عبارت

∄y ∈ U, F (x∗)− F (y) ∈ Rm
+ .

چندهدفه بهینه�سازی مساله برای سراسری ضعیف۴۶ کارای را x∗ ∈ U نقطه [١۶] .٢.٣.١ تعریف
هرگاه گویند (۵.١)

∄y ∈ U, F (y) < F (x∗).

داریم: دیگر به�عبارت

∄y ∈ U, F (x∗)− F (y) ∈ Rm
++.

می�کنیم. استفاده کارا نقطه از سراسری کارای نقطه به�جای ادامه در .٣.٣.١ ملاحظه

بگیرید. نظر در را زیر دوهدفه بهینه�سازی مساله .۴.٣.١ مثال
min F (x١, x٢) = (x١, x٢),

باشد: زیر به�صورت X شدنی مجموعه کنید فرض

X =

(x١, x٢) ∈ R٢

x٢ = ٠; x١ = −١,
−
√
−x٢١ + ١ < x٢ ≤ ٠; −١ < x١ < ٠,

−
√
−x٢١ + ١ ≤ x٢ ≤ ٠; ٠ ≤ x١ ≤ ١.


۴٣multiobjective optimization problem
۴۴efficient
۴۵Pareto optimal
۴۶weakly efficient



١۴ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

است. مساله هدف فضای یا شدنی فضای تصویر Y = F (X ) که است X = Y مساله به توجه با
ضعیف کارای نقاط مجموعه کارا، نقاط و ضعیف کارای تعریف به بنا ببینید، (٢.١) شکل در می�توانید

است. کارا {(−١,٠), (١−,٠)} نقاط مجموعه و تهی

۴.٣.١ مثال شدنی مجموعه :٢.١ شکل

V ∈ U همسایگی اگر است ضعیف) موضعی (کارای موضعی کارای x∗ ∈ U نقطه .۵.٣.١ تعریف
،(۵.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله برای ضعیف) (کارای کارا نقطه ،x∗ طوری�که به باشد موجود x∗ از

باشد. V توسط شده محدود

ضعیف موضعی پارتو بهینه ضعیف، موضعی کارای نقاط و موضعی پارتو بهینه موضعی، کارای نقاط
است. ضعیف موضعی کارای نقطه یک موضعی، کارای نقطه هر که است واضح می��شوند. نامیده نیز

نقطه یک موضعی کارای نقطه هر آن�گاه باشد -محدب Rm
+ ،F و محدب U اگر [١٨] .۶.٣.١ قضیه

است. کارا

اگر گویند F برای بحرانی۴٧ نقطه یک را x ∈ U نقطه .٧.٣.١ تعریف
R(DF (x)) ∩ (−Rm

++) = ∅. (۶.١)

است: زیر رابطه با معادل (۶.١) رابطه واقع )در
s١
∂F١(x)

∂x١
+ · · ·+ sn

∂F١(x)

∂xn
, · · · , s١

∂Fm(x)

∂x١
+ · · ·+ sn

∂Fm(x)

∂xn

)
∩ (−Rm

++) = ∅,

این به بنا زیرا می�شود، تبدیل صفر با مساوی F گرادیان کلاسیک شرط به بالا رابطه m = ١ ازای به
داریم: ]رابطه

s١
∂F (x)
∂x١

+ s٢
∂F (x)
∂x٢

+ · · ·+ sn
∂F (x)
∂xn

]
∩ (−R++) = ∅,

.▽F (x) = ٠ بنابراین ،▽F (x)T s ≥ ٠ باید s ∈ Rn هر برای یعنی
وجود j٠ = j٠(s) ∈ {١,٢, . . . ,m}اندیس ،s ∈ Rn هر برای آن�گاه باشد F برای بحرانی نقطه x اگر

به�طوری�که دارد
▽Fj٠(x)

T s ≥ ٠. (٧.١)
۴٧critical point
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برای ▽Fj(x)
T s < ٠ به�طوری�که دارد وجود s ∈ Rn آن�گاه باشد غیربحرانی x ∈ U اگر که شود توجه

داریم: است، مشتق�پذیر پیوسته به�طور F چون حالت این در .j = ١,٢, . . . ,m هر

lim
t→٠

Fj(x+ ts)− Fj(x)

t
= ▽Fj(x)

T s < ٠, j = ١,٢, . . . ,m.

به�طوری�که دارد وجود t٠ > ٠ یعنی است، x نقطه در Fبرای نزولی جهت یک s بنابراین
F (x+ ts) < F (x), ∀t ∈ (٠, t٠]. (٨.١)

باشد. F ∈ C١(U,Rm) که کنید فرض .٨.٣.١ قضیه

است. F تابع برای بحرانی نقطه یک x آن�گاه باشد ضعیف موضعی کارای x اگر الف.

باشد F تابع برای بحرانی نقطه یک x ∈ U و باشد Rm-محدب تابع یک F و محدب U ��� اگر ب.
است. ضعیف کارای نقطه یک x آن�گاه

برای کنید فرض همچنین باشد. مفروض F ∈ C٢(U,Rm) تابع و باشد محدب U کنید فرض ج.
F برای بحرانی نقطه x ∈ U اگر باشد. ▽٢Fj(x) > ٠ ،x ∈ U هر و j = ١,٢, . . . ,m هر

است. کارا نقطه یک x آن�گاه باشد

بنابراین نیست. برقرار (۶.١) رابطه آن�گاه نباشد بحرانی x کنید فرض خلف برهان به الف. برهان.
تناقض x بودن ضعیف کارای با این و می�کنند صدق (٨.١) رابطه در که دارند وجود s ∈ Rn و t٠ > ٠

است. برقرار الف مورد بنابراین دارد،
به�طوری�که دارد وجود j٠ لذا است بحرانی x چون می�گیریم. نظر در دلخواه را x ∈ U نقطه ب.

داریم: Fj٠ بودن محدب به بنا است. برقرار s = x− x برای (٧.١) رابطه
Fj٠(x) ≥ Fj٠(x) +▽Fj٠(x)

T (x− x) ≥ Fj٠(x), (٩.١)

است. F تابع برای ضعیف کارای نقطه یک x نتیجه در
بحرانی نقطه x که �این به توجه با و می�گیریم نظر در دلخواه را x ∈ U مورد این اثبات برای ج.
چون می�شود. برقرار (٩.١) رابطه که دارد وجود j٠ ∈ {١, . . . ,m} ب، مورد مشابه استدلالی با است،
یک x نتیجه در است برقرار اکیداً (٩.١) رابطه اول نامساوی باشد x ̸= x اگر است اکید محدب Fj٠

است. کارا نقطه

است این باشد، ضعیف موضعی کارای x �که �این برای لازم شرط الف، مورد به بنا که شود توجه
نتیجه را کارایی بودن، بحرانی است ب) مورد (در -محدب Rm ،F وقتی همچنین باشد. بحرانی که
مثال می�کند. معادل ضعیف موضعی کارای با را بودن بحرانی ،F بودن اکید محدب فرض تنها نمی�دهد،

می�دهد. نشان را مطلب این زیر

بگیرید. نظر در را F (t) = (١, t) تابع .U = R و m = ٢ ،n = ١ کنید فرض .٩.٣.١ مثال
داریم: چون است، بحرانی t ∈ R هر صورت این در

F١(t) = ١→▽F١ = ٠,



١۶ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

F٢(t) = t→▽F٢ = ١,

DF (t) =

[
▽F١

▽F٢

]
=

[
٠
١

]
,

R(DF (t)) = s(٠,١),

R(DF (t)) ∩ (−Rm
++) = (٠, s) ∩ (−R٢

++) = ∅, ∀s ∈ R.

باشد F برای کارا x = (١, t١) نقطه کنیم فرض خلف برهان به ندارد. وجود F برای کارا جواب اما
است. تناقض در x بودن کارا با که ،t٢ < t١ به�طوری�که می�گیریم نظر در y = (١, t٢) نقطه آن�گاه

منطبق بحرانی نقاط مجموعه بر را کارا نقاط مجموعه که است بودن اکید محدب فرض تنها لذا
یک x آن�گاه باشد F اکید محدب تابع برای بحرانی نقطه یک x ∈ U اگر ج مورد به بنا چون می�کند.

است. بحرانی نقطه یک x آن�گاه باشد کارا x اگر الف مورد به بنا و است کارا نقطه
داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر و x ∈ U هر ازای به که می�کنیم فرض پایان�نامه ادامه در

▽٢Fj(x) > ٠.

فرض، این تحت است. معین مثبت j = ١,٢, . . . ,m هر و x ∈ U هر ٢Fj(x)▽برای که مفهوم این به
،F ∈ C٢(U,Rm) که می�کنیم فرض همچنین است. -محدب Rm ،U محدب مجموعه زیر هر روی F
مواردی به�جز پایان�نامه ادامه در است. U روی مشتق�پذیر پیوسته به�طور دوبار ،F که است معنی بدین

می�کنیم. اعمال را فرض�ها این شود، ذکر صریحاً که



٢ فصل

چندهدفه مسائل حل برای نیوتن روش

مقدمه ١.٢

و محاسبه که فرض این با می�پردازیم. بهینه�سازی مسائل حل برای نیوتن روش بیان به فصل این در
عمل هسین ماتریس از استفاده بر �نیوتن روش نیست، پرهزینه یا غیرعملی هسین ماتریس به�کارگیری

می�کند.

تک�هدفه مسائل حل برای نیوتن روش ٢.٢

روش می�کنیم. بیان خلاصه به�طور را تک�هدفه مسائل حل برای نیوتن روش چگونگی ما قسمت این در
می�توانیم این�رو از می�کند. بهینه دوم، درجه تابع کمک با را هدف تابع که است ایده این بر مبتنی نیوتن

بزنیم: تقریب زیر تیلور سری با xk نقطه نزدیکی در را f ∈ C٢(Rn,R) تابع

f(x) ≃ f(xk) +▽f(xk)(x− xk) +
١
٢(x− xk)▽

٢ f(xk)(x− xk).

از: است عبارت f(x) دوم درجه تابع تقریب کردن حداقل برای لازم شرط
▽f(x) = ٠,

جدید نقطه ،▽٢f معکوس وجود صورت در لذا .▽f(xk)+▽٢f(xk)(x−xk) = ٠ دیگر عبارت به
می�آید: به�دست زیر رابطه کمک با xk+١

xk+١ = xk −▽f(xk)[▽٢f(xk)]
−١.

برقرار ∥xk+١ − xk∥ < ε یا ∥ ▽ f(xk)∥ < ε روابط که می�شود تلقی یافته خاتمه زمانی روش این
است. کوچک بسیار که است مساله حل توقف برای شده، تعیین پیش از عدد ε روابط این در شوند.

هسین ماتریس ،x∗ نسبی مینیمم نقطه در و باشد f ∈ C٢(Rn,R) می�کنیم فرض [٢۶] .١.٢.٢ قضیه
نقاط کنیم، شروع x∗ به نزدیک کافی حد به نقطه�ای از اگر صورت این در باشد. معین مثبت ▽٢f(x∗)

است. دو حداقل همگرایی مرتبه و است x∗ به همگرا نیوتن روش کمک با شده تولید



١٨ چندهدفه مسائل حل برای نیوتن روش .٢

چندهدفه مسائل حل برای نیوتن روش ٣.٢

کلاسیک، تک�هدفه مسائل همانند می�پردازیم. چندهدفه مسائل برای نیوتن جهت از تعریفی به اکنون
باشد. Fj هدف توابع از دوم درجه تقریب�های شامل که است مساله یک از بهینه جواب یک نیوتن جهت

بود. خواهد ٠ ∈ Rn نیوتن گام بحرانی، نقطه یک در تک�هدفه مسائل همانند این، بر علاوه
است: زیر مساله از بهینه�ای جواب که می�نامیم x در نیوتن جهت را s(x) ،x ∈ U برای

min max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s

s.t. s ∈ Rn.

(١.٢)

چون است، اکید محدب j = ١,٢, . . . ,m هر برای g(s) = ▽Fj(x)
T s + ١

٢s
T▽٢Fj(x)s تابع

داریم:

▽g(s) = ▽Fj(x) + sT▽٢Fj(x), ▽٢g(s) = ▽٢Fj(x).

منحصربفرد مینیمم یک همیشه ٢٣.٢.١ قضیه به بنا (١.٢) مساله لذا است، معین مثبت ▽٢Fj(x) که
دارد.

است. تک�هدفه بهینه�سازی برای کلاسیک نیوتن جهت ،s(x) جهت m = ١ برای که کنید توجه همچنین
داریم: را زیر روابط و می�دهیم نشان θ(x) با را (١.٢) مساله بهینه مقدار

θ(x) = inf
s∈Rn

max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s (٢.٢)

و

s(x) = arg min
s∈Rn

max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s. (٣.٢)

Fj هر برای x در موضعی دوم درجه مدل�های ماکسیمم با را max
j=١,٢,...,m

Fj(x+ s)− Fj(x) این�جا در

مساله یک شکل به را آن می�توان اما است ناهموار مساله یک ،(١.٢) مساله اگرچه می�زنیم. تقریب
معادل ،(١.٢) مساله واقع در شود. حل راحتی به می�تواند که کرد تبدیل محدب دوم درجه ریزی برنامه�

است: زیر مساله با

min g(t, s) = t

s.t. ▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s− t ≤ ٠ j = ١,٢, . . . ,m (۴.٢)

(t, s) ∈ R× Rn.

است: زیر به�صورت مساله این لاگرانژین

L((t, s), λ) = t+
m∑
j=١

λj(▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s− t). (۵.٢)
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داریم: زیر به�صورت ٢۵.٢.١ تعریف به توجه با (۴.٢) مساله برای را KKT شرایط اکنون

m∑
j=١

λj = ١, (۶.٢)

m∑
j=١

λj(▽Fj(x) +▽٢Fj(x)s) = ٠, (٧.٢)

▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s ≤ t, j = ١,٢, . . . ,m, (٨.٢)

λj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . ,m, (٩.٢)

λj(▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s− t) = ٠, j = ١,٢, . . . ,m. (١٠.٢)

و است اولیه شدنی شرط (٨.٢) شرط هستند، دوگان شدنی شرایط (٩.٢) و (٧.٢) ،(۶.٢) شرایط که
است. زائد مکمل شرط ،(١٠.٢) شرط

است محدب مساله این که است ذکر قابل دارد. (θ(x), s(x)) منحصربفرد جواب یک (۴.٢) مساله
به�طوری�که دارد وجود (١,٠) نقطه مانند نقطه یک زیرا می�کند صدق اسلاتر منظم شرایط در و

▽Fj(x)
T٠+

١
٢٠

T▽٢Fj(x)٠− ١ = −١ < ٠, j = ١,٢, . . . ,m.

t = θ(x) و s = s(x) همراه به که دارد وجود λ = λ(x) لاگرانژین، ضریب یک ٣٣.٢.١ قضیه به بنا
داریم: (٧.٢) رابطه از به�خصوص می�کند. صدق (۶.٢)-(١٠.٢) شرایط m∑در

j=١ λj(x)▽Fj(x) = −
∑m

j=١ λj(x)▽٢Fj(x)s(x),

s(x) = −

[∑m
j=١ λj(x)▽٢ Fj(x)

]−١∑m
j=١ λj(x)▽Fj(x). (١١.٢)

∑m
j=١ λj(x) ▽٢ Fj(x) عبارت λj ̸= ٠ از یکی حداقل و معین مثبت ▽٢Fj چون شود توجه

دوگان شکاف که می�دهد نتیجه (۴.٢) محدب مساله برای لاگرانژین ضرایب وجود است. معکوس�پذیر
بنابراین .t − L((t, s), λ) = ٠ لذا است. L((t, s), λ) = t ،(١٠.٢) رابطه به بنا چون ندارد وجود

داریم: واقع در است، برابر آن لاگرانژین دوگان بهینه جواب با (۴.٢) مساله بهینه جواب

θ(x) = sup
λ≥٠

inf
s∈Rn
{t+

m∑
j=١

λj(▽Fj
T (x)s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s− t)}

= sup
λ≥٠

inf
s∈Rn

L((t, s), λ).

داریم: (۶.٢) رابطه از لذا

θ(x) = sup
{λ≥٠,

∑m
j=١ λj=١}

inf
s∈Rn

m∑
j=١

λj(▽Fj(x)
T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x)s). (١٢.٢)

بهینه�سازی مسائل برای نیوتن جهت یک شده تعریف نیوتن جهت که می�بینیم (١١.٢) رابطه از بنابراین
می�آید. به�دست هدف توابع وزن�های به�عنوان لاگرانژین ضرایب دادن قرار با که است، استاندارد تک�هدفه
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در لاگرانژین ضرایب کمک با را وزن�ها x ∈ U نقطه هر کنیم، ثابت ابتدا در را وزن�ها که نیست لازم
می�کند. تعریف متناظر جهت

تحلیل x بحرانی نقطه و s(x) با را آن رابطه و می�کنیم بررسی را θ تابع ویژگی�های از برخی اکنون
می�کنیم.

داریم: شده، بیان کلی فرض�های تحت .١.٣.٢ لم

است. θ(x) ≤ ٠ ،x ∈ U هر برای .١

معادل�اند: زیر شرایط .٢

نیست، بحرانی ،x نقطه الف.

است، θ(x) < ٠ ب.

است. s(x) ̸= ٠ ج.

است. پیوسته است، شده داده نشان (٢.٢) رابطه با که θ : U → R تابع .٣

داریم: (١.٢) رابطه به�کارگیری با .١ برهان.

θ(x) ≤ max
j=١,٢,...,m

▽Fj
T (x)٠+

١
٢٠

T▽٢Fj(x)٠ = ٠,

است. برقرار ١ مورد بنابراین
s̃ ∈ Rn بنابراین .R(DF (x)) ∩ (−R++

m) ̸= ∅ داریم لذا باشد برقرار الف کنید فرض ابتدا .٢
برای (٢.٢) رابطه از استفاده با .j = ١,٢, . . . ,m هر برای ▽Fj

T (x)s̃ < ٠ به�طوری�که دارد وجود
داریم: t > ٠ هر

θ(x) ≤ max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
T ts̃+

١
٢ts̃

T▽٢Fj(x)ts̃

= t max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
T s̃+

t

٢ s̃
T▽٢Fj(x)s̃.

منفی بالا نامساوی راست سمت کوچک، کافی اندازه به t > ٠ برای است، ▽Fj
T (x)s̃ < ٠ چون

است. برقرار ب مورد لذا و است
است (١.٢) مساله بهینه مقدار θ(x) که شود توجه می�دهد، نتیجه را ج رابطه ب کنیم ثابت این�که برای

باشد. s(x) = ٠ نمی�تواند مساله جواب نتیجه در است. منفی ب رابطه به بنا و
j = ١,٢, . . . ,m ازای به ،▽٢Fj(x) چون می�دهد، نتیجه را الف رابطه ج می�دهیم نشان سرانجام
برای (٢.٢)-(٣.٢) روابط به بنا است. s(x)T▽٢Fj(x)s(x) > ٠ هستند، معین مثبت ماتریس�های

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر

▽Fj
T (x)s(x) < ▽Fj

T (x)s(x) +
١
٢s(x)

T▽٢Fj(x)s(x) ≤ θ(x) ≤ ٠,

ترتیب بدین است. DF (x)s(x) ∈ (−R++
m) بنابراین است. ١ مورد از نتیجه یک آخر نامساوی که

است. برقرار الف نتیجه در نیست، بحرانی x
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یک W که W ⊂ U معین مجموعه در را θ پیوستگی که است کافی مورد این اثبات برای .٣
داریم: y ∈ U هر برای ١ مورد به بنا دهیم. نشان است، دلخواه و فشرده مجموعه

١
٢s(y)

T▽٢Fj(y)s(y) ≤ −▽Fj(y)
T s(y), j = ١,٢, . . . ,m. (١٣.٢)

ویژه�های مقدار هستند، معین مثبت جا همه در هسین�ها و است مشتق�پذیر پیوسته به�طور دوبار F چون
به�طوری�که دارند وجود λ̂ > ٠ و K بنابراین هستند. W روی صفر از دور یکنواخت کراندار آن�ها

K = max
y∈W, j=١,...,m

∥▽Fj(y)∥

و
λ̂ = min

x∈W, ∥u∥=١, j=١,٢,...,m
uT▽٢Fj(x)u.

اندیس هر ازای به شوارتز، کوشی نامساوی از استفاده و بالا معادله دو با (١٣.٢) رابطه ترکیب با
داریم: j = ١,٢, . . . ,m

١
٢ λ̂∥s(y)∥

٢ ≤ ∥▽Fj(y)∥∥s(y)∥ ≤ K∥s(y)∥, ∀y ∈ W.

بنابراین:

∥s(y)∥ ≤ ٢
λ̂
K, ∀y ∈ W. (١۴.٢)

یکنواخت�اند. کراندار W روی s(y) نیوتن جهت�های یعنی
می�کنیم: تعریف j ∈ {١, . . . ,m} و x ∈ W برای

φx,j :W → R,

z 7→ ▽Fj(z)
T s(x) +

١
٢s(x)

T▽٢Fj(z)s(x).

{ϕx = maxj=١,٢,...,m φx,j}x∈W خانواده بنابراین است. یکسان �پیوسته {φx,j}x∈W, j=١,٢,...,m خانواده
است. یکسان �پیوسته نیز

به�طوری�که دارد وجود δ > ٠ لذا .ε > ٠ کنید فرض

∀y, z ∈ W, ∥y − z∥ < δ =⇒ |ϕx(y)− ϕx(z)| < ε, ∀x ∈ W.

داریم: ∥y − z∥ < δ برای بنابراین

θ(z) ≤ max
j=١,٢,...,m

▽Fj(z)
T s(y) +

١
٢s(y)

T▽٢Fj(z)s(y)

= ϕy(z)

≤ ϕy(y) + |ϕy(z)− ϕy(y)|

< θ(y) + ε,

.|θ(z)−θ(y)| < ε که می�گیریم نتیجه z و yنقش کردن جابه�جا با است. θ(z)−θ(y) < ε یعنی
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f : U → R تابع می�کنیم. استفاده آرمیژو قاعده از ،s(x) جهت برای t گام طول تعیین منظور به
،x ∈ U غیربحرانی نقطه در ،s(x) نیوتن جستجو جهت برای کلاسیک آرمیژو قاعده بگیرید. نظر در را

است: زیر به�صورت
f(x+ ts(x)) ≤ f(x) + σt▽ f(x)T s(x),

مثبت ▽٢Fj(x) این�که به توجه با چندهدفه �نیوتن روش در گام� یک پذیرش برای است. σ ∈ (٠,١) که
داریم: است، معین

Fj(x+ ts(x)) ≤ Fj(x) + σt
(
▽Fj(x)

T s(x) +
١
٢s(x)

T ▽٢ Fj(x)s(x)
)
≤ Fj(x) + σtθ(x)

بود. خواهد چندهدفه نیوتن جهت در گام یک پذیرش برای ما معیار بالا نامساوی

وجود ،٠ < σ < ١ هر برای آن�گاه باشد F تابع برای غیربحرانی نقطه یک x ∈ U اگر .٢.٣.٢ نتیجه
است: برقرار زیر رابطه j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به به�طوری�که t ∈ (٠,١] دارد

x+ ts(x) ∈ U, Fj(x+ ts(x)) ≤ Fj(x) + σtθ(x), ∀t ∈ [٠, t].

ازای به به�طوری�که ٠ < t١ ≤ ١ دارد وجود است. باز مجموعه یک U و است x ∈ U چون برهان.
داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر و t ∈ [٠, t١] برای بنابراین است. x+ ts(x) ∈ U ،t ∈ [٠, t١]
Fj(x+ ts(x)) = Fj(x) + t▽Fj(x)

T s(x) + oj(t), lim
t→٠+

oj(t)/t = ٠.

Fj(x)▽است.
T s(x) ≤ θ(x) ،θ(x)تعریف به بنا است، ١٢s(x)T▽٢Fj(x)s(x) > ٠ چون همچنین

داریم: j = ١,٢, . . . ,m و t ∈ [٠, t١] ازای به بنابراین

Fj(x+ ts(x)) ≤ Fj(x) + tθ(x) + oj(t) = Fj(x) + tσθ(x) + t[(١− σ)θ(x) + oj(t)

t
].

کوچک کافی اندازه به t ∈ [٠, t١] برای نتیجه در است. (١.٣.٢ (لم θ(x) < ٠ است غیربحرانی x چون
داریم: لذا است. نامثبت بالا معادله در راست سمت جمله آخرین

Fj(x+ ts(x)) ≤ Fj(x) + σtθ(x).

یک در گام، هر در می�کنیم. بیان خلاصه به�صورت چندهدفه مسائل برای را نیوتن الگوریتم اکنون
از را نیوتن جهت تا می�کنیم مینیمم را (١.٢) مساله موضعی مدل�های همه ماکسیمم غیربحرانی نقطه
و آرمیژو قاعده وسیله به را گام طول آن�گاه آوریم. به�دست است، کاهنده جهت یک که (٣.٢) رابطه
همه موضعی، فرض�های تحت می�کنیم. تعیین برگشت�پذیر فرایند یک همراه به ٢.٣.٢ نتیجه کمک با

می�کنند. تولید را موضعی جواب یک به دوم) درجه (یا فوق�خطی همگرای دنباله یک نیوتن گام�های
می�کنیم. استفاده زیر الگوریتم از کارا نقطه یک یافتن برای

چندهدفه مسائل برای نیوتن الگوریتم

.k = ٠ اولیه مقداردهی .٣.٣.٢ الگوریتم

کنید. انتخاب را x٠ ∈ U نقطه .i١



٢٣ تکنیکی نتایج .۴.٢

کنید. تعریف را J = {١/٢n | n = ٠,١,٢, . . . } مجموعه .i٢

بگیرید. نظر در را ٠ < σ < ١ .i٣

تکراری: گام�های

کنید. محاسبه (٢.٢) و (٣.٢) روابط از به�ترتیب را θ(xk) و s(xk) و کنید حل را (١.٢) مساله .k١

بروید. k٣ گام به صورت این غیر در شوید. متوقف ،θ(xk) = ٠ اگر .k٢

به�طوری�که کنید انتخاب t ∈ J بزرگترین را tk نقطه .k٣
xk + ts(xk) ∈ U

و
Fj(xk + ts(xk)) ≤ Fj(xk) + tσθ(xk), j = ١,٢, . . . ,m.

بروید. k١ گام به و دهید قرار k = k + ١ و xk+١ = xk + tks(xk) کنید تعریف .k۴

Rm-کاهنده روش، یک این می�آید. به�دست ٢.٣.٢ نتیجه از مستقیماً الگوریتم تعریفی خوش
برای واقع در است. کاهش حال در مؤلفه�ای جزئی ترتیب یک تحت هدف تابع مقادیر یعنی است
تکراری، گام�های از k١-k۴ روابط برای بنابراین است. θ(xk) < ٠ ،١.٣.٢ لم به بنا غیربحرانی xk

است. F (xk+١) < F (xk)

تکنیکی نتایج ۴.٢

بیان ادامه در که داریم، نیاز لم چند به چندهدفه بهینه�سازی برای نیوتن روش همگرایی تحلیل منظور به
خطی و دوم درجه تقریب�های از استفاده مسائل، مینیمم�سازی برای نیوتن، روش اساسی ویژگی می�کنیم.
خطی و دوم درجه موضعی مدل�های توسط به�ترتیب ▽Fj و F تقریب�های خطا بعدی لم در است.

می�آوریم. به�دست

به�طوری�که بگیرید نظر در را δ > ٠ و ε > ٠ باشد. محدب مجموعه یک V ⊂ U کنید فرض .١.۴.٢ لم
باشیم: داشته ∥y − x∥ < δ که x, y ∈ V هر برای

∥ ▽٢ Fj(y)−▽٢Fj(x)∥ < ε, j = ١,٢, . . . ,m. (١۵.٢)

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر و ∥y − x∥ < δ با x, y ∈ V هر برای فرض، این تحت آن�گاه

∥ ▽ Fj(y)− [▽Fj(x) +▽٢Fj(x)(y − x)]∥ < ε∥y − x∥ (١۶.٢)

و
|Fj(y)− [Fj(x)+▽Fj(x)

T (y−x)+ ١
٢(y−x)

T▽٢Fj(x)(y−x)]| <
ε

٢∥y−x∥
٢. (١٧.٢)
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داریم: آن�گاه باشد L ثابت با V روی لیپ�شیتز پیوسته j = ١,٢, . . . ,m ازای به ▽٢Fj اگر به�علاوه،

∥ ▽ Fj(y)− [▽Fj(x) +▽٢Fj(x)(y − x)]∥ <
L

٢∥y − x∥
٢. (١٨.٢)

مشتق�پذیر و پیوسته ▽Fj چون .Ht := ▽٢Fj(x+ t(y − x))−▽٢Fj(x) می�کنیم تعریف برهان.
داریم: ∫است، ١

٠
HT

t (y − x)dt =▽ Fj(x+ t(y − x))− t(y − x)▽٢Fj(x)
∣∣١
٠

=▽ Fj(y)−▽Fj(x)−▽٢Fj(x)(y − x).

داریم: بالا رابطه از استفاده با

∥ ▽ Fj(y)−▽Fj(x)−▽٢Fj(x)(y − x)∥ ≤
∫ ١

٠
∥Ht∥∥y − x∥dt.

داریم: (١۵.٢) رابطه به بنا است، ∥x+ t(y − x)− x∥ < tδ ،٠ < t < ١ برای که آن�جایی ∫از ١
٠∥Ht∥∥y − x∥dt < ε∥y − x∥. (١٩.٢)

داریم: بنابراین
∥ ▽ Fj(y)−▽Fj(x)−▽٢Fj(x)(y − x)∥ < ε∥y − x∥.

است. برقرار (١۶.٢) رابطه نتیجه در
کراندار tL∥y − x∥٢ توسط (١٩.٢) رابطه در انتگرال زیر تابع لیپ�شیتز، پیوستگی فرض تحت

داریم: لذا می�شود،

∥ ▽ Fj(y)−▽Fj(x)−▽٢Fj(x)(y − x)∥ ≤
∫ ١

٠
∥Ht∥∥y − x∥dt

≤
∫ ١

٠
tL∥y − x∥∥y − x∥dt

=
L

٢∥y − x∥
٢,

است. برقرار نیز (١٨.٢) رابطه لذا
دارد وجود ،Fj تابع دوم مرتبه تیلور سری بسط به بنا می�کنیم. اثبات را (١٧.٢) رابطه اکنون

به�طوری�که ζ ∈ (٠,١)
Fj(y)− Fj(x)−▽Fj(x)

T (y − x) = ١
٢(y − x)

T▽٢Fj(x+ ζ(y − x))(y − x). (٢٠.٢)

کوشی نامساوی از استفاده با می�کنیم کم را ١٢(y − x)
T▽٢Fj(x)(y − x) ،(٢٠.٢) رابطه طرف دو از

داریم: ∥x+ ζ(y − x)− x∥ < δ و شوارتز

|Fj(y)− Fj(x)−▽Fj(x)
T (y − x)− ١

٢(y − x)
T▽٢Fj(x)(y − x)| <

١
٢∥Hζ∥∥y − x∥٢

<
ε

٢∥y − x∥
٢.

شد. کامل اثبات لذا



٢۵ تکنیکی نتایج .۴.٢

می�زند. تخمین s(x) نیوتن جهت اندازه توسط را (١.٢) مساله بهینه مقدار زیر، لم

اگر باشد. ٠ < a ≤ b به�طوری�که بگیرید نظر در را a, b ∈ R باشد. x ∈ U کنید فرض .٢.۴.٢ لم
aI ≤ ▽٢Fj(x) ≤ bI, j = ١,٢, . . . ,m,

آن�گاه
a

٢∥s(x)∥
٢ ≤ |θ(x)| ≤ b

٢∥s(x)∥
٢.

برقراری و (۴.٢) مساله j-ام محدودیت برای لاگرانژین، ضریب به�عنوان λj(x) گرفتن نظر در با برهان.
می�کنیم: تعریف را زیر روابط ،(۶.٢)-(١١.٢) روابط

H :=
m∑
j=١

λj(x)▽٢ Fj(x), v :=
m∑
j=١

λj(x)▽ Fj(x). (٢١.٢)

داریم: (١١.٢) رابطه و مساله فرض�های به بنا
m∑
j=١

λj(x)aI ≤
m∑
j=١

λj(x)▽٢ Fj(x) ≤
m∑
j=١

λj(x)bI,

aI ≤ H ≤ bI, s(x) = −H−١v,

داریم: (١٢.٢) رابطه ،θ(x) تعریف به بنا همچنین

θ(x) = vT s(x) +
١
٢s(x)

THs(x)

= (−Hs(x))T s(x) + ١
٢s(x)

THs(x)

= −١٢s(x)
THs(x). (٢٢.٢)

داریم: است، aI ≤ H ≤ bI چون و (٢٢.٢) رابطه به بنا

− b٢s(x)
T Is(x) ≤ −١٢s(x)

THs(x) ≤ −a٢s(x)
T Is(x)

است. برقرار حکم است، θ(x) ≤ ٠ چون و

باشد: برقرار زیر رابطه j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به اگر باشد. a > ٠ و x ∈ U کنید فرض .٣.۴.٢ لم

aI ≤ ▽٢Fj(x).

آن�گاه

|θ(x)| ≤ ١
٢a∥

m∑
j=١

λj ▽ Fj(x)∥٢,
m∑
j=١

λj = ١, ∀λj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . ,m.

می�کنیم: تعریف را زیر رابطه باشند. شده داده
∑m

j=١ λj = ١ با λj ≥ ٠ کنید فرض برهان.

w :=
m∑
j=١

λj ▽ Fj(x).
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داریم: (١٢.٢) رابطه به بنا آن�گاه

θ(x) ≥ inf
s

m∑
j=١

λj

(
▽Fj(x)

T s+
١
٢s

T ▽٢ Fj(x)s

)
(٢٣.٢)

= inf
s

wT s+
m∑
j=١

λj
١
٢s

T ▽٢ Fj(x)s


≥ inf

s

wT s+
m∑
j=١

λj
١
٢s

TaIs


= inf

s

(
wT s+

١
٢a∥s∥

٢
)

= −∥w∥
٢

٢a , (٢۴.٢)

g(s) = wT s+ ١
٢a∥s∥

٢ تابع اگر چون است، محدب تابع یک s 7→ wT s+ ١
٢a∥s∥

٢ تابع که شود توجه
گرادیان که منحصربفردی نقطه یک در آن مینیمم بنابراین است. ▽٢g(s) = a > ٠ بگیریم، نظر در را
نتیجه در است w + as = ٠ به�طوری�که s نقطه یک در یعنی می�افتد. اتفاق می�رود، صفر سمت به آن

.infs
(
wT s+ ١

٢a∥s∥
٢) = −∥w∥٢

٢a

می�شود. نتیجه (٢۴.٢) رابطه از حکم لذا است، θ(x) ≤ ٠ ،١.٣.٢ لم به بنا

فوق�خطی همگرایی ۵.٢

موضعی فوق�خطی همگرایی برای کافی شرایط ابتدا می�کنیم. ارائه قسمت این در را اصلی نظری نتایج
می�کنیم. بیان را

که کنید فرض می�دهیم. نشان {xk} با را ٣.٣.٢ الگوریتم توسط شده تولید دنباله یک .١.۵.٢ قضیه
و a, b, r, δ, ε > ٠ ،٠ < σ < ١ ،V ⊂ U

،aI ≤ ▽٢Fj(x) ≤ bI ،∀j = ١,٢, . . . ,m ،∀x ∈ V الف.

،∥ ▽٢ Fj(x)−▽٢Fj(y)∥ ≤ ε ،∥x− y∥ < δ ،∀x, y ∈ V ب.

،ε/a ≤ ١− σ ج.

،B(x٠, r) ⊂ V د.

.∥s(x٠)∥ ≤ min{δ, r(١− ε/a)} ه.

داریم: k هر� برای آن�گاه

،∥xk − x٠∥ ≤ ∥s(x٠)∥
١− (ε/a)k

١− ε/a .١

،∥s(xk)∥ ≤ ∥s(x٠)∥(ε/a)k .٢



٢٧ فوق�خطی همگرایی .۵.٢

،tk = ١ .٣

.∥s(xk+١)∥ ≤ ∥s(xk)∥(ε/a) .۴

با همگراست x ∈ Rn موضعی، کارای نقطه یک به {xk} دنباله به�علاوه

∥x− x٠∥ ≤
∥s(x٠)∥
١− ε/a ≤ r. (٢۵.٢)

است. فوق�خطی {xk} همگرایی سرعت

k آن برای نیز ۴ و ٣ مورد آن�گاه باشند، برقرار k یک برای ٢ و ١ مورد اگر می�دهیم نشان ابتدا برهان.
برقراراند.

داریم: ٢ و ١ مورد و مثلث نامساوی به بنا

∥(xk + s(xk))− x٠∥ ≤ ∥xk − x٠∥+ ∥s(xk)∥

≤ ∥s(x٠)∥
١− (ε/a)k

١− ε/a + ∥s(x٠)∥(ε/a)k

≤ ∥s(x٠)∥
١− (ε/a)k+١

١− ε/a . (٢۶.٢)

داریم: ه و ج فرض�های از بنابراین

∥xk − x٠∥ ≤ ∥s(x٠)∥
١− (ε/a)k

١− ε/a ≤ r(١− ε/a)١− (ε/a)k

١− ε/a < r,

∥(xk + s(xk))− x٠∥ ≤ ∥s(x٠)∥
١− (ε/a)k+١

١− ε/a ≤ r(١− ε/a)١− (ε/a)k+١

١− ε/a < r,

∥(xk + s(xk))− xk∥ = ∥s(xk)∥ ≤ ∥s(x٠)∥(ε/a)k ≤ δ(ε/a)k < δ.

داریم: فوق روابط به بنا
xk, xk + s(xk) ∈ B(x٠, r), ∥(xk + s(xk))− xk∥ ≤ δ. (٢٧.٢)

داریم: j = ١,٢, . . . ,m برای را زیر رابطه ١.۴.٢ لم و ب فرض از استفاده با

Fj(xk + s(xk)) ≤ Fj(xk) +▽Fj(xk)
T s(xk) +

١
٢s(xk)

T▽٢Fj(xk)s(xk) +
ε

٢∥s(xk)∥
٢

≤ Fj(xk) + θ(xk) +
ε

٢∥s(xk)∥
٢

= Fj(xk) + σθ(xk) + (١− σ)θ(xk) +
ε

٢∥s(xk)∥
٢. (٢٨.٢)

داریم: است، θ(x) ≤ ٠ ،١.٣.٢ لم به بنا چون و می�دهد نتیجه را ٢.۴.٢ لم الف، فرض
θ(x) < −a٢∥s(x)∥

٢,

داریم: لذا
(١− σ)θ(xk) +

ε

٢∥s(xk)∥
٢ ≤ −a١)٢− σ)∥s(xk)∥

٢ +
ε

٢∥s(xk)∥
٢,
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داریم: بنابراین است، ε− a(١− σ) < ٠ ج، فرض به بنا

(١− σ)θ(xk) +
ε

٢∥s(xk)∥
٢ ≤ (ε− a(١− σ))∥s(xk)∥

٢

٢ ≤ ٠, (٢٩.٢)

می�گیریم: نتیجه (٢٩.٢) و (٢٨.٢) نامساوی�های ترکیب با
Fj(xk + s(xk)) ≤ Fj(xk) + σθ(xk).

مورد از لذا می�شود برقرار برگشت یک حتی به نیاز بدون (٣.٣.٢ الگوریتم k٣ (شرط آرمیژو قاعده یعنی
می�شود: نتیجه ٣

tk = ١.

داریم: (٢٧.٢) از بنابراین
xk+١ = xk + s(xk), xk, xk+١ ∈ B(x٠, r), ∥xk+١ − xk∥ ≤ δ. (٣٠.٢)

کنیم: می تعریف اکنون

ṽk+١ =
m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk+١). (٣١.٢)

داریم: ٣.۴.٢ لم و (٧.٢) و (۶.٢) روابط به بنا

|θ(xk+١)| ≤
١
٢a∥ṽk+١∥

٢. (٣٢.٢)

می�کنیم: تعریف x ∈ U برای را زیر رابطه ،∥ṽk+١∥ تخمین برای

Gk(x) :=
m∑
j=١

λj(xk)Fj(x), (٣٣.٢)

داریم: لذا است، x = xk نقطه در (١.٢) مساله لاگرانژین ضرایب λj(xk) که
ṽk+١ = ▽Gk(xk+١) = ▽Gk(xk + s(xk)).

می�شود: نتیجه ترتیب بدین

▽Gk(x) =
m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(x), ▽٢Gk(x) =
m∑
j=١

λj(xk)▽٢ Fj(x),

داریم: (١١.٢) رابطه از بنابراین
s(xk) = −[▽٢Gk(xk)]

−١▽Gk(xk). (٣۴.٢)

داریم: ب فرض به بنا
∥ ▽٢ Gk(y)−▽٢Gk(x)∥ ≤ ε, ∀x, y ∈ V, ∥x− y∥ ≤ δ,

داریم: ١.۴.٢ لم به بنا همچنین
∥ ▽Gk(xk + s(xk))− [▽Gk(xk) +▽٢Gk(xk)s(xk)]∥ ≤ ε∥s(xk)∥. (٣۵.٢)

نتیجه (٣۵.٢) رابطه از است ▽Gk(xk) + ▽٢Gk(xk)s(xk) = ٠ با ارز هم (٣۴.٢) رابطه چون
می�گیریم:

∥ṽk+١∥ = ∥ ▽Gk(xk+١)∥ ≤ ε∥s(xk)∥. (٣۶.٢)
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می�شود: نتیجه (٣٢.٢) و (٣۶.٢) روابط ترکیب با

|θ(xk+١)| ≤
(ε∥s(xk)∥)٢

٢a .

داریم: ٢.۴.٢ لم و الف فرض از بنابراین
a

٢∥s(xk+١)∥
٢ ≤ (ε∥s(xk)∥)٢

٢a .

داریم: لذا
∥s(xk+١)∥ ≤ ∥s(xk)∥

ε

a
.

است. برقرار ۴ مورد بنابراین
ج، فرض به بنا ،k = ٠ برای برقراراند. k هر برای ٢ و ١ موارد که می�کنیم ثابت استقرا با اکنون
برای نیز ۴ و ٣ موارد که کردیم اثبات باشند، برقرار k یک برای ٢ و ١ موارد اگر برقراراند. ٢ و ١ موارد
رابطه به بنا k+ ١ برای ١ مورد بنابراین ،xk+١ = xk + s(xk) که می�دهد نتیجه این و برقراراند k این

می�شود: نتیجه ۴ مورد از k + ١ برای ٢ مورد است. برقرار (٢۶.٢)
∥s(xk+١)∥ ≤ ∥s(xk)∥

ε

a
≤ ∥s(x٠)∥

ε

a

k+١
.

برقراراند. k هر برای نیز ۴ و ٣ موارد ترتیب بدین برقراراند، k هر برای ٢ و ١ موارد بنابراین
داریم: مثلث نامساوی از k > j با j و k هر برای لذا است. برقرار k هر برای (٣٠.٢) رابطه به�خصوص

∥xk − xj∥ ≤
k∑

i=j+١
∥xi − xi−١∥ =

k∑
i=j+١

∥s(xi−١)∥.

داریم: ٢ مورد به بنا

∥xk − xj∥ ≤
k−١∑
i=j

∥s(xi)∥ ≤ ∥s(x٠)∥
k−١∑
i=j

(ε/a)i.

در کوشی دنباله هر چون و است کوشی دنباله یک {xk} بنابراین است. ε/a ∈ (٠,١) ج، فرض به بنا
به�طوری�که دارد وجود x ∈ Rn همگراست، Rn

lim
k→∞

xk = x. (٣٧.٢)

نتیجه ٢.۴.٢ لم و الف فرض از بنابراین است، صفر به همگرا {∥s(xk)∥} دنباله ٢ مورد به بنا به�علاوه
رابطه از است (١.٣.٢ لم ٣ (مورد پیوسته θ چون بنابراین .k → ∞ برای ،θ(xk) → ٠ می�گیریم
از و است بحرانی F برای x ،١.٣.٢ لم ٢ مورد به بنا لذا است. θ(x) = ٠ که می�شود نتیجه (٣٧.٢)

است. موضعی کارای ،x می�گیریم نتیجه ٨.٣.١ قضیه ج مورد
می�کنیم: تعریف است، فوق�خطی نیوتن روش همگرایی این�که اثبات برای

rk = ∥s(x٠)∥
(ε/a)k

١− ε/a, δk = ∥s(x٠)∥(ε/a)k, k = ٠,١, . . .

می�گیریم: نتیجه ه و د فرض�های و ١ مورد مثلث، نامساوی از استفاده با
B(xk, rk) ⊂ B(x٠, r) ⊂ V. (٣٨.٢)
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داریم: باشد، y ∈ B(xk, rk) اگر چون است برقرار بالا رابطه

∥y − xk∥ ≤ rk = ∥s(x٠)∥
(ε/a)k

١− ε/a. (٣٩.٢)

می�شود: نتیجه (٣٩.٢) رابطه از لذا

∥y − x٠∥ ≤ ∥y − xk∥+ ∥xk − x٠∥ ≤ ∥s(x٠)∥
(ε/a)k + ١− (ε/a)k

١− ε/a ≤ r.

می�کنیم: تعریف ،τ > ٠ هر برای

ε̂ := min

{
a

τ

١+ ٢τ , ε
}
.

داریم: بزرگ کافی اندازه به k برای
∥ ▽٢ Fj(x)−▽٢Fj(y)∥ ≤ ε̂, ∀x, y ∈ B(xk, rk), ∥x− y∥ ≤ δk. (۴٠.٢)

و الف فرض�های واقع در برقراراند. x̂٠ = xk و r̂ = rk ،δ̂ = δk ،ε̂ برای الف-ه فرض�های بنابراین
(٣٨.٢) و (۴٠.٢) روابط همان د و ب فرض�های می�شوند. نتیجه برقراراند، σ و a ،ε برای این�که از ج

می�شود. نتیجه ε̂ و r̂ ،δ̂ تعریف�های از ه فرض و هستند
داریم: ترتیب بدین می�کنیم، استفاده ε و x٠ ،k به�جای به�ترتیب ε̂ و x̂٠ ،j از ١ مورد در

∥xj − xk∥ ≤ ∥s(xk)∥
١− (ε̂/a)j

١− ε̂/a .

می�شود: نتیجه j →∞ که زمانی

∥x− xk∥ ≤ ∥s(xk)∥
١

١− ε̂/a.

داریم: بنابراین

∥x− xk+١∥ ≤ ∥s(xk+١)∥
١

١− ε̂/a ≤ ∥s(xk)∥
ε̂/a

١− ε̂/a, (۴١.٢)

می�شود. نتیجه ε به�جای ε̂ جایگذاری با ۴ مورد از آخر نامساوی که
داریم: (۴١.٢) رابطه و xk+١ تعریف مثلث، نامساوی از استفاده با

∥x− xk∥ ≥ ∥xk+١ − xk∥ − ∥x− xk+١∥

≥ ∥s(xk)∥ − ∥s(xk)∥
ε̂/a

١− ε̂/a

= ∥s(xk)∥
١− ٢ε̂/a
١− ε̂/a ,

داریم: لذا

∥s(xk)∥ ≤
١− ε̂/a
١− ٢ε̂/a∥x− xk∥. (۴٢.٢)

می�شود: نتیجه زیر رابطه بنابراین است. ε̂ ≤ a
τ

١+ ٢τ ،ε̂ تعریف به بنا

١− ٢ε̂
a
≥ ١− ٢a τ

a(١+ ٢τ) =
١

١+ ٢τ > ٠.



٣١ فوق�خطی همگرایی .۵.٢

داریم: (۴٢.٢) و (۴١.٢) روابط از

∥x− xk+١∥ ≤ ∥x− xk∥
ε̂/a

١− ٢ε̂/a.

داریم: بنابراین است، ε̂/a

١− ٢ε̂/a ≤ τ ،ε̂ تعریف به بنا
∥x− xk+١∥ ≤ τ∥x− xk∥.

است. فوق�خطی {xk} همگرایی سرعت که کردیم ثابت ترتیب بدین است. دلخواه τ > ٠ که

نشان قضیه این واقع در نمی�کند. ایجاد F تابع کارا جواب وجود برای فرضی هیچ ،١.۵.٢ قضیه
در یعنی شروع، نقطه مجاورت در موضعی کارای نقطه یک حداقل منظم، شرایط تحت که می�دهد
این در الگوریتم،� توسط شده تولید دنباله که می�دهد نشان قضیه این به�علاوه دارد. وجود B(x٠, r)

این تحت کلی حالت در که کنید توجه است. بهینه، جواب به فوق�خطی همگرای و دارد قرار همسایگی
نیست. همسایگی این موضعی بهینه تنها حدی نقطه منظم، شرایط

به نزدیک کافی اندازه به شروع نقطه�های همه کلاسیک، نیوتن روش استاندارد موضعی تحلیل در
همگرا آن به و می�مانند باقی جواب این از همسایگی یک در که می�کنند تولید دنباله�هایی جواب، یک

هستند.
به نزدیک کافی اندازه به شروع نقطه�های همه چندهدفه، نیوتن روش در تک�هدفه، مورد برخلاف
یک به همگرا و می�مانند باقی بهینه، نقطه از همسایگی یک در که می�کنند تولید دنباله�هایی جواب، یک

هستند. همسایگی آن در کارا جواب
موضعی کارای نقطه یک و…) U در هسین�ها بودن معین مثبت و (پیوستگی کلی فرض�های تحت اگر
بنابراین است. F برای بحرانی نقطه یک x̂ ،٨.٣.١ قضیه الف مورد به بنا آن�گاه باشد داشته وجود ،x̂
آن�گاه باشد x̂ از فشرده همسایگی یک V اگر دیگر، طرف از است. θ(x̂) = ٠ ،١.٣.٢ لم ٢ مورد به بنا
و a > ٠ رابطه این در (که aI ≤ ▽٢Fj(x) ≤ bI داریم ،x ∈ V هر و j = ١,٢, . . . ,m هر برای
.(a = minj=١,٢,...,m, x∈V, ∥u∥=١ u

T ▽٢ F (x)u ≤ maxj=١,٢,...,m, x∈V, ∥u∥=١ u
T ▽٢ F (x)u = b

|θ(x)| به�طوری�که دارد وجود r > ٠ لذا است، θ(x̂) = ٠ و است (١.٣.٢ لم ٣ (مورد پیوسته θ چون
کوچک گوی، آن در ∥s(x)∥ ،٢.۴.٢ لم به بنا است. کوچک کافی اندازه به ،x ∈ B(x̂, r) هر برای
می�کنیم. بیان را زیر نتیجه بنابراین برقراراند. حالت این در الف-ه، فرض�های دیگر عبارت به بود. خواهد

برای به�طوری�که دارد وجود r > ٠ آن�گاه باشد F برای موضعی کارای نقطه یک x̂ اگر .٢.۵.٢ نتیجه
کارای نقطه یک به فوق�خطی همگرای که می�کند تولید دنباله یک الگوریتم ،x٠ ∈ B(x̂, r) ⊂ U هر

است. x موضعی

داشته Γz = {x ∈ U : F (x) ≤ z} به�صورت فشرده تراز مجموعه یک F تابع که کنید فرض
نتیجه است، Rm-کاهنده ،{F (xk)} این�که از باشد. x٠ ∈ Γz کنید فرض است. z ∈ Rm که باشد،
دنباله کرانداری به�علاوه ماند. خواهند باقی فشرده، تراز مجموعه این در {xk} دنباله�های همه می�گیریم

می�دهد: نتیجه ٣.٣.٢ الگوریتم k٣ گام ترکیب با {F (xk)}
lim
k→∞

tkθ(xk) = ٠.



٣٢ چندهدفه مسائل حل برای نیوتن روش .٢

دنباله زیر ،x حول که می�دهد نشان ٢.۵.٢ نتیجه باشد. {xk} از دنباله زیر یک حد x که کنید فرض
به بنا اکنون است. موضعی بهینه یک x ،١.٣.٢ لم به بنا باشد. صفر به همگرا باید {θ(xk)} متناظر،

داریم: را زیر نتیجه بنابراین هستند، بهینه یک به همگرا دنباله�ها، همه که می�یابیم در ،٢.۵.٢ نتیجه

یک x٠ از شروع با الگوریتم آن�گاه باشد ،F فشرده تراز مجموعه یک در x٠ ∈ U اگر .٣.۵.٢ نتیجه
است. x موضعی کارای نقطه یک به فوق�خطی همگرای که می�کند تولید دنباله

دوم درجه همگرایی ۶.٢

می�کند تضمین هستند. لیپ�شیتز پیوسته j = ١,٢, . . . ,m ازای به ▽٢Fj که فرض این کردن اضافه
می�کنیم. اثبات زیر قضیه در اکنون است. دوم درجه الگوریتم، همگرایی سرعت که

ازای به ▽٢Fj که کنید فرض همچنین بگیرید. نظر در را ١.۵.٢ قضیه فرض�های همه .١.۶.٢ قضیه
باشد ζ ∈ (٠,١) کنید، فرض هستند. L لیپ�شیتز ثابت با V روی لیپ�شیتز پیوسته j = ١,٢, . . . ,m

داریم: k ≥ k٠ هر برای به�طوری�که دارد، وجود k٠ آن�گاه
τk := (L/a)∥s(xk)∥ < ζ

و
∥x− xk+١∥ ≤

L

a

(١− τk)
(١− ٢τk)٢

∥x− xk∥٢ ≤
L

a

(١− ζ)
(١− ٢ζ)٢∥x− xk∥

٢, (۴٣.٢)

است. x به دوم درجه همگرا {xk} دنباله همچنین است. {xk} حد و کارا نقطه ،x که

است: برقرار زیر رابطه k ≥ k٠ بزرگ، کافی اندازه به k برای ١.۵.٢ قضیه ٢ مورد به بنا برهان.
τk = (L/a)∥s(xk)∥ < ζ.

توجه می�گیریم. بهره (٣٣.٢) و (٣١.٢) روابط و ١.۵.٢ قضیه برهان از ،(۴٣.٢) رابطه اثبات برای
١.۴.٢ لم از استفاده با بنابراین هستند. لیپ�شیتز پیوسته ▽٢Gk همه نیز و ▽٢Fj همه که باشید داشته

داریم: (٣۶.٢) و (٣۵.٢) روابط و
∥ṽk+١∥ ≤ L∥s(xk)∥٢,

می�شود: نتیجه بالا رابطه و (٣٢.٢) رابطه از

|θ(xk+١)| ≤
١
٢aL

٢∥s(xk)∥۴.

می�رسیم: زیر نامساوی به ٢.۴.٢ لم از بنابراین
a

٢∥s(xk+١)∥
٢ ≤ ١

٢aL
٢∥s(xk)∥۴,

: می�شود تبدیل زیر به�صورت که

∥s(xk+١)∥ ≤
L

a
∥s(xk)∥٢. (۴۴.٢)



٣٣ دوم درجه همگرایی .۶.٢

داریم: مثلث نامساوی از استفاده با باشد. i ≥ k ≥ k٠ کنید فرض

∥xi − xk+١∥ ≤
i∑

j=k+٢
∥xj − xj−١∥ =

i∑
j=k+٢

∥s(xj−١)∥.

داریم: ١.۵.٢ قضیه به بنا و i→∞ گرفتن نظر در با بنابراین

∥x− xk+١∥ ≤
∞∑

j=k+١
∥s(xj)∥. (۴۵.٢)

داریم: τk := (L/a)∥s(xk)∥ < ١/٢ از استفاده و (۴۵.٢) و (۴۴.٢) روابط ترکیب با لذا

∥x− xk+١∥ ≤ (L/a)∥s(xk)∥٢ + (L/a)٣∥s(xk)∥۴ + (L/a)٧∥s(xk)∥٨ + · · ·

= (L/a)∥s(xk)∥١)٢+ τ٢k + τ۶k + · · · )

≤ (L/a)∥s(xk)∥٢
∞∑
j=٠

τ jk

= (L/a)∥s(xk)∥٢
١

١− τk
. (۴۶.٢)

می�شود: نتیجه مثلث نامساوی از بنابراین

∥x− xk∥ ≥ ∥xk+١ − xk∥ − ∥x− xk+١∥

≥ ∥s(xk)∥ − ∥s(xk)∥٢
L/a

١− τk
= ∥s(xk)∥

١− ٢τk
١− τk

,

داریم: ٢−١τk
١−τk

> ٠ که آن�جایی از می�شود. نتیجه τk تعریف از تساوی آخرین که

∥s(xk)∥ ≤ ∥x− xk∥
١− τk
١− ٢τk

. (۴٧.٢)

داریم: را زیر رابطه (۴٧.٢) و (۴۶.٢) روابط از اکنون

∥x− xk+١∥ ≤ (L/a)

[
∥x− xk∥

١− τk
١− ٢τk

]٢ ١
١− τk

= ∥x− xk∥٢
(L/a)(١− τk)
(١− ٢τk)٢

.

اثبات مشابه نامساوی آخرین اثبات برای کردیم. اثبات را (۴٣.٢) رابطه نامساوی اولین ترتیب بدین
داریم: را زیر روابط بالا،

∥x− xk+١∥ < (L/a)∥s(xk)∥١)٢+ ζ٢ + ζ۶ + · · · )

≤ (L/a)∥s(xk)∥٢
∞∑
j=٠

ζj

= (L/a)∥s(xk)∥٢
١

١− ζ .

داریم: مثلث نامساوی از لذا

∥x− xk∥ ≥ ∥xk+١− xk∥− ∥x− xk+١∥ > ∥s(xk)∥− ∥s(xk)∥٢
L/a

١− ζ ≥ ∥s(xk)∥
١− ٢ζ
١− ζ .



٣۴ چندهدفه مسائل حل برای نیوتن روش .٢

داریم: ترتیب بدین

∥x− xk+١∥ < (L/a)

[
∥x− xk∥

١− ζ
١− ٢ζ

]٢ ١
١− ζ = ∥x− xk∥٢

(L/a)(١− ζ)
(١− ٢ζ)٢ .

است. x به دوم درجه همگرای {xk} دنباله بالا روابط به بنا همچنین و کردیم اثبات را (۴٣.٢) رابطه لذا

می�شوند. تبدیل زیر به�صورت ٣.۵.٢ و ٢.۵.٢ نتیجه�های هسین�ها، لیپ�شیتز پیوستگی فرض تحت

r > ٠ آن�گاه باشد F تابع برای کارا نقطه x̂ و باشند لیپ�شیتز پیوسته ▽٢Fj همه اگر .٢.۶.٢ نتیجه
درجه همگرای که می�کند تولید دنباله یک الگوریتم ،x٠ ∈ B(x̂, r) ⊂ U هر برای به�طوری�که دارد وجود

است. x کارای نقطه به دوم

لیپ�شیتز پیوسته ▽٢Fj همه که باشد ،F فشرده تراز مجموعه یک در ،x٠ ∈ U اگر .٣.۶.٢ نتیجه
x کارای نقطه به دوم درجه همگرای که می�کند تولید دنباله یک x٠ از شروع با الگوریتم آن�گاه هستند

است.

عددی مثال�های ٧.٢

حل (R2013a) متلب برنامه در ٣.٣.٢ الگوریتم به�کارگیری با که می�کنیم بیان را مثال�هایی قسمت این در
منحصربفرد چندهدفه بهینه�سازی مسائل برای ضعیف) (کارای کارا جواب که داشت توجه باید می�شوند.
خواهیم را متفاوتی کارای جواب�های کنیم، آغاز را الگوریتم متفاوت شروع نقطه�های با اگر زیرا نیست
و شده داده ε > ٠ که می�کنیم استفاده θ(x(k)) ≥ −ε توقف شرط از ما شده ارائه مثال�های در داشت.

می�گیریم. نظر در ١٠٠ را تکرارها تعداد حداکثر قسمت این در ما است. پایانی نقطه x(k)

بگیرید: نظر در را زیر تک�هدفه مساله .١.٧.٢ مثال

minx∈R٢ F (x),

F (x) = ٢x٢١ + ٢x١x٢ + ۴٫ ۵x٢٢.

حل را (١.٢) مساله θ(x(k)) ≥ −٨−١٠ توقف شرط و x(٠) = (−٠٫ ٠١,٠٫ ٠١) شروع نقطه با
می�کنیم.

▽F (x) =

[
۴x١ + ٢x٢
٢x١ + ٩x٢

]
, ▽٢F (x) =

[
۴ ٢
٢ ٩

]
.

می�شوند. محاسبه (٢.٢) و (٣.٢) روابط از به�ترتیب را θ(xk) و s(xk) است اکید محدب مساله این لذا
که است θ(x(١)) = −١٠−۴×۴٫ ۵٠١۴ و x(١) = (٠٫×٣−١٠ ٠٫×٣−٠٠١٨,١٠ ٠٠٣٠) اول تکرار در
نقطه گام دومین در مساله جواب می�کنیم. اجرا دوباره را الگوریتم بنابراین نمی�کند. صدق توقف شرط در
.θ(x(٢)) = −٩−١٠×۴٫ ٢١١٣ با است x(٢) = (١٠−۶×٠٫ ١٠−,٢٨١٠−۶×٠٫ ۶۴۶٢) ≃ (٠,٠)



٣۵ عددی مثال�های .٧.٢

لم به بنا لذا است. صفر به نزدیک کافی اندازه به θ(x(٢)) واقع در است. برقرار توقف شرط بنابراین
این ٨.٣.١ قضیه به بنا است، اکید محدب مساله این�که به توجه با است. بحرانی ،x(٢) نقطه ١.٣.٢
می�کنیم، حل بالا توقف شرط و تصادفی شروع نقاط با را مساله این است. کارا نقطه بحرانی، نقطه

است. شده داده نشان زیر جدول در نتایج خلاصه

١.٧.٢ مثال به مربوط جدول :١.٢ جدول
F (x(k)) پایانی =نقطه x(k) تکراها تعداد شروع نقطه

١١−١٠ × ١٫ ۶٩٢٨ ١٠−۵ × (٠٫ ٠٫−,٣٠١٩ ١٠٧١) ١٠٠ (٠٫ ۶۴٧٧,٠٫ ۴۵٠٩)
١٢−١٠ × ١٫ ٨٧۴١ ١٠−۶ × (−٠٫ ٠٫−,٨١٩٨ ٢٠۶٣) ١٠٠ (٠٫ ٢٩۶٣,٠٫ ٧۴۴٧)
١١−١٠ × ٣٫ ۵٢٣۶ ١٠−۵ × (٠٫ ۴۴١١,٠٫ ١۵٢٧) ٢ (٠٫ ۶٨۶٨,٠٫ ١٨٣۵)
٩−١٠ × ٨٫ ١۶٩٧ ١٠−۴ × (٠٫ ۶٣٧۵,٠٫ ٠٠٣٣) ١٠٠ (٠٫ ۶٢۵۶,٠٫ ٧٨٠٢)
١٣−١٠ × ۵٫ ٧٢١٣ ١٠−۶ × (٠٫ ۴٢٢٣,٠٫ ١۴۴٢) ١٠٠ (٠٫ ٩٢٩۴,٠٫ ٧٧۵٧)

بگیرید: نظر در را زیر دو�هدفه مساله .٢.٧.٢ مثال

minx∈R F (x) = (F١(x), F٢(x))

F١(x) = x٢ − ۴

F٢(x) = (x− ٢(١.

▽F١(x) = ٢x, ▽٢F١(x) = ٢,

و
▽F٢(x) = ٢(x− ١), ▽٢F٢(x) = ٢.

s(x(٠)) می�کنیم. حل θ(x(k)) ≥ −٢٠−١٠ توقف شرط و x(٠) = ۵ شروع نقطه با را محدب مساله این
می�شوند. محاسبه (۴٨.٢) و (۴٩.٢) روابط از به�ترتیب θ(x(٠)) و

θ(x(٠)) = inf
s∈Rn

max
j=١,٢

▽Fj(x
(٠))T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x
(٠))s (۴٨.٢)

و
s(x(٠)) = arg min

s∈Rn
max
j=١,٢

▽Fj(x
(٠))T s+

١
٢s

T▽٢Fj(x
(٠))s. (۴٩.٢)

نمی�کند. صدق توقف شرط در که است θ(x(١)) = −١۶٫ ٠٠٠٠ و x(١) = ١٫ ٠٠٠٠ اول تکرار در
توقف معیار به توجه با که است θ(x(٢)) = −١−١٠۶ × ١٫ ١١٠٢ و x(٢) = ١٫ ٠٠٠٠ دوم تکرار در
می�شود. متوقف الگوریتم و برقرار توقف شرط x(۶) = ١٫ ٠٠٠٠ نقطه در تا می�کند پیدا ادامه الگوریتم
است. بحرانی ،x(۶) نقطه ١.٣.٢ لم به بنا لذا است. صفر به نزدیک کافی اندازه به θ(x(۶)) واقع در
این است. کارا نقطه بحرانی، نقطه این ٨.٣.١ قضیه به بنا است، اکید محدب مساله این�که به توجه با
داده نشان ٢.٢ جدول در نتایج خلاصه می�کنیم، حل بالا توقف شرط و تصادفی شروع نقاط با را مساله

است. شده



٣۶ چندهدفه مسائل حل برای نیوتن روش .٢

٢.٧.٢ مثال به مربوط جدول :٢.٢ جدول
(F١(x

(k)), F٢(x
(k))) پایانی =نقطه x(k) تکراها تعداد شروع نقطه

(−٣٫ ٩٠۶٢,٠٫ ۴٨١٢) ٠.٣٠۶٣ ٢ ٠٫ ٣٠۶٣
(−٣٫ ٣۶٨٢,٠٫ ٠۴٢١) ٠.٧٩۴٨ ٢ ٠٫ ٧٩۴٨
(−٣٫ ٨۵۶٧,٠٫ ٣٨۶١) ٠.٣٧٨۶ ٢ ٠٫ ٣٧٨۶
(−٣٫ ٧١۶١,٠٫ ٢١٨٣) ٠.۵٣٢٨ ١ ٠٫ ۵٣٢٨
(−٣٫ ٩۶٢١,٠٫ ۶۴٨۴) ٠.١٩۴٨ ١٠٠ ٠٫ ١٩۴٨

بگیرید: نظر در را زیر دوهدفه مساله .٣.٧.٢ مثال

minx∈R٣ F (x) = (F١(x), F٢(x))

F١(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣

F٢(x) =
١
٣x

٢
١ +

١
٣x

٢
٢ +

١
٣x

٢
٣ −

۴
٣x١ −

۴
٣x٢ −

۴
٣x٣ + ۴.

▽F١(x) = (٢x١,٢x٢,٢x٣), ▽F٢(x) = (
٢
٣x١ −

۴
٣ ,

٢
٣x٢ −

۴
٣ ,

٢
٣x٣ −

۴
٣)

و

▽٢F١(x) =


٢ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٢

 , ▽٢F٢(x) =


٢
٣ ٠ ٠
٠ ٢

٣ ٠
٠ ٠ ٢

٣

 .
در گام دومین از بعد مساله جواب θ(x(k)) ≥ −٨−١٠ توقف شرط و x(٠) = (١,٠,١) شروع نقطه با
به θ(x(٢)) است. θ(x(٢)) = −١٠−١٠ × ١٫ ٠٧٩٩ با x(٢) = (٠٫ ٧٣٢١,٠٫ ٧٣٢١,٠٫ ٧٣٢١) نقطه
مساله این�که به توجه با است. بحرانی ،x(٢) نقطه ١.٣.٢ لم به بنا لذا است. صفر به نزدیک کافی اندازه
شروع نقاط با را مساله این است. کارا نقطه بحرانی، نقطه این ٨.٣.١ قضیه به بنا است، اکید محدب

کنید. مشاهده ٣.٢ جدول در را نتایج می�توانید می�کنیم. حل بالا توقف شرط و تصادفی

٣.٧.٢ مثال به مربوط جدول :٣.٢ جدول
(F١(x

(k)), F٢(x
(k))) پایانی =نقطه x(k) تکراها تعداد شروع نقطه

(٠٫ ٢۴٠۴,٢٫ ٩۴٧٨) (٠٫ ٢٨٣١,٠٫ ٢٨٣١,٠٫ ٢٨٣١) ١٠٠ (٠٫ ١٧٠٧,٠٫ ٢٢٧٧,٠٫ ۴٣۵٧)
(٠٫ ٨٨۶٧,٢٫ ١٢٠٩) (٠٫ ۵۴٣٧,٠٫ ۵۴٣٧,٠٫ ۵۴٣٧) ٢ (٠٫ ٩٢٣۴,٠٫ ۴٣٠٢,٠٫ ١٨۴٨)
(٠٫ ۵۵٠٧,٢٫ ۴۶٩٨) (٠٫ ۴٢٨۴,٠٫ ۴٢٨۴,٠٫ ۴٢٨۴) ٢ (٠٫ ۴٠٨٧,٠٫ ۵٩۴٩,٠٫ ٢۶٢٢)
(٠٫ ۵٢۶٨,٢٫ ۴٩٩۴) (٠٫ ۴١٩٠,٠٫ ۴١٩٠,٠٫ ۴١٩٠) ٢ (٠٫ ٣١٨٨,٠٫ ۴٢۴٢,٠٫ ۵٠٧٩)
(٠٫ ۴٨۴٨,٢٫ ۵۵٣۶) (٠٫ ۴٠٢٠,٠٫ ۴٠٢٠,٠٫ ۴٠٢٠) ٢ (٠٫ ٢۶٢۵,٠٫ ٨٠١٠,٠٫ ٠٢٩٢)



٣٧ عددی مثال�های .٧.٢

بگیرید: نظر در را زیر سه�هدفه مساله .۴.٧.٢ مثال

minx∈R٣ F (x) = (F١(x), F٢(x), F٣(x))

F١(x) = x٢١ + ٨٫ ٠۵x٢٢
F٢(x) = ۴٫ ٠٢۵x٢١ + x٢٢

F٣(x) = ۶٫ ٠٢۵x٢١ + ١٠٫ ٠٢۵x٢٢ + x٢٣.

▽F١(x) =


٢x١

١۶٫ ١x٢
٠

 , ▽٢F١(x) =


٢ ٠ ٠
٠ ١۶٫ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 ,

▽F٢(x) =


٨٫ ٠۵x١
٢x٢
٠

 , ▽٢F٢(x) =


٨٫ ٠۵ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠


و

▽F٣(x) =


١٢٫ ٠۵x١
٢٠٫ ٠۵x٢
٢x٣

 , ▽٢F٣(x) =


١٢٫ ٠۵ ٠ ٠
٠ ٢٠٫ ٠۵ ٠
٠ ٠ ٢

 .
اگر ٣.٣.٢ نیوتن الگوریتم با مساله این حل با لذا نیستند، اکید محدب هدف توابع داشت توجه باید
شروع نقطه با است. ضعیف کارا نقطه بحرانی، نقطه این ٨.٣.١ قضیه به بنا باشد بحرانی نقطه x(k)

نقطه در گام سه از بعد مساله جواب θ(x(k)) ≥ −٩−١٠ × ٧ توقف شرط و x(٠) = (٠٫ ١,٠٫ ١,٠٫ ١)
صفر به نزدیک کافی اندازه به θ(x(٣)) است. x(٣) = (−٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ١٩١٢) ≃ (٠,٠,٠)
توقف شرط و تصادفی شروع نقاط با را مساله این است. بحرانی ،x(٣) نقطه ١.٣.٢ لم به بنا لذا است.

کردیم. خلاصه ۴.٢ جدول در را نتایج می�کنیم. حل بالا

۴.٧.٢ مثال به مربوط جدول :۴.٢ جدول
پایانی نقطه تکراها تعداد شروع نقطه

(−٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ١٩٠۴) ٣ (٠٫ ٩١٣٣,٠٫ ٧٩۶٢,٠٫ ٠٩٨٧)
(٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٢۶٩٨) ١٠٠ (٠٫ ٣٣۵۴,٠٫ ۶٧٩٧,٠٫ ١٣۶۶)
(−٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ٠٠٠٠,٠٫ ۴٧۴۶) ١٠٠ (٠٫ ۴٨٨۶,٠٫ ۵٧٨۵,٠٫ ٢٣٧٣)
(٠٫ ٠٫−,٠٠٠٠ ٠٠٠٠,٠٫ ٠٧۵۵) ١٠٠ (٠٫ ٣۶٧۴,٠٫ ٩٨٨٠,٠٫ ٠٣٧٧)





٣ فصل

مسائل حل برای شبه�نیوتن روش یک
محدب چندهدفه

مقدمه ١.٣

با می�کنند. عمل نیوتن روش با مشابه حدودی تا که می�پردازیم شبه�نیوتن روش�های بیان به فصل این در
روش�های زیربنایی ایده�ی است، پرهزینه یا غیرعملی هسین ماتریس به�کارگیری و محاسبه که فرض این
با دارد. قرار نیوتن روش در نیاز مورد دقیق هسین به�جای هسین ماتریس تقریب از استفاده بر شبه�نیوتن
مختلفی انواع شبه�نیوتن روش�های می�کند، تغییر متفاوت روش�های در تقریب این شکل این�که به توجه

می�شود. شامل را

تک�هدفه بهینه�سازی مسائل حل برای شبه�نیوتن روش ٢.٣

در را زیر تک�هدفه مساله می�کنیم. بیان تک�هدفه بهینه�سازی مسائل حل برای را شبه�نیوتن روش ابتدا
بگیرید: نظر

min f(x)

s.t. x ∈ U ⊂ Rn.

است. باز مجموعه یک U و f ∈ C١(U,R) که
استفاده زیر تقریب از وتری روش بعدی، تک مسائل در است. وتری١ روش یافته تعمیم شبه�نیوتن، روش

می�کند،

f ′′(xk+١) ≃
f ′(xk+١)− f ′(xk)

xk+١ − xk
. (١.٣)

١secant method



۴٠ محدب چندهدفه مسائل حل برای شبه�نیوتن روش یک .٣

می�شود، بروز گام هر در زیر، رابطه از استفاده با وتری روش

xk+١ = xk −
f ′(xk) (xk − xk−١)
f ′(xk)− f ′(xk−١)

.

است: زیر به�صورت بعدی چند مسائل برای (١.٣) فرمول
▽٢f(xk+١)(xk+١ − xk) ≃ ▽f(xk+١)−▽f(xk). (٢.٣)

(٢.٣) رابطه بنابراین است، تکرار k-امین ٢f(xk)▽در از تقریبی ،B(xk) ∈ Rn×n شبه�نیوتن روش در
می�کنیم: بیان زیر به�صورت را

B(xk+١)(xk+١ − xk) ≃ ▽f(xk+١)−▽f(xk).

است: زیر به�صورت کلی حالت در شبه�نیوتن، الگوریتم می�شود. نامیده وتری٢ معادله رابطه این

.k = ٠ اولیه مقداردهی [۴١] .١.٢.٣ الگوریتم

کنید. انتخاب را x٠ ∈ Rn اولیه نقطه .i١

بگیرید. نظر در را ε > ٠ و B(x٠) معین مثبت متقارن ماتریس .i٢

تکراری: گام�های

شوید. متوقف کرد، صدق ∥ ▽ f(xk)∥ ≤ ε رابطه در xk نقطه اگر .k١

آورید، به�دست زیر خطی معادله حل با را d(xk) جهت .k٢

B(xk)d(xk) +▽f(xk) = ٠.

دهید: قرار و کنید پیدا را αk گام طول باشد، d(xk) جهت امتداد در باید جستجو .k٣

xk+١ = xk + αkd(xk).

وتری معادله در باید ماتریس این کنید. انتخاب را B(xk+١) معین مثبت متقارن ماتریس یک .k۴
کند: صدق زیر

B(xk+١)sk = y(xk), (٣.٣)

هستند. y(xk) = ▽f(xk+١)−▽f(xk) ،sk = xk+١ − xk که

بروید. k١ گام به و k = k + ١ دهید قرار .k۵

آن�گاه باشد آن شده بروز B(xk+١) و باشد معین مثبت متقارن ماتریس B(xk) اگر [٢١] .٢.٢.٣ قضیه
کند: صدق می�شود، نامیده انحنا٣ شرط که زیر رابطه در اگر است معین مثبت B(xk+١)

sTk y(xk) > ٠.
٢secant equation
٣curvature condition



۴١ تک�هدفه بهینه�سازی مسائل حل برای شبه�نیوتن روش .٢.٣

می�توانید موضوع این بررسی برای است. برقرار انحنا شرط باشد، قوی محدب f هدف تابع اگر
است فرمولی کردن بروز شبه�نیوتن، روش از استفاده در مهم فاکتور یک کنید. مراجعه [٣٠] مرجع به
تکرار k-امین در موجود اطلاعات از استفاده با B(xk) جاری ماتریس از را B(xk+١) ماتریس یک که

می�دهد. نتیجه
نامیده BFGS۴ روش می�کند، استفاده B(xk) کردن بروز برای (۴.٣) فرمول از که شبه�نیوتنی روش
ارائه اسم اول حروف از روش این نام می�باشد. شبه�نیوتن روش پرکاربردترین و معروفترین که می�شود

است. شده گرفته روش این دهندگان

B(xk+١) = B(xk)−
B(xk)sks

T
kB(xk)

sTkB(xk)sk
+
y(xk)y(xk)

T

sTk y(xk)
. (۴.٣)

نامیده DFP۵ روش می�کند، استفاده B(xk) کردن بروز برای زیر فرمول� از که شبه�نیوتنی روش همچنین
می�شود،

B(xk+١) = (I−γ(xk)y(xk)sTk )B(xk)(I−γ(xk)sky(xk)T )+γ(xk)y(xk)y(xk)T , (۵.٣)

می�دهد. نشان را شبه�نیوتن روش�های همگرایی زیر قضیه است. γ(xk) = ١
y(xk)T sk

که

رابطه با شده تولید دنباله xk و اولیه نقطه x٠ باشد. f : Rn → R کنید فرض [٢١] .٣.٢.٣ قضیه
باشند: برقرار زیر روابط کنید فرض است. αk ≥ ٠ که باشد xk+١ = xk + αkd(xk)

باشد، کراندار S = {x : f(x) ≤ f(x٠)} مجموعه .١

باشند، پیوسته x ∈ S هر ازای به ▽٢f و ▽f ،f توابع .٢

باشد، معین مثبت ،x هر ازای به ▽٢f .٣

شود: محاسبه زیر رابطه با d(xk) جستجو جهت .۴
B(xk)d(xk) = −▽ f(xk),

می�آید، به�دست (۵.٣) یا (۴.٣) روابط از B(xk) ماتریس و B(x٠) = I که

کند: صدق زیر روابط در αk گام طول .۵
f(xk + αkd(xk)) ≤ f(xk) + c١αk ▽ f(xk)

Td(xk),

▽f(xk + αkd(xk))
Td(xk) ≥ c٢▽ f(xk)

Td(xk),

.٠ < c١ < c٢ < ١ که

سرعت و است S مجموعه روی f از منحصربفرد و سراسری مینیمم یک x∗ که limk→∞ xk = x∗ آن�گاه
است. فوق�خطی xk همگرایی

۴Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
۵Davidon-Fletcher-Powell



۴٢ محدب چندهدفه مسائل حل برای شبه�نیوتن روش یک .٣

چندهدفه مسائل حل برای شبه�نیوتن روش ٣.٣

این�که گرفتن نظر در با می�کنیم، بیان (۵.١) چندهدفه مساله برای را شبه�نیوتن جهت ابتدا قسمت، این در
کردیم، مطرح نیوتن روش برای ٢ فصل در که مشابه تعریف�های از است. قوی محدب ،Fj هدف تابع هر
می�زنیم. تقریب BFGS روش با را آن�ها دقیق، هسین ماتریس�های از استفاده به�جای می�گیریم. بهره

باشد: زیر مساله از بهینه�ای جواب اگر است، x ∈ U برای شبه�نیوتن جهت یک p(x) جهت
min max

j=١,٢,...,m
▽Fj(x)

Tp+
١
٢p

TBj(x)p

s.t. p ∈ Rn,

(۶.٣)

کردن بروز برای قسمت این در است. j = ١,٢, . . . ,m ازای به ▽٢Fj(x) از تقریبی Bj(x) آن در که
با به�ترتیب را (۶.٣) مساله بهینه مقدار و بهینه جواب می�کنیم. استفاده (۴.٣) رابطه از هسین تقریب

داریم: را زیر روابط و می�دهیم نشان p(x) و τ(x)

τ(x) = min
p∈Rn

max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
Tp+

١
٢p

TBj(x)p (٧.٣)

و
p(x) = arg min

p∈Rn
max

j=١,٢,...,m
▽Fj(x)

Tp+
١
٢p

TBj(x)p. (٨.٣)

بنا لذا هستند. معین مثبت j = ١,٢, . . . ,m ازای به Bj(x) زیرا است، اکید محدب (۶.٣) مساله
مساله یک شکل به می�توان را (۶.٣) مساله دارد. منحصربفرد مینیمم یک همیشه ٢٣.٢.١ قضیه به

است: زیر مساله با معادل (۶.٣) مساله کرد. تبدیل دوم درجه و محدب بهینه�سازی

min g(t, p) = t

s.t. ▽Fj(x)
Tp+

١
٢p

TBj(x)p− t ≤ ٠ j = ١,٢, . . . ,m (٩.٣)

(t, p) ∈ R× Rn.

است: زیر به�صورت مساله این لاگرانژین

L((t, p), λ) = t+
m∑
j=١

λj(▽Fj(x)
Tp+

١
٢p

TBj(x)p− t).

است: زیر به�صورت (٩.٣) مساله برای KKT شرایط ٢۵.٢.١ تعریف به بنا
m∑
j=١

λj(▽Fj(x) +Bj(x)p) = ٠, (١٠.٣)

λj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . ,m, (١١.٣)
m∑
j=١

λj = ١, (١٢.٣)

▽Fj(x)
Tp+

١
٢p

TBj(x)p ≤ t, j = ١,٢, . . . ,m, (١٣.٣)

λj(▽Fj(x)
Tp+

١
٢p

TBj(x)p− t) = ٠, j = ١,٢, . . . ,m. (١۴.٣)
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اولیه شدنی شرط (١٣.٣) شرط هستند، دوگان شدنی شرایط (١٢.٣) و (١١.٣) ،(١٠.٣) شرایط که
است. زائد مکمل شرط ،(١۴.٣) شرط و است

محدب مساله این همچنین است. (٩.٣) مساله برای منحصربفرد جواب یک (τ(x), p(x)) جواب
به�طوری�که دارد وجود (١,٠) نقطه مانند اسلاتر نقطه یک زیرا می�کند صدق اسلاتر منظم شرایط در و است

▽Fj(x)
T٠+

١
٢٠

TBj(x)٠− ١ = −١ < ٠, j = ١,٢, . . . ,m.

λj = λj(x) لاگرانژین، ضرایب ٣٣.٢.١ قضیه به بنا لذا دارد، بهینه جواب محدب، مساله این چون
(١٠.٣)-(١۴.٣) رابطه�های در t = τ(x) و p = p(x) با که دارند وجود j = ١,٢, . . . ,m ازای به

می�کنند. صدق
می�شود: نتیجه (١٠.٣) رابطه از

∑m
j=١ λj(x)▽Fj(x) = −

∑m
j=١ λj(x)Bj(x)p(x).∑m

j=١ λj(x)Bj(x) عبارت است، صفر مخالف λj از یکی حداقل و است معین مثبت Bj چون
داریم: لذا است. معکوس�پذیر

p(x) = −

[
m∑
j=١

λj(x)Bj(x)

]−١m∑
j=١

λj(x)▽Fj(x). (١۵.٣)

می�کنیم. بیان زیر لم در می�شود، حاصل (٧.٣) رابطه از که را τ ویژگی�های از تعدادی

آن�گاه باشد Bj(x) > ٠ ،x ∈ U هر ازای به کنید فرض .١.٣.٣ لم

است. τ(x) ≤ ٠ ،x ∈ U هر برای .١

معادل�اند: زیر شرایط .٢

نیست، بحرانی ،x نقطه الف.

است، τ(x) < ٠ ب.

است. p(x) ̸= ٠ ج.

است. پیوسته τ تابع .٣

ماتریس�های این�که به توجه با است. ١.٣.٢ قضیه ٢ و ١ اثبات مشابه ٢ و ١ موارد اثبات برهان.
مثبت که می�کنیم، جایگزین Bj(x) ،j = ١,٢, . . . ,m با را ▽٢Fj(x) ،j = ١,٢, . . . ,m هسین
که W ⊂ U معین مجموعه در را τ پیوستگی که است کافی می�کنیم. اثبات را ٣ مورد هستند. معین

داریم: x ∈ U هر برای ١ مورد به بنا دهیم. نشان است، دلخواه و فشرده مجموعه یک W
١
٢p(x)

TBj(x)p(x) ≤ −▽Fj(x)
Tp(x), j = ١,٢, . . . ,m, (١۶.٣)
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و j = ١,٢, . . . ,m هر برای Bj(x) تقریب�های و است مشتق�پذیر پیوسته به�طور دوبار F تابع چون
کراندار j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به ،Bj(x) ویژه�های مقدار بنابراین، هستند، معین مثبت x ∈ W

به�طوری�که دارند وجود K,L ∈ R++ لذا، هستند. W روی صفر از دور یکنواخت
K = max

x∈W, j=١,٢,...,m
∥▽Fj(x)∥

و
L = min

x∈W, ∥e∥=١, j=١,٢,...,m
eTBj(x)e.

x ∈ W هر ازای به L و K تعریف�های با (١۶.٣) رابطه ترکیب و شوارتز کوشی نامساوی از استفاده با
داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر و

١
٢L∥p(x)∥

٢ ≤ ∥▽Fj(x)∥∥p(x)∥ ≤ K∥p(x)∥.

داریم: x ∈ W هر ازای به بنابراین

∥p(x)∥ ≤ ٢K
L
.

هستند. یکنواخت کراندار W روی شبه�نیوتن جهت�های لذا
می�کنیم: تعریف {φx,j}x∈W, j=١,٢,...,m توابع از خانواده یک

φx,j :W → R,

z 7→ ▽Fj(z)
Tp(x) +

١
٢p(x)

TBj(z)p(x).

با {B(z, δz)}z∈W باز پوشش یک ابتدا است. یکسان پیوسته توابع، از خانواده این که می�دهیم نشان
εz ∈ R++ هر برای که داریم B(z, δz) گوی یک z ∈ W هر برای می�کنیم. تعریف δz ∈ R++ شعاع
j = ١,٢, . . . ,m هر و w ∈ B(z, δz) هر برای به�طوری�که دارد وجود δz ∈ R++ یک کوچک،

داریم: را زیر نامساوی�های

∥Bj(w)−▽٢Fj(z)∥ <
εz
٢

و
∥ ▽٢ Fj(w)−▽٢Fj(z)∥ <

εz
٢ .

است. برقرار نامساوی هستند، پیوسته هسین ماتریس�های چون داشت توجه باید
{B(zi, δzi); i = ١,٢, . . . , l} مانند متناهی پوشش زیر یک است، فشرده فضای Wیک که آن�جایی از

داریم: همچنین دارد. وجود {B(z, δz)}z∈W از

φx,j(z) =▽Fj(z)
Tp(x) +

١
٢p(x)

TBj(z)p(x)

=▽Fj(z)
Tp(x) +

١
٢p(x)

T ▽٢ Fj(z)p(x) +
١
٢p(x)

T (Bj(z)−▽٢Fj(z))p(x).

(١٧.٣)
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دو می�کنیم. بررسی را آخر عبارت پیوستگی فقط هستند، پیوسته (١٧.٣) رابطه اول عبارت دو چون
∥w١−w٢∥ < δ کوچک، δ ∈ R++ یک ازای به که می�کنیم انتخاب گونه�ای به را w١, w٢ ∈ W نقطه
.wi ∈ B(zik , δzik ) ،k = ١,٢ به�طوری�که دارند وجود i١, i٢ ∈ {١, . . . , l} اندیس�های آن�گاه باشد،

داریم: بنابراین

|١٢p(x)
T (Bj(w١)−▽٢Fj(w١))p(x)−

١
٢p(x)

T (Bj(w٢)−▽٢Fj(w٢))p(x)|

≤ ١
٢∥p(x)∥

٢(∥Bj(w١)−▽٢Fj(zi١)∥+ ∥ ▽
٢ Fj(zi١)−▽

٢Fj(w١)∥

+ ∥Bj(w٢)−▽٢Fj(zi٢)∥+ ∥ ▽
٢ Fj(zi٢)−▽

٢Fj(w٢)∥) ≤
١
٢∥p(x)∥

٢(εzi١ + εzi٢ )

خانواده که است واضح لذا است. یکنواخت پیوسته φx,j ،j = ١,٢, . . . ,m هر و x ∈ W هر ازای به
نیز {ϕx = maxj=١,٢,...,m φx,j}x∈W خانواده بنابراین است. یکسان پیوسته {φx,j}x∈W, j=١,٢,...,m

به�طوری�که دارد وجود δ ∈ R++ بگیرید، نظر در را ε ∈ R++ است. یکسان پیوسته
∀y, z ∈ W, ∥y − z∥ < δ =⇒ |ϕx(y)− ϕx(z)| < ε, ∀x ∈ W.

داریم: ∥y − z∥ < δ برای بنابراین

τ(z) ≤ max
j=١,٢,...,m

▽Fj(z)
Tp(y) +

١
٢p(y)

TBj(z)p(y)

= ϕy(z)

≤ ϕy(y) + |ϕy(z)− ϕy(y)| < τ(y) + ε.

لذا .|τ(z)− τ(y)| < ε داریم کنیم، عوض هم با را z و y نقش�های اگر .τ(z)− τ(y) < ε بنابراین
می�شود. اثبات τ پیوستگی

f : U → R تابع می�کنیم. استفاده آرمیژو قاعده از ،p(x) جهت برای α گام طول تعیین منظور به
است: زیر به�صورت p(x) شبه�نیوتن جهت برای کلاسیک آرمیژو قاعده بگیرید، نظر در را

f(x+ αp(x)) ≤ f(x) + cα▽ f(x)Tp(x),

با چندهدفه شبه�نیوتن روش در گام� یک پذیرش برای است. c ∈ (٠,١) و غیربحرانی نقطه ،x ∈ U که
داریم: است، معین مثبت Bj(x) این�که به توجه

Fj(x+ αp(x)) ≤ Fj(x) + cα
(
▽Fj(x)

Tp(x) +
١
٢p(x)

TBj(x)p(x)
)
≤ Fj(x) + cατ(x).

بود. خواهد چندهدفه مسائل شبه�نیوتن جهت در گام یک پذیرش برای معیاری فوق نامساوی

هر و ٠ < c < ١ هر برای آن�گاه باشد F تابع برای غیربحرانی نقطه یک x ∈ U اگر .٢.٣.٣ قضیه
به�طوری�که α٠ ∈ (٠,١] دارد وجود j = ١,٢, . . . ,m

x+ αp(x) ∈ U, Fj(x+ αp(x)) ≤ Fj(x) + cατ(x), ∀α ∈ [٠, α٠].

است. ٢.٣.٢ نتیجه اثبات با مشابه برهان.
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حل را (۶.٣) مساله گام هر در می�کنیم. بیان چندهدفه مسائل برای را شبه�نیوتن الگوریتم اکنون
(قضیه آرمیژو شرط با را گام طول می�آوریم. به�دست (٨.٣) رابطه از را شبه�نیوتن جهت یک و می�کنیم
به�دست (۴.٣) رابطه از را هسین ماتریس تقریب و می�کنیم بروز را نقطه پایان در می�کنیم. تعیین (٢.٣.٣

می�آوریم.

چندهدفه مسائل برای شبه�نیوتن الگوریتم

.k = ٠ اولیه مقداردهی .٣.٣.٣ الگوریتم

کنید. انتخاب را x٠ ∈ U نقطه .i١

کنید. تعریف را L = {١/٢n | n = ٠,١,٢, . . . } مجموعه .i٢

نظر در را ε کوچک مقدار یک و ٠ < c < ١ ،B(x٠) ∈ Rn×n معین مثبت متقارن ماتریس .i٣
بگیرید.

تکراری: گام�های

آورید. به�دست (٧.٣) و (٨.٣) روابط از به�ترتیب را τ(xk) و p(xk) و کنید حل را (۶.٣) مساله .k١

بروید. k٣ گام به صورت این غیر در شوید. متوقف ،τ(xk) > −ε اگر .k٢

به�طوری�که کنید انتخاب α ∈ L بزرگترین را αk گام طول .k٣

xk + αp(xk) ∈ U

و
Fj(xk + αp(xk)) ≤ Fj(xk) + cατ(xk), j = ١,٢, . . . ,m.

(۴.٣) رابطه از j = ١,٢, . . . ,m ازای به را Bj(xk+١) و xk+١ = xk+αkp(xk) کنید تعریف .k۴
بروید. k١ گام به و دهید قرار k = k + ١ آورید. به�دست

تکنیکی نتایج ۴.٣

تایید که شویم یادآور را نتیجه�ای است لازم بپردازیم، شبه�نیوتن روش همگرایی تحلیل به که آن از پیش
کافی و لازم شرط که است، شده داده نشان [١۴] در است. فوق�خطی BFGS روش همگرایی می�کند،

است، (١٨.٣) رابطه فوق�خطی همگرای برای

lim
k→∞

∥(B(xk)−▽٢f(x∗))s(xk)∥
∥s(xk)∥

= ٠, (١٨.٣)

مثبت ▽٢f(x∗) و ▽f(x∗) = ٠ همچنین است، مشتق�پذیر پیوسته به�طور دوبار f : Rn → R که
در تقریب یک B(xk) و s(xk) = xk+١ − xk = αkp(xk) ،x∗ = limk→∞ xk نیز و است معین



۴٧ تکنیکی نتایج .۴.٣

که ندارد وجود x∗ چون شود، استفاده نمی�تواند قسمت این در نتیجه این متاسفانه است. k-ام تکرار
داریم: k →∞ که وقتی می�دهد، نشان عددی نتایج .j = ١,٢, . . . ,m ازای به ▽Fj(x

∗) = ٠
∥(Bj(xk)−▽٢Fj(xk))p(xk)∥

∥p(xk)∥
→ ٠, j = ١,٢, . . . ,m.

k ≥ k٠ هر ازای به به�طوری�که دارد وجود k٠ ∈ N کوچک، ε ∈ R++ برای که می�کنیم فرض بنابراین
باشیم: داشته

∥(Bj(xk)−▽٢Fj(xk))p(xk)∥
∥p(xk)∥

< ε, j = ١,٢, . . . ,m.

مدل با Fj تقریب خطای و آن خطی مدل با ▽Fj تقریب خطای آن در که هست ١.۴.٢ لم همان زیر لم
گرفته قرار ε به�جای ε٢ بعدی نتایج ساده�سازی برای که تفاوت این با است. شده آورده آن دوم درجه

است.

به�طوری�که بگیرید، نظر در را δ, ε ∈ R++ باشد. محدب مجموعه یک V ⊂ U کنید فرض .١.۴.٣ لم
باشیم: داشته ∥y − x∥ < δ که x, y ∈ V هر برای

∥ ▽٢ Fj(y)−▽٢Fj(x)∥ <
ε

٢ , j = ١,٢, . . . ,m. (١٩.٣)

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر و ∥y − x∥ < δ با x, y ∈ V هر برای فرض، این تحت

∥ ▽ Fj(y)− [▽Fj(x) +▽٢Fj(x)(y − x)]∥ <
ε

٢∥y − x∥ (٢٠.٣)

و
|Fj(y)− [Fj(x)+▽Fj(x)

T (y−x)+ ١
٢(y−x)

T▽٢Fj(x)(y−x)]| <
ε

۴∥y−x∥
٢. (٢١.٣)

می�کنیم. استفاده هسین به�جای BFGS تقریب از و می�کنیم اصلاح را ١.۴.٣ لم اکنون

باشند کوچک ثابت�های δ, ε ∈ R++ و باشد محدب مجموعه یک V ⊂ U کنید فرض .٢.۴.٣ لم
دنباله یک {xk} همچنین باشد. برقرار (١٩.٣) رابطه ،∥y− x∥ < δ با x, y ∈ V هر برای به�طوری�که
BFGS تقریب�های از دنباله�ای {Bj(xk)} ،j = ١,٢, . . . ,m و باشد ٣.٣.٣ الگوریتم توسط شده تولید

،k ≥ k٠ هر برای به�طوری�که k٠ ∈ N باشد داشته وجود ،ε > ٠ ازای به که کنید فرض باشند.
∥(▽٢Fj(xk)−Bj(xk))(y − xk)∥

∥y − xk∥
<
ε

٢ , j = ١,٢, . . . ,m.

داریم: ∥y − xk∥ < δ �که y ∈ V هر و {xk} ،k ≥ k٠ هر برای فرض، این تحت
∥▽Fj(y)− (▽Fj(xk)+Bj(xk)(y− xk))∥ < ε∥y− xk∥, j = ١,٢, . . . ,m (٢٢.٣)

و
|Fj(y)− (Fj(xk) +▽Fj(xk)

T (y − xk) +
١
٢(y − xk)

TBj(xk)(y − xk))| <
ε

٢∥y − xk∥
٢,

(٢٣.٣)
است. j = ١,٢, . . . ,m که
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داریم: (٢٠.٣) رابطه به بنا برهان.

∥ ▽ Fj(y)− (▽Fj(xk) + Bj(xk)(y − xk))∥ ≤ ∥ ▽ Fj(y)−▽Fj(xk)−▽٢Fj(xk)(y − xk))∥

+ ∥(▽٢Fj(xk)−Bj(xk))(y − xk)∥

<
ε

٢∥y − xk∥+
ε

٢∥y − xk∥ = ε∥y − xk∥,

است. برقرار (٢٢.٣) رابطه بنابراین
داریم: (٢١.٣) رابطه به بنا مشابه، به�طور

|Fj(y)− (Fj(xk) +▽Fj(xk)
T (y − xk) +

١
٢(y − xk)

TBj(xk)(y − xk))|

≤ |Fj(y)− Fj(xk)−▽Fj(xk)
T (y − xk)−

١
٢(y − xk)

T ▽٢ Fj(xk)(y − xk)|

+ |١٢(y − xk)
T (▽٢Fj(xk)−Bj(xk))(y − xk)|

<
ε

۴∥y − xk∥
٢ +

ε

۴∥y − xk∥
٢ =

ε

٢∥y − xk∥
٢,

شد. کامل اثبات ترتیب بدین می�کند، تایید را (٢٣.٣) رابطه که

می�کند. بیان τ برای تخمینی بعد، لم

اگر .a ≤ b به�طوری�که باشند، a, b ∈ R+ و x ∈ U کنید فرض .٣.۴.٣ لم
aI ≤ Bj(x) ≤ bI, j = ١, . . . ,m,

برقراراند: زیر نامساوی دو آن�گاه
a

٢∥p(x)∥
٢ ≤ |τ(x)| ≤ b

٢∥p(x)∥
٢ (٢۴.٣)

است: برقرار زیر رابطه j = ١, . . . ,m هر ازای به و

|τ(x)| ≤ ١
٢a∥

m∑
j=١

λj ▽ Fj(x)∥٢, ∀λj ≥ ٠,
m∑
j=١

λj = ١. (٢۵.٣)

j = ١,٢, . . . ,m ازای به Bj(x) ٢Fj(x)▽با هسین ماتریس�های کردن جایگزین با می�توانیم برهان.
برسیم. فوق حکم به ٣.۴.٢ لم و ٢.۴.٢ لم اثبات�های در

همگرایی ۵.٣

می�دهیم. ارائه را موضعی همگرایی برای کافی شرایط زیر قضیه در

V ⊂ U همچنین باشد. ٣.٣.٣ الگوریتم توسط شده تولید دنباله یک {xk} کنید، فرض .١.۵.٣ قضیه
و a, b, r, δ, ε ∈ R++ ،k٠ ∈ N ،c ∈ (٠,١) باشد، محدب مجموعه یک

،aI ≤ Bj(x) ≤ bI و aI ≤ ▽٢Fj(x) ≤ bI ،∀j = ١,٢, . . . ,m ،∀x ∈ V .١
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،∥ ▽٢ Fj(x)−▽٢Fj(y)∥ ≤ ε/٢ ،∀j = ١,٢, . . . ,m و ∥x− y∥ < δ با ∀x, y ∈ V .٢

،∥(Bj(xk)−▽٢Fj(xk))(y−xk)∥ < ∥y − xk∥ε/٢ ،∀j = ١,٢, . . . ,m ،y ∈ V ،∀k ≥ k٠ .٣

،ε/a ≤ ١− c .۴

،B(xk٠ , r) ⊂ V .۵

.∥p(xk٠)∥ ≤ min{δ, r(١− ε/a)} .۶

داریم: k ≥ k٠ هر� برای آن�گاه

،∥xk − xk٠∥ ≤ ∥p(xk٠)∥
١− (ε/a)k−k٠

(١− ε/a) الف.

،∥p(xk)∥ ≤ ∥p(xk٠)∥(ε/a)k−k٠ ب.

،αk = ١ ج.

،∥p(xk+١)∥ ≤ ∥p(xk)∥(ε/a) د.

است. فوق�خطی آن همگرایی سرعت و است x∗ ∈ Rn موضعی کارای جواب یک به همگرا {xk} دنباله

نیز د و ج موارد که می�کنیم اثبات باشند. برقرار k یک برای ب و الف موارد که کنید فرض برهان.
داریم: مثلث نامساوی و ب و الف موارد به بنا برقراراند. k آن برای

∥(xk + p(xk))− xk٠∥ ≤ ∥xk − xk٠∥+ ∥p(xk)∥

≤ ∥p(xk٠)∥
١− (ε/a)k−k٠

١− ε/a + ∥p(xk٠)∥(ε/a)k−k٠

≤ ∥p(xk٠)∥
١− (ε/a)k−k١+٠

١− ε/a (٢۶.٣)

≤ ∥p(xk٠)∥
١− (ε/a)k+١

١− ε/a . (٢٧.٣)

داریم: ۶ و ۴ فرض�های از لذا،

∥(xk+p(xk))−xk٠∥ ≤ ∥p(xk٠)∥
١− (ε/a)k+١

١− ε/a ≤ r(١−ε/a)١− (ε/a)k+١

١− ε/a < r. (٢٨.٣)

داریم: ۶ و ۴ فرض�های و الف مورد به بنا

∥xk − xk٠∥ ≤ ∥p(xk٠)∥
١− (ε/a)k−k٠

١− ε/a ≤ r(١− ε/a)١− (ε/a)k−k٠

١− ε/a < r. (٢٩.٣)

داریم: ۶ فرض و ب مورد از
∥(xk + p(xk))− xk∥ = ∥p(xk)∥ ≤ ∥p(xk٠)∥(ε/a)k−k٠ ≤ δ(ε/a)k−k٠ < δ. (٣٠.٣)

می�دهند: نتیجه (٣٠.٣) و (٢٩.٣) ،(٢٨.٣) روابط
xk, xk + p(xk) ∈ B(xk٠ , r), ∥(xk + p(xk))− xk∥ ≤ δ.
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داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر برای ٣ و ٢ فرض�های و ٢.۴.٣ لم ،(٢٣.٣) رابطه به بنا اکنون

Fj(xk + p(xk)) ≤ Fj(xk) +▽Fj(xk)
Tp(xk) +

١
٢p(xk)

TBj(xk)p(xk) +
ε

٢∥p(xk)∥
٢

≤ Fj(xk) + τ(xk) +
ε

٢∥p(xk)∥
٢

= Fj(xk) + cτ(xk) + (١− c)τ(xk) +
ε

٢∥p(xk)∥
٢. (٣١.٣)

نتیجه ۴ و ١ فرض�های و ٣.۴.٣ لم ،(٢۴.٣) رابطه با همراه (١.٣.٣ لم ،١ (مورد τ(xk) ≤ ٠ نامساوی
می�دهند:

(١− c)τ(xk) +
ε

٢∥p(xk)∥
٢ ≤ −a(١− c) + ε

٢ ∥p(xk)∥٢ ≤ ٠. (٣٢.٣)

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر برای (٣٢.٣) و (٣١.٣) نامساوی�های ترکیب با
Fj(xk + p(xk)) ≤ Fj(xk) + cτ(xk).

می�دهیم: قرار کردیم. اثبات را ج شرط لذا است، برقرار αk = ١ برای آرمیژو شرط بنابراین
xk+١ := xk + p(xk), xk, xk+١ ∈ B(xk٠ , r), ∥xk+١ − xk∥ ≤ δ.

می�کنیم: تعریف همچنین

vk+١ :=
m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk+١).

داریم: (١٢.٣) و (١١.٣) روابط و ٣.۴.٣ لم ،(٢۵.٣) رابطه به بنا

|τ(xk+١)| ≤
١
٢a∥vk+١∥

٢.

می�کنیم: تعریف x ∈ U برای بزنیم. تخمین را ∥vk+٢∥١ می�خواهیم اکنون

Gk(x) :=
m∑
j=١

λj(xk)Fj(x)

و

Hk :=
m∑
j=١

λj(xk)Bj(xk).

داریم: لذا هستند. (٩.٣) مساله لاگرانژین ضرایب λj(xk) ،j = ١,٢, . . . ,m که

▽Gk(x) =
m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(x),

▽٢Gk(x) =
m∑
j=١

λj(xk)▽٢ Fj(x).

داریم: (١۵.٣) رابطه و vk+١ = ▽Gk(xk+١) به بنا
p(xk) = −(Hk)

−١▽Gk(xk). (٣٣.٣)

داریم: k ≥ k٠ و ∥y − x∥ ≤ δ با x, y ∈ V هر برای ،٣ و ٢ فرض�های به بنا
∥ ▽٢ Gk(y)−▽٢Gk(x)∥ <

ε

٢
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و
∥(Hk −▽٢Gk(xk))(y − xk)∥ <

ε

٢∥y − xk∥.

داریم: ٢.۴.٣ لم ،(٢٢.٣) رابطه از استفاده با لذا
∥ ▽Gk(xk + p(xk))− (▽Gk(xk) +Hkp(xk))∥ < ε∥p(xk)∥.

می�دهد: نتیجه که است، ▽Gk(xk) +Hkp(xk) = ٠ با معادل (٣٣.٣) رابطه که داشت توجه باید
∥vk+١∥ = ∥ ▽Gk(xk+١)∥ < ε∥p(xk)∥. (٣۴.٣)

داریم: (٣۴.٣) رابطه و ٣.۴.٣ لم ،(٢۵.٣) رابطه به بنا

|τ(xk+١)| ≤
∥vk+٢∥١

٢a <
(ε∥p(xk)∥)٢

٢a .

می�شود: نتیجه ١ فرض و ٣.۴.٣ لم ،(٢۴.٣) رابطه از لذا
a

٢∥p(xk+١)∥
٢ <

(ε∥p(xk)∥)٢

٢a .

است. برقرار د مورد و ∥p(xk+١)∥ <
ε∥p(xk)∥

a
بنابراین،

k = k٠ برای که است بدیهی برقراراند، k هر برای ب و الف موارد که می�کنیم ثابت استقرا با اکنون
برای نیز د و ج موارد آن�گاه باشند، برقرار k یک برای ب و الف موارد اگر که دادیم نشان برقراراند.
الف مورد ،(٢۶.٣) رابطه به بنا و xk+١ = xk + p(xk) که می�دهد نتیجه ج مورد برقرارند. k همان

می�شود: نتیجه استقرا فرض و د مورد از مستقیماً k + ١ برای ب مورد است. برقرار k + ١ برای
∥p(xk+١)∥ ≤ ∥p(xk)∥(ε/a) ≤ ∥p(xk٠)∥(ε/a)k−k١+٠.

مثلث نامساوی از k > l ≥ k٠ که l و k هر برای بنابراین، برقراراند. k هر برای نیز د و ج موارد لذا
داریم:

∥xk − xl∥ ≤
k−١∑
i=l

∥xi+١ − xi∥ ≤
k−١∑
i=l

∥p(xi)∥ ≤ ∥p(xk٠)∥
k−١∑
i=l

(ε/a)i−k٠ ,

کوشی دنباله هر چون و است کوشی دنباله یک {xk} بنابراین می�شود. نتیجه ب مورد از آخر نامساوی که
فرض و ب مورد به بنا چون .limk→∞ xk = x∗ به�طوری�که دارد وجود x∗ ∈ Rn همگراست، Rn در
τ(xk) که می�گیریم نتیجه ٣.۴.٣ لم ،(٢۴.٣) رابطه و ١ فرض از است، صفر به همگرا {∥p(xk)∥} ،۴
و حد است، پیوسته تابع یک τ چون ،١.٣.٣ لم ٣ مورد به بنا .k →∞ که وقتی است، صفر به همگرا
بحرانی نقطه x∗ ،١.٣.٣ لم ٢ مورد به بنا لذا است. τ(x∗) = ٠ بنابراین کنیم. جابه�جا می�توانیم، را تابع
بنابراین است. کارا ،V روی شده محدود F برای x∗ ،٨.٣.١ قضیه ج مورد از بنابراین است. F برای

است. موضعی کارای
می�کنیم: تعریف ابتدا می�کنیم. اثبات را {xk} فوق�خطی همگرایی سرانجام

rk = ∥p(xk٠)∥
(ε/a)k−k٠

١− ε/a
و

δk = ∥p(xk٠)∥(ε/a)k−k٠ .
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می�گیریم: نتیجه الف مورد و ۶ و ۵ فرض�های و مثلث نامساوی از لذا

B(xk, rk) ⊂ B(xk٠ , r) ⊂ V. (٣۵.٣)

داریم: باشد، y ∈ B(xk, rk) اگر چون

∥y − xk∥ ≤ rk = ∥p(xk٠)∥
(ε/a)k−k٠

١− ε/a ,

∥y − xk٠∥ ≤ ∥y − xk∥+ ∥xk − xk٠∥ ≤ ∥p(xk٠)∥
(ε/a)k−k٠ + ١− (ε/a)k−k٠

١− ε/a ≤ r.

می�کنیم: تعریف می�کنیم، انتخاب دلخواه به را φ ∈ R++ نقطه

ε̃ := min

{
a

φ

١+ ٢φ, ε
}
.

داریم: را زیر نامساوی j = ١,٢, . . . ,m هر و k ≥ k٠ برای

∥ ▽٢ Fj(y)−▽٢Fj(x)∥ ≤
ε̃

٢ , ∀x, y ∈ B(xk, rk), ∥x− y∥ ≤ δk. (٣۶.٣)

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر و l ≥ k برای

∥(Bj(xl)−▽٢Fj(xl))(y − xl)∥ <
ε̃

٢∥(y − xl)∥, ∀y ∈ B(xk, rk). (٣٧.٣)

رابطه�های چون برقرارند. xk٠ و δ ،r ،ε به�جای به�ترتیب xk و δk ،rk ،ε̃ ازای به ١-۶ فرض�های
(٣٧.٣) و (٣۶.٣) نامساوی�های از به�ترتیب ٣ و ٢ موارد و می�شوند نتیجه (٣۵.٣) رابطه از ۵ و ١
فرض است. صحیح c و a ،ε برای مورد این چون است، برقرار ε̃ ازای به نیز ۴ مورد می�آیند. به�دست

می�شود. نتیجه ε̃ و δk ،rk تعریف�های از ۶
داریم: بنابراین می�کنیم، استفاده k به�جای l اندیس� از الف مورد در

∥xl − xk∥ ≤ ∥p(xk)∥
١− (ε̃/a)l−k

١− ε̃/a .

داریم: لذا ،l→∞ کنید فرض

∥x∗ − xk∥ ≤ ∥p(xk)∥
١

١− ε̃/a. (٣٨.٣)

داریم: د مورد و (٣٨.٣) نامساوی از استفاده با

∥x∗ − xk+١∥ ≤ ∥p(xk+١)∥
١

١− ε̃/a ≤ ∥p(xk)∥
ε̃/a

١− ε̃/a. (٣٩.٣)

داریم: (٣٩.٣) رابطه و مثلث نامساوی به بنا

∥x∗ − xk∥ ≥ ∥xk+١ − xk∥ − ∥x∗ − xk+١∥

≥ ∥p(xk)∥ − ∥p(xk)∥
ε̃/a

١− ε̃/a

= ∥p(xk)∥
١− ٢ε̃/a
١− ε̃/a . (۴٠.٣)
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هستند. ١− ε̃/a > ٠ و ١− ٢ε̃/a > ٠ ،ε̃ تعریف به بنا
می�دهند: نتیجه (۴٠.٣) و (٣٩.٣) روابط

∥x∗ − xk+١∥ ≤ ∥x∗ − xk∥
ε̃/a

١− ٢ε̃/a.

داریم: ε̃ تعریف با نامساوی این ترکیب از

∥x∗ − xk+١∥ ≤ φ∥x∗ − xk∥.

است. x∗ به فوق�خطی همگرای {xk} دنباله است، شده انتخاب دلخواه ،φ ∈ R++ چون

عددی مثال�های ۶.٣

مسائل حل برای می�کنیم. حل را قوی محدب مساله تعدادی ٣.٣.٣ الگوریتم از استفاده با قسمت این در
که می�گیریم نظر در τ(x(k)) ≥ −ε را توقف شرط و Bj(x

(٠)) = I ،j = ١,٢, . . . ,m قسمت این
می�شوند. حل (R2013a) متلب از استفاده با مثال�ها است. پایانی نقطه x(k) و شده داده ε > ٠

بگیرید: نظر در را زیر دوهدفه مساله .١.۶.٣ مثال

minx∈R٣ F (x) = (F١(x), F٢(x))

F١(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣

F٢(x) =
١
٣x

٢
١ +

١
٣x

٢
٢ +

١
٣x

٢
٣ −

۴
٣x١ −

۴
٣x٢ −

۴
٣x٣ + ۴.

▽F١(x) = (٢x١,٢x٢,٢x٣), ▽F٢(x) = (
٢
٣x١ −

۴
٣ ,

٢
٣x٢ −

۴
٣ ,

٢
٣x٣ −

۴
٣)

و

▽٢F١(x) =


٢ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٢

 , ▽٢F٢(x) =


٢
٣ ٠ ٠
٠ ٢

٣ ٠
٠ ٠ ٢

٣

 .
حل ٣.٣.٣ الگوریتم شبه�نیوتن، روش با را مساله این هستند. قوی محدب توابع، این داشت، توجه باید
به�دست τ(x(k)) ≥ −٨−١٠ توقف شرط و x(٠) = (١,٠,١) شروع نقطه با مساله این جواب می�کنیم.
لذا نمی�کند. صدق توقف شرط در که آمد به�دست τ(x(٠)) = −٠٫ ۴۴۴۴ ،(۶.٣) مساله حل با می�آوریم.
x(١) = (٠٫ ٨٨٨٩,٠٫ ۴۴۴۴,٠٫ ٨٨٨٩) نقطه می�رویم، الگوریتم k٣ گام به نمی�شود. متوقف الگوریتم

می�کنیم: محاسبه زیر به�صورت BFGS فرمول با را B١ ماتریس نقطه این در شد حاصل

y١(x
(٠)) = ▽F١(x

(١))−▽F١(x
(٠)) = (−٠٫ ٢٢٢٢,٠٫ ٠٫−,٨٨٨٩ ٢٢٢٢),

s٠ = x(١) − x(٠), B١(x
(٠)) = I,
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B١(x
(١)) = B١(x

(٠))− B١(x
(٠))s٠s

T
٠B١(x

(٠))

sTkB١(x(٠))s٠
+
y١(x

(٠))y١(x
(٠))T

sT٠ y١(x
(٠))

=


١٫ ٠۵۵۶ −٠٫ ٢٢٢٢ ٠٫ ٠۵۵۶
−٠٫ ٢٢٢٢ ١٫ ٨٨٨٩ −٠٫ ٢٢٢٢
٠٫ ٠۵۵۶ −٠٫ ٢٢٢٢ ١٫ ٠۵۵۶

 .
می�شود، محاسبه ترتیب همین به نیز B٢ ماتریس

y٢(x
(٠)) = ▽F٢(x

(١))−▽F٢(x
(٠)) = (−٠٫ ٠٧۴١,٠٫ ٢٩۶٠٫−,٣ ٠٧۴١),

s٠ = x(١) − x(٠), B٢(x
(٠)) = I,

B٢(x
(١)) = B٢(x

(٠))− B٢(x
(٠))s٠s

T
٠B٢(x

(٠))

sTkB٢(x(٠))s٠
+
y٢(x

(٠))y٢(x
(٠))T

sT٠ y٢(x
(٠))

=


٠٫ ٩٨١۵ ٠٫ ٠٧۴١ −٠٫ ٠١٨۵
٠٫ ٠٧۴١ ٠٫ ٧٠٣٧ ٠٫ ٠٧۴١
−٠٫ ٠١٨۵ ٠٫ ٠٧۴١ ٠٫ ٩٨١۵

 .
(۴١.٣) مساله و می�شود اجرا دوباره B٢(x

(١)) و B١(x
(١)) ماتریس�های با الگوریتم k١ گام ترتیب بدین

می�کنیم. حل را

min max
j=١,٢

▽Fj(x
(١))

T
p+

١
٢p

TBj(x
(١))p

s.t. p ∈ Rn,

(۴١.٣)

τ(x(١)) = −٠٫ ٠٧۵٨ و p(x(١)) = (−٠٫ ١٣۶١,٠٫ ٣١١۵,−٠٫ ١٣۶١) جهت مساله این حل با
لذا نمی�کند، صدق توقف شرط در τ(x(k)) ≥ −٨−١٠ توقف شرط به توجه با که آوردیم به�دست را
نقطه این در می�کنیم محاسبه را x(٢) نقطه می�رویم، الگوریتم k٣ گام به و می�کند پیدا ادامه الگوریتم
زمانی تا می�شود تکرار فرایند این می�کنیم. محاسبه قبل مانند BFGS فرمول با را B٢ و B١ ماتریس

شود. برقرار توقف شرط که
τ(x(۶)) = −٩−١٠ × ٩٫ ۵٧٨١ با x(۶) = (٠٫ ٧۵٣٩,٠٫ ٧۵٣٩,٠٫ ٧۵٣٩) نقطه تکرار شش از بعد
واقع در می�شود. متوقف نقطه همین در الگوریتم بنابراین می�کند. صدق توقف شرط در که آمد، به�دست
به توجه با است. بحرانی ،x(۶) نقطه ١.٣.٣ لم به بنا لذا است. صفر به نزدیک کافی اندازه به τ(x(۶))

است. کارا نقطه بحرانی، نقطه این ٨.٣.١ قضیه به بنا است، قوی محدب مساله این�که
بعد که کردیم حل ٣.٣.٢ الگوریتم با ٢ فصل در نیز x(٠) = (١,٠,١) شروع نقطه با را مثال این
با مسائل برای داشت توجه باید رسیدیم. x(٢) = (٠٫ ٧٣٢١,٠٫ ٧٣٢١,٠٫ ٧٣٢١) نقطه به تکرار دو از
الگوریتم بر ٣.٣.٣ نیوتن شبه الگوریتم مزیت باشد، مشکل آن�ها هسین محاسبه که مسائلی و بزرگ ابعاد
مساله بعد و می�گیرد صورت آسانی به هسین محاسبه که مثال این در است. مشاهده قابل ٣.٣.٢ نیوتن

می�کند. عمل شبه�نیوتن از سریعتر نیوتن الگوریتم نیست، بزرگ
١.٣ جدول در را نتایج می�توانید می�کنیم. حل بالا توقف شرط و تصادفی شروع نقاط با را مساله این

کنید. مشاهده



۵۵ عددی مثال�های .۶.٣

مثال به مربوط جدول ١.۶.٣ :١.٣ جدول
(F١(x

(k)), F٢(x
(k))) پایانی =نقطه x(k) تکراها تعداد شروع نقطه

(١٫ ۶٨٣۵,١٫ ۵۶۴٨) (٠٫ ٧۴٩١,٠٫ ٧۴٩١,٠٫ ٧۴٩١) ۴ (٠٫ ٩۵٧۵,٠٫ ٩۶۴٩,٠٫ ١۵٧۶)
(١٫ ٧۴٢۵,١٫ ۵٣٢٣) (٠٫ ٧۶٢١,٠٫ ٧۶٢١,٠٫ ٧۶٢١) ۴ (٠٫ ٩۵٧٢,٠٫ ۴٨۵۴,٠٫ ٨٠٠٣)
(١٫ ۵٨۶٠,١٫ ۶٢٠٣) (٠٫ ٧٢٧١,٠٫ ٧٢٧١,٠٫ ٧٢٧١) ۴ (٠٫ ۴٢١٨,٠٩١۵٧,٠٫ ٧٩٢٢)
(٠٫ ٩٧١٢,٢٫ ٠۴٧٩) (٠٫ ۵۶٩٠,٠٫ ۵۶٩٠,٠٫ ۵۶٩٠) ۵ (٠٫ ۶۵۵٧,٠٫ ٠٣۵٧,٠٫ ٨۴٩١)
(١٫ ۵٨۵۵,١٫ ۶٢٠۶) (٠٫ ٧٢٧٠,٠٫ ٧٢٧٠,٠٫ ٧٢٧٠) ۵ (٠٫ ۶٧٨٧,٠٫ ٧۵٧٧,٠٫ ٧۴٣١)

بگیرید: نظر در را زیر سه�هدفه مساله .٢.۶.٣ مثال

minx∈R٣ F (x) = (F١(x), F٢(x), F٣(x))

F١(x) =
١
n٢

n∑
k=١

k(xk − k)۴

F٢(x) = exp

(
n∑

k=١
xk/n

)
+ ∥x∥٢٢

F٣(x) =
١

n(n+ ١)

n∑
k=١

k(n− k + ١)e−xk .

به توجه با می�شود. حل بزرگ ابعاد برای ٣.٣.٣ الگوریتم با مساله این هستند. قوی محدب توابع، این
دقیق محاسبه به نیاز که می�کنیم استفاده شبه�نیوتن روش از است مشکل مثال این هسین محاسبه این�که
٣.٣.٣ الگوریتم شبه�نیوتن، روش با مساله این می�کند. استفاده هسین تقریب از و ندارد هسین ماتریس
هدف فضای روی بر شکل دایره�ای نقاط با ١.٣ شکل در مساله این کارای نقاط مجموعه می�شود. حل
هم با را الگوریتم دو حل زمان و می�شود حل نیز ٣.٣.٢ نیوتن الگوریتم با مثال این شده�اند. مشخص

می�کنیم. مقایسه

ارتفاع و عرض طول، که شده�اند مشخص هدف فضای روی بر ٢.۶.٣ مثال کارای نقاط :١.٣ شکل
هستند. F٣ و F١ ،F٢ به مربوط محور به�ترتیب نمودار

محاسبه زمان و است شده حل ٣.٣.٢ شبه�نیوتن و ٣.٣.٣ نیوتن الگوریتم دو از استفاده با مثال این
محاسبه زمان که می�بینیم ٢.٣ جدول به توجه با است. شده داده نشان ٢.٣ جدول در الگوریتم دو این



۵۶ محدب چندهدفه مسائل حل برای شبه�نیوتن روش یک .٣

با مسائل برای کردیم، اشاره قبل مثال در که طور همان� واقع در است. نیوتن از کمتر شبه�نیوتن الگوریتم
چه هر ٢.٣ جدول به توجه با و می�شود مشخص نیوتن الگوریتم به شبه�نیوتن الگوریتم مزیت بزرگ ابعاد

می�کند. عمل ٣.٣.٢ الگوریتم از سریعتر ٣.٣.٣ الگوریتم می�شود بزرگتر مساله بعد

الگوریتم دو محاسبه زمان به مربوط جدول :٢.٣ جدول
الگوریتم محاسبه زمان الگوریتم محاسبه زمان مساله بعد

٣.٣.٢ ٣.٣.٣
٠.٠٠٢١٩ ٠.٠٠١٢٧ ۵٠
٠.٠٠۴٨۴ ٠.٠٠۴۵٣ ١٠٠
٠.٠٢٢۵٢ ٠.٠١٠٢٨ ١۵٠
٠.٠۶٢٠٢ ٠.٠٢١٣٧ ٢٠٠
٠.٣٠۴٣٩ ٠.٠٨٨١۶ ٣٠٠
٠.٧٨٧۵٧ ٠.١٨۴٠١ ۴٠٠
١.۵٧٧٢٧ ٠.٣۴١٠٢ ۵٠٠



۴ فصل

مسائل حل برای �شده اصلاح شبه�نیوتن روش�
نامحدب چندهدفه

مقدمه ١.۴

محدب الزاماً هدف تابع آن در که می�کنیم بیان را �شده١ اصلاح شبه�نیوتن روش الگوریتم فصل این در
ماتریس یک هدف، تابع هر هسین تقریب یا هسین محاسبه به�جای شده ارائه الگوریتم همچنین نیست.

می�کند. تولید معین مثبت

اولیه مفاهیم ٢.۴

کنیم. اثبات را بعد لم آن از استفاده با تا می�کنیم، بیان را زیر لم

دارد: جواب زیر سیستم دو از یکی A ناتهی٢ ماتریس یک برای [٢٠] .١.٢.۴ لم

،Ax > ٠ الف.

.ATy = ٠ ،y ≥ ٠ ب.

،j ∈ {١,٢, . . . ,m} یک حداقل برای که باشد گونه�ای به� ،x∗ ∈ Rn کنید فرض .٢.٢.۴ لم
،j = ١,٢, . . . ,m آن ستون�های که n × m مرتبه از c(x∗) ماتریس یک و باشد ▽Fj(x

∗) ̸= ٠
c(x∗)y = ٠ ،y ≥ ٠ سیستم در که باشد داشته وجود y ∈ Rm اگر بگیرید. نظر در را Fj(x▽−هستند

∗)

است. (۵.١) مساله از ضعیف موضعی کارای جواب یک x∗ آن�گاه کند صدق
١modified Quasi-Newton method
٢non-vacuous



۵٨ نامحدب چندهدفه مسائل حل برای �شده اصلاح شبه�نیوتن روش� .۴

یک x∗ اما است c(x∗)y = ٠ به�طوری�که دارند وجود y ≥ ٠ و x∗ ∈ Rn کنید، فرض برهان.
،j ∈ {١,٢, . . . ,m} یک حداقل برای چون نباشد. (۵.١) مساله از ضعیف موضعی کارای جواب
جواب d ∈ Rn ،c(x∗)Td > ٠ سیستم ١.٢.۴ لم به بنا است. ناتهی c(x∗) است، ▽Fj(x

∗) ̸= ٠
دیگر �عبارت به ندارد. جواب Rn در j = ١,٢, . . . ,m هر برای ▽Fj(x

∗)Td < ٠ سیستم لذا ندارد.
نامعادله در x∗ از همسایگی در λ > ٠ با x∗ + λd نقطه هر برای به�طوری�که ندارد، وجود d ∈ Rn

(۵.١) مساله برای ضعیف موضعی کارای جواب یک x∗ بنابراین، کند. صدق F (x∗ + λd) < F (x∗)

است.

▽Fj(x
∗) ̸= ٠ ،j ∈ {١,٢, . . . ,m} یک حداقل برای و باشد بحرانی نقطه یک x∗ اگر .٣.٢.۴ لم

نقطه یک x∗ آن�گاه باشد ▽Fj٠(x
∗) = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود j٠ ∈ {١,٢, . . . ,m} و باشد

است. (۵.١) مساله برای ضعیف موضعی کارای

انتخاب گونه�ای به را y ∈ Rm بگیرید. نظر در را می�کند صدق قضیه فرض�های در که x∗ نقطه برهان.
کند: صدق زیر رابطه در که کنید

yj =

{
٠, j ̸= j٠,

١, j = j٠.

که است n × m مرتبه از ماتریس یک c(x∗) که می�کند صدق c(x∗)Ty = ٠ سیستم در y ≥ ٠ لذا
یک x∗ که می�گیریم نتیجه ٢.٢.۴ لم به بنا لذا هستند. −▽ Fj(x

∗) ،j = ١,٢, . . . ,m آن ستون�های
است. (۵.١) مساله برای ضعیف موضعی کارای جواب

بگیرید. نظر در را زیر مساله .۴.٢.۴ مثال

P : min F (x) = (F١(x), F٢(x), F٣(x))

F١(x١, x٢) =
١
۴ [(x١ − ١)۴ + ٢(x٢ − ٢)۴]

F٢(x١, x٢) = e(
x١+x٢

٢ ) + x٢١ + x٢٢

F٣(x١, x٢) =
١
۶(e

−x١ + ٢e−x٢).

می�کنیم. بررسی را x∗ = (١,٢)T نقطه بودن ضعیف کارای ٣.٢.۴ و ٢.٢.۴ لم�های از استفاده با

▽F١(x١, x٢) =

[
(x١ − ٣(١

٢(x٢ − ٣(٢

]
, ▽F٢(x١, x٢) =

[
١
٢e

(
x١+x٢

٢ ) + ٢x١
١
٢e

(
x١+x٢

٢ ) + ٢x٢

]
,

▽F٣(x١, x٢) =

[
−١

۶e
−x١

−١
٣e

−x٢

]
.

داریم: بنابراین

c(x∗) =

[
٠ −۴٫ ٢۴٠٨ ٠٫ ٠۶١٣
٠ −۶٫ ٢۴٠٨ ٠٫ ٠۴۵١

]
.



۵٩ شده اصلاح شبه�نیوتن روش .٣.۴

یک x∗ نقطه ٢.٢.۴ لم به بنا لذا است. y = (١,٠,٠) ،c(x∗)y = ٠ و y ≥ ٠ سیستم جواب یک
است. P مساله ضعیف موضعی کارای جواب

می�کنیم، بررسی را ٣.٢.۴ لم اکنون

DF (x∗) =


٠ ٠

١
٢e

٣
٢ + ٢ ١

٢e
٣
٢ + ۴

−١
۶e

−١ −١
٣e

−٢

 =


٠ ٠

۴٫ ٢۴٠٨ ۶٫ ٢۴٠٨
−٠٫ ٠۶١٣ −٠٫ ٠۴۵١

 .
R(DF (x∗)) ∩ (−Rm

++) = ∅ لذا ▽F١(x
∗)Td = ٠ ،d ∈ Rn هر برای زیرا است، بحرانی x∗ نقطه

است.
▽F١(x

∗) = (٠,٠)T , ▽F٢(x
∗) = (

١
٢e

٣
٢ + ٢, ١٢e

٣
٢ + ۴)T ̸= ٠.

است. P مساله برای ضعیف موضعی کارای جواب یک x∗ نقطه و است برقرار ،٣.٢.۴ لم شرایط لذا

شده اصلاح شبه�نیوتن روش ٣.۴

برای می�کنیم. بیان چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل برای را، عددی تقریب روش یک قسمت این در
می�دهیم: توضیح به�ترتیب را زیر گام سه ادامه در مقصود، این به رسیدن

مناسب، کاهنده جهت یک انتخاب الف.

معین، مثبت ماتریس�های از دنباله یک تولید ب.

ضعیف. کارای نقطه یا بحرانی نقطه به همگرا نقاط از دنباله یک تولید ج.

می�کنیم. معرفی فرآیند این برای الگوریتم یک پایان، در

مناسب کاهنده جهت یک انتخاب ١.٣.۴

از بهینه�ای جواب ،(۵.١) مساله برای نیوتن جهت بگیرید. نظر در را (۵.١) چندهدفه بهینه�سازی مساله
فصل در می�شود. شامل را x ∈ Rn در Fj هدف تابع هر از دوم، درجه تقریب که است (١.٢) مساله
یک و دارد منحصربفرد جواب یک (١.٢) مساله آن�گاه باشد اکید محدب Fj هر اگر که کردیم، بیان ٢
مساله جواب ،KKT بهینگی شرایط از استفاده با همچنین است. محدب دوم درجه ریزی برنامه� مساله

می�شد: تعیین زیر به�صورت (١.٢)

s(x) = −

[
m∑
j=١

λj(x)▽٢ Fj(x)

]−١m∑
j=١

λj(x)▽Fj(x).

تابع هر هسین که داشتیم نیاز ،٣.٣.٢ الگوریتم در بودند. لاگرانژ ضرایب λj(x) ،j = ١,٢, . . . ,m که
است. محدب هدف تابع هر که کنیم فرض همچنین و کنیم محاسبه را هدف

به�طوری�که است dQN(x) جدید جهت یک به s(x) نیوتن جهت بهبود فصل این از هدف



۶٠ نامحدب چندهدفه مسائل حل برای �شده اصلاح شبه�نیوتن روش� .۴

می�شود، تولید معین مثبت ماتریس یک هدف، تابع هر هسین محاسبه به�جای .١

باشد، محدب Fj هدف تابع هر ندارد، لزومی .٢

مناسب، αk برای xk+١ = xk+αkdQN(xk) رابطه با شده تولید {xk+١} دنباله از حدی نقطه هر .٣
است. (۵.١) مساله از ضعیف موضعی کارای نقطه یا بحرانی نقطه یک

یک با که می�کنیم تولید {B(xk)} معین مثبت متقارن ماتریس�های از دنباله یک ،dQN(x) تعیین برای
ماتریس یک برای می�شود. شروع x٠ اولیه نقطه یک در {B(x٠)} معین مثبت متقارن اولیه ماتریس

می�کنیم: تعریف ،x در B(x) شده، داده معین مثبت متقارن

Qj(x) = Fj(x)−
١
٢d

TB(x)d, j = ١,٢, · · · ,m.

بهینه�سازی مساله حل برای رابطه این است. x در Fj از مناسبی تقریب یک Qj(x) ،j هر ازای به که
می�شود: تبدیل زیر به�صورت مساله این که است ضروری infd∈Rn maxj=١,٢,...,m[Fj(x+d)−Qj(x)]

min
d∈Rn

max
j=١,٢,...,m

[▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d].

است: زیر مساله از بهینه�ای جواب x نقطه در ،(۵.١) مساله برای شده اصلاح شبه�نیوتن جهت یک

min t(x)

s.t. ▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d− t(x) ≤ ٠ j = ١,٢, . . . ,m (١.۴)

(t(x), d) ∈ R× Rn.

داریم: بنابراین

t(x) = inf
d∈Rn

max
j=١,٢,...,m

▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d. (٢.۴)

جواب یک بنابراین است. محدب ریزی برنامه� یک (١.۴) مساله است، معین مثبت B(x) چون
می�آید. به�دست KKT بهینگی شرایط از استفاده با که دارد، منحصربفرد

است: زیر به�صورت مساله این لاگرانژین

L((t, d), λ) = t+
m∑
j=١

λj(▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d− t),
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(١.۴) مساله برای KKT بهینگی شرایط هستند. لاگرانژین ضرایب λj ≥ ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m که
است: زیر به�صورت

m∑
j=١

λj = ١, (٣.۴)

m∑
j=١

λj(▽Fj(x) + B(x)d) = ٠, (۴.۴)

▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d ≤ t, j = ١,٢, . . . ,m, (۵.۴)

λj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . ,m, (۶.۴)

λj(▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d− t) = ٠, j = ١,٢, . . . ,m. (٧.۴)

از لذا باشد. t(x) ،(١.۴) مساله بهینه مقدار و کند صدق (٣.۴)-(٧.۴) روابط در dQN(x) کنید فرض
داریم: (۴.۴) رابطه

dQN(x) = −B−١(x)
m∑
j=١

λj(x)▽Fj(x). (٨.۴)

کاهنده یکجهت (٨.۴) رابطه در شده تعریف dQN(x) آن�گاه باشد غیربحرانی نقطه x اگر .١.٣.۴ قضیه
است. x در

برای به�طوری�که دارد، وجود d̄ ∈ Rn بنابراین باشد. F از غیربحرانی نقطه یک x کنید فرض برهان.
جایگزین β > ٠ هر برای βd̄ با را d ،(٢.۴) رابطه در .▽Fj(x)

T d̄ < ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m هر
داریم: لذا می�کنیم.

t(x) ≤ max
j=١,٢,...,m

[▽Fj(x)
Tβd̄+

١
٢(βd̄)

TB(x)(βd̄)] = β max
j=١,٢,...,m

[▽Fj(x)
T d̄+

β

٢ (d̄)
TB(x)d̄].

داریم: لذا است. t(x) < ٠ کوچک، کافی اندازه به ،β > ٠ برای بنابراین

dQN(x) = arg min
d∈Rn

max
j=١,٢,...,m

[▽Fj(x)
Td+

١
٢d

TB(x)d] ̸= ٠.

داریم: است، dQN(x) ̸= ٠ و است معین مثبت ماتریس B(x) چون

▽Fj(x)
TdQN(x) < ▽Fj(x)

TdQN(x) +
١
٢dQN(x)

TB(x)dQN(x) ≤ t(x) < ٠.

x در کاهنده جهت یک dQN(x) بنابراین .▽Fj(x)
TdQN(x) < ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای لذا

است.

بیان ٢.٣.۴ قضیه در را ویژگی�ها این که می�کنند صدق ١.٣.٢ لم ویژگی�های در dQN(x) و t(x)
می�کنیم.

آن�گاه باشد مشتق�پذیر پیوسته به�طور U روی F اگر .٢.٣.۴ قضیه

است. t(x) ≤ ٠ ،x ∈ U هر برای .١
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معادل�اند: زیر شرایط .٢

است، غیربحرانی ،x نقطه الف.

است، t(x) < ٠ ب.

است. dQN ̸= ٠ ج.

است. کراندار ،Rn از فشرده مجموعه زیر روی (٨.۴) رابطه با شده داده dQN : Rn → Rn تابع .٣
پیوسته ،Rn از فشرده مجموعه زیر هر در (٢.۴) رابطه با شده داده t : Rn → R تابع همچنین

است.

t(x∗) = ٠ اگر � فقط و اگر است F بحرانی نقطه x∗ ،٢.٣.۴ قضیه ٢ و ١ موارد به بنا .٣.٣.۴ گزاره
باشند. برقرار هم�زمان دو هر یا dQN(x

∗) = ٠ یا

B(xk) معین مثبت ماتریس تولید ٢.٣.۴

در را زیر دوم درجه روابط .xk+١ = xk + αkdQN(xk) باشیم داشته αk > ٠ یک ازای به کنید فرض
بگیرید: نظر در j = ١,٢, . . . ,m ازای به ،x نقطه

Fj(xk) + (x− xk)T ▽ Fj(xk) +
١
٢(x− xk)

TB(xk)(x− xk) (٩.۴)

و
Fj(xk+١) + (x− xk+١)T ▽ Fj(xk+١) +

١
٢(x− xk+١)

TB(xk+١)(x− xk+١). (١٠.۴)

به�ترتیب و می�کنیم جمع j روی را (١٠.۴) و (٩.۴) روابط .
∑m

j=١ λj(xk) = ١ داریم (٣.۴) رابطه از
داریم: لذا می�دهیم. نشان mk+١(x) و mk(x) با

mk(x) =
m∑
j=١

λj(xk)(Fj(xk) + (x− xk)T ▽ Fj(xk)) +
١
٢(x− xk)

TB(xk)(x− xk)

و

mk+١(x) =
m∑
j=١

λj(xk)(Fj(xk+١)+(x−xk+١)T▽Fj(xk+١))+
١
٢(x−xk+١)

TB(xk+١)(x−xk+١).

برقرار زیر شرط اگر است،
∑m

j=١ λj(xk)▽٢Fj(xk+١) از مناسبی تقریب B(xk+١) شده بروز ماتریس
باشد:

▽mk(xk) = ▽mk+١(xk). (١١.۴)

داریم: (١١.۴) رابطه کردن ساده با
m∑
j=١

λj(xk)▽Fj(xk) =
m∑
j=١

λj(xk)▽Fj(xk+١) +B(xk+١)(xk − xk+١).

داریم: بنابراین

B(xk+١)(xk+١ − xk) =
m∑
j=١

λj(xk)(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk)). (١٢.۴)
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می�کنیم: تعریف را زیر روابط

sk = xk+١ − xk,

yj(xk) = ▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk), j = ١,٢, . . . ,m,

uk =
m∑
j=١

λj(xk)yj(xk).

می�شود: تبدیل زیر به�صورت است، شده اصلاح وتری شرط یک که (١٢.۴) رابطه ترتیب بدین
B(xk+١)sk = uk.

برقرار xk غیربحرانی نقطه برای زیر رابطه j = ١,٢, . . . ,m هر و c < ١ یک برای اگر .۴.٣.۴ لم
باشد،

▽Fj(xk+١)
TdQN(xk) ≥ c▽Fj(xk)

TdQN(xk), (١٣.۴)

است. uTk sk > ٠ آن�گاه

باشد. برقرار c < ١ یک برای ،(١٣.۴) رابطه که �شود انتخاب �گونه�ای به xk+١ نقطه کنید فرض برهان.
▽Fj(xk)

TdQN(xk) < ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای است، کاهنده جهت یک dQN(xk) چون
داریم: بنابراین است.

uTk sk =
m∑
j=١

λj(xk)(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk))
T (xk+١ − xk).

داریم: ،xk+١ − xk = αkdQN(xk) چون

uTk sk =
m∑
j=١

λj(xk)▽Fj(xk+١)
TαkdQN(xk)−

m∑
j=١

λj(xk)▽Fj(xk)
TαkdQN(xk).

داریم: فرض به بنا

uTk sk ≥ cαk

m∑
j=١

λj(xk)▽Fj(xk)
TdQN(xk)− αk

m∑
j=١

λj(xk)▽Fj(xk)
TdQN(xk)

= αk

m∑
j=١

λj(xk)(c− ١)▽Fj(xk)
TdQN(xk) > ٠.

،uTk sk > ٠ چون می�کنیم. عمل تک�هدفه بهینه�سازی مسائل برای شبه�نیوتن روش مشابه این�جا، در
به�صورت (۵.١) مساله برای شده تولید {B(xk)} DFPتک�هدفه، فرمول با متناظر بنابراین است، برقرار

می�شود: بیان زیر
B(xk+١) = (I − γ(xk)uksTk )B(xk)(I − γ(xk)skuTk ) + γ(xk)uku

T
k , (١۴.۴)
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آن در که
γ(xk) =

١
uTk sk

=
١∑m

j=١ λj(xk)yj(xk)
T sk

, uTk sk > ٠.

BFGS شده بروز فرمول تک�هدفه، شبه�نیوتن روش برای BFGS شده بروز فرمول از استفاده با همچنین
است: زیر به�صورت (۵.١) مساله برای

B(xk+١) = B(xk) +
uku

T
k

uTk sk
− B(xk)sks

T
kB(xk)

sTkB(xk)sk
. (١۵.۴)

sTk y(xk) > ٠ به�صورت انحنا شرط تک�هدفه، شبه�نیوتن روش در که داشت توجه باید .۵.٣.۴ گزاره
uk با y(xk) چندهدفه، بهینه�سازی مسائل در .y(xk) = ▽f(xk+١) − ▽f(xk) آن در که است،
شده تولید {B(xk)} بنابراین .uk =

∑m
j=١ λj(xk)(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk)) که می�شود، جایگزین

معین مثبت ماتریس یک B(x٠) �این�که به مشروط است، معین مثبت ماتریس�های از دنباله یک بالا در
روش در شده تولید ماتریس بودن معین مثبت اثبات مشابه {B(xk)} بودن معین مثبت اثبات باشد.
از لذا است. برقرار انحنا شرط مورد دو هر در زیرا است، تک�هدفه بهینه�سازی مسائل برای شبه�نیوتن

می�کنیم. نظر صرف آن اثبات بیان

آن�گاه باشد محدب Fj تابع هر اگر .۶.٣.۴ گزاره

uTk sk =
m∑
j=١

λj(xk)(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk))
T sk

=
m∑
j=١

λj(xk)s
T
k

(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk))
T

sTk
sk

≃
m∑
j=١

λj(xk)s
T
k▽٢Fj(xk + θsk)sk > ٠,

۴.٣.۴ لم به بنا اما می�شود. تولید بالا رابطه در شده داده {B(xk)} دنباله ترتیب بدین .٠ < θ < ١ که
شود. تولید نیز Fj تحدب خاصیت وجود بدون می�تواند، {B(xk)} دنباله

همگرا دنباله یک تولید ٣.٣.۴

به�طور U ⊂ Rn فشرده مجموعه یک روی Fj ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای کنید فرض .٧.٣.۴ قضیه
باشد αk > ٠ ،xk+١ = xk + αkdQN(xk) رابطه با شده تولید دنباله {xk} و باشد مشتق�پذیر پیوسته

می�کند: صدق زیر رابطه در αk و می�شود تولید (٨.۴) رابطه با dQN(xk) که

Fj(xk+١) ≤ Fj(xk) + c١αk

m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk)
TdQN(xk), j = ١,٢, . . . ,m, (١۶.۴)

محدب و کراندار مجموعه�ای L٠ = {x ∈ U : F (x) < F (x٠)} کنید فرض به�علاوه .٠ < c١ < ١ که
پایین از j ∈ {١,٢, . . . ,m} یک حداقل ازای به Fj(x) و باشد اولیه نقطه x٠ ∈ U آن در که باشد

است. F از بحرانی نقطه یک {xk} دنباله حدی نقطه هر آن�گاه باشد. کراندار
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داریم: (١۶.۴) رابطه از است λj(xk) ≥ ٠ و
∑m

j=١ λj(xk) = ١ چون برهان.

Fj(xk+١) ≤ Fj(xk) + c١αk

m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk)
TdQN(xk)

≤ Fj(xk) + c١αk max
j=١,٢,...,m

(
▽Fj(xk)

TdQN(xk)
)
. (١٧.۴)

داریم: است، معین مثبت B(xk) این�که به� توجه با

Fj(xk+١) < Fj(xk) + c١αk max
j=١,٢,...,m

{▽Fj(xk)
TdQN(xk) +

١
٢dQN(xk)

TB(xk)dQN(xk)}

= Fj(xk) + c١αkt(xk). (١٨.۴)

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر برای (١٨.۴) رابطه از استفاده با

Fj(xk+١) < Fj(xk−١) + c١αk−١t(xk−١) + c١αkt(xk)

< Fj(x٠) + c١α٠t(x٠) + · · ·+ c١αkt(xk)

< Fj(x٠) + c١

k∑
i=٠

αit(xi). (١٩.۴)

j١ ∈ {١,٢, . . . ,m} است، کراندار پایین از j ∈ {١,٢, . . . ,m} یک حداقل برای ،Fj(x) چون
به�طور دنباله�ای ،{Fj١(xk)} همچنین است. Fj١(x) > −∞ ،x ∈ U هر برای به�طوری�که دارد وجود
Fj١(x

∗) > −∞ دنباله یک به همگرا Fj١(xk) ،k → ∞ لذا است، کراندار پایین از و نزولی یکنوا
داریم: (١٩.۴) رابطه از بنابراین است.

Fj١(x٠)− Fj١(xk+١) > −c١
k∑

i=٠
αit(xi) =

k∑
i=٠

c١αi(−t(xi)).

داریم: فوق نامساوی از ،k →∞ گرفتن با

∞ > Fj١(x٠)− Fj١(x
∗) >

∞∑
i=٠

c١αi(−t(xi)). (٢٠.۴)

سمت جمع لذا است. c١αi(−t(xi)) > ٠ ،i هر ازای به بنابراین است، t(xi) ≤ ٠ ،i هر ازای به چون
.c١αk(−t(xk))→ ٠ ،k →∞ بنابراین است. متناهی ،(٢٠.۴) رابطه راست

فرض با این و می�شود بی�کران L٠ ،αk →∞ که باشد موجود k اگر زیرا است کراندار αk گام طول
،k →∞ آن�گاه باشد، αk ≥ β > ٠ ،k هر ازای به که باشد موجود β اگر به�علاوه دارد. تناقض مساله
یک حداقل و است کراندار دنباله یک {xk} بنابراین است کراندار مجموعه�ای L٠ چون .−t(xk)→ ٠
که آن�جایی از باشد. {xk} دنباله حدی نقاط از مجموعه�ای {p∗١, . . . , p∗r} کنید فرض دارد. حدی نقطه
.t(p∗s) = ٠ بنابراین است، پیوسته تابع یک t و است حدی نقطه یک p∗s ،s ∈ {١,٢, . . . , r} هر برای

است. F از بحرانی نقطه یک s ∈ {١,٢, . . . , r} هر برای p∗s ،٢.٣.۴ قضیه ٢ و ١ موارد به بنا

هر برای ▽Fj تابع کنید، فرض همچنین بگیرید. نظر در را ٧.٣.۴ قضیه فرض�های .٨.٣.۴ قضیه
هر ازای به به�طوری�که باشد داشته وجود δ > ٠ یک و باشد لیپ�شیتز پیوسته ،j = ١,٢, . . . ,m
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رابطه اگر است. dQN(xk) و ▽Fj(xk) بین زاویه θkj که باشد cos٢ θkj ≥ δ ،j = ١,٢, . . . ,m
مساله برای ضعیف موضعی کارای جواب یک ،{xk} دنباله حدی نقطه هر آن�گاه باشد برقرار (٢١.۴)

است. (۵.١)
m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk+١)
TdQN(xk) ≥ c٢

m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk)
TdQN(xk). (٢١.۴)

است. c١ < c٢ < ١ که

بحرانی نقطه یک {xk} دنباله حدی نقطه هر بنابراین برقراراند، ٧.٣.۴ قضیه فرض�های چون برهان.
حداقل اگر ٣.٢.۴ لم به بنا باشد. {xk} دنباله برای حدی نقطه یک x∗ کنید فرض است. F برای
کارای جواب یک x∗ آن�گاه باشد ▽Fj٠(x

∗) = ٠ به�طوری�که باشد موجود ،j٠ ∈ {١,٢, . . . ,m}یک
است. ضعیف

دارد، وجود Lj > ٠ بنابراین است، لیپ�شیتز پیوسته ▽Fj ،j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به چون
.∥ ▽ Fj(x)−▽Fj(y)∥ ≤ Lj∥x− y∥ ،j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به به�طوری�که

داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به �شوارتز کوشی نامساوی به بنا

(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk))
T dQN(xk) ≤ ∥▽ Fj(xk+١)−▽Fj(xk)∥∥dQN(xk)∥

≤ Lj∥xk+١ − xk∥∥dQN(xk)∥

≤ Lαk∥dQN(xk)∥٢,

داریم: (٢١.۴) رابطه به بنا و
∑m

j=١ λj(xk) = ١ که آن�جایی از است. L = maxj=١,٢,...,m Lj که

Lαk∥dQN(xk)∥٢ ≥ max
j=١,٢,...,m

(▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk))
T dQN(xk)

≥
m∑
j=١

λj(xk) (▽Fj(xk+١)−▽Fj(xk))
T dQN(xk)

≥ (c٢ − ١)
m∑
j=١

λj(xk)▽ Fj(xk)
TdQN(xk)

≥ (c٢ − ١) max
j=١,٢,...,m

▽Fj(xk)
TdQN(xk).

می�شود: نتیجه بالا رابطه از است. c٢ < ١ چون است برقرار آخر نامساوی

αk ≥
c٢ − ١

L∥dQN(xk)∥٢
max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xk)

TdQN(xk).

داریم: ،maxj=١,٢,...,m▽Fj(xk)
TdQN(xk) < ٠ چون

αk

(
max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xk)

TdQN(xk)

)
≤ c٢ − ١
L∥dQN(xk)∥٢

(
max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xk)

TdQN(xk)

)٢

≤ c٢ − ١
L∥dQN(xk)∥٢

min
j=١,٢,...,m

(
▽Fj(xk)

TdQN(xk)
)٢
.



۶٧ شده اصلاح شبه�نیوتن روش .٣.۴

داریم: بالا رابطه در −c١ ضرب با

−c١αk

(
max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xk)

TdQN(xk)

)
≥ c١)١− c٢)
L∥dQN(xk)∥٢

min
j=١,٢,...,m

(
▽Fj(xk)

TdQN(xk)
)٢

=
c١)١− c٢)

L∥dQN(xk)∥٢
min

j=١,٢,...,m

[
∥ ▽ Fj(xk)∥٢∥dQN(xk)∥٢ cos٢ θkj

]
=
c١)١− c٢)

L
min

j=١,٢,...,m

[
∥ ▽ Fj(xk)∥٢ cos٢ θkj

]
,

(٢٢.۴)

رابطه به بنا لذا برقراراند، ٧.٣.۴ قضیه فرض�های چون است. dQN(xk) و ▽Fj(xk) بین زاویه θkj که
داریم: ٧.٣.۴ قضیه ،(١٧.۴)

∞ > Fj١(x٠)− Fj١(xk+١) ≥ −c١
k∑

i=٠
αi max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xi)

TdQN(xi)

=
k∑

i=٠
αi

(
−c١ max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xi)

TdQN(xi)

)
.

داریم: ،k →∞ اگر

∞ > Fj١(x٠)− Fj١(x
∗) ≥

∞∑
i=٠

αi

(
−c١ max

j=١,٢,...,m
▽Fj(xi)

TdQN(xi)

)
. (٢٣.۴)

اعداد از مجموعی (٢٣.۴) رابطه راست سمت ،−c١maxj=١,٢,...,m▽Fj(xi)
TdQN(xi) > ٠ چون

.αk

(
−c١maxj=١,٢,...,m▽Fj(xk)

TdQN(xk)
)
→ ٠ ،k →∞ بنابراین است. مثبت

داریم: (٢٢.۴) رابطه از ،k →∞ گرفتن با بنابراین
c١)١− c٢)

L
min

j=١,٢,...,m

[
∥ ▽ Fj(xk)∥٢ cos٢ θkj

]
→ ٠.

داریم: ،k →∞ گرفتن با بنابراین است، cos٢ θkj > δ ،j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به چون
min

j=١,٢,...,m
∥ ▽ Fj(xk)∥٢ → ٠.

است: برقرار زیر رابطه ،k →∞ �که گونه�ای به دارد وجود j٠ ∈ {١,٢, . . . ,m} لذا
∥ ▽ Fj٠(xk)∥٢ = min

j=١,٢,...,m
∥ ▽ Fj(xk)∥٢ → ٠.

نقطه هر ازای به بنابراین ،∥▽Fj٠(xk)∥ → ٠ ،k →∞ و است پیوسته تابع یک ∥▽Fj٠(x)∥ چون
موضعی کارای جواب یک x∗ ،٣.٢.۴ لم به بنا بنابراین است. ▽Fj٠(x

∗) = ٠ ،{xk} از x∗ حدی
است. (۵.١) مساله برای ضعیف

لذا برقراراند. فشرده مجموعه زیر یک روی ٨.٣.۴ و ٧.٣.۴ قضایا که داشت، توجه باید .٩.٣.۴ گزاره
بدین می�گیریم، نظر در (۵.١) از دامنه�ای به�عنوان را Rn از بزرگ کافی اندازه به فشرده مجموعه زیر

می�کنیم. خلاصه زیر الگوریتم در را نتایج این برقراراند. (۵.١) مساله برای قضایا این ترتیب



۶٨ نامحدب چندهدفه مسائل حل برای �شده اصلاح شبه�نیوتن روش� .۴

چندهدفه مسائل برای شده اصلاح شبه�نیوتن الگوریتم

.k = ٠ اولیه مقداردهی .١٠.٣.۴ الگوریتم

است. Rn از فشرده مجموعه زیر یک U که کنید انتخاب را x٠ ∈ U نقطه .i١

بگیرید. نظر در را δ کوچک مثبت عدد و (ε١ < ε٢) ε٢ ،ε١ ،B(x٠) معین مثبت ماتریس .i٢

تکراری: گام�های

کنید. پیدا را dQN(xk) کاهنده جهت و کنید حل λj(xk) ازای به را (٣.۴)-(٧.۴) روابط .k١

انتخاب گونه�ای به را αk گام طول آن�گاه باشد cos٢(θkj ) > δ ،j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به اگر .k٢
این غیر در کند. صدق (٢١.۴) و (١۶.۴) روابط در و باشد xk + αkdQN(xk) ∈ U �که کنید
رابطه در و باشد xk + αkdQN(xk) ∈ U �که کنید انتخاب گونه�ای به را αk گام طول صورت،

دهید. قرار xk+١ = xk + αkdQN(xk) کند. صدق (١۶.۴)

به صورت این غیر در شوید. متوقف minj=١,٢,...,m ∥ ▽ Fj(xk)∥ < ε٢ یا |t(xk)| < ε١ اگر .k٣
بروید. بعد گام

k = k+١ دهید قرار کنید. تولید (١۴.۴) فرمول از استفاده با را B(xk+١) معین مثبت ماتریس .k۴
بروید. k١ گام به و

الگوریتم دو اما است استفاده قابل نیز نامحدب چندهدفه مسائل برای شده اصلاح شبه�نیوتن الگوریتم
همچنین دارند. کارا جواب محدب، مسائل برای تنها کردیم بیان قبل فصل�های در که شبه�نیوتن و نیوتن

می�کند. محاسبه هسین تقریب ماتریس یک تنها هدف توابع تمامی برای الگوریتم این

عددی مثال�های ۴.۴

متفاوت شروع نقطه�های با اگر می�کنیم. حل شده، ارائه الگوریتم کمک به را مثال تعدادی قسمت این در
برقرار ٨.٣.۴ قضیه فرض�های اگر داشت. خواهیم را متفاوتی کارای جواب�های کنیم، آغاز را الگوریتم
فرض باید لذا است. (۵.١) مساله از ضعیف کارای نقطه یک {xk} دنباله حدی نقطه هر آن�گاه باشند
این غیر در باشد. مساله از ضعیف کارای نقطه یک {xk} دنباله تا باشد برقرار نیز cos٢(θkj ) > δ

می�شود. (۵.١) مساله از بحرانی نقطه یک حدی نقطه و می�شوند بررسی ٧.٣.۴ قضیه فرض�های صورت
می�شوند. بررسی مختلف بعدهای در زیر مثال�های در مورد دو هر

بگیرید: نظر در را زیر دو�هدفه مساله .١.۴.۴ مثال

minx∈R F (x) = (F١(x), F٢(x))

F١(x) = x٢ − ۴

F٢(x) = (x− ٢(١.



۶٩ عددی مثال�های .۴.۴

▽F١(x) = ٢x, ▽٢F١(x) = ٢,

و
▽F٢(x) = ٢(x− ١), ▽٢F٢(x) = ٢.

نظر در δ = ١٠−۴ و ε٢ = ١١−١٠ ،ε١ = ٧−١٠ می�شود. حل مساله این ١٠.٣.۴ الگوریتم از استفاده با
x(٢٩) = ١٫ ٠٠٢۴٠٣۵۶ ≃ ١ نقطه تکرار، ٢٩ از بعد مساله این جواب x(٠) = ١٠ اولیه نقطه با بگیرید.
٢.٧.٢ مثال در ٣.٣.٢ نیوتن الگوریتم از استفاده با و است محدب مساله این که باشید داشته توجه است.

کردیم. رسم ١.۴ شکل در F٢ و F١ هدف توابع کردیم. حل

١.۴.۴ مثال هدف توابع :١.۴ شکل

بگیرید: نظر در را زیر دو�هدفه مساله .٢.۴.۴ مثال

minx∈R F (x) = (F١(x), F٢(x))

F١(x) =
١
۴
[
(x١ − ١)۴ + ٢(x٢ − ٢)۴]

F٢(x) = (x٢ − x٢١)
٢ + (١− x٢(١.

▽F١(x) =

[
(x١ − ٣(١

٢(x٢ − ٣(٢

]
, ▽٢F١(x) =

[
٣(x١ − ٢(١ ٠

٠ ۶(x٢ − ٢(٢

]
,

و

▽F٢(x) =

[
۴x٣١ − ۴x٢x١ − ١)٢− x١)

٢(x٢ − x٢١)

]
, ▽٢F٢(x) =

[
−۴x٢ + ١٢x٢١ + ٢ −۴x١

−۴x١ ٢

]
.

استفاده با مساله این بنابراین نیست. معین مثبت ▽٢F٢(x) تابع چون نیست محدب F٢(x) تابع
حل ١٠.٣.۴ الگوریتم از استفاده با مساله این نیست. حل قابل شبه�نیوتن و نیوتن الگوریتم دو از
،x(٠) = (٠,٣) اولیه نقطه ،min{∥ ▽ F١(x

(k))∥, ∥ ▽ F٢(x
(k))∥} < ١٠−۵ توقف شرط می�شود.

جهت λ٢ = ٠ و λ١ = ١ ،(٣.۴)-(٧.۴) روابط حل با بگیرید. نظر در را B(x(٠)) = I و δ = ١٠−۴

نقطه مساله این جواب است. برقرار آن برای ٨.٣.۴ قضیه شرایط آمد. به�دست dQN(x
(k)) = (٢−,١)



٧٠ نامحدب چندهدفه مسائل حل برای �شده اصلاح شبه�نیوتن روش� .۴

(▽F١(x
(k)))T = (٠,٠)T نقطه این ازای به چون است. x(١۶) = (٠٫ ٩٩٣٠,٢٫ ٠١۴٣) ≃ (١,٢)

آمده به�دست نقاط x(٠) = (٠,٣) اولیه نقطه ازای به ١.۴ جدول می�کند. صدق توقف شرط در که است
می�دهد. نشان توقف شرط برقراری تا را گام هر در

٢.۴.۴ مثال به مربوط جدول :١.۴ جدول
minj=١,٢{∥ ▽ Fj(x

(k))∥} minj=١,٢{cos٢(θkj )} dQN(x
(k)) x(k) k

٠.٩٨٩٩ (٢−,١) (٠,٣) ٠
٠.٢٣٩۶ ٠.۶۵٣٧ (٠٫ ۶١٢۴,٢٫ ۴٨٨٠) (٠٫ ٢۵,٢٫ ۵) ١
٠.١۴۵١ ٠.٩٠٢١ (٠٫ ٠۶٠٫−,٢١ ٠٧۵٠) (٠٫ ٣١٢۴,٢٫ ۴٨٨٠) ٢
٠.٠۵۴۶ ٠.٩٠۴٣ (٠٫ ٠٫−,٠٩٣٠ ١١۴٧) (٠٫ ۶٧۴۵,٢٫ ۴١٣١) ٣
· · · · · · · · · · · · · · ·

١٠−۶ × ۵٫ ٩١٢٨ ٠.٨٣۶٣ (٠٫ ٠٠٣۵,−٠٫ ٠٠۴۵) (٠٫ ٩٨٩۵,٢٫ ٠١٨٨) ١۵

که طور همان کنید. مشاهده (١,٢) نقطه در را F٢(x) و F١(x) توابع تغییرات ٢.۴ شکل در می�توانید
می�کنند. پیدا کاهش و افزایش به�ترتیب F٢ و F١ همسایگی این در می�بینید شکل در

٢.۴.۴ مثال هدف توابع :٢.۴ شکل

بگیرید: نظر در را زیر سه�هدفه مساله .٣.۴.۴ مثال

minx∈R F (x) = (F١(x), F٢(x), F٣(x))

F١(x) =
١
٩
[
(x١ − ١)۴ + ٢(x٢ − ٢)۴ + ٣(x٣ − ٣)۴

]
F٢(x) = e

x١+x٢+x٣
٣ + x٢١ + x٢٢ + x٢٣

F٣(x) =
١
١٢
[
٣e−x١ + ۴e−x٢ + ٣e−x٣

]
.

در را |t(x(k))| < ١٠−١٠ توقف شرط و B(x(٠)) = I اولیه ماتریس ،x(٠) = (٠,٠,٠) اولیه نقطه
قضیه بنابراین است. cos٢(θ٠١) = ٧−١٠ × ٨٫ ۶٢٢۶ < ١٠−۵ = δ تکرار اولین در بگیرید. نظر
بعد سرانجام است. شده مشخص ٢.۴ جدول در خلاصه به�صورت نتایج است. برقرار آن برای ٧.٣.۴



٧١ عددی مثال�های .۴.۴

نقطه از تقریبی که می�آید به�دست x(٢٩) = (−٠٫ ٠٢١٩٩,٠٫ ٠٢١۵٠٫−,٧ ٠٠٣٩٠) نقطه تکرار ٢٩ از
است. بحرانی

٣.۴.۴ مثال به مربوط جدول :٢.۴ جدول
|t(x(k))|

(
dQN(x

(k))
)T

x(k) k

١٠−۴ × ۵٫ ٨٠۶٣٠


−٠٫ ٠٢٣٣٧
٠٫ ٠٢۴٣٩
−٠٫ ٠٠۴۵٠

 (٠,٠,٠) ٠

١٠−۴ × ٣٫ ٩۴١٨٧


−٠٫ ٠١٨۵٨
٠٫ ٠١٩٠١
−٠٫ ٠٠٣۴٨

 (−٠٫ ٠٢٣٣٧,٠٫ ٠٢۴٠٫−,٣٩ ٠٠۴۵٠) ١

١٠−۴ × ٢٫ ٢١٩٠۵


−٠٫ ٠١۴١٧
٠٫ ٠١۴٠۶
−٠٫ ٠٠٢۵۵

 (−٠٫ ٠٠٧۵٧,٠٫ ٠٫−,٠٠٧٨٠ ٠٠١۴٣) ٢

· · · · · · · · · · · ·

١١−١٠ × ٧٫ ٠۴٣٩٨


−١٠−۵ × ٠٫ ٨٣۴٢٣
١٠−۵ × ٠٫ ٧۵۵٩١
−١٠−۵ × ٠٫ ١٣٣٠٢

 (−٠٫ ٠٢١٩٩,٠٫ ٠٢١۵٠٫−,٧ ٠٠٣٩٠) ٢٨





۵ فصل

با ناهموار چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل
شبه�نیوتن روش�

اولیه تعاریف ١.۵

را نامحدب و ناهموار چندهدفه مسائل برای بحرانی نقطه که می�دهیم ارائه الگوریتمی فصل این در
حل با کاهنده جهت تکرار، هر در می�کنیم. استفاده شبه�نیوتن روش از منظور این برای �کند. محاسبه
مناسب فرض�های تحت می�آید. به�دست محدب دوم درجه محدودیت�های با خطی ریزی برنامه� مساله

می�دهیم. نشان نیز را الگوریتم همگرایی
بگیرید: نظر در را زیر ناهموار چندهدفه ریزی برنامه� مساله

min F (x) = (F١(x), . . . , Fm(x))

s.t. x ∈ X ⊂ Rn.
(١.۵)

است. باز مجموعه یک X و هستند هدف توابع Fi : Rn → R ،i = ١,٢, . . . ,m که

به�صورت d جهت در F تابع جهتی مشتق باشد، موضعی لیپ�شیتز F : Rn → Rm اگر .١.١.۵ تعریف
می�شود: تعریف زیر

F ′(x, d) = lim
α↓٠

F (x+ αd)− F (x)
α

. (٢.۵)

DF (x) نماد با را x نقطه در ژاکوبین ماتریس باشد، موجود x نقطه در F تابع جهتی مشتقات اگر
می�دهیم. نشان

convS نماد با که است S شامل محدب مجموعه کوچکترین ،S مجموعه محدب پوسته .٢.١.۵ تعریف
می�دهیم. نشان

می�شود: تعریف زیر به�صورت x نقطه در F تابع کلارک، مشتق .٣.١.۵ تعریف
∂F (x) = conv{ lim

k→∞
DF (xk)|xk → x}. (٣.۵)



٧۴ شبه�نیوتن روش� با ناهموار چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل .۵

اگر است F برای بحرانی نقطه یک x∗ ∈ X نقطه .۴.١.۵ تعریف
R(∂F (x∗)) ∩ (−Rm

++) = ∅. (۴.۵)

d جهت در j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به Fj تابع برای جهتی مشتق یک کنید فرض .۵.١.۵ تعریف
،j = ١,٢, . . . ,m هر برای اگر است x در F برای کاهنده جهت یک d ∈ Rn آن�گاه باشد. داشته وجود

کند: صدق زیر شرط در d جهت در Fj جهتی مشتق
F ′
j(x, d) < ٠. (۵.۵)

الگوریتم ٢.۵

ناهموار شبه�نیوتن روش از استفاده با (١.۵) ناهموار چندهدفه مساله برای را بحرانی نقطه قسمت، این در
است. موضعی لیپ�شیتز F : X → Rm که، فرض این با می�کنیم. بررسی

j = هر ازای به lim
Uj∈∂Fj(x+αd),α↓٠

{UT
j d} ،d ∈ Rn و x ∈ X هر برای کنید فرض .١.٢.۵ فرض

باشد. موجود ١,٢, . . . ,m

باشد، موجود زیر حد d ∈ Rn هر برای و باشد x ∈ Rn کنید فرض [٣٢] .١.٢.۵ گزاره
lim

U∈∂F (x+αd),α↓٠
{UTd}.

.F ′(x, d) = lim
U∈∂F (x+αd),α↓٠

{UTd} و دارد وجود F جهتی مشتق آن�گاه

ندارد. وجود کاهنده جهت x∗ در آن�گاه باشد F بحرانی نقطه x∗ ∈ X اگر ،۴.١.۵ تعریف به بنا
می�کند. تضمین را جهتی مشتق وجود ١.٢.۵ فرض

تابع یک برای کاهنده جهت آن�گاه باشد F بحرانی نقطه x∗ ∈ X اگر ،١.٢.۵ فرض تحت .٢.٢.۵ لم
Fj٠ برای کاهنده جهت یک d̄ اگر یعنی ندارد. وجود دیگر هدف تابع یک حداقل کردن بدتر بدون هدف،

.F ′
j١
(x∗, d̄) ≥ ٠ به�طوری�که دارد وجود j١ = j١(d̄) یک حداقل آن�گاه باشد x∗ در

فرض حد با مساوی و دارد وجود F ′
j(x, d) جهتی مشتق ،١.٢.۵ گزاره و ١.٢.۵ فرض به بنا برهان.

رابطه از لذا .F ′
j(x, d) = lim

Uj∈∂Fj(x+αd),α↓٠
{UT

j d} ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای یعنی است. ١.٢.۵

یک حداقل آن�گاه باشد x∗ در Fj٠ برای کاهنده جهت یک d̄ و F بحرانی نقطه x∗ ∈ X اگر داریم، (۴.۵)
برای کاهنده جهت یک d̄ اگر صورت، این غیر در .F ′

j١
(x∗, d̄) ≥ ٠ به�طوری�که دارد وجود j١ = j١(d̄)

برای لذا و F ′
j(x, d̄) < ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای ١.٢.۵ فرض به بنا آن�گاه باشد x∗ در Fj تابع هر

.R(∂F (x∗)) ∩ (−Rm
++) ̸= ∅ یعنی این و lim

Uj∈∂Fj(x+αd),α↓٠
{UT

j d} < ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m هر

برقرار حکم لذا دارد. x∗ ∈ X بودن بحرانی با تناقض این و نیست برقرار (۴.۵) رابطه بنابراین
است.

ندارد. وجود Fj ،j = ١,٢, . . . ,m تمام برای کاهنده جهت بحرانی نقطه یک در ،٢.٢.۵ لم به بنا
می�کنیم. بیان زیر به�صورت را ٣.٢.۵ لم و می�دهیم تعمیم کلی حالت برای را استدلال این
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زیر شرط دو از یکی در اگر فقط و اگر است بحرانی F روی x∗ ∈ X ،١.٢.۵ فرض تحت .٣.٢.۵ لم
کند: صدق

x∗ در کاهنده جهت به�طوری�که باشد داشته وجود j٠ = j٠(d) ∈ {١,٢, . . . ,m} یک حداقل الف.
.F ′

j٠(x
∗, d) ≥ ٠ ،d هر برای یعنی باشد. نداشته وجود Fj٠ برای

.٠ ∈ ∂Fj٠(x
∗) به�طوری�که باشد داشته وجود j٠ ∈ {١,٢, . . . ,m}یک حداقل خاص، حالت در ب.

j = هر برای ،٢.٢.۵ لم اثبات با مشابه باشد. بحرانی نقطه یک x∗ ∈ X کنید فرض برهان.
باشد، بحرانی x∗ ∈ X اگر (۴.۵) رابطه به بنا .F ′

j(x, d) = lim
Uj∈∂Fj(x+αd),α↓٠

{UT
j d} ،١,٢, . . . ,m

.F ′
j٠(x

∗, d) ≥ ٠ به�طوری�که دارد وجود j٠ = j٠(d) ∈ {١, . . . ,m}یک حداقل
F بحرانی نقطه x∗ که داریم لم این فرض و ۴.١.۵ تعریف از آن�گاه باشند برقرار دو هر یا ب یا الف اگر

است.

هدف تابع یک حداقل برای کاهنده جهت بحرانی، نقطه یک در ،٣.٢.۵ لم به بنا الف. .۴.٢.۵ ملاحظه
است. Fj هدف تابع یک حداقل برای بحرانی نقطه یک آن خاص، حالت در یا ندارد وجود Fj

جستجو یعنی می�کند. صدق ٣.٢.۵ لم الف مورد در که می�دهیم ارائه جواب یک ما فصل این در
نشود. پیدا کاهنده جهت که می�شود متوقف زمانی

برای به�طوری�که دارد وجود d ∈ Rn آن�گاه باشد F برای غیربحرانی نقطه x اگر ،٣.٢.۵ لم به بنا ب.
در F برای کاهنده جهت یک d که است معنی بدین .F ′

j(x, d) < ٠ ،j = ١,٢, . . . ,m هر
j = ١,٢, . . . ,m هر و α ∈ (٠, α٠] هر برای به�طوری�که دارد وجود α٠ > ٠ یعنی است x نقطه

داریم:
Fj(x+ αd) < Fj(x). (۶.۵)

می�کند. بیان را بحرانی نقاط و کارا نقاط بین رابطه ۵.٢.۵ قضیه

داریم: را زیر موارد ١.٢.۵ فرض تحت .۵.٢.۵ قضیه

است. F بحرانی نقطه یک x∗ آن�گاه باشد ضعیف موضعی کارای ،x∗ ∈ X اگر الف.

ضعیف کارای x∗ آن�گاه باشد F بحرانی نقطه x∗ ∈ X و Rm-محدب F باشد، محدب X اگر ب.
است.

است. کارا x∗ آن�گاه باشد F بحرانی نقطه x∗ ∈ X و اکید Rm-محدب F باشد، محدب X اگر ج.

دارند وجود d ∈ Rn و α٠ > ٠ لذا باشد. غیربحرانی و ضعیف کارای x∗ کنید فرض الف. برهان.
نقطه x∗ بنابراین است. تناقض در x∗ بودن ضعیف کارای با این است، برقرار (۶.۵) به�طوری�که

است. F بحرانی
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F ′
j٠(x

∗, d) = به�طوری�که دارد وجود j٠ ،x ∈ X هر برای است، F بحرانی نقطه x∗ ∈ X چون ب.
را زیر رابطه d = x − x∗ ازای به Fj٠ تحدب به بنا است. مثبت lim

Uj∈∂Fj٠ (x
∗+αd),α↓٠

{UT
j d}

داریم:
Fj٠(x)− Fj٠(x

∗ + αd) ≥ (١− α)UT
j (x− x∗), ∀Uj ∈ ∂Fj٠(x

∗ + αd). (٧.۵)

داریم: Fj٠ پیوستگی از آن�گاه α ↓ ٠ ،(٧.۵) رابطه در کنید فرض
Fj٠(x)− Fj٠(x

∗) ≥ F ′
j٠(x, x− x

∗) ≥ ٠. (٨.۵)

است. ضعیف کارای x∗ که است معنی بدین این

است. برقرار حکم لذا است. اکید ،x ̸= x∗ هر ازای به (٨.۵) رابطه است، اکید محدب F چون ج.

حقیقی تابع یک f : X → R ∪ {−∞,∞} و باشد X در نقطه یک x٠ کنید فرض .۶.٢.۵ تعریف
هر برای و باشد f(x٠) < ∞ اگر است پایینی١ نیم�پیوسته x٠ در f گوییم باشد. یافته توسعه مقدار
f(x) ≥ f(x٠) − ϵ ،x ∈ V هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود x٠ از V همسایگی یک ϵ > ٠
متریک فضای برای معادل طور به کند. میل بی�نهایت سمت به f(x) باشد، f(x٠) = ∞ اگر باشد.

.limx→x٠ inf f(x) ≥ f(x٠)

تعریف NSP (x) ناهموار مساله از بهینه�ای جواب را (١.۵) مساله d(x) جهت ،x ∈ X برای
می�کنیم.

NSP (x)


min max

j=١,٢,...,m
ϕj(x, d) +

١
٢d

TBj(x)d

s.t. d ∈ Rn.
(٩.۵)

از دوم مرتبه مشتق و اول مرتبه مشتق به مربوط اطلاعات به�ترتیب ،١٢dTBj(x)d و ϕj(x, d) که
نباشند. موجود Fj(x) دوم مرتبه و اول مرتبه مشتق است ممکن کلی حالت در گرچه، هستند. Fj(x)

،x ∈ L٠ هر برای و است پایینی نیم�پیوسته ،d هر برای −ϕ(., d) که می�کنیم فرض ما این�جا در
تراز مجموعه L٠ = {x ∈ Rn : F (x) ≤ F (x٠)} و ٠ ≤ α ≤ ١ که است ϕ(x, αd) ≤ αϕ(x, d)

است. معین مثبت Bj(x) ،j هر و x ∈ X هر برای که می�کنیم فرض ما است.

است. پایینی پیوسته نیم ϕ(x, .) و است ϕ(x,٠) = ٠ ،x ∈ X هر برای .٢.٢.۵ فرض

محدب هموار مساله فرم به تقریبی به�صورت می�توان را NSP (x) مساله ،ϵ ≥ ٠ گرفتن نظر در با
کرد: بیان زیر

NSPϵ(x)


min t

s.t. ϕj(x, d) +
١
٢d

TBj(x)d ≤ t j = ١,٢, . . . ,m

∥d∥ ≤ ١, t ≤ −ϵ, d ∈ Rn.

(١٠.۵)

١lower semicontinuous
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حالت که می�شود باعث ∥d∥ ≤ ١ زیرا است. شده داده قرار الگوریتم اجرای بهبود برای ∥d∥ ≤ ١ قید
شدنی مجموعه و است معادل NSP (x) با NSPϵ(x) باشد، ϵ = ٠ اگر نیفتد. اتفاق ∥d∥ → ∞
دوبار Fj تابع اگر مورد، این در به�علاوه دارد. منحصربفرد بهینه جواب یک و است ناتهی همواره آن
مساله آن�گاه هستند Bj(x) = ▽٢Fj(x) و ϕj(x, d) = ▽Fj(x)

Td باشد، مشتق�پذیر پیوسته به�طور
،NSPϵ(x) شدنی مجموعه اگر مناسب، فرض تحت می�شود. تبدیل ٢ فصل (١.٢) مساله به (١٠.۵)
و ندارد وجود x در کاهنده جهت آن�گاه باشد تهی ϵ > ٠ کوچک کافی اندازه به مثبت اسکالر یک برای
کوچک کافی اندازه به مثبت اسکالر انتخاب علت می�آید. به�دست بحرانی نقطه یک از مناسبی تخمین
بدیهی جواب می�توانیم، می�شود. جایگزین t ≤ −ϵ با t ≤ ٠ که است این NSPϵ(x) مساله در ϵ
این در شود. نشدنی NSPϵ(x) است ممکن باشد، ناصفر ϵ اگر کنیم. مستثنی را (d∗, t∗) = (٠,٠)

است. F بحرانی نقطه برای مناسب تقریب یک x جاری نقطه حالت
می�کنیم. بیان ٧.٢.۵ قضیه در ٢.٢.۵ و ٣.٢.۵ فرض�های تحت را موارد این

داریم: d ∈ Rn و x ∈ X هر برای .٣.٢.۵ فرض

lim inf
t↓٠

ϕ(x, td)

t
≤ F ′(x, d),

.ϕ = (ϕ١, . . . , ϕm)
T که

مثبت اسکالر یک برای اگر باشند. برقرار ٣.٢.۵ و ٢.٢.۵ ،١.٢.۵ فرض�های کنید فرض .٧.٢.۵ قضیه
x آن�گاه باشد ناتهی NSPϵ(x) شدنی مجموعه شده، داده x ∈ X نقطه و ϵ کوچک کافی اندازه به
x صورت، این غیر در است. F برای کاهنده جهت یک dϵ(x) شدنی جواب هر و است غیربحرانی

است. F بحرانی نقطه از مناسبی تخمین

کوچک، کافی اندازه به ϵ ازای به ،NSPϵ(x) شدنی مجموعه اگر که می�دهیم نشان خلف برهان با برهان.
باشد، داشته وجود d̄ ∈ Rn جهت یک کنید فرض واقع، در ندارد. وجود کاهنده جهت آن�گاه باشد تهی

باشد، برقرار زیر رابطه j = ١,٢, . . . ,m ازای به به�طوری�که
F ′
j(x, d̄) < ٠. (١١.۵)

دارد وجود ᾱ مثبت اسکالر یک که می�دهند نتیجه ٢.٢.۵ و ٣.٢.۵ فرض�های همراه به بالا نامساوی
،α ∈ (٠, ᾱ] هر برای به�طوری�که

ϕj(x, αd̄)

α
+
١
٢αd̄

TBj(x)d̄ ≤ F ′
j(x, d̄) +

١
٢αd̄

TBj(x)d̄ < ٠. (١٢.۵)

αd̄ که می�بینیم آن�گاه .−ϵ = αF ′
j(x, d̄) +

١
٢α

٢d̄TBj(x)d̄ می�کنیم تعریف ،α ∈ (٠, ᾱ] هر برای
است. تهی NSPϵ(x) شدنی مجموعه که این با دارد تناقض این است. NSPϵ(x) شدنی جواب یک

است. F بحرانی نقطه از مناسبی تخمین یک x کوچک، کافی اندازه به ϵ برای بنابراین

می�کنیم: تعریف را زیر مجموعه

S(x, ϵ) = {(d, t) ∈ Rn+١|ϕj(x, d) +
١
٢d

TBj(x)d ≤ t,∀j, ∥d∥ ≤ ١, t ≤ −ϵ}. (١٣.۵)
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vϵ(x) متناظرش بهینه مقدار و d̄ϵ(x) = (dϵ(x), tϵ(x)) ،NSPϵ(x) مساله بهینه جواب ترتیب بدین
می�شوند: بیان زیر به�صورت که است،

vϵ(x) = min
(d,t)∈S(x,ϵ)

t (١۴.۵)

و
d̄ϵ(x) = (dϵ(x), tϵ(x)) = arg min

(d,t)∈S(x,ϵ)
t, (١۵.۵)

می�کنیم: تعریف ،ϵ = ٠ اگر است. کاهنده جهت dϵ(x) که

v(x) = v٠(x) = inf
∥d∥≤١

max
j=١,٢,...,m

ϕj(x, d) +
١
٢d

TBj(x)d (١۶.۵)

و
d(x) = d٠(x) = arg min

∥d∥≤١
max

j=١,٢,...,m
ϕj(x, d) +

١
٢d

TBj(x)d. (١٧.۵)

آن�گاه F غیربحرانی نقطه x ∈ X و باشند برقرار ٣.٢.۵ و ٢.٢.۵ ،١.٢.۵ فرض�های اگر .٨.٢.۵ لم
.٠ /∈ S(x, ϵ) و است ناتهی S(x, ϵ) جواب مجموعه ،ϵ نامنفی و کوچک کافی اندازه به اسکالر برای

،ϵ > ٠ کوچک کافی اندازه به اسکالر برای لذا، باشد. F غیربحرانی نقطه x ∈ X کنید فرض برهان.
می�کند، صدق NSPϵ(x) محدودیت�های در که دارد وجود کاهنده جهت یک همیشه ٧.٢.۵ قضیه به بنا

است. برقرار حکم لذا .٠ /∈ S(x, ϵ) ،٢.٢.۵ فرض به بنا و است ناتهی S(x, ϵ) یعنی

گام�های با می�توانیم ،NSPϵ(x) مساله حل با x ∈ X جاری نقطه در شده، ذکر بحث�های اساس بر
بروز را جاری تکرار آمده، به�دست کاهنده جهت از استفاده با و کنیم پیدا را کاهنده جهت�های تکراری،

می�کنیم. خلاصه زیر الگوریتم در را نتایج این �کنیم.

.k = ٠ اولیه مقداردهی .٩.٢.۵ الگوریتم

کنید. انتخاب را x٠ ∈ X اولیه نقطه .i١

نظر در را Bj(x٠) اولیه معین مثبت ماتریس یک و ϵ کوچک کافی اندازه به مثبت اسکالر یک .i٢
بگیرید.

تکراری: گام�های

این غیر در می�یابد. خاتمه الگوریتم باشد، نشدنی مساله اگر کنید. حل را NSPϵ(xk) مساله .k١
بروید. k٢ گام به صورت

دهید قرار و xk + αkd
∗
ϵ(xk) ∈ X به�طوری�که کنید انتخاب را αk تقریبی گام طول .k٢

است. NSPϵ(xk) بهینه جواب d∗ϵ(xk) که ،xk+١ = xk + αkd
∗
ϵ(xk)

دهید قرار کنید. تولید را Bj(xk+١) معین مثبت ماتریس ،j = ١, . . . ,m هر ازای به . k٣
بروید. k١ گام به و k = k + ١
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،NSPϵ(xk) مساله حل برای کاهنده یکجهت آوردن به�دست بالا، الگوریتم در الف. .١٠.٢.۵ ملاحظه
محدب دوم درجه محدودیت�های با خطی ریزی برنامه� یک مساله، چون می�شود. انجام �راحتی به

شود. محاسبه درونی نقطه روش�های بردن به�کار با آسانی به می�تواند که است

نقطه از مناسبی تقریب جاری، تکرار که می�گیریم نتیجه آن�گاه باشد نشدنی NSPϵ(xk) مساله اگر ب.
است. بحرانی

j = هر برای می�کنیم. استفاده Bj(xk+١) کردن بروز برای BFGS روش از ،k٣ گام در ج.
xk که زمانی تا می�برد، ارث به Bj(xk) از را بودن معین مثبت Bj(xk+١) ،١,٢, . . . ,m

است. غیربحرانی

سراسری همگرایی ٣.۵

داریم. نیاز فرض تعدادی به سراسری همگرایی اثبات برای

است. کراندار L٠ = {x ∈ Rn : F (x) ≤ F (x٠)} تراز مجموعه .١.٣.۵ فرض

آن�گاه dk → ٠ اگر ،{xk}k∈K همگرای زیردنباله هر برای .٢.٣.۵ فرض
max

j=١,٢,...,m
(Fj(xk + dk)− Fj(xk)) ≤ max

j=١,٢,...,m
ϕj(xk, dk) + o(∥dk∥).

می�کنیم: تعریف را زیر رابطه
ψ(x) = sup

∥d∥≤١
max

j=١,٢,...,m
{−ϕj(x, d)}. (١٨.۵)

حکم ٣.٢.۵ و ٢.٢.۵ ،١.٢.۵ فرض�های تحت به�علاوه .ψ(x) ≥ ٠ که می�شود نتیجه ٢.٢.۵ فرض از
است. واضح ψ مورد در زیر

نقطه x∗ آن�گاه باشد ψ(x∗) = ٠ و باشد برقرار ٣.٢.۵ و ٢.٢.۵ ،١.٢.۵ فرض�های اگر .١.٣.۵ لم
است. F برای بحرانی

داریم. نیاز نیز زیر فرض به سراسری، همگرایی اثبات برای

است. پذیرش قابل αk = ١ گام طول بزرگ، کافی اندازه به k برای که کنید فرض .٣.٣.۵ فرض

باشد، داشته وجود c ثابت یک ،j = ١,٢, . . . ,m هر و x ∈ L٠ هر برای که کنید فرض .٢.٣.۵ قضیه
هر ٣.٣.۵ و ٢.٣.۵ ،١.٣.۵ ،٣.٢.۵ ،٢.٢.۵ ،١.٢.۵ فرض�های تحت آن�گاه ∥Bj(x)∥ ≤ c به�طوری�که

است. F بحرانی نقطه یک ،{xk} دنباله حدی نقطه

فرض است. ψ(.) = ٠ از جواب یک حدی نقطه هر که دهیم نشان است کافی ،١.٣.۵ لم به بنا برهان.
(١۶.۵) رابطه به بنا ،α ∈ [٠,١] هر برای لذا باشد. ماکسیمم (١٨.۵) رابطه در d̄k ،x = xk برای کنید
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داریم: j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به ،ϕj مورد در فرض و

−v(xk) ≥ max
j=١,٢,...,m

[−ϕj(xk, d̄k)−
١
٢ d̄

T
kBj(xk)d̄k]

≥ max
٠≤α≤١

max
j=١,٢,...,m

[−αϕj(xk, d̄k)−
١
٢α

٢d̄TkBj(xk)d̄k]

≥ max
٠≤α≤١

[αψ(xk)−
١
٢α

٢c] ≥ ١
٢ψ(xk)min{١, ψ(xk)

c
}. (١٩.۵)

فرض به بنا آن�گاه است. x∗ به همگرا {xk}k∈K زیردنباله می�کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون
از است. αk = ١ گام طول ،k ∈ K و بزرگ کافی اندازه به k ≥ k̄ هر برای که دارد وجود k̄ ،٣.٣.۵

می�شود: نتیجه ٢.٣.۵ فرض و L٠ مجموعه کرانداری

١
٢

∑
k∈K,k≥k̄

ψ(xk)min{١, ψ(xk)
c
} ≤

∑
k∈K,k≥k̄

max
j=١,٢,...,m

[Fj(xk)− Fj(xk+١)]

≤ max
j=١,٢,...,m

[Fj(x٠)− Fj(x
∗)] < +∞. (٢٠.۵)

می�دهد: نتیجه رابطه ∑این
k∈K

ψ(xk)min{١, ψ(xk)
c
} < +∞. (٢١.۵)

فرض به بنا است. ψ(x∗) > ٠ کنید فرض خلف، برهان به است. ψ(x∗) = ٠ می�کنیم، اثبات اکنون
،∥xk − x∗∥k∈K ≤ ϵ و ٠ < ϵ ≤ ϵ٠ هر برای به�طوری�که دارند وجود ϵ٠ > ٠ و β > ٠ ،٣.٣.۵

ψ(xk) ≥ β > ٠. (٢٢.۵)

داریم: ∑لذا
k∈K

ψ(xk)min{١, ψ(xk)
c
} ≥

∑
{k|∥xk−x∗∥k∈K≤ϵ}

ψ(xk)min{١, β
c
} = +∞. (٢٣.۵)

F بحرانی نقطه x∗ ،١.٣.۵ لم به بنا است. ψ(x∗) = ٠ بنابراین است. تناقض در (٢١.۵) رابطه با که
است.

از استفاده هنگام در می�کنیم. حل را (١.۵) چندهدفه ناهموار مساله شده، بیان الگوریتم کمک به
شده تعریف ضمنی به�طور NSPϵ(x) در ϕj(., .) گرچه دارد. اهمیت NSPϵ(x) مساله حل الگوریتم،
j = ١,٢, . . . ,m هر ازای به لیپ�شیتز توابع از یکخانواده برای ϕj(., .) از صریحی فرمول باید ما است،
باشد، هم از جدا مینیمم-ماکسیمم توابع از خانواده یک و C١ قطعه�ای لیپ�شیتز Fj تابع وقتی کنیم. بیان
،٢.٢.۵ ،٣.٢.۵ فرض�های در ϕj(., .) داشت توجه باید می�دهیم. ارائه ϕj(., .) از صریحی تعریف ما

است. سراسری همگرای شده تعریف ϕj(., .) با الگوریتم بنابراین می�کند. صدق ٢.٣.۵ و ١.٣.۵

مجموعه ،x ∈ X هر برای است. C١ موضعی لیپ�شیتز Fj که می�کنیم بررسی را حالتی ابتدا اول. حالت
یک یعنی شود، بیان محدب وجهی�های چند از اجتماعی به�صورت می�تواند {x|Fj(x) < ∞}



٨١ سراسری همگرایی .٣.۵

هر ازای به Fji که دارد. وجود C١ فرمول با شده داده تابع هر برای ،{Fji}Mi

i=١ توابع از مجموعه
به�طوری�که است C١ تابع یک ،i = ١,٢, . . . ,Mi

{x|Fj(x) <∞} = {x|Fji(x) <∞, i = ١,٢, . . . ,Mi}.

می�شود: تعریف زیر به�صورت x ∈ X در Fj تابع زیرمشتق ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای بنابراین

∂Fj(x) = conv{▽Fji(x)|Fj(x) is given by Fji(x) at x, i = ١,٢, . . . ,Mi}.

می�شود: تعریف زیر به�صورت ϕj(., .) ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای مورد این در لذا
ϕj(x, d) = max

v∈∂Fj(x)
vTd.

آسانی به جبری طریق به Fj اگر شود. محاسبه ∂Fj زیرمشتق باید ،ϕj تعریف این به توجه با
است. باز مساله یک ∂Fj آوردن به�دست نباشد، حل قابل

خانواده یک از مجزا مینیمم-ماکسیمم به�صورت Fj ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای حالت این در دوم. حالت
برای Fji ∈ C١ با Fj(x) = max١,٢,...,Mi

{Fji(x)} ،x ∈ X هر برای یعنی می�شود بیان توابع
تعریف زیر به�صورت ϕj(., .) ،j = ١,٢, . . . ,m هر برای آن�گاه است. i = ١,٢, . . . ,Mi هر

می�شود:
ϕj(x, d) = max

i=١,٢,...,Mi

{Fji(x) +▽Fji(x)
Td} − Fj(x). (٢۴.۵)

عددی مثال�های ١.٣.۵

توابع خانواده یک از مجزا مینیمم-ماکسیمم به�صورت هدف، تابع هر که می�دهیم ارائه عددی مثال یک
الگوریتم همگرایی و می�کند صدق ٢.٣.۵ و ١.٣.۵ ،٢.٢.۵ ،٣.٢.۵ فرض�های در ϕj(., .) می�شود. بیان
vϵ(x

(k)) > −ϵ توقف شرط از مثال این در کنید. انتخاب ϵ = ١٠−۶ مثال این در است. سراسری
می�شود. استفاده

بگیرید: نظر در را زیر مساله .٣.٣.۵ مثال

minx∈R٣ F (x) = (F١(x), F٢(x)) = (max{F١١(x), F١٢(x)},max{F٢١(x), F٢٢(x)})

F١١(x) = −١٫ ٠+ ٨x١ + ٨x٢ − ٣x١x٢
F١٢(x) = ٣٫ ۶− ١٢x١ − ۴x٣ + ۴x١x٣ + ١٠x٢١ + ٢x٢٣
F٢١(x) = x١ + x٢٢ + x٢٣ + sin٢(x١ + x٢ + x٣)

F٢٢(x) = cos(x٣)(٠٫ ١+ x٢)(exp(−
x١

٠٫ ١+ x٣
))

−١٠−۴ < xi < ١+ ١٠−۴, i = ١,٢,٣.

i١(x) = argmaxk=١,٢ F١k(x) فرضکنید می�کند. صدق فرض۵.١.٢ در و است موضعی لیپ�شیتز F تابع
ϕ٢(x, d) = و ϕ١(x, d) = ▽F١i١(x)(x)

Td توابع باشند. i٢(x) = argmaxk=١,٢ F٢k(x) و
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،٣.٢.۵ فرض�های در بالا، در شده تعریف ϕ٢ و ϕ١ بنابراین می�کنیم. تعریف را ▽F٢i٢(x)(x)
Td

Bj(xk+١)ماتریس BFGS روش کمک با الگوریتم، k٣ گام در می�کنند. صدق ٢.٣.۵ و ١.٣.۵ ،٢.٢.۵
که K̃j = {k : yj(xk)

T sk ≥ ϵmin{−vϵ(x(k)),١}} اندیس مجموعه ابتدا می�کنیم. بروز را
می�کنیم. تعریف را هستند sk = xk+١ − xk و yj(xk) = ▽Fjij(xk)(xk+١) − ▽Fjij(xk)(xk+١)

می�شود: تعیین زیر به�صورت Bj(xk+١) شبه�نیوتن ماتریس

Bj(xk+١) =

 Bj(xk)−
Bj(xk)sks

T
k Bj(xk)

sTk Bj(xk)sk
+

yj(xk)yj(xk)
T

sTk yj(xk)
, if k ∈ K̃j,

Bj(xk), otherwise.
(٢۵.۵)

Bj(xk) از را بودن معین مثبت Bj(xk+١) ،xk غیربحرانی نقطه در j هر برای فرمول این به توجه با
نقاط می�کنیم. حل تصادفی شروع نقطه ۴٠ با شده ارائه الگوریتم کمک به را مساله این می�برد. ارث به
۴٠ ازای به مساله بحرانی نقاط شکل، دایره�ای نقاط شده�اند. داده نشان ١.۵ شکل در مساله بحرانی
تعداد میانگین و تکرارها ماکسیمم میانگین تکرارها، مینیمم میانگین می�دهد. نشان را تصادفی نقطه

هستند. ٠.٠٢٣۴ و ١١ ،١ به�ترتیب تصادفی شروع نقطه ۴٠ ازای به را محاسبات

است. ٣.٣.۵ مساله F١ و F٢ تابع به مربوط ترتیب به مختصات محور عرض و طول :١.۵ شکل



پیشنهادات و نتیجه�گیری

نتیجه�گیری

گسترش را مناسب حل شیوه�های به نیاز مختلف، علوم در چندهدفه بهینه�سازی کاربرد دامنه افزایش
کدام هر که است شده مطرح چندهدفه مسائل حل برای متفاوتی الگوریتم�های و روش�ها است. داده
از تکراری روش�های از چندهدفه مسائل حل برای پایان�نامه این در هستند. خاصی ویژگی�های دارای
روش کردیم، مطرح عددی مثال�های در که طور همان است. شده استفاده شبه�نیوتن و نیوتن روش جمله
را ما و می�کند عمل سریعتر نیوتن روش با مقایسه در بزرگ ابعاد با محدب مسائل برای شبه�نیوتن
صورت راحتی به هسین محاسبه که مسائلی و کوچک ابعاد با مسائلی برای لذا می�رساند. جواب به
محدب باید هدف تابع شبه�نیوتن الگوریتم در می�شود. داده ترجیح شبه�نیوتن روش به نیوتن روش �می�گیرد
چنین در بنابراین نیست. استفاده قابل روش این است، نامحدب هدف تابع که مسائلی برای لذا باشد
در دارد. کاربرد نیز نامحدب توابع برای که کرد استفاده شده اصلاح شبه�نیوتن روش از می�توان مواردی
باشند. مشتق�پذیر پیوسته به�طور هدف توابع باید شده اصلاح شبه�نیوتن و شبه�نیوتن نیوتن، الگوریتم�های
شده ارائه الگوریتم کمک با ناهموار مسائل نیست. استفاده قابل ناهموار مسائل برای الگوریتم این لذا

هستند. حل قابل آخر فصل در

پیشنهادات

تکراری روش�های کمک با چندهدفه مسائل حل زمینه در کار برای آتی پیشنهادات جمله از زیر موارد
است:

نامحدب چندهدفه مسائل حل برای نیوتن الگوریتم ارائه .١

ناهموار چندهدفه مسائل حل برای نیوتن الگوریتم ارائه .٢

فازی چندهدفه مسائل حل برای فازی شبه�نیوتن الگوریتم ارائه .٣

٨٣





آ� پیوست

متلب کد

function f=fminmulti(x)
f=x(2);
end
************************************
function [c,ceq]=multicon(x,xk)

gf1=@(t)2*t;
gf2=@(t)2*(t-1);
gff1=@(t)2;
gff2=@(t)2;

c1=gf1(xk(1))*x(1)+0.5*gff1(xk(1))*x(1)^2-x(2);
c2=gf2(xk(1))*x(1)+0.5*gff2(xk(1))*x(1)^2-x(2);
c=[c1;c2];
ceq=[];
end
*************************************
clc
clear all
n=0:100;
J=1./2.^n;
sigma=0.1;

%xk=[5;1];
xk=rand(1,2)

%x0=[.1;.1];
x(2)=-10^12;

٨۵
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f1=@(t)t^2-4;
f2=@(t)(t-1)^2;
%while x(2)~=0
%for k=1:5
s=0;
while x(2)<-10^(-20) & s<100

[x]=fmincon(@(x)fminmulti(x),xk,[],[],[],[],[],[],@(x)multicon(x,xk));
for i=1:100

if (f1(xk(1)+J(i)*x(1)))<=(f1(xk(1))+J(i)*sigma*x(2))
&& (f2(xk(1)+J(i)*x(1)))<=(f2(xk(1))+J(i)*sigma*x(2))
t=J(i);break

end
end
x(2)
xk=[xk(1)+t*x(1);x(2)]
s=s+1
end
disp(xk(1))
s
****************************************************************************
Quasi-Newton
**************************
function f=fminmulti3(x)
f=x(4);
end
***********************
function [c,ceq]=multicon3(x,xk,B1,B2)

gf1=@(x1,x2,x3)[2*x1 2*x2 2*x3];
gf2=@(x1,x2,x3)[0.6667*x1-1.3333 .6667*x2-1.3333 .6667*x3-1.3333 ];
c1=gf1(xk(1),xk(2),xk(3))*[x(1);x(2);x(3)]
+0.5*[x(1) x(2) x(3)]*B1*[x(1);x(2);x(3)]-x(4);
c2=gf2(xk(1),xk(2),xk(3))*[x(1);x(2);x(3)]
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+0.5*[x(1) x(2) x(3)]*B2*[x(1);x(2);x(3)]-x(4);
c=[c1;c2];
ceq=[];
end

**********************************
clc
clear all
n=0:100;
J=1./2.^n;
sigma=0.1;

%xk=[1;0;1;1];
xk=rand(1,4)

sk=[1;1;1];
x(4)=-10^12;
f1=@(x1,x2,x3) x1.^2+x2.^2+x3.^2;
f2=@(x1,x2,x3) 0.3333*x1.^2+0.3333*x2.^2+0.3333*x3.^2-1.3333*x1-1.3333*x2-1.3333*x3;
gf1=@(x1,x2,x3)[2*x1 2*x2 2*x3];
gf2=@(x1,x2,x3)[0.6667*x1-1.3333 .6667*x2-1.3333 .6667*x3-1.3333 ];

s=0;
B1=eye(3);
B2=eye(3);

while ((x(4))<-10^-8 && s<100)
x(4)

[x]=fmincon(@(x)fminmulti3(x),xk,[],[],[],[],[],[],@(x)multicon3(x,xk,B1,B2));
for i=1:100

if (f1(xk(1)+J(i)*x(1),xk(2)+J(i)*x(2),xk(3)+J(i)*x(3)))
<=(f1(xk(1),xk(2),xk(3))+J(i)*sigma*x(4))
&& (f2(xk(1)+J(i)*x(1),xk(2)+J(i)*x(2),xk(3)+J(i)*x(3)))
<=(f2(xk(1),xk(2),xk(3))+J(i)*sigma*x(4))



٨٨ آ�.

t=J(i);break
end

end
%
yk=[xk(1);xk(2);xk(3);x(4)];
xk=[xk(1)+t*x(1);xk(2)+t*x(2);xk(3)+t*x(3);x(4)]
sk=[t*x(1);t*x(2);t*x(3)];

s=s+1
yy1=(gf1(xk(1),xk(2),xk(3))-gf1(yk(1),yk(2),yk(3)))
B1=B1-(B1*(sk)*(sk)'*B1)/((sk)'*B1*(sk))+((yy1)'*(yy1))/((sk)'*(yy1)')
gff1=[2 0 0;0 2 0;0 0 2];

yy2=(gf2(xk(1),xk(2),xk(3))-gf2(yk(1),yk(2),yk(3)))
B2=B2-(B2*(sk)*(sk)'*B2)/((sk)'*B2*(sk))+((yy2)'*(yy2))/((sk)'*(yy2)')
gff2=[0.6667 0 0;0 0.6667 0;0 0 0.6667];
end
disp('y=')
disp([xk(1) xk(2) xk(3)])
s
x(4)
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Aabstract

In this thesis, we first introduce the basic concepts and preliminaries. Then, we express
the concepts of the efficiency and weak efficiency for multiobjective optimization problem.
We deal to solve multiobjective optimization problem by applying iterative methods. An
iterative method is a computational process that generates a sequence and we expect that
under reasonable conditions converges to the efficient solution of the problem. From the
iterative methods for multiobjective optimization problem, we discuss, the Newton method
and the quasi-Newton methods.
Following, we express the Newton algorithm for solving convex multiobjective optimiza-
tion problem that requires precise calculation of the Hessian matrix for each objective
function. In the case that calculation of the Hussein be difficult, quasi-Newton methods
are introduced and are discussed. These methods calculate the Hessian approximate in-
stead of the exact Hessian and help us to improve the solving process. In cases where
the problem is nonconvex, a modified quasi-Newton algorithm is suggested. In this case,
by calculating an approximate matrix, nonconvex multiobjective problems are solved. Fi-
nally, a quasi-Newton method for solving nonsmooth multiobjective problem is introduced.

keywords: Multiobjective optimization, Efficient solution, Weakly efficient solution,
Critical point, Convex function.
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