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روش یک ابتدا است. اسکالرسازی روش�های مسائل، این�گونه حل روش�های پرکاربردترین از یکی
سپس است. شده مطرح هم�زمان به�طور جانشینی تابع و محدب مخروط مفهوم اساس بر اسکالرسازی
است. گرفته قرار بررسی مورد است اسکالرسازی تکنیک�های مهم�ترین از یکی که وزین مجموع روش
روش این در است. شده مطرح ایده�آل نقاط از توابع فاصله مینیمم�سازی اساس بر دیگر روشی هم�چنین
کروش- بهینگی شرایط اساس بر روشی ادامه در می�شود. گرفته نظر در تصمیم�گیرنده برای توابع اهمیت
چند بهینه�سازی مسأله ابتدا روش این در است. شده بیان فازی چندهدفه مسائل حل برای کاهن-تاکر
با سپس و است شده زده تقریب مقدار بازه�ای هدفه چند بهینه�سازی مسأله یک از استفاده با فازی هدفه
یک و مقدار بازه�ای چندهدفه بهینه�سازی مسأله برای کارا جواب یک شده، بیان الگوریتم دو از استفاده
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مرتب، جزئا رابطه پارتو، بهینه جواب فازی، اعداد فازی، چندهدفه بهینه�سازی کلیدی: کلمات
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١ فصل

ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی
فازی

مقدمه ١.١

تعاریف برخی سپس می�کنیم. بررسی را فازی٢ نظریه و چندهدفه١ بهینه�سازی مفاهیم ابتدا فصل این در
در قضایا و تعاریف این می�دهیم. ارائه را فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی مسائل اولیه مبانی و

می�گیرند. قرار استفاده مورد بعدی فصل�های

فازی نظریه و چندهدفه بهینه�سازی ٢.١

در اما می�شود. گرفته نظر در سود) (معمولا هدف یک دیده�ایم، تاکنون که بهینه�سازی مسائل از بسیاری در
اساس بر تصمیم�گیری که است تصمیم�گیرنده٣ رضایت مورد و مطلوب وقتی نتیجه�گیری�ها مسائل، اغلب
اهدافی تولید ریزی برنامه� مسائل در مثال به�عنوان باشد. شده تحلیل و تجزیه و بررسی هدف چندین
مدنظر ... و کارکنان رضایت افزایش ضایعات، کاهش هزینه، کردن حداقل درآمد، کردن حداکثر مانند

می�شود. چندهدفه بهینه�سازی مسائل ایجاد به منجر که است
معمولا که را هدف تابع چند می�کند سعی تصمیم�گیرنده چندهدفه بهینه�سازی مسأله یک در کلی به�طور
مسائل این�گونه کند. انتخاب را ممکن جواب بهترین و کند بهینه هم�زمان به�طور هستند، تضاد در هم با
بی�نهایت تا کمی تعداد از می�تواند آن�ها تعداد که جواب�ها این هستند. بهینه جواب چندین دارای معمولا
به�صورت می�تواند جواب�ها این انتخاب برای تصمیم�گیرنده باشند. متفاوت کاملا می�توانند کند، تغییر

کند. عمل سیستماتیک یا دلخواه

١Multiobjective optimization
٢Fuzzy
٣Decision maker



٢ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

نمی�توانند مؤلفه�هایش از یک هیچ که است جوابی بهینه جواب یک چندهدفه، بهینه�سازی مسأله یک برای
سال در بار اولین برای تعریف این شود. بدتر مؤلفه�هایش از دیگر یکی حداقل این�که مگر یابند بهبود
آن�را ایتالیایی-فرانسوی، دان اقتصاد [٢٩] پارتو۵ ویلفردو چون اما شد مطرح ادوارت۴ توسط ١٨٨١

گویند. پارتو بهینگی اغلب تعریف این به داد، توسعه ١٨٩۶ سال در
در اما باشند. قطعی به�صورت توابع در ضرایب همه می�کنیم فرض معمولی بهینه�سازی مسائل در
قطعی به�صورت را آن�ها نمی�تواند یا ندارد دست در دقیقی اطلاعات تصمیم�گیرنده این�که دلیل به واقعیت

می�کنند. بیان فازی به�صورت را مسائل این معمولا کند، بیان
می�کنیم. مطرح را مثالی فازی مفهوم شدن روشن�تر برای است. نادقیق و ابهام معنی به لغت در فازی
کلاسیک حالت در کنیم. متمایز قدبلند غیر افراد از را قدبلند افراد مجموعه بخواهیم کنید فرض مثلا
در است متر ١/٧٩ قد دارای که فردی کنیم، تصور متر ١/٨ مثلا را بلندقد افراد قد اندازه اگر (قطعی)
قد با فرد یک بین فاحشی تفاوت فازی، مجموعه�های تئوری طبق اما نمی�شود گنجانده مجموعه این
حقوق جمله از فراوانی مثال�های واقعیت جهان در ندارد. وجود متر ١/٨ قد با دیگری فرد و متر ١/٧٩
فازی مجموعه�های کرد. بیان قطعی به�صورت را آن�ها نمی�توان که دارند وجود ... و دقیق ساعت بالا،

مفاهیم�اند. این�گونه بیان برای مناسبی ابزارهای
پیدا قطعی حالت به نسبت واقع�گرایانه�تر، جوابی می�کنیم سعی فازی چندهدفه بهینه�سازی مسائل در
این از برخی بررسی به بعد فصل�های در که دارد وجود گوناگونی روش�های مسائل این حل برای کنیم.

است. شده استفاده [٢۵ ،٣۵ ،٣۶ ،٣٩] مقاله�های از پایان�نامه این در می�پردازیم. روش�ها

فازی مجموعه�های اولیه قضایای و تعاریف ٣.١

قادر می�گیرد قرار استفاده مورد اطمینان عدم شرایط در تصمیم�گیری برای که فازی مجموعه�های نظریه
مدل�سازی ریاضی به�صورت هستند مبهم و نادقیق که را سیستم�هایی و متغیرها مفاهیم، از بسیاری است

می�پردازیم. فازی مجموعه�های اولیه تعاریف و مفاهیم از برخی بیان به بخش این در کند.

را A به مربوط مشخصه۶ تابع این�صورت در باشد R از مجموعه زیر یک A کنید فرض .١.٣.١ تعریف
:(١.١ (شکل می�کنیم تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نشان χA(x) با

χA(x) =

{
١ x ∈ A

٠ x /∈ A.

دو مجموعه از مشخصه تابع برد اگر باشد. دلخواه مرجع مجموعه یک X کنید فرض .٢.٣.١ تعریف
عددی ،X از x عضو هر به که آمد خواهد به�وجود تابعی شود، داده گسترش [٠,١] بازه به {٠,١} عضوی
را عضویت توابع بنابراین می�شود. نامیده ã عضویت٧ تابع تابع، این می�دهد. نسبت [٠,١] بازه از را

۴Edgeworth
۵Vilfredo Pareto
۶Indicator function
٧Membership function



٣ فازی مجموعه�های اولیه قضایای و تعاریف .٣.١

:(١.١ (شکل نمود تعریف زیر به�صورت می�توان
ζã : X −→ [٠,١].

عضویت، تابع تعریف در عضویتخاصتعریفمی�شود. یکتابع وسیله به منحصراً فازی مجموعه هر
کلاسیکحالت مجموعه�های است. کلاسیک یکمجموعه Xهمیشه مرجع مجموعه که است این بر فرض
مجموعه�های عضویت تابع می�شوند. نامیده قطعی٨ مجموعه�های که هستند فازی مجموعه�های از خاصی

است. یک و صفر اعداد شامل فقط کلاسیک

x

ζ(x)
χ(x)

١

٠

مشخصه تابع و عضویت تابع :١.١ شکل

به�صورت و می�شود داده نمایش ãα با ã α-سطح) α-برش٩(یا مجموعه� .٣.٣.١ تعریف
ãα = {x ∈ R : ζã(x) ≥ α}, ∀α ∈ [٠,١],

می�شود: تعریف زیر به�صورت مشخصه تابع از استفاده با ãα α-برش مجموعه هم�چنین می�شود. تعریف

χãα(x) =

{
١ ζã(x) ≥ α

٠ ζã(x) < α.

است: برقرار زیر خاصیت α-برش مجموعه�های برای که است واضح
α١ ≤ α٢ ⇔ ãα١ ⊇ ãα٢ .

است. شده داده نشان ٢.١ شکل در رابطه این
یعنی می�شود تعریف {x ∈ R : ζã(x) > ٠} مجموعه بستار١٠ به�صورت ã٠ ٠-برش، مجموعه

ã٠ = cl{x ∈ R : ζã(x) > ٠}.

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ٠̃ عضویت تابع راحتی برای

ζ٠̃(r) =

{
١ r = ٠
٠ o.w.

٨Crisp
٩Cut

١٠Closure



۴ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

α-برش مجموعه�های :٢.١ شکل

.٠̃L
α = ٠ = ٠̃U

α ،α ∈ (٠,١] هر برای که می�کنیم مشاهده
داریم: α-برش مجموعه تعریف به توجه با زیرا

٠̃α = {x ∈ R : ζ٠̃(x) ≥ α}, α ∈ [٠,١],

پس ،٠ ≤ ζ٠̃(x) ≤ ١ یعنی است یک و صفر بین عددی عضویت درجه همیشه که می�دانیم طرفی از
بنویسیم: زیر به�صورت را ٠̃-برش مجموعه می�توانیم

٠̃α = {x ∈ R : ٠ < ζ٠̃(x) ≤ ١},

پس است. صفر عضوی تک مجموعه با برابر فوق مجموعه ζ٠̃(x) عضویت تابع تعریف به توجه با که
داریم:

٠̃α = {٠} = [٠̃L
α, ٠̃U

α ],

.٠̃L
α = ٠ = ٠̃U

α یعنی این و

تابع آن در مرجع مجموعه عناصر که مجموعه�ای باشد. فازی مجموعه یک ã کنید فرض .۴.٣.١ تعریف
supp(ã) علامت با و می�شود نامیده ã مجموعه پشتیبان١١ قطعی مجموعه این دارند، صفر غیر عضویت

دیگر به�عبارت می�شود داده نشان
supp(ã) = {x ∈ X|ζã(x)>٠}.

درجه بزرگ�ترین می�شود، داده نشان h(ã) نماد با که ã فازی مجموعه یک ارتفاع١٢ .۵.٣.١ تعریف
دیگر به�عبارت است مجموعه آن در موجود عناصر همه برای عضویت

h(ã) = sup
x∈X

ζã(x).

(شکل باشد یک برابر آن ارتفاع اگر گویند، شده نرمال X روی را ã فازی مجموعه .۶.٣.١ تعریف
.(٣.١

١١Support
١٢Height



۵ فازی مجموعه�های اولیه قضایای و تعاریف .٣.١

١

٠

ζ(x)

x

h(ã)

نرمال غیر و نرمال فازی مجموعه :٣.١ شکل

عضویت درجه�های به�عنوان که است [٠,١] بازه در مجزا اعداد همه� شامل تراز١٣، مجموعه� تعریف٧.٣.١.
می�شوند. داده نشان L(ã) با و باشند رفته به�کار ã مجموعه در X از عناصری

L(ã) = {α ∈ [٠,١] : ζã(x) = α for x ∈ X}.

مجموعه باشند، یک عضویت تابع دارای آن در X مرجع مجموعه عناصر که مجموعه�ای .٨.٣.١ تعریف
می�شود. داده نشان cor(ã) نماد با و می�شود نامیده ã فازی عدد کانون١۴

می�شود. تعریف زیر به�صورت بوده α = ١ آن در که α مقاطع به�صورت را ã فازی مجموعه کانون١۵

core(ã) = ١ã = {x ∈ X| ζã(x)≥١}={x∈X|ã(x)=١}.

این�صورت در باشد پیوسته و مشتق�پذیر تابعی f و باشد محدب مجموعه�ای S فرضکنید .٩.٣.١ تعریف
اگر است محدب S روی f

∀α ∈ (٠,١), ∀x١, x٢ ∈ S, f(αx١ + (١− α)x٢) ≤ αf(x١) + (١− α)f(x٢).

مجموعه همه� اگر تنها و اگر گویند محدب١۶ را ã : Rn → [٠,١] فازی مجموعه� .١٠.٣.١ تعریف
باشند. محدب کلاسیک نظر از {ãα(x)}α∈[٠,١] آن، α-برش�های

داشته قله یک تنها بایستی آن عضویت تابع نمودار باشد، محدب فازی مجموعه یک این�که برای
باشد.

١٣Level set
١۴core set
١۵Core
١۶Convex



۶ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

هر برای اگر تنها و اگر است محدب فازی مجموعه یک Rn در ã فازی مجموعه .١١.٣.١ قضیه
باشیم: داشته ٠ ≤ t ≤ ١ و x, y ∈ Rn

ζã(tx+ (١− t)y) ≥ min{ζã(x), ζã(y)} = ζã(x) ∧ ζã(y). (١.١)

.α = ζã(x) ≤ ζã(y) کنید فرض هم�چنین باشد. محدب فازی مجموعه یک ã کنید فرض برهان.
لذا هستند محدب آن α-برش�های مجموعه همه پس است محدب فازی مجموعه یک ã این�که به باتوجه

داریم: بنابراین .tx+ (١− t)y ∈ ãα ،x, y ∈ ãα هر برای
ζã(tx+ (١− t)y) ≥ α = min{ζã(x), ζã(y)}.

گرفتن با این�صورت در کند، صدق (١.١) رابطه در ã فازی مجموعه از ζã عضویت تابع اگر برعکس،
برای بنابراین .ζã(y) ≥ α = ζã(x) که است y نقاط همه مجموعه ζã α-برش مجموعه ،α = ζã(x)

،x, y ∈ ζã هر
ζã(tx+ (١− t)y) ≥ α = min{ζã(x), ζã(y)} = ζã(x) = α,

ã یعنی این و محدب�اند ζã α-برش�های مجموعه همه یعنی .tx + (١ − t)y ∈ ãα می�دهد نتیجه که
است. محدب

فازی مجموعه�های عملیات ۴.١

در باشند. مرجع مجموعه روی شده تعریف فازی مجموعه�های B و A و مرجع، مجموع X کنید فرض
داریم. را زیر تعاریف این�صورت

هر برای اگر است B در مشمول A یا B فازی مجموعه مجموعه، زیر A فازی مجموعه .١.۴.١ تعریف
.(۴.١ (شکل می�دهیم نمایش A ⊆ B با و ζA(x) ≤ ζB(x) ،x ∈ X

A ⊂ B زیرمجموعه :۴.١ شکل

ζA(x) = ζB(x) یعنی B ⊆ A و A ⊆ B اگر گوییم برابر را B و A فازی مجموعه دو .٢.۴.١ تعریف
.(۵.١ (شکل



٧ فازی مجموعه�های عملیات .۴.١

A = B تساوی :۵.١ شکل

A B

A ∪B
A ∩B

x

ζ(x)

فازی مجموعه دو اشتراک و اجتماع :۶.١ شکل

عضویت تابع که است C فازی مجموعه یک B و A فازی مجموعه دو استاندارد اجتماع .٣.۴.١ تعریف
به�صورت آن

ζC(x) = max(ζA(x), ζB(x)),

.(۶.١ (شکل می�دهیم نمایش C = A ∪B با و است

عضویت تابع که Dاست فازی مجموعه یک B و A فازی مجموعه دو استاندارد اشتراک .۴.۴.١ تعریف
به�صورت آن

ζD(x) = min(ζA(x), ζB(x)),

.(۶.١ (شکل می�دهیم نمایش D = A ∩B با و است

عضویت تابع و می�دهیم نمایش Ac با که است فازی مجموعه�ای ،A فازی مجموعه متمم .۵.۴.١ تعریف
:(٧.١ (شکل می�شود تعریف زیر به�صورت آن

ζAc(x) = ١− ζA(x).



٨ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

A
Ac

x

ζ(x)

فازی مجموعه متمم :٧.١ شکل

Aα کنید فرض باشد. ζA(x) عضویت تابع با X در فازی مجموعه یک A کنید فرض .۶.۴.١ قضیه
در باشد، α ∈ [٠,١] هر برای Aα قطعی مجموعه مشخصه تابع ،χAα(x) و A α-برش مجموعه

این�صورت
ζA(x) = sup

α∈[٠,١]
(α ∧ χAα(x)) x ∈ X.

داریم: پس است α ∈ [٠,١] هر برای Aα قطعی مجموعه مشخصه تابع ،χAα(x) چون برهان.
x ∈ Aα ⇒ χAα(x) = ١ (ζA(x) ≥ α),

و
x /∈ Aα ⇒ χAα(x) = ٠ (ζA(x) < α),

داریم: لذا
sup

α∈[٠,١]
(α ∧ χAα(x)) =

(
sup

α∈[٠,ζA(x)]

(α ∧ χAα(x))
)
∨
(

sup
α∈(ζA(x),١]

(α ∧ χAα(x))
)

=
(

sup
α∈[٠,ζA(x)]

(α ∧ ١)
)
∨
(

sup
α∈(ζA(x),١]

(α ∧ ٠)
)

= sup
α∈[٠,ζA(x)]

α = ζA(x).

دهیم. نمایش زیر به�صورت را ã می�توانیم باشد. فازی مجموعه یک ã کنید فرض .٧.۴.١ قضیه
ã = ∪α∈[٠,١]αãα,

است. ãα α-برش مجموعه با α اسکالر یک جبری ضرب نمایش αãα آن در که

می�کنیم: تعریف را α-برش مجموعه و مشخصه تابع ابتدا اثبات برای برهان.

χãα(x) =

 ١ if ζã(x) ≥ α

٠ if ζã(x) < α,
(٢.١)

ãα(x) = {x : ζã(x) ≥ α} α ∈ [٠,١], (٣.١)



٩ فازی مجموعه�های عملیات .۴.١

داریم: (٣.١) و (٢.١) رابطه�های و ۶.۴.١ قضیه ،٣.۴.١ تعریف از استفاده با

ζ∪α∈[٠,١]αãα(x) = sup
α∈[٠,١]

ζαãα(x) = sup
α∈[٠,١]

αζãα(x)

= sup
α∈[٠,١]

αχãα(x) = sup
ζã(x)≥α

α = ζã(x),

می�گیریم: نتیجه ٢.۴.١ تعریف از استفاده با پس

ã = ∪α∈[٠,١]αãα,

می�کند. کامل را اثبات این و

α-برش، مجموعه� ãα و ζã عضویت تابع با ،F(R) از فازی مجموعه� زیر یک ã فرضکنید .٨.۴.١ قضیه
به�صورت می�توان را ζã عضویت تابع باشد. α ∈ [٠,١] هر برای

ζã(r) = sup
α∈[٠,١]

α.١ãα(r),

است. ãα مجموعه� مشخصه تابع ١ãα آن در که نوشت

داریم: ٧.۴.١ قضیه به توجه با برهان.

ã = ∪α∈[٠,١]αãα,

داریم: پس

ζã(r) = ζ∪α∈[٠,١]αãα(r) = sup
α∈[٠,١]

ζαãα(r) = sup
α∈[٠,١]

α.١ãα(r).

داریم. را زیر لم برعکس

مجموعه�های زیر از خانواده�ای {Aα : α ∈ [٠,١]} و مجموعه یک A کنید فرض ([٢٧]) .٩.۴.١ لم
کند: صدق زیر شرایط در به�طوری�که باشد، A

،A٠ = A . ١

،α < β هر برای Aβ ⊆ Aα . ٢

،Aα = ∩∞
n=١Aαn αn ↑ α . ٣

به�صورت شده تعریف ζ : A −→ [٠,١] تابع این�صورت در

ζ(r) = sup
α∈[٠,١]

α.١Aα(r),

است. Aα = {r ∈ A : ζ(r) ≥ α} خاصیت دارای



١٠ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

فازی اعداد ۵.١

اگر است بالایی١٧ پیوسته نیمه x٠ در f(x) تابع .١.۵.١ تعریف
lim
x→x٠

f(x) ≤ f(x٠),

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت که
lim
x→x٠

f(x) ∼= f(x٠).

نامیده فازی عدد یک ã این�صورت در باشد. R در فازی مجموعه یک ã کنید فرض .٢.۵.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در اگر می�شود

،ζã(x) = ١ به�طوری�که x ∈ R باشد داشته وجود یعنی باشد شده نرمال ã . ١

باشد، محدب ã . ٢

α ∈ (٠,١] هر برای {x ∈ R : ζã(x) ≥ α} یعنی باشد، بالایی پیوسته نیمه ζã عضویت تابع . ٣
باشد، R از بسته زیرمجموعه یک

باشد. کراندار ã مجموعه پشتیبان . ۴

فازی عدد یک α-برش بنابراین و است R در فشرده بازه یک ãα که می�کنیم مشاهده تعریف این با
ãα ⊂ ã٠ که آن�جا از .ãLα, ãUα ∈ R ،α ∈ [٠,١] هر برای که می�دهیم نمایش ãα = [ãLα, ã

U
α ] با را

است. R از کرانداری زیرمجموعه ،α ∈ (٠,١] هر برای ãα α-برش مجموعه α ∈ (٠,١] هر برای

کراندار بسته، مجموعه زیر یک ãα α-برش مجموعه این�صورت در باشد ã ∈ F(R) اگر .٣.۵.١ قضیه
می�دهیم. نشان ãα = [ãLα, ã

U
α ] با که است R در بسته بازه یک یعنی است، R از محدب و

نیمه است α-برش مجموعه همان که {x ∈ R : ζã(x) ≥ α} مجموعه ٢.۵.١ تعریف به بنا برهان.
یعنی است بالایی پیوسته

lim
x→x٠

ζã(x) ≤ ζã(x
٠),

طرفی از
lim
x→x٠

ζã(x) ≥ α,

است. R از کراندار و بسته مجموعه زیر یک یعنی
دهیم: نشان کافیست α-برش مجموعه بودن محدب اثبات برای

∀x, y ∈ ãα, ∀λ ∈ [٠,١] ⇒ λx+ (١− λ)y ∈ ãα.

تعریف و ١١.٣.١ قضیه به بنا طرفی از ،ζã(y) ≥ α و ζã(x) ≥ α پس ،x, y ∈ ãα می�کنیم فرض
داریم: لذا است محدب پس است فازی عدد ã چون ٢.۵.١

ζã(λx+ (١− λ)y) ≥ ζã(x) ∧ ζã(y) ≥ α,

١٧Upper semicontinuous



١١ فازی اعداد .۵.١

یعنی
λx+ (١− λ)y ∈ ãα,

می�کند. کامل را اثبات این و

و ãLα ≤ ãLβ ،ãLα ≤ ãUα روابط ،α < β برای این�صورت در باشد. فازی عدد یک ã کنید فرض
می�دهیم. ارائه را زیر تعریف حال می�باشد. برقرار ãUα ≥ ãUβ

و ãLα اگر می�شود نامیده کانونی١٨ فازی عدد یک ã باشد. فازی عدد یک ã کنید فرض .۴.۵.١ تعریف
[٠,١] بازه روی g(α) = ãUα و f(α) = ãLα تابع یعنی باشند. پیوسته [٠,١] بازه روی α به نسبت ãUα

باشد. پیوسته

می�دهیم. نشان Fc(R) با را کانونی فازی اعداد همه مجموعه

می�شود، نامیده استاندارد١٩ فازی عدد یک ã باشد. کانونی فازی عدد یک ã کنید فرض .۵.۵.١ تعریف
.ãUβ < ãUα و ãLα < ãLβ ،ãLα < ãUα باشیم، داشته α < β برای اگر

می�دهیم. نشان Fs(R) با را استاندارد فازی اعداد همه� مجموعه�

عضویت تابع اگر می�شود نامیده مثلثی٢٠ فازی عدد یک ،ã = (aL, a, aU) فازی عدد .۶.۵.١ تعریف
:(٨.١ (شکل باشد زیر به�صورت آن

ζã(x) =


(x−aL)
(a−aL)

aL ≤ x ≤ a
(aU−x)
(aU−a)

a < x ≤ aU

٠ o.w.

به�صورت آن α-برش مجموعه� و است a قله� و [aL, aU ] پایه� با مثلث یک ã نمودار
ãα = [(١− α)aL + αa, (١− α)aU + αa], (۴.١)

دیگر به�عبارت است.
ãLα = (١− α)aL + αa, ãUα = (١− α)aU + αa. (۵.١)

مجموعه اعضای عضویت تابع مقدار α-برش مجموعه تعریف به توجه با ،(۴.١) رابطه اثبات برای
داریم: پس باشد α مساوی یا بزرگ�تر باید ãα(x)

(x− aL)

(a− aL)
≥ α ⇒ x ≥ (١− α)aL + αa,

(aU − x)

(aU − a)
≥ α ⇒ x ≤ (١− α)aU + αa,

١٨Canonical
١٩Standard
٢٠Triangular



١٢ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

aL aa U

١

٠

مثلثی فازی عدد :٨.١ شکل

یعنی
ãα = [(١− α)aL + αa, (١− α)aU + αa].

−ã = می�بینیم می�دهیم، نشان حقیقی اعداد از بازه�ای به�صورت را ã مثلثی فازی عدد هر چون هم�چنین
مثبت ã باشد، aL > ٠ اگر و است، استاندارد فازی عدد یک ã مثلثی فازی عدد .(−aU ,−a,−aL)

است.

گویند. گسترش٢١ اصل می�کند، تبدیل فازی توابع به را قطعی توابع که اصلی .٧.۵.١ تعریف

از استفاده با و [۴٢ ،۴٣ ،۴۴] گسترش اصل از استفاده با باشند فازی دوعدد b̃ و ã کنید فرض
به�صورت ã⊕ b̃ عضویت تابع [٣١]

ζã⊕b̃(z) = sup
{(x,y):x+y=z}

min{ζã(x), ζb̃(y)}, (۶.١)

می�شود: تعریف زیر به�صورت ،λ ∈ R که λã اسکالر ضرب عضویت تابع و

ζλã(z) =


ζã(

z
λ
) if λ ̸= ٠

٠ if λ = ٠, z ̸= ٠
١ if λ = ٠ = z,

(٧.١)

.λã = ٠̃ آن�گاه λ = ٠ اگر که است معنی بدان این و

هر برای و ã ⊕ b̃ ∈ F(R) این�صورت در باشد، ã, b̃ ∈ F(R) کنید فرض ([۴۵]) .٨.۵.١ گزاره
داریم: را زیر نتایج این بر علاوه .λã ∈ F(R) ،λ ̸= و٠ λ ∈ R

.α ∈ [٠,١] هر برای (ã⊕ b̃)Uα = ãUα + b̃Uα و (ã⊕ b̃)Lα = ãLα + b̃Lα . ١

.λ > ٠, α ∈ [٠,١] هر برای (λã)Uα = λ.ãUα و (λã)Lα = λ.ãLα . ٢

.λ < ٠, α ∈ [٠,١] هر برای (λã)Uα = λ.ãLα و (λã)Lα = λ.ãUα . ٣
٢١Extention principle



١٣ فازی اعداد بازه�ای حساب .۶.١

فازی اعداد بازه�ای حساب ۶.١

را فازی اعداد بازه�ای٢٢ حساب آن�ها α-برش�های از استفاده با باشند. فازی عدد دو b̃ و ã کنید فرض
می�کنیم. تعریف زیر به�صورت

داریم: زیر به�صورت را F(R) در فازی عدد دو هر بین تفریق و جمع
[ã⊕ b̃]α = [ãLα + b̃Lα, ã

U
α + b̃Uα ],

و
[ã⊖ b̃]α = [ãLα − b̃Uα , ã

U
α − b̃Lα],

داریم: زیر به�صورت را تقسیم و ضرب فازی عدد دو هر برای به�علاوه
(ã⊗ b̃)α = ãα × b̃α =

[
min{ãLα b̃Lα, ãLα b̃Uα , ãUα b̃Lα, ãUα b̃Uα},max{ãLα b̃Lα, ãLα b̃Uα , ãUα b̃Lα, ãUα b̃Uα}

]
,

و
(ã⊘b̃)α = ãα/b̃α=

[
min{ãLα/b̃Lα, ãLα/b̃Uα , ãUα /b̃Lα, ãUα/b̃Uα },max{ãLα/b̃Lα, ãLα/b̃Uα , ãUα /b̃Lα, ãUα/b̃Uα }

]
,

می�باشد: زیر به�صورت نیز λ > ٠ اسکالر در فازی عدد یک ضرب و ،٠ /∈ [b̃Lα, b̃
U
α ] که

(λ.ã)α = λ.ãα = [λãLα, λã
U
α ].

فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله ریاضی مدل ٧.١

نیاز اولیه تعاریف برخی به ریاضی، به�صورت فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله یک فرمول�بندی برای
می�پردازیم. آن�ها بیان به ابتدا که داریم

میدان روی برداری٢٣ فضای یک اسکالر، ضرب و جمع عمل دو با همراه را V مجموعه .١.٧.١ تعریف
هرگاه: می�نامیم F

داشته را جابجایی و معکوس)، قرینه(عضو خنثی)، همانی(عضو شرکت�پذیری، خواص جمع عمل
باشد: زیر شرایط دارای اسکالر ضرب عمل و باشد

است). F همانی عضو همان ١ از (منظور a ∈ V هر برای ١a = a . ١

.λ١, λ٢ ∈ F هر برای λ١(λ٢a) = (λ١λ٢)a . ٢

.a, b ∈ V هر و λ ∈ F هر برای λ(a+ b) = λa+ λb . ٣

.a, b ∈ V هر و λ١, λ٢ ∈ F هر برای (λ١ + λ٢)a = λ١a+ λ٢a . ۴

به�طوری�که: است ∥.∥ : V −→ R تابع با V برداری فضای یک نرم�دار٢۴ فضای یک .٢.٧.١ تعریف

٢٢Arithmetic
٢٣Vector space
٢۴Normed space



١۴ فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی نظری مبانی .١

.x ∈ V هر برای ٠ ≤ ∥x∥ < ∞ . ١

.x ∈ V هر برای ∥x∥ = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ . ٢

.x ∈ V هر و α ∈ F هر برای ∥αx∥ = |α|∥x∥ . ٣

.x, y ∈ V هر برای ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ . ۴

نرم�دار خطی فضای (V, ∥.∥) زوج به می�شود. نامیده نرم خاصیت چهار این با ∥.∥ : V −→ R تابع هر
گویند.

همسایگی�هایی توسط Xرا در متمایز نقطه دو هر بتوان اگر است Xهاسدورف٢۵ فضای .٣.٧.١ تعریف
می�شود. نامیده نیز T٢ فضای هاسدورف فضای کرد. جدا هم از

نیز τ و مجموعه یک X آن در که است (X, τ) مانند مرتبی زوج توپولوژی٢۶ فضای .۴.٧.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در که گونه�ای به است، X مجموعه�های زیر از گردایه�ای

باشد. داشته قرار τ در τ عضو مجموعه�های از گردایه هر اجتماع . ١

باشد. داشته قرار τ در τ عضو مجموعه متناهی تعداد هر اشتراک . ٢

باشند. τ عضو X و تهی مجموعه�های . ٣

دارد. نام X روی شده تعریف توپولوژی ،τ گردایه

دارای اگر می�شود، نامیده یکریخت٢٧ Y و X توپولوژی فضای دو میان f نگاشت .۵.٧.١ تعریف
باشد: زیر خواص

باشد. پوشا) و (یک�به�یک دوسویه f . ١

باشد. پیوسته f . ٢

باشد. پیوسته f−١ وارون، نگاشت . ٣

هستند. یکریخت Y و X آن�گاه باشد، داشته وجود نگاشتی چنین اگر

هم�بند فشرده، آن�ها از یکی اگر نمونه برای دارند. مشترک توپولوژیکی خواص یکریخت، فضای دو
است. هاسدورف یا هم�بند فشرده، ترتیب به نیز دیگری باشد هاسدورف یا

نامیده V روی مرتب جزئاً رابطه یک ،V حقیقی برداری فضای روی ≤ دوتایی رابطه هر .۶.٧.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در اگر می�شود،

٢۵Hausdorff
٢۶Topological space
٢٧Homeomorphism



١۵ فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله ریاضی مدل .٧.١

(انعکاسی). x ∈ V هر برای x ≤ x . ١

(تعدی). x, y, z ∈ υ هر برای x ≤ z آن�گاه y ≤ z و x ≤ y اگر . ٢

.x, y, a, b ∈ υ هر برای x+ a ≤ y + b آن�گاه a ≤ b و x ≤ y اگر . ٣

.x, y ∈ υ هر برای λx ≤ λy آن�گاه باشد مثبت حقیقی عدد یک λ و x ≤ y اگر . ۴

اگر می�شود، نامیده S روی مرتب جزئاً رابطه یک ،S مجموعه روی ≤ دوتایی رابطه هر .٧.٧.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در

(انعکاسی). x ∈ S هر برای x ≤ x . ١

(تعدی). x, y, z ∈ S هر برای x ≤ z آن�گاه y ≤ z و x ≤ y اگر . ٢

تابع باشد. فازی٢٨ اعداد همه مجموعه نمایش F(R) و حقیقی برداری فضای یک X کنید فرض
بهینه�سازی مسأله یک می�شود. نامیده X روی شده تعریف مقدار فازی تابع یک f̃ : X −→ F(R)

می�شود: بیان زیر به�صورت کلی حالت در فازی ضرایب با چندهدفه

min
(
f̃١(x), . . . , f̃n(x)

)
s.t g̃i ⪯ ٠̃ i = ١,٢, . . . ,m

x ∈ X, (٨.١)

تعریف مقدار فازی استاندارد توابع ،i = ١, . . . ,m هر و j = ١, . . . , n هر برای g̃i و f̃j آن در که
مینیمم�سازی، حالت فقط این�جا در اگرچه است. F(R) روی مرتب جزئا رابطه یک ⪯ و X روی شده
فازی چندهدفه ریزی برنامه� ماکزیمم�سازی مسائل گرفته�ایم، نظر در را فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسائل

هستند. مشابهی حل�های راه شامل
بهینه�سازی در می�شود. تبدیل فازی تک�هدفه بهینه�سازی مسأله یک به (٨.١) مسأله ،n = ١ حالت در

.n ≥ ٢ می�کنیم فرض همواره فازی ضرایب با چندهدفه

٢٨Fuzzy numbers





٢ فصل

فازی چندهدفه مسائل حل برای روش�هایی
اسکالرسازی مفهوم براساس

مقدمه ١.٢

محدب مخروط مفهوم اساس بر را فازی چندهدفه بهینه�سازی مسائل اسکالرسازی روش�های فصل این در
در می�توان را فازی اعداد تمام مجموعه این�که به توجه با می�دهیم. ارائه هم�زمان به�طور جانشینی تابع و
تکنیک�های از فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی مسائل بررسی برای داد، قرار نرم�دار فضای یک
متفاوت محدب مخروط�های گرفتن نظر در با و می�کنیم استفاده برداری بهینه�سازی مسائل در اسکالرسازی
می�دهیم. ارائه فازی ضرایب با چندهدفه بهینه�سازی مسائل کارای جواب�های کردن پیدا برای راه�حل دو
می�پردازیم. است، اسکالرسازی تکنیک�های مهم�ترین از یکی که وزین مجموع روش بررسی به ادامه در

می�باشد. [٣۶ ،٣٩] مراجع از فصل این مطالب

اولیه قضایای و تعاریف ٢.٢

رابطه�های در که اسکالر ضرب و جمع به نسبت Fc(R) کانونی، فازی اعداد همه مجموعه کلی به�طور
ثابت [٢١] کالوا٣ و [٣١] رالسکو٢ و پوری١ اما نیست. برداری فضای یک شده تعریف (٧.١) و (۶.١)
قرار ایزومورفیسم و ایزومتریک به�صورت (N , ∥.∥) نرم�دار فضای یک در را Fc(R) می�توان که کردند

داریم: این�صورت در باشد، جانشینی۴ تابع یک π : Fc(R) −→ N اگر دیگر به�عبارت داد.

.π(ã⊕ b̃) = π(ã) + π(b̃) . ١

١Puri
٢Ralescu
٣Kaleva
۴Embedding function



١٨ اسکالرسازی مفهوم براساس فازی چندهدفه مسائل حل برای روش�هایی .٢

.λ ≥ ٠ هر برای π(λã) = λπ(ã) . ٢

.d(ã, b̃) = ∥π(ã)− π(b̃)∥ . ٣

به�صورت Fc(R) روی d(., .) متر که
d(ã, b̃) = sup

٠≤α≤١
dH(ãα, b̃α),

رابطه� با dH هاسدورف فاصله و است شده تعریف
dH(A,B) = max{sup

a∈A
inf
b∈B

|a− b|, sup
b∈B

inf
a∈A

|a− b|},

می�آید. به�دست
هم�ارزی، رابطه� با که است [[ã, b̃]] هم�ارزی کلاس�های شامل ،(N , ∥.∥) نرم�دار فضای دقیق�تر، به�طور
(ã, b̃), (c̃, d̃) ∈ آن در که می�آید به�دست ،ã ⊕ d̃ = b̃ ⊕ c̃ اگر تنها و اگر (ã, b̃) ∼ (c̃, d̃)

.Fc(R)×Fc(R)

به�صورت (N , ∥.∥) در اسکالر ضرب و جمع بردار
[[ã, b̃]] + [[c̃, d̃]] = [[ã⊕ c̃, b̃⊕ d̃]], (١.٢)

و

λ[[ã, b̃]] =

[[λã, λb̃]], ifλ ≥ ٠,

[[(−λ)b̃, (−λ)ã]], ifλ < ٠.

می�شوند. تعریف
نرم�دار فضای صفر عنصر [[٠̃, ٠̃]] که می�بینیم می�شود. تعریف ∥[[ã, b̃]]∥ = d(ã, b̃)به�صورت N در نرم

داریم: (١.٢) رابطه از زیرا است (N , ∥.∥)

[[ã, b̃]] + [[٠̃, ٠̃]] = [[ã, b̃]] = [[٠̃, ٠̃]] + [[ã, b̃]].

به�صورت π : Fc(R) −→ N جانشینی تابع .١.٢.٢ تعریف
π(ã) = [[ã, ٠̃]], (٢.٢)

می�شود. تعریف

π جانشینی تابع یعنی ،ã = b̃ پس (ã, ٠̃) ∼ (b̃, ٠̃) این�صورت در .[[ã, ٠̃]] = [[b̃, ٠̃]] کنید فرض
است. (N , ∥.∥) نرم�دار فضای صفر عنصر π(٠̃) = [[٠̃, ٠̃]] که می�بینیم است. یک�به�یک

ã ∈ F(R) فازی عدد یک تابع این تحت بگیرید. نظر در را η : F(R) −→ R تابع .٢.٢.٢ تعریف
می�نامیم. غیرفازی�سازی۵ تابع یک را η بنابراین می�شود. تبدیل η(ã) غیرفازی حقیقی عدد یک به

کند: صدق زیر شرایط در اگر است خطی η غیرفازی�سازی تابع �گوییم
η(ã⊕ b̃) = η(ã) + η(b̃), η(λã) = λ.η(ã) ∀λ ∈ R. (٣.٢)

۵Defuzzification



١٩ اولیه قضایای و تعاریف .٢.٢

می�کنیم تعریف .ã ∈ F(R) کنید فرض .٣.٢.٢ مثال

η(ã) = ١/٢
∫ ١

٠
(ãLα + ãUα )dα.

بودن خطی اثبات برای است. غیرفازی�سازی خطی تابع یک η می�دهیم نشان ٨.۵.١ گزاره از استفاده با
دهیم: نشان کافیست

η(ã⊕ b̃) = η(ã) + η(b̃), η(λã) = λ.η(ã), ∀λ ∈ R.

داریم:

η(ã⊕ b̃) = ١/٢
∫ ١

٠
((ã⊕ b̃)Lα + (ã⊕ b̃)Uα )dα

= ١/٢
∫ ١

٠
(ãLα + b̃Lα)dα + ١/٢

∫ ١

٠
(ãUα + b̃Uα )dα

= ١/٢
∫ ١

٠
(ãLα + ãUα )dα + ١/٢

∫ ١

٠
(b̃Lα + b̃Uα )dα

= η(ã) + η(b̃).

هم�چنین

η(λã) = ١/٢
∫ ١

٠
(λã)Lα + (λã)Uαdα

= ١/٢
∫ ١

٠
λãLα + λãUαdα

= λ
(
١/٢

∫ ١

٠
(ãLα + ãUα )dα

)
= λη(ã).

غیرفازی�سازی تابع یک η(ã) پس است حقیقی عدد یک η(ã) چون و است خطی تابع یک η یعنی
است. خطی

داریم. را زیر تعریف [٣١] به مراجعه با

به�طوری�که باشد داشته وجود c̃ ∈ F(R) فازی عدد یک اگر .ã, b̃ ∈ F(R) کنید فرض .۴.٢.٢ تعریف
c̃ و است منحصربفرد c̃ این�صورت در دارد)، جابجایی خاصیت ⊕ جمع که است (واضح b̃ = ã ⊕ c̃

می�نویسیم. c̃ = b̃⊖H ã به�صورت و می�شود نامیده b̃ و ã بین هاکاهارا۶ فاصله

در باشد، داشته وجود c̃ = b̃ ⊖H ã هاکاهارا فاصله اگر .ã, b̃ ∈ F(R) کنید فرض .۵.٢.٢ گزاره
داریم: α ∈ [٠,١] هر برای این�صورت

.c̃Lα = b̃Lα − ãLα . ١
۶Hukuhara



٢٠ اسکالرسازی مفهوم براساس فازی چندهدفه مسائل حل برای روش�هایی .٢

.c̃Uα = b̃Uα − ãUα . ٢

است. c̃ ∈ Fc(R)این�صورت در باشد داشته وجود c̃ = b̃⊖H ã هاکاهارا، فاصله و ،ã, b̃ ∈ Fc(R) اگر

داریم: پس باشد، داشته وجود c̃ = b̃⊖H ã هاکاهارا فاصله می�کنیم فرض برهان.
c̃ = b̃⊖H ã ⇒ b̃ = ã⊕ c̃

⇒ (b̃)Lα = (ã⊕ c̃)Lα, (b̃)
U
α = (ã⊕ c̃)Uα ,

داریم: ٨.۵.١ گزاره به توجه با

⇒ (b̃)Lα = (ã)Lα + (c̃)Lα, (b̃)
U
α = (ã)Uα + (c̃)Uα

⇒ (c̃)Lα = (b̃)Lα − (ã)Lα, (c̃)
U
α = (b̃)Uα − (ã)Uα .

[٠,١] روی (b̃)Uα و (b̃)Lα ،(ã)Uα ،(ã)Lα تابع�های α ∈ [٠,١] هر برای پس ã, b̃ ∈ Fc(R) چون هم�چنین
پس پیوسته�اند و دارند وجود c̃Uα و c̃Lα تابع�های یعنی است. پیوسته نیز آن�ها تفاضل لذا هستند پیوسته

.c̃ ∈ Fc(R)

هستند: درست زیر عبارات .۶.٢.٢ گزاره

اگر باشد. F(R) روی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η و باشند ã, b̃ ∈ F(R) کنید فرض . ١
.η(b̃⊖H ã) = η(b̃)− η(ã) این�صورت در باشد داشته وجود b̃⊖H ã هاکاهارا، فاصله

نظر در (٢.٢) رابطه در شده تعریف جانشینی تابع را π و باشند ã, b̃ ∈ Fc(R) کنید فرض . ٢
این�صورت در باشد، Fc(R) به متعلق و باشد داشته وجود b̃⊖H ã هاکاهارا، فاصله اگر بگیرید.

π(b̃⊖H ã) = π(b̃)− π(ã).

غیرفازی�سازی تابع یک η چون فرض طبق پس .b̃ = ã ⊕ c̃ یعنی c̃ = b̃ ⊖H ã کنید فرض برهان.
داریم: است خطی

η(b̃) = η(ã) + η(c̃)

⇒ η(c̃) = η(b̃)− η(ã)

⇒ η(b̃⊖H ã) = η(b̃)− η(ã),

داریم: دیگر طرف از

π(b̃) = π(ã) + π(c̃)

⇒ π(c̃) = π(b̃)− π(ã)

⇒ π(b̃⊖H ã) = π(b̃)− π(ã),

می�کند. کامل را اثبات این و
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λ ≥ ٠ هر و x ∈ C هر برای هرگاه، می�شود نامیده مخروط٧ یک Rp از C مجموعه زیر .٧.٢.٢ تعریف
به�عبارت باشد. محدب مجموعه یک C اگر است محدب C مخروط هم�چنین .λx ∈ C باشیم داشته

.d١ + d٢ ∈ C ،d١, d٢ ∈ C هر برای اگر است محدب C مخروط دیگر

اگر دیگر، به�عبارت .C ∩ (−C) = ٠ هرگاه می�شود نامیده نوک�تیز٨ C ⊆ Rp مخروط .٨.٢.٢ تعریف
.(−x) /∈ C آن�گاه x ̸= ٠ و x ∈ C

جزئی١٠ ترتیب یک که می�شود نامیده ترتیبی٩ مخروط یک C ⊆ Y محدب مخروط .٩.٢.٢ تعریف
این�صورت در y١, y٢ ∈ Y می�کنیم فرض می�کند. تعریف زیر به�صورت Y روی

y١ ≤C y٢ ⇐⇒ y٢ − y١ ∈ C − {٠} ⇐⇒ y١ ≦C y٢, y١ ̸= y٢.

و (s١, s٢) ∈ R که ،s١, s٢ ∈ S هر برای اگر است پادمتقارن S روی R رابطه .١٠.٢.٢ تعریف
.s١ = s٢ آن�گاه (s٢, s١) ∈ R

مجموعه� آن�گاه باشد V حقیقی برداری فضای روی مرتب جزئاً رابطه ≧یک اگر . الف .١١.٢.٢ قضیه
شده القا ≦ با CV �گوییم این�صورت در است. محدب مخروط یک CV = {x ∈ V : x ≧ ٠}
تعریف ≦ دوتایی رابطه� این�صورت در باشد V در محدب مخروط یک CV اگر برعکس، است.
≦ �گوییم این�صورت در است. V در مرتب جزئاً رابطه یک ،x ≦ y ⇐⇒ y − x ∈ CV با شده

است. شده القا CV با

یک CV با شده القا ≦ مرتب جزئاً رابطه این�صورت در باشد نوک�تیز CV ترتیبی مخروط اگر . ب
مخروط این�صورت در باشد پادمتقارن ≦ مرتب جزئاً رابطه اگر برعکس است. پادمتقارن رابطه

است. نوک�تیز ≦ با القاشده CV محدب

مخروط یک CV می�کنیم فرض برعکس است. محدب مخروط یک CV که است واضح . الف برهان.
یک x ≦ y ⇐⇒ y − x ∈ CV تعریف با ≦ دوتایی رابطه می�دهیم نشان باشد. V در محدب

است. V در مرتب جزئاً رابطه

به .λx ∈ CV داریم λ ≥ ٠ و x ∈ CV هر برای پس است مخروط CV چون اول. خاصیت
داریم: مخروط تعریف به باتوجه پس ٠ ∈ CV یعنی است برقرار نیز λ = ٠ برای خصوص

∀x ∈ V, x ≦ x ⇐⇒ x− x = ٠ ∈ CV

است. انعکاسی CV مخروط یعنی

x, y, z ∈ V می�کنیم فرض هم�چنین باشد. محدب مخروط یک CV می�کنیم فرض دوم. خاصیت
داریم: پس y ≦ z و x ≦ y و

x ≦ y ⇐⇒ y − x ∈ CV , y ≦ z ⇐⇒ z − y ∈ CV
٧Cone
٨Pointed
٩Ordering cone

١٠Partial order
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هر برای پس است محدب مخروط CV آن�جاکه از ،d٢ = z − y و d١ = y − x می�دهیم قرار
دارای CV مخروط پس .x ≦ z یعنی z − x ∈ CV پس d١ + d٢ ∈ CV داریم d٢, d١ ∈ CV

می�باشد. نیز تعدی خاصیت

دهیم نشان باید سوم. خاصیت
∀x, y, a, b ∈ V, x ≦ y, a ≦ b ⇒ x+ a ≦ y + b,

داریم: .a ≦ b و x ≦ y و x, y, a, b ∈ V می�کنیم فرض
x ≦ y ⇐⇒ y − x ∈ CV , a ≦ b ⇐⇒ b− a ∈ CV .

هر برای پس است محدب مخروط CV آن�جاکه از ،d٢ = b − a و d١ = y − x می�دهیم قرار
.x+ a ≦ y + b یعنی y − x+ b− a ∈ CV پس d١ + d٢ ∈ CV داریم d٢, d١ ∈ CV

می�دهیم نشان چهارم. خاصیت
∀x, y ∈ V, x ≦ y, λ ≥ ٠ ⇒ λx ≦ λy.

داریم: باشد. λ ≥ ٠ و x ≦ y و x, y ∈ V می�کنیم فرض
x ≦ y ⇐⇒ y − x ∈ CV ,

داریم: λ ≥ ٠ هر برای پس است مخروط CV چون
λ(y − x) = λy − λx ∈ CV ⇐⇒ λx ≦ λy.

با شده القا ≦ مرتب جزئاً رابطه می�دهیم نشان باشد. نوک�تیز CV ترتیبی مخروط �کنیم فرض . ب
است. متقارن پاد رابطه یک CV

داریم: (x, y), (y, x) ∈≦ می�کنیم فرض
x ≦ y ⇐⇒ y − x ∈ CV , y ≦ x ⇐⇒ x− y ∈ CV ,

داریم: لذا d = y − x می�دهیم قرار
d = y − x ∈ CV , −d = x− y ∈ CV ,

و x = y یعنی d = ٠ می�دهد نتیجه d,−d ∈ CV پس است نوک�تیز CV ترتیبی مخروط چون
است. متقارن پاد ≦ رابطه یعنی این

است. نوک�تیز CV ترتیبی مخروط می�دهیم نشان باشد متقارن پاد ≦ رابطه می�کنیم فرض برعکس
داریم: d,−d ∈ CV می�کنیم فرض منظور این برای

d ∈ CV ,−d ∈ CV ⇐⇒ ٠ ≦ d, ٠ ≦ −d

⇐⇒ ٠ ≦ d, d ≦ ٠,

است. نوک�تیز CV مخروط یعنی d = ٠ پس است متقارن پاد ≦ رابطه چون
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،α ∈ [٠,١] هر برای اگر تنها و اگر است نامنفی ã �گوییم باشد. ã ∈ F(R) فرضکنید .١٢.٢.٢ تعریف
باشیم داشته ،α ∈ [٠,١] هر برای اگر تنها و اگر است مثبت ã گوییم هم�چنین .ãLα ≥ ٠ باشیم داشته

.ãLα > ٠

است، ãLα ≤ ãUα ،α ∈ [٠,١] هر برای که آن�جا از باشد. ã ∈ F(R) کنید فرض .١٣.٢.٢ ملاحظه
است مثبت ã و باشد ãUα ≥ ٠ و ãLα ≥ ٠ ،α ∈ [٠,١] هر برای اگر تنها و اگر است نامنفی ã می�بینیم

باشد. ãUα > ٠ و ãLα > ٠ ،α ∈ [٠,١] هر برای اگر تنها و اگر

می�نویسیم ũ ∈ Fn
c (R) برای هم�چنین بار). n) Fn

c (R) = Fc(R) × · · · × Fc(R) می�نویسیم
برای ،Fn

c (R) در اسکالر ضرب و جمع .ũj ∈ Fc(R) ،j = ١, . . . , n هر برای که ũ = (ũ١, . . . , ũn)

می�شود: تعریف زیر به�صورت ũ, ṽ ∈ Fn
c (R) هر

ũ⊕ ṽ = (ũ١ ⊕ ṽ١, . . . , ũn ⊕ ṽn),

و

λũ = (λũ١, . . . , λũn), ∀λ ∈ R.

داشته وجود ṽj ⊖H ũj ،j = ١, . . . , n هر برای اگر دارد وجود ṽ⊖H ũ هاکاهارا، فاصله �گوییم هم�چنین
.ṽ ⊖H ũ = (ṽ١ ⊖H ũ١, . . . , ṽn ⊖H ũn) یعنی ṽ ⊖H ũ هم�چنین باشد.

در را جواب�ها از مفهوم دو داریم قصد ادامه در باشد. خطی غیرفازی�سازی تابع یک η کنید فرض
می�گیریم: نظر در را زیر مجموعه دو منظور این برای بگیریم. نظر

C١ = {ũ = (ũ١, . . . , ũn) : η(ũj) ≥ ٠ ∀j = ١, . . . , n, ũ ∈ Fn
c (R)},

و

C٢ = {ũ = (ũ١, . . . , ũn) : ũj ,نامنفی ∀j = ١, . . . , n, ũ ∈ Fn
c (R)}.

می�شوند. تعریف زیر به�صورت Fn
c (R) روی ⪯٢ و ⪯١ دوتایی رابطه دو

هاکاهارا، فاصله اگر (ũ ⪯٢ ṽ (یا ũ ⪯١ ṽ می�نویسیم .ũ, ṽ ∈ Fn
c (R) کنید فرض .١۴.٢.٢ تعریف

.(ṽ ⊖H ũ ∈ C٢ (یا ṽ ⊖H ũ ∈ C١ و باشد داشته وجود ṽ ⊖H ũ

Fc(R) ⊂ F(R) روی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η و ũ, ṽ ∈ Fn
c (R) کنید فرض .١۵.٢.٢ گزاره

باشد.

در ũ ⪯٢ ṽ اگر و ،j = ١, . . . , n هر برای η(ũj) ≤ η(ṽj) این�صورت در ũ ⪯١ ṽ اگر . الف
.α ∈ [٠,١] هر و j = ١, . . . , n هر برای (ũj)Uα ≤ (ṽj)Uα و (ũj)Lα ≤ (ṽj)Lα این�صورت

صدق ۶.٧.١ تعریف ١-۴ روابط در Fn
c (R) روی شده تعریف ⪯٢ و ⪯١ دوتایی رابطه�های . ب

می�کنند.
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دارد وجود ṽ⊖H ũ هاکاهارا فاصله ،١۴.٢.٢ تعریف طبق پس .ũ ⪯١ ṽ فرضمی�کنیم . الف برهان.
c̃ = ṽ ⊖H ũ می�دهیم قرار .η(ṽ ⊖H ũ) ≥ ٠ ،C١ مخروط تعریف طبق لذا .ṽ ⊖H ũ ∈ C١ و

داریم: پس
c̃ = ṽ ⊖H ũ ⇒ ṽ = ũ⊕ c̃,

داریم: است خطی غیرفازی�سازی تابع یک η چون لذا

η(ṽ) = η(ũ) + η(c̃)

⇒ η(ṽj) = η(ũj) + η(c̃j) ∀j = ١, . . . , n

⇒ η(c̃j) = η(ṽj)− η(ũj) ∀j = ١, . . . , n,

داریم: η(c̃) = η(ṽ ⊖H ũ) چون و

⇒ η(c̃j) = η(ṽj)− η(ũj) ≥ ٠ ∀j = ١, . . . , n

⇒ η(ṽj)− η(ũj) ≥ ٠ ∀j = ١, . . . , n,

یعنی این و
η(ṽj) ≥ η(ũj), ∀ j = ١, . . . , n.

و دارد وجود ṽ ⊖H ũ هاکاهارا فاصله ،١۴.٢.٢ تعریف طبق پس .ũ ⪯٢ ṽ می�کنیم فرض حال
c̃ = ṽ⊖H ũ می�دهیم قرار است. نامنفی ṽ⊖H ũ ،C٢ مخروط تعریف طبق لذا .ṽ⊖H ũ ∈ C٢

داریم: ۵.٢.٢ گزاره از هم�چنین
c̃Lα = ṽLα − ũL

α, c̃Uα = ṽUα − ũU
α .

c̃ پس ،c̃Uα ≥ c̃Lα ≥ ٠ نتیجه در و c̃Lα ≥ ٠ اگر است نامنفی c̃ ،١٢.٢.٢ تعریف به توجه با
پس .(c̃j)Uα ≥ ٠ و (c̃j)Lα ≥ ٠ ،α ∈ [٠,١] هر و j = ١, . . . , n هر برای اگر است نامنفی

داریم: α ∈ [٠,١] هر و j = ١, . . . , n هر برای
(ṽj)Lα ≥ (ũj)Lα, (ṽj)Uα ≥ (ũj)Uα .

داریم: ۴.٢.٢ تعریف به توجه با اول. خاصیت . ب
∀ũ ∈ Fn

c (R) ⊆ Fn(R); ũ = ũ⊕ ٠̃ −→ ٠̃ = ũ⊖H ũ.

پس است خطی غیرفازی�سازی تابع η چون و ،٠̃ ∈ Fn
c (R) ⊆ Fn(R) هم�چنین

η(ũ) = η(ũ) + η(٠̃) −→ η(٠̃) = η(ũ)− η(ũ) = ٠ ≥ ٠ −→ η(٠̃) ∈ C١.

.ũ ⪯١ ũ لذا ٠̃ ∈ C١ و دارد وجود η(٠̃) هاکاهارا فاصله پس
.ũ ⪯١ k̃ آن�گاه ،ṽ ⪯١ k̃ و ũ ⪯١ ṽ که ũ, ṽ, k̃ ∈ Fn

c (R) هر برای می�دهیم نشان دوم. خاصیت

ũ ⪯١ ṽ −→ p̃ = ṽ ⊖H ũ ∈ C١ −→ ṽ = p̃⊕ ũ −→ η(ṽ) = η(p̃) + η(ũ), (۴.٢)

و
ṽ ⪯١ k̃ −→ q̃ = k̃ ⊖H ṽ ∈ C١ −→ k̃ = q̃ ⊕ ṽ −→ η(k̃) = η(q̃) + η(ṽ). (۵.٢)
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داریم: (۵.٢) و (۴.٢) رابطه�های کردن جمع با
η(k̃) = η(p̃) + η(q̃) + η(ũ) −→ η(k̃) = η(p̃⊕ q̃) + η(ũ)

−→ k̃ = (p̃⊕ q̃) + ũ −→ (p̃⊕ q̃) = k̃ ⊖H ũ.

چون و دارد وجود هاکاهارا فاصله یعنی
η(p̃⊕ q̃) = η(p̃) + η(q̃) ≥ ٠,

.ũ ⪯١ k̃ یعنی p̃⊕ q̃ ∈ C١ پس
می�شود. ثابت مشابه به�طور نیز چهارم و سوم خاصیت�های

می�کنند، صدق ۶.٧.١ تعریف ١-۴ روابط در ⪯٢ و ⪯١ دوتایی رابطه�های اگرچه .١۶.٢.٢ ملاحظه
رابطه یک ⪯٢ و ⪯١ بگوییم نمی�توانیم نیست، حقیقی برداری فضای یک Fn

c (R) کلی به�طور چون اما
در بگیریم نظر در مجموعه یک به�عنوان را Fn

c (R) اگر حال این با است. Fn
c (R) روی مرتب جزئاً

۶.٧.١ تعریف در اگر دیگر، سوی از هستند. Fn
c (R) روی مرتب جزئاً رابطه�هایی ⪯٢ و ⪯١ این�صورت

استفاده شده تعریف اسکالر ضرب و جمع با V مجموعه یک از V حقیقی برداری فضای یک جای به
⪯٢ و ⪯١ که بگیریم نتیجه می�توانیم مرتب، جزئاً رابطه� برای جدید تعریف این تحت این�صورت در کنیم،

هستند. Fn
c (R) روی مرتب جزئاً رابطه�هایی

در اگر است V روی مرتب جزئاً رابطه� یک ⪯ رابطه� گوییم باشد مجموعه یک V اگر اوقات گاهی
و ٣ شرایط که نداریم نیازی نیست برداری فضای V وقتی کند. صدق ۶.٧.١ تعریف در ٢ ١و شرایط

باشند. نشده تعریف مجموعه روی برداری ضرب و جمع است ممکن چون کنیم. بررسی را ۴

داریم: را زیر نتایج این�صورت در ũ, ṽ ∈ C١ کنید فرض .١٧.٢.٢ گزاره

.λ > ٠ برای λũ ∈ C١ . ١

.λ ∈ (٠,١) برای λũ⊕ (١− λ)ṽ ∈ C١ . ٢

ũ, ṽ ∈ Fn
c (R) می�گیریم نتیجه C١ مجموعه تعریف به توجه با پس .ũ, ṽ ∈ C١ فرضداریم طبق برهان.

داریم: j = ١, . . . , n هر برای لذا .ũj, ṽj ∈ Fc(R) یعنی
λũj, λũj ⊕ (١− λ)ṽj ∈ Fc(R),

داریم: است خطی غیرفازی�سازی تابع یک η که آن�جا از و
η(λũj) = λ.η(ũj) ≥ ٠,

،j = ١, . . . , n هر برای و
η(λũj ⊕ (١− λ)ṽj) = λ.η(ũj) + (١− λ).η(ṽj) ≥ ٠,

می�کند. کامل را اثبات این و

داریم: را زیر نتایج این�صورت در ũ, ṽ ∈ C٢ کنید فرض .١٨.٢.٢ گزاره
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.λ > ٠ برای λũ ∈ C٢ . ١

.λ ∈ (٠,١) برای λũ⊕ (١− λ)ṽ ∈ C٢ . ٢

نامنفی ũj, ṽj می�گیریم نتیجه C٢ مجموعه تعریف به توجه با پس .ũ, ṽ ∈ C٢ داریم فرض طبق برهان.
از .ũj, ṽj ∈ Fc(R) و نامنفی ũj, ṽj بردارهای j = ١, . . . , n هر برای یعنی .ũ, ṽ ∈ Fn

c (R) و
و است λũj, λũj ⊕ (١− λ)ṽj ∈ Fc(R) ،j = ١, . . . , n هر برای پس ،λ, (١− λ) > ٠ که آن�جا

.λũ⊕ (١− λ)ṽ ∈ C٢ پس نامنفی�اند

مخروط ساختار مفهوم یک به C٢ و C١ می�دهند نشان ١٨.٢.٢ و ١٧.٢.٢ گزاره� .١٩.٢.٢ ملاحظه
مخروط�های C٢ و C١ بگوییم نمی�توانیم نیست برداری فضای یک Fn

c (R) چون اما دارند، محدب
حقیقی برداری فضای جای به مجموعه یک از محدب مخروط تعریف در اگر البته هستند. محدب

هستند. Fn
c (R) در محدب مخروط�های C٢ و C١ بگوییم می�توانیم کنیم، استفاده

را (nبار) N n = N × · · · × N حاصل�ضربی فضای باشد. نرم�دار فضای یک N می�کنیم فرض
شده� داده نرم با نرم�دار فضای یک N n می�کنیم ثابت می�گیریم. نظر در
∥s∥ = max{∥s١∥, . . . , ∥sn∥},

در شده تعریف نرم با N n دهیم نشان است کافی . s = (s١, . . . , sn) ∈ N n آن در که است
.max{∥s١∥, . . . , ∥sn∥} = ∥sj∥ می�کنیم فرض می�کند. صدق ٢.٧.١ تعریف خاصیت�های

نتیجه در و ٠ ≤ ∥sj∥ ≤ ∞ داریم است نرم�دار فضای N و sj ∈ N چون اول. خاصیت
.٠ ≤ ∥s∥ ≤ ∞
دوم. خاصیت

∥s∥ = ٠ ⇐⇒ max{∥s١∥, . . . , ∥sn∥} = ٠ ⇐⇒

∥sj∥ = ٠ ∀j = ١, . . . , n ⇐⇒ sj = ٠ ∀j = ١, . . . , n ⇐⇒ s = ٠.

داریم: α ∈ F هر برای سوم. خاصیت
∥αs∥ = max{∥αs١∥, . . . , ∥αsn∥}

= ∥αsj∥ = |α|∥sj∥ = |α|∥s∥.

،s, u ∈ N n هر برای چهارم. خاصیت
∥s+ u∥ = max{∥s١ + u١∥, . . . , ∥sn + un∥}

= ∥sj + uj∥ ≤ ∥sj∥+ ∥uj∥ = ∥s∥+ ∥u∥.

تابع ũ ∈ Fn
c (R) هر برای باشد. (٢.٢) رابطه در شده داده جانشینی تابع π کنید فرض

⊓ : Fn
c (R) −→ N n,

به�صورت را
⊓(ũ) = (π(ũ١), . . . , π(ũn)), (۶.٢)

می�کنیم. تعریف
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هستند. N n در محدب مخروط�هایی ⊓(C٢) و ⊓(C١) مجموعه�های .٢٠.٢.٢ گزاره

j = هر برای به�طوری�که دارند وجود ũ, ṽ ∈ C١ این�صورت در .s, t ∈ ⊓(C١) کنید فرض برهان.
داریم: طرفی از است. π(ṽj) = tj و π(ũj) = sj ،١, . . . , n

λsj + (١− λ)tj = λ.π(ũj) + (١− λ).π(ṽj) = π(λũj ⊕ (١− λ)ṽj).

می�دهد نشان این .λs + (١ − λ)t ∈ ⊓(C١) پس λũ ⊕ (١ − λ)ṽ ∈ C٢ می�بینیم ١٧.٢.٢ گزاره از
بنابراین .λs ∈ ⊓(C١) ،λ > ٠ هر برای دیگر طرف از است. N n از محدب مجموعه زیر یک ⊓(C١)

مخروط یک ⊓(C٢) می�بینیم ١٨.٢.٢ گزاره از مشابه به�طور است. N n در محدب مخروط یک ⊓(C١)

است. N n در محدب

و ⊓(C١) از N n روی ≤٢ و ≤١ مرتب جزئاً رابطه دو می�توانیم ١١.٢.٢ قضیه و ٢٠.٢.٢ گزاره از
می�شود. حفظ ⊓ تابع تحت بودن مرتب خاصیت می�دهیم نشان اکنون بگیریم. نتیجه ⊓(C٢)

اگر تنها و اگر ũ ⪯١ ṽ این�صورت در .ũ, ṽ ∈ Fn
c (R) کنید فرض ترتیب) (حفظ .٢١.٢.٢ گزاره

.⊓(ũ) ≤٢ ⊓(ṽ) اگر تنها و اگر ũ ⪯٢ ṽ و ،⊓(ũ) ≤١ ⊓(ṽ)

ṽ⊖H ũ ∈ و دارد وجود ṽ⊖H ũ هاکاهارا فاصله ١۴.٢.٢ تعریف به بنا .ũ ⪯١ ṽ می�کنیم فرض برهان.
j = ١, . . . , n هر برای π(ṽj)− π(ũj) = π(ṽj ⊖H ũj) می�بینیم ۶.٢.٢ گزاره از استفاده با لذا .C١

.⊓(ũ) ≤١ ⊓(ṽ) پس ⊓(ṽ)− ⊓(ũ) = ⊓(ṽ ⊖H ũ) ∈ ⊓(C١) یعنی این که
وجود پس .⊓(ṽ)−⊓(ũ) = ⊓(ṽ⊖H ũ) ∈ ⊓(C١) یعنی ⊓(ũ) ≤١ ⊓(ṽ) می�کنیم فرض برعکس،
توجه با لذا .⊓(ṽ) = ⊓(ũ)+⊓(ω̃)پس .⊓(ṽ)−⊓(ũ) = ⊓(ω̃) به�طوری�که ω̃ = ṽ⊖H ũ ∈ C١ دارد
.π(ṽj) = π(ũj)+π(ω̃j) = π(ũj⊕ ω̃j) ،j = ١, . . . , n هر برای ،(۶.٢) رابطه در ⊓ تابع تعریف به
.ṽj = ũj ⊕ ω̃j داریم لذا پوشاست و یک به یک پس است، یکریخت π : Fc(R) −→ N که آن�جا از
،ṽ ⊖H ũ = ω̃ ∈ C١ یعنی است، موجود j = ١, . . . , n هر برای ω̃j = ṽj ⊖H ũj می�دهد نشان این

می�کند. کامل را اثبات این و کنیم ثابت می�توانیم نیز ≤٢ برای مشابه به�طور .ũ ⪯١ ṽ یعنی این و

نظر در را زیر مجموعه دو محدودیت�ها، در مقدار فازی توابع برای ترتیب مفهوم تعبیر به�منظور
می�گیریم:

C١
π = {ã : η(ã) ≥ ٠, ã ∈ Fc(R)},

و
C٢
π = {ã : ã ,نامنفی ã ∈ Fc(R)}.

هر برای ،sj ∈ π(C١
π) اگر تنها و اگر s ∈ ⊓(C١) می�بینیم .s ∈ N n کنید فرض .٢٢.٢.٢ ملاحظه

. j = ١, . . . , n هر برای ،sj ∈ π(C٢
π) اگر تنها و اگر s ∈ ⊓(C٢) و ،j = ١, . . . , n

محدب مخروط�هایی π(C٢
π) و π(C١

π) می�دهیم نشان ،٢٠.٢.٢ گزاره با مشابه استدلالی از استفاده با
است. (٢.٢) رابطه در شده تعریف جانشینی تابع ،π آن در که هستند N در
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پس ،π(b̃) = t و π(ã) = s به�طوری�که ã, b̃ ∈ C١
π دارد وجود پس s, t ∈ π(C١

π) می�کنیم فرض
داریم:

λs+ (١− λ)t = λ.π(ã) + (١− λ)π(b̃) = π(λã⊕ (١− λ)b̃),

یعنی λs+ (١− λ)t ∈ π(C١
π) لذا λã⊕ (١− λ)b̃ ∈ C١

π پس است محدب C١
π و ã, b̃ ∈ C١

π چون و
است. محدب π(C١

π)

N در را ≤٢
π و ≤١

π روابط می�توانیم هستند محدب مخروط�هایی π(C٢
π) و π(C١

π) چون بنابراین
ã, b̃ ∈ Fc(R) هر برای هم�چنین باشند. مرتب جزئاً به�طوری�که کنیم تعریف π(C٢

π) و π(C١
π)روی به�ترتیب

و باشد داشته وجود b̃ ⊖H ã هاکاهارا، فاصله اگر ( ã ⪯٢
π b̃ (یا ã ⪯١

π b̃ کنیم تعریف می�توانیم
.( b̃⊖H ã ∈ C٢

π (یا b̃⊖H ã ∈ C١
π

می�شود. حفظ π تابع تحت بودن مرتب خاصیت هم�چنین

اگر تنها و اگر ã ⪯١
π b̃ این�صورت در .ã, b̃ ∈ Fc(R) کنید فرض ترتیب) (حفظ .٢٣.٢.٢ گزاره

.π(ã) ≤٢
π π(b̃) اگر تنها و اگر ã ⪯٢

π b̃ و ،π(ã) ≤١
π π(b̃)

باشد داشته وجود b̃⊖H ã هاکاهارا فاصله اگر ۶.٢.٢ گزاره طبق ã, b̃ ∈ Fc(R) می�کنیم فرض برهان.
آن�گاه باشد Fc(R) به متعلق و

π(b̃⊖H ã) = π(b̃)− π(ã) ∈ π(C١
π),

.π(ã) ≤١
π π(b̃) یعنی این و

دارد وجود این�صورت در π(b̃) − π(ã) ∈ π(C١
π) یعنی .π(ã) ≤١

π π(b̃) می�کنیم فرض برعکس.
چون و π(b̃) = π(ã) + π(c̃) = π(ã ⊕ b̃) یعنی این و π(b̃) − π(ã) = π(c̃) به�طوری�که c̃ ∈ C١

π

وجود c̃ یعنی .b̃ = ã ⊕ c̃ داریم لذا پوشاست و یک به یک� پس است، یکریخت π : Fc(R) → N
.ã ≤١

π b̃ یعنی b̃⊖H ã = c̃ ∈ C١
π و دارد

و F(R) روی C٢
π و C١

π مجموعه�های و (٢.٢) رابطه در π جانشینی تابع اگر که کنید توجه نکته:
شده�اند بیان تاکنون که قضایایی و تعاریف آن�گاه باشند شده تعریف Fn(R) روی C٢ و C١ مجموعه�های

می�باشند. برقرار نیز ũ, ṽ ∈ Fn(R) هر و ã, b̃ ∈ F(R) هر برای

فازی چندهدفه برنامه�ریزی مسائل ٣.٢

کانونی مقدار فازی تابع یک f̃ : X −→ Fc(R) تابع باشد. حقیقی برداری فضای یک X کنید فرض
بگیرید: نظر در را زیر فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله دو حال می�شود. نامیده X روی شده تعریف

min (f̃١(x), . . . , f̃n(x))

s.t. g̃i ⪯١
π ٠̃ i = ١,٢, . . . ,m (I)

x ∈ X,
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و
min (f̃١(x), . . . , f̃n(x))

s.t. g̃i ⪯٢
π ٠̃ i = ١,٢, . . . ,m (II)

x ∈ X,

هر و j = ١, . . . , n هر برای X روی شده تعریف مقدار، فازی استاندارد توابع g̃i و f̃j آن در که
مرتب جزئاً رابطه�های شد. خواهد حل آن به مربوط حل راه به باتوجه مسأله هر هستند. i = ١, . . . ,m
(f̃١(x), . . . , f̃n(x)) فازی چندهدفه توابع مقادیر آوردن به�دست برای ١۴.٢.٢ تعریف در ⪯٢ و ⪯١

می�گیرند. قرار استفاده مورد (II) و (I) فازی مسائل در به�ترتیب
داریم: این�صورت در .f̃(x) = (f̃١(x), . . . , f̃n(x)) کنید فرض

(⊓of̃(x)) = ⊓(f̃(x)) = (π(f̃١(x)), . . . , π(f̃n(x))) = ((πof̃١)(x), . . . , (πof̃n)(x))

و ٢١.٢.٢ گزاره�های از استفاده با و (II) و (I) فازی مسائل برای π جانشینی تابع از استفاده با
می�گیریم. نظر در را دو آن به مربوط (IV ) و (III) چندهدفه ریزی برنامه� مسأله� دو ،٢٣.٢.٢

min (⊓of̃(x)) = ((πof̃١)(x), . . . , (πof̃n)(x))

s.t. (πog̃i)(x) ≤١
π π(٠̃) i = ١,٢, . . . ,m (III)

x ∈ X,

و
min (⊓of̃(x)) = ((πof̃١)(x), . . . , (πof̃n)(x))

s.t. (πog̃i)(x) ≤٢
π π(٠̃) i = ١,٢, . . . ,m (IV )

x ∈ X,

x ∈ X هر برای که آن�جا از می�باشد. N نرم�دار فضای در صفر عنصر π(٠̃) = [[٠̃, ٠̃]] آن در که
⊓(C٢) و ⊓(C١)محدب مخروط�های از به�ترتیب ٢≥که و ≤١ مرتب جزئاً رابطه�های ،(⊓of̃(x)) ∈ N n

قرار استفاده مورد (IV ) و (III) مسائل در چندهدفه توابع مقادیر آوردن به�دست برای شده�اند، ناشی
می�گیرند.

یک نیز V حقیقی برداری فضای در شده داده شرح مرتب جزئاً رابطه� با CV محدب مخروط یک
باشد. ≤ مرتب جزئاً رابطه� با V از مجموعه زیر یک S کنید فرض می�شود. نامیده مرتب مخروط

را زیر تعاریف [٢٠] به مراجعه با بگیریم، نظر در CV ترتیبی مخروط در را ≤ مرتب جزئاً رابطه� اگر
داریم.

که ،x ∈ S هر برای اگر می�شود، نامیده S از مینیمال١١ عنصر یک x∗ ∈ S نقطه .١.٣.٢ تعریف
S مجموعه از مینیمال عنصر یک x∗ ∈ S عنصر هر معادل به�طور باشد. x∗ ≤ x آن�گاه باشد x ≤ x∗

.({x∗}+ (−CV )) ∩ S ⊆ {x∗}+ CV اگر می�شود، نامیده

١١Minimal
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که ،x ∈ S هر برای اگر می�شود، نامیده S از ماکزیمال١٢ عنصر یک x∗ ∈ S نقطه .٢.٣.٢ تعریف
مجموعه از ماکزیمال عنصر یک x∗ ∈ S عنصر هر معادل به�طور باشد. x ≤ x∗ آن�گاه باشد x∗ ≤ x

.({x∗}+ CV ) ∩ S ⊆ {x∗}+ (−CV ) اگر می�شود، نامیده S

x∗ ≤ x ،x ∈ S هر برای اگر است، S از قوی مینیمال عنصر یک x∗ ∈ S نقطه .٣.٣.٢ تعریف
اگر می�شود، نامیده S مجموعه از قوی مینیمال عنصر یک x∗ ∈ S عنصر هر معادل به�طور باشد.

.S ⊆ {x∗}+ CV

x ≤ x∗ ،x ∈ S هر برای اگر می�شود، نامیده S از قوی ماکزیمال عنصر یک x∗ نقطه .۴.٣.٢ تعریف
اگر می�شود، نامیده S مجموعه از قوی ماکزیمال عنصر یک x∗ ∈ S عنصر معادل به�طور باشد.

.S ⊆ {x∗}+ (−CV )

مجموعه باشد. V حقیقی برداری فضای از ناتهی مجموعه زیر یک S کنید فرض
int(S) = {x ∈ S : ∀y ∈ V ∃ζ > ٠ s.t x+ λy ∈ S ∀λ ∈ [٠, ζ]},

می�شود. نامیده S درونی مجموعه�

int(CV ) ̸= اگر می�شود، نامیده S مجموعه از ضعیف مینیمال عنصر یک x∗ ∈ S نقطه .۵.٣.٢ تعریف
({x∗} + معادل به�طور یا x∗ − x ∈ int(CV ) به�طوری�که x ∈ S هیچ باشد نداشته وجود و ∅

.(−int(CV ))) ∩ S = ∅

int(CV ) ̸= اگر می�شود، نامیده S مجموعه از ضعیف ماکزیمال یکعنصر x∗ ∈ S نقطه تعریف٣.٢.۶.
({x∗} + معادل به�طور یا x − x∗ ∈ int(CV ) به�طوری�که x ∈ S هیچ باشد نداشته وجود و ∅

.(int(CV ))) ∩ S = ∅

C ترتیبی مخروط با X جزئاًمرتب خطی فضای یک از ناتهی زیرمجموعه یک S کنید فرض .٧.٣.٢ لم
مینیمال عنصر یک S مجموعه از مینیمال عنصر هر این�صورت در .int(C) ̸= ∅ و C ̸= X که باشد

است. S مجموعه از ضعیف

دلخواه مینیمال عنصر هر برای بنابراین .(−int(C))∩C = ∅ نتیجه در C ≠ X می�کنیم فرض برهان.
داریم: S از x̄

∅ = ({x̄} − int(C)) ∩ ({x̄}+ C)

= ({x̄} − int(C)) ∩ ({x̄} − C) ∩ S

= ({x̄} − int(C)) ∩ S,

x̄ یعنی (({x̄} − C) ∩ S ⊂ {x̄}+ C پس است S مجموعه از مینیمال عنصر x̄ چون که کنید (توجه
است. S مجموعه از ضعیف مینیمال عنصر یک

١٢Maximal
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باشد. C ترتیبی مخروط با X جزئاًمرتب خطی فضای از ناتهی زیرمجموعه یک S کنید فرض .٨.٣.٢ لم
است. S مجموعه از مینیمال عنصر یک S مجموعه از قوی مینیمال عنصر هر این�صورت در

داریم: قوی مینیمال تعریف طبق باشد S مجموعه از قوی مینیمال عنصر یک x̄ می�کنیم فرض برهان.

{x̄} = ({x̄} − C) ∩ ({x̄}+ C)

= ({x̄} − C) ∩ S,

x̄ یعنی (S ⊂ {x̄} + C پس است S مجموعه از قوی مینیمال عنصر x̄ چون که باشید داشته (توجه
است. S مجموعه از مینیمال عنصر یک

ترتیبی مخروط با X مرتب جزئاً خطی فضای از زیرمجموعه یک S کنید فرض ([٢٠]) .٩.٣.٢ لم
یکنواخت به�طور L ∈ CX′ خطی تابع هر باشد. R به X از خطی نگاشت�های همه مجموعه X ′ و CX
اگر است. S روی صعودی یکنوای قویا L ∈ C٠

X′ خطی تابع هر این علاوه�بر است. صعودی S روی
S روی صعودی یکنوای اکید به�طور L ∈ CX′ − {٠X′} خطی تابع هر این�صورت در int(CX) ̸= ∅

است.

باشد. C ترتیبی مخروط با مرتب جزئاً فضای یک از ناتهی زیرمجموعه یک S کنید فرض .١٠.٣.٢ لم
ویژگی دارای x̄ ∈ S عنصر هر کنید فرض و باشد شده داده تابع یک f : S → R کنید فرض به�علاوه

f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ S, (٧.٢)

باشد.

بفرد منحصر (٧.٢) رابطه با شده داده x̄ اگر و باشد صعودی یکنوا به�طور S روی f تابع اگر . الف
است. S مجموعه از مینیمال عنصر یک x̄ این�صورت در باشد

مجموعه از مینیمال عنصر یک x̄ این�صورت در باشد، صعودی یکنوای قویا S روی f تابع اگر . ب
است. S

وجود این�صورت در نباشد، S مجموعه مینیمال عنصر x̄ می�کنیم فرض بخش دو هر اثبات برای برهان.
دارد وجود پس نیست مینیمال عنصر x̄ فرض به بنا چون .x ̸= x̄ و x ∈ ({x̄} − C) ∩ S عنصر دارد
با الف قسمت در f(x) ≤ f(x̄) پس است صعودی S روی f تابع چون و x ≤ x̄ به�طوری�که x ∈ S

بودن مینیمال با که f(x) < f(x̄) می�آوریم به�دست ب قسمت در و دارد تناقض x̄ بودن بفرد منحصر
دارد. تناقض x̄ در f

ترتیبی مخروط با X مرتب جزئاً خطی فضای از ناتهی زیرمجموعه یک S کنید فرض .١١.٣.٢ قضیه
باشد. CX نوک�تیز

ویژگی با x̄ ∈ S عنصر و L ∈ CX′ خطی تابع اگر . الف
L(x̄) < L(x) ∀x ∈ S − {x̄},

است. S مجموعه از مینیمال عنصر یک x̄ این�صورت در باشد
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ویژگی با x̄ ∈ S عنصر و L ∈ C٠
X′ خطی تابع اگر . ب

L(x̄) ≤ L(x) ∀x ∈ S − {x̄},

است. S مجموعه از مینیمال عنصر یک x̄ این�صورت در باشد

را ١٠.٣.٢ لم شرایط همه قضیه این پس است صعودی یکنوای L ∈ CX′ تابع ٩.٣.٢ لم طبق برهان.
است. S مجموعه مینیمال عنصر x̄ لم این طبق لذا داراست

ترتیبی مخروط با X مرتب جزئاً خطی فضای از ناتهی زیرمجموعه یک S کنید فرض .١٢.٣.٢ قضیه
ویژگی با L ∈ CX′ −{٠X′} خطی تابع x̄ ∈ S یک برای اگر است. ناتهی آن جبری درون که باشد CX

L(x̄) ≤ L(x) ∀x ∈ S,

است. S مجموعه از ضعیف مینیمال عنصر یک x̄ این�صورت در باشد،

پس نباشد S برای ضعیف مینیمال عنصر x̄ می�کنیم فرض خلف برهان به برهان.
∃x ∈ S s.t x < x̄,

یعنی است S روی صعودی یکنوای اکیدا L تابع ٩.٣.٢ لم طبق طرفی از
L(x) < L(x̄),

است. برقرار حکم و باطل خلف فرض لذا است. تناقض در فرض با که

η �گوییم باشد. Fc(R) ⊂ F(R) روی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η کنید فرض .١٣.٣.٢ تعریف
که کند ایجاب η(ã) = ٠ و ã ∈ Fc(R) اگر، است Fc(R) روی کانونی خطی غیرفازی�سازی تابع یک

.ã = ٠̃

باشد. (۶.٢) رابطه با شده تعریف تابع ⊓ کنید فرض .١۴.٣.٢ گزاره

⊓(C١) مجموعه این�صورت در باشد، Fc(R) روی کانونی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η اگر . الف
است. N n در نوک�تیز محدب مخروط یک

است. N n در نوک�تیز محدب مخروط یک ⊓(C٢) مجموعه . ب

دهیم: نشان است کافی ،٢٠.٢.٢ گزاره از برهان.
⊓(C١) ∩ (− ⊓ (C١)) = (π(٠̃), . . . , π(٠̃)) = ⊓(C٢) ∩ (− ⊓ (C٢)),

است. N n نرم�دار فضای صفر عنصر (π(٠̃), . . . , π(٠̃)) آن در که

دارد وجود بنابراین .−s ∈ ⊓(C١) این�صورت در .s ∈ ⊓(C١) ∩ (− ⊓ (C١)) کنید فرض . الف
π(ũj) = sj ،j = ١, . . . , n هر برای یعنی ،⊓(ṽ) = −s و ⊓(ũ) = s به�طوری�که ũ, ṽ ∈ C١

داریم: هم با آن�ها کردن اضافه با .π(ṽj) = −sj و
π(ũj ⊕ ṽj) = π(ũj) + π(ṽj) = π(٠̃),
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می�بینیم است، یک�به�یک π که آن�جا از است). N نرم�دار فضای صفر عنصر π(٠̃) کنید (توجه
.٠ = η(٠̃) = η(ũj ⊕ ṽj) = η(ũj) + η(ṽj) سپس .ũj ⊕ ṽj = ٠̃

می�آوریم به�دست بنابراین است. η(ṽj) ≥ ٠ و η(ũj) ≥ ٠ پس ،ũ, ṽ ∈ C١ که آن�جا از
پس است، Fc(R) روی کانونی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η چون و η(ũj) = ٠ = η(ṽj)

.s = (π(٠̃), . . . , π(٠̃)) می�گیریم نتیجه لذا .ũj = ٠̃ = ṽj داریم ،j = ١, . . . , n هر برای

.ũj⊕ ṽj = ٠̃ می�آوریم به�دست j = ١, . . . , n هر برای قبل قسمت مشابه ،⊓(C٢)حالت برای . ب
داریم: ۵.٢.٢ گزاره از استفاده با

٠ = (ũj)Lα + (ṽj)Lα = (ũj)Uα + (ṽj)Uα ,

داریم: ١٣.٢.٢ ملاحظه به توجه با ،ũ, ṽ ∈ C٢ چون و
(ũj)Lα ≥ ٠, (ṽj)Lα ≥ ٠, (ũj)Uα ) ≥ ٠, (ṽj)Uα ≥ ٠,

می�آوریم به�دست j = ١, . . . , n هر و α ∈ [٠,١] هر برای بنابراین
٠ = (ũj)Lα = (ṽj)Lα = (ũj)Uα = (ṽj)Uα ,

می�کند. کامل را اثبات این و

می�دهیم نشان ادامه در باشد. (۶.٢) رابطه در شده داده تابع ⊓ کنید فرض
int(⊓(C١)) ̸= ∅, int(⊓(C٢)) ̸= ∅.

یک و ζ > ٠ یک این�صورت در باشند. c̃, d̃ ∈ Fc(R) و ã ∈ Fs(R) کنید فرض [٣۶] .١۵.٣.٢ لم
برای به�طوری�که دارد وجود [٠, ζ] روی شده تعریف b̃ : [٠, ζ] −→ Fs(R) استاندارد مقدار فازی تابع

.ã⊕ λc̃ = b̃(λ)⊕ λd̃ داریم λ ∈ [٠, ζ] هر

خطی غیرفازی�سازی تابع یک η و (٢.٢) رابطه در شده داده جانشینی تابع π کنید فرض .١۶.٣.٢ لم
دارد وجود ،s ∈ N هر برای این�صورت در باشد، η(ã) > ٠ با ã ∈ Fs(R) اگر باشد. Fc(R) روی

.π(ã) + λs ∈ π(C١
π) ،λ ∈ [٠, ζ] هر برای به�طوری�که ζ > ٠

.ã ∈ Fs(R) ⊂ Fc(R) و η(ã) > ٠ بنابراین ã ∈ Fs(R) فرض طبق برهان.
ζ > ٠ ،١۵.٣.٢ لم به بنا .s̃ ∈ Fc(R) می�کنیم فرض .π(ã) ∈ C١

π پس π : Fc(R) −→ N هم�چنین
از .ã ⊕ λs̃ = π(ã) + λπ(s̃) ،λ ∈ [٠, ζ] هر برای به�طوری�که دارد وجود π : [٠, ζ] −→ N تابع و

هم�چنین .ã⊕ λs̃ ∈ Fc(R پس ã, s̃ ∈ Fc(R) چون طرفی
η(ã⊕ λs̃) = η(ã) + λη(s̃) > ٠.

.π(ã) + λs ∈ π(C١
π) بنابراین

ã و ã ∈ Fs(R) اگر باشد. (٢.٢) رابطه در شده داده جانشینی تابع π کنید فرض .١٧.٣.٢ لم
داریم λ ∈ [٠, ζ] هر برای به�طوری�که ζ > ٠ دارد وجود s ∈ N هر برای این�صورت در باشد، مثبت

.π(ã) + λs ∈ π(C٢
π)
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می�شود. ثابت ١۶.٣.٢ لم مشابه برهان.

و باشند مثلثی فازی اعداد می�کنیم فرض int(⊓(C٢)) و int(⊓(C١)) بودن ناتهی اثبات برای
می�کنیم. بیان را زیر گزاره�های

غیرفازی�سازی تابع یک η اگر باشد. (۶.٢) رابطه در شده داده تابع ⊓ کنید فرض .١٨.٣.٢ گزاره
این�صورت در ،η(ũ) > ٠ باشیم، داشته ũ ∈ Fs(R) یک برای به�طوری�که باشد Fc(R) روی خطی

.int(⊓(C١)) ̸= ∅

متمایز لزوما ũj ،j = ١, . . . , n هر برای که باشد، η(ũj) > ٠ با ũj ∈ Fs(R) کنید فرض برهان.
s = کنید فرض بگیریم. نظر در ũj = ũ ،j = ١, . . . , n هر برای می�توانیم فرض این با نیستند،
،λ ∈ [٠, ζj] هر برای به�طوری�که دارد وجود ζj > ٠ یک ،١۶.٣.٢ لم طبق .(s١, . . . , sn) ∈ N n

هر و j = ١, . . . , n هر برای پس .ζ = min{ζ١, . . . , ζn} می�کنیم تعریف .π(uj) + λsj ∈ π(C١
π)

داریم: λ ∈ [٠, ζ]
π(uj) + λsj ∈ π(C١

π),

داریم: λ ∈ [٠, ζ] هر برای ،٢٢.٢.٢ ملاحظه طبق طرفی از
⊓(ũ) + λs ∈ ⊓(C١),

می�کند. کامل را اثبات این و ũ = (ũ١, . . . , ũn) آن در که ،⊓(ũ) ∈ int(⊓(C١)) یعنی

.int(⊓(C٢)) ̸= ∅ این�صورت در باشد. (۶.٢) رابطه در شده داده تابع ⊓ کنید فرض .١٩.٣.٢ گزاره

عدد هر که آن�جا از کنیم. استفاده ١٨.٣.٢ گزاره اثبات مشابه استدلال�هایی و ١٧.٣.٢ لم از باید برهان.
فازی اعداد ما اعداد کنیم فرض است کافی اثبات برای است، استاندارد فازی عدد یک مثلثی، فازی
مثبت ،ũj = (ujL, uj, ujU) مثلثی فازی اعداد می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون هستند. مثلثی
در ũ .s = (s١, . . . , sn) ∈ N n می�کنیم فرض .ujL > ٠ ،j = ١, . . . , n هر برای یعنی باشند
برای به�طوری�که ζ > ٠ دارد وجود s ∈ N هر برای لم این طبق پس می�کند صدق ١٧.٣.٢ لم شرایط

داریم: λ ∈ [٠, ζ] هر
π(ũ) + λs ∈ π(C٢

π),

داریم: λ ∈ [٠, ζ] هر برای ،٢٢.٢.٢ ملاحظه طبق طرفی از
⊓(ũ) + λs ∈ ⊓(C٢) ⇒ ⊓(ũ) ∈ int(⊓(C٢)),

.int(⊓(C٢)) ̸= ∅ یعنی

می�کنیم: فرض حال
X١ = {x ∈ X : (πog̃i)(x) ≤١

π π(٠̃), i = ١, . . . ,m}, (٨.٢)

S١ = {(⊓of̃)(x) : x ∈ X١}, (٩.٢)

و
X٢ = {x ∈ X : (πog̃i)(x) ≤٢

π π(٠̃), i = ١, . . . ,m}, (١٠.٢)



٣۵ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسائل .٣.٢

S٢ = {(⊓of̃)(x) : x ∈ X٢}. (١١.٢)

مشابه، به�طور دارند. مشابهی شدنی مجموعه� (III) و (I) مسائل می�دهد نشان ٢٣.٢.٢ گزاره
ارائه را زیر تعریف است یک�به�یک π که آن�جا از دارند. مشابهی شدنی مجموعه� (IV ) و (II) مسائل

می�دهیم.

بگیرید. نظر در را ⊓(C١) محدب مخروط .٢٠.٣.٢ تعریف

مینیمال عنصر یک (⊓of̃)(x∗) اگر، است (I) مسأله� برای کامل C١-بهینه یکجواب x∗ گوییم . ١
باشد. ⊓(C١) محدب مخروط تحت (٩.٢) در شده تعریف S١ مجموعه از قوی

مینیمال عنصر یک (⊓of̃)(x∗) اگر، است (I) مسأله� برای پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ گوییم . ٢
باشد. ⊓(C١) محدب مخروط تحت S١ مجموعه از

عنصر یک (⊓of̃)(x∗) اگر، است (I) مسأله برای ضعیف پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ گوییم . ٣
باشد. ⊓(C١) محدب مخروط تحت S١ مجموعه از ضعیف مینیمال

می�توانیم ⊓(C٢) محدب مخروط و (١١.٢) در شده تعریف S٢ مجموعه� گرفتن نظر در با هم�چنین
دهیم. ارائه (II) مسأله� برای مشابه جواب�هایی

جواب�های کامل، C١-بهینه جواب�های دهنده� نشان به�ترتیب ،XWP
١ ،XP

١ ،XCo
١ کنید فرض

می�توانیم مشابه به�طور باشند. (I) مسأله� برای ضعیف پارتو C١-بهینه جواب�های و پارتو C١-بهینه

سپس کنیم. تعریف (II) مسأله� و ⊓(C٢) محدب مخروط پایه�ی بر را XWP
٢ ،XP

٢ ،XCo
٢ مجموعه�های

داریم. را زیر جالب نتایج

باشند. شدنی (II) و (I) مسائل کنید فرض .٢١.٣.٢ گزاره

،ã ∈ Fs(R) یک برای طوری�که به باشد Fc(R) روی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η اگر . الف
.XCo

١ ⊆ XP
١ ⊆ XWP

١ داریم این�صورت در باشد η(ã) > ٠

.XCo
٢ ⊆ XP

٢ ⊆ XWP
٢ داریم هم�چنین . ب

از است. ناتهی (٩.٢) رابطه در شده تعریف S١ مجموعه� است، شدنی (I) مسأله� چون . الف برهان.
.XCo

١ ⊆ XP
١ بنابراین است. S١ از مینیمال عنصر یک S١ از قوی مینیمال عنصر هر ،٨.٣.٢ لم

مینیمال عنصر هر آن�گاه ،int(⊓(C١)) ̸= ∅ و ⊓(C١) ̸= N اگر ،٧.٣.٢ لم به توجه با طرفی از
تابع یک η فرض طبق .XP

١ ⊆ XWP
١ یعنی است S١ از ضعیف مینیمال عنصر یک S١

پس است η(ã) > ٠ ،ã ∈ Fs(R)یک برای به�طوری�که است Fc(R) روی خطی غیرفازی�سازی
لذا ،⊓(C١) ̸= N که است واضح و int(⊓(C١)) ̸= ∅ می�گیریم نتیجه ١٨.٣.٢ گزاره به توجه با

می�شود. نتیجه حکم

هر ،٨.٣.٢ لم از است. ناتهی (١١.٢) رابطه در S٢ مجموعه� است، شدنی (II) مسأله� چون . ب
طرفی از .XCo

٢ ⊆ XP
٢ بنابراین است. S٢ از مینیمال عنصر یک S٢ از قوی مینیمال عنصر
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S٢ مینیمال عنصر هر آن�گاه ،int(⊓(C٢)) ̸= ∅ و ⊓(C٢) ̸= N اگر ،٧.٣.٢ لم به باتوجه
می�گیریم نتیجه ١٩.٣.٢ گزاره به باتوجه و فرض طبق است. S٢ از ضعیف مینیمال عنصر یک

می�شود. نتیجه حکم لذا ،⊓(C٢) ̸= N که است واضح و int(⊓(C٢)) ̸= ∅

اسکالرسازی ۴.٢

مجموعه سپس می�دهیم. نشان (N n)′ با را R به N n از خطی توابع همه مجموعه
C١
(Nn)′ = {ϕ ∈ (N n)′ : ϕ(s) ≥ ٠ ∀s ∈ ⊓(C١)},

با شده تعریف مجموعه می�شود. نامیده ⊓(C١) برای دوگان مخروط و است محدب مخروط یک
(C١)◦(Nn)′ = {ϕ ∈ (N n)′ : ϕ(s) > ٠ ∀s ∈ ⊓(C١) \ {⊓(٠̃, . . . , ٠̃)}},

فضای صفر عنصر ⊓(٠̃, . . . , ٠̃) آن در که می�شود، نامیده ⊓(C١) برای دوگان مخروط شبه-درون١٣ یک
است. N n نرم�دار

می�دهیم نشان یعنی است. مخروط می�کنیم ثابت ابتدا است. محدب مخروط C١
(Nn)′ می�دهیم نشان

∀ϕ ∈ C١
(Nn)′ , ∀λ ≥ ٠ ⇒ λϕ ∈ C١

(Nn)′ ,

داریم: ،λ ≥ ٠ و ϕ ∈ C١
(Nn)′ می�کنیم فرض

ϕ ∈ C١
(Nn)′ ⇒ ∀s ∈ ⊓(C١), ϕ(s) ≥ ٠, λ ≥ ٠ ⇒ λϕ(u) ≥ ٠,

یعنی می�شود حفظ ϕ تابع بودن خطی ϕ(s) در آن ضرب با پس است اسکالر یک λ چون هم�چنین
.λϕ(s) ∈ C١

(Nn)′ پس λϕ(s) ≥ ٠ ،s ∈ ⊓(C١) هر برای و λϕ(s) ∈ (N n)′

داریم: پس .λ ∈ [٠,١] و ϕ١, ϕ٢ ∈ C١
(Nn)′ می�کنیم فرض بودن محدب اثبات برای

ϕ١(s) ∈ C١
(Nn)′ ⇒ ϕ١(s) ≥ ٠, ϕ ∈ (N n)′, s ∈ ⊓(C١),

و
ϕ٢(s) ∈ C١

(Nn)′ ⇒ ϕ٢(s) ≥ ٠, ϕ ∈ (N n)′, s ∈ ⊓(C١).

طرفین و λ در را اول نامساوی طرفین است کافی .λ, (١ − λ) ≥ ٠ پس λ ∈ [٠,١] آن�جاکه از
داریم: کنیم جمع هم با و کرده ضرب (١− λ) در را دوم نامساوی

λϕ١(s) + (١− λ)ϕ٢(s) ≥ ٠, (١٢.٢)

نتیجه در و (١ − λ)ϕ٢ و λϕ١ پس خطی�اند ϕ٢ و ϕ١ و هستند اسکالر (١ − λ) و λ چون هم�چنین
یعنی خطی�اند نیز λϕ١ + (١− λ)ϕ٢

λϕ١(s) + (١− λ)ϕ٢(s) ∈ (N n)′, (١٣.٢)

١٣Quasi-interior
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داریم: (١٣.٢) و (١٢.٢) رابطه از پس
λϕ١(s) + (١− λ)ϕ٢(s) ∈ C١

(Nn)′ ,

است. محدب مخروط C١
(Nn)′ یعنی

داریم: مشابه، به�طور
C٢
(Nn)′ = {ϕ ∈ (N n)′ : ϕ(s) ≥ ٠ ∀s ∈ ⊓(C٢)},

و
(C٢)◦(Nn)′ = {ϕ ∈ (N n)′ : ϕ(s) > ٠ ∀s ∈ ⊓(C٢) \ {⊓(٠̃, . . . , ٠̃)}}.

داریم. را زیر جالب نتایج سپس

باشند. شدنی (IV ) و (III) مسائل کنید فرض .١.۴.٢ قضیه

ã ∈ یک برای به�طوری�که باشد Fc(R) روی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η کنید فرض . الف
عنصر ٠(Nn)′ آن در که ،ϕ ∈ C١

(Nn)′ \ {٠(Nn)′} مانند خطی تابعی اگر .η(ã) > ٠ ،Fs(R)
به�طوری�که باشند داشته وجود x∗ ∈ X١ عنصر یک و است، (N n)′ از صفر

ϕ((⊓of̃)(x∗)) ≤ ϕ((⊓of̃)(x)) ∀x ∈ X١,

است. ضعیف پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

باشند داشته وجود x∗ ∈ X١ عنصر یک و ϕ ∈ C٢
(Nn)′ \ {٠(Nn)′} مانند خطی تابع یک اگر . ب

به�طوری�که
ϕ((⊓of̃)(x∗)) ≤ ϕ((⊓of̃)(x)) ∀x ∈ X٢,

است. ضعیف پارتو C٢-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

y∗ ،١٢.٣.٢ قضیه طبق پس int(⊓(C١)) ̸= ∅ می�بینیم ١٨.٣.٢ گزاره به توجه با . الف برهان.
پارتو C١-بهینه عنصر x∗ ،٢٠.٣.٢ تعریف از لذا است. S١ برای ضعیف مینیمال عنصر یک

است. (III) مسأله برای ضعیف

می�باشد. الف قسمت مشابه اثبات . ب

Fc(R) روی کانونی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η و شدنی (III) مسأله کنید فرض .٢.۴.٢ قضیه
باشد.

باشند داشته وجود x∗ ∈ X١ عنصر یک و ϕ ∈ C١
(Nn)′ مانند خطی (تابعک) تابعی اگر . الف

به�طوری�که
ϕ((⊓of̃)(x∗)) < ϕ((⊓of̃)(x)) ∀x ∈ X١ \ {x∗},

است. پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در
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باشند داشته وجود x∗ ∈ X١ عنصر یک و ϕ ∈ (C١)٠(Nn)′ مانند خطی (تابعک) تابعی اگر . ب
به�طوری�که

ϕ((⊓of̃)(x∗)) ≤ ϕ((⊓of̃)(x)) ∀x ∈ X١,

است. پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

لم به توجه با هم�چنین است. نوک�تیز مخروط یک ⊓(C١) ،١۴.٣.٢ گزاره به توجه با . الف برهان.
١١.٣.٢ قضیه به بنا لذا است صعودی S روی یکنواخت به�طور ϕ ∈ (C١)(Nn)′ تابع هر ،٩.٣.٢
،ϕ(y∗) < ϕ(y) ،y ∈ S١−{y∗} هر برای که باشد داشته وجود ϕ ∈ (C١)(Nn)′ خطی تابع اگر
پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ ،٢٠.٣.٢ تعریف به بنا پس است. S مجموعه مینیمال عنصر y∗

است. (III) مسأله برای

می�باشد. قبل قسمت مشابه اثبات . ب

باشد. شدنی (IV ) مسأله کنید فرض .٣.۴.٢ قضیه

باشند داشته وجود x∗ ∈ X٢ عنصر یک و ϕ ∈ C٢
(Nn)′ مانند خطی (تابعک) تابعی اگر . الف

به�طوری�که
ϕ((⊓of̃)(x∗)) < ϕ((⊓of̃)(x)), ∀x ∈ X٢ \ {x∗},

است. پارتو C٢-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

باشند داشته وجود x∗ ∈ X٢ عنصر یک و ϕ ∈ (C٢)٠(Nn)′ مانند خطی (تابعک) تابعی اگر . ب
به�طوری�که

ϕ((⊓of̃)(x∗)) ≤ ϕ((⊓of̃)(x)) ∀x ∈ X٢,

است. پارتو C٢-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

لم به توجه با هم�چنین است. نوک�تیز مخروط یک ⊓(C٢) ،١۴.٣.٢ گزاره به توجه با . الف برهان.
١١.٣.٢ قضیه به بنا لذا است صعودی S روی یکنواخت به�طور ϕ ∈ (C٢)(Nn)′ تابع هر ،٩.٣.٢
ϕ(y∗) < ϕ(y) ،y ∈ S٢ − {y∗} هر برای که باشد داشته وجود ϕ ∈ (C١)(Nn)′ خطی تابع اگر
جواب یک x∗ ،٢٠.٣.٢ تعریف با مشابه استدلالی با پس است. S مجموعه مینیمال عنصر y∗ ،

است. (IV ) مسأله برای پارتو C٢-بهینه

می�باشد. قبل قسمت مشابه اثبات . ب

توابع و ،j = ١, . . . , n ،f̃j هدف توابع وقتی حتی ٣.۴.٢ و ٢.۴.٢ قضیه�های .۴.۴.٢ ملاحظه
هستند، درست بگیریم درنظر Fc(R) به�جای F(R) روی مقادیری را ،i = ١, . . . ,m ،g̃i محدودیت

نداریم. نیازی قضیه دو این در int(⊓(C٢)) و int(⊓(C١)) بودن ناتهی به زیرا
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کاربردی مسائل ۵.٢

آن�جا از می�گیریم. نظر در را π(ã) ≤٢
π π(٠̃) مرتب رابطه ،(II) مسأله محدودیت�های تفسیر منظور به

داریم: تعریف از استفاده با است، (N , ∥.∥) نرم�دار فضای صفر عنصر π(٠̃) که
−π(ã) = π(٠̃)− π(ã) ∈ π(C٢

π).

.−π(ã) = π(b̃) ،C٢
π در نامنفی b̃ بعضی برای می�بینیم اما −π(ã) ̸= π((−١)ã) کلی حالت در اگرچه

داریم: مساوی طرفین به π(ã) کردن اضافه با
π(٠̃) = π(ã) + π(b̃) = π(ã⊕ b̃),

،α ∈ [٠,١] هر برای می�گیریم نتیجه پس .ã ⊕ b̃ = ٠̃ می�آوریم به�دست است یک�به�یک π چون و
می�توانیم را (II) مسأله از X٢ شدنی مجموعه بنابراین .ãUα = −(b̃Uα ) ≤ ٠ و ãLα = −(b̃Lα) ≤ ٠

بنویسیم: زیر به�صورت
X٢ = {x ∈ X : (g̃i(x))

L
α ≤ ٠, (g̃i(x))Uα ≤ ٠, ∀α ∈ [٠,١], i = ١, . . . ,m}. (١۴.٢)

یعنی ،η(b̃) ≥ ٠ پس ،b̃ ∈ C١
π آن در که ،ã⊕ b̃ = ٠̃ می�آوریم به�دست ،(I) مسأله برای مشابه به�طور
η(ã) + η(b̃) = η(ã⊕ b̃) = η(٠̃) = ٠.

می�توان را (٩.٢) رابطه در (I) مسأله از X١ مجموعه می�دهد نشان این .η(ã) ≤ ٠ داریم بنابراین
نوشت: زیر به�صورت

X١ = {x ∈ X : η(g̃i(x)) ≤ ٠, i = ١, . . . ,m}, (١۵.٢)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ϕ : N n −→ R خطی تابع قبلی، قضایای گرفتن به�کار منظور به

ϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]) =
n∑

i=١
η(ãi)−

n∑
i=١

η(b̃i),

این برای است. خوشتعریف تابع این می�دهیم نشان است. خطی غیرفازی�سازی تابع یک η آن در که
داریم: تعریف به بنا .(c̃i, d̃i) ∈ [[ãi, b̃i]] ،i = ١, . . . , n هر برای می�کنیم فرض منظور

[[c̃i, d̃i]] = [[ãi, b̃i]],

و
ãi ⊕ d̃i = b̃i ⊕ c̃i.

داریم: i = ١, . . . ,m هر برای (٣.٢) رابطه از پس است خطی تابع یک η چون
η(ãi ⊕ d̃i) = η(b̃i ⊕ c̃i) ⇒ η(ãi) + η(d̃i) = η(b̃i) + η(c̃i).

،i = ١, . . . ,m هر برای می�دهد نشان این
η(ãi)− η(b̃i) = η(c̃i)− η(d̃i).

می�بینیم: هم�چنین

ϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]) = ϕ([[c̃١, d̃١]], . . . , [[c̃n, d̃n]])

=
n∑

i=١
η(ãi)−

n∑
i=١

η(b̃i) =
n∑

i=١
η(c̃i)−

n∑
i=١

η(d̃i),
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است. خطی تابع یک ϕ هم�چنین است. خوشتعریف ϕ یعنی
دهیم نشان باید ϕ بودن خطی اثبات برای

ϕ
(
([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]) + ([[c̃١, d̃١]], . . . , [[c̃n, d̃n]])

)
=

ϕ
(
[[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]

)
+ ϕ
(
[[c̃١, d̃١]], . . . , [[c̃n, d̃n]]

)
,

،λ هر برای و
ϕ
(
λ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]])

)
= λϕ

(
[[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]

)
.

داریم: (٣.٢) رابطه در η تابع بودن خطی و ϕ تابع تعریف و (١.٢) رابطه از استفاده با
ϕ
(
([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]) + ([[c̃١, d̃١]], . . . , [[c̃n, d̃n]])

)
= ϕ

(
[[ã١ ⊕ c̃١, b̃١ ⊕ d̃١]], . . . , [[ãn ⊕ c̃n, b̃n ⊕ d̃n]]

)
=

n∑
i=١

η(ãi ⊕ c̃i)−
n∑

i=١
η(b̃i ⊕ d̃i)

=
n∑

i=١
(η(ãi) + η(c̃i))−

n∑
i=١

(η(b̃i) + η(d̃i))

=
n∑

i=١
η(ãi)−

n∑
i=١

η(b̃i) +
n∑

i=١
η(c̃i)−

n∑
i=١

η(d̃i)

= ϕ
(
[[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]

)
+ ϕ
(
[[c̃١, d̃١]], . . . , [[c̃n, d̃n]]

)
.

داریم: می�شود) ثابت مشابه به�طور نیز λ < ٠ (برای λ ≥ ٠ می�کنیم فرض حال

ϕ(λ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]])) = ϕ([[λã١, λb̃١]], . . . , [[λãn, λb̃n]])

=
n∑

i=١
η(λãi)−

n∑
i=١

η(λb̃i) =
n∑

i=١
λη(ãi)−

n∑
i=١

λη(b̃i)

= λ(
n∑

i=١
η(ãi)−

n∑
i=١

η(b̃i)) = λϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]),

می�بینیم: π(ã) = [[ã, ٠̃]] که آن�جا از است. خطی ϕ تابع یعنی
⊓of̃(x) = (π(f̃١(x)), . . . , π(f̃n(x))) = ([[f̃١(x), ٠̃]], . . . , [[f̃n(x), ٠̃]])

=⇒ ϕ(⊓of̃(x)) = ϕ([[f̃١(x), ٠̃]], . . . , [[f̃n(x), ٠̃]])

=
n∑

i=١
η(f̃i(x))−

n∑
i=١

η(٠̃) =
n∑

i=١
η(f̃i(x)),

لذا
f(x) ≡ ϕ((⊓of̃)(x)) =

n∑
i=١

η(f̃i(x)). (١۶.٢)

رابطه در شده داده هدف تابع است کافی ،(II) مسأله حل برای شده، بیان قضیه�های به توجه با بنابراین
ریزی برنامه� مسأله یک که کنیم، کمینه (١۴.٢) رابطه در شده داده X٢ شدنی مجموعه با را (١۶.٢)
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مسائل این حل برای است. نامتناهی محدودیت�های از مجموعه�ای X٢ چون است، نامتناهی١۴ نیمه
است. شده اشاره آن�ها به [١٧] در که دارد وجود بسیاری نامتناهی نیمه ریزی برنامه� الگوریتم�های

می�کنیم. حل عددی مثال یک با را (I) مسأله حال
،h ∈ R+ آن در که باشد مثلثی فازی عدد یک ã = (a− h, a, a+ h) می�کنیم فرض منظور این برای

خطی غیرفازی�سازی تابع را η اگر می�باشد. ã اصلی مقدار a ∈ R و

η(ã) = ١/٢
∫ ١

٠
(ãLα + ãUα )dα,

می�آوریم: به�دست (۵.١) رابطه به توجه با بگیریم، نظر در
ãLα = (١− α)aL + αa = (١− α)(a− h) + αa = a− (١− α)h,

ãUα = (١− α)aU + αa = (١− α)(a+ h) + αa = a+ (١− α)h,

⇒ η(ã) = ١/٢
∫ ١

٠
(ãLα + ãUα )dα = a.

می�گیریم: نظر در را زیر دوهدفه مسأله

min (f̃١(x١, . . . , x۵), f̃٢(x١, . . . , x۵))

s.t. ٢̃x١ ⊕ ٣̃x٢ ⊕ ٣̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕ ٢̃x۵ ⊕ (−٢̃٠) ⪯١
π ٠̃

٣̃x١ ⊕ ۵̃x٢ ⊕ ۴̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕ ۴̃x۵ ⊕ (−٣̃٠) ⪯١
π ٠̃

x١, x٢, x٣, x۴, x۵ ≥ ٠,

(١٧.٢)

آن در که
f̃١(x١, . . . , x۵) = ٢̃x١ ⊕ ١̃x٢ ⊕−٢̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕−٩̃x۵,

f̃٢(x١, . . . , x۵) = −٧̃x١ ⊕−٩̃x٢ ⊕ ٩̃x٣ ⊕−۶̃x۴ ⊕ ٣̃x۵.

می�آید: به�دست زیر اسکالرسازی مسأله آن با متناظر ،(١۶.٢) و (١۵.٢) رابطه�های به باتوجه

f(x١, . . . , x۵) ≡ ϕ((⊓of̃)(x١, . . . , x۵)) =
٢∑

i=١
η(f̃i(x١, . . . , x۵))

⇒ f(x١, . . . , x۵) ≡ η(f̃١(x١, . . . , x۵)) + η(f̃٢(x١, . . . , x۵)) =

η(٢̃x١ ⊕ ١̃x٢ ⊕−٢̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕−٩̃x۵) + η(−٧̃x١ ⊕−٩̃x٢ ⊕ ٩̃x٣ ⊕−۶̃x۴ ⊕ ٣̃x۵),

داریم: است خطی غیرفازی�سازی تابع یک η چون و

f(x١, . . . , x۵) ≡ ٢x١ + ١x٢ − ٢x٣ + ٢x۴ − ٩x۵ − ٧x١ − ٩x٢ + ٩x٣ − ۶x۴ + ٣x۵
= −۵x١ − ٨x٢ − ٧x٣ − ۴x۴ − ۶x۵.

داریم: هم�چنین
g̃١(x١, . . . , x۵) = ٢̃x١ ⊕ ٣̃x٢ ⊕ ٣̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕ ٢̃x۵ ⊕ (−٢̃٠) ⪯١

π ٠̃,
١۴Semi-infinite
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و
g̃٢(x١, . . . , x۵) = ٣̃x١ ⊕ ۵̃x٢ ⊕ ۴̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕ ۴̃x۵ ⊕ (−٣̃٠) ⪯١

π ٠̃.

می�آوریم: به�دست (١۵.٢) رابطه به باتوجه
η(g̃i(x١, . . . , x۵)) ≤ ٠ ∀i = ١,٢ ⇒

η(٢̃x١ ⊕ ٣̃x٢ ⊕ ٣̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕ ٢̃x۵ ⊕ (−٢̃٠)) ≤ ٠,

و
η(٣̃x١ ⊕ ۵̃x٢ ⊕ ۴̃x٣ ⊕ ٢̃x۴ ⊕ ۴̃x۵ ⊕ (−٣̃٠)) ≤ ٠,

است خطی غیرفازی�سازی تابع یک η چون و
⇒ ٢x١ + ٣x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ + ٢x۵ ≤ ٢٠,

٣x١ + ۵x٢ + ۴x٣ + ٢x۴ + ۴x۵ ≤ ٣٠,

داریم: لذا

min − ۵x١ − ٨x٢ − ٧x٣ − ۴x۴ − ۶x۵
s.t. ٢x١ + ٣x٢ + ٣x٣ + ٢x۴ + ٢x۵ ≤ ٢٠

٣x١ + ۵x٢ + ۴x٣ + ٢x۴ + ۴x۵ ≤ ٣٠

x١, x٢, x٣, x۴, x۵ ≥ ٠.

قضیه طبق بنابراین می�باشد. (x∗
١, x

∗
٢, x

∗
٣, x

∗
۴, x

∗
۵) = (٠,۵,٠,٢٫ ۵,٠) نقطه مسأله این بهینه جواب

برای ضعیف پارتو C١-بهینه جواب یک ،(x∗
١, x

∗
٢, x

∗
٣, x

∗
۴, x

∗
۵) = (٠,۵,٠,٢٫ ۵,٠) نقطه ،١.۴.٢

می�باشد. (١٧.٢) مسأله

وزین مجموع مسأله ۶.٢

مخروط وقتی یعنی خاص حالت یک در فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله برای را وزین مجموع مسأله
و می�دهیم نشان N ′ با را R به N از خطی توابع همه مجموعه می�کنیم. بررسی است X = Rn

+ دلخواه
می�گیریم: نظر در را زیر مجموعه�های ۴.٢ بخش مشابه

C١
N ′ = {ϕπ ∈ N ′ : ϕπ(s) ≥ ٠ ∀s ∈ π(C١

π)},

(C١)٠N ′ = {ϕπ ∈ N ′ : ϕπ(s) > ٠ ∀s ∈ π(C١
π)− {π(٠̃)}},

C٢
N ′ = {ϕπ ∈ N ′ : ϕπ(s) ≥ ٠ ∀s ∈ π(C٢

π)},

(C٢)٠N ′ = {ϕπ ∈ N ′ : ϕπ(s) > ٠ ∀s ∈ π(C٢
π)− {π(٠̃)}},

داریم. را زیر نتایج سپس
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این�صورت در (ϕπ ∈ C٢
N ′ (یا ϕπ ∈ C١

N ′ اگر بگیرید. نظر در را (IV) و (III) مسائل .١.۶.٢ قضیه
برای ϕπ((πog̃i)(x)) ≤ ϕπ(π(٠̃)) اگر تنها و اگر ((πog̃i)(x) ≤٢

π π(٠̃) (یا (πog̃i)(x) ≤١
π π(٠̃)

.j = ١, . . . ,m

یعنی ϕπ(π(٠̃) − (πog̃i)(x)) ≥ ٠ اگر تنها و اگر π(٠̃) − (πog̃i)(x) ∈ π(C١
π) می�بینیم برهان.

کنیم. ثابت می�توانیم مشابه به�طور نیز ≤٢
π برای .ϕπ(π(٠̃)) ≥ ϕπ((πog̃i)(x))

تعریف زیر به�صورت را ϕ : N n −→ R تابع باشد. خطی غیرفازی�سازی تابع یک η کنید فرض
می�کنیم:

ϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) =
n∑

i=١
wjη(ũi)−

n∑
i=١

wjη(ṽi), (١٨.٢)

و j = ١, . . . , n برای ،wj > ٠ با n-تایی بردار یک W = (w١, . . . , wn) ∈ Rn آن در که
برای (ãj, b̃j) ∈ [[ũj, ṽj]] اگر است. خوشتعریف ϕ تابع می�کنیم ادعا می�باشد.

∑n
j=١w

j = ١
نشان منظور این برای j = ١, . . . , n ،[[ũj, ṽj]] = [[ãj, b̃j]] سپس j = ١, . . . , n ،ãj, b̃j ∈ Fc(R)

می�دهیم
ϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) = ϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]).

یعنی این که ،ũj ⊕ b̃j = ṽj ⊕ ãj یعنی ،(ũj, ṽj) ∽ (ãj, b̃j) داریم تعریف از استفاده با
η(ũj) + η(b̃j) = η(ṽj) + η(ãj), ∀j = ١, . . . , n.

داریم: بنابراین

ϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) =
n∑

i=١
wj
[
(η(ũi)− η(ṽi)

]
=

n∑
i=١

wj
[
(η(ãi)− η(b̃i)

]
= ϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]),

است. خوشتعریف ϕ تابع که می�دهد نشان این

زیر خواص این�صورت در باشد. (١٨.٢) رابطه در شده تعریف تابع یک ϕ کنید فرض .٢.۶.٢ قضیه
هستند: درست

.ϕ ∈ C١
(Nn)′ و است خطی N n روی ϕ تابع . الف

.ϕ ∈ (C١)٠(Nn)′ این�صورت در باشد کانونی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η اگر . ب

.ϕ ∈ C٢
(Nn)′ این�صورت در نامنفی، ã برای η(ã) ≥ ٠ اگر . ج

.ϕ ∈ (C٢)٠(Nn)′ این�صورت در ،ã = ٠̃ دهد نتیجه η(ã) = ٠ اگر نامنفی، ã برای . د
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دهیم نشان باید ϕ بودن خطی اثبات برای . الف برهان.
ϕ
(
([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) + ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]])

)
= ϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) + ϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]),

،λ هر برای و
ϕ
(
λ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]])

)
= λϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]).

داریم: (٣.٢) رابطه در η تابع بودن خطی و ϕ تابع تعریف و (١.٢) رابطه از استفاده با
ϕ
(
([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) + ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]])

)
= ϕ

(
[[ũ١ ⊕ ã١, ṽ١ ⊕ b̃١]], . . . , [[ũn ⊕ ãn, ṽn ⊕ b̃n]]

)
=

n∑
j=١

wjη(ũj ⊕ ãj)−
n∑

j=١
wjη(ṽj ⊕ b̃j)

=
n∑

j=١
wjη(ũj) +

n∑
j=١

wjη(ãi)−
n∑

j=١
wjη(ṽj)−

n∑
j=١

wjη(b̃j)

= ϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]) + ϕ([[ã١, b̃١]], . . . , [[ãn, b̃n]]).

داریم: می�شود) ثابت مشابه به�طور نیز λ < ٠ (برای λ ≥ ٠ می�کنیم فرض حال
ϕ
(
λ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]])

)
= ϕ

(
[[λũ١, λṽ١]], . . . , [[λũn, λṽn]]

)
=

n∑
j=١

wjη(λũj)−
n∑

j=١
wjη(λṽj) = λ

n∑
j=١

wjη(ũj)− λ
n∑

j=١
wjη(ṽj) =

λϕ([[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]),

است. خطی N n روی ϕ تابع یعنی
هر برای ،η(ũj) ≥ ٠ با ũj برای sj = π(ũj) = [[ũj, ٠̃]] این�صورت در s ∈ ⊓(C١) اگر

داریم: بنابراین .j = ١, . . . , n

ϕ([[ũ١, ٠̃]], . . . , [[ũn, ٠̃]]) =
n∑

j=١
wjη(ũj)−

n∑
j=١

wjη(٠̃) =
n∑

j=١
wjη(ũj) ≥ ٠,

.ϕ ∈ C١
(Nn)′ یعنی

اگر بنابراین .ϕ(s) =
∑n

j=١w
jη(ũj) ≥ ٠ می�بینیم الف قسمت اثبات از استفاده با . ب

wj > ٠ و η(ũj) ≥ ٠ چون η(ũj) = ٠ ،j = ١, . . . , n هر برای این�صورت در ϕ(s) = ٠
کانونی خطی غیرفازی�سازی تابع یک η فرض به بنا چون طرفی از .j = ١, . . . , n هر برای
که می�دهد نشان این .ũj = ٠̃ ،j = ١, . . . , n هر برای می�دهد نتیجه η(ũj) = ٠ پس است

s = ([[ũ١, ٠̃]], . . . , [[ũn, ٠̃]]) = ([[٠̃, ٠̃]], . . . , [[٠̃, ٠̃]]),

آن�گاه باشد ناصفر و s ∈ ⊓(C١) اگر دیگر به�عبارت است. N n نرم�دار فضای صفر عنصر
.ϕ ∈ (C١)٠(Nn)′ می�دهد نشان این .ϕ(s) > ٠
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می�آوریم به�دست j = ١, . . . , n هر و s ∈ ⊓(C٢) هر برای الف قسمت مشابه استدلالی با . ج
واضح فرض این با هستند. نامنفی j = ١, . . . , n ،ũj آن در که ،ϕ(s) =

∑n
j=١w

jη(ũj)

.ϕ ∈ (C٢)(Nn)′ یعنی ϕ(s) ≥ ٠ که است

نامنفی، j = ١, . . . , n ،ũj برای η(ũj) = ٠ می�آوریم به�دست ب قسمت مشابه استدلالی با . د
باشد ناصفر و s ∈ ⊓(C٢) اگر پس .j = ١, . . . , n هر برای ،ũj = ٠ می�دهد نتیجه این که

.ϕ ∈ (C٢)٠(Nn)′ می�دهد نشان این .ϕ(s) > ٠ آن�گاه

به�صورت را ϕπ : N −→ R تابع حال
ϕπ([[ã, b̃]]) = η(ã)− η(b̃), (١٩.٢)

داریم: هم�چنین است. خطی ϕπ است واضح می�کنیم. تعریف
ϕπ(π(ã)) = ϕπ([[ã, ٠̃]]) = η(ã)− η(٠̃) = η(ã). (٢٠.٢)

داریم: می�کنیم اعمال (IV ) و (III) مسائل هدف توابع به را ϕπ خطی تابع حال
ϕπ((πof̃j)(x)) = ϕπ(π(f̃j)(x)) = η((f̃j)(x)) = fj(x) ∀ j = ١, . . . , n, (٢١.٢)

است. f̃j در ã ضرایب با متناظر η(ã) ضرایب با مقدار حقیقی تابع یک fj(x) آن در که
داریم: �کنیم اعمال (IV ) و (III) مسائل محدودیت�های توابع به را ϕπ خطی تابع اگر مشابه به�طور
ϕπ((πog̃j)(x)) = ϕπ(π(g̃j)(x)) = η((g̃j)(x)) = gj(x) ∀ j = ١, . . . , n. (٢٢.٢)

داریم. را زیر نتایج سپس

اگر تنها و اگر (g̃i ⪯٢
π ٠̃ (یا g̃i ⪯١

π ٠̃ آن�گاه ،(ϕπ ∈ C٢
N ′ (یا ϕπ ∈ C١

N ′ اگر .٣.۶.٢ قضیه
.j = ١, . . . ,m هر برای gi(x) ≤ η(٠̃)

و اگر π(g̃i) ≤١
π π(٠̃) اگر تنها و اگر g̃i ⪯١

π ٠̃ داریم ١.۶.٢ قضیه و ٢٣.٢.٢ گزاره به توجه با برهان.
داریم: (٢٢.٢) و (٢٠.٢) رابطه�های از .ϕπ(π(g̃i)) ≤ ϕπ(π(٠̃)) اگر تنها

gi(x) = ϕπ(π(g̃j)(x)) ≤ ϕπ(π(٠̃)(x)) = η(٠̃).

می�کند. کامل را اثبات این و می�شود ثابت مشابه به�طور نیز ⪯٢
π برای

یا (I) مسائل با متناظر چندهدفه ریزی برنامه� مسأله ،٣.۶.٢ قضیه و (٢١.٢) رابطه از استفاده با
می�آید: به�دست زیر به�صورت (II)

min (f١(x), . . . , fn(x))

s.t. gi(x) ≤ η(٠̃) i = ١,٢, . . . ,m (V )

x ∈ Rn
+.

داریم: (١٩.٢) رابطه از باشد. (١٨.٢) رابطه در شده تعریف خطی تابع ϕ کنید فرض حال

ϕ
(
[[ũ١, ṽ١]], . . . , [[ũn, ṽn]]

)
=

n∑
j=١

wj
[
η(ũj)− η(ṽj)

]
=

n∑
j=١

wjϕπ([[ũ
j, ṽj]]), (٢٣.٢)



۴۶ اسکالرسازی مفهوم براساس فازی چندهدفه مسائل حل برای روش�هایی .٢

داریم: (٢٣.٢) و (٢١.٢) رابطه از

ϕ
(
(⊓of̃)(x)

)
= ϕ

(
(πof̃١)(x), . . . , (πof̃n)(x)

)
=

n∑
j=١

wjfj(x), (٢۴.٢)

(II) یا (I) مسائل با متناظر وزین مجموع بهینه�سازی مسأله می�کنیم مشاهده ،٣.۶.٢ قضیه از بنابراین
است: زیر به�صورت

min

n∑
j=١

wjfj(x)

s.t. gi(x) ≤ η(٠̃) i = ١,٢, . . . ,m (V I)

x ∈ Rn
+.

می�پردازیم. آن بیان به ابتدا که داریم نیاز فارکاس لم به بعدی قضیه اثبات برای

برای hk : Rn −→ R کنید فرض باشد، محدب مجموعه یک X کنید فرض ([١۵]) .۴.۶.٢ قضیه
x ∈ X و k = ١, ..., p برای hk(x) < ٠ سیستم اگر این�صورت در باشند محدب توابعی k = ١, ..., p

داریم: x ∈ X هر برای به�طوری�که
∑p

k=١ λk = ١ با λk ≥ ٠ دارد وجود آن�گاه باشد نداشته جواب
p∑

k=١
λkhk(x) ≥ ٠.

هستند: درست زیر خواص ([٢۶]) .۵.۶.٢ قضیه

وزین مجموع مسأله بهینه جواب آن�گاه ،j = ١, . . . , n هر برای wj > ٠ وزنی ضرایب اگر . الف
است. (V ) برداری بهینه�سازی مسأله از پارتو بهینه جواب یک (V I)

برای پارتو بهینه جواب یک x∗ اگر باشد. محدب (V ) برداری بهینه�سازی مسأله کنید فرض . ب
j = ١, . . . , n ،wj ≥ ٠ یعنی W ∈ Rn

+ وزنی بردار یک این�صورت در باشد، (V ) مسأله
(V I) وزین مجموع مسأله برای بهینه جواب یک x∗ به�طوری�که دارد وجود

∑n
j=١w

j = ١ با
است.

باشد. (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله برای بهینه جواب یک x∗ می�کنیم فرض . الف برهان.
فرض خلف برهان به است. برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک می�دهیم نشان

پس نباشد. برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب x∗ می�کنیم
∃x′ ∈ X s.t fj(x

′) ≤ fj(x
∗) ∀j = ١, . . . , n,

پس
∃j ∈ {١, . . . , n} s.t fj(x

′) < fj(x
∗),

داریم: پس wj > ٠ ضرایب چون و
n∑

j=١
wjfj(x

′) <
n∑

j=١
wjfj(x

∗),



۴٧ وزین مجموع مسأله .۶.٢

خلف فرض پس دارد. تناقض (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله برای x∗ بودن بهینه با که
است. برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب x∗ و باطل

fk(x) < سیستم پس باشد (V ) برداری مساله برای پارتو بهینه جواب یک x∗ می�کنیم فرض . ب
لذا ندارد جواب k = ١, ..., p برای hk(x) = fk(x) − fk(x

∗) < ٠ معادل به�طور یا fk(x∗)

فارکاس لم طبق

∃λk ≥ ٠
p∑

k=١
λk = ١ s.t ∀x ∈ X

p∑
k=١

λkhk(x) ≥ ٠,

داریم: پس
p∑

k=١
λkfk(x)−

p∑
k=١

λkfk(x
∗) ≥ ٠ ⇒

p∑
k=١

λkfk(x) ≥
p∑

k=١
λkfk(x

∗).

است. وزین مجموع مساله برای بهینه جواب x∗ یعنی

فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله و (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله بین رابطه چگونگی حال
می�کنیم. بررسی زیر قضیه دو در را (II) و (I)

کانونی غیرفازی�سازی تابع یک η و باشد شدنی (I) مسأله کنید فرض سازی). (اسکالر .۶.۶.٢ قضیه
هستند. درست زیر عبارت�های این�صورت در باشد.

باشد، (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله برای بفرد منحصر بهینه جواب یک x∗ ∈ Rn
+ اگر . الف

یک و ،(I) فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله از پارتو C١-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در
است. (V ) برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب

این�صورت در باشد، (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله برای بهینه جواب یک x∗ ∈ Rn
+ اگر . ب

پارتو بهینه جواب یک و ،(I) فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله از پارتو C١-بهینه جواب یک x∗

است. (V ) برداری بهینه�سازی مسأله برای

طبق باشند. (V I) و (I) مسائل شدنی مجموعه�های به�ترتیب XV I و XI کنید فرض . الف برهان.
محدب مخروط یک ⊓(C١) اگر داریم، ١١.٣.٢ قضیه الف قسمت از .XI = XV I ،٣.۶.٢ قضیه
هر برای ϕ(y∗) < ϕ(y) با y∗ ∈ S١ یک و ϕ ∈ C١

(Nn)′ خطی تابع یک اگر و باشد نوک�تیز
است. S١ مجموعه از مینیمال عنصر یک y∗ این�صورت در باشد، داشته وجود y ∈ S١ − {y∗}
خطی تابع یک ϕ می�کنیم فرض منظور این برای می�کنیم. اثبات را نتیجه قضیه این از استفاده با

داریم: (٢۴.٢) رابطه از باشد. (١٨.٢) رابطه در شده تعریف

ϕ
(
(⊓of̃)(x∗)

)
=

n∑
j=١

wjfj(x
∗) <

n∑
j=١

wjfj(x) = ϕ
(
(⊓of̃)(x)

)
,

محدب مخروط یک ⊓(C١) می�بینیم ١۴.٣.٢ گزاره از ،x ̸= x∗ با x ∈ XV I = XI هر برای
هم�چنین و ϕ ∈ C١

(Nn)′ داریم ٢.۶.٢ قضیه الف قسمت از استفاده با هم�چنین است. نوک�تیز



۴٨ اسکالرسازی مفهوم براساس فازی چندهدفه مسائل حل برای روش�هایی .٢

می�گیریم نتیجه ٢٠.٣.٢ تعریف و ١١.٣.٢ قضیه از لذا است افزایشی تابع یک ϕ دادیم نشان
طبق نتیجه در است. (I) فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله برای پارتو C١-بهینه جواب یک x∗

است. (V ) برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک x∗ ،۵.۶.٢ قضیه

قضیه طبق باشند. (V I) و (I) مسائل شدنی مجموعه�های به�ترتیب XV I و XI کنید فرض . ب
نوک�تیز محدب یکمخروط ⊓(C١) اگر داریم، ١١.٣.٢ قضیه قسمتب از .XI = XV I ،٣.۶.٢
y ∈ S١ هر برای ϕ(y∗) ≤ ϕ(y) با y∗ ∈ S١ یک و ϕ ∈ (C١)٠(Nn)′ خطی تابع یک اگر و باشد
این از استفاده با است. S١ مجموعه از مینیمال عنصر یک y∗ دراین�صورت باشد، داشته وجود
در شده تعریف خطی تابع یک ϕ می�کنیم فرض منظور این برای می�کنیم. اثبات را نتیجه قضیه

داریم: (٢۴.٢) رابطه از باشد. (١٨.٢) رابطه

ϕ
(
(⊓of̃)(x∗)

)
=

n∑
j=١

wjfj(x
∗) ≤

n∑
j=١

wjfj(x) = ϕ
(
(⊓of̃)(x)

)
,

محدب مخروط یک ⊓(C١) می�بینیم ١۴.٣.٢ گزاره از ،x ̸= x∗ با x ∈ XV I = XI هر برای
هم�چنین و ϕ ∈ (C١)٠(Nn)′ داریم ٢.۶.٢ قضیه ب قسمت از استفاده با هم�چنین است. نوک�تیز
می�گیریم نتیجه ٢٠.٣.٢ تعریف و ١١.٣.٢ قضیه از لذا است افزایشی تابع یک ϕ دادیم نشان
طبق نتیجه در است. (I) فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله برای پارتو C١-بهینه جواب یک x∗

است. (V ) برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک x∗ ،۵.۶.٢ قضیه

خطی غیرفازی�سازی تابع یک η و باشد شدنی (II) مسأله کنید فرض سازی). (اسکالر .٧.۶.٢ قضیه
هستند. درست زیر عبارت�های این�صورت در باشد.

بفرد منحصر بهینه جواب یک x∗ ∈ Rn
+ اگر باشد. η(ã) ≥ ٠ نامنفی ã برای کنید فرض . الف

از پارتو C٢-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در باشد، (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله برای
برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک و ،(II) فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله

است. (V )

بهینه جواب یک x∗ ∈ Rn
+ اگر .ã = ٠ دهد نتیجه η(ã) = ٠ نامنفی ã برای کنید فرض . ب

از پارتو C٢-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در باشد، (V I) وزین مجموع بهینه�سازی مسأله برای
برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک و ،(II) فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله

است. (V )

می�باشد. ۶.۶.٢ قضیه مشابه برهان.

کنید فرض .٨.۶.٢ مثال

η(ã) =
١
٢

∫ ١

٠
(ãLα + ãUα ),



۴٩ وزین مجموع مسأله .۶.٢

،ã = (aL, a, aU) مثلثی فازی عدد هر برای کردیم ثابت قبلا باشد. خطی غیرفازی�سازی تابع یک
می�گیریم: درنظر را فازی ضرایب با زیر دوهدفه ریزی برنامه� مسأله حال .η(ã) = a

min f̃(x١, x٢) =
(
f̃١(x١, x٢), f̃٢(x١, x٢)

)
=
(
١̃x٢١ ⊕ ١̃x٢٢ ⊕ ١̃, ١̃x٢١ ⊕ ١̃x٢٢ ⊕ ٢̃

)
s.t (−١̃)x١ ⊕ (−١̃)x٢ ⊕ ١̃ ⪯٢

π ٠̃

(−۶̃)x١ ⊕ (−٢̃)x٢ ⊕ ١̃٢ ⪯٢
π ٠̃

x١, x٢ ≥ ٠,
(٢۵.٢)

مثلثی فازی اعداد ١̃٢ = (١١,١٢,١٣) ،۶̃ = (۵,۶,٧) ،٢̃ = (١,٢,٣) ،١̃ = (٠,١,٢) آن در که
هستند.

می�شود: تبدیل زیر به�صورت مسأله π جانشینی تابع اعمال با ٢١.٢.٢ و ٢٠.٢.٢ گزاره از استفاده با

min (⊓of̃)(x١, x٢) =
(
(πof̃١)(x١, x٢), (πof̃٢)(x١, x٢)

)
=
(
π(١̃)x٢١ + π(١̃)x٢٢ + π(١̃), π(١̃)x٢١ + π(١̃)x٢٢ + π(٢̃)

)
s.t π(−١̃)x١ + π(−١̃)x٢ + π(١̃) ≤٢

π π(٠̃)

π(−۶̃)x١ + π(−٢̃)x٢ + π(١̃٢) ≤٢
π π(٠̃)

x١, x٢ ≥ ٠.

غیرفازی�سازی تابع برحسب را ϕπ : N −→ R تابع داریم نیاز π(−ã) ̸= −π(ã) کلی حالت در چون
به�صورت η خطی

ϕπ([[ã, b̃]]) = η(ã)− η(b̃),

داریم: (٢٠.٢) رابطه به توجه با کنیم. تعریف
ϕπ(π(ã)) = η(ã),

داریم: ٣.۶.٢ قضیه از استفاده با می�کنیم اعمال محدودیت�ها توابع و هدف توابع به را ϕπ تابع حال

ϕπ(⊓of̃) =
(
ϕπ((πof̃١)(x١, x٢)), ϕπ((πof̃٢)(x١, x٢))

)
=

(
ϕπ(π(f̃١(x١, x٢))), ϕπ(π(f̃٢(x١, x٢)))

)
=

(
η(f̃١(x١, x٢)), η(f̃٢(x١, x٢))

)
=

(
η(١̃)x٢١ + η(١̃)x٢٢ + η(١̃), η(١̃)x٢١ + η(١̃)x٢٢ + η(٢̃)

)
.

می�شود: تبدیل زیر به�صورت مسأله پس می�آید. به�دست مشابه به�طور نیز محدودیت�ها برای
min

(
f١(x١, x٢), f٢(x١, x٢)

)
=
(
η(١̃)x٢١ + η(١̃)x٢٢ + η(١̃), η(١̃)x٢١ + η(١̃)x٢٢ + η(٢̃)

)
s.t η(−١̃)x١ + η(−١̃)x٢ + η(١̃) ≤ η(٠̃)

η(−۶̃)x١ + η(−٢̃)x٢ + η(١̃٢) ≤ η(٠̃)

x١, x٢ ≥ ٠.
(٢۶.٢)



۵٠ اسکالرسازی مفهوم براساس فازی چندهدفه مسائل حل برای روش�هایی .٢

به آن�را (١٨.٢) رابطه در ϕ تابع تعریف از استفاده با حال است برداری بهینه�سازی مسأله یک این
،(١٨.٢) رابطه در وزنی ضرایب می�کنیم فرض می�کنیم. تبدیل تک�هدفه وزین مجموع مسأله یک

داریم: (٢۴.٢) رابطه به توجه با پس باشد w١ = w٢ = ١
٢

ϕ
(
(⊓of̃)(x)

)
=

n∑
j=١

wjfj(x)

=
١
٢f١(x١, x٢) +

١
٢f٢(x١, x٢)

= η(١̃)x٢١ + η(١̃)x٢٢ +
١
٢
(
η(١̃) + η(٢̃)

)
.

می�شود: تبدیل زیر به�صورت مسأله پس

min
١
٢f١(x١, x٢),

١
٢f٢(x١, x٢) = η(١̃)x٢١ + η(١̃)x٢٢ +

١
٢
(
η(١̃) + η(٢̃)

)
s.t. η(−١̃)x١ + η(−١̃)x٢ + η(١̃) ≤ η(٠̃)

η(−۶̃)x١ + η(−٢̃)x٢ + η(١̃٢) ≤ η(٠̃)

x١, x٢ ≥ ٠.

،ã = (aL, a, aU) فازی مثلثی عدد هر برای کردیم ثابت و است خطی غیرفازی�سازی تابع یک η چون
می�شود: تبدیل زیر به�صورت مسأله پس η(ã) = a

min x٢١ + x٢٢ +
٣
٢

s.t. − x١ − x٢ ≤ −١

− ۶x١ − ٢x٢ ≤ −١٢

x١, x٢ ≥ ٠.

(٢٧.٢)

(x∗
١, x

∗
٢) = نقطه ،٧.۶.٢ قضیه به بنا لذا (x∗

١, x
∗
٢) = (٩/۵,٣/۵) نقطه (٢٧.٢) مسأله بهین جواب

قضیه به توجه با و می�باشد (٢۵.٢) فازی بهینه�سازی مسأله از پارتو C٢-بهینه جواب یک (٩/۵,٣/۵)
(٢۶.٢) برداری بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک نقطه این پس w١, w٢ > ٠ چون ۵.۶.٢

است.



٣ فصل

بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی
فازی فاصله مینیمم�سازی اساس

مقدمه ١.٣

باشند)، نوعی هر از می�توانند فازی اعداد (که فازی پارامترهای با مسائل حل برای را روشی فصل این در
اساس بر معیاره چند تصمیم�گیری بررسی روش�های می�کنیم. معرفی متری فاصله بهینه�سازی اساس بر
تصمیم�گیرنده٣ توسط که نقطه�ای یا (ایده�آل٢ مطلوب١ نقطه یک از فاصله مینیمم�سازی شامل فاصله توابع
این لذا هستند فازی پارامترهای با گرفته�ایم نظر در فصل این در که مسائلی است. می�شود) مشخص
براساس که است فازی اعداد از بردار یک مطلوب نقطه می�کنیم فرض بنابراین است. همین�طور نیز نقطه
بفرد منحصر بهینه نقطه یک یا باشد شده مشخص تصمیم�گیرنده توسط دقیق غیر اطلاعات سری یک

می�آید. به�دست هدف توابع از یک هر کردن بهینه به توجه با که است
خطی ریزی برنامه� مسائل حل با را فازی فاصله مینیمم یک ابتدا است مرحله دو شامل پیشنهادی روش
خطای و کیفیت ویژگی�های دارای فازی فاصله مینیمم این می�دهیم نشان سپس می�آوریم. به�دست
از فصل این مطالب شده�اند. مطرح معمولی فاصله اساس بر که است مدل�هایی به نسبت مناسب�تری

می�باشد. [٣۵] مرجع

روش معرفی ٢.٣

می�پردازیم. است شده استفاده فصل این در که فازی نتایج و مفاهیم برخی معرفی به ابتدا

١Desired point
٢Ideal
٣Decision making



۵٢ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

اولیه مفاهیم ١.٢.٣

می�کنیم تفکیک [a٣, a۴] و [a٢, a٣] ،[a١, a٢] بازه سه به را آن باشد مثلثی فازی عدد یک ã کنید فرض
صعودی [a٣, a۴] بازه روی است، یک با برابر [a٢, a٣] روی نیست، نزولی [a١, a٢] روی ζã به�طوری�که
نشان Mod(ã) علامت با و گوییم ã مد۴ [a٢, a٣] بازه به است. صفر با برابر جاها بقیه در و نیست

می�دهیم. نشان Supp(ã) علامت با و گوییم ã پشتیبان [a١, a۴] بازه به و می�دهیم

معمولی مجموعه�های از کامل رتبه خانواده یک به�صورت می�توانیم را ã فازی عدد [٢٨] .١.٢.٣ قضیه
است. آن�ها اجتماع با برابر ã که است {aα}α∈[٠,١] آن، α-برش�های دهیم. نمایش R از

کردند. معرفی را فازی عدد یک بودن٨ فازی و ابهام٧ ارزش۶، مفاهیم [١٣ ،١۴] همکاران و دلگادو۵
قرار ما اختیار در را فازی عدد یک به مربوط اطلاعات می�توانند که هستند شاخص�هایی مفاهیم این

می�پردازیم. آن�ها بیان به اکنون دهند.

داده نمایش V (ã) با که است وابسته s(α) = α نزولی تابع به ،ã فازی عدد ارزش .٢.٢.٣ تعریف
می�شود. تعریف V (ã) =

∫ ١
٠ α[aLα + aUα ]dα به�صورت و می�شود

V (ã) مرکزی مقدار دهیم. نسبت حقیقی عدد یک فازی عدد یک به که می�دهد اجازه ارزش مفهوم
بگیریم. نظر در سراسری٩، نقطه یک از فازی عدد ابهام مطلق قدر نمایش به�عنوان می�توانیم را

داده نمایش A(ã) با که است وابسته s(α) = α نزولی تابع به ،ã فازی عدد ابهام .٣.٢.٣ تعریف
می�شود. تعریف A(ã) =

∫ ١
٠ α[aUα − aLα]dα به�صورت و می�شود

سراسری” ”گستره معنی به A(ã) و است aα = [aLα, a
U
α ] α-برش عرض aUα − aLα که کنید توجه

در ã فازی عدد ابهام مقیاس به�عنوان را A(ã) این�رو از و است (s(α) وزن (بواسطه ã عضویت تابع
می�گیریم. نظر

و فازی مجموعه بین فاصله برحسب بودن فازی بیان برای طبیعی روش یک ،[٢٣] فولگر١١ و کلیر١٠
تراکم بیان برای روشی را بودن فازی [١٣] همکارانش و دلگادو آن، از پس کرده�اند. بیان آن مکمل

کردند. تعریف ٠.۵ از ã فازی عدد ارزش

نمایش F (ã) با که است وابسته s(α) = α نزولی تابع به ،ã فازی عدد بودن فازی .۴.٢.٣ تعریف
می�شود. تعریف زیر به�صورت و می�شود داده

F (ã) =

∫ ١
٢

٠
[aUα − aLα]dα+

∫ ١

١
٢

[aLα − aUα ]dα

۴Mode
۵Delgado
۶Value
٧Ambiguity
٨Fuzziness
٩Global point

١٠Klir
١١Folger



۵٣ روش معرفی .٢.٣

می�شوند. خطی بالا شاخص�های باشند نامنفی اسکالرها اگر

آرمانی برنامه�ریزی ٢.٢.٣

هم�زمان تصمیم�گیرنده که است مدل�هایی برای اساسی تکنیک�های جمله از خطی آرمانی١٢ ریزی برنامه�
آشنایی آرمانی، ریزی برنامه� از روشن درکی ایجاد منظور به می�باشد. هدف چندین به دست�یابی درصدد

است. ضروری زیر مفاهیم با
یا هزینه مینیمم�سازی مانند مواردی در تصمیم�گیرنده علایق دهنده نشان که است کلی عبارتی هدف:

می�باشد. بازار سهم ماکزیمم�سازی
با همراه خاص عددی مقدار یک از است عبارت مطلوب سطح تمایل): (سطح عددی مطلوب سطح

معین. هدف برای مطلوب یا قبول قابل توفیق سطح یک
ریال” x معادل سودی ”کسب آرزوی مثلا می�نامند. آرمان را تمایل سطح یک با مرتبط هدف آرمان:
هدف یک سود، کردن حداکثر ترتیب این به می�شود. نامیده آرمان ریال” y معادل هزینه�ای ”کاهش یا

می�باشد. آرمان یک ریال، x معادل سودی کسب اما است
امکانات، به وابسته هدف یک در شده تعیین تمایل سطح به دست�یابی آرمان: از انحراف متغیرهای
شده تعیین تمایل سطح به تصمیم�گیرنده است ممکن عمل در که می�باشد ... و محدودیت�ها منابع،
تصمیم�گیرنده خواسته�های و تمایلات آرزوها، بین است ممکن موارد از بسیاری در نیابد. یا یابد دست
تفاوت میزان این باشد. داشته وجود اختلاف و تفاوت یافت، دست می�توان آن به عمل در که آن�چه و
می�شود، گفته آرمان از انحراف متغیرهای آن به که متغیرهایی توسط آرمانی ریزی برنامه� مدل�های در
گرفتن پیشی میزان d+k می�دهیم. نشان d−k و d+k با را آرمان از انحراف متغیرهای می�شود. اندازه�گیری

است. شده تعیین آرمان به دست�یابی عدم میزان d−k و می�دهد نشان را شده تعیین آرمان از
در که باشند مسأله هدف توابع تمامی k = ١, . . . ,m ،i = ١, . . . , n ،fk(x) = cikxi کنید فرض
مورد آرمان gk کنید فرض است. هدف تابع امین k ضرایب بردار cik و مسأله تصمیم متغیرهای xi آن
هر این�که جای به روش این در باشند. مسأله محدودیت�های x ≥ ٠ و Ax = b و k-ام هدف تابع نظر
هدفی هدف، توابع از یک هر برای که می�شود خواسته تصمیم�گیرنده از کنیم بهینه را هدف توابع از یک
سپس کند. اختیار می�تواند هدف تابع آن که است مقداری بهترین مقدار این که بگیرد. نظر در آرمانی یا
در سازد. کمینه را مربوطه آرمان�های از اهداف انحراف موزون جمع که باشیم جوابی جستجوی در باید

داریم: n∑نتیجه
i=١ ci١xi = g١, اول) n∑(آرمان
i=١ ci٢xi = g٢, دوم) (آرمان

... ...∑n
i=١ cimxi = gm, m-ام) (آرمان

مدل برای تلفیقی١٣ هدف تابع نمی�باشد، امکان�پذیر آرمان�ها کلیه به هم�زمان دست�یابی که آن�جا از

١٢Goal programming
١٣Combination



۵۴ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

یکسانی اهمیت از آرمان�ها از منفی و مثبت انحرافات که فرض این با می�شود. تعیین آرمانی ریزی برنامه�
بود: خواهد زیر به�صورت آرمانی ریزی برنامه� مدل برای تلفیقی هدف تابع باشند، برخوردار

min z =
∑m

k=١ |
∑n

i=١ cikxi − gk|
s.t. Ax = b

x ≥ ٠.

داشت: خواهیم دهیم قرار dk با برابر را مطلق قدر داخل عبارت اگر حال
min z =

∑m
k=١ |dk|

s.t. Ax = b

dk =
∑n

i=١ cikxi − gk

x ≥ ٠,

و d+k جدید منفی غیر متغیر دو تفاضل با آن�را می�توان باشد منفی یا مثبت مقدار می�تواند dk چون و
داشت: خواهیم نتیجه در نمود. جایگزین d−k

dk = d+k − d−k d+k ≥ ٠, d−k ≥ ٠
dk = d+k − d−k = d−k − d+k k = ١, . . . ,m,

می�شود: تبدیل زیر به�صورت آرمانی ریزی برنامه� مدل لذا
min z =

∑m
k=١ d

+
k + d−k ,

s.t
∑n

i=١ cikxi + d−k − d+k = gk

Ax = b

x, d+k , d
−
k ≥ ٠.

(١.٣)

کنیم. حل سیمپلکس روش از استفاده با می�توانیم را (١.٣) آرمانی ریزی برنامه� مدل
یکی است ممکن شرایطی در اما می�باشد d−k و d+k متغیرهای شامل هدف، محدودیت موارد اکثر در

نشوند. ظاهر هدف محدودیت در متغیر دو این از
از سطح این حد از بیش موفقیت که است واقعیت این بیانگر نشود ظاهر هدف محدودیت در d+k اگر
ریزی برنامه� مدل در ≤ نامعادله مشابه و است بالا کران آرمان از نمونه�ای این نیست. امکان�پذیر آرمان

بود: خواهد زیر به�صورت هدف محدودیت حالت این در است. خطی
n∑

i=١
cikxi + d−k = gk =⇒

n∑
i=١

cikxi ≤ gk.

از سطح این حد از کم�تر موفقیت که است واقعیت این بیانگر نشود ظاهر هدف محدودیت در d−k اگر حال
ریزی برنامه� مدل در ≥ نامعادله مشابه و است پایین کران آرمان از نمونه�ای این نیست. امکان�پذیر آرمان

بود: خواهد زیر به�صورت هدف محدودیت حالت این در است. خطی
n∑

i=١
cikxi − d+k = gk =⇒

n∑
i=١

cikxi ≥ gk.

یک برای یا و باشد آرمان�ها سایر از انحراف از مهم�تر آرمان�ها از برخی از انحراف است ممکن هم�چنین
در که باشد داشته آن مخالف جهت به نسبت بیشتری اهمیت جهت یک در انحراف مشخص، آرمان



۵۵ روش معرفی .٢.٣

بود: خواهد زیر به�صورت (١.٣) مدل این�صورت
min z =

∑m
k=١w

+
k d

+
k + w−

k d
−
k

s.t.
∑n

i=١ cikxi + d−k − d+k = gk

Ax = b

x, d+k , d
−
k ≥ ٠.

آرمانی برنامه�ریزی حل روش�های ٣.٢.٣

دارد وجود اولویت روش و دهی وزن� روش جمله از روش�هایی آرمانی ریزی برنامه مسأله یک حل برای
می�پردازیم. روش�ها این بیان به ادامه در که

دهی وزن� روش

آرمانی)، (توابع علاقه مورد توابع وزین� مجموع که می�شود تشکیل تک�هدفه تابع یک دهی١۴ وزن� روش در
می�باشد. مسأله هدف�های

باشد: زیر به�صورت هدف k-امین به�طوری�که باشد هدف m دارای آرمانی ریزی برنامه� کنید فرض

minGk k = ١, . . . ,m,

تصمیم�گیرنده که اهداف�اند از کدام هر وزن�های ها wk آن در که است هدف�ها تمام از ترکیبی هدف، تابع
می�کند. مشخص آن�را

اولویت روش

هدف m کنید فرض کند. اولویت�بندی را (اهدافش) آرمان�هایش باید تصمیم�گیرنده اولویت١۵ روش در
باشند: شده مشخص زیر به�صورت مسأله

minG١ = ρ١, اولویت) (بالاترین
... ...

minGm = ρm, اولویت) (پایین�ترین

می�دهد. نشان را k آرمان که است d−k یا d+k متغیرهای از یکی ρk آن در که
تحت و انتخاب را G١ یعنی اولویت بالاترین با هدف تابع ابتدا که است به�طوری حل روش
محدودیت سپس باشد. شده حل مسأله بهین جواب x∗ کنید فرض می�کنیم. حل مسأله محدودیت�های
این می�گیریم. نظر در بعدی اولویت را هدف تابع و می�کنیم اضافه مسأله به را G١(x) = G١(x

∗) جدید
می�دهیم. ادامه Gm یعنی اولویت کم�ترین با هدف تابع تا را روند

١۴Weights method
١۵Preemptire method



۵۶ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

مسأله فرمول�بندی ۴.٢.٣

می�گیریم: نظر در را زیر فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله

min f̃k(x) =
∑m

i=١ c̃kixi = c̃k.x k = ١,٢, . . . , l
max f̃r(x) =

∑m
i=١ c̃rixi = c̃r.x r = l + ١, . . . ,m

s.t. x ∈ X ⊂ Rn x ≥ ٠,
(٢.٣)

این است. فازی پارامترهای از بردار یک نمایش j = ١, . . . ,m ،c̃j = (c̃j١, c̃j٢, . . . , c̃jn) آن در که
فاصله اساس بر روش یک (٢.٣) مسأله حل برای فرضشده�اند. مشخصی فازی اعداد فازی پارامترهای
می�کند. مینیمم مطلوب نقطه یا ایده�آل نقطه یک با را جواب یک فاصله آن در که می�دهیم ارائه متریک
(دست�یابی) دسترسی سطوح از نقطه این و می�شود تعیین تصمیم�گیرنده توسط (مطلوب) ایده�آل نقطه
آرمانی ریزی برنامه� روش در را اهداف یا آرمان سطح می�توان مثال به�عنوان است. شده تشکیل مطلوب
است. فازی توافقی١۶ روش در ایده�آل نقطه همان که آورد به�دست هدف توابع از یک هر کردن بهینه با
روشی [٣٠] آرناس١٧ می�شود. داده نمایش (f̃ ∗

١ , f̃
∗
٢ , . . . , f̃

∗
m) به�صورت هدف توابع فضای در نقطه این

این مؤلفه�های که دادند نشان به�علاوه دادند ارائه (٢.٣) مسأله فازی ایده�آل نقطه آوردن به�دست برای را
توسط شده ارائه اهداف می�کنیم فرض آرمانی ریزی برنامه� روش در هستند. فازی اعداد ایده�آل نقطه

باشد. فازی عدد یک نمایش f̃ ∗
i می�کنیم فرض بنابراین شوند مشخص فازی اعداد با تصمیم�گیرنده

انتخاب مستلزم (٢.٣) مسأله حل برای فاصله بر مبنی روش از استفاده بالا، فرضیات به توجه با
Lp-فاصله از استفاده انتخاب رایج�ترین است. هدف توابع کردن نرمال و مناسب فاصله مقیاس یک
از مرکب فاصله یک [۵] باردوسی١٩ و بوگاردی١٨ انتخاب، این خصوص در است. (١ ≤ p ≤ ∞)

اولویت تفسیر و اهداف ماهیت گرفتن نظر در با ،p پارامترهای از مختلف مقادیر برای Lp-فاصله چندین
می�شود نامیده مرکب٢٠ ریزی برنامه� فاصله این از آمده به�دست چندهدفه روش کرده�اند. معرفی ،p مقادیر
توابع بین در متفاوت Lp-مترهای با ابتدا می�آورد. وجود به را سطحی دو بستان٢١ و بده رابطه یک و
اند داده� نشان [۴ ،٢٢] همکاران و باردوسی اهداف. همه بین در متفاوت Lp-متر یک با سپس و هدف
می�کند. صدق حقیقی توافقی ریزی برنامه� در رفته به�کار مترهای ریاضی خواص در مرکب فاصله این که

برای توابع اهمیت گرفتن نظر در فاصله، مینیمم�سازی مبنای بر مدل�سازی در دیگر مهم مورد
مورد مطلوب سطح و تابع هر بین انحراف اولویت تصمیم�گیرنده که مفهوم این به است. تصمیم�گیرنده
در را Lp-فاصله اکنون می�کند. تعیین می�دهیم، نمایش wj با که نامنفی وزن�های سری یک با را نظرش

١۶Compromise programming
١٧Arenas
١٨Bogardy
١٩Bardossy
٢٠Composite programming
٢١Trade-off



۵٧ روش معرفی .٢.٣

می�کنیم: فرموله زیر به�صورت مدلی

min Lp =

[∑l
k=١w

p
k

(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

rf̃k

)p

+
∑m

r=l+١w
p
r

(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

rf̃r

)p]١
p

x ∈ X x ≥ ٠,

(٣.٣)

است. هدف jامین به مربوط سازی نرمال ثابت rf̃j آن در که
مطلوب٢٢ سطح از برخی و f̃j توابع دامنه از برخی دارد، وجود سازی نرمال از استفاده روش چندین
مینیمم و k = ١, . . . , l ،f̃k∗ ماکزیمم انحراف، کردن نرمال برای که کنید توجه می�کنند. استفاده ،f̃j
نقطه (f̃١∗, f̃٢∗, . . . , f̃m∗) علامت می�کنیم. محاسبه هدف تابع هر از را r = l + ١, . . . ,m ،f̃r∗
فازی اعداد بالای کران به�صورت مینیمم�سازی توابع برای f̃j دامنه سپس می�شود. نامیده ایده�آل٢٣ ضد
اعداد بالای کران به�صورت ماکزیمم�سازی برای و rf̃j = fU

j∗٠ − f ∗L
j٠ یعنی می�آید به�دست f̃j∗ − f̃ ∗

j

.rf̃j = f ∗U
j٠ − fL

j∗٠ یعنی می�آید به�دست f̃ ∗
j − f̃j∗ فازی

برای دارد. آن�ها از یک هر مقدار با مستقیم نسبت زیان و سود با رابطه در f̃ ∗
j از انحراف p = ١ برای

فقط ماکزیمم٢۴)، مینیمم (معیار p = ∞ برای دارد. را اثر بیشترین انحراف بیشترین ٢ ≤ p ≤ ∞
دارد. اثر انحراف بیشترین

ریزی برنامه� مسأله فاصله، این برای اولا می�گیریم. نظر در را L١ فاصله فقط مختلف دلایل به اکنون
p مختلف مقادیر برای بودن خطی غیر می�شود. فرموله خطی ریزی برنامه� مسأله یک به�صورت (٣.٣)
می�کنیم کار فازی محیط در وقتی اما داشت خواهد همراه به زیادی مشکلات کلی حالت در ∞ تا ١ از
چندین که معنی این به می�بینیم، ترجیحی٢۵ نقطه از جالبی تفاسیر ثانیا شد. خواهد بیشتر مشکلات این
[٣٣] مرکب٢٧ ریزی برنامه� مسأله رومرو٢۶ ثالثا است. گرفته قرار مطالعه مورد [٣٢ ،٣٣] در مفید قضیه
است. کرده مطالعه L١ متر خطی محدب ترکیب به�صورت را [۵] آرمانی٢٨ ریزی برنامه� از گسترشی و
هدف تابع دو از بیش برای و [١٢ ،۴١] هدف تابع دو با توافقی مجموعه برای L١ جواب�های هم�چنین،
در مرکب جواب�های خواص بیشتر مطالعه برای است. بالا کران یک [٨] نرم٢٩ شرط چندین تحت

کنید. مراجعه [۴٠] یو٣٠ کتاب ۴ فصل به می�توانید قطعی محیط
کنید فرض

d̃j(x) =
f̃j(x)− f̃ ∗

j

rf̃j
, (۴.٣)

٢٢Desired level
٢٣Anti-ideal
٢۴Minmax
٢۵Preferential point
٢۶Romero
٢٧CPP
٢٨EGP
٢٩Soft
٣٠Yu



۵٨ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

و

d̃j(x) =
f̃ ∗
j − f̃j(x)

rf̃j
, (۵.٣)

که وقتی و مینیمم�سازی هدف j-امین که وقتی هدف تابع j-امین با متناظر اختلاف درجه ترتیب به
مفاهیم ارائه و تعریف لزوم مدل در فازی پارامترهای وجود باشند. است، ماکزیمم�سازی هدف j-امین
را فازی حساب کار، این برای می�دهد. نشان را مطلوب نقطه از فازی فاصله مینیمم�سازی مانند جدید
به آن�ها جواب�های که می�سازیم قطعی مسأله دو و می�بریم کار به (۵.٣) و (۴.٣) روابط کسرهای برای

آوریم. به�دست را فازی مینیمم فاصله α-برش�های تا می�کند کمک ما

L١ مسأله حل ٣.٣

را فازی فاصله مینیمم اول مرحله در می�کنیم. معرفی است مرحله دو شامل که را مدلی بخش این در
آمده به�دست فازی فاصله مینیمم به توجه با را بهینه تصمیم دوم مرحله در و می�کنیم محاسبه L١ متر تحت

می�آوریم. به�دست اول، مرحله از

فازی فاصله مینیمم محاسبه ١.٣.٣

می�کنیم: تعریف را زیر مسأله و p = ١ می�دهیم قرار (٣.٣) رابطه در

min
∑l

k=١wkd̃k(x) +
∑m

r=l+١wrd̃r(x)

x ∈ X x ≥ ٠.
(۶.٣)

می�کنیم مشاهده است. مطلوب نقطه به نسبت انحرافات تک تک وزنی مجموع هدف تابع آن در که
ریزی برنامه� وزنی مدل معادل (۶.٣) مسأله باشد، ایده�آل نقطه با برابر یا از بهتر مطلوب نقطه که وقتی

است. [٣٢] آرمانی
می�کنیم: معرفی را زیر قطعی مسأله دو α ∈ [٠,١] هر برای (۶.٣) مسأله حل برای

min dLα =
∑l

k=١wkd
L
kα(x) +

∑m
r=l+١wrd

L
rα(x)

s.t.
fL
kα(x)

rf̃k
− dLkα =

f ∗U
kα (x)

rf̃k
k = ١, . . . , l

fU
rα(x)

rf̃r
+ dLrα =

f ∗L
rα (x)

rf̃r
r = l + ١, . . . ,m

x ∈ X x ≥ ٠,

(٧.٣)



۵٩ L١ مسأله حل .٣.٣

و
min dUα =

∑l
k=١wkd

U
kα(x) +

∑m
r=l+١wrd

U
rα(x)

s.t.
fU
kα(x)

rf̃k
− dUkα =

f ∗L
kα (x)

rf̃k
k = ١, . . . , l

fL
rα(x)

rf̃r
+ dUrα =

f ∗U
rα (x)

rf̃r
r = l + ١, . . . ,m

x ∈ X x ≥ ٠,

(٨.٣)

α-برش پایین کران با برابر ضرایب که وقتی است x در هدف تابع j-امین مقدار نمایش fL
jα آن در که

را زیر قضیه حال باشند. α-برش بالای کران با برابر ضرایب که حالتی برای fU
jα مشابه به�طور و باشند،

داریم:

قطعی مجموعه�های از خانواده�ای روی شده تعریف فازی مجموعه d̃ کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
d̃α ∈ {[dLα, dUα ], α ∈ [٠,١]},

عدد یک d̃ این�صورت در هستند. (٨.٣) و (٧.٣) مسائل جواب�های به�ترتیب dUα و dLα آن در که باشد
می�دهد. نشان را L١ متر تحت مطلوب نقطه از فاصله مینیمم که است فازی

می�گیریم: نظر در را زیر فازی خطی ریزی برنامه� مسأله برهان.

min
∑l

k=١wk
f̃k(x)

rf̃k
−
∑m

r=l+١wr
f̃r(x)

rf̃r
s.t. x ∈ X x ≥ ٠,

(٩.٣)

به�دست [٢] آرناس٣١ توسط یافته گسترش روش از استفاده با که است فازی عدد یک آن بهینه مقدار که
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را (٩.٣) مسأله هدف تابع ضرایب بردار می�آید.

c̃ =
l∑

k=١
wk

c̃k
rf̃k

−
m∑

r=l+١
wr

c̃r
rf̃r

. (١٠.٣)

می�شود: تبدیل زیر به�صورت (٩.٣) مسأله لذا
min z̃ = c̃x

x ∈ X x ≥ ٠.
(١١.٣)

مسأله ابتدا می�آیند. به�دست زیر مسأله دو حل با ،(١١.٣) مسأله جواب یعنی ،z̃ فازی عدد α-برش�های

min cLα.x

s.t. x ∈ X x ≥ ٠,
(١٢.٣)

است zLα مسأله این بهینه جواب .cLα =
∑l

k=١wk
cLkα
rf̃k

−
∑m

r=l+١wr
cUrα
rf̃r

آن در که می�کنیم، حل را

مسأله سپس می�باشد. z̃ فازی عدد α-برش پایین کران که
min cUα .x

s.t. x ∈ X x ≥ ٠,
(١٣.٣)

٣١Arenas



۶٠ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

که است zUα مسأله این بهینه جواب .cUα =
∑l

k=١wk
cUkα
rf̃k

−
∑m

r=l+١wr
cLrα
rf̃r

آن در که می�کنیم حل را

که می�دهیم نشان می�باشد. z̃ فازی عدد α-برش بالای کران

dLα = zLα −
∑l

k=١wk
f ∗U
kα

rf̃k
+
∑m

r=l+١wr
f ∗L
rα

rf̃r
,

dUα = zUα −
∑l

k=١wk
f ∗L
kα

rf̃k
+
∑m

r=l+١wr
f ∗U
rα

rf̃r
.

(١۴.٣)

داریم: (٧.٣) رابطه از استفاده با

dLα =
l∑

k=١
wkd

L
kα(x) +

m∑
r=l+١

wrd
L
rα(x). (١۵.٣)

در dLrα و dLkα جایگذاری با .dLrα =
f ∗L
rα (x)

rf̃r
− fU

rα(x)

rf̃r
و dLkα =

fL
kα(x)

rf̃k
− f ∗U

kα (x)

rf̃k
داریم هم�چنین

داریم: cLα مقدار به توجه با و است (١٢.٣) مسأله بهینه جواب zLα این�که به توجه با و (١۵.٣) رابطه

dLα = zLα −
l∑

k=١
wk

f ∗U
kα

rf̃k
+

m∑
r=l+١

wr
f ∗L
rα

rf̃r
.

توجه با و است (١٣.٣) مسأله بهینه جواب zUα این�که و (٨.٣) رابطه به توجه با ،dUα برای مشابه به�طور
دهیم نشان می�توانیم cUα مقدار به

dUα = zUα −
l∑

k=١
wk

f ∗L
kα

rf̃k
+

m∑
r=l+١

wr
f ∗U
rα

rf̃r
.

که باشید داشته توجه است. حقیقی بسته بازه یک واقع در [dLα, dUα ] مجموعه α هر برای می�کنیم ثابت
هستند. فازی اعداد j = ١, . . . ,m ،f̃ ∗

j یعنی مطلوب نقطه مؤلفه�های و z̃ یعنی (٩.٣) مسأله جواب
لذا

zLα ≤ zUα

f ∗L
kα ≤ f ∗U

kα k = ١, . . . , l
f ∗L
rα ≤ f ∗U

rα r = l + ١, . . . ,m.

(١۶.٣)

که: می�شود ثابت آسانی به این�رو از

−
∑l

k=١
f ∗U
kα

rf̃k
≤ −

∑l
k=١

f ∗L
kα

rf̃k∑m
r=l+١

f ∗L
rα

rf̃r
≤
∑m

r=l+١
f ∗U
rα

rf̃r
,

(١٧.٣)

نتیجه (١۶.٣) رابطه به توجه با و مثبت�اند و هستند سازی نرمال ثابت�های rf̃r و rf̃k این�که به توجه با
است. واضح

.dLα ≤ dUα ،α هر برای که می�کنیم مشاهده (١٧.٣) و (١۶.٣) و (١۴.٣) روابط به توجه با این�صورت در
آن�گاه α < α′ اگر یعنی هستند تودرتو d̃ فازی عدد α-برش بازه�های که می�کنیم ثابت اکنون

[dLα′ , dUα′ ] ⊆ [dLα, d
U
α ].



۶١ L١ مسأله حل .٣.٣

مطلوب نقطه مؤلفه�های و z̃ یعنی (٩.٣) مسأله جواب چون می�کنیم. ثابت بالا مشابه مراحلی به توجه با
هستند: تودرتو آن�ها α-برش�های که می�گیریم نتیجه می�باشند فازی اعداد j = ١, . . . ,m ،f̃ ∗

j یعنی

dLα = zLα −
l∑

k=١
wk

f ∗U
kα

rf̃k
+

m∑
r=l+١

wr
f ∗L
rα

rf̃r

≤ zLα′ −
l∑

k=١
wk

f ∗U
kα′

rf̃k
+

m∑
r=l+١

wr
f ∗L
rα′

rf̃r
= dLα′ .

می�کند. کامل را اثبات این و dUα′ ≤ dUα می�دهیم نشان مشابه به�طور

ایده�آل نقطه با برابر یا از بهتر α-برش هر در (f̃ ∗
١ , f̃

∗
٢ , . . . , f̃

∗
m)مطلوب نقطه کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه

یا بزرگ�تر V (d̃) یعنی ،d̃ ارزش این�صورت در باشد ١.٣.٣ قضیه در شده تعریف فازی عدد d̃ و باشد
است. صفر با برابر

این�صورت در باشد. (٧.٣) مسأله از یکجواب xL
α و (٨.٣) مسأله از یکجواب xU

α فرضکنید برهان.
داریم: مینیمم�سازی توابع برای (٨.٣) و (٧.٣) مسائل محدودیت�های به توجه با

dUjα(x
U
α ) =

fU
jα(x

U
α )

rf̃j
−

f ∗L
jα

rf̃j
,

dLjα(x
L
α) =

fL
jα(x

L
α)

rf̃j
−

f ∗U
jα

rf̃j
,

(١٨.٣)

داریم: ماکزیمم�سازی توابع برای و

dUjα(x
U
α ) =

f ∗U
jα

rf̃j
−

fL
jα(x

U
α )

rf̃j
,

dLjα(x
L
α) =

f ∗L
jα

rf̃j
−

fU
jα(x

L
α)

rf̃j
.

(١٩.٣)

V (d̃) =
∫ ١
٠ α(dLα + dUα )dα ≥ ٠ یعنی است صفر مساوی یا بزرگ�تر d̃ ارزش کنیم ثابت می�خواهیم

دهیم نشان کافیست
dLα + dUα ≥ ٠ ∀α ∈ [٠,١]. (٢٠.٣)

ماکزیمم�سازی و مینیمم�سازی هدف توابع تک تک برای (٢٠.٣) رابطه می�دهیم نشان منظور این برای
می�کنیم ثابت یعنی می�باشد برقرار نیز آن�ها مجموع برای نتیجه در است برقرار

dLjα + dUjα ≥ ٠ ∀α ∈ [٠,١]. (٢١.٣)

داریم: باشد. مینیمم�سازی هدف تابع j-امین می�کنیم فرض

fU
jα(x

U
α )− f ∗L

jα = fL
jα(x

L
α)− f ∗L

jα + f ∗U
jα − fL

jα(x
L
α) + fU

jα(x
U
α )− f ∗U

jα

= fL
jα(x

L
α)− f ∗L

jα − rf̃jd
L
jα(x

L
α) + fU

jα(x
U
α )− f ∗U

jα . (٢٢.٣)

و f ∗L
jα (زیرا m, l ≥ ٠ که است واضح m = fU

jα(x
U
α ) − f ∗U

jα و l = fL
jα(x

L
α) − f ∗L

jα می�دهیم قرار
از لذا هستند). α ∈ [٠,١] هر برای fU

jα(x
U
α ) و fL

jα(x
L
α) بین عدد کوچک�ترین به�ترتیب واقع در f ∗U

jα



۶٢ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

داریم: (١٨.٣) رابطه
rf̃jd

U
jα(x

U
α ) + rf̃jd

L
jα(x

L
α) = l +m ≥ ٠. (٢٣.٣)

ماکزیمم�سازی هدف تابع که وقتی هدف تابع j-امین برای (١٩.٣) رابطه از استفاده با و مشابه به�طور
که می�شود ثابت نیز است

rf̃jd
U
jα(x

U
α ) + rf̃jd

L
jα(x

L
α) = l +m ≥ ٠,

.dLjα + dUjα ≥ ٠ ،j هر برای یعنی

فرض و باشد ایده�آل نقطه با برابر یا از بهتر α-برش هر برای مطلوب نقطه کنید فرض .٣.٣.٣ قضیه
صفر با برابر V (d̃) یعنی ،d̃ ارزش این�صورت در باشد. ١.٣.٣ قضیه در شده تعریف فازی عدد d̃ کنید

برسد. مطلوب سطح به تابع هر α-برش هر در اگر تنها و اگر است

xU
α و xL

α باشند داشته وجود یعنی برسد، مطلوب سطح به تابع هر α-برش هر در می�کنیم فرض برهان.
به�طوری�که:

fL
kα(x

L
α) = f ∗L

kα , fU
kα(x

U
α ) = f ∗U

kα , fL
rα(x

U
α ) = f ∗L

rα , fU
rα(x

L
α) = f ∗U

rα ,

داریم: این�صورت در

dLjα =
f ∗L
jα − f ∗U

jα

rf̃j
, dUjα =

f ∗U
jα − f ∗L

jα

rf̃j
.

داریم: ارزش تعریف طبق لذا

V (d̃) =

∫ ١

٠
α[dLα + dUα ]dα = ٠.

یعنی .V (d̃) = ٠ �کنید فرض برعکس
m∑
j=١

wj

∫ ١

٠
α(dLjα + dUjα)dα = ٠. (٢۴.٣)

برای (٢۴.٣) رابطه به توجه با پس dLjα+ dUjα ≥ ٠ α-برش، هر برای چون ٢.٣.٣ قضیه به توجه با لذا
که xL

α و (٨.٣) مسأله از جواب یک که xU
α برای بنابراین dLjα + dUjα = ٠ داریم j هر و α-برش هر

مسائل قیدهای به توجه با هستند مینیمم�سازی توابع که حالتی برای و است (٧.٣) مسأله از جواب یک
داریم: (٨.٣) و (٧.٣)

fU
jα(x

U
α )− f ∗L

jα = f ∗U
jα − fL

jα(x
L
α)

⇒ fU
jα(x

U
α )− f ∗U

jα = f ∗L
jα − fL

jα(x
L
α), (٢۵.٣)

بزرگ�تر آن چپ طرف و صفر مساوی یا کوچک�تر (٢۵.٣) برابری راست طرف که می�کنیم مشاهده
یعنی می�باشند صفر برابر دو هر بنابراین است صفر مساوی

fU
jα(x

U
α ) = f ∗U

jα , fL
jα(x

L
α) = f ∗L

jα .



۶٣ L١ مسأله حل .٣.٣

داریم: (٨.٣) و (٧.٣) رابطه به توجه با هستند ماکزیمم�سازی توابع که حالتی برای مشابه به�طور

dUjα = dLjα

⇒ f ∗U
jα − fL

jα(x
U
α ) = fU

jα(x
L
α)− f ∗L

jα

⇒ f ∗L
jα − fL

jα(x
U
α ) = fU

jα(x
L
α)− f ∗U

jα

⇒ fL
jα(x

U
α ) = f ∗L

jα , fU
jα(x

L
α) = f ∗U

jα ,

می�کند. کامل را اثبات این و

L١ متر تحت بهینه تصمیم برای مدلی ٢.٣.٣

انتخاب متر تحت مطلوب نقطه از فاصله مینیمم نمایش آمده، به�دست d̃ فازی فاصله قبلی زیربخش در
نقطه به نسبت آن فاصله به�طوری�که کنیم پیدا تصمیم بردار یک می�خواهیم زیربخش این در بود. شده
مسأله این حل برای مختلفی روش�های اگرچه باشد. داشته d̃ فازی عدد به را شباهت بیشترین مطلوب
و ابهام ارزش، پایه بر غیرفازی�سازی٣٢ برای را روشی می�خواهیم ما اما است، شده استفاده مقالات در
را زیر مدل حقیقی شاخص�های این گرفتن نظر در با کنیم. بیان [١٣ ،١۴] فازی عدد یک بودن فازی

داریم:
Find x

s.t.

V
(∑m

j=١wj d̃j(x)
)
≈ V (d̃)

A
(∑m

j=١wj d̃j(x)
)
≈ A(d̃)

F
(∑m

j=١wj d̃j(x)
)
≈ F (d̃)

x ∈ X x ≥ ٠,

(٢۶.٣)

آرمانی سطح یا ایده�آل نمایش F (d̃) و A(d̃) ،V (d̃) از یک هر و با” برابر ”تقریبا معنی به ≈ آن در که
d̃j(x) فازی انحراف α-برش محاسبه برای فازی حساب گرفتن به�کار با (٢۶.٣) مدل ضرایب است.

است. آمده به�دست بودن فازی و ابهام ارزش، خواص و

ارزش محاسبه

که داد نشان می�توان راحتی به

V

 m∑
j=١

wj d̃j(x)

 =
l∑

k=١
wkV

(
d̃k(x)

)
+

m∑
r=l+١

wrV
(
d̃r(x)

)
. (٢٧.٣)

می�کنیم: محاسبه مینیمم انحراف برای را ارزش اکنون

V
(
d̃k(x)

)
= V

(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

rf̃k

)
=

١
rf̃k

V
(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

)
. (٢٨.٣)

٣٢Defuzzyfication



۶۴ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

است: زیر به�صورت f̃k(x)− f̃ ∗
k برای α-برش فازی، حساب طبق

(f̃k(x)− f̃ ∗
k )α =

[∑
xic

L
kiα − f ∗U

kα ,
∑

xic
U
kiα − f ∗L

kα

]
. (٢٩.٣)

داریم: ٢.٢.٣ تعریف طبق لذا

V
(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

)
=
∑

xi

∫ ١

٠
α
(
cLkiα + cUkiα

)
dα−

∫ ١

٠
α
(
f ∗U
kα + f ∗L

kα

)
dα, (٣٠.٣)

است: زیر به�صورت ماکزیمم انحراف برای ارزش و

V
(
d̃r(x)

)
= V

(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

rf̃r

)
=

١
rf̃r

V
(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

)
. (٣١.٣)

با: است برابر فازی حساب طبق f̃ ∗
r − f̃r(x) α-برش

(f̃ ∗
r − f̃r(x))α =

[
f ∗L
r −

∑
xic

U
riα, f

∗U
rα −

∑
xic

L
riα

]
, (٣٢.٣)

داریم: ٢.٢.٣ تعریف طبق بنابراین

V
(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

)
=

∫ ١

٠
α
(
f ∗L
rα + f ∗U

rα

)
dα−

∑
xi

∫ ١

٠
α
(
cUriα + cLriα

)
dα. (٣٣.٣)

ابهام محاسبه

می�آوریم. به�دست را فازی عدد یک ابهام دادیم نشان قبل قسمت در آن�چه مشابه محاسباتی با

A

 m∑
j=١

wj d̃j(x)

 =
m∑
j=١

wjA
(
d̃j(x)

)
, (٣۴.٣)

داریم: مینیمم�سازی توابع به مربوط انحرافات برای

A
(
d̃k(x)

)
=

١
rf̃k

A
(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

)
. (٣۵.٣)

داریم: ٣.٢.٣ تعریف از استفاده با

A
(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

)
=
∑

xi

∫ ١

٠
α
(
cUkiα − cLkiα

)
dα+

∫ ١

٠
α
(
f ∗U
kα − f ∗L

kα

)
dα, (٣۶.٣)

داریم: ماکزیمم�سازی توابع به مربوط انحرافات برای و

A
(
d̃r(x)

)
=

١
rf̃r

A
(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

)
, (٣٧.٣)

داریم: ٣.٢.٣ تعریف طبق که

A
(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

)
=
∑

xi

∫ ١

٠
α
(
cUriα − cLriα

)
dα +

∫ ١

٠
α
(
f ∗U
rα − f ∗L

rα

)
dα. (٣٨.٣)

بودن فازی محاسبه

داریم: بودن فازی میزان عملگر برای نهایت در

F

 m∑
j=١

wj d̃j(x)

 =
m∑
j=١

wjF
(
d̃j(x)

)
. (٣٩.٣)



۶۵ کاربردی مثال .۴.٣

داریم: مینیمم�سازی توابع به مربوط انحرافات برای

F
(
d̃k(x)

)
=

١
rf̃k

F
(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

)
, (۴٠.٣)

داریم: ۴.٢.٣ تعریف از استفاده با

F
(
f̃k(x)− f̃ ∗

k

)
=
∑

xi

∫ ١
٢
٠
(
cUkiα − cLkiα

)
dα +

∫ ١
٢
٠
(
f ∗U
kα − f ∗L

kα

)
dα

+
∑

xi

∫ ١
١
٢

(
cLkiα − cUkiα

)
dα +

∫ ١
١
٢

(
f ∗L
kα − f ∗U

kα

)
dα, (۴١.٣)

داریم: ماکزیمم�سازی توابع به مربوط انحرافات برای و

F
(
d̃r(x)

)
=

١
rf̃r

F
(
f̃ ∗
r − f̃r(x)

)
, (۴٢.٣)

داریم: ۴.٢.٣ تعریف طبق که

F
(
f̃r(x)− f̃ ∗

r

)
=
∑

xi

∫ ١
٢
٠
(
cUriα − cLriα

)
dα +

∫ ١
٢
٠
(
f ∗U
rα − f ∗L

rα

)
dα

+
∑

xi

∫ ١
١
٢

(
cLriα − cUriα

)
dα +

∫ ١
١
٢

(
f ∗L
rα − f ∗U

rα

)
dα. (۴٣.٣)

کاربردی مثال ۴.٣

نظر در را شده�اند مشخص مثلثی فازی اعداد با که فازی پارامترهای با خطی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله
می�گیریم:

min (۴٠,۵٠,٨٠)x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣
max (٨٠,٩٢,١٢٠)x١ + (۵٠,٧۵,١١٠)x٢ + ۵٠x٣
max (١٠,٢۵,٧٠)x١ + ١٠٠x٢ + ٧۵x٣
s.t. ١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠

٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.

(۴۴.٣)

آن دارد) را مقدار بیشترین که داده�ای نما، (یا مد٣۴ و است خطی٣٣ تکه�ای مثلثی فازی عدد عضویت تابع
Supp(ã) = [a١, a٣] که می�دهیم نمایش ã = (a١, a٢, a٣) با را مثلثی فازی عدد است. بفرد منحصر

.Mod(ã) = a٢ و
سه حل با که هستند فازی اعداد آن مؤلفه�های که می�دهیم قرار نقطه�ای را مطلوب نقطه مثال این در

٣٣Piecewise
٣۴Mode



۶۶ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

در را نتایج این خلاصه می�آید. به�دست توابع از یک هر کردن بهینه به مربوط فازی، تک�هدفه مسأله
و (٧.٣) مسائل ،d̃١ فازی فاصله مینیمم آوردن به�دست برای می�دهیم. نشان ١.٣ شکل و ١.٣ جدول
حل از d̃١ فازی فاصله مینیمم α = ٠ برای مثال به�عنوان می�کنیم. حل L١ متر از استفاده با را (٨.٣)

می�آید. به�دست (۴۶.٣) و (۴۵.٣) مسأله دو
min dL٠ = w١d

L
١٠ + w٢d

L
٢٠ + w٣d

L
٣٠

s.t.
fL
١٠(x)

rf̃١
− dL١٠ =

f ∗U
١٠
rf̃١

fU
٢٠(x)

rf̃٢
+ dL٢٠ =

f ∗L
٢٠
rf̃٢

fU
٣٠(x)

rf̃١
+ dL٣٠ =

f ∗L
٣٠
rf̃٣

١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠,

(۴۵.٣)

و
min dU٠ = w١d

U
١٠ + w٢d

U
٢٠ + w٣d

U
٣٠

s.t.
fU
١٠(x)

rf̃١
− dU١٠ =

f ∗L
١٠
rf̃١

fL
٢٠(x)

rf̃٢
+ dU٢٠ =

f ∗U
٢٠
rf̃٢

fL
٣٠(x)

rf̃٣
+ dU٣٠ =

f ∗U
٣٠
rf̃٣

١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠,

(۴۶.٣)

می�کنیم: محاسبه را تابع هر به مربوط α-برش�های ابتدا منظور این }برای
fL
١α = (۴٠+ ١٠α)x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣,
fU
١α = (٨٠− ٣٠α)x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣,

⇒

{
fL
١٠ = ۴٠x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣,
fU
١٠ = ٨٠x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣,{

fL
٢α = (٨٠+ ١٢α)x١ + (۵٠+ ٢۵α)x٢ + ۵٠x٣,
fU
٢α = (١٢٠− ٢٨α)x١ + (١١٠− ٣۵α)x٢ + ۵٠x٣,



۶٧ کاربردی مثال .۴.٣

فازی ایده�آل�های :١.٣ جدول

α f̃ ∗
١ f̃ ∗

٢ f̃ ∗
٣

٠ [۴۵٢۶٫ ٣٢,٨٢٧۶٫ ۶١] [١١٢٧٧٫ ٨,١۵٩۴۴٫ ۴] [٨۶٧٧٫ ۵٨,١١۴١٧]
٠٫ ١ [۴۶٣٩٫ ۴٧,٧٩٩٧٫ ٧١] [١١۴١٧٫ ٨,١۵۶١٧٫ ٨] [٨٧۴۵٫ ۴١,١١٢١١]
٠٫ ٢ [۴٧۴٣٫ ٨,٧٧١٨٫ ٨] [١١۵۵٧٫ ٨,١۵٢٩١٫ ١] [٨٨١٣٫ ٢۵,١١٠٠۵]
٠٫ ٣ [۴٨٣۶٫ ٧٧,٧۴٣٩٫ ٨٩] [١١۶٩٧٫ ٨,١۴٩۶۴٫ ۴] [٨٨٨١٫ ٠٨,١٠٧٩٩٫ ١]
٠٫ ۴ [۴٩٢٩٫ ٧۴,٧١۶٠٫ ٩٩] [١١٨٣٧٫ ٨,١۴۶٣٧٫ ٨] [٨٩۴٨٫ ٩١,١٠۵٩٣٫ ١]
٠٫ ۵ [۵٠٢٢٫ ٧١,۶٨٨٢٫ ٠٨] [١١٩٧٧٫ ٨,١۴٣١١٫ ١] [٩٠١۶٫ ٧۴,١٠٣٨٧٫ ١]
٠٫ ۶ [۵١١۵٫ ۶٧,۶۶٠٣٫ ١٧] [١٢١١٧٫ ٨,١٣٩٨۴٫ ۴] [٩٠٨۴٫ ۵٧,١٠١٨١٫ ٢]
٠٫ ٧ [۵٢٠٨٫ ۶۴,۶٣٢۴٫ ٢٧] [١٢٢۵٧٫ ٨,١٣۶۵٧٫ ٨] [٩١۵٢٫ ۴,٩٩۵٧٫ ١٩]
٠٫ ٨ [۵٣٠١٫ ۶١,۶٠۴۵٫ ٣۶] [١٢٣٩٧٫ ٨,١٣٣٣١٫ ١] [٩٢٢٠٫ ٢٣,٩٧۶٩٫ ٢٢]
٠٫ ٩ [۵٣٩۴٫ ۵٨,۵٧۶۶٫ ۴۶] [١٢۵٣٧٫ ٨,١٣٠٠۴٫ ۴] [٩٢٨٨٫ ۶٣,٩۵۶٣٫ ٢۵]
١ [۵۴٨٧٫ ۵۵,۵۴٨٧٫ ۵۵] [١٢۶٧٧٫ ٨,١٢۶٧٧٫ ٨] [٩٣۵٧٫ ٢٩,٩٣۵٧٫ ٢٩]

٠

٠٫ ١

٠٫ ٢

٠٫ ٣
٠٫ ۴

٠٫ ۵

٠٫ ۶

٠٫ ٧

٠٫ ٨

٠٫ ٩
١

۴۵٠٠ ۵٠٠٠ ۵۵٠٠ ۶٠٠٠ ۶۵٠٠ ٧٠٠٠ ٧۵٠٠ ٨٠٠٠ ٨۵٠٠

f̃ ∗
١ :١.٣ شکل
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⇒

{
fL
٢٠ = ٨٠x١ + ۵٠x٢ + ۵٠x٣,
fU
٢٠ = ١٢٠x١ + ١١٠x٢ + ۵٠x٣,{

fL
٣α = (١٠+ ١۵α)x١ + ١٠٠x٢ + ٧۵x٣,
fU
٣α = (٧٠− ۴۵α)x١ + ١٠٠x٢ + ٧۵x٣,

⇒

{
fL
٣٠ = ١٠x١ + ١٠٠x٢ + ٧۵x٣,
fU
٣٠ = ٧٠x١ + ١٠٠x٢ + ٧۵x٣,

داریم: ١.٣ جدول به توجه با هم�چنین
f ∗L
١٠ = ۴۵٢۶٫ ٣٢, f ∗L

٢٠ = ١١٢٧٧٫ ٨, f ∗L
٣٠ = ٨۶٧٧٫ ۵٨,

f ∗U
١٠ = ٨٢٧۶٫ ۶١, f ∗U

٢٠ = ١۵٩۴۴٫ ۴, f ∗U
٣٠ = ١١۴١٧.

(۴٧.٣)

هدف تابع هر به مربوط ایده�آل ضد نقطه داریم نیاز ابتدا هدف، توابع نرمال�ساز ثابت آوردن به�دست برای
داریم: است مینیمم�سازی اول هدف تابع این�که به توجه با کنیم. محاسبه را

rf̃١٠ = fU
٠∗١ − f ∗L

١٠ , (۴٨.٣)

مربوط ایده�آل ضد نقطه است. α = ٠ در اول هدف تابع ایده�آل ضد نقطه بالای کران fU
٠∗١ آن در که

می�آید: به�دست (۴٩.٣) مسأله حل از اول هدف تابع به
max (۴٠,۵٠,٨٠)x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣
s.t. ١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠

٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.

(۴٩.٣)

قرار (۴٩.٣) مسأله در را اول هدف تابع فازی ضرایب α-برش بالای کران ،fU
٠∗١ محاسبه برای اکنون

α = ٠ این�که به توجه با می�دهد. نشان را fU
٠∗١ مقدار مسأله این بهینه جواب می�کنیم حل آن�را و می�دهیم

داریم: پس است ٨٠ ،x١ فازی ضریب بالای کران
max ٨٠x١ + ١٠٠x٢ + ١٧٫ ۵x٣
s.t. ١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠

٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.

(۵٠.٣)

rf̃١٠ نرمال�ساز ثابت (۴٨.٣) رابطه در (۴٧.٣) رابطه از f ∗L
١٠ و (۵٠.٣) مسأله از fU

٠∗١ دادن قرار با
محاسبه نیز را rf̃٣ و rf̃٢ می�توانیم نیز هدف توابع سایر و αها سایر برای مشابه ببه�طور می�آید. به�دست
،fU

٣٠ ،fL
٣٠ ،fU

٢٠ ،fL
٢٠ ،fU

١٠ ،fL
١٠ مقادیر حال است. شده داده نشان ٢.٣ جدول در فواصل این می�کنیم.



۶٩ کاربردی مثال .۴.٣

قرار (۴۶.٣) و (۴۵.٣) مسائل در را (۴٧.٣) رابطه مقادیر و w١ = w٢ = w٣ = ١ ،rf̃٣ ،rf̃٢ ،rf̃١
داریم: می�دهیم

min dL٠ = dL١٠ + dL٢٠ + dL٣٠

s.t. ٠٫ ٠٠٧٣x١ + ٠٫ ٠١٨٢x٢ + ٠٫ ٠٠٣٢x٣ − dL١٠ = ١٫ ۵٠٨٢
٠٫ ٠١۵۵x١ + ٠٫ ٠١۴٢x٢ + ٠٫ ٠٠۶۵x٣ + dL٢٠ = ١٫ ۴۵٩١
٠٫ ٠٠۶٨x١ + ٠٫ ٠٠٩٧x٢ + ٠٫ ٠٠٧٣x٣ + dL٣٠ = ٠٫ ٨۴٣٧
١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠,

(۵١.٣)

و

min dU٠ = dU١٠ + dU٢٠ + dU٣٠

s.t. ٠٫ ٠١۴۶x١ + ٠٫ ٠١٨٢x٢ + ٠٫ ٠٠٣٢x٣ − dU١٠ = ٠٫ ٨٢۴٨
٠٫ ٠١٠٣۵x١ + ٠٫ ٠٠۶۵x٢ + ٠٫ ٠٠۶۵x٣ + dU٢٠ = ٢٫ ٠۶٢٩
٠٫ ٠٠١x١ + ٠٫ ٠٠٩٧x٢ + ٠٫ ٠٠٧٣x٣ + dU٣٠ = ١٫ ١١
١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠,

(۵٢.٣)

داریم: حل از پس

d̃٠ = [dL٠ , d
U
٠ ] = [٠,٢٫ ٠۵۶٧٨],

این کنیم. محاسبه را فازی فاصله مینیمم می�توانیم نیز هدف توابع سایر و αها سایر برای مشابه به�طور
،٠.۵٩٢۶ به�ترتیب d̃١ بودن فازی میزان و ابهام ارزش، است. شده داده نشان ٣.٣ جدول در فواصل
بهینه، تصمیم (۴١.٣) رابطه در w١ = w٢ = w٣ = ١ گرفتن نظر در با است. −٠٫ ٢٩۶٣ و ٠.۵٩٢۶



٧٠ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

نرمال�ساز ثابت مقادیر :٢.٣ جدول

α rf̃١ rf̃٢ rf̃٣
٠ ۵۴٨٧٫ ۵٨ ٧٧٢٩٫ ٢١ ١٠٢٨٫ ۴٢
٠٫ ١ ۵٠٢۴٫ ۴٢ ٧٢٢٢٫ ١ ٩٩٠٩٫ ۶٨
٠٫ ٢ ۴۵٧٠٫ ٠٩ ۶٧١۴٫ ٩ ٩۵٣٣٫ ٩۵
٠٫ ٣ ۴١۶۶٫ ٠۴ ۶٢٠٧٫ ۶٩ ٩١۵٨٫ ٣١
٠٫ ۴ ٣٩٣۵٫ ٧۶ ۵٧٠٠٫ ۵٨ ٨٧٨٢٫ ۵٧
٠٫ ۵ ٣٧٠۵٫ ۴٨ ۵١٩٣٫ ٣٨ ٨۴٠۶٫ ٨۴
٠٫ ۶ ٣۴٧۵٫ ٢١ ۴۶٨۶٫ ١٧ ٨٠٣١٫ ٢
٠٫ ٧ ٣٢۴۴٫ ٩٣ ۴١٧٩٫ ٠٧ ٧۶۵۵٫ ۴۵
٠٫ ٨ ٣٠١۴٫ ۶۴ ٣۶٧١٫ ٨۶ ٧٢٧٩٫ ٧۵
٠٫ ٩ ٢٧٨۴٫ ٣۶ ٣١۶۴٫ ۶۵ ۶٩٠۴٫ ٠۴
١ ٢۵۵۴٫ ٠٨ ٢۶۵٧٫ ۵ ۶۵٢٨٫ ٣۴

فازی L١-فاصله :٣.٣ جدول

α d̃١ α d̃١

٠ [٠,٢٫ ٠۵۶٧٨] ٠٫ ۶ [٠,١٫ ٧۴٩٢۵]
٠٫ ١ [٠,٢٫ ٠٣٨٢] ٠٫ ٧ [٠٫ ١٢٠٣۶٢,١٫ ۶۵۴٢۶]
٠٫ ٢ [٠,٢٫ ٠١١١٨] ٠٫ ٨ [٠٫ ٢۶۶٢۶٧,١٫ ۴٨١۵]
٠٫ ٣ [٠,١٫ ٩٧٨٠۵] ٠٫ ٩ [٠٫ ۵۴٩۴٠٣,١٫ ٢٣۵٠۴]
٠٫ ۴ [٠,١٫ ٩٢۵٨١] ١ [٠٫ ٩۵٢٠۶٧,٠٫ ٩۵٢٠۶٧]
٠٫ ۵ [٠,١٫ ٨۴١۴۵]



٧١ کاربردی مثال .۴.٣

است. زیر مسأله جواب

Find (x١, x٢, x٣)

s.t. −٠٫ ١٢٧٨x١ − ٠٫ ٠١۵٧x٢ − ٠٫ ١٩١۴x٣ ≈ −٣٠٫ ٣١٩٧ (ارزش)
٠٫ ٠۴٢٩x١ + ٠٫ ٠١٩٩x٢ ≈ −٣٫ ١٨۵٧ (ابهام)
٠٫ ٠۵٣x١ + ٠٫ ٠٢٠٩x٢ ≈ −۴٫ ٧۴۴٩ بودن) (فازی
١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.

(۵٣.٣)

متناظر ارزش اولویت اولین اولویت�های: با آرمانی ریزی برنامه� اولویت روش از استفاده با مسأله این
مدل می�شود. حل فازی میزان به مربوط آخر اولویت سرانجام و هدف ابهام اولویت دومین هدف، با

است: زیر به�صورت آرمانی ریزی برنامه�

min d−١ + d+١

s.t. −٠٫ ١٢٧٨x١ − ٠٫ ٠١۵٧x٢ − ٠٫ ١٩١۴x٣ + d−١ − d+١ = −٣٠٫ ٣١٩٧
٠٫ ٠۴٢٩x١ + ٠٫ ٠١٩٩x٢ + d−٢ − d+٢ = −٣٫ ١٨۵٧
٠٫ ٠۵٣x١ + ٠٫ ٠٢٠٩x٢ + d−٣ − d+٣ = −۴٫ ٧۴۴٩
١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.



٧٢ فازی فاصله مینیمم�سازی اساس بر چندهدفه تصمیم�گیری برای جدید روشی .٣

می�کنیم: حل دوم اولویت با را مسأله اکنون می�باشد. ٧.٩۶۶٣٧ حل از پس مسأله این بهین مقدار

min d−٢ + d+٢

s.t. −٠٫ ١٢٧٨x١ − ٠٫ ٠١۵٧x٢ − ٠٫ ١٩١۴x٣ + d−١ − d+١ + ٣٠٫ ٣١٩٧ = ٧٫ ٩۶۶٣٧
٠٫ ٠۴٢٩x١ + ٠٫ ٠١٩٩x٢ + d−٢ − d+٢ = −٣٫ ١٨۵٧
٠٫ ٠۵٣x١ + ٠٫ ٠٢٠٩x٢ + d−٣ − d+٣ = −۴٫ ٧۴۴٩
١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.

می�کنیم: حل سوم اولویت با را مسأله اکنون می�باشد. ۶.١١٢٩۵ حل از پس مسأله این بهین مقدار

min d−٣ + d+٣

s.t. −٠٫ ١٢٧٨x١ − ٠٫ ٠١۵٧x٢ − ٠٫ ١٩١۴x٣ + d−١ − d+١ + ٣٠٫ ٣١٩٧ = ٧٫ ٩۶۶٣٧
٠٫ ٠۴٢٩x١ + ٠٫ ٠١٩٩x٢ + d−٢ − d+٢ + ٣٫ ١٨۵٧ = ۶٫ ١١٢٩۵
٠٫ ٠۵٣x١ + ٠٫ ٠٢٠٩x٢ + d−٣ − d+٣ = −۴٫ ٧۴۴٩
١٢x١ + ١٧x٢ ≤ ١۴٠٠
٣x١ + ٩x٢ + ٨x٣ ≤ ١٠٠٠
١٠x١ + ١٣x٢ + ١۵x٣ ≤ ١٧۵٠
۶x١ + ١۶x٣ ≤ ١٣٢۵
١٢x٢ + ٧x٣ ≤ ٩٠٠
٩٫ ۵x١ + ٩٫ ۵x٢ + ۴x٣ ≥ ١٠٧۵
x ≥ ٠.

است: زیر به�صورت مسأله این جواب و ٨.١٧٨۴٩ مسأله این بهین مقدار
x١ = ۴۵٫ ٢٢٠٧٧, x٢ = ۴٩٫ ۶١١٨۴, x٣ = ۴٣٫ ۵٢٢۵۶. (۵۴.٣)

هدف�ها از یک هر مد مقدار حقیقت در بگیریم. نتیجه L١ متر تحت را مسأله جواب می�توانیم ما
است. زیر به�صورت

f١ = ٧٩٨٣٫ ٨۶٧٣, f٢ = ١٠٠۵٧٫ ٣٢۶٨۴, f٣ = ٩٣۵۵٫ ٨٩۵٢۵.

هدف توابع از هریک در را (۵۴.٣) رابطه از آمده به�دست مقادیر کافیست مد، مقدار آوردن به�دست برای
داریم: سوم تابع برای مثال به�عنوان می�دهد. نشان را مد مقدار a٢ سپس دهیم قرار (۴۴.٣) مسأله

(١٠,٢۵,٧٠)x١ + ١٠٠x٢ + ٧۵x٣ =
(١٠,٢۵,٧٠)× ۴۵٫ ٢٢٠٧٧+ ١٠٠× ۴٩٫ ۶١١٨۴+ ٧۵× ۴٣٫ ۵٢٢۵۶ =

(٨۶٧٧٫ ۵٨٣٧,٩٣۵۵٫ ٨٩۵٢۵,١١٣٩٠٫ ٨٢٩٩) ⇒ fL
٣α=١ = ٩٣۵۵٫ ٨٩۵٢۵.



٧٣ کاربردی مثال .۴.٣

هدف تابع دو اما است ایده�آل نقطه به نزدیک سوم هدف تابع که می�کنیم مشاهده ١.٣ جدول به توجه با
هستند. ایده�آل نقطه از دورتر خیلی مراتب به اول





۴ فصل

چندهدفه برنامه�ریزی مسأله حل برای روشی
فازی

مقدمه ١.۴

ریزی برنامه� مسأله یک برای عملگرها تقریبی بازه نزدیک�ترین اساس بر جدید روش یک فصل این در
یک برای را کروش-کاهن-تاکر بهینگی شرایط ابتدا می�دهیم. ارائه مقدار فازی هدف توابع با چندهدفه
بازه�ای توابع gH-مشتق�پذیری از منظور این برای می�دهیم. ارائه مقدار بازه�ای چندهدفه بهینه�سازی مسأله
بازه نزدیک�ترین اول الگوریتم دارند. مهمی نقش الگوریتم دو شده ارائه روش در می�کنیم. استفاده مقدار
کروش-کاهن- شرایط از استفاده با دوم الگوریتم و می�دهد را است فازی عدد یک از تقریبی که تقریبی،
مسأله برای بخش رضایت جواب یک و مقدار بازه�ای ریزی برنامه� مسأله برای پارتو بهینه جواب یک تاکر

می�باشد. [٢۵ ،٣٨] مراجع از فصل این مطالب می�دهد. ارائه مقدار فازی

اولیه قضایای و تعاریف ٢.۴

حقیقی بازه�های ١.٢.۴

از کلاسی نمایش ϕ می�کنیم فرض می�دهیم. نمایش F(R) با را R از فازی اعداد فضای فصل این در
یعنی باشد. R در کراندار و بسته بازه�های همه

ϕ = {[a, b]|a, b ∈ R, a ≤ b} .

کران�های به�ترتیب aU و aL که می�دهیم نمایش A = [aL, aU ] به�صورت را A بسته بازه ،A ∈ ϕ برای
داریم: باشند ϕ در B = [bL, bU ] و A = [aL, aU ] کنید فرض هستند. A بالای و پایین

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} = [aL + bL, aU + bU ] الف.

−A = {−a : a ∈ A} = [−aU ,−aL] ب.
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که می�بینیم بنابراین
A−B = A+ (−B) = [aL − bU , aU − bL]

و

kA = {ka : a ∈ A} =

[kaL, kaU ], k ≥ ٠,

[kaU , kaL], k < ٠,

است. حقیقی عدد یک k آن در که
می�شود: تعریف زیر به�صورت B و A بین هاسدورف متر .B ⊆ Rn و A ⊆ Rn کنید فرض

dH(A,B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

∥a− b∥, sup
b∈B

inf
a∈A

∥a− b∥}

به�صورت شده تعریف اقلیدسی١ نرم ∥.∥ آن در که

∥x∥ =
√
x٢١ + . . .+ x٢n,

R در بسته بازه دو B = [bL, bU ] و A = [aL, aU ] اگر است. x = (x١, . . . , xn) ∈ Rn هر برای
که می�بینیم باشند

dH(A,B) = max{|aL − bL|, |aU − bU |}. (١.۴)

به�طور نیز دیگر حالت�های (برای باشند مجزا بازه دو B و A می�کنیم فرض (١.۴) رابطه اثبات برای
داریم: پس می�شود) ثابت مشابه

sup
a∈A

inf
b∈B

∥a− b∥ = sup
a∈A

∥a− bL∥ = ∥aL − bL∥ = |aL − bL|

و
sup
b∈B

inf
a∈A

∥a− b∥ = sup
b∈B

∥aU − b∥ = ∥aU − bU∥ = |aU − bU |

نتیجه در
dH(A,B) = max{|aL − bL|, |aU − bU |}.

است زیر به�صورت F(R) در شده تعریف متر
dF(R)(ã, b̃) = sup dH(ãα, b̃α), ∀ ã, b̃ ∈ F(R),

-gH) یافته تعمیم هاکاهارای فاصله مفهوم معرفی به اکنون است. هاسدورف متر نمایش dH آن در که
می�پردازیم. مقدار حقیقی بازه دو بین فاصله)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را یافته٢ تعمیم هاکاهارای فاصله A,B ∈ ϕ هر برای .١.٢.۴ تعریف

A⊖gH B = C ⇐⇒

{
A = B + C یا
B = A+ (−١)C.

(٢.۴)

١Euclidean norm
٢Generalized Hukuhara difference
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و A = [a, b] اگر به�علاوه .A ⊖gH A = {٠} مثال عنوان به دارد بسیاری خواص gH-فاصله
آن�گاه B = [c, d]

A⊖gH B =
[
min(a− c, b− d),max(a− c, b− d)

]
.

می�پردازیم. ϕ روی شده تعریف مرتب رابطه دو معرفی به ادامه در

باشند. R در بسته بازه دو B = [bL, bU ] و A = [aL, aU ] کنید فرض .٢.٢.۴ تعریف

.aU ≤ bU و aL ≤ bL اگر تنها و اگر A ⪯LU B . الف

اگر تنها و اگر A ≺LU B معادل به�طور .A ̸= B و A ⪯LU B اگر تنها و اگر A ≺LU B . }ب
aL < bL

aU < bU
یا

{
aL ≤ bL

aU < bU
یا

{
aL < bL

aU ≤ bU

است. A از بزرگتر B یا B از کوچکتر A یعنی

کم�تر برای تصمیم�گیرنده اولویت مینیمم�سازی، مسأله یک در فوق تعریف در ⪯LU رابطه از منظور
داده ترجیح B به A این�صورت در A ⪯LU B اگر بنابراین است. هزینه ماکزیمم و هزینه مینیمم کردن
سود ماکزیمم و سود مینیمم کردن حداکثر ⪯LU رابطه از منظور باشد ماکزیمم�سازی مسأله اگر و می�شود

می�شود. داده ترجیح A به B این�صورت در A ⪯LU B اگر بنابراین می�باشد
همه در ⪯LU دهیم نشان است کافی است. مرتب جزئا رابطه یک ϕ روی ⪯LU که می�کنیم مشاهده

می�کند. صدق ٧.٧.١ تعریف خاصیت�های
.A = [aL, aU ] پس باشد ϕ در بسته بازه یک A می�کنیم فرض اول. خاصیت
∀A ∈ ϕ A ⪯LU A ⇐⇒ aL ≤ aL و aU ≤ aU

است. برقرار فوق رابطه هستند حقیقی اعداد aU و aL این�که به باتوجه
داریم: B ⪯LU A و A ⪯LU B و A,B ∈ ϕ می�کنیم فرض دوم. خاصیت
A ⪯LU B =⇒ aL ≤ bL و aU ≤ bU (٣.۴)

و
B ⪯LU A =⇒ bL ≤ aL و bU ≤ aU (۴.۴)

.A = B لذا aU = bU و aL = bL ،(۴.۴) و (٣.۴) رابطه�های به توجه با

k = ١, . . . , r ،Ak هر برای اگر است مقدار بازه�ای بردار Aیک = (A١, . . . , Ar) بردار تعریف۴.٣.٢.
.Ak = [aLk , a

U
k ] باشیم داشته

باشند. مقدار بازه�ای بردار دو B = (B١, . . . , Br) و A = (A١, . . . , Ar) کنید فرض .۴.٢.۴ تعریف

.k = ١, . . . , r برای Ak ⪯LU Bk اگر تنها و اگر A ⪯LU B . الف

وجود h اندیس یک حداقل و k = ١, . . . , r برای Ak ⪯LU Bk اگر وتنها اگر A ≺LU B . ب
.Ah ≺LU Bh به�طوری�که باشد داشته
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به�صورت را بازه این عرض٣ و مرکز باشد. R در بسته بازه یک A = [aL, aU ] کنید فرض

aC =
١
٢(a

L + aU) و aS = (aU − aL)

می�کنیم. محاسبه

باشند. بسته بازه دو B = [bL, bU ] و A = [aL, aU ] کنید فرض .۵.٢.۴ تعریف

.aS ≤ bS و aL ≤ bL اگر تنها و اگر A ⪯LS B . الف

.aS ≤ bS و aU ≥ bU اگر وتنها اگر A ⪰LS B . ب

نظر در (اختلاف) واریانس یا و خطر قطعیت، عدم به�عنوان می�توان را بازه یک عرض آن�جاکه از
کوچک�تر) پایین (کران بزرگ�تر بالای کران و کمتر) خطای (یعنی کم�تر عرض با بازه یک بنابراین گرفت،

است. مناسب�تر (مینیمم�سازی) ماکزیمم�سازی مسأله یک برای

باشند. مقدار بازه�ای بردار دو B = (B١, . . . , Br) و A = (A١, . . . , Ar) کنید فرض .۶.٢.۴ تعریف

.k = ١, . . . , r برای Ak ⪯LS Bk اگر تنها و اگر A ⪯LS B . الف

وجود h اندیس یک حداقل و k = ١, . . . , r برای Ak ⪯LS Bk اگر وتنها اگر A ≺LS B . ب
.Ah ≺LS Bh به�طوری�که باشد داشته

.k = ١, . . . , r برای Ak ⪰LS Bk اگر تنها و اگر A ⪰LS B . ج

وجود h اندیس یک حداقل و k = ١, . . . , r برای Ak ⪰LS Bk اگر وتنها اگر A ≻LS B . د
.Ah ≻LS Bh به�طوری�که باشد داشته

.A ⪯LU B آن�گاه A ⪯LS B اگر .٧.٢.۴ قضیه

داریم: ۵.٢.۴ و ٢.٢.۴ تعریف از استفاده با برهان.

A ⪯LS B ⇐⇒ aL ≤ bL, aS ≤ bS

⇐⇒ aL ≤ bL, aU − aL ≤ bU − bL

=⇒ aL ≤ bL, aU ≤ bU

⇐⇒ A ⪯LU B

٣Width
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مقدار بازه�ای توابع خواص از برخی ٢.٢.۴

،٣] مراجع به بیشتر اطلاعات برای می�کنیم بیان را مقدار بازه�ای توابع خواص از برخی بخش این در
می�دهیم. ارجاع [٣٨ ،١١

نامیده مقدار بازه�ای تابع یک ϕ برد با Rn اقلیدسی فضای روی شده تعریف F : Rn → ϕ تابع
fU و fL که بنویسیم، F (x) = [fL(x), fU(x)] به�صورت می�توانیم را F مقدار بازه�ای تابع می�شود.
fL(x) ≤ fU(x) خاصیت در x ∈ Rn هر برای و هستند Rn روی شده تعریف مقدار حقیقی توابع

می�کنند. صدق

تحدب

شده تعریف مقدار بازه�ای تابع F و Rn از ناتهی محدب زیرمجموعه یک X کنید فرض .٨.٢.۴ تعریف
باشد. X روی

باشیم داشته λ ∈ (٠,١) هر و x ∈ X هر برای اگر است LU-محدب ،x∗ در F گوییم . الف
F
(
λx∗ + (١− λ)x

)
⪯LU λF (x∗) + (١− λ)F (x)

باشیم داشته λ ∈ (٠,١) هر و x ∈ X هر برای اگر است LS-محدب ،x∗ در F گوییم . الف
F
(
λx∗ + (١− λ)x

)
⪯LS λF (x∗) + (١− λ)F (x)

باشد. X روی مقدار بازه�ای تابع یک F و Rn از محدب زیرمجموعه یک X کنید فرض .٩.٢.۴ قضیه
داریم: را زیر نتایج این�صورت در

باشند. محدب x∗ در fU و fL اگر تنها و اگر است LU-محدب x∗ در F الف.

باشند. محدب x∗ در fU و fL اگر تنها و اگر است LS-محدب x∗ در F ب.

است. LU-محدب x∗ در F آن�گاه باشد LS-محدب x∗ در F اگر ج.

λ ∈ (٠,١) هر و x ∈ X هر برای پس باشد LU-محدب ،x∗ در f می�کنیم فرض . الف برهان.
داریم:

F
(
λx∗ + (١− λ)x

)
⪯LU λF (x∗) + (١− λ)F (x)

داریم: ٢.٢.۴ تعریف طبق لذا F = [fL, fU ] یعنی است مقدار بازه�ای تابع یک F طرفی از

F
(
λx∗ + (١− λ)x

)
⪯LU λF (x∗) + (١− λ)F (x)

⇐⇒ fL
(
λx∗ + (١− λ)x

)
≤ λfL(x∗) + (١− λ)fL(x)

fU
(
λx∗ + (١− λ)x

)
≤ λfU(x∗) + (١− λ)fU(x)

⇐⇒ باشند. fLوfUدر∗xمحدب

می�شود. ثابت الف قسمت مشابه . ب
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است. واضح ب و الف قسمت به توجه با ج.

پیوستگی و حد

یک A = [aL, aU ] و Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع یک F کنید فرض .١٠.٢.۴ تعریف
δ > ٠ باشد داشته وجود ،ϵ > ٠ هر برای اگر limx→c F (x) = A ،c ∈ Rn برای باشند. R در بازه

.dH(F (x), A) < ϵ باشیم داشته ∥x− c∥ < δ برای به�طوری�که

بازه یک A = [aL, aU ] و Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع یک F کنید فرض .١١.٢.۴ قضیه
.limx→c f

U(x) = aU و limx→c f
L(x) = aL اگر تنها و اگر limx→c F (x) = A باشند. R در

تعریف مقدار بازه�ای تابع یک F چون می�کنیم. ثابت ١٠.٢.۴ تعریف و (١.۴) رابطه به توجه با برهان.
داریم: لذا A = [aL, aU پس[ است R در بازه یک A هم�چنین ،F = [fL, fU پس[ است Rn روی شده

lim
x→c

F (x) = A ⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x− c∥ < δ dH(F (x), A) < ϵ

⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x− c∥ < δ

max{|fL(x)− aL|, |fU(x)− aU |} < ϵ

⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x− c∥ < δ

|fL(x)− aL| < ϵ و |fU(x)− aU | < ϵ

⇐⇒ lim
x→c

fL(x) = aL و lim
x→c

fU(x) = aU .

راست حد و چپ حد مشابه به�طور باشد. شده تعریف R روی F مقدار بازه�ای تابع کنید فرض حال
هم�چنین می�شود. تعریف limx→c+ F (x) و limx→c− F (x) به�صورت به�ترتیب آن

.limx→c− fU(x) = aU و limx→c− fL(x) = aL اگر تنها و اگر limx→c− F (x) = A

.limx→c+ fU(x) = aU و limx→c+ fL(x) = aL اگر تنها و اگر limx→c+ F (x) = A

c ∈ Rn در F گوییم باشد. Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع F کنید فرض .١٢.٢.۴ تعریف
هر برای اگر است پیوسته x٠ در F گوییم معادل به�طور یا limx→c F (x) = F (c) اگر است پیوسته

.dH(F (x), F (x٠)) < ϵ دهد نتیجه ∥x− x٠∥ < δ به�طوری�که δ > ٠ باشد داشته وجود ϵ > ٠

fL اگر تنها و اگر است پیوسته c ∈ Rn در Rn روی شده تعریف F مقدار بازه�ای تابع .١٣.٢.۴ قضیه
باشند. پیوسته c در fU و
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.F (x) = [fL(x), fU(x)] پس است Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابعی F برهان.

است cپیوسته ∈ Rnدر F ⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x− c∥ < δ dH(F (x), F (c)) < ϵ

⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x− c∥ < δ

max{|fL(x)− f(c)|, |fU(x)− f(c)|} < ϵ

⇐⇒ ∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x− c∥ < δ

|fL(x)− f(c)| < ϵ و |fU(x)− f(c)| < ϵ

⇐⇒ lim
x→c

fL(x) = f(c) و lim
x→c

fU(x) = f(c).

gH-مشتق�پذیری

و موجود limh→٠
f(x٠ + h)− f(x٠)

h
اگر است مشتق�پذیر x٠ در f(x) تابع گوییم .١۴.٢.۴ تعریف

باشد. متناهی

و X ⊆ Rn روی شده تعریف مقدار حقیقی تابع f کنید فرض .١۵.٢.۴ تعریف
x٠ = (x

(٠)
١ , ..., x(٠)

n ) ∈ X

باشد. ثابت یک

(
∂f

∂x١
), ..., (

∂f

∂xn

) جزئی مشتق�های همه اگر است مشتق�پذیر پیوسته ضعیف به�طور x٠ در f گوییم . الف
باشند. پیوسته x٠ در و باشند داشته وجود x٠ در

(
∂f

∂x١
), ..., (

∂f

∂xn

) جزئی مشتق�های همه اگر است مشتق�پذیر پیوسته به�طور ،x٠ در f گوییم . ب
باشند. پیوسته x٠ در و باشند داشته وجود x٠ همسایگی�های از برخی روی

و X ⊆ Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع F کنید فرض .١۶.٢.۴ تعریف
x٠ = (x

(٠)
١ , ..., x(٠)

n ) ∈ X

باشد. ثابت یک

در fU و fL مقدار حقیقی توابع اگر است مشتق�پذیر پیوسته ضعیف به�طور x٠ در F گوییم . الف
x٠ در fU و fL جزئی مشتق�های همه می�دهد نتیجه این (که باشند مشتق�پذیر پیوسته به�طور x٠

باشند). پیوسته x٠ در و باشند داشته وجود

(
∂F

∂x١
), ..., (

∂F

∂xn

) جزئی مشتق�های همه اگر است مشتق�پذیر پیوسته به�طور ،x٠ در F گوییم . ب
پیوسته مقدار) بازه�ای تابع مفهوم (به x٠ در و باشند داشته وجود x٠ همسایگی�های از برخی روی

باشند.



٨٢ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

F : A −→ ϕ مقدار بازه�ای تابع gH-مشتق باشد. حقیقی بازه یک A کنید فرض .١٧.٢.۴ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را a٠ در

F ′(a٠) = lim
h→٠

F (a٠ + h)⊖gH F (a٠)

h
, (۵.۴)

،a٠ در F تابع گوییم آن�گاه کند صدق (۵.۴) رابطه در به�طوری�که باشد داشته وجود F ′(a٠) ∈ ϕ اگر
،A روی F گوییم آن�گاه باشد gH-مشتق�پذیر ،a٠ ∈ A نقطه هر در F اگر است. gH-مشتق�پذیر

است. gH-مشتق�پذیر

می�باشد. زیر به�صورت Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای توابع برای gH-مشتق تعریف کلی حالت

و X ⊆ Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع F کنید فرض .١٨.٢.۴ تعریف
x٠ = (x

(٠)
١ , . . . , x(٠)

n ) ∈ X

باشد. ثابت عنصر یک
می�گیریم. نظر در hi(xi) = F (x

(٠)
١ , . . . , x

(٠)
i−١, x

(٠)
i , x

(٠)
i−١, . . . , x

(٠)
n به�صورت( را hi مقدار بازه�ای تابع

با که دارد جزئی gH-مشتق i-امین ،x(٠)
i در F گوییم آن�گاه باشد gH-مشتق�پذیر ،x(٠)

i در hi اگر
.
(

∂F
∂xi

)
gH

(x(٠)) = h′
i(x

(٠)
i ) و می�دهیم نمایش

(
∂F
∂xi

)
gH

(x(٠))

جزئی gH-مشتق�های همه اگر است gH-مشتق�پذیر پیوسته به�طور ،x(٠)
i در F گوییم )هم�چنین

∂F

∂x١

)
gH

(x(٠)), . . . ,

(
∂F

∂xn

)
gH

(x(٠))

باشند. پیوسته x(٠) در و باشند داشته وجود x(٠) همسایگی�های برخی روی

در F اگر باشد. X ⊂ Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع یک F کنید فرض [٣] .١٩.٢.۴ قضیه
است. مشتق�پذیر پیوسته به�طور x٠ در fL + fU آن�گاه باشد gH-مشتق�پذیر پیوسته به�طور x٠

F (x) = [fL, fU ] Xو ⊂ Rn روی شده تعریف مقدار بازه�ای تابع F فرضکنید [٣۴] .٢٠.٢.۴ قضیه
مفهوم به x٠ در fU و fL اگر تنها و اگر است مشتق�پذیر پیوسته به�طور x٠ در F این�صورت در باشد.

باشند. مشتق�پذیر عادی

فازی عدد یک از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین ٣.۴

عملگر فازی، عدد یک بازه�ای تقریب .١.٣.۴ تعریف
C : F(R) −→ ϕ

ã ∈ F(R) برای به�طوری�که است

C(ã) ⊂ suppã (١

core(ã) ⊂ C(ã) (٢



٨٣ فازی عدد یک از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین .٣.۴

∀ ϵ > ٠, ∃ δ > ٠, dF(R)(ã, b̃) < δ ⇒ dH
(
C(ã), C(b̃)

)
< ϵ (٣

بازه�ای تقریب یک ،dF(R) متر به نسبت ،ã فازی عدد یک از بازه�ای۴ تقریب نزدیک�ترین .٢.٣.۴ تعریف
عملگرهای فضای به متعلق C هر برای را dF(R)(ã, C(ã)) می�کند مینیمم که است Cd(ã) فرم به ã از

فازی. عدد یک تقریبی
داریم: ã از C(ã) بازه�ای تقریب هر برای که است معنی این به این

dF(R)(Cd(ã), ã) ≤ dF(R)(C(ã), ã).

تابع که است شده گرفته نظر در ã فازی عدد یک به�عنوان [a, b] بازه یک بالا تعریف در .٣.٣.۴ ملاحظه
است: زیر به�صورت آن عضویت

uã(x) =

{
١ x ∈ [a, b]

٠ x ∈ o.w.

می�کنیم تعریف .۴.٣.۴ قضیه

fL : [٠,١] → R

α → fL(α) = ãL(α)

و

fU : [٠,١] → R

α → fU(α) = ãU(α)

این�صورت در

Cd(ã) =

[∫ ١

٠
fL(α)dα,

∫ ١

٠
fU(α)dα

]
,

می�شود. نامیده d متر به نسبت ã فازی عدد از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین این

باشد. آن α-برش مجموعه [ãL(α), ãU(α)] و باشد فازی عدد یک ã می�کنیم فرض برهان.
می�کنیم فرض

Cd(ã) = [CL, CU ]

)یعنی
Cd(ã)

)
α
= [CL, CU ], ∀ α ∈ (٠,١],

پس

d(ã, Cd(ã)) =

√∫ ١

٠

(
ãL(α)− CL

)٢
dα +

∫ ١

٠

(
ãU(α)− CU

)٢
dα,

۴Nearest interval approximation



٨۴ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

D(CL, CU) = تابع است کافی d(ã, Cd(ã)) کردن مینیمم برای است پیوسته تابع یک d این�که به توجه با
می�کنیم. محاسبه را آن جزئی مشتقات منظور این برای کنیم. مینیمم را

(
d٢(ã, Cd(ã))

)
∂D(CL, CU)

∂CL

= −٢
∫ ١
٠
(
ãL(α)− CL

)
dα

= −٢
∫ ١
٠ ãL(α)dα + ٢CL

و

∂D(CL, CU)

∂CU

= −٢
∫ ١
٠
(
ãU(α)− CU

)
dα

= −٢
∫ ١
٠ ãU(α)dα + ٢CU

کنیم حل را زیر دستگاه باید سپس
∂D(CL, CU)

∂CL

= ٠ ⇒ CL =
∫ ١
٠ ãL(α)dα (١)

∂D(CL, CU)

∂CU

= ٠ ⇒ CU =
∫ ١
٠ ãU(α)dα (٢)

چون به�علاوه

det


∂D٢(CL, CU)

∂C٢
L

∂D٢(CL, CU)

∂CU∂CL

∂D٢(CL, CU)

∂CL∂CU

∂D٢(CL, CU)

∂C٢
U

 = det

[
٢ ٠
٠ ٢

]
= ۴ > ٠

و
∂D٢(CL, CU)

∂C٢
L

= ٢ > ٠

رابطه�های در ترتیب به CU و CL لذا و است محدب تابع پس است مثبت معین آن هسین ماتریس یعنی
بازه بنابراین هستند. d

(
ã, Cd(ã)

)
مینیمم نتیجه در و D(CL, CU) مینیمم (٢) و (١)

Cd(ã) =

[∫ ١

٠
ãL(α)dα,

∫ ١

٠
ãU(α)dα

]
است. d متر به نسبت ã فازی عدد از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین

فازی عدد یک از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین کردن پیدا الگوریتم ١.٣.۴

:١ الگوریتم

آغاز. .١

بخوان. را uã(x) .٢

در که sup{x ∈ R| uã(x) ≥ α} = ãU(α) و inf{x ∈ R| uã(x) ≥ α} = ãL(α) بده قرار .٣
است. یک و صفر بین پارامتر یک α آن



٨۵ مقدار فازی هدف توابع با چندهدفه ریزی برنامه� مسأله برای بخش رضایت جواب یک کردن پیدا .۴.۴

.fU(α) = ãU(α) و fL(α) = ãL(α) کنید تعریف .۴

.
∫ ١
٠ fU(α)dα = NU

ã و
∫ ١
٠ fL(α)dα = NL

ã کنید پیدا .۵

.Cd(ã) =
[
NL

ã , N
U
ã

]
دهید قرار .۶

.Cd(ã) کن چاپ .٧

توقف. .٨

برنامه�ریزی مسأله برای بخش رضایت جواب یک کردن پیدا ۴.۴
مقدار فازی هدف توابع با چندهدفه

مسأله بندی فرمول ١.۴.۴

بگیرید. نظر در را زیر شکل به ریزی برنامه� مسأله

(P١)


min

(
f̃١(x), . . . , f̃k(x)

)
s.t.

x ∈ X = {x ∈ Rn| gi(x) ≤ ٠, i = ١, . . . ,m}
(۶.۴)

R به Rn از توابعی i = ١, . . . ,m برای gi و F(R) به Rn از توابعی j = ١, . . . , k برای f̃j آن در که
هستند.

،[١۶] تولید ریزی برنامه� مسائل ،[٩] آب مدیریت منابع جمله از مختلف کاربردی برنامه�های در مدل این
می�گیرند. قرار استفاده مورد [١٠] نیروگاه نگهداری و تولید ریزی برنامه�

متون حقیقت در باشند. قطعی مسأله محدودیت�های کردیم فرض حالت این در کلیت از کاستن بدون
مثال عنوان به می�کند تبدیل قطعی محدودیت�های به را فازی محدودیت�های که دارند وجود مقالاتی و

ببینید. را [٧ ،٢۴] مراجع
وجود آن برای قطعی بهینه جواب یک بنابراین است فازی هدف تابع چندین با مسأله یک (۶.۴) مسأله
برای موجود روش�های این بر علاوه باشیم. آن برای بخش رضایت جواب یک دنبال به باید ما و ندارد
با متناسب را آن�ها این�که مگر کنیم استفاده نمی�توانیم را وزن�دار مجموع روش مانند قطعی حالت�های
تقریبی تبدیلات از استفاده با قطعی شرایط به تبدیل اصلی، مسأله این�جا در کنیم. بیان فازی مسائل

است.
مسأله برای مناسب تقریبی آوردن به�دست برای فازی” عدد یک از بازه�ای تقریب ”نزدیک�ترین مفهوم از

می�کنیم. استفاده (۶.۴)
(۶.۴) فازی مسأله برای بخش رضایت جواب یک عنوان به آمده، به�دست قطعی مسأله از جواب یک
خطی لحاظ از ،(۶.۴) مسأله از آمده به�دست قطعی مسأله ساختار که است توجه قابل می�گیریم. نظر در
مسأله و (۶.۴) مسأله ساختار بین تفاوت یک تنها است. (۶.۴) مسأله ساختار همان بودن غیرخطی یا



٨۶ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

که حالی در هستند فازی (۶.۴) مسأله پارامترهای که است این آن و دارد وجود آن از آمده به�دست
مقدارند. بازه�ای آن یافته تبدیل پارامترهای

(P١) قطعی جانشین ٢.۴.۴

تقریب زیر بازه�ای چندهدفه ریزی برنامه� مسأله با آن�را (۶.۴) مسأله برای جواب یک کردن پیدا برای
می�زنیم

(P٢)
{

min
(
F١(x), . . . , Fk(x)

)
s.t. x ∈ X

(٧.۴)

که باشید داشته یاد به است. fi(x) از بازه�ای۵ تقریب نزدیک�ترین Fi(x) = [fL
i (x), f

U
i (x)] آن در که

است: زیر خواص دارای Cd بازه�ای تقریب نزدیک�ترین

Cd(ã) ⊂ suppã الف.

core(ã) ⊂ Cd(ã) ب.

است. پیوسته عملگر Cd ج.

تبدیل حقیقی عدد به را فازی عدد یک که غیرفازی�سازی عملگرهای از نارضایتی علت این بر علاوه
به (NIA) بهینه عملگر هم�چنین می�شود. زیادی اطلاعات دادن دست از به منجر که است این می�کنند

است. فازی عدد یک از تقریبی فاصله نزدیک�ترین مفهوم

پارتو بهینه جواب�های مفهوم ٣.۴.۴

(P٢) برای پارتو بهینگی

این داریم انتظار که همان�طور می�پردازیم. (٧.۴) مسأله برای پارتو بهینگی مفهوم معرفی به ادامه در
دارد. بستگی ϕ روی شده تعریف مرتب رابطه به مفهوم

نداشته وجود اگر است (٧.۴) مسأله برای پارتو LU-بهینه جواب یک x∗ ∈ X گوییم .١.۴.۴ تعریف
اندیس یک برای حداقل و Fi(x) ≤LU Fi(x

∗) ،i = ١, . . . , k هر برای به�طوری�که x ∈ X هیچ باشد
.Fh(x) <LU Fh(x

∗) ،h ∈ {١, . . . , k} مانند

نداشته وجود اگر است (٧.۴) مسأله برای پارتو LS-بهینه جواب یک x∗ ∈ X گوییم .٢.۴.۴ تعریف
اندیس یک برای حداقل و Fi(x) ≤LS Fi(x

∗) ،i = ١, . . . , k هر برای به�طوری�که x ∈ X هیچ باشد
.Fh(x) <LU Fh(x

∗) ،h ∈ {١, . . . , k} مانند

LS-بهینه جواب یک آن�گاه باشد (٧.۴) مسأله برای پارتو LU-بهینه جواب یک x∗ اگر .٣.۴.۴ قضیه
است. (٧.۴) مسأله برای پارتو

۵NIA



٨٧ مقدار فازی هدف توابع با چندهدفه ریزی برنامه� مسأله برای بخش رضایت جواب یک کردن پیدا .۴.۴

LS-بهینه جواب اما باشد (٧.۴) مسأله برای پارتو LU-بهینه جواب یک x∗ می�کنیم فرض برهان.
نباشد. (٧.۴) مسأله برای پارتو

برای حداقل و Fi(x) ≤LS Fi(x
∗) ،i = ١, . . . , k هر برای به�طوری�که x ∈ X دارد وجود پس

دارد وجود ٧.٢.۴ قضیه به توجه با لذا .Fh(x) <LS Fh(x
∗) ،h ∈ {١, . . . , k} مانند اندیس یک

مانند اندیس یک برای حداقل و Fi(x) ≤LU Fi(x
∗) ،i = ١, . . . , k هر برای به�طوری�که x ∈ X

تناقض (٧.۴) مسأله برای x∗ بودن پارتو LU-بهینه با این که Fh(x) <LU Fh(x
∗) ،h ∈ {١, . . . , k}

است. (٧.۴) مسأله برای پارتو LS-بهینه جواب x∗ و باطل خلف فرض پس دارد

یک اگر است (۶.۴) مسأله از بخش۶ LU-رضایت جواب یک x∗ ∈ X گوییم الف. .۴.۴.۴ تعریف
باشد. (٧.۴) مسأله از پارتو LU-بهینه جواب

LS-بهینه جواب یک اگر است (۶.۴) مسأله از بخش LS-رضایت جواب یک x∗ ∈ X گوییم ب.
باشد. (٧.۴) مسأله از پارتو

-LS جواب یک آن�گاه باشد (۶.۴) مسأله از بخش LU-رضایت جواب یک x∗ اگر .۵.۴.۴ قضیه
است. (۶.۴) مسأله از بخش رضایت

۴.۴.۴ تعریف طبق پس باشد (۶.۴) مسأله از بخش LU-رضایت جواب یک x∗ می�کنیم فرض برهان.
LS-بهینه جواب یک x∗ ،٣.۴.۴ قضیه طبق لذا است (٧.۴) مسأله از پارتو LU-بهینه جواب یک
(۶.۴) مسأله از بخش LS-رضایت جواب یک ۴.۴.۴ تعریف طبق پس است (٧.۴) مسأله از پارتو

است.

پارتو بهینه جواب�های برای کروش-کاهن-تاکر بهینگی شرایط ۴.۴.۴

اطلاعات برای می�کنیم معرفی قطعی بهینه�سازی مسأله برای را کروش-کاهن-تاکر بهینگی شرایط ابتدا
روی شده تعریف مقدار حقیقی توابع ،i = ١, . . . , n ،gi و f کنید فرض می�دهیم. ارجاع [۶] به بیشتر

بگیرید: نظر در را زیر بهینه�سازی مسأله باشند. Rn

(P ) min f(x) = f(x١, . . . , xn)

s.t gi(x) ≤ ٠ i = ١, . . . ,m
(٨.۴)

مجموعه این�صورت در باشند محدب Rn روی ،i = ١, . . . , n هر برای gi محدودیت توابع کنید فرض
است. Rn از محدب زیرمجموعه یک X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠ i = ١, . . . , n} شدنی

(یعنی آن شدنی ناحیه کنید فرض بگیرید. نظر در را (٨.۴) غیرخطی بهینه�سازی مسأله .۶.۴.۴ قضیه
جواب یک مسأله موضعی مینیمم نقطه هر این�صورت در باشد محدب S روی f و محدب مجموعه�ای (S

است. آن برای سراسری) (مینیمم بهینه

۶Satisficing



٨٨ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

جواب که باشد موجود x̄ ∈ S مانند موضعی مینیمم نقطه�ای می�کنیم فرض خلف برهان به برهان.
به�طوری�که دارد وجود x ∈ S مانند نقطه�ای این�صورت در نباشد. f سراسری مینیمم یعنی مسأله بهینه

داریم: α ∈ (٠,١) هر ازای به پس است محدب S چون .f(x) < f(x̄)

x̂ = αx̄+ (١− α)x ∈ S

داریم: است محدب S روی f چون و

f(x̂) ≤ αf(x̄) + (١− α)f(x)

< αf(x̄) + (١− α)f(x̄) = f(x̄)

و بود خواهد نزدیک x̄ به کافی قدر به x̂ شود انتخاب نزدیک یک به کافی قدر به α اگر بنابراین
می�کند. ثابت را حکم تناقض این باشد. f موضعی مینیمم نقطه نمی�تواند x̄ لذا f(x̂) < f(x̄)

Rn روی i = ١, . . . ,m هر برای gi : Rn −→ R محدودیت توابع کنید فرض [١٨] .٧.۴.۴ قضیه
و شدنی مجموعه یک X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠ i = ١, . . . , n} کنید فرض باشند. محدب
x∗ در i = ١, . . . ,m ،gi و f و محدب x∗ در f : Rn −→ R هدف تابع کنید فرض .x∗ ∈ X نقطه
داشته وجود i = ١, . . . ,m برای ٠ ≤ µi ∈ R (لاگرانژ) ضرایب اگر باشند. مشتق�پذیر پیوسته به�طور

به�طوری�که باشند

▽f(x∗) +
∑m

i=١ µi ▽ gi(x
∗) = ٠ . الف

i = ١, . . . ,m هر برای µigi(x
∗) = ٠ . ب

است. (٨.۴) مسأله بهینه جواب x∗ این�صورت در

بگیرید: نظر در را زیر قطعی هدف توابع با چندهدفه ریزی برنامه� مسأله اکنون
min f(x) =

(
f١(x), . . . , fr(x)

)
s.t gi(x) ≤ ٠ i = ١, . . . ,m,

(٩.۴)

هستند. محدب Rn روی i = ١, . . . ,m برای gi : Rn −→ R مقدار حقیقی محدودیت توابع آن در که
است. زیر به�صورت مسأله این برای کروش-کاهن-تاکر بهینگی شرایط

روی i = ١, . . . ,m برای gi : Rn −→ R مقدار حقیقی محدودیت توابع کنید فرض .٨.۴.۴ قضیه
کنید فرض باشند. مشتق�پذیر پیوسته به�طور x∗ در و محدب Rn

X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ ٠ i = ١, . . . , n}

محدب Rn روی k = ١, . . . , r برای fk : Rn −→ R کنید فرض باشند. x∗ ∈ X و شدنی مجموعه
برای ٠ < λk ∈ R (لاگرانژ) ضرایب اگر این�صورت در باشند. مشتق�پذیر پیوسته به�طور x∗ در و

به�طوری�که باشند داشته وجود i = ١, . . . ,m برای ٠ ≤ µi ∈ R و k = ١, . . . , r∑r
k=١ λk ▽ fk(x

∗) +
∑m

i=١ µi ▽ gi(x
∗) = ٠ . ١
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i = ١, . . . ,m هر برای µigi(x
∗) = ٠ . ٢

است. (٩.۴) چندهدفه بهینه�سازی مسأله برای پارتو بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را f̄(x) مقدار حقیقی تابع ابتدا اثبات برای برهان.
f̄(x) = λ١f١(x) + λ٢f٢(x) + · · ·+ λrfr(x), (١٠.۴)

حقیقی تابع لذا محدب�اند و مشتق�پذیر پیوسته به�طور x∗ در k = ١, . . . , r برای fk توابع فرض طبق
آن�جاکه از است. مشتق�پذیر پیوسته به�طور و محدب x∗ در f̄(x)

▽f̄(x) = λ١ ▽ f١(x) + λ٢ ▽ f٢(x) + · · ·+ λr ▽ fr(x), (١١.۴)

f̄(x∗) حقیقی هدف تابع از بهینه جواب یک x∗ که می�کنیم مشاهده ٧.۴.۴ قضیه و ٢ و ١ شرط طبق
یعنی است (٩.۴) مسأله محدودیت�های با

f̄(x∗) ≤ f̄(x̄), ∀x̄(̸= x∗) ∈ X.

و x̄ ∈ X عنصر پس نباشد. (٩.۴) مسأله برای پارتو بهینه جواب x∗ می�کنیم فرض خلف برهان با حال
مفهوم و (١٠.۴) رابطه از بنابراین .fh(x̄) < fh(x

∗) به�طوری�که دارند وجود h ∈ {١, . . . , r} اندیس
f̄(x∗) ≤ f̄(x̄) با که f̄(x̄) < f̄(x∗) که می�بینیم k = ١, . . . , r برای λk > ٠ این�که و < رابطه

است. (٩.۴) مسأله برای پارتو بهینه جواب یک x∗ که می�دهد نشان این دارد. تناقض

می�کنیم. بیان (٧.۴) مسأله پارتو بهینه جواب�های برای را کروش-کاهن-تاکر بهینگی شرایط ادامه در
است. مقدار بازه�ای توابع gH-مشتق�پذیری پایه بر شرایط این

i = ١, . . . , k برای Fi : Rn → ϕ توابع کنید فرض و بگیرید نظر در را (٧.۴) مسأله .٩.۴.۴ قضیه
محدب توابعی i = ١, . . . , k برای fL

i + fU
i اگر باشند. gH-مشتق�پذیر پیوسته به�طور x∗ در و محدب

باشند داشته وجود j = ١, . . . ,m برای µ∗
j ≥ ٠ و i = ١, . . . , k برای λ∗

i > ٠ ضرایب اگر و باشند
به�طوری�که

∑k
i=١ λ

∗
i ▽ (fL

i + fU
i )(x

∗) +
∑m

j=١ µ
∗
j ▽ gj(x

∗) = ٠ الف.

j ∈ {١, . . . ,m} هر برای µ∗
jgj(x

∗) = ٠ ب.

است. (٧.۴) مسأله برای پارتو LU-بهینه جواب یک x∗ این�صورت در

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را hi(x) مقدار حقیقی توابع برهان.
hi(x) = λ∗

i (f
L
i + fU

i )(x), ∀i = ١, . . . ,m.

و fU
i و fL

i ،٩.٢.۴ قضیه طبق پس هستند محدب توابعی i = ١, . . . , k برای Fi(x) فرض طبق چون
هستند. محدب i = ١, . . . ,m هر برای hi توابع بنابراین هستند. محدب i هر برای fL

i +fU
i نتیجه در

برای hi ،١٣.٢.۴ قضیه از استفاده با gH-مشتق�پذیرند ،x∗ در i = ١, . . . , k هر برای Fi که آن�جا از



٩٠ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

الف شرایط از استفاده با ▽hi(x
∗) = λ∗

i ▽ (fL
i + fU

i )(x
∗) چون مشتق�پذیرند. x∗ در i = ١, . . . , k

داریم: ب و
k∑

i=١
λ∗
i ▽ hi(x

∗) +
m∑
j=١

µ∗
j ▽ gj(x

∗) = ٠

و
µ∗
jgj(x

∗) = ٠, ∀j ∈ {١, . . . ,m},

بهینه جواب یک x∗ مقدار، حقیقی چندهدفه مسأله برای کروش-کاهن-تاکر بهینگی شرایط طبق پس
است: زیر چندهدفه ریزی برنامه� مسأله برای پارتو

(P٣)
{

min
(
h١(x), . . . , hk(x)

)
s.t. x ∈ X.

(١٢.۴)

دارد وجود این�صورت در نباشد. (٧.۴) مسأله برای پارتو LU-بهینه جواب x∗ می�کنیم فرض حال
مانند اندیس یک برای حداقل و i = ١, . . . , k هر برای Fi(x) ≤LU Fi(x

∗) به�طوری�که x ∈ X

برای به�طوری�که x ∈ X دارد وجود این�که، با است معادل این .Fh(x) < Fh(x
∗) ،h ∈ {١, . . . ,m}

می�دهد: رخ زیر حالت سه از یکی i }هر
fL
i (x̄) < fL

i (x
∗)

fU
i (x̄) < fU

i (x
∗)

یا
{

fL
i (x̄) ≤ fL

i (x
∗)

fU
i (x̄) < fU

i (x
∗)

یا
{

fL
i (x̄) < fL

i (x
∗)

fU
i (x̄) ≤ fU

i (x
∗)

فرض لذا دارد تناقض (١٢.۴) مسأله برای x∗ بودن پارتو بهینه با که hi(x) < hi(x
∗) یعنی این و

است. (٧.۴) مسأله برای پارتو LU-بهینه جواب x∗ و باطل خلف

است. (٧.۴) مسأله برای پارتو LS-بهینه جواب یک x∗ ،٩.۴.۴ قضیه فرضیات با .١٠.۴.۴ نتیجه

٣.۴.۴ قضیه طبق و است (٧.۴) مسأله از پارتو LU-بهینه جواب یک x∗ ،٩.۴.۴ قضیه طبق برهان.
است. (٧.۴) مسأله برای پارتو LS-بهینه جواب یک (٧.۴) مسأله از پارتو LU-بهینه جواب هر

از بخش LS-رضایت و بخش LU-رضایت جواب یک x∗ ،٩.۴.۴ قضیه فرضیات با .١١.۴.۴ نتیجه
است. (۶.۴) مسأله

تعریف طبق پس است (٧.۴) مسأله از پارتو LU-بهینه جواب یک x∗ ،٩.۴.۴ قضیه طبق برهان.
به�طور نیز بخش LS-رضایت برای است. (۶.۴) مسأله از بخش LU-رضایت جواب یک x∗ ،۴.۴.۴

می�شود. ثابت مشابه

بهینه�سازی مسأله جوابرضایتبخشبرای کردن پیدا برای الگوریتمی ۵.۴.۴
P١ فازی چندهدفه

می�کنیم. پیدا P١ مسأله برای بخش رضایت جواب یک زیر الگوریتم از استفاده با

الگوریتم٢:



٩١ کاربردی مثال .۵.۴

.k و m ورودی: –

f̃١(x), . . . , f̃k(x) : هدف توابع –

g١(x), . . . , gm(x) : محدودیت توابع –

:f̃١(x), . . . , f̃k(x) از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین کردن پیدا الف:

l = ١ دهید قرار (١ مرحله

دهید ادامه شوید خارج حلقه از که زمانی تا (٢ مرحله
این�صورت غیر در کنید. پیدا را fU

l و fL
l و الگوریتم١ به برو f̃l(x) ورودی با l ≤ k اگر

بروید. ٣ مرحله به و شوید خارج حلقه از

.(P١) برای بخش رضایت جواب یک کردن پیدا ب:

بگیرید. نظر در ثابت i = ١, . . . , k برای را λ∗
i > ٠ مقادیر (٣ مرحله

باشد. شدنی (S) سیستم که کنید انتخاب طوری را j = ١, . . . ,m برای µ∗
j ≥ ٠ (۴ مرحله

(S)

{ ∑k
i=١ λ

∗
i ▽ (fL

i + fU
i )(x) +

∑m
j=١ µ

∗
j ▽ gj(x) = ٠

µ∗
jgj(x) = ٠ j = ١, . . . ,m

.٧ مرحله به برو باشد. آن جواب x∗ کنید فرض کنید حل را (S) سیستم (۵ مرحله

.٨ مرحله به برو نداشت وجود {µ∗
j}j چنین اگر (۶ مرحله

است. (P١) از بخش رضایت جواب یک x∗ (٧ مرحله

ندارد. بخش رضایت جواب (P١) (٨ مرحله

توقف. (٩ مرحله

کاربردی مثال ۵.۴

می�دهیم. ارائه روش این از استفاده با را عددی مثال یک بخش این در
بگیرید. نظر در را زیر فازی چندهدفه مسأله

min (c̃١١x١ + c̃١٢x٢, c̃
٢
١x١ + c̃٢٢x٢)

s.t. −x١ − x٢ ≤ −۶
−٢x١ − x٢ ≤ −٩

(١٣.۴)

هستند: زیر به�صورت عضویت تابع با فازی اعداد l = ١,٢ و j = ١,٢ برای c̃lj آن در که

µc̃١١
(x) =


٢x− ١ x ∈ [٠٫ ۵,١]
−٢x+ ٣ x ∈ [١,١٫ ۵]
٠ o.w



٩٢ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

µc̃١٢
(x) =


۵x− ٩ x ∈ [١٫ ٨,٢]
−x+ ٣ x ∈ [٢,٣]
٠ o.w

µc̃٢١
(x) =


١
٢x x ∈ [٠,٢]

−x+ ٣ x ∈ [٢,٣]
٠ o.w

µc̃٢٢
(x) =


x x ∈ [٠,١]

−١
٢x+

٣
٢ x ∈ [١,٣]

٠ o.w

می�آوریم: به�دست زیر به�صورت را فازی اعداد از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین الگوریتم١ از استفاده با
:c̃١١ از بازه�ای تقریب نزدیک�ترین

بخوان. را µc̃١١
∗

٢x− ١ ≥ α → x ≥ α + ١
٢

−٢x+ ٣ ≥ α → x ≤ ٣− α

٢

دهید قرار ∗

inf{x ∈ R| µc̃١١
≥ α} = c̃Lα =

α + ١
٢

sup{x ∈ R| µc̃١١
≥ α} = c̃Uα =

٣− α

٢

است. یک و صفر بین پارامتر یک α آن در که

.fU(α) = c̃Uα و fL(α) = c̃Lα �کنید: تعریف ∗

کنید: پیدا ∗

NL
c̃١١
=

∫ ١

٠
fL(α)dα =

∫ ١

٠

α+ ١
٢ dα = ٠٫ ٧۵

NU
c̃١١
=

∫ ١

٠
fU(α)dα =

∫ ١

٠

٣− α

٢ dα = ١٫ ٢۵

دهید: قرار ∗

Cd(c̃
١
١) = [NL

c̃١١
, NU

c̃١١
] = [٠٫ ٧۵,١٫ ٢۵]



٩٣ کاربردی مثال .۵.۴

داریم: c̃٢٢ و c̃٢١ و c̃١٢ برای ترتیب همین به

Cd(c̃
١
٢) = [NL

c̃١٢
, NU

c̃١٢
] = [

∫ ١
٠
α + ٩
۵ dα,

∫ ١
٠ (٣− α)dα] = [١٫ ٩,٢٫ ۵],

Cd(c̃
٢
١) = [NL

c̃٢١
, NU

c̃٢١
] = [

∫ ١
٠ ٢αdα,

∫ ١
٠ (٣− α)dα] = [١,٢٫ ۵],

Cd(c̃
٢
٢) = [NL

c̃٢٢
, NU

c̃٢٢
] = [

∫ ١
٠ αdα,

∫ ١
٠ (٣− ٢α)dα] = [٠٫ ۵,٢],

است. متناظر فازی عدد پشتیبان و کانون شامل بازه این که است ذکر به لازم
داریم: زیر به�صورت (١٣.۴) مسأله برای را (S) سیستم حال

λ١

[(
٠٫ ٧۵
١٫ ٩

)
+

(
١٫ ٢۵
٢٫ ۵

)]
+ λ٢

[(
١
٠٫ ۵

)
+

(
٢٫ ۵
٢

)]
+ µ١

(
−١
−٢

)
+ µ٢

(
−١
−١

)
= ٠

µ١(−x١ − x٢ + ۶) = ٠
µ٢−)٢x١ − x٢ + ٩) = ٠
λ١ > ٠, λ٢ > ٠, µ١ ≥ ٠, µ٢ ≥ ٠

(١۴.۴)

(λ∗
١, λ

∗
٢, µ

∗
١, µ

∗
٢, x

∗
١, x

∗
٢) به�طوری�که x∗ = (x∗

١, x
∗
٢) و µ∗

١, µ
∗
٢ ≥ ٠ و λ∗

١, λ
∗
٢ > ٠ کنیم پیدا اگر بنابراین

بخش رضایت جواب یک (x∗
١, x

∗
٢) ،١١.۴.۴ نتیجه طبق این�صورت در کند صدق (١۴.۴) سیستم در

است. (١٣.۴) مسأله از
می�شود: تبدیل زیر به�صورت (١۴.۴) معادله λ∗

١ = λ∗
٢ = ١ برای

µ١ + µ٢ = ٠٫ ٧۵+ ١٫ ٢۵+ ١+ ٢٫ ۵ = ۵٫ ۵
٢µ١ + µ٢ = ١٫ ٩+ ٢٫ ۵+ ٢ = ۶٫ ٩

µ∗
٢ = ۴٫ ١ > ٠ و µ∗

١ = ١٫ ۴ > ٠ می�دهد: نتیجه که
داریم: می�دهیم قرار (١۴.۴) معادله از سوم و دوم برابری در را مقادیر این حال

x١ + x٢ = ۶
٢x١ + x٢ = ٩

⇒ x∗ = (٣,٣)

x∗ = (٣,٣) بنابراین است. (١۴.۴) معادله از جواب یک (١,١,١٫ ۴,۴٫ ١,٣,٣) بردار که می�بینیم
است. (١٣.۴) مسأله از بخش رضایت جواب یک





آتی کارهای برای پیشنهادات و نتیجه�گیری

نتیجه�گیری

مختلف عوامل و پارامترها که واقعی شرایط در گذاری�ها سرمایه در زیان و سود میزان شدید وابستگی
تصمیم�گیری در فراوانی پیچیدگی�های و مالی اطمینان عدم بروز موجب هستند، قطعیت عدم شامل
دنبال به بیشتر بازده آوردن به�دست برای همواره سرمایه�گذاران بنابراین است. شده سرمایه�گذاران
حل برای گوناگونی روش�های پژوهشگران می�باشند. �قطعیت عدم با مواجهه برای کاراتر روش�های
آنجا از داده�اند. ارائه کارا مجموعه از قسمتی حداقل یا و همه تولید و فازی چندهدفه بهینه�سازی مسائل
در ما هدف نیستند. مقایسه قابل روش�ها این است متفاوت مختلف، محققان توسط جواب�ها مفهوم که
اسکالرسازی روش�های مثال به�عنوان است. مسائل این�گونه حل روش�های از برخی بررسی پایان�نامه این
و فازی فاصله مینیمم روش وزین، مجموع روش محاطی، تابع و محدب مخروط�های مفهوم اساس بر
دو از محاطی تابع و محدب مخروط مفهوم اساس بر اسکالرسازی روش�های در بازه�ای. تقریب روش
از استفاده با باشند. ناتهی درون با باید شده تعریف مخروط�های که کرده�ایم استفاده متفاوت مخروط
تبدیل متناهی قطعی چندهدفه بهینه�سازی مسأله یک به فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله اول مخروط
مسأله حل برای دوم مخروط از اگر حال کرد. حل آموخته�ایم قبلا که روش�هایی با آن�را می�توان که می�شود
که می�رسیم نامتناهی نیمه ریزی برنامه� مسأله یک به نهایت در کنیم استفاده فازی چندهدفه بهینه�سازی
تابع و محاطی تابع از استفاده با ابتدا وزین مجموع روش در نیستند. حل قابل معمولی روش�های با
مجموع روش از استفاده با سپس می�کنیم تبدیل معمولی چندهدفه مسأله یک به را مسأله غیرفازی�سازی
سیمپلکس روش با که می�کنیم تبدیل تک�هدفه مسأله یک به را مسأله معمولی چندهدفه مسائل برای وزین
مینیمم روش نداریم. نیازی شده تعریف مخروط�های درون بودن ناتهی به روش این در است حل قابل
ریزی برنامه� مسائل حل با را فازی فاصله مینیمم یک ابتدا است مرحله دو شامل فازی فاصله سازی
مناسب�تری خطای و کیفیت دارای فازی فاصله مینیمم این می�دهیم نشان سپس می�آوریم. به�دست خطی
به که است این روش این دیگر ویژگی هستند. معمولی فاصله اساس بر که است مدل�هایی به نسبت
حفظ جواب فرآیند پایان نزدیکی تا را فازی پارامترهای توسط شده فراهم اطلاعات می�دهد اجازه ما
مقدار بازه�ای مسأله یک با را فازی مسأله شده اشاره آن به آخر فصل در که بازه�ای تقریب روش در کنیم.
را فازی مسأله بخش رضایت جواب�های و بازه�ای مسأله بهین جواب�های بین رابطه و می�زنیم تقریب

می�کنیم. بیان

٩۵



٩۶ فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله حل برای روشی .۴

پیشنهادات

محدب شبه مخروط�های اساس بر اسکالرسازی روش�های ارائه •

فازی فاصله مینیمم روش در هم�زمان به�طور L∞ و L١ متر از استفاده •

بازه�ای تقریب روش در فازی چندهدفه مسأله حل برای محاطی تابع از استفاده •

ارائه روش�های از استفاده با فازی چندهدفه بهینه�سازی مسأله برای اکید کارای جواب� کردن پیدا •
شده

تأمین زنجیره در شده ارائه روش�های کاربرد بررسی •

٢ نوع فازی اعداد برای شده ارائه روش�های بردن به�کار •
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Quasi interior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درون. شبه

Anti ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده�آل. ضد

Fuzzy multipliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی ضرایب

Scalar multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسکالر ضرب



١٠٣ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Fuzzy number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد

Standard fuzzy number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد فازی عدد

Canonical fuzzy number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی فازی عدد

Triangular fuzzy number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثی فازی عدد

Uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعیت عدم

Maximal element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکزیمال عنصر

Weakly maximal element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف ماکزیمال عنصر

Strongly maximal element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی ماکزیمال عنصر

Minimal element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال. عنصر

Weakly minimal element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف. مینیمال عنصر

Strongly minimal element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی مینیمال عنصر

Nondominated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرتسلطی

Fuzzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابهام فازی،

Hakuhara difference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاکاهارا فاصله

Generalized Hakuhara difference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم هاکاهارای فاصله

Vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای

Real vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی برداری فضای

Topological space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیکی فضای

Product space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصلضربی فضای

Normed space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار فضای

Peak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قله

Global spread . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری. گستره

Hessian matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسین ماتریس

Level set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تراز مجموعه

Fuzzy set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی. مجموعه

Crisp set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعی مجموعه

Core set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانون مجموعه

Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب

Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخروط

Ordering cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیبی مخروط

Dual cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگان مخروط

Convex cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب. مخروط



١٠۴ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Pointed cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوک�تیز مخروط

Mode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مد

Center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز

Fuzzy multiobjective programming problem . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله

Vector optimization problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری بهینه�سازی مسأله

Differentiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری. �مشتق

Positive definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین

Fuzzy distance minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی. فاصله مینیمم

Soft . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم

Norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم

Normal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده نرمال

Euclidean norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی نرم

Normed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار

Preferential point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترجیحی. نقطه

Desired point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلوب. نقطه

Mapping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشت.

Pointed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأسی نوک�تیز،

Upper semicontinuous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی پیوسته نیمه

Semi infinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتناهی نیمه

Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاسدورف

Cost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هزینه

Homemorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکریخت. ریخت، همسان�

Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�بند.

Monotonic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکنوا

Monotone increasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صعودی یکنوای

One to one . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یک به یک



فارسی به انگلیسی واژه�نامه

α-cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلفا-برش

Ambiguity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابهام

Anti ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده�آل. ضد

Antisymmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پادمتقارن

Arithmetic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ای حساب

Aspiration level . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرمانی سطح

Base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه

Biobjective optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوهدفه بهینه�سازی

Center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز

Close . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته

Closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بستار

Complete optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل بهینه

Composite programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکب ریزی برنامه�

Compromise programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توافقی ریزی برنامه�

Cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مخروط

Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�بند.

Canonical fuzzy number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانونی فازی عدد

Convex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب

Convex cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب. مخروط

Continuous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته

Core set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانون مجموعه

Cost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هزینه

Crisp set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطعی مجموعه

Decision maker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصمیم�گیرنده

Decision vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصمیم بردار



١٠۶ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Defuzzification function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی�فازی�سازی تابع غیرفازی�سازی، تابع

Desired level . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلوب. سطح

Desired point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلوب. نقطه

Differentiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری. مشتق

Dual cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگان مخروط

Embedding function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاطی تابع جانشینی، تابع

Error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا

Euclidean norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی نرم

Extention principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسترش اصل

Fuzzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابهام فازی،

Fuzzy distance minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی. فاصله مینیمم

Fuzzy function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی تابع

Fuzzy multiobjective programming problem . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی چندهدفه ریزی برنامه� مسأله

Fuzzy multipliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی ضرایب

Fuzzy number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی عدد

Fuzzy set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی. مجموعه

Generalized Hakuhara difference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تعمیم هاکاهارای فاصله

Global spread . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری. گستره

Goal programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرمانی ریزی برنامه�

Hakuhara difference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاکاهارا فاصله

Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاسدورف
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Aabstract

In real conditions some situations may happen that single objective mathematical
models can not express the demands of decision maker, and it reduces the effectiveness
and desirability of the model’s results. Also in real conditions, various parameters and
factors are uncertain which cause great complexity in decision maxing. So, for solving
these probable problems, fuzzy multiobjective optimization problems have been proposed.
This thesis investigates some methods for solving fuzzy multiobjective optimization prob-
lems. One of the most widely used methods of solving these problems, is scalarization. At
first, an scalarization method based on the concepts of convex cone and embeding function
has been proposed. Then, the weighted sum method which is one of the most important
scalarization techniques has been studied. Also, another method based on the distance
minimization of the functions and ideal points has been considered. In this method the im-
portance of functions has been considered for decision makers. Next, another method has
been expressed based on Karush–Kuhn–Tucker optimization conditions for solving fuzzy
multiobjective problems. In this method, using the interval valued multiobjective opti-
mization a fuzzy multiobjective optimization problem has been approximated and then by
applying two algorithms an efficient solution for interval valued multiobjective optimiza-
tion problem and a satisficing solution for the fuzzy multiobjective optimization problem
are obtained.

Keywords: Fuzzy multiobjective optimization, Fuzzy numbes, Pareto optimal solu-
tions, Partial ordering, Convex cone
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