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چൊیده
راس هر برای به�طوری�که است، G از مجاز k-رنگ�آمیزی یک ،G گراف برای پویا k-رنگ�آمیزی یک
باشد. شده ظاهر v راس همسایگی در متفاوت رنگ دو حداقل است، ٢ حداقل آن درجه که v ∈ V (G)

رنگی عدد باشد داشته وجود G گراف از پویا k-رنگ�آمیزی یک به�طوری�که، k صحیح عدد کوچکترین
دارای می�توانند گراف یک پویای رنگی عدد و رنگی عدد می�دهند. نمایش χ٢(G) با و گویند G پویای

باشند. بزرگ دلخواه اندازه به اختلاف
اختلاف که زد حدس همچنین کرد، معرفی را پویا رنگ�آمیزی مساله خود دکتری رساله در ١ گومری مونت
مطالعه مورد زیادی افراد توسط حدس این است. ٢ حداکثر منتظم گراف�های رنگی عدد و پویا رنگی عدد
به�صورت k-منتظم گراف یک رنگی عدد و پویا رنگی عدد اختلاف داد نشان علیشاهی است. گرفته قرار
رنگی عدد براساس منتظم گراف�های پویای رنگی عدد برای بالا کران یک او همچنین است. O(lnk)

کرد. معرفی گراف آن دوم توان استقلال عدد و گراف خود
خاص حالت در گراف�ها پویای رنگی عدد و رنگی عدد بین ارتباط به می�کنیم سعی پایانامه این در
عدد آن بر علاوه می�کنیم، مشخص را گراف�ها از بعضی پویای رنگی عدد بالای کران همچنین بپردازیم.

می�کنیم. بیان را آن�را نتایج از برخی و کرده معرفی را (لیستی) انتخابی پویای رنگی

پویای رنگی عدد کلی، احاطه�گر مجموعه ابرگراف�ها، رنگ�آمیزی پویا، رنگی عدد کلیدی: کلمات
زیر�تقسیم گراف�های (لیستی)، انتخابی

١B. Montgomery
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پژوهش�های همایشملی ،دومین گراف�ها” ”b-رنگ�آمیزی مقدم ولی�زاده معصومه شاه�حسینی، فاطمه .٢
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١ فصل

ومقدمات تعاریف

مقدمه ١.١

خواص و شد تعریف ١ گومری مونت توسط ٢٠٠١ سال در بار اولین برای گراف�ها پویای رنگ�آمیزی
گرفت. قرار مطالعه مورد آن

نشان [l] با را {١,٢, . . . , l} مجموعه�ی ،l ≥ ١ صحیح عدد به�ازای باشد. ابرگراف یک H فرض
آن در که می�شود مشخص c : V (H) −→ [l] تابع با ،H ابرگراف از مجاز l-رنگ�آمیزی یک می�دهند.
t-رنگ�آمیزی یک اگر است، t-رنگ�پذیر ،H ابرگراف گوییم ندارد. وجود H در رنگی تک ابر�یال هیچ
t-رنگ�پذیر ،H به�طوری�که t صحیح عدد کوچکترین ،H ابرگراف برای باشد. داشته وجود آن از مجاز
ساده گراف یک H ابرگراف باشید داشته توجه می�دهند. نمایش χ(G) با و گویند H رنگی عدد را باشد

.|e| = ٢ باشیم داشته ،e ∈ E(H) هر برای اگر تنها و اگر است
v ∈ V (G) راس هر برای اگر است، پویا l-رنگ�آمیزی یک ،G گراف از مجاز راسی l-رنگ�آمیزی یک
.[١٧] باشد شده ظاهر v راس همسایگی در متفاوت رنگ دو حداقل است، دو حداقل آن درجه که
گراف در مجاز رنگ�آمیزی خاصیت برقراری ضمن که است صورت این به رنگ�آمیزی این دیگر به�عبارت

شود. ظاهر متمایز رنگ دو حداقل ،٢ حداقل درجه با راس هر همسایه�های در باید
رنگی عدد باشد، داشته وجود G گراف از پویا l-رنگ�آمیزی یک به�طوری�که، l صحیح عدد کوچکترین

می�دهند. نمایش χ٢(G) نماد با آن�را و دارد نام G پویای
داده�اند. ارائه موضوع این در مقاله چندین به�حال تا همکاران و ٢ هونگ استادش همراه به گومری مونت
تعیین گراف�ها، پویای رنگی عدد و رنگی عدد مقایسه�ی با رابطه در مطالبی وی دکتری رساله در همچنین

است. شده ...آورده و گراف�ها پویای رنگی عدد بالای کران
کردند، ثابت گراف�ها پویای رنگ�آمیزی در را مشابه قضیه�ای ٣ بروکس، � قضیه�ی تعمیم در همچنین

١B. Montgomery
٢Hong-Jian Lai
٣Brooks Theorem



٢ ومقدمات تعاریف .١

اگر و χ٢(C۵) = ۵ زیرا ،G = C۵ به�جز χ٢(G) ≤ ۴ آنگاه ∆ ≤ ٣ با همبند گرافی G اگر که
پویا رنگی عدد و رنگی عدد بین اختلاف که کردند ثابت به�علاوه .[١۵] χ٢(G) ≤ ∆+١ آنگاه ∆ ≥ ۴
همواره ،G منتظم گراف هر �ازای به که زدند حدس ایشان همچنین باشد. بزرگ دلخواه اندازه به می�تواند

.[١٧] χ٢(G)− χ(G) ≤ ٢
است. شده آوری گرد است نیاز مورد پایانامه کل در که تعاریفی و مقدمه ،١ فصل در

. χ٢(G) ≤ χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶ ln k⌋ + ١ ،G k-منتظم گراف هر برای که می�کنیم ثابت ،٢ فصل در
به�علاوه .χ٢(G) ≤ χ(G)+α(G٢) ،χ(G) ≥ ۴ با G k-متنظم گراف هر برای می�کنیم ثابت همچنین
نشان انتها در .χ٢(G)−χ(G) ≤ ٢⌈۴ ln k+١⌉ ،G مربع بدون گرافk-منتظم هر برای می�دهیم نشان
χ٢(G)− χ(G) ≥ ١ به�طوری�که، است موجود n رنگی عدد با G منتظم گراف ،n هر به�ازای می�دهیم

است. [١] همکاران و احدی حدس به منفی پاسخی نتیجه این
،n طبیعی عدد هر به�ازای ابتدا اول، بخش در است. شده تشکیل بخش دو از فصل این ،٣ فصل در
و ندارد C۵ با یکریخت مولفه که گرافی G اگر می�دهیم نشان سپس می�کنیم. مشخص را ch٢(Cn)

.ch٢(G) ≤ ∆(G) + ١ آنگاه ∆(G) ≥ ٣
،G گراف هر برای این�که بر مبنی [٢] همکاران و اکبری حدس فصل، همین دوم بخش در

با G کوچک مسطح دوبخشی گراف از مثال یک دادن با ابتدا ،ch٢(G) = max(ch(G), χ٢(G))

به�طوری�که k ≥ ۵ Gkبه�ازای دو�بخشی گراف ساختن با سپس ،ch٢(G) = ۴ و ch(G) = χ٢(G) = ٣
می�کنیم. رد را ch٢(G) ≥ k و ch(Gk) = χ٢(Gk) = ٣

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.١

یال�های مجموعه�ی و راس�ها مجموعه�ی باشد. c راسی رنگ�آمیزی با گراف فرضGیک .١.٢.١ تعریف
v راس درجه v؛ ∈ V (G) راس هر برای همچنین می�دهیم. نمایش E(G) و V (G) با ترتیب به را G
c(v) و NG(v) ،dG(v) با به�ترتیب را v راس رنگ و G در v راس همسایه�های مجموعه�ی ،G گراف در
ظاهر رنگ�های تمام مجموعه�ی c(N(v)) از منظور v ∈ V (G) راس هر برای بنابراین می�دهیم. نشان

است. v راس های همسایه در شده

است G از راس�هایی تمام از متشکل مجموعه�ای ،NG(v) ،G در v راس باز همسایگی .٢.٢.١ تعریف
N(v) = N(v,G) = NG(v) = {w ∈ V (G)|uw ∈ E(G)} واقع در مجاورند. v راس با که

برای می�شود. تعریف N [v] = N(v) ∪ {v} به�صورت ،N [v] ،G در v راس بسته همسایگی همچنین
می�کنیم: تعریف را S باز همسایگی ،S ⊆ V (G) که S چون مجموعه�ای

N(S) = ∪v∈SN(v)

می�کنیم: تعریف را S بسته همسایه همچنین و
N [S] = N [S,G] = N(S) ∪ {S}

خوانده منتظم G گراف این�صورت در باشد، مساوی G گراف راس�های تمام درجه اگر .٣.٢.١ تعریف
گویند. n-منتظم را G این�صورت در ،∆(G) = δ(G) = n اگر می�شود.



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

گراف از، است عبارت زیرگراف یک ،G = (V (G), E(G)) گراف برای .۴.٢.١ تعریف
در V (H) = V (G) اگر .E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) به�طوری�که، H = (V (H), E(H))

می�شود. نامیده �G از فراگیر زیرگراف یک H این�صورت،

و S راس�هایش مجموعه که را G زیرگراف باشد. V ناتهی زیرمجموعه S کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
القا زیرگراف دارد، قرار S در انتهایش دو هر که باشد G یال�های از زیرمجموعه�ای یال�هایش، مجموعه

می�دهند. نمایش G[S] با و نامیده S به�وسیله شده

چنان Y و X زیرمجموعه دو به آن راس�های مجموعه که است گرافی دو�بخشی گراف .۶.٢.١ تعریف
با دو��بخشی گراف یک باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در G یال�های تمام سر یک که شود، افراز
نامیده کامل دو�بخشی گراف باشد شده وصل Y راس هر به ،X راس هر آن در که ،Y و X بخش�های
نمایش Km,n با را Y و X بخش�های با کامل دو�بخشی گراف آنگاه |Y | = n و |X| = m اگر می�شود.
طوری k-زیرمجموعه به آن�را راس�های مجموعه می�توان که است گرافی k-بخشی، گراف می�شود. داده
k-بخشی گراف یک کامل، k-بخشی گراف نباشد. زیرمجموعه یک در یالی هیچ سر دو که کرد افراز
باشد. شده وصل دارند، قرار دیگر بخش�های در که راس�هایی تمام به بخش یک راس هر آن، در که است

از مسیری G از v و u متمایز راس دو هر ازای به هرگاه می�شود، نامیده همبند G گراف .٧.٢.١ تعریف
باشد) موجود ,u)-مسیر v) یک (یا باشد. موجود v به u

هیچ و باشد G همبند زیرگراف یک H اگر است، G گراف همبند مولفه یک H گراف .٨.٢.١ تعریف
اجتماع به�صورت گراف هر واقع در نگیرد. بر در سره زیرگراف عنوان به را H �،G از همبندی زیرگراف

است. خود همبند مولفه�های

هر گراف نظریه در است. گراف نظریه اولیه مفاهیم از یکی همبندی کامپیوتر علوم و ریاضیات در
است. ۴ همبند مولفه بیشتر یا یک دارای ساده گراف

مسیر یک v و u راس دو هر به�ازای اگر گوییم، همبند قویا را جهت�دار گراف یک .٩.٢.١ تعریف
باشد. داشته وجود u به v از جهت�دار مسیر یک و v به u از جهت�دار

راس دو بین مسیر کوتاهترین طول ،dG(u, v) از منظور V (G) در v و uراس دو برای .١٠.٢.١ تعریف
.dG(u, v) = +∞ آنگاه باشد، نداشته وجود مسیری هیچ v و uراس دو بین اگر می�کنیم. تعریف v و u

مجموعه با است گرافی می�دهیم، نشان Gk با آن�را که G ساده گراف k-ام توان .١١.٢.١ تعریف
می�نامیم. G گراف مربع را G٢ معمولا .{uv|dG(u, v) ≤ k} یال�های مجموعه و V (G) راس�های

متصل راس�ها از تعداد هر به ۶ ابریال آن در که است گراف از تعمیم یک ۵ ابرگراف .١٢.٢.١ تعریف
می�باشد. گراف راس�های زیرمجموعه�های از تهی غیر مجموعه ابریال واقع در است.

۴Connected component
۵Hypergraph
۶Hyperedge



۴ ومقدمات تعاریف .١

از مجاز l-رنگ�آمیزی یک �،l ≥ ١ صحیح عدد برای باشد. ابرگراف �یک H فرض .١٣.٢.١ تعریف
وجود H در رنگی تک ابریال هیچ آن در که می�شود مشخص c : V (H) −→ [l] تابع با H ابرگراف

باشد. داشته وجود آن از مجاز t-رنگ�آمیزی یک اگر است t-رنگ�پذیر �،H ابرگراف گوییم ندارد.

٧ رنگی عدد باشد، l-رنگ�پذیر ،H ابرگراف به�طوری�که l صحیح عدد کوچکترین .١۴.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان χ(H) با و می�نامند H ابرگراف

.|e| = ٢ باشیم داشته e ∈ E(G) هر برای هرگاه است، ابرگراف یک ،G گراف باشید داشته توجه

هرگاه است، ٨ پویا l-رنگ�آمیزی یک ،G گراف از مجاز راسی l-رنگ�آمیزی یک .١۵.٢.١ تعریف
v راس همسایگی در متفاوت رنگ دو حداقل است، ٢ حداقل آن درجه که v ∈ V (G) راس هر برای

.[١٧] باشد شده ظاهر

باشد داشته وجود G از پویا l-رنگ�آمیزی یک به�طوری�که، l صحیح عدد کوچکترین .١۶.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان χ٢(G) با و می�نامند G ٩ پویا رنگی عدد

،G راس�های به L l-لیست�دهی یک باشد. مثبت صحیح عدد یک l کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
.G گراف راس هر به رنگ�ها از l-عضوی مجموعه�های دادن نسبت از، است عبارت

.c(v) ∈ L(v) ،v ∈ V (G) هر برای اگر است، c مجاز رنگ�آمیزی یک L-رنگ�آمیزی، یک بنابراین

،L شده�ی داده نسبت l-لیست هر برای اگر است، ١٠ رنگ�پذیر l-لیست ،G گراف .١٨.٢.١ تعریف
باشد. داشته وجود مجاز L-رنگ�آمیزی یک ،G گراف راس�های به

،G گراف راس�های به l-لیست�دهی هر برای به�طوری�که ،l طبیعی عدد کوچکترین .١٩.٢.١ تعریف
نشان ch(G) با و نامند G ١١ انتخابی رنگی عدد کرد،� مجاز رنگ�آمیزی لیستی به�طور را G گراف بتوان

می�دهند.

،G گراف راس�های به l-لیست�دهی هر برای به�طوری�که ،l طبیعی عدد کوچکترین .٢٠.٢.١ تعریف
ch٢(G) با و نامند G ١٢ انتخابی پویای رنگی عدد کرد،� پویا رنگ�آمیزی لیستی به�طور را G گراف بتوان

می�دهند. نشان

است. انتخابی رنگی عدد و پویا رنگی عدد از تعمیم یک گراف�ها، انتخابی پویای رنگی عدد بنابراین
.χ٢(G) ≤ ch٢(G) بنابراین است، پویا رنگ�آمیزی یک انتخابی پویای رنگ�آمیزی هر آنجایی�که از

٧Chromatic number
٨Dynamic Coloring
٩Dynamic chromatic number

١٠l-list colorable
١١The list chromatic number
١٢The list dynamic chromatic number



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

اگر می�نامیم، G برای (معمولی) ١٣ احاطه�گر مجموعه یک را T ⊆ V (G) مجموعه .٢١.٢.١ تعریف
باشد. داشته T در همسایه یک حداقل v ∈ V (G) \ T راس هر

خاصیت با T ′ احاطه�گر مجموعه�ی هیچ اگر می�نامیم، مینیمم را T احاطه�گر مجموعه .٢٢.٢.١ تعریف
G احاطه�گری عدد را G از مینیمم احاطه�گر مجموعه اندازه نباشد. موجود |T ′| < |T | و T ′ ⊆ V (G)

�می�نامیم. G برای γ-مجموعه یک را G از مینیمم احاطه�گر مجموعه می�دهیم. نشان γ(G) با و می�نامیم

v ∈ V (G) راس هر اگر �می�نامیم، ١۴ کلی احاطه�گر مجموعه را T ⊆ V (G) مجموعه .٢٣.٢.١ تعریف
باشد. داشته �T در همسایه یک حداقل

V (G) \T آن متمم و T هرگاه �می�نامیم، ١۵ دوتایی احاطه�گر را T ⊊ V (G) مجموعه .٢۴.٢.١ تعریف
.[۵] باشند کلی احاطه�گر مجموعه�های دو هر

یکدیگر �با S در راسی دو هیچ هرگاه می�نامیم، مستقل مجموعه را S ⊆ V (G) مجموعه .٢۵.٢.١ تعریف
نمایش α(G) با و می�نامیم G استقلال عدد را G گراف مستقل مجموعه بزرگترین اندازه نباشند. مجاور

می�دهیم.

راس�های مجموعه ،G گراف از n-رنگ�آمیزی هر باشد. n رنگی عدد با گرافی G اگر .٢۶.٢.١ تعریف
χ(G) = n اگر است، n-رنگ�پذیر یکتا گراف گوییم می�کند. افراز مستقل n-مجموعه به را (V (G))

باشد. داشته وجود مستقل n-مجموعه به (V (G)) راس�های مجموعه از به�فرد منحصر افراز یک و

داشت: خواهیم این�صورت در (G ∼= H) باشند یکریخت H و G گراف�های اگر .٢٧.٢.١ گزاره

،|V (G)| = |V (H)| .١

،|E(G)| = |E(H)| .٢

نیست. برقرار رابطه عکس اما

G گراف اگر دارد، H مانند مولفه�ی G گراف گوییم باشد. گراف یک H کنید فرض .٢٨.٢.١ تعریف
باشد. داشته H با یکریخت مولفه یک

که: است گرافی k-بحرانی گراف .٢٩.٢.١ تعریف

باشد، k برابر آن رنگی عدد .١

باشد. داشته k به نسبت کمتری رنگی عدد آن از القایی زیرگراف هر .٢
١٣Dominating set
١۴Total dominating set
١۵Double total dominating set



۶ ومقدمات تعاریف .١

(G□H) ١۶ دکارتی ضرب .٣٠.٢.١ تعریف
می�شود، داده نمایش G□H با که گراف دو این دکارتی حاصل�ضرب باشد، گراف �دو G و H اگر
(u٢, v٢) راس مجاور (u١, v١) راس به�طوری�که، V (G) × V (H) راس�های مجموعه با است گرافی

باشد: برقرار زیر حالت دو از یکی اگر است

.v١v٢ ∈ E(H) و u١ = u٢ .١

.u١u٢ ∈ E(G) و v١ = v٢ .٢

(G×H) ١٧ رسته�ای ضرب .٣١.٢.١ تعریف
داده نمایش G×H با که گراف دو این تانسور یا رسته�ای حاصل�ضرب باشد، گراف �دو G و H اگر
(u٢, v٢) راس مجاور (u١, v١) به�طوری�که V (G)× V (H) راس�های مجموعه با است گرافی می�شود،

باشد. v٢ مجاور v١ و u٢ مجاور u١ اگر فقط و اگر است

داده نمایش KG(m,n) با ١٨ کنسر گراف باشد، صحیح عدد دو n و m فرض .٣٢.٢.١ تعریف
{١,٢, . . . ,m} مجموعه� از n-عضوی زیرمجموعه�های تمام از مجموعه�ای راس�ها، مجموعه��ی می�شود،
عدد .A ∩ B = ∅ اگر فقط و اگر مجاورند گراف در B و A راس دو می�شود. داده نشان

(
[m]
n

)
با که

و [١٣] شد زده حدس ١٩ کنسر توسط ١٩۵۵ در ،χ(KG(m,n)) = m− ٢n+ ٢ کنسر گراف رنگی
.[١٩] شد ثابت ١٩٧٨ در ٢٠ لواژ توسط

،
(
m
n

)
کنسر: گراف راس�های تعداد •

،(
m
n)(

m−١
n )

٢ یال�ها: تعداد •

است. -منتظم
(
m−n
n

)
کنسر گراف اینکه و •

نمی�دهند. مثلث تشکیل آن راس سه هیچ که است جهت بدون گرافی مثلث-آزاد، گراف .٣٣.٢.١ تعریف

٢١ بد راس یک را v ∈ V (G) راس باشد، G گراف از رنگ�آمیزی یک f کنید فرض .٣۴.٢.١ تعریف
شوند. رنگ مشابه به�طور f رنگ�آمیزی در N(v) راس�ها تمام و deg(v) ≥ ٢ اگر می�نامیم،

(v, k, λ, µ) پارامترهای با ٢٢ منتظم قویا گراف را نیست کامل و تهی Gکه ساده گراف .٣۵.٢.١ تعریف
اگر: می�نامند

١۶Cartesian product
١٧Categorical product
١٨Kneser graph
١٩Kneser
٢٠Lovász
٢١Bad vertices
٢٢Strongly regular



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

،|V (G)| = v •

باشد، k-منتظم گرافی G •

دارند، مشترک همسایه -λ ،G در مجاور راس دو هر •

دارند. مشترک همسایه -µ ،G در مجاور غیر راس دو هر •

از جایگشت�ها تمام دهنده نشان SA مجموعه .A = {a١, a٢, . . . , an} کنید فرض .٣۶.٢.١ تعریف
صورت به می�توان را σ = x١x٢ . . . xn ∈ SA جایگشت هر که کنید توجه است. {a١, a٢, . . . , an}

برعکس. و گرفت نظر در x١ < x٢ < . . . < xn کلی ترتیب یک

تحدید .i١ < i٢ < . . . , ik آن در که ،T = {xi١, xi٢, . . . , xik} کنید فرض .٣٧.٢.١ تعریف
xi١ < xi٢ < کلی ترتیب یک از است عبارت می�دهند، نمایش σ|T با T اعضای روی σ جایگشت

.T روی . . . < xit

برای ،T ⊆ V (G) و σ ∈ SV (G) کنید فرض همچنین باشد. گراف یک G فرض .٣٨.٢.١ تعریف
اگر σ|T = x١x٢ . . . xk در دیگر به�عبارت است. σ|T ترتیب در u ٢٣ موقعیت nσ(u, T ) ،u ∈ T هر

.nσ(u, T ) = i آنگاه u = xi

.I٢σ = {u ∈ V (G)|nσ(u,N [u]) ≤ ٢} ،σ ∈ SV (G) و G گراف برای .٣٩.٢.١ تعریف
دارد. قرار دوم مکان یا اول مکان در N [u] در u موقعیت u ∈ V (G) راس هر برای دیگر به�عبارت

می�نامند. جنگل باشد دور فاقد که گرافی هر و گویند درخت را دور فاقد همبند گراف .۴٠.٢.١ تعریف

حاصل G یال هر تقسیم از که است گرافی ،G از ٢۴ زیرتقسیم گراف ،G گراف برای .۴١.٢.١ تعریف
G⋆ با را حاصل گراف یال. هر جای به دو طول به مسیر یک دادن قرار از است عبارت که می�شود،
نامند. اصلی راس�های را راس�ها دیگر و G⋆ گراف میانی راس�های را جدید راس�های می�دهند. نمایش

احتمال

می�کنیم. بیان اختصار به را احتمال موضوع حال

نشان Ω با معمولا و می�گوییم نمونه�ای فضای را تصادفی آزمایش یک نتایج مجموعه .۴٢.٢.١ تعریف
می�دهیم.

تصادفی آزمایش نتیجه�ی اگر گوییم. پیشامد یک را نمونه�ای فضای از زیرمجموعه هر .۴٣.٢.١ تعریف
است. داده رخ پیشامد گوییم باشد A مجموعه در عضوی

Pr(A ∩B) = Pr(A)Pr(B) هرگاه گوییم، مستقل را B و A پیشامد دو .۴۴.٢.١ تعریف
٢٣Position
٢۴Incidence graph



٨ ومقدمات تعاریف .١

تصادفی گراف باشد، ثابت عددی p ∈ [٠,١] و مثبت صحیح عدد یک n کنید فرض .۴۵.٢.١ تعریف
به�وسیله {١,٢, . . . , n} راس�های مجموعه با گراف�ها تمام مجموعه روی احتمالاتی فضای یک G(n, p)

گراف�های از مدل این در می�شود. تعیین مستقل همزمان به�طور پیشامدهای با Pr({i, j} ∈ G) = p

بازه�ی در که است p پارامتر وجود واسطه�ی به گراف بودن تصادفی و بوده ثابت گراف راس�های تصادفی،
اگر هستند، مشخصه این دارای G(n, p) در گراف�ها تمام تقریبا �p مشخصه�ی برای می�کند. تغییر [٠,١]

.limn→∞ Pr(G ∈ p) = ١



٢ فصل

منتظم گراف�های پویای رنگ�آمیزی

مقدمه ١.٢

از راس هر همسایگی در اگر است، پویا l-رنگ�آمیزی یک ،G گراف از مجاز راسی l-رنگ�آمیزی یک
،v ∈ V (G) راس هر برای دیگر به�عبارت باشد. داشته وجود متفاوت رنگ دو حداقل دو، حداقل درجه

.|c(N(v))| ≥ ٢ اگر می�شود، داشته نگه v راس در پویا ویژگی یا مشخصه گوییم
پویا رنگی عدد باشد داشته وجود G از پویا l-رنگ�آمیزی یک به�طوری�که ،l طبیعی عدد کوچکترین
بنابراین است، مجاز رنگ�آمیزی یک پویا رنگ�آمیزی هر چون .[١٧] می�دهند نمایش χ٢(G) با و گویند

.χ(G) ≤ χ٢(G)

بزرگ دلخواه اندازه به می�تواند رنگی پویای عدد و رنگی عدد بین اختلاف داد، نشان ١ گومری مونت
.[١٧] است دو حداکثر منتظم گراف�های برای اختلاف این زد حدس وجود، این با باشد.

می�کنیم: ثابت فصل این در

. χ٢(G) ≤ χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶ ln k⌋+ ١ ،G k-منتظم گراف هر برای (١

.χ٢(G) ≤ χ(G) + α(G٢) ،χ(G) ≥ ۴ با G k-متنظم گراف هر برای (٢

.χ٢(G)− χ(G) ≤ ٢⌈۴ ln k + ١⌉ ،G مربع بدون k-منتظم گراف هر برای (٣

.χ٢(G)− χ(G) ≥ ١ به�طوری�که، است موجود n رنگی عدد با G منتظم گراف ،n هر به�ازای (۴
است. [١] همکاران و احدی حدس به منفی پاسخی نتیجه این

١Montgomery
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نیازمندیم.

آنگاه: باشد، p و n پارامترهای با جمله�ای دو توزیع دارای X تصادفی متغییر اگر : ٢ چرنف نامساوی

Pr(|X − np| > t) ≤ ٢e
−t٢
٣np ٠ < t < np

([٨] لواژ٣ موضعی (لم
هم از مستقل Aiها اگر باشند. تصادفی پیشامدهای از خانواده�ای A١, A٢, . . . , An کنید فرض
از هیچ�یک آن، در که دارد وجود حالتی آنگاه باشد، برقرار Pr(Ai) < ١ رابطه ،i هر برای و باشند
مورد در حرفی نمی�توان به�سادگی باشند، هم به وابسته Aiها اگر دیگر، سوی از نمی�دهند. روی پیشامد�ها
که می�شویم مواجه پیشامدها از خانواده�ای با مسائل، برخی در اما زد. Aiها همه هم�زمان وقوع احتمال
به�جز دیگر، فرایندهای همه از پیشامدها از کدام هر که معنا این به تقریبا مستقل�اند. تقریبا نوعی، به

گفت؟ می�توان چه مورد این در است مستقل محدودی، تعداد
یافتند. فوق سوال برای مثبت پاسخی لواژ، موضعی لم به موسوم لم ارائه با ۵ اردیش و ۴ لواژ ١٩٧۶ در

شد. ارائه مختلفی افراد توسط لم، این برای گوناگونی صورت�های بعدها

این با ،p عدد و باشند تصادفی پیشامدهای از خانواده�ای A١, A٢, . . . , An کنیم فرض .١.٢.٢ لم
پیشامد d از غیر به ،Ai پیشامد هر کنید فرض همچنین .Pr(Ai) ≤ p ،i هر برای که باشد خاصیت
لگاریتم مبنای e) ep(d + ١) ≤ ١ اگر این�صورت در باشد. مستقل همزمان به�طور پیشامدها سایر از

نمی�دهند. رخ Aiها از هیچ�کدام مثبت احتمال با بنابراین .Pr(∩n
i=١Āi) > ٠ آنگاه است) طبیعی

و راس k حداقل شامل ابریال هر به�طوری�که باشد، ابرگراف یک H کنید فرض ([١۶]) .٢.٢.٢ قضیه
آنگاه است) طبیعی لگاریتم مبنای e) e(d + ٢) ≤ ٢k اگر باشد، دیگر ابریال�های با تقاطع d حداکثر

است. ٢-رنگ�پذیر ،H ابرگراف

.χ(G) ≤ ∆(G) آنگاه باشد، فرد دور و کامل گراف از غیر همبند، گرافی G اگر .٣.٢.٢ قضیه

.χ(G) = χ٢(G) آنگاه باشد، داشته قرار مثلث در یک از بزرگتر درجه با راس هر اگر .۴.٢.٢ گزاره

رنگ�آمیزی هر در لذا دارد. مجاور همسایه دو آنگاه باشد، داشته قرار مثلث در راس یک اگر برهان.
از راس هر همسایگی در بنابراین می�شوند، رنگ متفاوت به�طور مجاورت شرایط طبق �G گراف از
یک �G گراف از مجاز رنگ�آمیزی هر این�رو از دارد. وجود متفاوت رنگ دو حداقل دو، حداقل درجه

χ(G) = χ٢(G) نتیجه در است. �G از پویا رنگ�آمیزی
٢Chernoff inequality
٣The lovasz local lemma
۴ �Lovaz
۵ �Erdos
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رنگی عدد G(n, p) در گراف�ها تمام در تقریبا است. ٠ ≤ p ≤ ١ ثابت کنید فرض [۵] .۵.٢.٢ قضیه
است. برابر هم با پویا رنگی عدد و

مثلث یک در v ∈ V (G) راس هر ،G ∈ G(n, p) گراف�ها تمام برای تقریبا می�دهیم نشان برهان.
در دلخواه راسی v کنید فرض بگیرید. نظر در را V (Kn) = [n] راس�های با Kn کامل گراف دارد. قرار
دارند اشتراک v راس در آن�ها همه که Kn کامل گراف در مجزا یال مثلث ⌊n−١

٢ ⌋ تعداد باشد. V (G)

سه مثلث هر چون ندارد. وجود مثلث یک از بیشتر در v از غیر راسی هیچ کنید توجه بگیرید، نظر در
نداشته وجود مثلث اینکه احتمال و p.p.p = p٣ یال سه طبق مثلث وجود احتمال بنابراین دارد، یال
نظر در نباشد �G در مجزا یال مثلث�های از هیچ�کدام که پیشامدی را Av اگر حال است. (١− p٣) باشد

داریم: بگیریم،

n− ٢
٢ ≤ ⌊n− ١

٢ ⌋

(١− P ٣)⌊
n−١
٢ ⌋ ≤ (١− P ٣)

n−٢
٢

pr(Av) ≤ (١− P ٣)
n−٢
٢

Pr(∪v∈V (G)Av) ≤
∑

v∈V (G)

pr(Av) = n(١− P ٣)
n−٢
٢ −→ ٠

دارند، وجود t-رنگ�پذیر گراف�های از خانواده�ای t ≥ ٢ هر به�ازای شده، داده نشان [١٧] در
دارد. وجود اختلاف آن�ها پویای رنگی عدد و رنگی عدد بین به�طوری�که

آنگاه باشد، اندک δ(G)درجه مینیمم و ∆(G) درجه ماکزیمم بین اختلاف اگر می�کند بیان بعدی لم
است. ناچیز χ٢(G) پویا رنگی وعدد χ(G) رنگی عدد بین اختلاف

مبنای e) ،e(∆٢(G) −∆(G) + ٢) ≤ ٢δ(G) به�طوری�که، گراف یک G کنید فرض [۵] .۶.٢.٢ لم
.χ٢(G) ≤ ٢χ(G) این�صورت در است)، طبیعی لگاریتم

ابریال�های و �G گراف راس�های مجموعه همان آن راس�های مجموعه �که ابرگرافی H کنید فرض برهان.
می�شود. تعریف E(H)

def
= {N(v)|v ∈ V (G)} به�صورت آن

حداکثر f بنابراین .∆(H) ≤ ∆(G) و δ(G) ≤ |f | ≤ ∆(G) ،f ∈ E(H) هر برای
آن راس�های همه تعریف) (طبق ابریال هر زیرا دارد. دیگر ابریال�های با تقاطع ∆(G)(∆(G) − ١)
راس�های هرگاه می�کند قطع صورتی در را دیگر ابریال ابریال، یک بنابراین می�باشد، راس یک همسایه
همدیگر ابریال�ها ساخت، می�توان راس�ها این از که همسایه�هایی تعداد به لذا باشد. دیگر راس همسایه آن
،H ابرگراف آنگاه k = ∆(G) و d = ∆(G)(∆(G) − ١) اگر ،٢.٢.٢ قضیه بنابه می�کنند. قطع را

است. ٢-رنگ�پذیر
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یک h = (f, c) آنگاه باشد، G از رنگ�آمیزی -χ(G) یک c �و H از ٢-رنگ�آمیزی یک f اگر �
است. G از پویا ٢χ(G)-رنگ�آمیزی

باشد. گراف �یک G کنید فرض .٧.٢.٢ لم

داشته وجود T ⊊ V (G) کلی احاطه�گر مجموعه یک و e(∆٢(G)−∆(G) + ٢) ≤ ٢δ(G) اگر .١
.χ٢(G) ≤ χ(G[V \T ]) + ٢χ(G[T ]) آنگاه باشد،

آنگاه باشد، داشته T ⊆ V (G) دوتایی احاطه�گر مجموعه یک G اگر .٢

χ٢(G) ≤ χ(G[V \T ]) + χ(G[T ])

χ(G[T ]) = s کنید فرض برهان.

صورت: به که ابریال�هایی مجموعه و T راس�های مجموعه با �ابرگرافی H کنید فرض .١

f ،f ∈ E(H) هر به�ازای می�شود. تعریف E(H)
def
= {N(u)|N(u) ⊆ T, u ∈ V (G)}

� ،H ابرگراف ،٢.٢.٢ قضیه بنابه لذا دارد. دیگر ابریال�های با تقاطع ∆(G)(∆(G)−١) حداکثر
Hباشد، از ٢-رنگ�آمیزی یک f و G[T ] از یکs-رنگ�آمیزی c کنید فرض است. ٢-رنگ�پذیر
محدودیت که G از h رنگ�آمیزی می�باشد. G[T ] از ٢s-رنگ�آمیزی یک h′ def

= (c, f) بنابراین
رنگ�هایی با G[V \ T ] راس�های به�طوری�که بگیرید، نظر در را است h′ مشابه T به h از آن
درجه از v ∈ V (G) راس هر برای لذا می�شوند. رنگ می�شود استفاده h′ در که رنگ�هایی از غیر
رنگ�آمیزی یک h بنابراین دارد. وجود v راس همسایگی در متفاوت رنگ دو حداقل ،٢ حداقل

است. G از پویا

یک g و ١,٢, . . . , χ(G[T ]) رنگ�های با G[T ] از χ(G[T-رنگ�آمیزی ]) یک f کنید فرض . ٢
باشد. s + ١, s + ٢, . . . , s + χ[V \ T ] رنگ�های با G[V \ T ] از G[V-رنگ�آمیزی \ T ]

کنید، فرض اکنون

h(u)
def
=

{
f(u) u ∈ T

g(u) u ∈ V (G) \ T

به�طور که دارند قرار V (G) \ T در و T در u همسایه�های u ∈ V (G) راس هر برای بنابراین
رنگ دو حداقل ،٢ حداقل درجه از u ∈ V (G) راس هر برای این�رو از شده�اند. رنگ متمایز

است. G از پویا رنگ�آمیزی یک h بنابراین دارد. وجود u همسایگی در متمایز

آنگاه e(∆(G)٢ − ∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) اگر باشد. k-بحرانی گرافی G کنید فرض .٨.٢.٢ نتیجه
.χ٢(G) ≤ ٢k − ٢

مجموعه و G گراف راس�های مجموعه همان آن راس�های مجموعه که ابرگرافی H کنید فرض برهان.
،f ∈ E(H) هر برای می�شود. تعریف E(H)

def
= {N(v)|v ∈ V (G)} صورت به آن ابریال�های
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-٢ یک است. ٢-رنگ�پذیر ،H ،٢.٢.٢ قضیه بنابه .∆(H) ≤ ∆(G) و δ(G) ≤ |f | ≤ ∆(G)

مجموعه T ⊂ V (G) کنید فرض بگیرید. نظر در را آبی و قرمز رنگ دو با H ابرگراف از رنگ�آمیزی
در و T در v همسایه�های v ∈ V (G) راس هر برای ،H ابرگراف تعریف بنابه باشد. آبی راس�های همه
.degV (G)\T (v) > ٠ و degT (v) > ٠ ،v ∈ V (G)راس هر برای دیگر به�عبارت دارند. قرار V (G)\T
زیرمجموعه هر و است k-بحرانی گرافی G چون است. G در دوتایی احاطه�گر مجموعه یک T بنابراین

این�صورت: در دارد k از کمتری رنگی عدد آن از

،χ(G[T ]) < χ(G) •

.χ(G[V (G) \ T ]) < χ(G) •

.χ٢(G) ≤ (k − ١) + (k − ١) = ٢k − ٢ ،٧.٢.٢ لم دوم قسمت بنابه

مجموعه همان آن راس�های مجموعه که ابرگرافی ،H(G) کنید فرض G گراف برای [۵] .٩.٢.٢ لم
G می�شود. تعریف E(H)

def
= {N(v)|v ∈ V (G)} به�صورت آن ابریال�های و G گراف راس�های

باشد. ٢-رنگ�پذیر ،H(G) اگر فقط و اگر است دوتایی احاطه�گر مجموعه یک دارای

راس�هایی بنابراین است. T ⊆ V (G) دوتایی احاطه�گر مجموعه یک دارای G کنید فرض ⇐= برهان.
می�گیریم. نظر در قرمز را دارند قرار T مجموعه از خارج که راس�هایی و آبی را دارند قرار T مجموعه در که
در هم باید بگیریم نظر در که را راسی هر چون باشد، T مجموعه در نمی�تواند ابریال یک راس�های تمام
دارد، وجود آبی راس هم و قرمز راس هم ابریال یک در بنابراین باشد، داشته همسایه V \ T در هم و T

است. ٢-رنگ�پذیر ،H نتیجه در
H برای را آبی و قرمز رنگ دو با رنگ�آمیزی دو یک است. ٢-رنگ�پذیر ،H ابر�گراف کنید فرض =⇒
،H ابرگراف تعریف بنابر باشد. آبی راس�های همه مجموعه T ⊆ V (G) کنید فرض می�گیریم. نظر در
هر برای دیگر به�عبارت دارند. قرار V (G) \ T در و T در v همسایه�های v ∈ V (G) راس هر برای
در دوتایی احاطه�گر مجموعه یک T بنابراین .degV (G)\T (v) > ٠ و degT (v) > ٠ ،v ∈ V (G) راس

است. G

.χ٢(G)− χ(G) ≤ ٢ همواره ،G منتظم گراف هر برای [١٧] .١٠.٢.٢ حدس

را {١,٢, . . . ,m} n-عضوی زیرمجموعه ٣ می�توان ،m ≥ ٣n اگر ،KG(m,n) کنسر گراف در
KG(m,n) کنسر گراف در این�که طبق ندارند. اشتراک هم با که نمود پیدا گراف راس�های عنوان به
می�دهند. مثلث تشکیل راس�ها این پس باشند، نداشته اشتراک هم با اگر فقط و اگر مجاورند راس دو
گراف از رنگ�آمیزی هر در که دارد مجاور همسایه دو آنگاه باشد، داشته قرار مثلث در راسی اگر بنابراین
یک گراف از مجاز رنگ�آمیزی هر این�صورت در می�شوند. رنگ متفاوت به�طور مجاورت شرایط طبق

.χ(KG(m,n)) = χ٢(KG(m,n)) نتیجه در است. پویا رنگ�آمیزی
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است مثلث-آزاد) ) مثلث بدون گرافی KG(m,n) کنسر گراف ،m = ٢n + t < ٣n هنگامی�که
است. χ(KG(m,n)) = m− ٢n+ ٢ = ٢n+ t− ٢n+ ٢ = t+ ٢ : آن رنگی عدد بنابراین

که کرد بررسی می�توان .T = {A ∈ V (KG(m,n))|A ⊆ {t + ١, t + ٢, . . . ,m}} فرض
توجه است. کلی احاطه�گر مجموعه T و بخشی) دو گرافی G[T ] ندارد( فرد دور G[T ] القایی زیرگراف
لم طبق است. V (KG(m,n)) \ T القایی زیرگراف از t-رنگ�آمیزی یک ،c(B)

def
= minB کنید

.χ٢(KG(m,n)) ≤ t+ ۴ = χ(KG(m,n)) + ٢ لذا ،χ٢(KG(m,n)) ≤ t+ ٢χG[T ] ،٧.٢.٢
می�کند. صدق ،١٠.٢.٢ حدس در KG(m,n) کنسر گراف بنابراین

.χ٢(G) ≤ ۴ آنگاه باشد، n < ٢k و k ≥ ٣ دوبخشی، k-منتظم گرافی G اگر [١٧] .١١.٢.٢ قضیه

.[۵] است کرده پیدا گسترش منتظم دوبخشی گراف�های تمام به فوق قضیه
.χ٢(G) ≤ ٢χ(G) ،۶.٢.٢ لم طبق k ≥ ٧ و k-منتظم گرافی G هنگامی�که باشید داشته توجه

،H ابرگراف آنگاه k ≥ ۴ اگر ،H k-منتظم و k-یکنواخت ابرگراف هر برای [٢٠] .١٢.٢.٢ لم
است. ٢-رنگ�پذیر

مجموعه که ابرگرافی HG(T ) کنید فرض همچنین باشد. T ⊆ V (G) و گراف یک G کنید فرض
تعریف E(HG(T ))

def
= {N(v)|v ∈ T} به�صورت آن ابریال�های مجموعه و ∪v∈TN(v) آن راس�های

می�شود.
حداکثر f بنابراین .∆(HG(T )) ≤ ∆(G) و δ(G) ≤ |f | ≤ ∆(G) ، f ∈ E(HG(T )) هر برای
است. ٢-رنگ�پذیر ،HG(T ) ،٢.٢.٢ قضیه بنابه دارد. دیگر ابریال�های با تقاطع ∆(G)(∆(G)− ١)

آنگاه ،e(∆(G)٢ − ∆(G) + ٢) ≤ ٢δ(G) اگر ،k ≥ ۴ با k-منتظم گراف هر برای .١٣.٢.٢ قضیه
است. ٢-رنگ�پذیر ،HG(T )

.χ٢(G) ≤ ٢χ(G) ،G k-منتظم گراف هر برای .١۴.٢.٢ نتیجه

گراف راس�های همان آن راس�های مجموعه �که ابرگرافی H کنید تعریف .k ≥ ۴ کنید فرض برهان.
لم اثبات بنا�به می�شود. تعریف E(H)

def
= {N(v)|v ∈ V (G)} به�صورت آن ابریال�های که باشد� G

است. ٢-رنگ�پذیر ،H دهیم نشان است کافی ،۶.٢.٢
که ساخت طوری را ،H ′ ⊇ H ابرگراف می�توان .∆(H) ≤ k و k-یکنواخت ابرگرافی ،H فرض

باشد: k-منتظم و k-یکنواخت
است. ∆(H) ≤ k و k-یکنواخت ،H ابرگراف فرض طبق زیرا .H = H ′ بنابراین ،δ(H) = k اگر

است. k-منتظم گرافی نیز ،H پس .δ(H) = ∆(H) = k بنابراین δ(H) = k چون طرفی از
است H iهم از جدا k-کپی از که H∗ ابرگراف .k − δ(H i) = t > ٠ و شده ساخته H i می�کنیم فرض
است H∗ در v k-کپی تمام شامل که را f یال k از کمتر درجه با v ∈ H i راس هر برای بگیرید، نظر در
کنید توجه می�آید. بدست H i+١ جدید ابرگراف کنید، اضافه H∗ به را جدید یال�های بگیرید، نظر در
و k-یکنواخت گراف یک H ′ می�شود. ساخته متناهی مراحل در H ′ بنابراین .k− δ(H i+١) = t− ١
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ماکزیمم با ،(k ≥ ۴) H k-یکنواخت ابرگراف هر بنابراین است. ٢-رنگ�پذیر ،H ′ لذا است، k-منتظم
است. پذیر ٢-رنگ ،k حداکثر درجه

دارد: وجود حالت سه k ≤ ٣ اگر

.٢ ≤ ۴ آنگاه k = ١ اگر .١

آنگاه باشد، فرد دور اگر این�صورت در است، دور گراف آنگاه k = ٢ اگر .٢
.χ٢(G) ≤ ۴ ≤ ٢χ(G) = ٢ باشد زوج دور اگر و .χ٢(G) ≤ ۵ ≤ ٢χ(G) = ۶

.G = C۵ به�جز χ٢(G) ≤ ۴ آنگاه ،∆ ≤ ٣ اگر که است شده ثابت [١۵] در .k = ٣ اگر .٣
بنابراین ،χ(G) ≥ ٢ کنید توجه است. G ̸= C۵ گراف پس ،k = ∆ = ٣ حالت این در لذا

.χ٢(G) ≤ ۴ ≤ ٢χ(G)

منتظم گراف�های پویای رنگی عدد کران تعیین ٣.٢

را G k-منتظم گراف پویای رنگی عدد بالای کران ،٢.٢ لواژ موضعی لم از استفاده با قضیه این در
می�کنیم. تعیین χ(G) و k براساس

.χ٢(G) ≤ χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١ ،G منتظم گراف هر برای [۵] .١.٣.٢ قضیه

با u راس هر به�طوری�که، می�گیریم نظر در را T تصادفی مجموعه .p = ٧٫ ٠٣Lnk
k
دهید قرار برهان.

Xu تصادفی متغییر ،u راس هر برای کنید فرض دارد. قرار T در مستقل و تصادفی طور به p احتمال
تعریف بنابه است. جمله�ای دو تصادفی متغییر Xu � بنابراین باشد. T مجموعه�ی در u همسایه�های تعداد

داریم: ،٢.٢ چرنف نامساوی

Pr(|Xu − E(Xu)| > λ) ≤ ٢e
−λ٢

٣E(Xu) ,٠ < λ < E(Xu)

.E(Xu) = kp = ٧٫ ٠٣Lnk بنابراین
تعریف بنا�به می�کنیم. تعریف است |Xu−٧٫ ٠٣Lnk| > λ آن در که پیشامدی را Au ،u راس هر برای

داریم: ،٢.٢ چرنف نامساوی

Pr(Au) ≤ ٢e
−λ٢

٣E(Xu)

-k٢ حداکثر به�جز است مستقل همزمان به�طور Av پیشامدهای تمام از Au پیشامد ،u پیشامد هر برای
داریم: k ≥ ١٣٩ برای بنابراین آن�ها. از

٢١٫ ٠٩Lnk(١+ Ln٢+ Ln(k٢ + ١)) < ۴٩٫ ۴٢٠٩(Lnk)٢

داریم: λ گرفتن نظر در با و k ≥ ١٣٩ فرض
٢١٫ ٠٩Lnk(١+ Ln٢+ Ln(k٢ + ١)) ≤ λ٢ < ۴٩٫ ۴٢٠٩(Lnk)٢
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داریم: قبل نامساوی�های گرفتن نظر در با

٢e(k٢ + ١)e
−λ٢

٣E(Xu) ≤ ١

T ⊆ V (G) مجموعه ،p = ٢e
−λ٢

٣E(Xu) و d = k٢ آن در که ،٢.٢ لواژ موضعی لم گرفتن نظر در با
T ⊆ V (G) مجموعه لذا است. نداده رخ Av پیشامد ،v ∈ V (G) هر برای به�طوری�که دارد، وجود

،v ∈ V (G) راس هر برای �که دارد، وجود چنان
|degT (v)− ٧٫ ٠٣Lnk| ≤ λ ٠ < λ < ٧٫ ٠٣Lnk

راس هر استنباط این طبق .٠ < degT (v) < ١۴٫ ٠۶Lnk ،v ∈ V (G) راس هر برای بنابراین
بنابراین .degV (G)\T (u) > ٠ و degT (u) > ٠ لذا دارد. همسایه V (G) \ T و T در u ∈ V (G)

χ(G[T ]) ≤ لذا ،∆(G[T ]) ≤ ١۴٫ ٠۶Lnk کنید توجه است. دوتایی احاطه�گر مجموعه یک T
داریم: ،٧.٢.٢ لم دوم قسمت بنابه .⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١

χ٢(G) ≤ χ(G[V \ T ]) + χ(G[T ]) ≤ χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١

داریم: k ≤ ١٣٨ به�طوری�که G k-منتظم گراف هر برای می�دهیم نشان اثبات شدن کامل برای
χ٢(G) ≤ χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١

با آنگاه ،χ(G) ≤ ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١ اگر بنابراین .χ٢(G) ≤ ٢χ(G) ،١۴.٢.٢ نتیجه از استفاده با
داریم: χ(G) کردن اضافه

٢χ(G) ≤ χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١

است. کامل اثبات و
قضیه�ای و ٣.٢.٢ ۶ بروکس قضیه طبق کنید توجه .χ(G) > ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋ + ١ کنید فرض اکنون
به�جز ،χ٢(G) ≤ ∆(G) + ١ ،G همبند گراف هر برای می�کند بیان و است شده ثابت [١۵] در که

.χ٢(C۵) = ۵ زیرا ،G = C۵

داریم: k ≤ ١٣٨ برای
χ٢(G) ≤ ١⌋٢۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١ < χ(G) + ⌊١۴٫ ٠۶Lnk⌋+ ١

k-منتظم گرافی G اگر به�طوری�که، دارد وجود n(c) آستانه�ای تابع c > ۶ هر برای [۵] .٢.٣.٢ قضیه
عنوان به دارد. ٢cLnk حداکثر درجه ماکزیمم با دوتایی احاطه�گر مجموعه یک G آنگاه ،k ≥ n(c) با

. n(c) ≤ ١٣٩ این�صورت در c = ٧٫ ٠٣ اگر مثال،

.p = cLnk
k

دهیم قرار و کرده انتخاب را c > ۶ ثابت اگر باشد. k-منتظم گرافی G فرض برهان.
مستقل و تصادفی طور به p احتمال با T در u ∈ V (G) راس هر به�طوری�که را T تصادفی مجموعه�ی
�است. T در u همسایه�های تعداد Xu تصادفی متغییر u راس هر برای می�گیریم. نظر در دارد قرار آن در

داریم: ،٢.٢ چرنف نامساوی تعریف بنابه است. جمله�ای دو تصادفی متغییر Xu بنابراین

Pr(|Xu − E(Xu)| > λ) ≤ ٢e
−λ٢

٣E(Xu) ,٠ < λ < E(Xu)

۶Brooks theorem
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E(Xu) = kp = cLnk

از استفاده با می�کنیم. تعریف است |Xu − cLnk| > λ آن در که پیشامدی Au ،u راس هر برای
داریم: ،٢.٢ چرنف نامساوی تعریف

Pr(Au) ≤ ٢e
−λ٢

٣E(Xu)

از -k٢ حداکثر به�جز است مستقل همزمان Avبه�طور پیشامد�های تمام از Au پیشامد ،u راس هر برای
داریم: k ≥ n(c) به�طوری�که دارد، وجود n(c) آستانه هنگامی�که بنابراین آن�ها.
٣cLnk(١+ Ln٢+ Ln(k٢ + ١)) < c٢(Lnk)٢

که: به�طوری λ گرفتن نظر در با و k ≥ n(c) فرض با
٣cLnk(١+ Ln٢+ Ln(k٢ + ١)) ≤ λ٢ < c٢(Lnk)٢

٢e(k٢ + ١)e
−λ٢

٣E(Xu ≤ ١

پیشامد ،v ∈ V (G) هر برای به�طوری�که دارد وجود T ⊆ V (G) مجموعه ،٢.٢ لواژ موضعی لم طبق
،v ∈ V (G) هر برای �که دارد وجود چنان T ⊆ V (G) مجموعه بنابراین نمی�دهد. رخ Av

|degT (v)− cLnk| ≤ λ ٠ < λ < cLnk

T در u ∈ V (G) راس هر این�صورت در .٠ < degT (v) < ٢cLnk ،v ∈ V (G) راس هر برای لذا
یک T نتیجه در .(degV (G)\T (u) > ٠) و (degT (u) > ٠) این�رو از دارد. همسایه V (G) \ T و

است. دوتایی احاطه�گر مجموعه

-k ابرگراف هر به�طوری�که، دارد وجود n(c) آستانه�ای تابع .c > ۶ ثابت فرض [۵] .٣.٣.٢ قضیه
دارد. آبی و قرمز رنگ�های با ٢-رنگ�آمیزی یک k ≥ n(c) و k حداکثر درجه ماکزیمم با H یکنواخت

است. ٢cLnk حداکثر ابریال هر در آبی راس�های تعداد به�طوری�که،

باشد. k حداکثر درجه ماکزیمم با k-یکنواخت ابرگرافی H کنید فرض .c > ۶ ثابت دهید قرار برهان.
به�طور p = cLnk

k
احتمال با u راس هر به�طوری�که، بگیرید. نظر در را T ⊆ V (H) تصادفی مجموعه

در موجود راس�های رنگ و آبی را T در موجود راس�های رنگ دارد. قرار T در مستقل و تصادفی
یعنی آبی راس�های تعداد ،Xf تصادفی متغییر ،f ابریال هر برای می�کنیم. فرض قرمز را V (H) \ T
است. جمله�ای دو تصادفی متغییر Xf بنابراین می�کنیم. تعریف دارد وجود T در که f از راس�هایی تعداد

این�صورت: در Xf = Σk
i=١Xvi و f = {v١, v٢, . . . , vk} اگر زیرا

Xvi
def
=

{
١ باشد آبی vi اگر
٠ این�صورت غیر در

داریم: ،٢.٢ چرنف نامساوی تعریف بنابه

Pr(|Xf − E(Xf )| > λ) ≤ ٢e
−λ٢

٣E(Xf ) ,٠ < λ < E(Xf )

E(Xf ) = cLnk
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نامساوی تعریف بنابه می�کنیم. تعریف است، |Xf−cLnk| > λ آن در که پیشامدی Af ،f ابر�یال برای
داریم: ،٢.٢ چرنف

Pr(Af ) ≤ ٢e
−λ٢

٣E(Xf )

-k٢ حداکثر به�جز است مستقل همزمان به�طور Af ′ پیشامد�های تمام از Af پیشامد ،f ابر�یال هر برای
:k ≥ n(c) هنگامی�که دارد. وجود n(c) آستانه این�صورت در p = cLnk

k
و c > ۶ اگر آن�ها. از

٣cLnk(١+ Ln٢+ Ln(k٢ + ١)) < c٢(Lnk)٢

داریم: λ گرفتن نظر در با ،k ≥ n(c) اگر
٣cLnk(١+ Ln٢+ Ln(k٢ + ١)) ≤ λ٢ < c٢(Lnk)٢

،f ∈ E(H) هر برای به�طوری�که دارد وجود T ⊆ V (H) مجموعه ،٢.٢ لواژ موضعی لم طبق
،f ∈ E(H) هر برای که دارد وجود چنان T ⊆ V (H) مجموعه بنابراین نمی�دهد. رخ Af پیشامد
حداکثر و دارد آبی راس یک حداقل f ابر�یال هر که است معنی� این به این .٠ < |f ∩ T | < ٢cLnk
یک رنگ�آمیزی این لذا .٢cLnk < k بزرگ کافی اندازه به k برای است. آبی آن راس ٢cLnk

می�کند. صدق قضیه شرایط در که است H ابرگراف برای مجاز ٢-رنگ�آمیزی

استقلال عدد با ارتباط ١.٣.٢

است. گرفته قرار مطالعه مورد [١] در گراف�ها پویای رنگی عدد و استقلال عدد بین رابطه�ی

آن بر علاوه باشد. Gگراف از رنگ�آمیزی -χ(G)یک c و همبند گرافی G کنید فرض ([۴]) .۴.٣.٢ لم
به�طوری�که: دارد، وجود G از f χ(G)-رنگ�آمیزی یک آنگاه باشد. G از ناتهی زیرگرافی H کنید فرض

،f(v) = c(v) آنگاه v ∈ V (H) اگر .١

و v٠ = v به�طوری�که دارد وجود v٠, v١, . . . , vm مسیر یک v ∈ V (G) \ V (H) راس هر برای .٢
.i = ٠,١, . . . ,m− ١ برای f(vi+١)− f(vi) = ١( mod χ(G)) و دارد قرار H در vm

.[۶] است شده داده تعمیم دوری رنگ�آمیزی به لم این

دارد� وجود G گراف از χ(G)-رنگ�آمیزی یک ،χ(G) ≥ ۶ با G گراف هر برای [١] .۵.٣.٢ قضیه
مستقل�اند. G در بد راس�های همه مجموعه�ی به�طوری�که

دوم قسمت در همچنین می�کنیم، ثابت χ(G) ≥ ۴ با گراف�ها تمام برای را نتیجه این بعدی، قضیه در
دوم توان استقلال عدد و G گراف رنگی عدد حسب بر را G گراف پویای رنگی عدد بالای کران قضیه،
ماکسیمال مستقل مجموعه و مستقل مجموعه را lM(G) و l(G) همچنین می�کنیم. مشخص G٢ گراف

می�گیریم. نظر در

[٢١] .۶.٣.٢ قضیه
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،χ٢(G) ≤ χ(G) + γ(G) ،χ(G) ≥ ۴ با G مانند گراف هر برای (١)

.χ٢(G) ≤ χ(G) + α(G٢) آنگاه باشد، χ(G) ≥ ۴ با k-منتظم گرافی G اگر (٢)

باشد، آن از یکχ(G)-رنگ�آمیزی c کنید فرض همچنین باشد. Gگراف از یالی uv کنید فرض برهان.
از رنگ�آمیزی یک f و uv یال روی القایی زیرگراف H کنید فرض .c(v) = ٣ و c(u) = ١ به�طوری�که،
f(u) = ١ بنابراین .f(x) = c(x) آنگاه ،x ∈ V (H) اگر ،۴.٣.٢ لم طبق باشد. ،۴.٣.٢ لم بنابه G
G در مستقل مجموعه یک S می�کنیم ادعا باشد. بد راس�های همه��ی مجموعه�ی S فرض .f(v) = ٣ و

می�گیریم: نظر در را ۴مورد نباشد، برقرار ادعا این می�کنیم محال) (فرض فرض بنابراین است.

دو این همسایه�های بنابراین ،uv ∈ E(G) و هستند بد راس دو هر v و u چون .{u, v} ⊆ S .١
رنگ N(u) در راس�ها تمام ١و رنگ N(v) در راس�ها تمام لذا می�شوند، رنگ مشابه به�طور راس
به�طوری�که ،۴.٣.٢ لم بنابه افزایشی مسیر یک بنابراین می�کنند. دریافت f رنگ�آمیزی در را ٣

ندارد. وجود i = ٠,١, . . . ,m− ١ برای f(vi+١)− f(vi) = ١( mod χ(G))

و v ∈ N(u) چون .ux ∈ E(G) یال و {u, x} ⊆ S به�طوری�که دارد، وجود x ̸= v راس .٢
١ رنگ و ٣ رنگ به�ترتیب f رنگ�آمیزی در N(x) و N(u) در راس�ها تمام لذا ،u ∈ N(x)

،v٠ = x به�طوری�که، G در v٠, v١, . . . , vm افزایشی مسیر یک بنابراین می�کنند. دریافت را
i = برای f(vi+١) − f(vi) = ١( mod χ(G)) به�طوری�که ،۴.٣.٢ لم بنابه vm ∈ V (H)

دریافت را ٣ رنگ x راس و ١ رنگ x همسایه�های تمام زیرا ندارد، وجود .٠,١, . . . ,m − ١
می�کند.

و u ∈ N(v) چون .vy ∈ E(G) و {v, y} ⊆ S به�طوری�که دارد، وجود y ̸= u راس .٣
دریافت را ٣ و ١ رنگ به�ترتیب f رنگ�آمیزی در N(y) و N(v) در راس�ها تمام لذا ،v ∈ N(y)

vm ∈ V (H) ،v٠ = y به�طوری�که، G در v٠, v١, . . . , vm افزایشی مسیر یک بنابراین می�کنند.
i = ٠,١, . . . ,m−١ برای f(vi+١)−f(vi) = ١( mod χ(G)) به�طوری�که ،۴.٣.٢ لم بنابه

می�کند. دریافت را ١ رنگ y راس و ٣ رنگ y همسایه�های تمام زیرا ندارد، وجود

چون ،۴.٣.٢ لم بنابه .xy ∈ E(G) به�طوری�که دارد، وجود S \ {u, v} در y و x راس دو .۴
راس دو حداقل باید لذا .i = ٠,١, . . . ,m− ١ برای f(vi+١)− f(vi) = ١( mod χ(G))

و f(z) = f(x) + ١( mod (χ(G)) به�طوری�که، باشد موجود z′ ∈ N(y) و z ∈ N(x)

دو هر y و x آنجایی�که از .i = ٠,١, . . . ,m − ١ برای f(z′) = f(y) + ١( mod (χ(G))

راس چون می�شوند. رنگ f رنگ�آمیزی در مشابه به�طور آن�ها همسایه�های لذا هستند، بد راس
N(y) در راس�ها تمام و f(y) همرنگ N(x) در راس�ها تمام بنابراین است، x راس مجاور y

و f(z) = f(y)( mod (χ(G)) بنابراین است. f(x) همرنگ
دارد. تناقض χ٢(G) ≥ ۴ با که χ(G) = ٢ لذا .f(z′) = f(x)( mod (χ(G))

مجموعه کوچکترین D فرض است. G در مستقل مجموعه یک بد) راس�های همه مجموعه )S بنابراین
دارد، همسایه D مجموعه در باشد داشته قرار S مجموعه در که راسی هر باشد. G گراف برای احاطه�گر
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یک دهیم تغییر را D در موجود راس�های رنگ اگر بنابراین است. احاطه�گر مجموعه یک D چون
می�شود. حاصل G برای پویا رنگ�آمیزی

جدید متمایز رنگ |D٢| از استفاده با را D٢ در راس�ها تمام .D٢ = D \ S و D١ = S ∩ D فرض
راس�ها این تمام و انتخاب را x(w) ∈ N(w) راس یک ،w ∈ D١ راس هر برای می�کنیم. رنگ دوباره
رنگ |D′

١| با را D′
١ راس�های دوباره .D′

١ = {x١, x٢, . . . , xt} که کنید فرض می�دهیم. قرار D′
١ در را

است. G برای پویا رنگ�آمیزی یک جدید رنگ�آمیزی این می�کنیم ثابت می�کنیم. رنگ جدید متمایز
رنگ�آمیزی در باشد، S مجموعه از خارج v راس اگر می�گیریم. نظر در را حالت دو v دلخواه راس برای
قرار S مجموعه از خارج که راس�هایی بنابراین دارد، وجود همسایگی�اش در متمایز رنگ دو حداقل قبل
همسایگی در نیز بیشتری رنگ�های تعداد جدید رنگ�آمیزی از بعد لذا می�باشند، خوب راس�های جز دارند
S مجموعه بد راس�های آنجایی�که از هستند. خوب راس هم باز راس�ها این نتیجه در دارد، وجود آن�ها
اگر دارد. وجود حالت دو S مجموعه در v دلخواه راس برای بنابراین دارند، قرار D١ از خارج یا D١ در
تمام جدید رنگ�آمیزی در چون طرفی از دارد. همسایه D مجموعه در حتما باشد، D١ از خارج v راس
راس این همسایگی در لذا شده�اند، رنگ�آمیزی جدید متمایز رنگ�های با D مجموعه در موجود راس�های
قرار D١ مجموعه در v دلخواه راس اگر نیست. بد راس دیگر v راس بنابراین می�شود، اضافه جدید رنگ
آن همسایه�های لذا ندارند. همسایه D مجموعه در بنابراین است، احاطه�گر مجموعه D چون باشد، داشته
|D١|+ |D٢| = |D| تعداد حداکثر بنابراین است. خوب راس ،v راس این�رو از دارند. قرار D از خارج
حداکثر با G برای پویا رنگ�آمیزی یک رنگ�آمیزی این دیگر به�عبارت است. شده استفاده جدید رنگ

است. رنگ χ(G) + |D|
f رنگ�آمیزی باشد. χ(G) ≥ ۴ با k-منتظم گرافی G کنید فرض قضیه، دوم قسمت اثبات برای
یعنی G٢[S] بگیرید. نظر در را قبل قسمت در است، بد راس�های تمام شامل که S مستقل مجموعه و
گراف در است. G٢

١, G
٢
٢, . . . , G

٢
n مولفه�های دارای ،S راس����های روی G٢ گراف از القایی زیرگراف

و مجاور هم با بد راس دو وقتی باشند. داشته مشترک همسایه راس دو اگر مجاورند، راس دو G٢

دیگر به�عبارت هستند. همرنگ راس دو این همسایه�های تمام بنابراین باشند، داشته مشترک همسایه
یک S زیرا .NG(x) ∩ NG(y) ̸= ∅ اگر فقط و اگر مجاورند، G٢ گراف در x, y ∈ S راس دو
در راس�ها تمام پس می�باشند، بد راس G٢

i در راس�ها تمام ،١ ≤ i ≤ n هر به�ازای و مستقل مجموعه
می�شوند. رنگ مشابه به�طور f رنگ�آمیزی در Ni = ∪x∈V (G٢

i )
NG(x)

که ابریال�هایی مجموعه و Ni راس�های مجموعه با ابرگرافی Hi کنید فرض ،١ ≤ i ≤ n هر برای
،∆ ≤ k و k-منتظم گرافی G چون می�شود. تعریف E(Hi)

def
= {N(x)|x ∈ V (G٢

i )} به�صورت
حالت دو χ(G) ≥ ۴ به توجه با طرفی از است. ∆(Hi) ≤ k با k-یکنواخت ابرگرافی Hi بنابراین

. G = K۴ یا k ≥ ۴ دارد، وجود

بنابراین است، یک کامل گراف�های استقلال عدد چون .χ(K۴) = ۴ آنگاه ،G = K۴ اگر .١
.χ٢(G) = ۴ ≤ χ(G) + α(G٢) = ۵

بنابراین .۴ ≤ χ(G) ≤ ∆(G) = k ،٣.٢.٢ بروکس قضیه بنابه نباشد، کامل گرافی �G اگر .٢
یک (X١

i , X
٢
i ) فرض ١ ≤ i ≤ n هر برای است. ٢-رنگ�پذیر ،Hi ابرگراف ،١٢.٢.٢ لم طبق
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به�طوری�که، می�کنیم معرفی Gگراف از رنگ�آمیزی یک را f ′′ Hiباشد. ابرگراف از ٢-رنگ�آمیزی
روی f ′′ ،١ ≤ i ≤ n هر برای و هستند V (G) \ ∪X١

i روی یکسان مقادیر دارای f و f ′′

حداقل درجه از x ∈ V (G) راس هر برای بنابراین دارد. را i+χ(G) ثابت مقدار X١
i راس�های

یکχ(G)+n-رنگ�آمیزی f ′′ بنابراین دارد. وجود آن همسایگی در متمایز رنگ دو حداقل دو،
می�باشد. n ≤ α(G٢) آن در که است، G گراف از پویا

این فرضیه�ها از برخی اگر دارد. نیاز Hi ابرگراف ٢-رنگ�پذیری به ،۶.٣.٢ قضیه دوم قسمت اثبات
داریم: را زیر نتیجه بنابراین می�کند. کار هم هنوز اثبات مانده باقی این�صورت در کنند، ثابت را ویژگی

در e(∆(G)٢ − ∆(G) + ٢) ≤ ٢δ(G) و χ(G) ≥ ۴ به�طوری�که گراف یک G اگر .٧.٣.٢ نتیجه
.χ٢(G) ≤ χ(G) + α(G٢) این�صورت

یک ،G گراف هر برای بنابراین ،χ(G) ≥ ۴ چون ،۶.٣.٢ قضیه دوم قسمت اثبات بنابه برهان.
را Hi ابرگراف رنگ�آمیزی این طبق مستقل�اند، بد راس�های مجموعه به�طوری�که دارد، وجود رنگ�آمیزی
E(Hi)

def
= {N(x)|x ∈ V (G٢

i )} ابریال�های مجموعه Niو = ∪x∈V (G٢
i )
NG(x) راس�های مجموعه با

،٢.٢.٢ قضیه بنابه لذا ،e(∆(G)٢ − ∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) چون بگیرید. نظر در را می�شود تعریف
برهان ،۶.٣.٢ قضیه دوم قسمت در شده ارائه اثبات مشابه اثباتی با است. ٢-رنگ�پذیر ،Hi ابرگراف

است. تمام

با G k-منتظم گراف هر برای دادیم، نشان ،۶.٣.٢ قضیه برهان در باشید داشته توجه .٨.٣.٢ ملاحظه
تعداد com(G٢[S]) به�طوری�که است. برقرار χ٢(G) ≤ χ(G) + com(G٢[S]) همواره χ(G) ≥ ۴
هر برای بنابراین است. ،٢.٢.٢ قضیه اثبات در شده ارائه مستقل مجموعه S و G٢[S] همبند مولفه�های
بنابه ،(k ≥ ۴ با k-منتظم گراف (در e(∆(G)٢ −∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) و χ(G) ≥ ۴ با G گراف

.χ٢(G) ≤ χ(G) + maxI∈l(G) com(G٢[I]) ،٢.٢.٢ قضیه

.χ٢(G)− χ(G) ≤ ١ آنگاه باشد، Km,m و C۵ به�جز منتظم قویا گرافی G اگر [٣] .٩.٣.٢ قضیه

عدد چون است. کامل گرافی G٢ گراف ،٢ قطر با G گراف برای باشید داشته توجه .١٠.٣.٢ ملاحظه
خانواده�ی به ،۶.٣.٢ قضیه دوم قسمت بنابراین .α(G٢) = ١ لذا است، یک کامل گراف�های استقلال
قسمت به توجه با اما می�شود. داده تعمیم ٢ قطر با منتظم قویا گراف هر یعنی منتظم، گراف�های از بزرگی
زیرا .χ٢(G) − χ(G) ≤ ١ آنگاه χ(G) ≥ ۴ و ٢ قطر با k-منتظم گرافی G اگر ،۶.٣.٢ قضیه دوم
.χ٢(G) ≤ χ(G)+α(G٢) آنگاه χ(G) ≥ ۴ با k-منتظم گرافی G اگر ،۶.٣.٢ قضیه دوم قسمت طبق
کامل گراف�های استقلال عدد چون است، کامل گرافی G٢ گراف ،٢ قطر با G گراف هر برای طرفی از

.χ٢(G)− χ(G) ≤ ١ بنابراین است، یک

e(∆(G)٢ −∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) و χ(G) ≥ ۴ به�طوری�که ٢ قطر با گرافی G اگر .١١.٣.٢ نتیجه
.χ٢(G)− χ(G) ≤ ١ آنگاه (k ≥ ۴ با k-منتظم گراف (در
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آنگاه e(∆(G)٢ −∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) و χ(G) ≥ ۴ اگر ،٧.٣.٢ نتیجه طبق برهان.
.α(G٢) = ١ لذا است، کامل گرافی G٢ پس است، ٢ گراف قطر چون .χ٢(G) ≤ χ(G) + α(G٢)

.χ٢(G)− χ(G) ≤ ١ بنابراین

با زیرا ،χ(G) ≥ ۴ که کردیم فرض ،۶.٣.٢ قضیه برهان در که باشید داشته توجه .١٢.٣.٢ ملاحظه
راس�های تمام به�طوری�که، آوریم بدست را f مانند رنگ�آمیزی یک می�خواستیم ،۴.٣.٢ لم از استفاده
کردیم ثابت ابتدا در دهند. تشکیل G گراف در را مستقل مجموعه�ای رنگ�آمیزی، این به مربوط بد
به مربوط (S) بد راس�های همه مجموعه به�طوری�که باشد، داشته وجود G از f t-رنگ�آمیزی یک اگر
آنگاه ،k ≥ ۴ با k-منتظم گرافی G اگر و χ٢(G) ≤ t + γ(G) آنگاه باشند، مستقل f رنگ�آمیزی

.χ٢(G) ≤ t+ com(G٢[S])

منتظم گراف (در e(∆(G)٢ −∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) به�طوری�که، گراف یک G کنید فرض اکنون
گراف از c بهینه t-رنگ�آمیزی یک باشد. G در دلخواه ماکسیمال مستقل مجموعه یک I و (k ≥ ۴ با
ممکن عدد کوچکترین t) باشد رنگ�آمیزی این در رنگ کلاس یک I به�طوری�که بگیرید، نظر در را G
دارد. I در همسایه�ای V (G) \ I راس هر بنابراین است، ماکسیمال مستقل مجموعه یک I چون است)

به�صورت که ابریال�هایی مجموعه و V (H) = I راس�های مجموعه با را H ابرگراف
بگیرید. نظر در را می�شود تعریف E(H)

def
= {N(v) | v ∈ V (G) و N(v) ⊆ I}

-٢ ،H ابرگراف بنابراین (k ≥ ۴ با k-منتظم گراف (در e(∆(G)٢ − ∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) چون
رنگ t + ١ با را Y راس�های تمام باشد. H از ٢-رنگ�آمیزی یک (X,Y ) فرض است. رنگ�پذیر
بزرگترین I چون شود. حاصل G از f جدید +t-رنگ�آمیزی ١ یک تا می�کنیم رنگ�آمیزی دوباره جدید
زیرمجموعه�ی f رنگ�آمیزی به مربوط S بد راس�های مجموعه لذا است، ماکسیمال مستقل مجموعه
دوم قسمت در شده ارائه برهان مشابه اثباتی با است. مستقل مجموعه�ای نیز S بنابراین می�باشد. I

بنابراین است. t ≤ χ(G) + ١ که χ٢(G) ≤ t+ ١+ com(G٢[S]) داریم: قضیه٣.٢.۶،
χ٢(G) ≤ t+ ١+ com(G٢[S]) ≤ χ(G) + ٢+maxP⊆Icom(G٢[P ]).

مستقل مجموعه�ی یک I چون باشد. G در ماکسیمال مستقل مجموعه�های تمام خانواده lM(G) فرض
.χ٢(G) ≤ χ(G) + minI∈lM(G)maxP⊆I com(G٢[P ]) + ٢ بود، G در دلخواه ماکسیمال

رنگ کلاس به�طوری�که، بگیریم نظر در را G از c آمیزی یکχ(G)-رنگ اگر ،١٢.٣.٢ ملاحظه بنابه
آنگاه باشد، G(t = χ(G)) در ماکسیمال مستقل ١)مجموعه�ای رنگ با راس�ها (تمام v١

.χ٢(G) ≤ χ(G) + γ(G) + ١

k-منتظم گراف (١+(G)∆−٢(G)∆)e(یک ≤ ٢δ(G) به�طوری�که گراف فرضGیک .١٣.٣.٢ نتیجه
.χ٢(G) ≤ χ(G) + α(G٢) + ١ این�صورت در (k ≥ ۴ با

مجموعه که کنیم پیدا گراف از χ(G)-رنگ�آمیزی یک باید نداریم را χ(G) ≥ ۴ شرط چون برهان.
کلاس و می�گیریم نظر در را f مانند رنگ�آمیزی یک دهند. تشکیل را مستقل مجموعه�ای بد، راس�های
I دارد، I در همسایه�ای V (G) \ I راس هر می�نامیم، �I را کلاس این می�کنیم. ماکسیمال را ١ رنگ
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مجموعه و V (H) = I راس�های مجموعه با را H ابرگراف است. ماکسیمال مستقل مجموعه �یک
با و ٢.٢.٢ قضیه بنابه می�گیریم. نظر در را E(H)

def
= {N(v)|v ∈ V (G), N(v) ⊆ I} ابریال�های

است. ٢-رنگ�پذیر ،H ابرگراف e(∆(G)٢ −∆(G) + ١) ≤ ٢δ(G) رابطه به توجه

log k کران ٢.٣.٢

روی القایی زیرگراف σ ∈ SV (G) جایگشت هر برای باشد، گراف یک G کنید فرض [٢١] .١۴.٣.٢ لم
است. جنگل یک I٢σ راس�های

خلف): (فرض فرض باشد. دور فاقد باید جنگل تعریف بنابه باشد، جنگل I٢σ اینکه برای برهان.
از اینکه بدون .{x١, x٢, . . . , xn} ⊆ I٢σ همچنین و باشد G گراف در دور یک C = x١x٢ . . . xnx١

.nσ(x٢, N [x٢]) ≥ ٢ بنابراین است، آمده x٢ از قبل x١ ،σ ترتیب در می�کنیم فرض شود کاسته کلیت
راس�های تمام از قبل x٢ که معناست بدان این ،nσ(x٢, N [x٢]) = ٢ لذا x٢ ∈ I٢σ چون طرفی از
پس دارد، قرار I٢σ در x٢ و آمده x٢ از قبل x١ ∈ N [x٢] چون نهایت در است. آمده N(x٢) \ {x١}
انتها تا دادن ادامه با بنابراین .x٣ ∈ N(x٢) \ {x١} نتیجه در است، آمده σ درجایگشت x٢ از بعد x٣
لذا آمده�اند. xn از قبل σ ترتیب در دو هر xn−١ و x١ چون طرفی از است. آمده xn از قبل xn−١

با که xn ̸= I٢σ بنابراین است، نیامده دوم و اول مکان در σ ترتیب در xn چون .nσ(xn, N [xn]) ≥ ٣
دارد. تناقض (x١, x٢, . . . , xn ∈ σ)فرض

در نمی�باشد، (C۴) القایی مربع شامل به�طوری�که k-منتظم گرافی G کنید فرض .١۵.٣.٢ قضیه
χ٢(G)− χ(G) ≤ ٢⌈۴Lnk + ١⌉ ،k ≥ ٣۵ هر برای این�صورت

همسایه�های نمی�گیرند(زیرا قرار مثلث در که است راس�هایی تمام شامل U ⊆ V (G) کنید فرض برهان.
شرایط بنابه رنگ�آمیزی هر در بنابراین مجاورند، هم با بگیریم نظر در دارد قرار مثلث در که راس هر
خوب راس�ها همه�ی بنابراین نداریم، بد راس رنگ�آمیزی هر در لذا می�شوند، رنگ متمایز به�طور مجاورت
ساخته C۴ (زیرا ندارد مشترک همسایه راسی دو هیچ G در لذا نمی�باشد، (C۴) شامل G چون هستند).

می�شود).
را مستقل و یکنواخت باشد)، هم (تکراری تصادفی به�طور را σ١, σ٢, . . . , σl ∈ SV (G) l-جایگشت

می�کنیم: تعریف پیشامد دو u ∈ U راس هر برای می�کنیم. انتخاب

که پیشامدی Bu •
∀x ∈ N(u) s.t ∀i ∈ ١ ≤ i ≤ l nσi

(x,N [x] \ {u}) ≥ ٢

بین در x ،x ∈ N(u) هر انتخاب به�ازای که معناست این به Bu پیشامد دیگر عبارت به
به دوم مکان در x یعنی است. نیامده دوم و اول مکان در σi ترتیب در u به�جز خود همسایه�های
،σi ترتیب در x از قبل که دارد وجود x از همسایه یک ،u جز به دیگر به�عبارت دارد. قرار بعد

است. آمده σها تمام برای بعد به سوم مکان در حداقل x بنابراین دارد. قرار



٢۴ منتظم گراف�های پویای رنگ�آمیزی .٢

که پیشامدی Cu •
∀x ∈ N(u) s.t ∃i ∈ ١ ≤ i ≤ l , nσi

(x,N [x] \ {u}) ≤ ٢

گیرد. قرار دوم مکان در حداکثر σi از یکی در u به�جز خود همسایه�های بین در x دیگر به�عبارت

داریم: بیافتد اتفاق B̄u اگر
∃x ∈ N(u) s.t ∃i١ ≤ i ≤ l , nσi

(x,N [x] \ {u}) < ٢

یا
nσi

(x,N [x] \ {u}) ≤ ١

پس ،x ∈ I٢σi
،I٢σi

تعریف طبق بنابراین .nσi
(x,N [x]) ≤ ٢ کنیم: اضافه را u اگر حال

.N(u) ∩ (∪l
i=١I

٢
σi
) ̸= ∅ بنابراین .x ∈ I٢σi

و x ∈ N(u)

دهد: رخ C̄u پیشامد اگر حال
∃x ∈ N(u) s.t ∀i ∈ ١ ≤ i ≤ l , nσi

(x,N [x] \ {u}) > ٢

nσi
(x,N [x]) > ٣ لذا nσi

(x,N [x] \ {u}) ≥ ٣ بنابراین:
=⇒ ∀i ∈ ١ ≤ i ≤ l x /∈ I٢σi

−→ x /∈ ∪l
i=١I

٢
σi
−→ N(u) ⊈ (∪l

i=١I
٢
σi
)

.x /∈ (∪l
i=١I

٢
σi
) ولی x ∈ N(u) زیرا

بنابراین ندارند، قرار مثلث در راس�ها و نداریم (c۴) القایی مربع چون .Au = Bu∪Cu کنید فرض حال
ندارند. مشترک همسایه راس�ها از هیچ�یک

از راس هر با مرتبط پیشامد بنابراین .∀x, y ∈ N(u) ، (N(x) \ {u}) ∩ (N(y) \ {u}) = ∅ لذا
را راس یک پیشامد لذا می�شوند، ضرب هم در مستقل پیشامدهای چون است. مستقل راس�ها دیگر

داریم: Bu تعریف بنابر شود. محاسبه راس�ها کل پیشامد تا می�آوریم بدست
Bu : ∀x ∈ N(u) s.t ∀i ∈ {١,٢, . . . , l} , nσi

(x,N [x] \ {u}) ≥ ٢

داریم: دهد رخ B̄u اگر راس یک برای
Bu : ∃x ∈ N(u) s.t ∃i ∈ {١,٢, . . . , l} , nσi

(x,N [x] \ {u}) ≤ ١

=⇒ nσi
(x,N [x] \ {u}) = ١

راس اینکه احتمال بنابراین دارد k-همسایه ،x ∈ N(u) راس هر چون دارد. قرار اول مکان در x پس
احتمال با x دیگر به�عبارت است، ١

k
بگیرد قرار اول مکان در k-همسایه بین در جایگشتی یک در x

می�دهد. رخ Bu در (١− ١
k
) احتمال با x یعنی ندهد، رخ احتمال این اگر حال می�دهد. رخ B̄u در ١

k

(١− ١
k
)kl جایگشت، l برای احتمال این حال است. (١− ١

k
)k احتمال این u از x مانند -راس k برای
.Pr(Bu) = (١− ١

k
)kl بنابراین است.
:Cu احتمال حال

Cu : ∀x ∈ N(u) s.t ∃i ∈ {١,٢, . . . , l} , nσi
(x,N [x] \ {u}) ≤ ٢



٢۵ منتظم گراف�های پویای رنگی عدد کران تعیین .٣.٢

ثابت: x برای می�کنیم: حساب را C̄u احتمال ابتدا

Pr(∃i ∈ {١,٢, . . . , l} s.t nσi
(x,N [x]\{u} ≤ ٢) = ١−Pr(∀i nσi

(x,N [x]\{u} ≥ ٣)

= ١− Πl
i=١(nσi

(x,N [x] \ {u} ≥ ٣) = ١− Πl
i=١(

k − ٢
k

)

داریم: ثابت x برای

= ١− (١− ٢
k
)l

داریم: x هر برای

= ١− (١− ٢
k
)l)k

نتیجه در

Pr(Au) ≤ Pr(Bu) + Pr(Cu) = (١− ١
k
)kl + (١− (١− ٢

k
)l)k

که: کنید فرض

l = ⌈۴lnk + ١⌉ .١

١− x ≤ e−x .٢

e−١ ≤ (١− ١
x
)x−١ .٣

(١− ١
k
)k ≤ e−١ .۴

،١− (١− ٢
k
)l ≤ ١− e

−٢l
k−٢ که کنیم ثابت می�خواهیم حال .(١− ١

k
)kl ≤ e−l داریم: (۴) رابطه بنابه

داریم:

(١− ٢
k
)l ≥ e

−٢l
k−٢

داریم: (٣) رابطه بنابه

[(١− ١
k
٢
)
k
١−٢]

l
k
١−٢ ≥ e

−l
k
١−٢

چون

(١− ١
k
٢
)
k
١−٢ ≥ e−١

: داریم مشترک مخرج گرفتن با بنابراین

(١− ٢
k
)l ≥ e

−٢l
k−٢
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=⇒ Pr(Au) ≤ Pr(Bu) + Pr(Cu)

≤ (١− ١
k
)kl + (١− (١− ٢

k
)l)k

≤ e−l + (١− −٢l
ek−٢ )

k

≤ e−l + e−ke
−٢l
k−٢

l = ⌈۴Lnk + ١⌉

= e−⌈۴Lnk+١⌉ + e−ke
−٢l
k−٢

≤ e−(۴Lnk+١) + e−ke
−٢(۴Lnk+٢)

k−٢

=
١
ek۴

+ e−k(e(−٨Lnk−۴))
١

k−٢

≤ ١
ek۴

+ e−k(
١

e۴k٨
)

١
k−٢

≤ ١
ek۴

+ e
−١
٢ k

است. مستقل همزمان به�طور d(u, v) > ۴ برای Av پیشامدهای تمام از Au پیشامد می�کنیم ادعا اکنون
آنگاه دهد، رخ (σ١, σ٢, . . . , σl) انتخابی جایگشت یک برای Au پیشامد اگر باشید، داشته توجه ابتدا
را σi|N٢(u) جایگشت هر در N٢(u) = ∪v∈N(u)N [v] در راس�ها ترتیب مورد در اطلاعاتی Au پیشامد

می�دهد.
بنابراین ندارند. اشتراکی هیچ هم با و است مستقل Av پیشامد از Au پیشامد دیگر به�عبارت

.d(u, v) > ۴ یا d(u, v) ≥ ۵
می�دهیم نشان دهد. رخ A = ∩x∈FAx پیشامد ،F ⊆ S برای و S = {v|d(u, v) > ۴} فرض
می�باشند. مستقل Au به نسبت هستند S در که راس�هایی همه دیگر به�عبارت ،Pr(Au|A) = Pr(Au)

کنید فرض حال .T ∩N٢(u) = ∅ بنابراین S = {v|d(u, v) > ۴} چون ،T = ∪x∈FN٢(x) فرض
چون داریم. σi|T از کلی ترتیب در اطلاعات سری یک بنابراین باشد، داده رخ A = ∩x∈FAx پیشامد
که راسی هر �باشد. مساوی احتمال (u)SN٢با از کلی ترتیب هر می�تواند σi|N٢(u) ،T ∩ N٢(u) = ∅
مستقل d(u, v) ≤ ۴ فاصله با راس�هایی و است مستقل باشد d(u, v) ≥ ۵ یعنی ،u از آن فاصله
تعداد (١−∆)∆و دو فاصله با راس�هایی تعداد و یک(∆) فاصله با راس�هایی تعداد بنابراین نمی�باشد.
نمی�باشند. مستقل ∆(∆− ٣(١ چهار فاصله با راس�هایی تعداد و ∆(∆− ٢(١ سه فاصله با راس�هایی

:(∆ = k) اگر

∆+ (∆− ١)∆ + (∆− ٢(١∆+ (∆− ٣(١∆

= k + (k − ١)k + (k − ٢(١k + (k − ٣(١k = k۴ − ٢k٣ + ٢k٢

لم بنابه آن�ها. k۴-از − ٢k٣ + ٢k٢ حداکثر به�جز است مستقل پیشامدها تمام از Au پیشامد پس
M = e(k۴ − ٢k٣ + ٢k٢ + ١))(١− ١

k
)kl + (١− (١− ٢

k
)l)k) ≤ ١ اگر ،٢.٢ لواژ موضعی
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داریم: k ≥ ۵۵ برای نمی�دهد. رخ Au پیشامدهای از هیچ�کدام مثبت احتمال با آنگاه

M ≤ e(k۴ − ٢k٣ + ٢k٢ + ١)× (
١
ek۴

+ e−
١
٢k)

= (١− ٢
k
+

٢
k٢

+
١
k۴

) + (k۴ − ٢k٣ + ٢k٢ + ١)e−k
٢ +١

≤ (١− ١
k
) + k۴e

−k+٢
٢

≤ ١

: ٣٣ ≤ k ≤ ۵۵ و l = ⌈۴Lnk + ١⌉ برای همچنین
e(k۴ − ٢k٣ + ٢k٢ + ١))(١− ١

k
)kl + (١− (١− ٢

k
)l)k) ≤ ١

Au پیشامدهای چون k ≥ و٣٣ l = ⌈۴Lnk+ ١⌉ برای ،٢.٢ لواژ موضعی لم طبق دیگر به�عبارت
Au پیشامد به�طوری�که، دارند وجود پیشامد این در σ١, σ٢, . . . , σl جایگشت�های بنابراین است، مثبت

.∩u∈V Āu ̸= ∅ دیگر به�عبارت نمی�دهد. رخ u ∈ U هر برای
پیشامد می�شود نتیجه بنابراین نمی�دهد، رخ هم Cu و Bu پیشامدهای ندهد، Auرخ پیشامد وقتی پس

می�دهد. Āuرخ = B̄u ∩ C̄u

عدد آنگاه ،T = ∪١≤i≤lI
٢
σi
اگر .N(u) ⊈ (∪١≤i≤lI

٢
σi
و( N(u) ∩ (∪١≤i≤lI

٢
σi
) ̸= ∅ این�صورت در

حال .χ(G[T ]) ≤ ٢l لذا بود، خواهد ٢l حداکثر ،٧.٢.٢ لم طبق G[T ] ،T روی القایی زیرگراف رنگی
باشد. {١,٢, . . . ,٢l} رنگ�های با G[T ] القایی زیرگراف از آمیزی χ(G[T-رنگ ]) یک c کنید فرض
χ(G)-رنگ، + ٢l با را گراف کل پس کنیم. رنگ�آمیزی χ(G)-رنگ، با را V (G) \ T راس�های اگر
T به f محدودیت که بگیرید نظر در را G از f χ(G)-رنگ�آمیزی + ٢l یک حال می�کنیم. رنگ�آمیزی
u ∈ V (G) دلخواه راس هر برای .f(V (G) \ T ) ⊆ {٢l+ ١,٢l+ ٢, . . . ,٢l+ χ(G)} و c مشابه

دارد: وجود حالت دو نیست، بد راس راس، این کنیم ثابت می�خواهیم

N(u) ∩ بنابراین نداده، Auرخ پیشامد چون .u /∈ U بنابراین دارد، قرار مثلث در u راس .١
به�عبارت .N(u) ⊈ (∪١≤i≤lI

٢
σi
) و دارد) T مجموعه در راس یک u (حتما ،(∪١≤i≤lI

٢
σi
) ̸= ∅

و است مجاز رنگ�آمیزی یک f چون این�صورت در دارد، همسایه V (G) \ T و T در u دیگر
ندارد. وجود بد راس بنابراین می�کنند، دریافت متمایز رنگ دو N(u)حداقل راس�های

V (G) \ T در هم و �T در u ،T انتخاب طبق .u ∈ U بنابراین ندارد، قرار مثلث در u راس .٢
بنابراین است، متمایز هم با V (G) \ T و T مجموعه راس�های رنگ چون دارد. همسایه
دو، حداقل درجه از ،u ∈ U راس هر همسایگی در دیگر به�عبارت .f(T )∩ f(V (G)\T ) = ∅
٢l+χ(G)-رنگ حداکثر با پویا رنگ�آمیزی یک f بنابراین دارد. وجود متفاوت رنگ دو حداقل

است.

n آن رنگی عدد یعنی است. n-رنگ�پذیر یکتا G×Kn آنگاه χ(G) > n اگر [١١] .١۶.٣.٢ قضیه
دارد. وجود آن برای رنگ�آمیزی هر در یکتا رنگ�آمیزی یک فقط و است
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است. هم با پویا رنگی عدد و رنگی عدد ،χ(G) ≥ ۴ �با G منتظم گراف هر برای [١] .١٧.٣.٢ حدس

می�کنیم. رد را ،١٧.٣.٢ در شده ارائه حدس مثالی آوردن با این�جا در

به�طوری�که دارند، وجود n رنگی عدد با منتظمی گراف�های ،n > ١ صحیح عدد هر برای .١٨.٣.٢ گزاره
است. n از بیشتر آن�ها پویای رنگی عدد

دهید قرار .m = |V (G١)| و χ(G١) > n با d-منتظم گرافی G١ کنید فرض برهان.
چون است. d)-منتظم + ٢) گرافی G٢ به�طوری�که ،G′ = G٢ ×Kn و G٢ = G١□C(n−١)(d+٢)+١

d)-منتظم + ٢)(n − ١) و n-رنگ�پذیر یکتا گرافی G′بنابراین است، n)-منتظم − ١) ،Kn گراف
،١ ≤ i ≤ nبرای به�طوری�که بگیرید، نظر در ′Gرا برای (V١, V٢, . . . , Vn)رنگ�آمیزی-nیک می�باشد.
به G′ راس�های افراز دیگر به�عبارت یا G′ گراف رنگ�آمیزی برای است. Vi = {(g, i)|g ∈ V (G٢)}
زیرا داد. ارائه n-رنگ�آمیزی یک می�توان فقط هستند، n-تا مجموعه�ها این که مستقل، مجموعه�های
دیگر به آن از رنگ�آمیزی یک وجود با بنابراین است. پذیر n-رنگ یکتا G′ گراف ،١۶.٣.٢ قضیه بنابه
عوض هم با رنگ کلاس�های جای فقط رنگ�آمیزی�ها دیگر در این�رو از داریم، دسترسی رنگ�آمیزی�ها
هر بنابراین نیستند، مجاور هم با Viها چون طرفی از کامل. گراف یا مثلث رنگ�آمیزی مانند می�شود.

است. مستقل مجموعه�ای Vi

(n−١)(d+٢)+١ به که می�باشد |Vi| = |V (G′)| = m((n−١)(d+٢)+ ١) این�صورت در
به�طوری�که است، Vi از افرازی که (Si

١, S
i
٢, . . . , S

i
m) مجموعه ١ ≤ i ≤ n برای حال است. تقسیم قابل

جدید راس ١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر برای بگیرید، نظر در را |Si
j| = (n − ١)(d + ٢) + ١

-(d + ٢)(n − ١) گرافی G′ گراف شود. ساخته G گراف تا کنید وصل Si
j در راس�ها تمام به را sij

بیشتر یکی راس�ها این درجه لذا می�شود، وصل Si
j راس�های تمام به sij جدید راس چون است. منتظم

.deg(sij) = |Sj
i | = (d + ٢)(n − ١) + ١ لذا می�شود، وصل Sj

i یک به sij هر طرفی از می�شود،
گرافی G پس است. (d+ ٢)(n− ١) + ١ ،G در (sij) خارج و (Sj

i ) داخل راس�های درجه بنابراین
می�باشد. +d)-منتظم ٢)(n− ١) + ١

که کنیم ثابت می�خواهیم حال .χ(G) ≥ n بنابراین می�شود، شامل را G′ گراف G گراف چون
مجموعه�هایی �Viها ،G′ داخل راس�های کنیم. ارائه G′ برای یکn-رنگ�آمیزی است کافی .χ(G) = n

sij یعنی G′ خارج راس�های برای دارد. وجود آن�ها برای n-رنگ�آمیزی یک بنابراین هستند، مستقل
،n > ١ قضیه فرض طبق باشد. j مخالف آن�ها رنگ باید پس دارند j رنگ همسایه�هایشان همه چون
طرفی از .χ(G) = n لذا کرد، رنگ�آمیزی n-رنگ، با می�توان هم را G′ خارج راس�های بنابراین
کنید فرض همچنین ،χ٢(G) = n کنید فرض خلف) برهان ) .χ٢(G) > n کنیم ثابت می�خواهیم
-n یک کنیم حذف را (sij) شده اضافه راس�های اگر حال باشد. G برای پویا n-رنگ�آمیزی یک c
را V (G) ،c رنگ�آمیزی بنابراین است، n-رنگ�پذیر یکتا G′ چون می�آید. به�وجود G′ برای رنگ�آمیزی
c رنگ�آمیزی در V١ در راس�ها تمام دیگر به�عبارت می�کند. افراز مستقل مجموعه (V١, V٢, . . . , Vn) � به
یک c که معناست بدان این دارند. قرار V١ مجموعه در S١

١ همسایه�های تمام و دارند مشابه رنگ�های
نیست. پویا رنگ�آمیزی
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است. برقرار χ٢(G)− χ(G) ≤ ⌈∆(G)
δ(G)

⌉+ ١ ،G منتظم گراف هر برای .١٩.٣.٢ حدس

می�کنیم. رد را ،١٩.٣.٢ در شده ارائه حدس مثالی آوردن با اکنون
به�عبارت یا ،n > ٣∆(G١) + ۵ به�طوری�که ،|V (G١)| = n و χ(G١) ≥ ٣ با گرافی G١ کنید فرض
راس�های به را Xuv جدید راس {u, v} ⊆ V (G١) عضوی دو مجموعه هر برای .∆(G١) <

n−۵
٣ دیگر

پویا رنگ�آمیزی هر در شود. ساخته G١ گراف از G گراف تغییر این با کنید فرض کنید. وصل v و u

هستند. راس یک همسایه G١ از راس دو هر زیرا باشد، همرنگ نمی�تواند G١ از راسی دو هیچ ،G از
طرفی از .χ٢(G) ≥ n نتیجه در داریم. نیاز رنگ n = |V (G١)| حداقل بنابراین

،χ(G) = χ(G١) این�رو از .δ(G) = ٢ و ∆(G) = ∆(G١) + (n − ١) = ∆(G١) + n − ١
هستند، مستقل همسایه�ها این چون دارد. همسایه دو کدام هر شده�اند اضافه که جدیدی راس�های زیرا

باشد: صحیح حدس اگر نتیجه در می�باشند، همرنگ بنابراین

χ٢(G)− χ(G) ≤ ⌈∆(G)

δ(G)
⌉+ ١

≤ ⌈∆(G١) + n− ١
٢ ⌉+ ١

χ(G١) ≤ ،٣.٢.٢ بروکس قضیه به توجه با .χ٢(G)− χ(G) ≥ n− χ(G) = n− χ(G١) طرفی از
است. تناقض که χ٢(G)− χ(G) > n−∆(G١)− ١ ،∆(G١) <

n−۵
٣ فرض و ∆(G١) + ١



٣ فصل

گراف�ها انتخابی پویای رنگ�آمیزی

مقدمه ١.٣

لیست هر میان از رنگی انتخاب و G گراف راس�ها به رنگ�ها از لیست یک تخصیص به مربوط ایده�ی
توسط ١٩٧۶ در بار اولین باشیم، داشته رنگ�آمیزی یک ،G گراف برای به�طوری�که راس، هر برای

شد. مطرح ۴ تیلور و ٣ روبین ٢ اردیش، توسط ١٩٧٩ در مستقلا سپس و ١ ویزینگ
است. شده مطرح فصل این در یالی و راسی لیستی، رنگ�آمیزی نوع دو

v راس برای موجود رنگ�های از لیستی را L(v) ،v ∈ V (G) راس هر برای بگیرید، نظر در را G گراف
دلخواه رنگ یک v مانند راس هر به که است انتخابی رنگ�آمیزی یک لیستی رنگ�آمیزی کنید. تعریف

می�کند. متناظر (L(v)) راس آن رنگ�های لیست از
لیستی به�طور را G بتوان G راس�های به k-لیست�دهی هر برای به�طوری�که ،k طبیعی عدد کوچکترین
نمایش ch(G) با آن�را و گویند G گراف لیستی) رنگی عدد ) انتخابی رنگی عدد کرد، مجاز رنگ�آمیزی

می�دهند.
به�طور را G بتوان ،G گراف راس�های به k-لیست�دهی هر برای به�طوری�که، k طبیعی عدد کوچکترین
با آن�را و گویند G گراف لیستی) پویای رنگی (عدد انتخابی پویای رنگی عدد کرد، رنگ�آمیزی پویا

می�دهند. نمایش ch٢(G)

را ch٢(Cn) ،n طبیعی عدد هر به�ازای ابتدا اول بخش در است. شده تشکیل بخش دو از فصل این
∆(G) ≥ ٣ و ندارد C۵ با یکریخت مولفه که گرافی G اگر می�دهیم، نشان سپس می�کنیم. مشخص

.ch٢(G) ≤ ∆(G) + ١ آنگاه
،G گراف هر برای این�که بر مبنی [٢] همکاران و اکبری حدس فصل، همین دوم بخش در

با G کوچک مسطح دوبخشی گراف از مثال یک دادن با ابتدا ،ch٢(G) = max(ch(G), χ٢(G))

١Vizing
٢Erdos
٣Rubin
۴Tylor

٣٠
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به�طوری�که k ≥ ۵ به�ازای Gk دوبخشی گراف ساختن با سپس ch٢(G) = ۴ و ch(G) = χ٢(G) = ٣
می�کنیم. رد را ch٢(G) ≥ k و ch(Gk) = χ٢(Gk) = ٣

انتخابی پویای رنگی عدد محاسبه ٢.٣

:n ≥ ٣ برای [١٧ ،١۵] .١.٢.٣ قضیه

χ٢(Cn) =


٣ n ≡ ٠( mod ٣)
۴ n ̸≡ ٠( mod ٣), n ̸= ۵
۵ n = ۵

.χ٢(Pn) = ٣ ،n ≥ ٣ هر برای باشد. n مرتبه از مسیری Pn کنید فرض [١٧ ،١۵] .٢.٢.٣ قضیه

زیرا .G = C۵ به�جز ،χ٢(G) ≤ ۴ آنگاه ،∆(G) ≤ ٣ با همبند گرافی G اگر [١۵] .٣.٢.٣ قضیه
.χ٢(G) ≤ ∆(G) + ١ آنگاه ∆(G) ≥ ۴ اگر همچنین .χ٢(C۵) = ۵

.G = C۵ به�جز ،ch٢(G) ≤ ۴ آنگاه ،∆(G) ≤ ٣ با همبند گرافی G اگر که می�دهیم نشان اکنون
.ch٢(G) ≤ ∆(G) + ١ آنگاه ،∆(G) ≥ ۴ اگر همچنین .ch٢(C۵) = ۵ زیرا

آنگاه: باشد طبیعی عددی n ≥ اگر٣ .۴.٢.٣ قضیه

ch٢(Cn) =


٣ n ≡ ٠( mod ٣)
۴ n ̸≡ ٠( mod ٣), n ̸= ۵
۵ n = ۵

،ch(G) = χ(G) �آنگاه G = Cp
n اگر شده، ثابت [١٨] در باشد. طبیعی عددی p کنید فرض برهان.

فقط و اگر مجاورند، vj و vi راس دو به�طوری�که، {v١, v٢, . . . , vn} راس�های مجموعه با گرافی Cp
n که

برای .ch(C٢
n) = χ(C٢

n) بنابراین .j ∈ {i − p, . . . , i − ١, i + ١, . . . , i + p}( mod n) اگر
،C٢

n از c مجاز رنگ�آمیزی هر در بنابراین مجاورند. C٢
n در vi+٢ و vi راس دو هر ،i = ١, . . . , n هر

.c(vi) ̸= c(vi+٢)

هر این�رو از دارد، وجود متمایز رنگ دو حداقل Cn در دو حداقل درجه با راس هر همسایگی در پس
و χ(C٢

n) = χ٢(Cn) بنابراین است، Cn از پویا رنگ�آمیزی یک C٢
n از مجاز رنگ�آمیزی

بنابه نتیجه در .ch٢(Cn) = χ٢(Cn) لذا .ch(C٢
n) = χ(C٢

n) چون ازطرفی .ch(C٢
n) = χ٢(Cn)

است. تمام اثبات ،١.٢.٣ قضیه

است. G از پویا و انتخابی رنگ�آمیزی یک G گراف انتخابی پویای رنگ�آمیزی هر که است بدیهی
.ch٢(G) ≥ max(ch(G), χ٢(G)) لذا .ch٢(G) ≥ χ٢(G) و ch٢(G) ≥ ch(G) دیگر به�عبارت
،(n ≥ ٣) کامل گراف�های برای همچنین .ch٢(Cn) = χ٢(Cn) ،۴.٢.٣ قضیه و ١.٢.٣ قضیه بنابه

.ch٢(G) = χ٢(G) = n
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یک کنید(استقرا)، فرض کرد. پویا رنگ�آمیزی آن�را می�توان رنگ سه با زیرا .χ٢(T ) = ٣ درخت برای
رنگ�آمیزی می�توان را T − v راس�های آیا کرده�ایم حذف آن�را یک درجه از v راس یک که داریم درخت
رنگ�های همسایه�هایش آنگاه باشد داشته همسایه یک از بیشتر اگر T − v گراف در v′ راس کرد؟ پویا
آن به را v′ از متمایز رنگی آنگاه باشد داشته همسایه یک اگر هستند. پویا پس کردند دریافت متمایزی
پویای رنگ�آمیزی هر چون .ch٢(T ) ≥ ٣ نتیجه در ch٢(T ) ≥ max{٣, ch(G)} لذا می�دهیم، نسبت
ثابت می�خواهیم حال .ch٢(T ) ≥ χ٢(T ) −→ ٣ ≥ ٣ نتیجه، در است، پویا رنگ�آمیزی یک انتخابی

.ch٢(T ) = χ٢(T ) = ٣ کنیم
راس برای بنابراین داده�ایم. نسبت یک درجه از راسی به را عنصری سه لیست یک کنید(استقرا)، فرض
کرد. پویا رنگ�آمیزی می�توان را T −v راس�های کنیم حذف را راس این اگر .L(v) = ٣ یک، درجه از v
چون نمی�شوند، محاسبه پویا رنگ�آمیزی در راس�ها این می�گیریم نظر در را یک درجه با راس�های ابتدا
بیشتر راس این اگر می�گیریم، نظر در را یک درجه از راس همسایه حال باشد. ٢ حداقل باید آن�ها درجه
آن همسایگی در متمایز رنگ دو پس است، پویا رنگ�آمیزی رنگ�آمیزی، چون باشد داشته همسایه یک از
بنابراین می�کنیم، انتخاب قبلی رنگ دو با متمایز را رنگی v راس رنگ�آمیزی برای نتیجه در دارد. وجود

.ch٢(T ) = ٣

.ch٢(G) = max(ch(G), χ٢(G)) آنگاه باشد، گراف یک G اگر .۵.٢.٣ حدس

k برای آنگاه باشد، k-منتظم گرافی G اگر است. مثبت ثابت یک ϵ کنید فرض [٢١] .۶.٢.٣ قضیه
.χ٢(G) ≤ ch٢(G) ≤ ⌈(١+ ϵ)ch(G)⌉ بزرگ، دلخواه به

در طوری را G گراف از L-لیست�دهی یک .ch(G) = l و نیست کامل گرافی G کنید فرض برهان.
شد. خواهد مشخص اثبات ادامه در m مقدار ،|L(v)| = m ،v ∈ V (G) راس هر برای که بگیرید نظر
به�طوری�که می�کنیم، انتخاب یکنواخت و تصادفی به�طور را L′(v) ⊆ L(v) ،G گراف از راس هر برای

.|L′(v)| = l

این�صورت: در می�گیریم، نظر در بد پیشامد به�عنوان را Bv = ∩u∈N(v)L
′(u) ̸= ∅ پیشامد حال

همزمان Buبه�طور پیشامد�های تمام از Bv پیشامد دید می�توان .Pr(Bv) ≤ m(
(m−١

l−١ )
(ml )

)k = m( ١
m
)k

بزرگ کافی اندازه به m اگر ،٢.٢ لواژ موضعی لم بنابه آن�ها. از -k(k− ١) حداکثر به�جز است مستقل
راس هر برای به�طوری�که دارد، وجود L′ لیست�دهی یک آنگاه ،ek٢m( ١

m
)
k ≤ ١ به�طوری�که باشد،

اگر ek٢m( ١
m
)
k ≤ ١ طرفی از .L′(v) ⊆ L(v), |L′(v)| = l,∩u∈N(v)L

′(u) = ∅ ،v ∈ V (G)

لذا .l(elk٢) ١
k−١ −→ ١ بنابراین .l ≤ k − ١ که باشید داشته توجه .l(elk٢) ١

k−١ ≤ m اگر فقط و
|L′(v)| = l چون .l(elk٢) ١

k−١ < ١ + ϵ آنگاه ،k ≥ M(ϵ) اگر به�طوری�که دارد، وجود M(ϵ) آستانه
چون طرفی از کرد. مجاز رنگ�آمیزی |L′(v)| = l براساس می�توان را G گراف لذا ،ch(G) = l و

بنابراین است، انتخابی پویای رنگ�آمیزی یک رنگ�آمیزی این لذا ،∩u∈N(v)L
′(u) = ∅

.ch٢(G) ≤ m

این�صورت در است، ∆(G) ≤ ٣ و ندارد C۵ مولفه که باشد گرافی G کنید فرض [٢] .٧.٢.٣ قضیه
.ch٢(G) ≤ ۴
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..

c١

.

c٢

.

c٣

.

c(v) ∈ L(v)− {c١, c٢}

G− v ̸= C۵ :١.٣ شکل

عنصری چهار لیستی L لذا باشد. نقض مثال (G,L) و نادرست قضیه کنید فرض خلف: برهان برهان.
رنگ�آمیزی لیست این با نمی�توان را �G به�طوری�که می�شود، واگذار G گراف از راس هر به که است
است. ناهمبند و دارد را ممکن راس کمترین که می�گیریم نظر در نقضی مثال را G بنابراین کرد. پویا
یا (G١, L١) برای باید قضیه بنابراین است. (G٢, L٢) و (G١, L١) مولفه دو دارای (G,L) به�طوری�که
لذا است. صحیح نیز آن�ها اجتماع برای باشد صحیح دو هر برای اگر زیرا باشد، نادرست (G٢, L٢)

راس�های تعداد چون باشد. نادرست (G١, L١) برای مثال عنوان به آن�ها، از یکی برای می�کنیم فرض
ممکن راس کمترین (G١, L١) قضیه طبق بنابراین است، کمتر G٢ و G١ راس�های تعداد مجموع از G١

صادق آن برای قضیه که گرفتیم نظر در گرافی �را G چون دیگر به�عبارت است. نقض مثال و دارد را
آنگاه باشد، برقرار G٢ برای هم G١ برای هم قضیه و ناهمبند G اگر دارد، را ممکن راس کمترین و نیست
پس نباشد. برقرار G٢ مولفه�ی یا G١ مولفه�ی برای باید قضیه بنابراین است. برقرار (G,L) برای قضیه
است. تناقض که است �کمتر G از آن�ها راس�های تعداد بگیریم نظر در را G٢ یا G١ مولفه�های از کدام هر
رنگ�آمیزی رنگ، یک با لیستی با می�توان را راس یک زیرا دارد. راس یک از بیشتر و همبند G پس

کرد.

هیچ و است ٣ یا ٢ درجه از ندارد)� C۵ مولفه که همبند (گرافی G گراف از راس هر [٢] .٨.٢.٣ ادعا
ندارد. وجود مثلث در ٢ درجه از راسی

مثلث در که دو درجه از راسی یا یک درجه از راسی دارای G بنابراین باشد، نادرست فرض اگر برهان.
دارد. قرار

گراف لذا است، همبند گرافی G چون کنیم، حذف را راس این وقتی باشد. یک درجه از راسی v فرض
نمی�شود. ناهمبند گراف یک، درجه از راس یا آویزان راس حذف با زیرا بود. خواهد همبند نیز G − v

به عنصری چهار لیست یک دادن نسبت با بنابراین است، ،٧.٢.٣ قضیه نقض مثال G چون طرفی از
گراف برای بنابراین باشد. پویا رنگ�آمیزی این که داد انجام به�گونه�ای را رنگ�آمیزی نمی�توان راس هر

دارد. وجود حالت دو G− v

می�کند، صدق (ch٢(G− v) ≤ ۴ و ندارد C۵ (مولفه ،٧.٢.٣ قضیه شرط در G− v .١

دارد. C۵ مولفه G− v .٢
نقض مثال G اینکه و |G− v| < |G| همبند، G− v چون باشد، نداشته C۵ مولفه G− v اگر
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c٣ ̸= c۴, c۵

G− v = C۵ :٢.٣ شکل

نیست، ٧.٢.٣ قضیه نقض مثال G − v این�رو از است، ممکن راس کمترین با ،٧.٢.٣ قضیه
c١ راس v راس رنگ�آمیزی برای دارد. G کردن مینیمال با پویا L-رنگ�آمیزی یک G − v لذا
رنگ�آمیزی، این c(v) ∈ L(v)− {c١, c٢} بنابراین می�گیریم. نظر در را c٢ آن از همسایه یک و

.(١.٣) شکل است، پویا و مجاز رنگ�آمیزی یک

واگذار با را رنگ�آمیزی و می�دهیم نسبت v راس به را c۶ دلخواه رنگ آنگاه ،G − v = C۵ اگر
رنگ�آمیزی یک می�دهیم. ادامه c١ ̸= c٢, c۵, c۶ ،c٢ ̸= c٣, c۴ ،c٣ ̸= c۴, c۵ ،c۴ ̸= c۵ ،c۵ ̸= c۶ کردن
یک آنگاه ،c١ ̸= c٢, c٣, c۵ و c۴ ̸= c۵, c۶ اگر لذا نیست. پویا رنگ�آمیزی این که می�شود حاصل مجاز

(٢.٣) شکل پویا، هم و است مجاز هم که می�آید به�وجود رنگ�آمیزی
درجه مجاورند، هم با آن همسایه�های از دوتا که راسی دیگر به�عبارت باشد، مثلث داخل v راس اگر حال
G٢ و G١ مولفه دو کنیم حذف را v راس اگر .∆ ≤ ٣ ،٧.٢.٣ قضیه بنابه زیرا است. ٣ حداکثر راس این
کنیم رنگ�آمیزی (۴رنگ) کمتری تعداد با می�توان را G٢ و G١ استقرا فرض به توجه با می�شود. ساخته
،G١ = C۵ اگر بنابراین .G٢ = C۵ یا G١ = C۵ که حالتی در به�جز باشد. پویا رنگ�آمیزی به�طوری�که،
راس تعداد همچنین و دارد) مثلث G٢(چون ̸= C۵ زیرا کرد. پویا رنگ�آمیزی می�توان را G٢ مولفه آنگاه
راس دو مخالف که c۶ دلخواه رنگ سپس می�کنیم، رنگ�آمیزی را G٢ مولفه ابتدا بنابراین دارد. کمتری
ادامه G١ برای را رنگ�آمیزی قبل حالت مانند و می�دهیم نسبت راس این به است G٢ مولفه در مجاور

.(٣.٣) شکل می�دهیم،
پویا و مجاز G٢ و G١ رنگ�آمیزی آنگاه باشد، G١, G٢ ̸= C۵ ،v راس حذف از پس اگر نهایت در
با v راس رنگ�آمیزی برای بنابراین دارد. G٢ در همسایه یک و G١ در همسایه دو v راس پس است.
که می�شود حاصل رنگ چهار با پویا رنگ�آمیزی یک قبلی راس سه رنگ با متمایز رنگی دادن نسبت

است. تناقض
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G− x− y = C۵ :۴.٣ شکل

نمی�باشد. دو درجه از مجاور راس دو شامل G گراف [٢] .٩.٢.٣ ادعا

ادعای بنابه می�باشند. مجاور هم با که است دو درجه از y و x راس دو شامل G کنید فرض برهان.
،۴.٢.٣ قضیه از استفاده با طرفی از است. یک درجه از راس دارای مسیر زیرا نیست، مسیر G ،٨.٢.٣
است. ch٢(G) = ٣ ۴یا آنگاه باشد، داشته C۵ از غیر دوری اگر و ندارد دور پس ندارد، C۵ مولفه G
قضیه بنابه باشد. نداشته C۵ مولفه G−x−y به�طوری�که، کنیم انتخاب را y و x بتوانیم کنید فرض ابتدا
می�آید. وجود به پویا L-رنگ�آمیزی یک ،G کردن مینیمال با پس ،ch٢(G− x− y) ≤ ۴ ،٧.٢.٣

قرار مثلث در y و x راس�های لذا ندارند. قرار مثلث در دو درجه از راسی دو هیچ ،٨.٢.٣ ادعای بنابه
.u ̸= v به�طوری�که می�باشد، v و u به�ترتیب آن�ها همسایه�های بنابراین ندارند،

درجه از راس دو هم باز یعنی می�کنیم، تعریف دوباره قدیمی (y, v) از را (x, y) آنگاه ،dG(v) = ٢ اگر
دیگر به�عبارت نیست. دور گراف زیرا ،dG(v) = ٣ تا می�کنیم تکرار را این�کار مجاورند. هم با که دو
G−x− y مورد این در (اگر شکل(٣.۴). باشد، متصل C۵ مولفه�ی به v راس تا می�دهیم ادامه را تکرار
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G− x− y = C۵ :۵.٣ شکل

دیگر راس چهار و G در ٣ درجه با v مانند راس یک دارای C آنگاه باشد داشته (C) مانند C۵ مولفه�ی
v مانند راس یک با y به�طوری�که کرد، تعریف دوباره را y و x می�توان لذا است. G در ٢ درجه با
گراف در راس�ها چون ،٨.٢.٣ ادعای بنابه ندارد) C۵ مولفه G − x − y بنابراین باشد. مجاور C در
فرض .dG(u) ≥ ٢ بنابراین ندارد، وجود G در یک درجه از راسی هیچ و هستند ٣ یا ٢ درجه از ،G
بنابراین ندارد، قرار مثلث در دو درجه با راس�ها چون ،٨.٢.٣ ادعای (بنابه u′ ∈ N(u) \ {x} کنید
و c(x) ̸= c(u), c(u′), c(v) اگر می�شود). تشکیل مثلث این�صورت درغیر زیرا .u′ ̸= y اما u′ = v

می�شود ساخته پویا L-رنگ�آمیزی یک y و x راس دو رنگ�آمیزی با آنگاه، c(y) ̸= c(u), c(x), c(v)

است. تناقض که
باشد، داشته C۵ مولفه G − x − y دو، درجه از x, y مرتب زوج هر انتخاب به�ازای کنید فرض
سه به�وسیله q و p راس دو اتصال با G گراف و |V (G)| = ٧ دید می�توان سادگی به شکل(٣.۵).
رنگ ۴ با را q و w١ و v١ و p راس�های می�شود. ساخته pw١w٢q و pv١v٢q و puq مجزا مسیر
،c(q) = c٣ ̸= c١, c٢ ،c(w١) = c٢ ̸= c١ ،c(p) = c١ به�طوری�که می�کنیم. رنگ لیست از متمایز

.c(v١) = c۴ ̸= c١, c٢, c٣

می�کنیم. انتخاب p, q راس�های رنگ از متمایز را v٢, w٢, u راس�های رنگ
و c(w٢) ̸= c(w١), c(p), c(q) اگر حال .c(u) ̸= c(w٢)، c(w٢) ̸= c(w١) ،c(v٢) ̸= c(v١) لذا
G برای پویا L-رنگ�آمیزی یک نتیجه در .c(v٢) ̸= c(v١), c(p), c(q) و c(u) ̸= c(p), c(q), c(w٢)

است. ،٩.٢.٣ ادعای برهان برای نقض مثالی که می�آید به�وجود

است. دو درجه از راسی شامل G [٢] .١٠.٢.٣ ادعا

و u ∈ V (G) فرض خلف). (فرض باشد ٣ درجه از G گراف از راس هر که می�کنیم فرض برهان.
دو درجه از راس ۴ حداکثر H چون .H = G− u− x و N(x) = {u,w,w′} ، N(u) = {x, y, z}
گراف کردن مینیمال با پویا L-رنگ�آمیزی یک ،H گراف بنابراین ندارد، را C۵ مولفه همچنین و دارد
رنگی x راس و w, y, z راس�های رنگ از متمایز رنگی u راس آنگاه ،c(w) = c(w′) اگر دارد. را G
از متمایز رنگی x راس آنگاه ،c(w) ̸= c(w′) اگر می�کند. دریافت u, y, w راس�های رنگ از متمایز
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دارد C۵ مولفه هنگامی�که H گراف :۶.٣ شکل

دریافت x, y, z خود همسایه سه از رنگ از متمایز رنگی u راس همچنین و w,w′, y راس�های رنگ
است. تناقض که می�آید به�دست G از پویا L-رنگ�آمیزی یک مورد دو هر در بنابراین می�کند.

است x, y مجاور راس دو شامل G گراف می�گیریم نتیجه ،١٠.٢.٣ ،٩.٢.٣ ،٨.٢.٣ ادعای سه از
و N(x) = {u,w} ،N(u) = {x, y, z} کنید فرض .dG(u) = ٣ و dG(x) = ٢ به�طوری�که،
هستند راس�هایی y, z, w ،٩.٢.٣ ادعای بنابه آنگاه باشد، داشته C۵ مولفه H اگر .H = G− u− x

دو درجه راس دو می�آید وجود به که C۵ نباشد، C۵ در راس�ها این از یکی اگر زیرا دارند. وجود C۵ در که
گراف�های از �یکی G بنابراین باشد. C۵ روی باید راس سه هر پس است. تناقض که دارد هم به متصل

است. (۶.٣) شکل
مولفه H = G − x − w گراف بگیریم. نظر در x و u راس دو جای به را w و x راس دو اگر حال
این حذف با به�طوری�که کرد، پیدا سه و دو درجه از به�هم، متصل راس دو می�توان همیشه پس ندارد. C۵

به توجه با بنابراین نمی�آید، به�وجود C۵ مولفه چون ندارد. وجود C۵ مولفه باقی�مانده گراف در راس، دو
دارد. پویا L-رنگ�آمیزی ،H ،G گراف کردن مینیمال

وجود مثلث در دو درجه از راسی هیچ ،٨.٢.٣ ادعای بنابه زیرا ،w /∈ {y, z} که باشید داشته توجه
،٨.٢.٣ ادعای با که می�گیرد قرار مثلث در دو درجه با راس آنگاه w = z یا w = y اگر بنابراین ندارد.

است. dG(w) = ٣ ،٩.٢.٣ ادعای بنابه لذا .w ̸= z و w ̸= y پس دارد. تناقض
یک که c(x) ̸= c(u), c(w), c(y) و c(u) ̸= c(w), c(y), c(z) آنگاه dG(y) = dG(z) = ٣ اگر
در z و y راس�های از یکی حداقل می�دهد نشان تناقض این می�شود، حاصل G برای پویا L-رنگ�آمیزی
هیچ ،٩.٢.٣ ادعای بنابه ،N(y) = {s, u} فرض .(٧.٣) شکل باشد، دو درجه از y مثال به�طور ،G
،s ̸= z اما s = w ،٨.٢.٣ ادعای بنابه .dG(s) = ٣ لذا نیست، مجاور هم با دو درجه از راسی دو

ندارند. وجود مثلث در دو درجه از راس�ها زیرا
c(u) ̸= c(s), c(t), c(w) بنابراین .N(z) = {t, u} فرضمی�کنیم آنگاه ،dG(z) = dG(y) = ٢ اگر

به�طوری�که: می�کنیم. رنگ�آمیزی دوباره را y ،c(y) = c(u) اگر نیاز صورت در
در و c(z) ̸= c(u), c(t), c(q ∈ N(t) \ {x, z}) و c(y) ̸= c(u), c(s), c(p ∈ N(s) \ {x, y})
که می�شود �حاصل G برای پویا L-رنگ�آمیزی یک نتیجه در .c(x) ̸= c(y), c(u), c(w) نیاز صورت

است. تناقض
نیاز صورت در و c(u) ̸= c(s), c(w), c(z) آنگاه ،dG(z) = ٣ اگر



٣٨ گراف�ها انتخابی پویای رنگ�آمیزی .٣

..

u

.

x

.
w

.

z

.

t

.
y

.
s ̸= z

deg(y) = ٢ :٧.٣ شکل

یکL-رنگ�آمیزی بنابراین c(x) ̸= c(u), c(w), c(y) و c(y) ̸= c(u), c(s), c(p ∈ N(s) \ {x, y})
است. ،٧.٢.٣ قضیه برهان پایان این و است تناقض که می�آید به�وجود G برای پویا

. ch٢(G) ≤ ∆(G) + ١ آنگاه ،∆(G) ≥ ۴ با گرافی G اگر [٢] .١١.٢.٣ قضیه

کمترین G) G راس هر به به�طوری�که باشد. نقض مثال (G,L) و نادرست قضیه می�کنیم فرض برهان.
این با نمی�توان صورتی�که در شده، داده نسبت (G)∆)-عنصری + ١) لیست یک دارد) را ممکن راس
یک، حداکثر درجه با راسی x دهید قرار ،δ(G) ≤ ١ کنید فرض کرد. پویا رنگ�آمیزی را گراف لیست

دارد: وجود حالت �دو ،H گراف برای .H = G− x به�طوری�که

∆(H) = ٣ (١

∆(H) ≥ ۴ (٢

است. ch٢(H) ≤ ۴ لذا ،(∆(H) = ٣) H ̸= C۵ که آن�جا از ،٧.٢.٣ قضیه به توجه با اول حالت در
G برای لیستی پویای L-رنگ�آمیزی یک که c(x) ̸= c(y) دهید قرار و NG(x) = {y} کنید فرض

است. تناقض که می�شود حاصل
رنگ پویا �به�صورت L لیست با می�توان را H ،G کردن مینیمال بنابه ∆(H) ≥ ۴ اگر دوم حالت در
یک ،G کردن مینیمال و ٧.٢.٣ قضیه بنابه کلی به�طور .c(x) ∈ L(x) ̸= c(y) دهید قرار کرد. آمیزی

باشد. داشته نمی�تواند یک درجه راس G لذا دارد. وجود لیستی پویا (G)∆-رنگ�پذیر + ١
به�طوری�که باشد، داشته وجود u ∈ V (G) راس اگر .δ(G) ≥ ٢ کنیم فرض است ممکن بنابراین
این�صورت غیر در ،H = (G−u)∪{xy} آنگاه xy /∈ E(G) اگر .N(u) = {x, y} آنگاه d(u) = ٢
اضافه را xy یال و حذف را u راس که حالتی در زیرا .٣ ≤ ∆(H) ≤ ∆(G) پس .H = G − u

اضافه یال که حالتی در .∆(H) = ∆(G) بنابراین نمی�کند، تغییری هیچ H در y و x درجه می�کنیم
∆(G) ≥ ۴ درجه با راس�ها همان y یا x اگر می�شود. کم y درجه و x درجه از u راس حذف با نمی�شود
واگذار +∆-لیست ١ با H گراف برای بنابراین است. ∆(H) ≥ ٣ آن�ها درجه u راس حذف با باشند

دارد: وجود حالت دو آن راس هر به شده



∆(H) ≤ ٣ .١

∆(H) ≥ ۴ .٢

�H گراف G کردن مینیمال با دوم حالت در و ٧.٢.٣ و ۴.٢.٣ قضیه�های به توجه با اول حالت در
،δ(G) ≥ ٢ چون باشید داشته توجه دارد. را c رنگ�آمیزی با لیستی پویای (G)∆)-رنگ�پذیر + ١)
آنگاه x′, y′ = u اگر زیرا .x′, y′ ̸= u و xx′, yy′ ∈ E(G) به�طوری�که دارد وجود y′ و x′ راس دو

گرفتن نظر در با ∆(G) + ١ ≥ ۵ چون دارد. تناقض δ(G) ≥ ٢ فرض با که δ(G) ≥ ١
رنگ�آمیزی یک c(x) ̸= c(y) مجاورت شرایط بنابر و c(u) ∈ L(u) \ {c(x), c(y), c(x′), c(y′)}

است. تناقض که می�شود حاصل G برای پویا
H = G−u−v فرضکنید همچنین .uv ∈ E(G) و u, v ∈ V (G) ،δ(G) ≥ ٣ فرضکنید اکنون
گراف برای �G گراف کردن مینیمال توجه با |V (H)| < |V (G)| چون .٢ ≤ ∆(H) ≤ ∆(G) بنابراین

دارد: وجود حالت سه H

∆(H) = ٢ .١

∆(H) = ٣ .٢

∆(H) ≥ ۴ .٣

دور یا مسیر آن مولفه�های دیگر به�عبارت است، مسیرها و دورها از اجتماعی H گراف اول حالت در
.ch٢(H) ≤ ۵ ،۴.٢.٣ قضیه به توجه با هستند.

H اگر .ch٢(H) ≤ ۴ ،٧.٢.٣ قضیه به توجه با باشد، نداشته C۵ مولفه H گراف اگر دوم حالت در
.ch٢(H) ≤ ۵ آنگاه باشد داشته C۵ مولفه

رنگ�آمیزی با لیستی پویای (١+(G)∆)-رنگ�پذیر ،H ،Gگراف کردن مینیمال به توجه با سوم حالت در
باشید: داشته نظر در را مورد دو v و u راس دو رنگ�آمیزی برای بنابراین دارد. c

.|c(NG−u(v))| = ١ یا |c(NG−v(u))| = ١ (١
.|c(NG−v(u))| = {i} کنید فرض .|c(NG−v(u))| = ١ کنید فرض کلیت از کاستن بدون

به�طوری�که c(u) ∈ L(u) \ {i, c(y), c(v)} و c(v) ∈ L(v) \ ({i} ∪ c(NG−u(v))) ابتدا
است. تناقض که می�آید به�وجود G از پویا رنگ�آمیزی یک نتیجه y.در ∈ NG−u(v)

و c(u) ∈ L(u) \ c(NG−v(u)) اگر مورد این در c(NG−u(v))| ≥ ٢ یا |c(NG−v(u))| ≥ ٢ (٢
که می�شود حاصل G برای پویا رنگ�آمیزی یک کنیم انتخاب را c(v) ∈ L(v) \ c(NG−u(v))

است. تناقض
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دوبخشی گراف�های انتخابی پویای رنگ�آمیزی ٣.٣

است. G از مجاز رنگ�آمیزی� یک G⋆ از پویا رنگ�آمیزی هر ،G گراف هر برای که باشید داشته توجه
انتخابی رنگ�آمیزی یک G⋆ از انتخابی پویای رنگ�آمیزی هر چون همچنین .χ٢(G

⋆) ≥ χ(G) بنابراین
هستند، دو درجه از G⋆ میانی راس�های چون دیگر به�عبارت .ch٢(G⋆) ≥ ch(G) بنابراین است. G از
رنگ�های باید ،G⋆ از پویا رنگ�آمیزی هر در (G یال هر انتهایی راس�های (یعنی راس�ها این همسایه�های

کنند. دریافت متمایزی
یال�های از باشد) همرنگ مجاور یال دو است ممکن چون مجاز: غیر (احتمالا رنگ�آمیزی یک
شامل یک، از بیشتر درجه از راس هر به متصل یال�های مجموعه به�طوری�که، بگیرید. نظر در را Gگراف

باشد. متمایز رنگ دو حداقل
طوری را یال�ها بتوان ،G گراف یال�های به k-لیست�دهی هر برای به�طوری�که، k طبیعی عدد کوچکترین
مجاور یال�های در رنگ دو حداقل یک، از بیشتر درجه از v ∈ V (G) راس هر برای که کرد رنگ�آمیزی

می�دهند. نمایش ch∗
٢(G) با و گویند یالی پویای رنگی عدد شود، ظاهر راس آن با

،G گراف هر برای این�که بر مبنی [٢] همکاران و اکبری حدس بخش این در
با G کوچک مسطح دوبخشی گراف از مثال یک دادن با ابتدا ،ch٢(G) = max(ch(G), χ٢(G))

به�طوری�که k ≥ ۵ Gkبه�ازای دوبخشی گراف ساختن با سپس ،ch٢(G) = ۴ و ch(G) = χ٢(G) = ٣
می�کنیم. رد را ch٢(G) ≥ k و ch(Gk) = χ٢(Gk) = ٣

زیرتقسیم گراف انتخابی پویای رنگی عدد محاسبه ١.٣.٣

دقیق به�طور و ch٢(G⋆) ≤ max(ch(G), ch∗
٢(G) + ٢) ،G گراف هر برای [١٠] .١.٣.٣ لم

.ch(G) ≤ ch٢(G
⋆) ≤ max{۵, ch(G)}

باشد. G⋆ زیرتقسیم گراف راس�های به شده داده نسبت رنگ�های از لیست�هایی ،L کنید فرض برهان.
باید ،G راس�های به k-لیست�دهی هر برای زیرا ،|L(u)| ≥ ch(G) ،u اصلی راس هر برای به�طوری�که
کوچکترین با برابر ،ch(G) انتخابی رنگ�آمیزی دیگر به�عبارت کرد. مجاز رنگ�آمیزی لیست آن با را G
لیستی به�طور را G بتوان ،G گراف راس�های به k-لیست�دهی هر برای طوری�که به ،k طبیعی عدد
درجه از میانی راس�های زیرا ،|L(v)| ≥ ch٢

∗(G) + ٢ ،v میانی راس هر برای کرد. مجاز رنگ�آمیزی
مجاز). رنگ�آمیزی (طبق کرده�اند دریافت متمایز رنگ دو راس�ها این همسایه�های به�طوری�که هستند، دو
c(u)(چون ∈ L(u) ،u ∈ G راس هر برای به�طوری�که ،G گراف از مجاز رنگ�آمیزی یک c فرض
با G⋆ از w میانی راس هر برای باشد). داشته وجود مجاز رنگ�آمیزی یک باید ،ch(G) تعریف طبق
باید راس�ها به k-لیست�دهی هر برای زیرا .L′ = L(w) \ {c(u), c(v)} دهید قرار v و u همسایه�های
u میانی راس هر برای L′ و L تعریف بنابه باشد. داشته وجود G⋆ گراف برای مجاز رنگ�آمیزی یک
نیستند. همرنگ که است یال�هایی به مرتبط راس�های میانی، راس�های زیرا ،|L′(u)| ≥ ch∗

٢(G) داریم:
مجاور u اصلی راس هر به�طوری�که داد، تعمیم G⋆ میانی راس�های به را c رنگ�آمیزی می�توان بنابراین
است، G⋆ از پویای رنگ�آمیزی یک c بنابراین .c(v) ̸= c(w) به�طوری�که است، v و w میانی راس دو
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.c(v) ∈ L(v) ،v راس هر برای به�طوری�که
واگذار G یال هر به را رنگ ٣ با لیست یک .ch∗

٢(G) ≤ ٣ ،G گراف هر برای کنیم ثابت باید حال
کنید: دنبال زیر صورت به G گراف یال�های از حریصانه رنگ�آمیزی یک کنید.

u راس با مرتبط یال�های در موجود رنگ�های از یکی از متفاوت رنگی ،uv نشده رنگ یال هر برای
در باشد، موجود رنگ بگیرید(اگر نظر در را v راس با مرتبط دریال�های موجود رنگ�های از یکی و
لیست چون بگیرید) نظر در را uv یال به شده داده نسبت لیست از دلخواه رنگ یک این�صورت غیر
مجموعه به�طوری�که می�شود حاصل رنگ�آمیزی یک بنابراین است، رنگ سه شامل uv یال به شده واگذار

نیستند. همرنگ یک از بیشتر درجه از راس هر به متصل یال�های

.χ٢(G
⋆) = ٣ ،٢ ≤ χ٢(G) ≤ ٣ با G گراف هر برای [١٠] .٢.٣.٣ لم

عنوان به را c حال .χ٢(G
⋆) ≥ ٣ بنابراین است، یال یک حداقل شامل G ،χ٢(G) ≥ ٢ چون برهان.

به�صورت G⋆ برای پویا ٣-رنگ�آمیزی یک را c⋆ بگیرید. نظر در G گراف از پویا ٣-رنگ�آمیزی یک
کنید: تعریف زیر

تقسیم از که w میانی راس هر برای .c⋆(v) = c(v) دهید قرار G⋆ گراف از v اصلی راس هر برای
{i} = {١,٢,٣}\{c(u), c(v)} به�طوری�که ،c⋆(w) = i دهید قرار می�آید به�دست Gگراف در uv یال
متمایز رنگ با همسایه دو دارای میانی راس�های بنابراین .( است G گراف در مجاز رنگ�آمیزی یک c)
زیرا شده�اند. رنگ متمایز به�طور که است اصلی راس دو مجاور میانی راس هر دیگر به�عبارت هستند،
میانی راس دو مجاور اصلی راس هر همچنین است. شده تعریف G گراف برای پویا رنگ�آمیزی یک c
به مرتبط میانی راس�های ،c⋆ رنگ�آمیزی تعریف بنابه زیرا شده�اند. رنگ�آمیزی متمایز �به�طور که �است
می�باشد. G⋆ گراف در u اصلی راس همسایه راس دو این به�طوری�که نیستند، همرنگ uw و uv یال�های
٣-رنگ�آمیزی یک c⋆ لذا دارد. وجود متمایز رنگ با میانی راس دو اصلی راس هر همسایگی در بنابراین

است. G⋆ برای پویا

می�کنیم. رد را ۵.٢.٣ حدس مثال دو آوردن با این�جا در
ch(G) = به�طوری�که راس) ۶۵ (با G دوبخشی مسطح گراف یک ،٢.٣.٣ و ١.٣.٣ لم از استفاده با ابتدا

می�سازیم، را ch٢(G) = ۴ و χ٢(G) = ٣
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i > ١ رنگ�های با vij و uij راس�های اگر می�شود مشاهده بگیرید، نظر در را (٨.٣) شکل Hij گراف
اگر نیست، yij و xij به گسترش قابل رنگ�آمیزی این شوند، رنگ i ̸= j به�طوری�که j > ١ و
می�کنند. دریافت مشابه رنگ�های مجاور راس�های زیرا شوند، انتخاب ١ij لیست از راس�ها این رنگ
طبق را yij و xij اگر و v٢۵ = ۵ و u٢۵ = ٢ کنیم، لیست�دهی بخواهیم را H٢۵ اگر مثال به�عنوان
مجاور راس�های زیرا نیست، مجاز رنگ�آمیزی یک رنگ�آمیزی این کنیم، رنگ�آمیزی {١,٢,۵} لیست

می�کنند. دریافت مشابه رنگ�های
راس در را uij از کپی ٩ تمام و بگیرید نظر در را (i, j) ∈ {٢,٣,۴} × {۵,۶,٧} برای Hij از کپی ٩
u∗ و v∗ به اگر کنید. نامگذاری H را جدید گراف دهید. قرار v∗ راس در را vij از کپی ٩ تمام و u∗

١ij لیست (i, j) ∈ {٢,٣,۴} × {۵,۶,٧} ،yij و xij به اگر و دهیم نسبت ۴۵۶ و ٢٣۴ لیست�های
فرض .ch(H) > ٣ دیگر به�عبارت کرد. مجاز رنگ�آمیزی نمی�توان را راس ١١ با H آنگاه دهیم، نسبت
کپی دارند. قرار H در Hij کپی�های همه خلف)، (فرض کنیم رنگ�آمیزی را H بتوان لیست این با کنید
کرد، مجاز رنگ�آمیزی نمی�توان را کپی این می�گیریم. نظر در را xij, yij ∈ ١ij و v∗ = j ،u∗ = i که را
با نمی�توان را Hij راس�های به�طوری�که دارد، قرار H گراف در Hij یک ،j و i هر انتخاب به�ازای زیرا

نیست. ٣-انتخاب�پذیر ،H گراف بنابراین کرد. مجاز رنگ�آمیزی ١ij لیست
داده�ایم. نسبت عنصری چهار لیست یک H راس هر به کنید فرض .ch(H) ≤ ۴ که می�کنیم ثابت حال
اگر مثال، عنوان به داد. گسترش yij و xij راس�های به را رنگ�آمیزی این می�توان کنیم ثابت می�خواهیم
برای رنگ دو کنیم، انتخاب را v∗ = b و u∗ = a رنگ و u∗ = {a, b, c, d} و v∗ = {a, b, c, d}
است، مجاز رنگ�آمیزی یک رنگ�آمیزی این .yij = d و xij = c بنابراین دارد، وجود دیگر راس دو

.ch(H) = ۴ نتیجه در است. برقرار نیز H برای لذا است، برقرار Hij هر برای به�طوری�که

گرافGگرافی بنابراین نکرده�اند، قطع را همدیگر یال�ها و ندارد فرد Gدور چون .G = H⋆ دهید قرار
راس هر به اگر حال .ch(G) ≤ ٣ است آمده [٧] در که نتیجه�ای بنابه است. (۶۵ (با مسطح و دوبخشی
مجاور راس�های است، آمده [٨] در که مثالی به توجه با دهیم، نسبت عنصری دو لیست�های ،G گراف
.ch(G) = ٣ نتیجه در نیست. ٢-انتخاب�پذیر ،G گراف بنابراین می�کنند. دریافت یکسانی رنگ�های
هر چون .χ٢(H) ≤ ٣ کنیم ثابت است کافی ،٢.٣.٣ لم از استفاده با ،χ٢(G) = ٣ اثبات برای
گراف از رنگ�آمیزی هر در بنابراین دارد، مثلث در مجاور همسایه دو لذا دارد، قرار مثلث در H راس
رنگ�آمیزی یک ،H از مجاز رنگ�آمیزی هر پس می�شود. رنگ متمایز به�طور مجاورت شرایط طبق ،H
.χ٢(G) = ٣ بنابراین است، ٣-رنگ�پذیر ،H گراف لذا .χ(H) = χ٢(H) نتیجه در است. پویا
بنابراین است، H از انتخابی رنگ�آمیزی یک ،G زیرتقسیم گراف از انتخابی پویای رنگ�آمیزی هر چون
کافی گیری نتیجه منظور به .ch٢(G) ≥ ۴ لذا ،ch(H) = ۴ چون طرفی از ،ch٢(G) ≥ ch(H)

uijxijvijyij راس ۴ با دور هر از مناسب رنگ�آمیزی از استفاده با .ch٢(G) ≤ ۴ کنیم ثابت است
متصل یال�های ،xijyij یال به دلخواه رنگ دادن نسبت و (i, j) ∈ {٢,٣,۴}× {۵,۶,٧} به�طوری�که،
.ch٢(G) ≤ ۴ ،١.٣.٣ لم بنابه و ch∗

٢(H) = ٢ لذا نیستند، همرنگ یک از بیشتر درجه از راس هر به
.ch٢(G) = ۴, ch(G) = χ٢(G) = ٣ به�طوری�که، راس، ۶۵ با دوبخشی مسطح گرافی G بنابراین
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۴-انتخاب�پذیر ولی بود ٣-رنگ�پذیر به�طوری�که، یال ٢١٩ و راس ٧۵ با را H ′ مسطح گراف ۵ گاتنر
بنابراین است. راس ٢٩۴ با دوبخشی مسطح گرافی ،G′ = H ′⋆ زیرتقسیم گراف .[١٢] ساخت نبود

.ch٢(G′) = ۵ و χ٢(G
′) = ch(G′) = ٣ که داد نشان می�توان قبل مانند

Gk دوبخشی گراف ساخت برای را قبلی پاراگراف ایده�ی حال باشد. k ≥ ۵ طبیعی عدد کنید فرض
می�دهیم. تعمیم را ch٢(Gk) ≥ k و χ٢(Gk) = ch(Gk) = ٣ به�طوری�که

هر برای بگیرید. نظر در را آمده بدست یال یک حذف با Kl,l کامل دوبخشی گراف از که K̄l,l گراف
K̄l+١,l+١ گراف از راس هر به کنید فرض اثبات برای .ch(K̄l+١,l+١) ≤ ch(K̄l,l) + ١ ،l ≥ ١
در l + ١ درجه با v و u مجاور راس دو است، شده واگذار رنگ ch(K̄l,l) + ١ ≥ ٢ حداقل با لیستی
راس رنگ حال کنید. واگذار را لیست�شان از متمایزی رنگ�های آن�ها به و کنید انتخاب را K̄l+١,l+١

به چون کنید. حذف v همسایه رنگ�های لیست از را v راس رنگ و u همسایه رنگ�های لیست از را u
راس دو رنگ حذف با لذا شده، داده نسبت رنگ ch(K̄l,l) + ١ با لیستی K̄l+١,l+١ گراف از راس هر
راس دو این با که راس�هایی و رنگ ch(K̄l,l) دارای راس�ها این آن�ها، همسایه�های لیست در v و u

لیستی دارای ،K̄l+١,l+١ راس هر بنابراین می�باشد. رنگ ch(K̄l,l)+١ با لیستی دارای نیستند همسایه
از که K̄l,l گراف راس هر به K̄l,l اندازه با لیست�هایی کردن واگذار با لذا است. K̄l,l حداقل اندازه با
همکاران و ۶ اردیش می�شود. کامل رنگ�آمیزی آمده به�دست v و u راس دو حذف با K̄l+١,l+١ گراف
اظهارات با نتیجه این ترکیب .[٩] ساختند بزرگ دلخواه به� انتخابی عدد با کاملی دو�بخشی گراف�های

می�شود. حاصل شده، تعریف k ≥ ٢ برای که t : k 7→ min{l | ch(K̄l,l) = k} تابع قبلی،
دوبخشی گراف از گراف این بگیرید. نظر در شده داده نمایش (٩.٣) شکل در که Hk دوبخشی گراف
به�وجود آن�ها بین ٣ طول به مسیر یک کردن اضافه و راس دو بین یالی حذف با ،l = t(k) ،Kl,l کامل
Gk = H⋆

k اگر .χ٢(Hk) ≤ ٣ که می�دهد نشان (٩.٣) شکل در شده داده شرح رنگ�آمیزی است. آمده
لیست از دلخواهی رنگ�های Gk اصلی راس�های به اگر است. χ٢(Gk) = ٣ ،٢.٣.٣ لم بنابه آنگاه

۵Gutner
۶Erdos



۴۴ گراف�ها انتخابی پویای رنگ�آمیزی .٣

را مجاورشان راس دو از متمایزی رنگ�های مجاورت شرایط بنابه میانی راس�های به و کنیم واگذار را
.χ٢(Gk) = ch(Gk) = ٣ نتیجه در است. ٣-انتخاب�پذیر ،Gk گراف بنابراین کنیم واگذار

از رنگ�آمیزی چون .ch(Kl̄,l) = k تابع، تعریف از استفاده با .ch٢(Gk) = k که می�کنیم ثابت اکنون
،Hk راس�های به k-لیست�دهی هر برای زیرا .ch(Hk) = k پس یابد، گسترش Hk به می�تواند Kl̄,l

،G زیرتقسیم گراف از انتخابی پویای رنگ�آمیزی هر طرفی از دارد. وجود آن از مجاز رنگ�آمیزی یک
راس�های چون دیگر عبارت به .ch٢(Gk) ≥ k بنابراین است. Hk گراف از انتخابی رنگ�آمیزی یک
رنگ�های رنگ�آمیزی، هر در یال) هر انتهایی (راس�های آن�ها همسایه�های و هستند دو درجه از میانی

می�کنند. دریافت متمایزی
است دو�بخشی گرافی ،Gk نتیجه در ch٢(G) ≤ max(۵, ch(Hk)) −→ ch(G) ≤ k ،١.٣.٣ لم بنابه

است. ch٢(Gk) = k و χ٢(Gk) = ch(Gk) = ٣ به�طوری�که،
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Aabstract

A k-dynamic coloring of a graph G is a proper coloring of G with k colors such
that for every vertex v ∈ V (G) of degree at least 2, the neighbors of v receive at
least 2 colors. The dynamic chromatic number of a graphG, χ2(G), is the least
number k such that G admits a k-dynamic coloring. B. Montgomery in his Ph.D.
Thesis intruduced dynamic chromatic number and conjectured that the differ-
ence between chromatic and dynamic chromatic number of regular graphs is at
most 2. Recently, this conjecture has been studied in several papers. M. Alishahi
proved that the difference between chromatic and dynamic chromatic number of
a k-regular graphs is at most O(ln k). Also, He presented an upper bound for the
dynamic chromatic number of a regular graph in terms of chromatic number of
graph and independence number of second power of the graph.
In this thesis, we study the relationship between the chromatic number and dy-
namic chromatic number of graphs. Alos, we intrduce the list dynamic chromatic
number of graphs and present some results about this parameter.

keywords: Dynamic chromatic number, Dynamic list chromatic number, To-
tal dominating set, Hypergraph coloring, Incidence graph
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