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චاری ণپاس໋�
فضلش دریای و زبان هیچ را شکرش ادای است، عیان ما بر لطفش که را بی�همتا یکتای سپاس و حمد

اوست. محبت همه هستیم، وادی این در اگر و نیست کران هیچ را
یاری مرا امر این انجام در ذره�ای حتی که را کسانی همه می�خواهم تو از ما، به ما از مهربانتر ای الهی

بداری. موفق و شادکام سلامت، بی�کرانت، محبت و لطف سایه در نموده�اند،
این نگارش طول در که طهرانی احسنی دکتر آقای جناب عالی�قدر راهنما استاد بی�دریغ زحمات از
را تشکر کمال داشتند عهده بر را نامه پایان این هدایت به�جایشان، و عالمانه راهنمایی�های با مجموعه
داشتند، عهده بر را نامه پایان این مشاوره زحمت که مس�فروش دکتر آقای جناب گرامی استاد از دارم.
داوری که قوتمند دکتر آقای جناب و ناظمی دکتر آقای جناب از می�کنم تشکر همچنین می�کنم. تشکر
این انجام در مرا که اسماعیلی آقای جناب و طهماسبی خانم سرکار از داشتند. عهده بر را پایان�نامه این

سپاسگزارم. صمیمانه نموده�اند، یاری تحقیق
هستم. آن�ها خیر دعای و لطف محبت، نیازمند همیشه که عزیزم، مادر و پدر تقدیم آخر سپاس

بنویسیم و بخوانیم چیزهایی و بنویسیم این�ها از بیش بدانیم، این�ها از بیش روزی تا باشد نهایت، در
شده�ایم! انسان�تر که شود بیدار ما در حس این آن��ها نوشتن و خواندن از پس که

ଷب ۱۳۹۳عاૡॿه
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است. شده آورده نیز عددی مثال�های بیش�تر شرح برای فصل، هر انتهای در است.

ماتریس مربعات، حداقل مساله منظم�سازی، روش�های تکین، مقدار تجزیه کلیدی: کلمات
ویژه. ساختار دکوپله�سازی حالت، پس�خورد
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١ فصل

پیش�نیاز و مقدمه

و طولانی تاریخ تجزیه این است. خطی جبر مفاهیم اساسی�ترین از یکی ١ (SV D) تکین مقدار تجزیه
سی. ،(١٨٣۵-١٨٩٩) ٢ بلترامی ای. نام�های به کلاسیک و مشهور ریاضیدان پنج حداقل دارد. جذابی
اچ. ،(١٨٧۶-١٩۵٩) ۵ اشمیت ای. ،(١٨١۴-١٨٩٧) ۴ سیلوستر جی. ،(١٩٢١-١٨٣٨) ٣ جردن

داشته�اند. نقش SV D نظریه توسعه در (١٨٨۵-١٩۵۵) ۶ ویل
مطرح مسایل از وسیعی طیف حل برای کارا، محاسباتی وسیله یک SV D اخیر، سال�های در
برآورد، و هویت�شناسی تصویر، و سیگنال پردازش کنترل، نظریه نظیر، عملی کاربرد�های زمینه�های در
می�باشد. پزشکی زیست مهندسی و الکتریکی شبکه نظریه زمانی، سری تحلیل الگو�شناسی، گفتار، ساخت
از استفاده با ماتریس تقریب ماتریس، یک رتبه شناخت به نیاز مسایل، این در �SV D از استفاده
دارند. ماتریس یک ستونی و سطری فضا�های برای متعامد یکا پایه�های و کمتر رتبه�های با ماتریس�های
مربوط مسایل شامل �دارند، SV D از استفاده به نیاز که هویت�شناسی مسایل و کنترل نظریه جنبه�های
متعادل�سازی، H-نامتناهی، کنترل حالت، فضای مدل�های تحقق مشاهده�پذیری، و کنترل�پذیری به

می�باشند. غیره و مدل کاهش قوی، پس�خورد پایدار�سازی
یک از برآوردی که شود گرفته نظر در فیلتری به�عنوان می�تواند �SV D گفتار، و سیگنال پردازش در
در می�کند، شخصصحبت یک هنگامی�که مثال، برای کند. تولید (ناخالص) نوفه داده�های در را سیگنال
از که باشند داشته وجود زمینه نوفه�های اگر بنابراین نیست. موجود فرد گفتاری زمان از درصد ۵٠ حدود
وجود هنگام به میکروفن سیگنال در اختلال�ها این آنگاه بیایند، غیره و مرتعش، ماشین یک پنکه، یک
زیادتر باید زمینه نوفه�های بر گفتار سیگنال نسبت وضعیتی، چنین در بود. خواهند غالب گفتار، نداشتن
معمول، به�طور �SV D تصویر، پردازش در دهد. انجام را کار این مؤثری به�طور می�تواند �SV D و باشد

١Singular Value Decomposition
٢E. Beltrami
٣C. Jordan
۴J. Sylvester
۵E. Schmidt
۶H. Weyl



٢ پیش�نیاز و مقدمه .١

می�شود. استفاده غیره و عکس، یک در خش�ها برداشتن تصویر، فشرده�سازی برای
جنین قلب از معنی�دار نوار یک آوردن به�دست� در مهمی نقش SV D نیز، پزشکی زیست مهندسی در
٧ مربعات حداقل مسایل حل در وسیله مؤثرترین SV D به�علاوه، می�کند. بازی مادر قلب نوار روی از

می�باشد.
به توجه با بنابراین، دارد. بستگی آن مؤثر محاسبه به �،SV D از استفاده در مسایل توانایی مسلما
بدوضع، و منفرد مسایل حل مختلف روش�های پایان�نامه، این در ،SV D فراوان کاربرد�های و اهمیت

است. گرفته قرار مقایسه و بررسی مورد دیگر روش�های و روش این از استفاده با
می�باشد: زیر به�صورت پایان�نامه کلی ساختار

را کنترل پیش�نیاز�های و تعاریف و عددی خطی جبر نیاز مورد مقدمات و تعاریف اول، فصل در •
می�نماییم. ارایه

با مربعات حداقل مساله طریق از خطی معادلات دستگاه حل مختلف روش�های دوم، فصل در •
و بررسی مورد معکوس پردازش همچنین �و SV D نرمال، معادلات مانند روش�هایی � از استفاده

است. گرفته قرار مقایسه

بدوضع مسایل حل برای جدید روشی ،[١١] در شده ارایه روش از استفاده با سوم، فصل در •
ارایه مربعات حداقل مساله حل برای مرحله�ای دو روشی ابتدا فصل، این در است. شده معرفی
مرحله�ای دو روش از دقیق�تر جوابی به چندمرحله�ای جدید روش معرفی با آن، از پس می�شود.

می�یابیم. دست

این است. شده ارایه خطی معادلات دستگاه حل برای جدیدی تکراری روش چهارم، فصل در •
است. گرفته قرار مقایسه مورد SOR و سایدل گاوس- تکراری روش�های با روش

محاسبه را حالت پس�خورد ماتریس ویژه، ساختار دکوپله�سازی از استفاده با پنجم، فصل در •
پس�خورد ماتریس نورم کردن می�نیمم به تشابهی تبدیلات براساس روشی ارایه با سپس، می�نماییم.
قرار مقایسه مورد فصل در شده ذکر روش�های عددی، مثال�های با همچنین، می�پردازیم. حالت
شده استفاده [١٠] و [۶] ،[۵] مراجع از فصل این گردآوری در است، ذکر به لازم است. گرفته

است.

می�دهیم قرار استفاده مورد که قضایایی همچنین و اولیه مفاهیم و تعاریف از برخی فصل، این در
قرار بررسی مورد بعد فصل�های در که است مطالبی برای زمینه ایجاد فصل این هدف می�کنیم. بیان را

می�گیرد.

.AT = A−١ هرگاه گویند، متعامد را A مربعی ماتریس .١.٠.١ تعریف

٧Least squares problems



٣

هستند، متعامد ،vi, vj ∈ V بردار�های ،V = {v١, . . . , vn} داخلی ضرب فضای در .٢.٠.١ تعریف
هرگاه گویند، متعامد یکه را بردارها این همچنین، باشد. vTi vj = ٠ داخلی ضرب هرگاه

vTi vj =

١ i = j

٠ i ̸= j

R(AT ) سطری فضای می�توان ،(r ≤ min(m,n)) r رتبه با ،Am×n ماتریس برای .٣.٠.١ تعریف
نمود: تعریف زیر به�ترتیب را N(A) پوچی فضای و

R(AT ) = {b ∈ Rn | ∃x ∈ Rm; b = ATx},

N(A) = {x ∈ Rn | Ax = ٠}.

به نسبت که بردار�ها از V مجموعه از، است عبارت F میدان روی V برداری فضای .۴.٠.١ تعریف
دو هر به به�ترتیب که اسکالر ضرب و جمع عمل دو عبارتی، به یا باشد. بسته اسکالر ضرب و جمع عمل
منحصربه عضو x ∈ V و a ∈ F عضو هر به�ازای و ،V از x+ y فرد منحصربه عضو V از y و x عضو

می�دهند. نسبت را ax ∈ V فرد

هرگاه می�شود، نامیده V زیرفضای F میدان روی V برداری فضای از W زیرمجموعه .۵.٠.١ تعریف
باشد. F میدان روی برداری فضای یک ،V روی شده تعریف اسکالر ضرب و جمع اعمال با W

به�صورت S⊥ شده تعریف زیرفضای آنگاه باشد، Rm زیرفضای یک S کنید فرض .۶.٠.١ تعریف

S⊥ = {y ∈ Rm | yTx = ٠, x ∈ S بردارهای همه ,{به�ازای

می�شود. نامیده S متعامد مکمل

v ∈ V بردار باشد. V از نامتناهی زیرمجموعه یک S و برداری فضای V کنیم فرض .٧.٠.١ تعریف
اسکالرهای و un, . . . , u١ مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوییم V اعضای از خطی ترکیب را

به�طوری�که باشند داشته وجود an, . . . , a١

v = a١u١ + a٢u٢ + · · ·+ anun.

از متناهی تعداد هرگاه گویند، خطی مستقل را V برداری فضای از S مجموعه زیر .٨.٠.١ تعریف
رابطه از به�طوری�که باشد، داشته وجود a١, . . . , an اسکالر� هر ازای به S در u١, . . . , un بردار�های

a١v١ + · · ·+ anvn = ٠

نباشد، خطی مستقل که مجموعه�ای همچنین، .a١ = a٢ = · · · = an = ٠ گرفت نتیجه بتوان
گویند. خطی وابسته

نیز، W و باشد V برداری فضای در بردار�ها از مجموعه�ای ،S = {v١, . . . , vn} اگر .٩.٠.١ تعریف
تولید بردار�ها این Wتوسط این�صورت در باشد. v١, . . . , vn بردار�های از خطی ترکیب�های کلیه مجموعه

می�شود: داده نمایش زیر به�صورت و شده
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W = {c١v١ + c٢v٢ + · · ·+ cnvn; c١, . . . , cn ∈ R}

می�کنند. تولید را W زیرفضای v١, . . . , vn بردار�های گفت، می�توان همچنین

گویند، V پایه را S مجموعه باشد. F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض .١٠.٠.١ تعریف
می�کند. تولید را V که باشد V خطی مستقل زیرمجموعه یک S هرگاه

نامیده ماتریس آن رتبه را A ماتریس خطی مستقل ستون�های یا سطرها تعداد حداکثر .١١.٠.١ تعریف
.rank(A) ≤ min(m,n) آنگاه باشد، m× n ماتریس یک A اگر می�دهند. نشان rank(A) با و

این�صورت غیر در ،rank(A) = n هرگاه، گویند نامنفرد A ∈ Rn×n مربعی ماتریس .١٢.٠.١ یادآوری
می�شود. نامیده منفرد

همچنین، باشد. خطی مستقل A ستون�های اگر است، کامل ستونی رتبه دارای A .١٣.٠.١ یادآوری
باشد. کامل ستونی یا سطری رتبه دارای اگر است، کامل رتبه A

این در A ماتریس باشد، rank(A) = r < n و m ≥ n با m× n ماتریسی A اگر .١۴.٠.١ تعریف
می�شود. گفته ناقص رتبه حالت

اگر نامند، A ویژه بردار را X ناصفر بردار آنگاه باشد، n× n ماتریس یک A اگر .١۵.٠.١ تعریف
دیگر، بیان به باشد. X از مضربی AX

∃λ AX = λX

ویژه مقادیر آوردن به�دست برای می�باشد. آن با متناظر ویژه بردار X و ویژه مقدار λ صورت، این در
٨ مشخصه معادله ریشه�های باید نیز،

p(λ) = det(λI − A)

آوریم. به�دست را

باشد. A⊤ = A گاه هر گویند، متقارن را A مربعی ماتریس .١۶.٠.١ تعریف

هرگاه نامند، سه�قطری را A مربعی ماتریس .١٧.٠.١ تعریف

aij = ٠, |i− j| > ١

A∗ با را A مزدوج ترانهاده آنگاه باشد،� مختلط درایه�های با هرمیتی ماتریس A اگر .١٨.٠.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت و داده نشان

A∗ = Āt

.A = A∗ هرگاه گویند، هرمیتی را A مربعی ماتریس .١٩.٠.١ تعریف
٨Characteristic polynomial



۵

باشد موجود P مانند نامنفردی ماتریس اگر نامند، متشابه را B و A ماتریس دو .٢٠.٠.١ تعریف
.B = P−١AP به�طوری�که

.xTAx > ٠ ،x ̸= ٠ بردار هر ازای به گاه هر �نامند، مثبت معین را A متقارن ماتریس .٢١.٠.١ تعریف
گویند. مثبت) معین (نیمه نامنفی معین را A ،xTAx ≥ ٠ صورتی�که در

در که ∥ . ∥: V −→ R تابع این�صورت در باشد. برداری فضای یک V کنید فرض .٢٢.٠.١ تعریف
می�نامند: برداری نورم کند صدق زیر شرایط

∀x ∈ V ∥ x ∥≥ ٠, ∥ x ∥= ٠⇔ x = ٠ (١

∀α ∈ R ∥ αx ∥= |α| ∥ x ∥ (٢

∀x, y ∈ V ∥ x+ y ∥=∥ x ∥ + ∥ y ∥ (٣

می�شوند: تعریف زیر به�صورت Rn برداری فضای در متداول نورم�های

∥ x ∥٢= (
∑n

i=١ |x|٢)
١
٢ اقلیدسی نورم الف)

∥ x ∥p= (
∑n

i=١ |x|p)
١
p p نورم ب)

∥ x ∥∞= max١≤i≤n|xi| بی�نهایت نورم ج)

ماتریسی نورم ∥ . ∥: M −→ R تابع باشد، n × n ماتریس�های مجموعه M اگر .٢٣.٠.١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در گاه هر می�نامند،

∥ A ∥≥ ٠, ∥ A ∥= ٠⇔ A = ٠ الف)

∀α ∈ R, ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ ب)

∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ ج)

∥ AB ∥≤∥ A ∥∥ B ∥ د)

باشد: برقرار زیر رابطه فوق، شرایط بر علاوه اگر

∥ AX ∥≤∥ A ∥∥ X ∥

تعریف، این به توجه با گویند. سازگار نورم را آمده به�دست نورم است، بردار یک نشان�دهنده X آن در که
می�شوند: تعریف زیر به�صورت القائی یا طبیعی ماتریسی نورم برداری، نورم کمک به

∥ A ∥= maxX ̸=٠
∥ AX ∥
∥ X ∥
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بوده ماتریسی دو نورم منظور شده استفاده ماتریسی نورم از که مواردی تمام در است، ذکر به لازم
است. شده عنوان مشخص به�طور که جایی در مگر

می�شوند: تعریف زیر به�صورت ماتریسی نورم�های انواع .٢۴.٠.١ تعریف

اقلیدسی نورم ∥ A ∥E= (
∑n

i=١
∑n

j=١ |aij|٢)
١
٢ الف)

∥ A ∥∞= max١≤i≤n

∑n
j=١ |aij| ب)

می�باشد. A ماتریس طیفی شعاع ρ(A) = maxi|λi| که ∥ A ∥٢=
√

ρ(ATA) ج)

شرطی عدد ١.١

ماتریس برای ٩ حالت عدد یا شرطی عدد باشد، ماتریسی نورم یک نشان�دهنده ∥ . ∥ اگر .١.١.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت m× n بعد از A کامل رتبه

k(A) =∥ A ∥ . ∥ A† ∥, A† = (ATA)−١AT

است. A ماتریس شبه�معکوس نشان�دهنده A† نماد

موجب b یا Aماتریس در کوچک تغییرات ،Am×nx = b خطی معادلات دستگاه در اگر .٢.١.١ تعریف
موجب تغییرات این اگر همچنین، نامند. ١٠ بدوضع را دستگاه آن شود، xجواب بردار در بزرگ تغییرات

گویند. ١١ خوش�وضع را دستگاه آن نشود جواب بردار در چندانی تغییر

جواب x همچنین، شود. تبدیل Ax = b دستگاه در b̂ به اختلال اثر در b بردار کنید فرض .٣.١.١ قضیه
آنگاه: باشد. دستگاه تقریبی جواب x̂ و واقعی

||e||٢
||x||٢

≤ k(A)
||r||٢
∥ b ∥٢

می�باشد. r = b− Ax̂ = b− b̂ و e = x− x̂ آن در که

کوچک اختلال یک حتی باشد بزرگ A ماتریس شرطی عدد اگر گرفت، نتیجه می�توان فوق قضیه از
دهد. تغییر را دستگاه جواب می�تواند b بردار در

به�ترتیب نیز، x̂ و x باشد. Ax = b دستگاه در Â اختلال دارای A بردار کنید فرض .۴.١.١ قضیه
آنگاه: باشند. دستگاه تقریبی و واقعی جواب�های

∥ x− x̂ ∥٢
∥ x ∥٢

≤ k(A)
∥ A− Â ∥٢
∥ A ∥٢

٩Condition number
١٠Ill condition
١١Well condition
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نسبی خطای بودن کوچک به هنگامی ،A ماتریس در اختلال بودن کوچک می�کند، بیان قضیه این
نباشد. بزرگ A ماتریس شرطی عدد که می�شود منجر

نیز x̂ و x باشند، Ax = b دستگاه در b̂ و Â اختلال دارای b و A بردار کنید فرض .۵.١.١ قضیه
آنگاه: باشند. دستگاه تقریبی و واقعی جواب�های

∥ x− x̂ ∥
∥ x ∥

≤ k(A)

١− ∥ A−١∆A ∥

(
∥ ∆A ∥
∥ A ∥

+
∥ ∆b ∥
∥ b ∥

)
باشد. ∥ A−١∆A ∥< ١ این�که شرط با

ماتریس�های در کوچک اختلالات گرفت، نتیجه می�توان (۵.١.١) و (۴.١.١) ،(٣.١.١) قضایای از
A ماتریس شرطی عدد که می�شوند منجر دستگاه جواب در کوچک اختلالات به هنگامی دو هر یا b ،A

نباشد. بزرگ
نمایید. مراجعه [١٣] به بخش این قضایای اثبات برای

گفت: می�توان نامنفرد، ماتریس�های برای شرطی عدد کوچکی و بزرگی میزان سنجش برای

I = AA−١ ⇒∥ I ∥=∥ AA−١ ∥≤∥ A ∥∥ A−١ ∥⇒ ١ ≤ k(A)

هرچه گرفت نتیجه می�توان بنابراین، نمی�باشد. یک از کمتر نامنفرد ماتریس�های شرطی عدد یعنی،
هرچه و می�شود، نزدیک خوش�وضعی به ماتریس شود، نزدیک یک به ،A مانند ماتریسی شرطی عدد

می�شود. نزدیک بدوضعی به باشد داشته یک از بیشتری فاصله
ماتریس بتوان تا باشد میزان چه شرطی عدد حدود که است این می�شود مطرح زمینه این در که سؤالی

نامید؟ بدوضع یا و خوش�وضع را
دارد. بستگی دستگاه آن در قبول قابل خطای میزان و ورودی داده�های دقت به سؤال این جواب
A ماتریس ورودی داده��های نسبی خطای اگر باشد. Ax = b دستگاه حل هدف کنید فرض مثال، برای

که معنا این به باشد، ١٠−λ ،b و

∥ ∆A ∥
∥ A ∥

=
∥ ∆b ∥
∥ b ∥

= ١٠−λ

داریم: (۵.١.١) قضیه طبق باشد، صفر نزدیک و یک از کوچک�تر خیلی ∥ A−١∆A ∥ و

∥ ∆x ∥
∥ x ∥

≤ ٢× k(A)× ١٠−λ

یعنی: باشد، ١٠−t دستگاه این حل برای قبول قابل نسبی خطای اگر حال

∥ ∆x ∥
∥ x ∥

≤ ١٠−t

که: است کافی این�صورت در
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٢× k(A)× ١٠−λ ≤ ١٠−t ⇒ k(A) ≤ ١
٢ × ١٠λ−t

دستگاه این باشد، ١
٢ × ١٠λ−t مساوی کوچک�تر A ماتریس شرطی عدد اگر حالت، این در پس

می�شود. نامیده بدوضع این�صورت غیر در و خوش�وضع

تکین مقدار ٢.١

زیرا است. نامنفی معین ،A∗A ماتریس آنگاه، باشد. ،m× n ماتریس A کنید فرض

∀x ̸= ٠ x∗A∗Ax = (Ax)∗(Ax) =∥ Ax ∥٢٢≥ ٠

می�باشند نامنفی ویژه مقادیر این آنجایی�که، از دهیم، نمایش λ١, . . . , λn با را A∗A ویژه مقادیر اگر،
زیرا

∀x ̸= ٠ ٠ ≤ xTA∗Ax = xTλx = λ ∥ x ∥٢

داد: قرار می�توان بنابراین،

σ٢
١ = λ١, σ

٢
٢ = λ٢, . . . , σ

٢
n = λn

می�نامیم. A ماتریس ١٢ تکین مقادیر را σ١, . . . , σn این�صورت در
آن�ها از استفاده به می�توان کاربرد�ها این جمله از دارند. فراوانی کاربرد�های ماتریس، تکین مقادیر
جدیدی تعاریف می�توان این�رو، از کرد. اشاره ماتریس یک شرطی عدد و ماتریس رتبه آوردن به�دست در

نمود. ارایه مفهوم دو این برای

می�باشد. آن صفر غیر تکین مقادیر تعداد ماتریس، رتبه .١.٢.١ تعریف

عدد را تکین مقدار کوچکترین به تکین مقدار بزرگترین نسبت Am×n ماتریس برای .٢.٢.١ تعریف
آنگاه باشند، ماتریس این تکین مقادیر σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σk اگر می�نامند. شرطی

k(A) =
σ١
σk

می�باشد. ماتریس این شرطی عدد نشان�دهنده

خوش�وضعی تعیین برای آن�ها از استفاده به می�توان شد، گفته همانطور�که شرطی عدد کاربرد�های از
برد. نام خطی معادلات دستگاه بدوضعی یا و

١٢Singular values



٩ تکین مقدار .٢.١

ماتریس�های آنگاه، m×nباشد. ماتریسحقیقی یک A فرضکنید تکین) مقدار تجزیه ) .٣.٢.١ قضیه
به�قسمی�که دارند وجود V و U یکهمتعامد

UTAV =

[∑
١ ٠

٠ ٠

]
=
∑

(١.١)

هستند. صعودی و نامنفی همگی
∑

قطری عناصر است. نامنفرد قطری ماتریس یک
∑

١ آن در که
است.

∑
صفر مخالف قطری عناصر تعداد یعنی، A ماتریس رتبه ،r همچنین،

است؛ متقارن مثبت معین نیمه n×nماتریسیکماتریس این بگیرید. نظر در ماتریسATAرا برهان.
λ١ = σ٢

١, λ٢ = σ٢
٢, . . . , λn = σ٢

n با را ATA ویژه مقادیر هستند. نامنفی آن ویژه مقادیر بنابراین
می�کنند صدق زیر رابطه در و هستند متعامد یکا vn تا v١ دهیم؛ می نمایش

ATAvi = σ٢
i vi, i = ١, . . . , n

پس

vTi A
TAvi = σ٢

i ̸= ٠, i = ١, . . . , r (٢.١)

و
vTj A

TAvj = ٠, i = ١, . . . , r; j ̸= i (٣.١)

می�نویسیم

V١ = (v١, . . . , vr)

V٢ = (vr+١, . . . , vn)

بردار�های vr+١, . . . , vn و λr تا λ١ صفر مخالف ویژه مقادیر با متناظر ویژه بردار�های vr تا v١ آن در که
پس هستند. صفر ویژه مقادیر با متناظر ویژه

V T
٢ ATAV٢ = V T

٢ ATA(vr+١, vr+٢, . . . , vn) = V T
٢ (٠,٠, · · · ,٠) = ٠

یا ،AV٢ = ٠ که می�کند ایجاب این

Avk = ٠, k = r + ١, r + ٢, . . . , n (۴.١)

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را {ui} صفر مخالف بردار�های مجموعه یک اکنون

ui =
١
σi

Avi, i = ١, . . . , r (۵.١)
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زیرا می�دهند، تشکیل متعامد مجموعه یک ،i = ١, . . . , r ،ui بردارهای

uT
i uj =

١
σi

(Avi)
T ١
σj

(Avj) (۶.١)

=
١

σiσj

(vTi A
TAvj)

=

٠ i ̸= jاگر

١ i = jاگر

که می�کنیم انتخاب به�قسمی را U٢ = (ur+١, . . . , um) و U١ = (u١, . . . , ur) می�کنیم تعریف
داریم: ،k > r هر برای سپس باشد. متعامد U = (U١, U٢)

uT
kAvi = σiu

T
k ui = ٠, i = ١, . . . , r

داریم: (۵.١) طبق و U بردار�های بودن متعامد اساس بر

uT
kAvi = ٠, i = r + ١, . . . , n

آنگاه .V = (V١, V٢) می�دهیم قرار

UTAV =


uT
١

uT
٢
...
uT
m

A(v١, . . . , vn) =



١
σ١
vT١A

T

١
σ٢
vT٢A

T

...
١
σr
vTr A

T

uT
r+١
...
uT
m


A(v١, . . . , vn) (٧.١)

=



١
σ١
.σ٢

١ ٠
١
σ٢
.σ٢

٢
. . .

١
σr
.σ٢

r

٠
٠


(٨.١)

.
∑

١ = diag(σ١, . . . , σr) آن در که
.rank(A) = rank(U

∑
V T ) = rank(

∑
) = r زیرا است، واضح رتبه به مربوط حکم

σ١, σ٢, . . . , σr اعداد می�شوند. ماتریسAنامیده تکین مقادیر
∑

ماتریس قطری عناصر تعریف٢.١.۴.
هستند. A مثبت تکین مقادیر



١١ تکین مقدار .٢.١

گویند. راست تکین بردار�های V ستون�های و چپ تکین بردار�های U ستون�های .۵.٢.١ تعریف

تکین مقادیر تجزیه کاربرد�های ١.٢.١

تقریب ماتریس�ها، نورم آوردن به�دست برای آن�ها از استفاده به می�توان تکین، مقادیر تجزیه کاربرد�های از
اشاره مربعات حداقل مساله حل و تصاویر فشرده�سازی در آن کاربرد پایین، رتبه ماتریس یک با ماتریس
مساله حل برای SV D روش از استفاده البته پرداخته، روش�ها این معرفی به بخش، این ادامه در کرد.

است. گرفته قرار بررسی مورد کامل به�طور بعد فصل در مربعات، حداقل
نمود، تعریف برداری نورم به�صورت می�توان را ماتریس نورم می�دانید، همانطور�که

∥ A ∥= maxX ̸=٠
∥ AX ∥
∥ X ∥

,

نوشت: می�توان بالا رابطه در آن دادن قرار و تکین مقدار تجزیه در Avi = σiui رابطه از استفاده با

∥ A ∥= maxvi ̸=٠
∥ Avi ∥
∥ vi ∥

= maxvi ̸=٠
∥ σiui ∥
∥ vi ∥

= maxvi ̸=٠
σi ∥ ui ∥
∥ vi ∥

= maxvi ̸=٠σi

همچنین می�باشد. آن تکین مقدار بزرگترین با برابر ماتریس یک نورم گرفت، نتیجه می�توان بالا رابطه از
می�باشد. ∥ A−١ ∥= ١

σn
که داد نشان می�توان

می�باشد. ماتریس تقریب در تکین مقدار تجزیه کاربرد�های از دیگر یکی ،١٣ ماتریس پایین رتبه تقریب
∥ A−Ak ∥٢ به�طوری�که می�باشیم، A از ،k < l رتبه با Ak مانند ماتریسی یافتن به�دنبال روش، این در

.[١٩] گردد کوچکی مقدار
به�صورت l رتبه از Am×n ماتریس SV D

A = U
∑

V ⊤, σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σl

داد: نمایش نیز زیر به�صورت می�توان را بالا تجزیه بگیرید. نظر در

A = u١σ١v
T
١ + u٢σ٢v

T
٢ + · · ·+ ukσkv

T
k + uk+١σk+١v

T
k+١ + · · ·+ ulσlv

T
l

k+١ جملات از می�توان است، زیاد σk+١ و σk میان اختلاف اگر می�گوید، ما به پایین رتبه تقریب
تکین مقادیر شامل جملات، این زیرا نوشت. اول جمله k برحسب را ماتریس و نمود، نظر صرف بعد به

بنابراین، دارند. A ماتریس ساختار در بیشتری تاثیر و هستند غالب�تری

Ak = u١σ١v
T
١ + u٢σ٢v

T
٢ + · · ·+ ukσkv

T
k .

آورد: به�دست نیز را روش این تقریب خطای می�توان، Ak و A جملات تفاضل با

١٣Low rank approximation
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∥ A− Ak ∥٢≤ σk+١

نرم�افزار در است. تصویری ١۴ داده�های فشرده�سازی ماتریس�ها، پایین رتبه تقریب کاربر�دهای از یکی
تصویر کیفیت و حجم به ماتریس این ابعاد که می�شود. ذخیره ماتریس یک به�صورت تصویر هر متلب
ذخیره�سازی سبب بالا، حجم با تصاویر ذخیره�سازی در پایین رتبه تقریب روش بردن به�کار دارد. بستگی

. می�شود کمتر حجم در کیفیت، حفظ با تصاویر
٣٠٢ دارای ماتریس این می�شود. ذخیره ٣٨٧ × ٣٠٢ ماتریس یک توسط زیر تصویر مثال، برای

است. تکین مقدار

اصلی تصویر :١.١ شکل

این در است. شده داده نشان تصویر این برای مختلف، پایین رتبه تقریب�های از تصاویری ادامه، در
تصویری بزنیم، تقریب پنج) رتبه (تقریب تکین مقدار پنج یعنی، ٢.١ شکل با را ماتریس اگر، تصاویر
کیفیت با تصویری این�که برای است. تصویر از پایین کیفیت یک نشان�دهنده که داشت، خواهیم ناواضح
که نموده استفاده ٢٠ رتبه تقریب از ابتدا می�نماییم. استفاده بالاتر مرتبه تقریب�های از باشیم، داشته بهتر
تصویر ،۴.١ شکل در ۵٠ رتبه تقریب از استفاده با است. مناسب�تری تقریب ۵ رتبه تقریب به نسبت
تصویر می�توان تکین، مقدار ١٠٠ داشتن با البته نمود. بازسازی قبولی قابل به�شکل می�توان را اصلی
رتبه از که را اصلی ماتریس می�توان ١٠٠ رتبه تقریب با واقع، در نمود. ذخیره مناسب�تری کیفیت با را

نمود. ذخیره کمتری حجم در کیفیت حفظ با است ٣٠٢

١۴Data compression
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۵ رتبه تقریب :٢.١ شکل

٢٠ رتبه تقریب :٣.١ شکل
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۵٠ رتبه تقریب :۴.١ شکل

١٠٠ رتبه تقریب :۵.١ شکل



١۵ مربعات حداقل مساله .٣.١

مربعات حداقل مساله ٣.١

غیرخطی و خطی معادلات دستگاه حل برای روشی که مربعات حداقل مساله معرفی به بخش، این در
می�پردازیم. است،

خطی معادلات دستگاه حل برای

Ax = b (٩.١)

وضعیت�های برخی در اما، دارند. وجود متفاوتی روش�های باشد، نامنفرد و مربعی Aماتریس هنگامی�که
در که داریم دستگاهی حل به نیاز سیگنال، پردازش و هندسی مدل�سازی آماری، کاربرد�های نظیر عملی
باشد نداشته وجود جوابی است، ممکن حالت�هایی چنین در است. منفرد یا و مستطیلی A ماتریس آن،
m > n با m × n ماتریس یک A هنگامی�که مثال، برای باشد. داشته وجود جواب بی�نهایت یا و
دستگاه یک برعکس، ندارد. جواب معمولا فرامعین دستگاه یک و داریم، ١۵ فرامعین دستگاه یک است،
می�توان که جوابی بهترین حالت�ها، این در دارد. جواب نامتناهی تعداد معمولا ،m < n ١۶ فرومعین
بیان به سازد. نزدیک b بردار به ممکن حد تا را Ax که کنیم پیدا x بردار یک که است این آورد به�دست

سازد. می�نیمم را ∥ r(x) ∥=∥ Ax− b ∥ عبارت که می�یابیم به�قسمی را x بردار یک دیگر،
دستگاه برای مربعات حداقل جواب جواب، این می�شود، استفاده ∥ . ∥ اقلیدسی نورم از هنگامی�که
نورم که است جوابی زیرا است؛ توجیه قابل مربعات حداقل جواب عبارت می�شود. اطلاق Ax = b

برابر دقیقا بردار، یک اقلیدسی نورم دوم توان تعریف، طبق و می�سازد می�نیمم را مانده بردار اقلیدسی
مربعات، حداقل جواب�های کردن پیدا مساله بنابراین، می�باشد. بردار آن مؤلفه�های دوم توان�های مجموع

می�شود: تعریف زیر به�صورت Ax = b دستگاه برای
کنید پیدا به�قسمی را x حقیقی بردار ،b بردار و A مانند m × n حقیقی ماتریس بودن مفروض با

شود. می�نیمم ∥ r(x) ∥٢٢=∥ Ax− b ∥٢٢ عبارت که،
می�نیمم اقلیدسی نورم دارای که جوابی باشد، داشته جواب یک از بیش مربعات حداقل مساله اگر

می�شود. نامیده نورم می�نیمم با جواب یا می�نیمم طول با جواب �باشد
دارد: وجود زیر حالت�های (٩.١) معادلات دستگاه حل در

است. ناسازگار یا جواب بدون دستگاه که حالتی -١

منحصر جواب یک فقط است ممکن صورت این در دارد، جواب و است سازگار دستگاه که حالتی -٢
باشد. داشته جواب بی�شمار اینکه یا باشد داشته فرد به

گرفت: نظر در می�توان را زیر حالت�های (٩.١) مانند خطی معادلات دستگاه یک در

این جواب محاسبه برای می�گویند. ١٧ معین همواره را دستگاه حالت این در :m = n حالت -١
دارد: وجود زیر حالات دستگاه،

١۵Overdetermined
١۶Underdetermined
١٧Everdetemined
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منحصر جواب یک و می�باشد سازگار دستگاه باشد، صفر مخالف Aماتریس دترمینان اگر، •
دارد. به�فرد

به�دست برای و دارد جواب بی�شمار باشد، سازگار دستگاه و صفر A ماتریس دترمینان اگر، •
نمود. استفاده می�توان ١٨ نورم حداقل روش از معین، پاسخ یک آوردن

به�دست برای و ندارد جواب اصلا باشد، ناسازگار دستگاه و صفر A ماتریس دترمینان اگر •
می��شود. استفاده مربعات حداقل روش از تقریبی پاسخ آوردن

بی�شمار می�توانند دستگاه�ها این�گونه گویند. فرومعین را دستگاه حالت این در :m < n حالت -٢
استفاده نورم حداقل روش از آن�ها از معین پاسخ یک آوردن به�دست برای و باشند داشته جواب

می��شود.

وجود حالت دو دستگاه این برای می�گویند. فرامعین را دستگاه حالت این در :m > n حالت -٣
دارد:

باشد. داشته فرد به منحصر جواب می�تواند بودن سازگار صورت در •

برای مربعات حداقل روش از مواردی چنین در ندارد. جوابی اصلا ناسازگاری، صورت در •
می��شود. استفاده تقریبی پاسخ یک آوردن به�دست

کند: صدق زیر رابطه در اگر فقط و اگر است، Ax = b مربعات حداقل جواب یک x .١.٣.١ لم

ATAx = AT b (١٠.١)

آنگاه باشد. بعدی n برداری y کنید فرض بگیرید. نظر در را r = b − Ax باقیمانده بردار برهان.
بنابراین .r(y) = b− Ay = r(x) + Ax− Ay = r(x) + A(x− y)

∥ r(y) ∥٢٢=∥ r(x) ∥
٢
٢ +٢(x− y)TAT r(x)+ ∥ A(x− y) ∥٢٢

داریم: قبل از آنگاه .AT r(x) = ٠ یعنی کند، صدق (٩.١) رابطه در x کنید، فرض ابتدا

∥ r(y) ∥٢٢=∥ r(x) ∥
٢
٢ + ∥ A(x− y) ∥٢٢≥∥ r(x) ∥

٢

باشد. مربعات حداقل جواب ،x که می�کند ایجاب رابطه این
تعریف به�قسمی را y بردار .AT r(x) = z ̸= ٠ دهید قرار باشد. AT r(x) ̸= ٠ کنید فرض سپس،

که می�کنیم
y = x+ cz

١٨Minimum norm
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داشت: خواهیم کوچک کافی اندازه به c برای آنگاه

r(y) = r(x) + A(x− y) = r(x)− cAz

∥ r(y) ∥٢٢ =∥ r(x) ∥
٢
٢ +c٢ ∥ Az ∥٢٢ −٢czTAT r(x)

=∥ r(x) ∥٢٢ +c٢ ∥ Az ∥٢٢ −٢c ∥ z ∥٢٢<∥ r(x)||٢٢

نباشد. مربعات حداقل جواب ،x که می�کند ایجاب این

ناهمگن دستگاه یک برای جواب یکتایی و وجود .٢.٣.١ قضیه

.rank(A) = rank(A, b) اگر فقط و اگر است سازگار Ax = b دستگاه .١

است. فرد به منحصر جواب آنگاه باشند، خطی مستقل A ستون�های و باشد سازگار دستگاه اگر .٢

نامتناهی تعداد دارای دستگاه آنگاه باشند، خطی وابسته A های ستون و باشد سازگار دستگاه اگر .٣
است. جواب

این دارد. وجود مربعات حداقل مساله برای جواب یک همواره جواب. یکتایی و وجود .٣.٣.١ قضیه
کامل رتبه A اگر .rank(A) = n یعنی باشد؛ کامل رتبه دارای A اگر فقط و اگر است یکتا جواب

دارد. جواب بی�شمار مربعات، حداقل مساله آنگاه نباشد،

اگر فقط و اگر است، Ax = b برای مربعات حداقل جواب یک x که می�دانیم (١.٣.١) لم از برهان.
کند: صدق زیر رابطه در x

ATAx = AT b.

است. یکتا جواب این کامل، رتبه حالت در می�دهیم، نشان اکنون
ATA اگر فقط و اگر است یکتا ATAx = AT b دستگاه جواب که می�دانیم (٢.٣.١) قضیه از
کامل رتبه دارای A اگر فقط و اگر است نامنفرد ATA که دهیم نشان است کافی بنابراین باشد. نامنفرد

باشد.
بنابراین باشد. y = Ax ̸= ٠ می�کند ایجاب x ̸= ٠ آنگاه باشد، کامل رتبه دارای A اگر
رتبه دارای A اگر دیگر، طرف از باشد. مثبت معین ATA که می�کند ایجاب xTATAx = yTy > ٠
می�کند ایجاب که ،xTATAx = ٠ نتیجه در و ،Ax = ٠ داشت خواهیم x ̸= ٠ یک برای نباشد، کامل

نباشد. مثبت معین ATA

کنترل مقدمات ۴.١

می�پردازیم. کنترل نیاز مورد مقدمات شرح و معرفی به بخش، این در
است. شده استفاده [۶] از بخش این گردآوری در
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می�کنند. کار مشخص، عملی انجام برای هم با که است، اجزا از مجموعه�ای سیستم، .١.۴.١ تعریف

گویند. سیگنال یا علامت شود، گرفته به�کار اطلاعات انتقال برای که محرکه�ای نوع هر .٢.۴.١ تعریف

یا هدف دیگر، عبارت به است. سیستم به مطلوب پاسخ نشان�دهنده مرجع، ورودی .٣.۴.١ تعریف
برسد. مقدار این به سیستم خروجی که می�شود برآورده موقعی سیستم، مطلوب عملکرد

اندازه�گیری به مایل و می�آید به�دست سیستم خروجی از که است سیگنالی سیستم، خروجی .۴.۴.١ تعریف
است. زمانی واحد هر در سیستم واقعی پاسخ واقع، در خروجی می�باشیم. آن کنترل و

می�کند. عمل سیستم خروجی شدید تغییر جهت در که است سیگنالی ١٩ اغتشاش .۵.۴.١ تعریف

به�منظور ورودی بر آن تاثیر و سیستم یک خروجی از بخشی بازگرداندن پس�خورد٢٠، .۶.۴.١ تعریف
می�باشد. خروجی کنترل

ورودی و سیستم خروجی بین اختلاف می�کوشد که است، عملی پس�خورد، با کنترل .٧.۴.١ تعریف
کند. می�نیمم اغتشاش وجود به�رغم را مرجع

باز، حلقه کنترل سیستم ندارد، ورودی سیگنال روی بر اثری خروجی آن در که سیستمی .٨.۴.١ تعریف
می�نامند.

مقداری در خروجی که می�گذارد اثر ورودی بر به�گونه�ای خروجی آن در که سیستمی .٩.۴.١ تعریف
گویند. بسته حلقه کنترل سیستم بماند، باقی مطلوب

دینامیکی سیستم�های ١.۴.١

کرد: بیان زیر به�شکل می�توان را فیزیکی سیستم�های از بسیاری

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (١١.١)

Y (t) = Cx(t) +Du(t), (١٢.١)

بعدی n ستونی بردار یک x(t) زمان، متغیر t آن در که نامند. سیستم حالت معادلات را فوق دستگاه
y(t) کنترل، متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار یک u(t) ، حالت بردار به موسوم

می�باشد. خروجی، بردار به�نام زمان با متغیر بعدی r بردار یک
می�توانند و می�باشند فوق معادلات با سازگار ابعاد با ماتریس�هایی D و C ،B ،A ماتریس�های

می�شوند. فرض ثابت این�جا در اما باشند. زمان با متغیر

١٩Disturbance
٢٠Feedback
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اگر گویند، کنترل�پذیر کاملا را (١٢.١) و (١١.١) معادلات با شده توصیف سیستم .١٠.۴.١ تعریف
x(ts) مانند دیگری دلخواه بردار به ،t٠ لحظه در x(t٠) دلخواه اولیه حالت بردار از را سیستم حالت بتوان

رساند. ts لحظه در تعادل حالت �نام به

کنترل تحت حاصل سیستم رفتار که است به�گونه�ای u(t) ورودی انتخاب سیستم، کنترل از منظور
باشد.

تعریف زیر به�صورت کنترل�پذیری ماتریس ،(١١.١) حالت معادله با سیستمی برای .١١.۴.١ تعریف
می�شود

Q =
[
B AB A٢B · · · An−١B

]
n×nm

ماتریسکنترل�پذیری ستون�های اگر تنها و اگر است کنترل�پذیر کاملا ،(١١.١) خطی سیستم .١٢.۴.١ قضیه
باشد. rank(Q) = n یا باشند، خطی مستقل Q

کنید. مراجعه [۶] به اثبات برای

می�نامند، مشاهده�پذیر کاملا را (١٢.١) و (١١.١) معادلات با شده توصیف سیستم .١٣.۴.١ تعریف
نمود. تعیین y(t) خروجی مشاهده با را x(t٠) حالت هر بتوان اگر

تنها و اگر است مشاهده�پذیر کاملا ،(١٢.١) و معادلات(١١.١) با شده توصیف سیستم .١۴.۴.١ قضیه
زیر مشاهده�پذیری ماتریس اگر

[
CT ATCT · · · (AT )n−١C

]
n×nm

.[۶] باشند خطی مستقل بردار�های آن ستون n دیگر عبارت به یا باشد. n رتبه دارای

تبدیل تابع ٢.۴.١

ورودی متغیر لاپلاس تبدیل به خروجی متغیر لاپلاس تبدیل نسبت خطی، سیستم در .١۵.۴.١ تعریف
گویند. تبدیل تابع را

بگیرید: نظر در زیر دیفرانسیل معادله با شده توصیف زمان از مستقل خطی سیستم

a٠y
(n) + a١y

n−١ + · · ·+ an−١y
(١) + an = b٠x

(m) + b١x
m−١ + · · ·+ bm−١x

(١) + bm

دو از لاپلاس تبدیل گرفتن با سیستم این تبدیل تابع است. سیستم خروجی y و ورودی x آن در که
به�صورت اولیه شرایط بودن صفر فرض با دیفرانسیل معادله طرف

G(s) =
Y (s)

X(s)
=

b٠s
(m) + b١s

m−١ + · · ·+ bm−١s
٠ + bm

a٠s(n) + a١sn−١ + · · ·+ an−١s٠ + an

می�آید. به�دست
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می�آوریم. به�دست را سیستم یک تبدیل تابع حالت، فضای از چگونه که داد خواهیم نشان اینجا در
بگیرید: نظر در را زیر تبدیل تابع با سیستم یک

G(s) =
Y (s)

U(s)
(١٣.١)

داد: نمایش زیر حالت فضای معادلات با می�توان را سیستم این

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (١۴.١)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (١۵.١)

و (١۴.١) معادلات لاپلاس تبدیل است. خروجی y(t) و ورودی u(t) حالت، بردار x(t) آن در که
از: است عبارت (١۵.١)

sX(s)− x(٠) = AX(s) + BU(s) (١۶.١)

Y (s) = CX(s) +DU(s) (١٧.١)

داریم: ،x(٠) = ٠ گرفتن نظر در با

sX(s)− AX(s) = BU(s)

یا

(sI − A)X(s) = BU(s)

نوشت: می�توان بنابراین

X(s) = (sI − A)−١BU(s) (١٨.١)

داریم: (١٧.١) در (١٨.١) جایگذاری با

Y (s) = [C(sI − A)−١B +D]U(s) (١٩.١)

داریم: (١٨.١) و (١٣.١) مقایسه با

G(s) = C(sI − A)−١B +D (٢٠.١)

می�دهد. نشان را D و C ،B ،A ماتریس�های و سیستم تبدیل تابع بین رابطه معادله، این
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حالت پس�خورد با خطی سیستم کنترل ۵.١

حالت بردار با متناسب آن انتخاب دارد، وجود u(t) ورودی بردار برای که انتخاب�هایی ساده�ترین از یکی
که معنا این به است. x(t)

u(t) = Kx(t)

به�صورت y(t) خروجی بردار با متناسب یا و
u(t) = Ky(t)

ماتریس نامند. ٢٢ خروجی کنترل�گر دوم، حالت در و ٢١ حالت کنترل�گر Kرا نخست، حالت در می�باشد.
می�باشد. ثابت درایه�های با m× n بعد از ماتریسی که می�شود، نامیده پس�خورد ماتریس ،K حقیقی

نوشت می�توان u(t) = Kx(t) و (١١.١) معادله از استفاده با

ẋ(t) = (A+BK)x(t) = Γx(t) = Acx(t) (٢١.١)

مقادیر را آن ویژه مقادیر و می�شود، نامیده سیستم بسته حلقه ماتریس ،Γ = (A + BK) ماتریس
�گویند. بسته حلقه ویژه

سیستم یک برای K ماتریس می�شوند. مشخص سیستم ورودی�های K ماتریس تعیین با واقع، در
u = ٠ و (١١.١) سیستم گرفتن نظر در با مثال، برای می�کند. مشخص را سیستم رفتار�های برخی

داریم:

x(t) = eΓtx(٠)

.x(t)t→∞ → ٠ آنگاه باشند، مختلط سمتچپصفحه Γماتریس ویژه مقادیر تمام اگر است، واضح
قسمت پیوسته، سیستم در صورتی�که در دیگر، به�عبارتی بود. خواهد کنترل تحت سیستم این�صورت، در
و پایدار مجانبی به�طور باشد صفر صورتی�که در و است، پایدار سیستم باشد، منفی ویژه مقادیر حقیقی

گویند[۶]. ناپایدار را سیستم بودن، مثبت صورت در
می�باشد، هزینه یا و انرژی صرف همراه سیستم به ورودی اعمال یا و سیستم یک کنترل است، بدیهی
هستیم حالتی پس�خورد ماتریس یافتن به�دنبال حالت این در دارد. مستقیم نسبت ورودی بردار نورم با که
تجاوز مفروضی مقدار از نورم این یا و شود می�نیمم پس�خورد ماتریس نورم یا و ورودی نورم قیود که

می�نامند. بهینه ورودی با کنترل را حالت این نکند.

حالت پس�خورد ماتریس محاسبه ١.۵.١

زوج اصطلاحا باشد، کنترل�پذیر سیستم صورتی�که در بگیرید، نظر در را (١١.١) سیستم حالت معادله
B و n× n مربعی ماتریس A که است این بر فرض نظر، مورد سیستم در نامند. کنترل�پذیر را (A,B)

٢١Controller state
٢٢Controller output
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باشد. m ≤ n و rank(B) = m و n×m بعد از ماتریسی
زیر به�صورت می�توان را سیستم کنترل�پذیری ماتریس بگیرید. نظر در را (A,B) کنترل�پذیر زوج

نمود تعریف

Q =
[
B, AB, . . . , Ap١−١b١, Ap١−٢b٢, . . . , Apm−١bm

]
Q ستون�های با متناظر مقادیر، این می�نامند. کرونکر ناوردای مقادیر را pi, i = ١, . . . ,m اعداد

می�باشند.

آن�ها می�نیمم و ماکزیمم اختلاف گاه هر می�نامیم، منظم ،(A,B) زوج کرونکر ناوردا�های .١.۵.١ تعریف
می�گویند. نامنظم را کرونکر ناوردا�های باشد، واحد از بیشتر اختلاف این اگر باشد. واحد برابر حداکثر

نمود: محاسبه زیر به�صورت می�توان را کرونکر ناورداهای باشد، معلوم n و m مقادیر صورتی�که در

q =
[ n
m

]
, n = mq + r, s = m− r

p١ = p٢ = · · · = pr = q + ١, pr+١ = · · · = pm = q

اشولن استاندارد فرم تشابهی، تبدیلات

حالت بردار ،(١١.١) حالت معادله گرفتن نظر در با باشد. Rn فضای بر تشابهی تبدیل ،T کنید فرض
شود: تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط سیستم،

x̂(t) = T−١x(t), x(t) = T x̂(t)

داشت: خواهیم ،(١١.١) در روابط این جایگذاری با

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) + Bu(t)

نوشت: می�توان فوق، رابطه از گرفتن وارون با

ˆ̇x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t)

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت فوق، معادله B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با

ˆ̇x = Âx̂(t) + B̂u(t) (٢٢.١)

به�دست کنترل�پذیری ماتریس از استفاده با �به�فردی منحصر به�صورت می�توان را T تبدیل ماتریس
قرار T تبدیل ماتریس ستون�های را �Q ماتریس خطی مستقل ستون n اولین ترتیب، این به آورد.

می�شود: تعریف زیر به�فرم ٢٣ اشولن استاندارد فرم این�صورت، در می�دهیم.

٢٣Standard Eshelon form
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T =
[
b١, . . . , bm, . . . , A

q−١b١, . . . , A
q−١br, A

q−١br+١, . . . , A
q−١bm, A

q−١b١ . . . , A
qbr

]
داشت: خواهیم

[
T−١B, T−١AT

]
ماتریس تشکیل با

T−١
[
b١, . . . , bm, Ab١, . . . , A

qb١, . . . , A
qbr, A

qbr+١, . . . , A
qbm, A

q+١b١, . . . , A
q+١br

]
= T−١

[
T,Aqbr+١, . . . , A

q+١br

]
=
[
I, T−١Aqbr+١, . . . , T

−١Aq+١br

]
=
[
I V

]
زیر به�صورت می�توان را تشابهی تبدیلات عددی، روش به اشولن استاندارد فرم آوردن به�دست برای

کرد: تعریف

r(i)←→ r(j), c(i)←→ c(j) الف)

r(i)←→ ar(i), c(i)←→ ١
a
c(i) ب)

r(i) −→ r(i) + kr(j), c(j) −→ c(j)− kc(i) ج)

ماتریس ابتدا نماییم، تبدیل (I, V ) اشولن استاندارد فرم به را (B,A) زوج بخواهیم، درصورتی�که
روی بر نظیر مقدماتی سطری عملیات از استفاده با سپس داده، تشکیل را Q =

[
B,A, I

]
افزوده

Q̂ افزوده ماتریس این�صورت، در می�کنیم. تبدیل �I به را Q ماتریس اول ستون n حاصل ،A ماتریس
می�شود: تبدیل زیر به�فرم

Q̂ =
[
B̂, Â, T−١

]
=
[
In, Vn×m, T

−١
]

اولیه برداری همدم فرم

�فرم با سیستم حالت بردار شده�است. تعریف ،Rn فضای بر که باشد تشابهی خطی تبدیل ،S کنید فرض
این�صورت در می�شود، تبدیل جدید فضای به ،S−١ تبدیل ماتریس توسط اشولن، استاندارد

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t)

معادله در فوق معادله جایگذاری با

ˆ̇x = Âx̂(t) + B̂u(t)

داشت: خواهیم

S ˜̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t)
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بنابراین:

˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t)

زیر: مفروضات گرفتن نظر در با

Ã = S−١ÂS, B̃ = S−١B̂

نوشت: می�توان

˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (٢٣.١)

معادله حل با هم�ارز ،(٢٣.١) سیستم معادله حل بود. خواهد اولیه برداری همدم فرم (Ã, B̃) زوج
است. اولیه سیستم

همدم فرم می�توان تشابهی)، (عملیات نظیر مقدماتی سطری و مقدماتی ستونی عملیات از استفاده با
آورد: به�دست زیر به�صورت را آن تبدیل ماتریس و برداری

Q =
[
B,A, In

]
T−١
−→ Q̂ =

[
B̂, Â, T−١

]
T−١
−→

[
B̃, Ã, S−١T−١

]
است: زیر به�صورت B̃ و Ã برداری همدم فرم باشند، منظم کرونکر، ناورداهای اگر به�طوری�که

Ã =


G٠m×n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

In−m ٠(n−m)×m

 , B̃ =


B٠m×m

. . . . . . . . .

٠(n−m)×m


پخش Ã ماتریس پایین بلوک در In−m ماتریس ستون�های باشند، نامنظم کرونکر ناوردا�های اگر

می�شوند.
به�صورت کنترل قانون ،(١١.١) معادله برای

u(t) = Kx(t)

معادله برای مشابه، به�طور می�شود. تعریف

˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t)

به�صورت کنترل، قانون

u(t) = K̃x̃(t)

همدم فرم به شده تبدیل سیستم معادله حالت پس�خورد ماتریس K̃ فوق، معادله در می�شود. تعریف
داریم: x̃ به�جای S−١T−١x(t) جایگذاری با است. اولیه برداری



٢۵ حالت پس�خورد با خطی سیستم کنترل .۵.١

u(t) = K̃S−١T−١x(t)

و
K = K̃S−١T−١

می�شود. تعریف
نماییم: تعریف زیر به�شکل را K̃ صورتی�که در ،B̃ و Ã برداری همدم فرم به توجه با

K̃m×n = −B−١
٠ G٠

ماتریس را K̃ حالت، این در می�باشد. مختصات مبدا ،Γ̃ = Ã+ B̃K̃ اولیه بسته حلقه ویژه مقادیر
(A,B) زوج اولیه حالت پس�خورد ماتریس را K همچنین، می�نامیم. (Ã, B̃) زوج اولیه پس�خورد

می�باشند. صفر همگی Γ = A+BK بسته حلقه ویژه مقادیر که می�نامیم.



٢۶ پیش�نیاز و مقدمه .١



٢ فصل

خطی دستگاه�های حل روش�های

می�نیمم جواب یافتن به�دنبال مربعات، حداقل مساله در نمودید، مشاهده قبل فصل در که همان�طور
قرار بررسی مورد مسایل این حل مختلف روش�های معرفی فصل، این در این�رو از می�باشیم. مساله
استفاده دلایل از می�باشد. آن بر مبتنی روش�های و SV D روش روش�ها، این از یکی است. گرفته
حل در آن�ها کاربرد داده�ها، در کوچک تغییرات هنگام روش این پایداری به می�توان ،SV D روش از

کرد. اشاره ناقص رتبه با مسایل حل و منفرد و بدوضع مسایل
است. شده استفاده [٢٩] و [٢۵] ،[٢۴] ،[١٠] مراجع از فصل این گردآوری در است، ذکر به لازم

بگیرید: نظر در را زیر ناسازگار خطی معادلات دستگاه

Ax = b (١.٢)

مقدار هیچ برای است، ناسازگار دستگاه آنجایی�که از می�باشد. m > n با m× n ماتریسی A آن در که
بنابراین، نیست. برقرار بالا تساوی x از

r = b− Ax (٢.٢)

داریم، (٢.٢) معادله طرف دو از نورم�گیری با می�باشد. ١ مانده بردار r آن در که

∥ r ∥=∥ b− Ax ∥ (٣.٢)

،∥ r̂ ∥=∥ b − Ax̂ ∥ به�طوری�که است، x̂ مانند جوابی بردار یافتن هدف ناسازگار، دستگاه در
b̂ = Ax̂ بردار حقیقت، در می�باشد. مربعات حداقل مساله جواب x̂ بردار این�صورت، در شود. می�نیمم
این�گونه حل مختلف روش�های معرفی به ادامه در این�رو، از باشد. نزدیک b بردار به ممکن حد تا باید

می�پردازیم. مسایل

١Vector residual



٢٨ خطی دستگاه�های حل روش�های .٢

نرمال معادلات ١.٢

از استفاده است، خوش�وضع و کامل رتبه دارای A زمانی�که مربعات حداقل مساله حل روش�های از یکی
عبارت گرادیان که می�یابیم گونه�ای به را �x نرمال، معادلات آوردن به�دست برای می�باشد. نرمال معادلات

شود. صفر ∥ Ax− b ∥٢٢

∥ Ax− b ∥٢٢ = (Ax− b)T (Ax− b)

= xTATAx−XTAT b−BTAx+ b٢,

داشت: خواهیم گرفتن گرادیان با
ATAx = AT b,

می�گویند. نرمال معادلات آن به که
AT در می�باشد، m × n بعد با A که Ax = b نظر مورد دستگاه طرفین روش، این در واقع، در
از مربعات، حداقل مساله جواب ترتیب، به�این داشت. خواهیم مربعی دستگاهی نتیجه در و شده ضرب

رابطه از نرمال، معادلات طریق

x = (ATA)−١AT b.

می�آید. به�دست

چولسکی تجزیه ١.١.٢

ماتریسی ،L آن در به�طوری�که نمود، تجزیه A = LLT به�صورت می�توان را An×n مثبت معین ماتریس
تجزیه کاربرد�های مهم�ترین از یکی می�شود. گفته ٢ چولسکی تجزیه روش این به �باشد، مثلثی پایین

.[١٣] می�باشد مربعات حداقل مساله حل در آن از استفاده چولسکی،
بگیرید: نظر در را نرمال معادلات

ATAx = AT b

موضوع، این دادن نشان برای است. مثبت معین �ATAماتریس باشد، کامل �رتبه Aماتریس هنگامی�که
میشود، استفاده مثبت معین ماتریس تعریف از

xT (ATA)x = (Ax)T (Ax) =

∥ AX ∥٢> ٠, x ̸= ٠

∥ AX ∥٢= ٠, x = ٠

مساله جواب آوردن به�دست برای بنابراین، .� برد به�کار ATA برای را چولسکی تجزیه می�توان لذا،
داریم، چولسکی تجزیه طریق از مربعات حداقل

٢Cholesky factorization



٢٩ نرمال معادلات .١.٢

ATAx = AT b
C=ATA−→ Cx = AT b

d=Cx−→ d = AT b

می�نماییم: حل را زیر معادلات و آورده به�دست C = LLT به�صورت را �C ماتریس چولسکی تجزیه Lzسپس = d,

LTx = z.

اشمیت گرام فرآیند ٢.١.٢

پایه�های تبدیل برای روش، این از می�باشد. متعامد�سازی برای متداول روشی ،٣ اشمیت گرام فرآیند
گرام فرآیند سپس و متعامد پایه�های این�رو، از می�شود. استفاده متعامد یکه و متعامد پایه�های به موجود،

می�کنیم. معرفی را اشمیت

این اگر باشند، V١ بعدی n برداری فضای از پایه بردار�های v١, . . . , vm کنید فرض .١.١.٢ تعریف
یکه بردار�ها این اگر همچنین گویند. متعامد پایه�های مجموعه آن به باشند، ۴ متعامد پایه بردار�های

گویند. ۵ متعامد یکه پایه�های آن�ها به باشند، متعامد

صفر غیر خطی مستقل بردار�های می�دهیم. شرح را بردار چند برای متعامدسازی فرآیند ابتدا،
می�خواهیم بگیرید. نظر در V١ برداری فضای در را um+١ صفر غیر بردار همچنین و {v١, v٢, . . . , vm}
به�صورت که vm+١ بردار به�طوری�که بیابیم، α١v١ + α٢v٢ + · · ·+ αmvm به�صورت خطی ترکیب یک

باشد، عمود v١, v٢, . . . , vm بردار�های از یک هر بر می�گردد، تعریف زیر

vm+١ = um+١ − α١v١ − α٢v٢ − · · · − αmvm (۴.٢)

باشد، برقرار زیر شرط به�طوری�که بیابیم، را α١, α٢, . . . , αm حقیقی اسکالر�های باید واقع، در

⟨vi, vm+١⟩ = ⟨vi, um+١ − α١v١ − α٢v٢ − · · · − αmvm⟩ = ٠ i = ١,٢, . . . ,m

نمود، بازنویسی زیر شکل به می�توان را قبل رابطه

⟨vi, um+١⟩ − α١⟨vi, v١⟩ − α٢⟨vi, v٢⟩ − · · · − αm⟨vi, vm⟩ = ٠

می�شوند، تعریف زیر به�صورت �αiها از یک هر بنابراین،

αi =
⟨vi, um+١⟩
⟨vi, vi⟩

=
⟨vi, um+١⟩
∥ vi ∥٢

٣Gram- Schmidt process
۴Orthogonal basis
۵Orthonormal basis



٣٠ خطی دستگاه�های حل روش�های .٢

بود. خواهد عمود v١, v٢, . . . , vm بردار�های از یک هر بر زیر تعریف با vm+١ بردار ترتیب، این به

vm+١ = um+١ −
⟨v١, um+١⟩
∥ v١ ∥٢

v١ −
⟨v٢, um+١⟩
∥ v٢ ∥٢

v٢ − · · · −
⟨vm, um+١⟩
∥ vm ∥٢

vm

به�صورت اشمیت گرام فرآیند باشند، خطی مستقل بردار�های v١, v٢, . . . , vk کنید فرض کلی به�طور
:[١۵] می�شود بیان زیر

u١ = v١,

u٢ = v٢ −
⟨v٢, u١⟩
⟨u١, u١⟩

u١,

u٣ = v٣ −
⟨v٣, u١⟩
⟨u١, u١⟩

u١ −
⟨v٣, u٢⟩
⟨u٢, u٢⟩

u٢,

...

uk = vk −
⟨vk, u١⟩
⟨u١, u١⟩

u١ − · · · −
⟨uk, uk−١⟩
⟨uk−١, uk−١⟩

uk−١.

بود. خواهند متعامد بردار�های {u١, . . . , uk} بردار�های نتیجه در

QR تجزیه ٣.١.٢

با ،Am×n ماتریس است. ۶ QR تجزیه از استفاده مربعات، حداقل مساله حل روش�های دیگر از
n × n بالامثلثی معکوس�پذیر ماتریس R و متعامد یکه ماتریس Qm×n بگیرید. نظر در m > n

به�طوری�که می�باشد.

A = QR (۵.٢)

نمود، حل می�توان زیر به�صورت را Ax = b معادلات دستگاه تجزیه، این از استفاده با

ATAx = AT b

داریم: بالا رابطه در QR تجزیه جایگذاری با

(QR)TQRx = (QR)T b

و

RTQTQRx = RTQT b

۶QR factorization



٣١ نرمال معادلات .١.٢

لذا .QTQ = In بنابراین، است متعامد ماتریس یک Qm×n آنجایی�که از

RT InRx = RTQT b⇒ RTRx = RTQT b,

خواهیم بنابراین می�باشد. معکوس�پذیر نیز RT است، معکوس�پذیر ماتریس یک Rn×n طرفی از
داشت:

Rx = QT b (۶.٢)

اشمیت گرام فرآیند توسط را ماتریس QR تجزیه باید ابتدا ،xجواب بردار آوردن دست به برای نتیجه در
، نموده حل را زیر معادلات دستگاه سپس و آورده به�دست

y = QT b,

Rx = y.
(٧.٢)

Am×n = [a١|a٢| · · · |an] ماتریس می�دهیم. شرح را R و Q ماتریس�های محاسبات روند حال،
خطی مستقل A ماتریس ستون�های است، کامل ماتریس رتبه آنجایی�که از بگیرید. نظر در کامل رتبه با
با می�توان، همچنین گرفت. نظر در A ماتریس پایه بردار�های به�عنوان را آن�ها می�توان لذا، می�باشند.

داریم، بنابراین کرد. تبدیل متعامد پایه بردار�های به را پایه بردار�های این اشمیت، گرام فرآیند اعمال

v١ = a١,

v٢ = a٢ −
⟨v١, a٢⟩
∥ v١ ∥٢

v١,

v٣ = a٣ −
⟨v١, a٣⟩
∥ v١ ∥٢

− ⟨v٢, a٣⟩
∥ v٢ ∥٢

v٢,

...

vn = an −
⟨v١, an⟩
∥ v١ ∥٢

v١ −
⟨v٢, an⟩
∥ v٢ ∥٢

v٢ − · · · −
⟨vn−١, an⟩
∥ vn−١ ∥٢

vn−١.

زیر به�صورت می�توان را بالا معادلات .[١٠] می�باشند متعامد پایه�های {v١, . . . , vn} بردار�های لذا
کرد، بازنویسی



٣٢ خطی دستگاه�های حل روش�های .٢

a١ = v١,

a٢ =
⟨v١, a٢⟩
∥ v١ ∥٢

v١ + v٢,

a٣ =
⟨v١, a٣⟩
∥ v١ ∥٢

+
⟨v٢, a٣⟩
∥ v٢ ∥٢

v٢ + v٣,

...

an =
⟨v١, an⟩
∥ v١ ∥٢

v١ +
⟨v٢, an⟩
∥ v٢ ∥

٢
v٢ + · · ·+

⟨vn−١, an⟩
∥ vn−١ ∥٢

vn−١ + vn.

بود، خواهد زیر فرم به معادلات این ماتریسی نمایش

A = [v١ v٢ v٣ · · · vn]



١ ⟨v١,a٢⟩
∥v٢∥١

⟨v١,a٣⟩
∥v٢∥١

· · · ⟨v١,an⟩
∥v٢∥١

٠ ١ ⟨v٢,a٣⟩
∥v٢∥٢

· · · ⟨v٢,an⟩
∥v٢∥٢

٠ ٠ ١ · · · ⟨v٣,an⟩
∥v٢∥٣

... ... ... ...
٠ ٠ ٠ · · · ⟨vn−١,an⟩

∥vn−٢∥١

٠ ٠ ٠ · · · ١


عناصر با بالامثلثی ماتریس یک در متعامد ماتریس یک حاصل�ضرب �به�صورت ،Aماتریس آن در که
را متعامد ستونی بردار�های است، کافی Qm×n ماتریس آوردن به�دست برای لذا، می�باشد. یک قطری
qi =

vi
∥vi∥ گرفتن نظر در با بالا ماتریسی نمایش ترتیب، این به� نماییم. تبدیل متعامد یکه بردار�های به

می�شود، نوشته زیر به�صورت

A = [q١ · · · qn]



∥ v١ ∥ ⟨v١,a٢⟩
∥v١∥

⟨v١,a٣⟩
∥v١∥

· · · ⟨v١,an⟩
∥v١∥

٠ ∥ v٢ ∥ ⟨v٢,a٣⟩
∥v٢∥

· · · ⟨v٢,an⟩
∥v٢∥

٠ ٠ ∥ v٣ ∥ · · · ⟨v٣,an⟩
∥v٣∥

... ... ... ...
٠ ٠ ٠ · · · ⟨vn−١,an⟩

∥vn−١∥

٠ ٠ ٠ · · · ∥ vn ∥


Q = [q١|q٢| · · · |qn] ماتریس ستون�های که آوردیم به�دست به�گونه�ای را A = QR تجزیه بنابراین،
مثبت قطری عناصر با بالامثلثی معکوس�پذیر ماتریس یک Rn×n و باشند متعامد یکه پایه�های همان

باشد.
�داریم، R بالامثلثی ماتریس ساده�سازی با



٣٣ نرمال معادلات .١.٢

A = [q١ · · · qn]


∥ v١ ∥ ⟨q١, a٢⟩ ⟨q١, a٣⟩ · · · ⟨q١, an⟩
٠ ∥ v٢ ∥ ⟨q٢, a٣⟩ · · · ⟨q٢, an⟩
... ... ... ...
٠ ٠ ٠ · · · ∥ vn ∥


نماییم. تبدیل بالامثلثی فرم به را A ماتریس می�کنیم تلاش روش این در نمودید، مشاهده همانطور�که

مثال، برای می�شود. تبدیل ساده�تر مساله�ای به نظر مورد مربعات حداقل مساله تبدیل، این با

minx∈R٢ ∥ Ax− b ∥٢= minx∈R٢ ∥ Rx−QT b ∥٢= min

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


r١١ r٢٢

٠ r٢٢

٠ ٠
٠ ٠


[
x١

x٢

]
−


y١

y٢

y٣

y۴


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
٢

آن حل از ساده�تر A ماتریس QR تجزیه با مربعات حداقل مساله جواب آوردن به�دست به�وضوح،
می�باشد. A ماتریس توسط

QR و چولسکی روش�های مقایسه ۴.١.٢

می�پردازیم. مربعات حداقل مساله حل در QR و چولسکی روش�های مقایسه به مثالی ارایه با ابتدا،

به�صورت را b و A ماتریس .٢.١.٢ مثال

A =


١ −١
٠ ١٠−۵

٠ ٠

 b =


٠

١٠−۵

١


جواب دارای ATAx = AT b رابطه از استفاده با دستگاه این بگیرید. نظر در

x١ = ١, x٢ = ١.

نیست. جواب دارای روش این لذا می�باشند، منفرد LT و L ماتریس چولسکی تجزیه در می�باشد.
داشت: خواهیم بریم، به�کار را QR روش اگر حال

Q =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠

 , R =

[
١ −١
٠ ١٠−۵

]
, QT b =

[
٠

١٠−۵

]

بنابراین،

Rx = QT b −→ x١ = ١, x٢ = ١.



٣۴ خطی دستگاه�های حل روش�های .٢

می�کند. عمل چولسکی روش از بهتر QR تجزیه روش دریافت، می�توان مثال این از

محاسباتی عملیات تعداد نظر از مربعات حداقل مساله حل در تجزیه روش دو این مقایسه به حال،
می�پردازیم.

این می�باشد. ٢mn٢ ،QR تجزیه در و mn٢ + ١
٣n

٣ چولسکی روش محاسباتی عملیات تعداد
که باشید داشته توجه اما می�باشد. جواب به رسیدن برای چولسکی روش بیشتر، سرعت نشان�دهنده

می�کند. ارایه را مساله از دقیق�تری جواب QR روش
شکل در اطلاعات ، روش این در می�کنیم. بیان را نرمال معادلات روش� نقص مثال، ذکر با ادامه در

می�روند. بین از AT b و ATA

به�صورت: A گرفتن نظر در با مثال، برای

A =


١ ١
ϵ ٠
٠ ϵ


کوچک، خیلی ϵ برای آنگاه می�باشد. ٠ < ϵ < ١ که

ATA =

[
١+ ϵ٢ ١
١ ١+ ϵ٢

]
=

[
١ ١
١ ١

]
رايانه دقت به توجه با است. AT و A ضرب در محاسباتی خطای امر، این علت می�باشد. منفرد
دارد. وجود همواره محاسبات در خطا ايجاد امکان کردن، گرد خطای و ضرب عمليات محاسبه برای
می�شود: بدتر اولیه، دستگاه به نسبت جدید دستگاه شرطی عدد بودن بزرگ علت به نیز جواب حساسیت

k(ATA) = [k(A)]٢,

آن�ها تکین مقادیر آوردن به�دست و A و ATA ماتریس�های برای SV D تجزیه نوشتن با بالا رابطه
می�شود. نتیجه

تکین مقدار تجزیه روش ٢.٢

است. شده استفاده [۵] از بخش این گردآوری در
معادلات دستگاه برای جواب بهترین یافتن هدف، مربعات حداقل مساله در می�دانید، همانطور�که
باشد، کامل رتبه A ماتریس زمانی�که گردد. می�نیمم ∥ Ax̂ − b ∥ به�طوریکه است، Ax = b ناسازگار
حداقل مساله جواب چولسکی و QR تجزیه از استفاده با یا و نرمال معادلات حل به�وسیله می�توان
بد�وضع ماتریس یک ATA یا و باشد ناقص رتبه A زمانی�که روش�ها این اما آورد. به�دست را مربعات

نمود. استفاده SV D بر مبتنی روش�های از می�توان مواقعی چنین در نیستند. استفاده قابل باشد،
بگیرید: نظر در زیر به�صورت m ≥ n با m× n مرتبه از A ماتریس SV D



٣۵ تکین مقدار تجزیه روش .٢.٢

A = U
∑

V T , (٨.٢)

تکین بردار�های آن ستون�های که است، یکه�ای متعامد ماتریس U = [u١, . . . , um] ∈ Rm×m که
آن ستون�های که است، یکه�ای متعامد ماتریس V = [v١, . . . , vn] ∈ Rn×n و می�باشند، A چپ

به�صورت نیز
∑

قطری ماتریس ناصفر عناصر می�باشند. A راست تکین بردار�های

∑
= diag[σ١, . . . , σn] ∈ Rm×n (٩.٢)

توجه با حال، می�باشند. σj ≥ ٠ و σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σn ویژگی با تکین مقادیر �σjها که است.
شود. می�نیمم ∥ r ∥٢=∥ Ax− b ∥٢ مانده بردار �که می�باشیم �xای یافتن به�دنبال �A �ماتریس SV D به

بنابراین،

∥ r ∥٢ =
∥∥∥U∑V Tx− b

∥∥∥
٢

(١٠.٢)

=
∥∥∥∑V Tx− UT b

∥∥∥
٢

=
∥∥∥∑ y − b

′
∥∥∥
٢

.UT b = b
′ و V Tx = y آن در که

یک به را آن برای مربعات حداقل مساله ،A کامل رتبه ماتریس در �SV D از استفاده بنابراین،
عبارت که yT =

(
y١ y٢ . . . yn

)
بردار می�دهد. کاهش

∑
قطری ماتریس مربعات حداقل مساله

می�شود: محاسبه زیر به�صورت می�سازد می�نیمم را ∥
∑

y − b
′ ∥٢

yi =


bi
σi
, σi ̸= اگر٠

,دلخواه σi = اگر٠

حداقل جواب آوردن به�دست برای می�توان را زیر الگوریتم بالا، مطالب به توجه با .١.٢.٢ الگوریتم
کرد. ارایه SV D از استفاده با مربعات،

کنید. پیدا را می�باشد A = U
∑

V T به�صورت که A ماتریس SV D گام١:

دهید. تشکیل را b′ = UT b =


b
′

١

b
′

٢
...
bn

′

 بردار گام٢:
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کنید. حساب زیر به�صورت را y =


y١

y٢
...
yn

 بردار گام٣:

yi =


bi
σi
, σi ̸= اگر٠

,دلخواه σi = اگر٠

نمایید محاسبه زیر به�صورت را مربعات حداقل جواب�های گام۴:

x = V y.

σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σl > σl+١ = · · · = σn = ٠ تکین مقادیر آنگاه باشد. l رتبه ماتریسAاز اگر
به�صورت A و دارند وجود

A =
l∑

j=١
σjujv

T
j (١١.٢)

می�شود. بیان

شبه�معکوس روش ١.٢.٢

به�فرد، منحصر جواب فاقد خطی مربعات حداقل مساله جواب محاسبه برای ،٧ شبه�معکوس روش از
را مربعات حداقل جواب نمی�توان باشد، ناقص رتبه A نظر مورد ماتریس هنگامی�که می�شود. استفاده
نظر مورد دستگاه حل برای شبه�معکوس روش از مواقعی، چنین در لذا آورد. به�دست نرمال معادلات از

می�کنیم. استفاده
است: زیر خواص دارای شبه�معکوس

A†A = (A†A)T -١

AA† = (AA†)T -٢

AA†A = A -٣

A†AA† = A† -۴

٨می�نامند. پنرس مور شرایط را شرط چهار این

٧Pseudo inverse
٨Moore Penrose



٣٧ منظم�سازی روش�های .٣.٢

که ،A† = V
∑† UT آنگاه باشد، A = U

∑
V T اگر .٢.٢.٢ قضیه

∑†
=

 ١
σi
, σi > ٠,

٠, σi = ٠.

ببینید. را [۵] اثبات برای
می�شود: بیان زیر به�صورت (١١.٢) در ،l رتبه از A ماتریس شبه�معکوس بالا، قضیه به توجه با

A† =
l∑

j=١
σ−١
j vju

T
j (١٢.٢)

می�آید: به�دست زیر به�صورت مربعات حداقل مساله جواب بنابراین،

x = A†b =
l∑

j=١
σ−١
j vju

T
j b (١٣.٢)

محاسباتی مشکلات اساسی�ترین از گاهی آ ،SV D از استفاده با مربعات حداقل نمایشجواب حسن
مساله جواب به نسبت دقیق�تری نگاه می�توان تجزیه، این از استفاده با می�باشد. مسایل حل فرآیند در
ماتریسAکوچک تکین مقادیر برخی اگر (١٣.٢) در ١

σk
عبارت برای نمودید، مشاهده همانطور�که داشت.

جواب نتیجه در و دستگاه بدوضعی سبب و شده بزرگ ماتریس شرطی عدد این�صورت در باشند، صفر یا
به�صورت عبارت�هایی از می�شود سعی ٩ منظم�سازی مانند روش�هایی در علت، این به� می�شود. نامطلوب
روش�ها این معرفی به بعد بخش در این�رو، از شود. دوری است، تاثیر�گذار دستگاه جواب در که ١

σk

می�پردازیم.

منظم�سازی روش�های ٣.٢

است. شده استفاده [٢۴] و [٢١] منابع از بخش این گردآوری در
خطی معادلات دستگاه با مربعات حداقل مساله برای تقریبی جواب یک به ما شد، ذکر همانطور�که

از استفاده با که داریم نیاز Ax = b

minx∈Rn ∥ Ax− b ∥ (١۴.٢)

می�باشیم. آن برای مناسب جوابی یافتن به�دنبال
خطای با می�توان را b داده بنابراین باشد، حساس بسیار b داده در تغییر به x جواب کنید، فرض

گرفت: نظر در زیر به�صورت e مفروض

b = b̂+ e (١۵.٢)

٩Regularization
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داده شامل خطی معادلات دستگاه برای جوابی ،x مطلوب جواب می�باشد. دقیق داده�ای b̂ بردار که
به�طوری�که: می�باشد، خطا بدون

Ax = b̂. (١۶.٢)

ممکن کوچک خطای یک حتی است، حساس بسیار داده�ها در تغییرات به مساله این آنجایی�که از
است ممکن شده محاسبه جواب بنابراین، دهد. تغییر توجهی قابل طور به را شده محاسبه جواب است
جواب از بامعنا تقریبی تعیین به�منظور باشد. بی�معنا نتیجه در و مطلوب جواب از متفاوت خیلی
که نزدیک، مساله�ای با دستگاه این باید ابتدا ،Ax = b خطی معادلات دستگاه برای (١۴.٢) مطلوب
عنوان با معمولا جایگزینی، این از شود. جایگزین می�باشد، داده در خطا به کمتر، حساسیت با جوابی
از ١١ (TSV D) ناقص تکین مقدار تجزیه و ١٠ تیخونف منظم�سازی روش�های می�شود. یاد منظم�سازی

می�پردازیم. آن�ها شرح به ادامه در که می�روند، به�شمار منظم�سازی روش�های جمله
این نموده، گسسته را معادلات این پیوسته، انتگرال معادلات جواب تعیین برای است، ذکر به لازم
زیر معیار�های از گسسته بدوضع مسایل این همه که می�شود. داده�ها در (نویز) خطا تقویت سبب امر

می�کنند: پیروی

است. حساس داده�ها در آشفتگی به جواب -١

می�کنند. میل صفر به به�تدریج تکین مقادیر -٢

TSVD منظم�سازی روش ١.٣.٢

(١٣.٢) کسر مخرج در کوچک تکین مقادیر وجود بدوضع مسایل در اصلی مشکل شد، عنوان همانطورکه
این حذف مشکل، این با مقابله روش ساده�ترین می�شود. مساله جواب شدن بی�کران سبب که است،
تکین مقادیر روش این در واقع، در می�شود. معرفی TSV D روش تحت که است، کوچک تکین مقادیر
تأثير از امكان حد تا که است آن بر سعی روش اين به�كارگيری با می�شوند. گرفته نظر در صفر کوچک،

شود. كاسته كوچک منفرد مقادير
SV D توسط را (١١.٢) این�صورت در بگیرید. نظر در را k رتبه با A ماتریس تقریب بهترین

نوشت: زیر به�صورت می�توان

Ak =
k∑

j=١
σjujv

T
j (١٧.٢)

به�صورت (١٧.٢) ماتریسی شکل
Ak = U

∑
k

V T (١٨.٢)

١٠Tikhonov regularization
١١Truncated Singular Value Decomposition
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(١٨.٢) پنروس مور شبه�معکوس می�باشد.
∑

k = diag[σ١, . . . , σk,٠, . . . ,٠] که می�شود، بیان
به�صورت

A†
k = V

†∑
k

UT (١٩.٢)

می�باشد.
∑†

k = diag[σ−١
١ , σ−١

٢ , . . . , σ−١
k ,٠, . . . ,٠] و

طریق از را (١۴.٢) از تقریبی جواب TSV D روش بنابراین،

xk = A†
kb = V

†∑
k

UT b (٢٠.٢)

نوشت: V بردار�های خطی ترکیب به�صورت می�توان را رابطه این می�کند. محاسبه

xk =
k∑

j=١

uT
j b

σj

vj, k = ١,٢, . . . , l (٢١.٢)

باید ابتدا ،b̃ = UT b و x̃k = V Txk گرفتن نظر در با

x̃k = [
b̃١
σ١

,
b̃٢
σ٢

, . . . ,
b̃k
σk

,٠, · · · ,٠], k = ١, . . . , l (٢٢.٢)

کنیم. محاسبه را xk = V x̃k سپس و

k = ٢ با TSV D جواب :٢.٢ شکل k = ١ با TSV D جواب :١.٢ شکل

k = ۴ با TSV D جواب :۴.٢ شکل k = ٣ با TSV D جواب :٣.٢ شکل
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می�دهند. نشان ١٢را معکوس مساله یک k = ١,٢,٣,۴ برای TSV D جواب�های بالا، شکل�های
بهتری تقریب (خط�چین) xk جواب می�یابد، افزایش k همانطورکه کوچک کافی اندازه به اندیس�های برای
بدون �،V ١٣ هموار قسمت�های افزایش علت به این می�کند. محاسبه را قرمز) (رنگ واقعی جواب از
بزرگتر�، اندیس�های با متناظر ماتریس�های باشد، بزرگ خیلی k هنگامی�که می�باشد. اختلال افزایش
خواهیم کمتری دقت با مساله، جواب از تقریبی نتیجه، در می�شوند. جواب در بزرگ خطای انتشار سبب

می�کند. کمک k دقیق انتخاب به ،Ak ماتریس شرطی عدد داشت.

از قسمتی یا همه شامل یکی فرمول�بندی اگر می�نامیم، یکدیگر معکوس را مساله دو .١.٣.٢ تعریف
.[٢] باشد دیگری جواب

گویند هموارسازی را افتاده دور نقاط کاهش یا حذف به�منظور داده�ها مجموعه اصلاح .٢.٣.٢ تعریف
.[١٧]

این می�کند. جایگزین Ak ماتریس با دارد، بزرگی شرطی عدد که را (١۴.٢) مساله ،TSV D روش
بستگی k انتخاب به ،k رتبه با Ak ماتریس شرطی عدد دارد. کمتری شرطی عدد کوچک، �k برای روش،

زیرا دارد.

k(Ak) =
σ١
σk

.

آورد: به�دست را A ماتریس از آن فاصله می�توان ،A از Ak اختلاف گرفتن نظر در با

||A− Ak|| = ||U
∑

V T − U
∑
k

V T || = σk+١.

کوچک بسیار k اگر همچنین می�شود. بزرگ شرطی عدد موجب بزرگ بسیار k انتخاب بنابراین،
بود. نخواهد A ماتریس برای مناسبی تقریب Ak باشد،

این به باید اما، نمی�شود. ناپایدار مساله کوچک، تکین مقادیر حذف با TSV D روش در اگرچه
از سبب امر این که می�شوند، حذف نیز vk+١, . . . , vl تکین بردار�های روش این در که داشت توجه نکته

می�شود. آن پایداری عین در مساله دقت رفتن بین

تیخونف منظم�سازی روش ٢.٣.٢

جریمه مربعات حداقل مساله با (١۴.٢) می�نیمم�سازی مساله منظم�سازی، روش این در

minx∈Rn{∥ Ax− b ∥٢ + ∥ Lµx ∥٢} (٢٣.٢)

µ > ٠ همچنین، می�نامند. منظم�سازی ماتریس را k ≤ n با Lµ ∈ Rk×n که می�شود، جایگزین
می�باشد. منظم�سازی پارامتر

١٢Inverse problem
١٣Smoothing
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با بنابراین، باشد. µ ثابت برای ،Lµ = µI که است زمانی تیخونف، منظم�سازی شکل ساده�ترین
شکل به (٢٣.٢) می�نیمم�سازی مساله ،Lµ این انتخاب

minx∈Rn{∥ Ax− b ∥٢ +µ٢ ∥ x ∥٢}. (٢۴.٢)

می�شود. نوشته
با می�کنند، میل بزرگ نورم با جواب�هایی به گسسته بدوضع مسایل مربعات حداقل جواب�های
(٢۴.٢) برای جوابهایی به µ مثبت ثابت با آن�ها نمودن وزن�دار از استفاده با x جواب بردار کردن جریمه
خطا بدون مساله از دقیقی تقریب می�توانند کوچکتر نورم با جواب�های این می�رسیم. کوچکتر نورم�های با

به�صورت: (٢۴.٢) برای بدیهی جواب باشند. (١۶.٢)

xµ = (ATA+ µ٢I)−١AT b (٢۵.٢)

می�باشد. وارون�پذیر ATA+ µ٢I و µ > ٠ که می�باشد،
نوشت: زیر به�صورت می�توان را (٢۴.٢) رابطه ،(٢۵.٢) رابطه آوردن به�دست� برای

∥ Ax− b ∥٢ +µ٢ ∥ x ∥٢ = (Ax− b)T (Ax− b) + µ٢xTx

= xTATAx− xTAT b− bTAx+ b٢ + µ٢xTx

= xT (ATA+ µ٢I)x− xTAT b− bTAx+ b٢

می�باشد. نیز مطلق می�نیمم موضعی، می�نیمم بنابراین، است، محدب و پیوسته نورم تابع آنجایی�که از
داشت: خواهیم فوق عبارت از گرفتن گرادیان با این�رو، از

٢(ATA+ µ٢I)x− ٢AT b = ٠ (٢۶.٢)

می�آید. به�دست (٢۵.٢) جواب بنابراین،
داریم: A ماتریس SV D بردن به�کار با

A = U
∑

V T , AT = V
∑T

UT

بنابراین

ATA = V
∑T

UTU
∑

V T = V
∑T ∑

V T (٢٧.٢)

عبارت به (٢۶.٢) در (٢٧.٢) جایگذاری با

(
V
∑T ∑

V T + µ٢V V T
)
xµ = V

∑T
UT b
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نتیجه، در می�رسیم.

V
(∑T ∑

+µ٢
)
V Txµ = V

∑T
UT b

داریم ،b̃ = UT b دادن قرار با همچنین و چپ سمت از V T در بالا رابطه طرفین ضرب با و

(
∑T ∑

+µ٢I)x =
∑T

b̃

بنابراین، .x = V Txµ می�دهیم قرار حال

xµ = V (
∑T ∑

+µ٢I)−١
∑T

b̃ (٢٨.٢)

مقدار هر به را µ٢ مثبت ثابت مقدار تیخونف، منظم�سازی که می�کنیم مشاهده ،SV D بررسی با
بزرگ بسیار µ انتخاب دارد. اشاره هموار�سازی معنای به این می�کند. اضافه ATA ماتریس σ٢

i تکین
می�شود. معرفی ١۵ پایین هموار�سازی به�عنوان کوچک بسیار µ انتخاب و ١۴ بالا هموار�سازی به�عنوان

کنید. مراجعه [١٧] به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای

اختلاف اصل ٣.٣.٢

نمود. استفاده ١۶ اختلاف اصل از می�توان زد، تقریب را آن بتوان یا باشد معلوم b خطای نورم هنگامی�که
که می�کند تعیین به�گونه�ای را تنظیم پارامتر اختلاف، اصل بگیرید. نظر در ∥ e ∥= ε را b در خطا نورم
است. ε از مستقل η > ١ ثابت همچنین، باشد. ηε مساوی یا کمتر منظم�شده، دستگاه باقیمانده خطای
کنیم انتخاب کوچک ممکن حد تا را k که است معنا آن به این �TSV D منظم�سازی روش برای

به�طوری�که

∥ Axk − b ∥≤ ηε (٢٩.٢)

که کنیم انتخاب طوری را µ که است معنا این به تیخونف منظم�سازی روش برای و

∥ Axµ − b ∥= ηε (٣٠.٢)

در نمود، تعیین است موجود A ماتریس SV D هنگامی�که را µ مقدار می�توان چطور اینکه جزئیات
است. گرفته قرار بررسی مورد بعد بخش

بنابراین، می�شود. استفاده برش اندیس تعیین برای اختلاف اصل �از TSV D منظم�سازی روش در
رابطه از روش این در k مقدار کوچکترین تعیین برای

١۴Oversmoothing
١۵Undersmoothing
١۶Discerepancy principle
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∥
∑
k

x̃k − b̃ ∥≤ ηε (٣١.٢)

(٢٩.٢) رابطه در ،b = Ub̃ و x̃k = V Txk ،Ak = U
∑

k V
T جایگذاری با بالا رابطه می�کنیم. استفاده

می�دهد، نتیجه را زیر نامساوی

∥ U
∑
k

V Txk − Ub̃ ∥≤ ηε, (٣٢.٢)

داشت. خواهیم را (٣١.٢) رابطه ∥ UT ∥ در فوق نامساوی چپ طرف ضرب با

اساس �بر ،TSV D منظم�سازی روش در xk تقریب انتخاب روش الگوریتم، این در .٣.٣.٢ الگوریتم
است. شده� بیان اختلاف اصل

.A = U
∑

V T ،A ماتریس تکین مقدار تجزیه به�دست�آوردن -١

k = ١, . . . , n هر برای -٢

x̃k = [
b̃

σ١
,
b̃

σ٢
, . . . ,

b̃

σk

,٠, . . . ,٠]

می�شود. محاسبه

این غیر در می�آوریم، به�دست را xk = V x̃k و شده متوقف الگوریتم ∥
∑

k x̃k − b̃ ∥≤ ηε اگر -٣
برمی�گردیم. ٢ مرحله به صورت

تیخونف منظم�سازی برای µ تنظیم پارامتر تعیین ۴.٣.٢

به�صورت را Ψ تابع

Ψ(µ) =∥ Axµ − b ∥٢ (٣٣.٢)

می�کنیم. تعریف
که: می�کنیم انتخاب طوری را µ است، شده بیان قبل بخش در که تیخونف منظم�سازی روش در

Ψ(µ) = η٢ε٢. (٣۴.٢)

�داریم: A ماتریس تکین مقدار تجزیه از استفاده و (٣٣.٢) در (٢٨.٢) جایگذاری با
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Ψ(µ) = ||Axµ − b||٢

=∥ U
∑

V TV (
∑T ∑

+µ٢I)−١
∑T

b̃− Ub̃ ∥٢

=∥ (
∑

(
∑T ∑

+µ٢I)−١
∑T

− I)b̃ ∥٢

=
n∑

j=١
(

σ٢
j

σ٢
j + µ٢ − ٢(١b̃j

٢

داریم: بنابراین، می�کنیم. تعریف را Φ(v) = Ψ( ١
µ٢
) تابع حال

Φ(v) =
n∑

j=١

b̃٢j

(vσ٢
j + ٢(١

نیوتن، روش از استفاده با بنابراین، است. محدب و نزولی ،v ≥ ٠ برای Φ کرد ثابت می�توان
معادله می�توان

Φ(v) = η٢ε٢ (٣۵.٢)

تکرار�ها و می�گیریم نظر در v٠ = ٠ اول، تکرار در نمود. حل است، یکنوا و دو مرتبه همگرا که را
به�صورت که داریم نیاز مشتقات محاسبه به نیوتن، روش در می�یابد. پایان vk+١ ≤ vk زمانی�که

Φ
′
(v) =

−٢σ٢
j

(١+ vσ٢
j )

٣ b̃
٢
j

می�شود. محاسبه
نیوتن، روش به (٣۴.٢) از جواب تعیین و نمی�باشد محدب الزاما Ψ(µ) تابع باشید، داشته توجه

می�باشد. (٣۵.٢) جواب محاسبه از پیچیده�تر

پیشنهادی منظم�سازی روش ۵.٣.٢

می�کند. استفاده TSV D و تیخونف منظم�سازی روش�های ویژگی�های از پیشنهادی، منظم�سازی روش
به�صورت را (٢٨.٢) رابطه از xµ جواب بردار

xµ =
n∑

j=١

σj

σ٢
j + µ٢ b̃jvj (٣۶.٢)

با متناظر جواب مؤلفه�های تیخونف، منظم�سازی در گرفت، نتیجه می�توان عبارت این از می�نویسیم.
نیستند. میرا صفر، غیر مؤلفه�های TSV D منظم�سازی در دیگر، طرف از هستند. میرا b̃

میرا را مؤلفه�ها آن تنها می�توان می�شوند، آن بیشتر خطای به منجر جواب، مؤلفه�های کدام بدانیم اگر
بردار�های این می�باشند. بیشتر� نوسان با V از بردار�هایی شامل بالاتر، اندیس جواب مؤلفه�های نمود.



۴۵ منظم�سازی روش�های .٣.٢

که هستند جوابی مؤلفه�های همان دقیقا آن�ها بنابراین، می�کنند. کمک جواب بیشتر خطای به نوسانی
بردار�هایی با آن�ها زیرا ندارند. میرایی به نیاز پایین�تر، اندیس مؤلفه�های همچنین، دارند. میرایی به نیاز
مارتین روش اینجا در نمی�شوند. جواب بیشتر خطای به منجر و دارند مطابقت کمتر نوسان با V از
پایین�تر، اندیس مؤلفه�های ولی شده میرا جواب، بالاتر اندیس مؤلفه�های که می�کنیم پیشنهاد را ١٧ فوری

نمی�شوند. میرا
در را σ٢

j + µ٢ میرا عامل ،σj ≤ µ اگر ولی نمی�کنیم میرا را jام جواب مؤلفه σj > µ هنگامی�که
پیشنهادی جواب آنگاه، ،σk > µ ≥ σk+١ کنید فرض می�کنیم. جایگزین µ٢ با (٣۶.٢) کسر مخرج

به�صورت x̄µ

x̄µ =
k∑

j=١
σ−١
j b̃jvj +

n∑
j=k+١

σj

µ٢ b̃jvj (٣٧.٢)

می�باشد.
ماتریس می�کنیم. ارایه را (٣٧.٢) ماتریسی نمایش حال،

Pµ = diag[σ٢
١, σ

٢
٢, . . . , σ

٢
k , µ

٢, . . . , µ٢] (٣٨.٢)

ماتریسی شکل به می�توان را (٣٧.٢) ،(٣٨.٢) از استفاده با می�کنیم. تعریف را

x̄µ = V P−١
µ

∑T
b̃ (٣٩.٢)

عبارت در (٣٩.٢) جواب نوشت.

(ATA+ LT
µLµ)x̄µ = AT b (۴٠.٢)

همچنین می�باشد. Lµ = DµV
T تنظیم ماتریس آن در که می�کند. صدق

D٢
µ = diag[max{µ٢ − σ٢

١,٠},max{µ٢ − σ٢
٢,٠}, . . . ,max{µ٢ − σ٢

n,٠}] (۴١.٢)

جواب مؤلفه�های اثرات روش، این می�باشد. تیخونف روش از اصلاحی پیشنهادی، روش بنابراین،
پیشنهادی روش هستند. میرا بالا اندیس جواب مؤلفه�های حالی�که در می�کند حفظ را پایین�تر اندیس

است. شده خلاصه (۴.٣.٢) الگوریتم توسط

: شده پیشنهاد منظم�سازی روش در ،x̄µ تعیین روش الگوریتم .۴.٣.٢ الگوریتم

می�کنیم. تعیین اختلاف اصل از استفاده با تیخونف، منظم�سازی از را µ ابتدا -١

σj > µ ≥ σj+١ برای -٢
Pµ = diag[σ٢

١, . . . , σ
٢
j , µ

٢, . . . , µ٢]

١٧Martin Fuhry
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می�دهیم. تشکیل را

می�آوریم. به�دست x̄µ = V P−١
µ

∑T b̃ از را x̄µ جواب -٣

منظم�سازی روش�های مقایسه ۶.٣.٢

منظور، این برای می�پردازیم. معرفی�شده منظم�سازی روش�های مقایسه به مثالی ارایه با بخش، این در
بگیرید: نظر در زیر به�صورت را ١٨ فردهلم انتگرالی معادله

(Tf)(s) =

∫
k(s, t)f(t)dt (۴٢.٢)

باید عددی انتگرال�گیری روش�های از استفاده با معادله این حل برای است. عملگر یک T آن در که
بزنیم: تقریب زیر به�صورت را (۴٢.٢) انتگرال کنید، فرض نمود. گسسته�سازی را مساله

∫
k(sj, t)f(t)dt =

M∑
i=٠

wik(sj, ti)f(ti)∆ti j = ١,٢, . . . , N, m > n

خطی معادلات دستگاه به (۴٢.٢) بنابراین،
b = Ax+ ε, (۴٣.٢)

bi = g(si) ،m > n با m×nماتریس A = (Aij) = wik(si, yi)∆ti آن، در که می�شود. تبدیل

.ti =
i−١

٢ (b−a)

n
و b−a

n
= wi همچنین، است. Rn در مجهول برداری x = f(ti) و

منظم�سازی روش�های از لذا، می�شود. مربعات حداقل مساله حل به منجر (۴٣.٢) خطی دستگاه
نمود. استفاده آن حل برای می�توان بیان�شده

:[٢۴] می�کنیم تعریف ١٩ فیلیپس آزمون مساله در

Φ(x) =

١+ cos(πx٣ ), |x| < ٣,

٠, |x| ≥ ٣.
(۴۴.٢)

و f(t) = Φ(t) ،k(s, y) = Φ(s− t) همچنین،

g(s) = (۶− |s|)(١+
١
٢cos(

πs

٣ )) +
٩
٢πsin(

π|s|
٣ )

می�باشد. [−۶,۶] انتگرال�گیری بازه و
می�پردازیم. پیشنهادی روش و تیخونف ،TSV D منظم�سازی روش�های مقایسه به مساله این در حال،
جواب xc آن در که است. شده استفاده ∥xc−xe∥

∥xe∥ رابطه از نسبی خطای محاسبه برای است، ذکر به لازم
می�باشد. واقعی جواب xe و منظم�سازی روش�های از محاسبه�شده

١٨Fredholm
١٩Phillips
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فیلیپس آزمون در منظم�سازی روش�های نسبی خطای مقایسه :١.٢ جدول

TSV D روش تیخونف روش پیشنهادی روش نویز
۴٫ ٢۶٩۵× ٢−١٠ ۴٫ ٣٩١٣× ٢−١٠ ٢٫ ٣٢٧٠× ٢−١٠ ١٠٪
٢٫ ۴٨٨٣× ٢−١٠ ٣٫ ١۶۵٧× ٢−١٠ ٢٫ ١۵٧٠× ٢−١٠ ۵٪
٢٫ ٣٨٧۶× ٢−١٠ ١٫ ٩٢٣٩× ٢−١٠ ١٫ ۵٧٠۴× ٢−١٠ ١٪
٩٫ ٩٢٣۶× ٣−١٠ ٨٫ ١٩٣٧× ٣−١٠ ۵٫ ۴۶۵١× ٣−١٠ ٠٫ ١٪

دیگر روش�های از بهتر حالات همه در پیشنهادشده منظم�سازی روش می�کنید، مشاهده همانطورکه
می�کند. عمل

معکوس پردازش ۴.٢

مربعات حداقل ،٢٠ ژاکوبی ترانهاده روش�های دارد. وجود منفرد مسایل حل برای نیز دیگری روش�های
.[٣١] می�باشند روش�ها این جمله از ٢٢ (SDLS) انتخابی میراشده مربعات حداقل و ٢١ (DLS) میرا
ذکر روش�های معرفی به آن از پس و پرداخته ٢٣ (IK) معکوس پردازش مسایل معرفی به ابتدا ادامه در

می�پردازیم. شده
اثر�کننده�های به�طوری�که است، ٢۴ مفصل زوایای برای تنظیماتی یافتن ربات، یک برای IK مساله

گیرند. قرار ٢۶ هدف موقعیت�های در ربات، ٢۵ انتهایی

شده�است، طراحی خارج محیط با ارتباط برقراری برای که ربات بازوی انتهایی قسمت .١.۴.٢ تعریف
.[٢] می�شود نامیده مؤثر انتهای

حل برای می�باشند. مفصل زوایای نشان�دهنده �θjها آن در که بگیرید، نظر در مفصل n با را رباتی
قرار هدف موقعیت در ربات انتهایی اثرکننده�های که می�شوند تعیین به�گونه�ای مفصل زوایای ،IK مساله
بگیرید، نظر در (s١, . . . , sk)T ستون�های با و در s١, . . . , sk موقعیت�های با مؤثر انتهای k گیرند.
همچنین، است. مفصل زوایای از تابعی نیز، si مؤثر انتهای هر نوشت. s⃗ به�صورت می�توان را آن که
مؤثر انتهای برای �iام هدف موقعیت ti که می�شوند. تعریف t⃗ = (t١, . . . , tk)

T با هدف موقعیت�های
را رابطه این باشد. مؤثر انتهای �iامین موقعیت در دلخواهی تغییر ei = ti − si کنید فرض است. �iام

٢٠Jacobian Transpose
٢١Damped Least Squares
٢٢Selectively Damped Least Squares
٢٣Inverse Kinematics
٢۴Joint angles
٢۵End effectors
٢۶Target positions
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ربات یک برای را زیر معادله توضیحات، این اساس بر نوشت. e⃗ = t⃗ − s⃗ برداری به�صورت می�توان
داریم:

J∆θ = e⃗ (۴۵.٢)

معکوس�پذیر یا و مربعی است ممکن J ژاکوبین ماتریس که، است این اینجا در مطرح مساله واقع در
ژاکوبی، ترانهاده روش�های بخش، این در مشکل این رفع برای باشد. منفرد است ممکن همچنین، نباشد.

می�دهیم. قرار بررسی مورد را انتخابی میراشده مربعات حداقل و میراشده مربعات حداقل

ژاکوبی ترانهاده روش ١.۴.٢

رابطه از استفاده به�جای روش این در

∆θ = j−١e⃗

معادله از ،J = ( ∂ti
∂θj

)i,j که

∆θ = αJT e⃗ (۴۶.٢)

رابطه از می�توان را ،α اسکالر آن در که می�شود. استفاده ∆θ محاسبه برای

α =
⟨e⃗, JJT e⃗⟩
⟨JJT e⃗, JJT e⃗⟩

استفاده آن ترانهاده از ،J ماتریس وارون از استفاده به�جای روش این در واقع، در نمود. محاسبه
به�دست در مؤثری نقش که ژاکوبین، ماتریس وارون آوردن به�دست از پرهیز سبب عمل این می�شود.

است. شده استفاده [١] در بار اولین برای روش این می�شود. دارد، مساله نامطلوب جواب آوردن

میراشده مربعات حداقل روش ٢.۴.٢

که می�یابیم را θ∆�ای ،e⃗ = J∆θ برای جواب می�نیمم یافتن به�جای میرا�شده، مربعات حداقل روش در
معادله جواب

||J∆θ − e⃗||٢ + λ٢||∆θ||٢, (۴٧.٢)

کردن کمینه با معادل بالا عبارت می�باشد. صفر غیر میرایی ثابت مقدار ،λ ∈ R که �نماید. می�نیمم را
عبارت

∥∥∥( I

λI

)
∆θ −

(
e⃗

٠

)∥∥∥٢, (۴٨.٢)

به�شکل نیز آن با متناظر نرمال معادله می�باشد.
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(
J

λI

)T(
J

λI

)
=

(
J

λI

)T(
e⃗

٠

)
, (۴٩.٢)

با است معادل (۴٩.٢) می�باشد.
(JTJ + λ٢I)∆θ = JT e⃗

زیر عبارت معادل میراشده، مربعات حداقل جواب بنابراین، است، نامنفرد JTJ + λ٢I ماتریس
می�باشد:

∆θ = (JTJ + λ٢I)−١JT e⃗. (۵٠.٢)

داد: نشان می�توان به�سادگی

(JTJ + λ٢I)−١JT = JT (JJT + λ٢I)−١

بنابراین،

∆θ = JT (JTJ + λ٢I)−١e⃗. (۵١.٢)

m×m بعد از وارون�پذیر ماتریس (۵١.٢) معادله در که، است این (۵٠.٢) بر (۵١.٢) معادله مزیت
می�باشد. n از کوچکتر بسیار اینجا در m و می�باشد، n× n بعد از (۵٠.٢) معادله در ولی می�باشد.

معادله پایداری برای و دارد، بستگی هدف موقعیت�های و ربات جزئیات به λ میرایی ثابت مقدار
∆θ جواب�های �که باشد، بزرگ اندازه�ای به باید میرایی ثابت مقدار شود. انتخاب دقت به باید (۵١.٢)
سرعت آنگاه کنیم، انتخاب بزرگ بسیار را ثابت این اگر اما �باشند. خوش�وضع منفرد، مقادیر نزدیک
دارد وجود ربات ساختمان بر مبتنی روش چند میرایی، ثابت انتخاب برای می�شود. کند بسیار همگرایی
عامل که می�باشد. گاوس توزیع توسط میرایی عامل آوردن به�دست روش�ها، این از یکی .[٩] و [۴]

رابطه طریق از آن، در λ میرایی

λGi
= λmaxe

−(
σi
ε
)٢

را تکین ناحیه اختلاف ε و �iام، تکین مقدار برای میرایی عامل λGi
رابطه، این در می�آید. به�دست

.[٢٢] می�دهد نشان

تکین مقدار تجزیه توسط تحلیل ٣.۴.٢

بردن به�کار با می�کند. ارایه میراشده مربعات حداقل و شبه�معکوس روش�های آنالیز برای شیوه�ای SV D

داشت: خواهیم Jm×n ژاکوبین ماتریس برای تجزیه این
J = UDV T , (۵٢.٢)
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همچنین، می�باشد. قطری ماتریس �یک Dm×n و متعامد ماتریس�های � Vn×n و Um×m .m ≤ n که
غیر σi از مقدار r باشید، داشته توجه می�باشند. σi = di,i صفر غیر مقادیر D ماتریس قطری درایه�های

است. صفر
نوشت: می�توان J ماتریس SV D از استفاده با

J =
m∑
i=١

σiUiV
T
i =

r∑
i=١

σiUiV
T
i , (۵٣.٢)

می�باشد زیر قطری درایه�های با m× n قطری ماتریس D† نوشت.

d†i,i =

 ١
di,i

, di,i ̸= ٠,

٠, di,i = ٠.

با: است برابر J ماتریس شبه�وارون

J† = V D†UT

بنابراین،

J† =
r∑

i=١
σ−١
i viu

T
i (۵۴.٢)

JJT + λ٢I ماتریس در �می�پردازیم. SV D از استفاده با میراشده مربعات حداقل روش آنالیز به حال،
نوشت: می�توان

JJT + λ٢I = (UDV T )(V DTUT ) + λ٢I = U(DDT + λ٢I)UT

که است واضح می�باشد. σ٢
i + λ٢ قطری عناصر با قطری ماتریس ،DDT + λ٢I ماتریس

(σ٢
i + λ١−(٢ صفر غیر عناصر با m ×m قطری ماتریس آن معکوس و است نامنفرد DDT + λ٢I

بنابراین، می�باشد.
JT (JJT + λ٢I)−١ = V DT (DDT + λ٢I)−١UT = V EUT

قطری عناصر با n×m قطری ماتریس E که

ei,i =
σi

σ٢
i + λ٢

می�باشد.
به�صورت میراشده مربعات حداقل جواب بنابراین،

JT (JJT + λ٢I)−١ =
r∑

i=١

σi

σ٢
i + λ٢

viu
T
i (۵۵.٢)

می�شود. بیان
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شبه�معکوس و میراشده مربعات حداقل روش�های بین رابطه ،(۵۵.٢) و (۵۴.٢) معادلات مقایسه با
شبه�معکوس، روش برای است.

∑
i τiviu

T
i عبارت J معکوس حالت، دو هر در می�شود. مشخص

روش .τi = σi

σ٢
i+λ٢

میراشده مربعات حداقل روش برای حالی�که در است، (١−٠ = ٠) σ−١
i ،τi مقدار

است. ناپایدار می�کند، میل صفر به σi هنگامی�که شبه�معکوس
با چندانی تفاوت میراشده مربعات حداقل روش هستند، بزرگ λ با مقایسه در که σi مقادیر برای
یا هم�اندازه σi هنگامی�که اما، می�باشد. σi

σ٢
i+λ٢

≈ ١
σi

بزرگ، σi برای زیرا، ندارد. شبه�معکوس روش
زمانی�که ،λ > ٠ هر برای واقع، در می�باشند. متفاوت σi

σ٢
i+λ٢

و σ−١ مقادیر آنگاه �باشد، λ از کوچکتر
میراشده مربعات حداقل روش بنابراین، می�کند. میل صفر به σi

σ٢
i+λ٢

عبارت می�کند، میل صفر به σi

می�کند. دوری تکین نقاط از مؤثری به�طور

انتخابی میراشده مربعات حداقل روش ۴.۴.٢

و شبه�معکوس روش�های تحلیل برای قوی روشی ،SV D نمودید، مشاهده قبل بخش در همانطورکه
بر را انتخابی میرا�شده مربعات حداقل روش بخش، این در این�رو از است. میرا�شده مربعات حداقل

:[٢] بگیرید نظر در را J ژاکوبی ماتریس SV D می�کنیم. معرفی تجزیه این اساس

J = U
∑

V

به�صورت شبه�معکوس روش از استفاده با J∆θ = e مساله جواب

∆θ = J†e =
n∑

j=١
σ−١
i viu

T
i e

می�شود. محاسبه
شبه�معکوس روش در �jام مفصل تغییرات آنگاه e = ui اگر حال،

∆θj = σ−١
i vj,i(u

T
i ui) = σ−١

i vj,i

ستون �jامین ،Jj و است، σ−١
i vj,iJj بردار از ui جهت در ربات حرکت بیانگر رابطه این است.

است. ژاکوبین ماتریس
می�شود: تعریف زیر به�صورت Mi

Mi = σ−١
i

m∑
j=١
|vj,i| ∥ Jj ∥

را مفصل زوایای تغییرات از ناشی مؤثر، انتهاهای توسط شده حرکت فواصل مجموع رابطه، این
در ui = (uT

١,i, . . . , u
T
k,i)

T که U ستون �iامین در بردار�ها اندازه مجموع را Ni همچنین، می�زند. تقریب
بگیرید: نظر
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Ni =
k∑

j=١
∥ uj,i ∥ .

می�شود: محدود زیر به�صورت U مؤلفه �iامین برای زاویه تغییرات حال،

γi = min(١, Ni

Mi

)γmax,

می�شود. گرفته نظر در π
۴ معمولا γmax زاویه تغییرات

می�شود: استفاده U ستون�های میرایی افزایش برای γi حال،

∆qi =

wi اگر ∥ wi ∥p≤ γi,

γi
w

∥wi∥∞ صورت این غیر در

توسط حرکت کل میرایی نهایت، در است. wi = ٠ ،σi = ٠ هنگامی�که و wi = σ−١
i vi(u

T
i e) که

∆θ =

∆θ̂ اگر ∥ ∆θ̂ ∥∞≤ γmax

γmax
∆θ̂

∥∆θ̂∥ صورت این غیر در

می�شود. انجام ∆θ̂ =
∑

i|σi ̸=٠∆qi آن در که

روش�ها مقایسه ۵.۴.٢

:[٣٠] بگیرید نظر در را زیر شکل

دسترس غیرقابل اهداف و ربات بازوی :۵.٢ شکل
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(رنگ هدف موقعیت�های همچنین، دارد. وجود مؤثر انتهای چهار و اتصال شانزده شکل، این در
بازوهای و هستند دور حد از بیش اهداف که، معنا این به می�باشند. دسترس غیرقابل آن در قرمز)
نوسان نتیجه در و تکین نقاط به شدن نزدیک سبب امر این که می�شوند. کشیده اهداف سمت به ربات

می�شود. اهداف سمت به شدن همگرا برای آن�ها تلاش و ربات بازوهای بی�ثباتی و
مورد دسترس غیرقابل هدف موقعیت�های برای معکوس پردازش مختلف روش�های زیر، جدول در
هدف موقعیت�های از بهینه فاصله نشان�دهنده اختلاف، میانگین همچنین، است. گرفته قرار مقایسه

است.

دسترس قابل غیر اهداف برای آزمون�ها نتایج :٢.٢ جدول

دقت با تکرارها میانگین اختلاف میانگین روش
٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠١ ٠٫ ١
۶٨۶٫ ٠ ۵۴٨٫ ١ ٣٣۶٫ ٠ ١٧٣٫ ۵ ٠٫ ١٨٢ SDLS

١٧٠۶٫ ٢ ١١۶۶٫ ٧ ۴۴٨٫ ٩ ١١۶٫ ١ ٠٫ ١٠۶ DLS

١۴٢٫ ٣٠ ١۴٢٫ ٣٠ ١۴٢٫ ٢٧ ۴۴٫ ٠ ۴٫ ٩٠٧ JT

�می�دهد. ارایه کمتری دقت با جواب ژاکوبی، ترانهاده روش گرفت: نتیجه می�توان (٢.٢) جدول از
این حال، این با می�باشد. دسترس غیرقابل هدف موقعیت�های در روش این زیاد نوسان بیانگر امر این
تکرار�های در ،SDLS روش می�رسد. جواب به کمتری تکرار�های در دیگر روش�های به نسبت روش

دارد. اهداف از بیشتری فاصله اما است، همگرا DLS روش از کمتر
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٣ فصل

بدوضع خطی معادلات دستگاه جواب

خطی، معادلات دستگاه برای مطلوب جواب آوردن به�دست در مهم مسایل از یکی می�دانید، همانطور�که
یکتا جواب دارای ریاضی نظر از معمولا بدوضع مسایل می�باشد. دستگاه بدوضعی یا و خوش�وضعی
است ممکن محاسبات، دقت محدودیت و مشاهدات خطا�ی وجود دلیل به فیزیکی، نظر از اما هستند،

باشند. نداشته یکتا جواب
رابطه در تجزیه، این اساس بر می�کنیم. استفاده A ماتریس SV D از موضوع، شدن روشن برای
شده، فرض صفر محاسباتی خطاهای اثر بر باشند، کوچک خیلی ،σ تکین مقادیر اگر ،Avi = uiσi

کرد. اعتماد نمی�توان مساله جواب�های به و است منفرد مساله این�صورت، در .Avi = ٠ بنابراین
برای بنابراین، شد. خواهد مجهولات در زیاد نوسانات سبب مشاهدات در کوچک نوسان یک همچنین،
خطی معادلات دستگاه حل برای جدید روشی فصل، این در مسایل، این دقیق جواب آوردن به�دست

�است. شده ارایه [٢٠] در ٢ ویلنی و ١ ولخ روش اساس بر روش این می�نماییم. ارایه بدوضع
است. شده استفاده [٢٠] و [١١] منابع از فصل، این گردآوری در است، ذکر به لازم

بگیرید: نظر در را زیر خطی معادلات دستگاه

Ax = b (١.٣)

روش�های دستگاه�ها، این حل برای می�باشند. x, b ∈ Rm و بد�وضع، A ∈ Rm×m ماتریس آن در که
مسایل این از جوابی گاوس، حذفی مستقیم روش مثال، برای دارند. وجود مختلفی تکراری و مستقیم
مساله گرفتن نظر در دیگر، روش می�باشد. مسایل این�گونه از نادقیق جوابی جواب، این اما �می�کند. ارایه

می�باشد: (١.٣) دستگاه مربعات حداقل

minx∈Rm ∥ Ax− b ∥٢

١Volokh
٢Vilnay
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گرفت. قرار بررسی مورد SV D روش جمله از مختلفی روش�های قبل، فصل در مساله، این حل برای
بگیرید: نظر در زیر به�صورت را A ماتریس SV D این�رو، از

A = V
∑

UT =
m∑
i=١

σiuiv
T
i (٢.٣)

m با m×m قطری ماتریس نیز،
∑

می�باشند. چپ و راست تکین بردار�های ترتیب به V و U که
می�باشد. σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σm > ٠ تکین مقدار

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (١.٣) معادله جواب (٢.٣) از استفاده با

x =
m∑
i=١

σ−١
i ui(v

T
i b) (٣.٣)

کوچک، تکین مقادیر وجود علت به می�آید، به�دست (١.٣) دستگاه برای SV D روش از که جوابی
و می�باشد بدوضع ماتریس�های اساسی ویژگی�های از این می�باشد. نادقیق بدوضع، ماتریس�های برای
دقیق جواب محاسبه و مساله این حل برای روشی ،[٢٠] در ویلنی و ولخ است. دشوار مساله این حل
انجام مرحله دو در که می�باشد، TSV D روش اساس بر آن�ها روش داده�اند. ارایه بدوضع، دستگاه
گاوس، حذفی روش از دوم، مرحله در و ضرایب ماتریس TSV D از اول مرحله در روش، این می�شود.
می�پردازیم. روش این معرفی به ادامه، در می�کند. استفاده خوش�وضع خطی معادلات دستگاه تقلیل برای

ویلنی و ولخ روش ١.٣

به�طوری�که: باشد A ماتریس کوچک تکین مقادیر ٣ اختلال ϵ > ٠ کنید فرض

ϵ > σn+١ ≥ σn+٢ ≥ · · · ≥ σm, (۴.٣)

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (٣.٣) از SV D جواب مقادیر، این از کردن صرف�نظر با

x =
n∑

i=١
σ−١
i ui(v

T
i b) (۵.٣)

منظم�سازی برای گسترده�ای به�طور TSV Dروش می�کند. تعریف را TSV D نوعی ϵ پارامتر واقع، در
ماتریس�های برای TSV D جواب وجود، این با .[٢٨] می�شود استفاده بدوضع خطی دستگاه�های
داده�اند. ارایه مسایل این جواب برای روشی ویلنی و ولخ نباشد. دقیق کافی اندازه به می�تواند بدوضع،
راست و چپ منفرد ماتریس�های U١ = [u١, u٢, . . . , un] و V١ = [v١, v٢, . . . , vn] فرضکنید،
،Ũ٢ = [ũn+١, . . . , ũm] ≡ U١

⊥ و Ṽ٢ = [ṽn+١, . . . , ṽm] ≡ V١
⊥ همچنین، باشند. �TSV D روش

.[٨] کنند تولید را UT
٢ و V T

١ پوچ فضای به�ترتیب، ،Ũ٢ و Ṽ٢ ستون�های باشند. آن�ها متعامد مکمل�های
می�شود: بازنویسی زیر به�صورت ،(١.٣) معادله ویلنی و ولخ روش در

٣ Dangerous
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[
V١ Ṽ٢

]T
A
[
U١ Ũ٢

] [
U١ Ũ٢

]T
x =

[
V١ Ṽ٢

]T (b١
b٢

)
(۶.٣)

زیر: مفروضات گرفتن نظر در با

Ã =
[
V١ Ṽ٢

]T
A
[
U١ Ũ٢

]
,

x =
[
U١ Ũ٢

]
z,

C١ = Ṽ T
٢ AŨ٢,

b١ = V T
١ b, b٢ = V T

٢ b,

نوشت: زیر به�صورت می�توان را (۶.٣) معادله

Ãz =

(
diag(σ١, . . . , σn) ٠

٠ C١

)(
z١

z٢

)
=

(
b١

b٢

)
(٧.٣)

به�دست x = U١z١+ Ũ٢z٢ رابطه از استفاده با ،(١.٣) معادله جواب ،(٧.٣) از z٢ و z١ محاسبه از پس
نمود: حل مستقل به�طور می�توان را زیر دستگاه�های می�آید.

diag(σ١, . . . , σn)z١ = b١, (٨.٣)

C١z٢ = b٢, (٩.٣)

نمود. استفاده گاوس حذفی روش از می�توان دوم، دستگاه حل در
داشت: خواهیم بنابراین، می�باشند. ،σn+١ ≥ σn+٢ ≥ · · · ≥ σm ،C١ تکین مقادیر

k٢(A) =∥ A ∥∥ A−١ ∥٢= σ١σ
−١
m ,

k٢(C١) =∥ C١ ∥∥ C−١
١ ∥٢= σn+١σ

−١
m .

نوشت: می�توان بنابراین،

k٢(C١)

k٢(A)
=

σn+١
σ١

< ϵσ−١
١ ≪ ١

می�شود: خلاصه زیر به�صورت ویلنی و ولخ روش الگوریتم بالا توضیحات به توجه با

( ویلنی و ولخ روش (الگوریتم .١.١.٣ الگوریتم

آورید. به�دست را V١ و U١ ،σ١, . . . , σn ،TSV D محاسبه با .١

کنید. محاسبه را C ماتریس و Ṽ٢ = N(V T
١ ) ،Ũ٢ = N(UT

١ ) پوچ فضای .٢



۵٨ بدوضع خطی معادلات دستگاه جواب .٣

از را x = U١z١ + Ũ٢z٢ جواب سپس و نموده حل را (٩.٣) و (٨.٣) معادلات مرحله این در .٣
�آورید. به�دست (١.٣)

i, j = ١,٢, . . . , n Hij؛ = ١
i+j−١ درایه�های با ماتریسی به هیلبرت، ماتریس .٢.١.٣ تعریف

. [٣] می�باشد بدوضع ماتریس�های معروفترین از ماتریس این می�گویند.

عدد و می�باشد بدوضع ماتریس این بگیرید. نظر در را ١۴ بعد از ،H = ١
i+j−١ هیلبرت ماتریس

نرم در SV D دستور از استفاده با می�باشد. ۴× ١٠١٧ برابر تقریبا دو، نورم گرفتن نظر در با آن شرطی
نمود: محاسبه می�توان را ماتریس این تکین مقادیر ،(SV D(H)) متلب افزار

σ١ ≈ ١٫ ٨٣ > · · · > σ٨ ≈ ٣٫ ۵٨−١٠×٠٧ > σ٩ ≈ ×١٫ ٠٠۴×٩−١٠ > · · · > σ١۴ ≈ ۴٫ ۴١٨−١٠×٩

(٩.٣) دستگاه شرطی عدد آنگاه، کنیم، انتخاب ϵ = ٨−١٠ ویلنی، و ولخ روش در اگر بنابراین،
است. بد�وضع هنوز (٩.٣) معادله ضرایب ماتریس که است آن نشان�دهنده این بود. خواهد σ٨

σ١۴
≈ ١٠٩

،(٨.٣) ضرایب ماتریس تکین مقادیر آنگاه، شود، انتخاب کوچک ϵ پارامتر اگر کلی، حالت در
ضرایب ماتریس شرطی عدد آنگاه، شود، انتخاب بزرگ ϵ هنگامی�که دیگر، طرف از می�باشند. نادقیق
را ویلنی و ولخ روش اساس بر چند�گامی روش مشکل، این حل برای بود. خواهد بزرگ ،(٩.٣) معادله

می�کنیم. ارایه زیر به�صورت

جدید روش ٢.٣

کنند: تقسیم زیر�مجموعه r به را �A تکین مقادیر ،ϵ١ > ϵ٢ > · · · > ϵr−١ کنید فرض

σn٠ = σ١ ≥ · · · ≥ σn١

> ϵ١ > σn١+١ ≥ . . . ≥ σn٢

> ϵ٢ > σn١+٢ ≥ . . . ≥ σn٣

... ...

> ϵr−١ > σnr−١+١ ≥ . . . ≥ σnr = σm.

حل باید C١ و diag(σ١, . . . , σn١) ضرایب ماتریس با خطی معادلات دستگاه�های چندگامی، روش در
می�کنیم. عمل زیر به�صورت بعدی دستگاه حل برای و شده حل ساده�تر دستگاه ابتدا، شوند.

و ولخ روش بنابراین، هستند. ،σn١+١ ≥ · · · ≥ σm دوم، دستگاه ضرایب ماتریس تکین مقادیر
معادله جواب به مرحله r − ١ در روند، این ادامه با می�بریم. به�کار (σn١+١, . . . , σn٢) برای را ویلنی

می�یابیم. دست ،(١.٣)
هستند. قطری آخر، دستگاه از به�غیر چندمرحله�ای، روش دستگاه�های تمام ضرایب ماتریس�



۵٩ عددی مثال�های .٣.٣

می�آید: به�دست زیر رابطه از آخر دستگاه شرطی عدد دو نورم

k٢(Cr−١) =∥ Cr−١ ∥٢∥ C−١
r−١ ∥٢=

σnr−١+١

σm

نوشت می�توان بالا رابطه به توجه با بنابراین می�باشد. آن ضرایب ماتریس Cr−١ که

k٢(Cr−١)

k٢(A)
=

σnr−١+١

σ١
< ϵr−١σ

−١
١ ≪ ١

داریم: ویلنی و ولخ روش در باشید داشته توجه

k٢(C١)

k٢(A)
=

σn١+١

σ١

(
≫ k٢(Cr−١)

k٢(A)

)
(١٠.٣)

می�باشد. ویلنی و ولخ روش از خوش�وضع�تر جدید، روش ضرایب ماتریس می�دهد، نشان (١٠.٣) رابطه

عددی مثال�های ٣.٣

ماتریس ابتدا، شده�است. ارایه روشجدید، کارآیی دادن نشان برای عددی آزمون�های برخی بخش، این در
با را جدید روش و ϵ = ٩−١٠ با را ویلنی و ولخ روش می�گیریم. نظر در را ،١۴ بعد از H هرمیتی
به�کار ،b = H(١,١, . . . ,١)T که ،Hx = b خطی دستگاه حل برای ،ϵ٢ = ١٣−١٠ و ϵ١ = ٨−١٠

.[١١] است شده داده نشان (١.٣) جدول در نیز، عددی نتایج می�بریم.

ε٢ = ١٣−١٠ و ε١ = ٨−١٠ با پیشنهادی روش ε = ٩−١٠ با ویلنی و ولخ روش
مطلق خطای شده محاسبه جواب مطلق خطای شده محاسبه جواب

۵٫ ۶۵٢١٠٨٩٣۶۴٣٨٠٨× ٨−١٠ ١٫ ٠٠٠٠٠٠٠۵۶۵٢١٠٩ ١٫ ٠۶٧۵٧٨٣٣۶٨۴۴١٢× ٧−١٠ ١٫ ٠٠٠٠٠٠١٠۶٧۵٧٨٣
٢٫ ٣٠٠٧٧۴٨۴۵٠٨٧۶٢× ٧−١٠ ٠٫ ٩٩٩٩٩٩٧۶٩٩٢٢۵١۵ ١٫ ۴٩٠۴٢٩٣۴٣٧٣١٢٣× ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩٨۵٠٩۵٧٠۶۵۶٣
۴٫ ٢۵۶٧٧۵٩٠۴۴۵۴٢٨× ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩۵٧۴٣٢٢۴٠٩۵۵ ٠٫ ٠٠٠۵٠۶۴۴٩٧٢٧٠٩٩٠١٢ ١٫ ٠٠٠۵٠۶۴۴٩٧٢٧١
٠٫ ٠٠٠۵۴٠٠۶١۵٢١٧٣٨٧٩٩ ١٫ ٠٠٠۵۴٠٠۶١۵٢١٧۴ ٠٫ ٠٠٧٢۶٢٧٩۵١٠٧٠۵٩۴١ ٠٫ ٩٩٢٧٣٧٢٠۴٨٩٢٩۴١
٠٫ ٠٠٢۴٧٠۵١۵۶٨۴٧٢۶٢٣ ٠٫ ٠٠٩٩٧۵٢٩۴٨۴٣١۵٢٧۴ ٠٫ ٠۵٣٧٠٨۶۵١۴۴۵۶١۴۴ ١٫ ٠۵٣٧٠٨۶۵١۴۴۵۶١
٠٫ ٠٠۵١٣٧٠٩٣٠١۶۴١۵۶٣ ١٫ ٠٠۵١٣٧٠٩٣٠١۶۴٢ ٠٫ ٢١٩١۵۶۶٣٩٣٢١٨١۴ ٠٫ ٧٨٠٨۴٣٣۶٠۶٧٨١٨۶
٠٫ ٠٠۵٠۴٩٨۴٨٩٣٧١٨١٩٧ ٠٫ ٩٩۴٩۵٠١۵١٠۶٢٨١٨ ٠٫ ۴۵٨٣٨٨٧٧٣۵٠۵٨٧٢ ١٫ ۴۵٨٣٨٨٧٧٣۵٠۵٨٧
٠٫ ٠٠٣٢٣٠٢١٩١٧٠٩٢٨۵٨ ١٫ ٠٠٣٢٣٠٢١٩١٧٠٩٣ ٠٫ ١۵٢٧۶٧٩٨١٠٩٠۵۴٣ ٠٫ ٨۴٧٢٣٢٠١٨٩٠٩۴۵٧
٠٫ ٠٠٣٠۵١۴۴٢٨٧۵٠۶٢٧۶ ٠٫ ٩٩۶٩۴٨۵۵٧١٢۴٩٣٧ ١٫ ۶٩٢۶١٣٣٨٣٩١۶۶١ −٠٫ ۶٩٢۶١٣٣٨٣٩١۶۶١٢
٠٫ ٠٠١٨٢٩٣٠٨٠٣۶٣٠٠٨٨ ٠٫ ٩٩٨١٧٠۶٩١٩۶٣۶٩٩ ۴٫ ۶٨٧٠٢۵١۴٨٨۵۶٧۶ ۵٫ ۶٨٧٠٢۵١۴٨٨۵۶٧۶
٠٫ ٠٠٩٧٩٢٢۵٩٨۶٧۴٢۶٠۵ ١٫ ٠٠٩٩٧٩٢٢۵٩٨۶٧۴٣ ۶٫ ٢۶۴٧۴١٧٧٩۴١۴۵٩ −۵٫ ٢۶۴٧۴١٧٧٩۴١۴۵٩
٠٫ ٠٠۶۶۵٣١٠٢٩٠٠٨٣٩۶۵ ٠٫ ٩٩٣٣۴۶٨٩٧٠٩٩١۶ ۴٫ ٧۶۶٩٧٨٢۶٣٧٧١٩۵ ۵٫ ٧۶۶٩٧٨٢۶٣٧٧١٩۵
٠٫ ٠٠١٣۵٠۵٩٢٢٣٢٧٠٢۴ ٠٫ ٩٩٨۶۴٩۴٠٧٧۶٧٢٩٨ ١٫ ٩٧٩٧٨٧٠۵٢٧٣٧٩ −٠٫ ٩٧٩٧٨٧٠۵٢٧٣٧٩
٠٫ ٠٠١٧۴٨٢۴٢۶٣۴٠۵٣٨٢ ١٫ ٠٠١٧۴٨٢۴٢۶٣۴٠۵ ٠٫ ٣۴٩٧٣٧٢۶٠٨٩٣۵۵٩ ١٫ ٣۴٩٧٣٧٢۶٠٨٩٣۵۶

n = ١۴ بعد از هیلبرت ماتریس برای عددی نتایج :١.٣ جدول

خطای می�باشد. ویلنی و ولخ روش از بهتر جدید، روش برای عددی نتایج می�بینید همانطورکه
روش برای عدد این صورتی�که در است. ٢/۵۵١ ویلنی و ولخ روش با شده محاسبه جواب در نسبی



۶٠ بدوضع خطی معادلات دستگاه جواب .٣

بین از انتخاب بهترین ،ϵ = ٩−١٠ می�دهند نشان آزمون�ها همچنین، می�باشد. ٠/٠٠۴ شده پیشنهاد
می�باشد. ویلنی و ولخ روش برای ،ϵ = ١٠−k, k = ٨,٩, . . . ,١۴

شده استفاده قطری، غیر ضرایب ماتریس با خطی، دستگاه�های حل برای نیز، گاوس حذفی روش از
است.

: [٢٠] بگیرید نظر در ١۴× ١۴ بعد از F ماتریس

F =



١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/٣ ١/٧ ١/١٠ ١/١٣ ١/١۶ ١/۵ ١/٨ ١/١١ ١/١۴ ١/١٧ ١/۶
١/١٣ ١/١۶ ١/١٩ ١/٨ ١/١١ ١/١۴ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/١٨ ١/٢١ ١/١٠
١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/١٢ ١/١۵ ١/١٨ ١/٢١ ١/٢۴ ١/١٣ ١/١۶ ١/١٩ ١/٢٢ ١/٢۵ ١/١۴
١/٧ ١/١٠ ١/١٣ ١ ١/۵ ١/٨ ١/١١ ١/١۴ ١/٣ ١/۶ ١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/۴
١/١١ ١/١۴ ١/١٧ ١/۶ ١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/١٨ ١/٧ ١/١٠ ١/١٣ ١/١۶ ١/١٩ ١/٨
١/١۵ ١/١٨ ١/٢١ ١/١٠ ١/١٣ ١/١۶ ١/١٩ ١/٢٢ ١/١١ ١/١۴ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/١٢
١/١٩ ١/٢٢ ١/٢۵ ١/١۴ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/٢۶ ١/١۵ ١/١٨ ١/٢١ ١/٢۴ ١/٢٧ ١/١۶
١/٢٢ ١/٢۵ ١/٢٨ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/٢۶ ١/٢٩ ١/١٨ ١/٢١ ١/٢۴ ١/٢٧ ١/٣٠ ١/١٩
١/١٠ ١/١٣ ١/١۶ ١/۵ ١/٨ ١/١١ ١/١۴ ١/١٧ ١/۶ ١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/١٨ ١/٧
١/١۴ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/١٨ ١/٢١ ١/١٠ ١/١٣ ١/١۶ ١/١٩ ١/٢٢ ١/١١
١/١٨ ١/٢١ ١/٢۴ ١/١٣ ١/١۶ ١/١٩ ١/٢٢ ١/٢۵ ١/١/١۴ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/٢۶ ١/١۵
١/٨ ١/١١ ١/١۴ ١/٢ ١/۶ ١/٩ ١/١٢ ١/١۵ ١/۴ ١/٧ ١/١٠ ١/١٣ ١/١۶ ١/۵
١/٢١ ١/٢۴ ١/٢٧ ١/١۶ ١/١٩ ١/٢٢ ١/٢۵ ١/٢٨ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/٢۶ ١/٢٩ ١/١٨
١/١۶ ١/١٩ ١/٢٢ ١/١١ ١/١۴ ١/١٧ ١/٢٠ ١/٢٣ ١/١٢ ١/١۵ ١/١٨ ١/٢١ ١/٢۴ ١/١٣


ماتریس یک نشان�دهنده این می�باشد. ١٠١٨ شرطی عدد دارای دو نورم گرفتن نظر در با ماتریس این

می�باشد. بد�وضع
با را جدید روش و ،ϵ = ١١−١٠ با را ویلنی و ولخ روش بگیرید. نظر در را قبل مفروضات تمام

است. شده بیان (٢.٣) جدول در عددی نتایج می�بریم. به�کار ϵ٢ = ١٣−١٠ و ϵ١ = ٨−١٠

ε٢ = ١٣−١٠ و ε١ = ٨−١٠ با جدید روش ε = ١١−١٠ با ویلنی و ولخ روش
مطلق خطای شده محاسبه جواب مطلق خطای شده محاسبه جواب

٠٫ ٠٠٣٣۶۶٣٩۶٧۶٣٠٩٢١۴ ١٫ ٠٠٣٣۶۶٣٩۶٧۶٣٠٩ ٠٫ ۴٠٨۵١٣٧۴٨١۶٢۵٩۶ ١٫ ۴٠٨۵١٣٧۴٨١۶٢۶
٠٫ ٠١٠٠٧٧۴٣۵١٢٢۶۴٩۶ ١٫ ٠١٠٠٧٧۴٣۵١٢٢۶۵ ٠٫ ٩٩٢۵١٨٢١٢۴٢٢۵٨٧ ١٫ ٩٩٢۵١٨٢١٢۴٢٢۵٩
٠٫ ٠٠٢۶٨١٨٢٠٩١٩٩٠١٧٧ ١٫ ٠٠٢۶٨١٨٢٠٩١٩٩ ۴٫ ۶٧١٠۵١٢٩١٨١۵٧٨ −٣٫ ۶٧١٠۵١٢٩١٨١۵٧٨
٠٫ ٠٠٠٨١۶٣٩۶٠٢٩٧۶٠۶٩١ ١٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٢٩٧۶ ۵٫ ۵١٧٣۶۴٣۴٣١٧٧١٨× ١٢−١٠ ٠٫ ٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩۴۴٨٣
٠٫ ٠٠٠٨١۶٣٩۶٠٢٩٧۶٠۶٩١ ١٫ ٠٠٠٨١۶٣٩۶٠٢٩٧۶ ٠٫ ٠١۴٠٧٢٢۴٢٧٠٨۶۶۵۵ ١٫ ٠١۴٠٧٢٢۴٢٧٠٨۶٧
٠٫ ٠٠٧٣٧٣٧٩٠٨٣۴۵۴۵٠۴ ١٫ ٠٠٧٣٧٣٧٩٠٨٣۴۵۵ ٠٫ ٩٢۶٠۵٧١٠۴٠٣٩۶٩ ٠٫ ٠٧٣٩۴٢٨٩۵٩۶٠٣١٠٢
٠٫ ٠٠٢۶۶٧١۵٠٣٠٢٧٧۵٧۶ ١٫ ٠٠٢۶۶٧١۵٠٣٠٢٧٨ ۴٫ ٢٧٧۴٨٨۴٠٧٢٧٨ −٣٫ ٢٧٧۴٨۴٨٨۴٠٧٢٧٨
٠٫ ٠٠٨۴٣١٢٩٨۵١۶٠١٠۵۴ ٠٫ ٩٩١۵۶٨٧٠١۴٨٣٩٨٩ ١٫ ٩١٨٨٣٧٩۵٣۵٢٣٩۶ ٢٫ ٩١٨٨٣٧٩۵٣۵٢٣٩۶
١٫ ٠٩٣٢٨۵۶٣٣۵٧٩٩× ١٠−۶ ٠٫ ٩٩٩٩٩٨٩٠۶٧١۴٣۶۶ ٢٫ ۶٠٧۵٩٠٣۴٢۵١٨٢٣× ١٠−۵ ١٫ ٠٠٠٠٢۶٠٧۵٩٠٣۴٣
٠٫ ٠٠٣٢٧٨٢٨٧٧۵۴۶٠٧٧ ٠٫ ٩٩۶٧٢١٧١٢٢۴۵٣٩٢ ٠٫ ١٠٠٩۴٨۶٠٣١۵۵٢۴۵ ٠٫ ٨٩٩٠۵١٣٩۶٨۴۴٧۵۵
٠٫ ٠١٨٧٢٧١٠٩٢۶٧۴۶٣٢ ٠٫ ٩٨١٢٧٢٨٩٠٧٣٢۵٣٧ ٠٫ ٨٧٨٨۶۵٧٧٧٧٠١ ١٫ ٨٧٨٨۶۵٧٧٧٧٠١

٠٫ ٠٠٠٧۴۴٩٩٢٩٠٠٢٨٠۵١٧ ٠٫ ٩٩٩٢۵۵٠٠٧٠٩٩٧١٩ ۶٫ ٠٩۶٧٢١۶١۵٠٢٣٠۶ ٧٫ ٠٩۶٧٢١۶١۵٠٢٣٠۶
٠٫ ٠٠۴٢۵٨٠٧٧۵٧٣٩۵١۵٨ ١٫ ٠٠۴٢۵٨٠٧٧٧۵٧٣٩۵ ٠٫ ٣٣٣٠١٨٧٨٧۵۴٨٣۵ ٠٫ ۶۶۶٩٨١٢١٢۴۵١۶۵

۵٫ ٧٧۶٢۶۶۴٨١۶١۶٣٣× ١٠−۵ ٠٫ ٩٩٩٩۴٢٢٣٧٣٣۵١٨۴ ٠٫ ٠٠٠٩٩۵٠٠٩۵۶٧١۶٣١۴١ ٠٫ ٩٩٩٠٠۴٩٩٠۴٣٢٨٣٧

F ماتریس برای عددی نتایج :٢.٣ جدول



۶١ عددی مثال�های .٣.٣

روش برای عدد این که است ٢/۴۴٨ ویلنی و ولخ روش با شده محاسبه جواب در نسبی خطای
بین از انتخاب بهترین ϵ = ١١−١٠ که می�دهند نشان تجربی آزمون�های می�باشد. ٠/٠٠٧ شده پیشنهاد

می�باشد. ویلنی و ولخ روش برای ϵ = ١٠−k, k = ٨,٩, . . . ,١۴
است. شده انجام متلب نرم�افزار کدهای توسط عددی آزمون�های تمام است، ذکر به لازم



۶٢ بدوضع خطی معادلات دستگاه جواب .٣



۴ فصل

خطی معادلات دستگاه حل جدید روش

حقیقت یک به�عنوان می�شود. مطرح کاربرد�ها از وسیعی دامنه در ،Ax = b خطی دستگاه حل مساله
برق، مهندسی مانند کاربردی، علوم و عملی مهندسی مسایل همه تقریبا عددی جواب�های گفت، باید
از A که Ax = b خطی دستگاه در .[۵] دارند خطی مساله جواب به نیاز معمول به�طور شیمی و مکانیک
دستگاه حل برای زیادی تکراری روش�های باشد، نامنفرد A ماتریس صورتی�که در می�باشد، n× n بعد
�SOR روش و سایدل گاوس- ژاکوبی، روش تکراری، روش�های جمله از دارند. وجود خطی معادلات
برای پیش�شرط یک از آن�ها اما دارند. وجود نیز، روش�ها این از کارآمدتر روش�هایی همچنین، می�باشند.
ارایه خطی معادلات دستگاه حل برای تکراری روشی فصل، این در ما .[٢٣] می�کنند استفاده مساله حل
می�باشد. سایدل گاوس- و SOR روش به نسبت آن، کمتر تکرار تعداد روش، این مزیت از می�نماییم.
همچنین، می�شود. همگرا مساله جواب به روش دو این از سریعتر ارایه�شده، جدید روش دیگر، به�عبارت

شود. همگرا می�تواند روش این باشد، واگرا گاوس-سایدل روش به نظر مورد دستگاه زمانی�که
برای تکراری روشی به نرمال، معادلات دستگاه به w تخفیف پارامتر کردن اضافه با روش این در
جدید روش همگرایی سرعت عددی، مثال�های با نهایت، در می�یابیم. دست خطی معادلات دستگاه حل

است. گرفته قرار مقایسه مورد شده، ذکر روش دو به نسبت

تکراری روش�های ١.۴

است. شده استفاده [۵] مرجع از بخش، این گردآوری در
روش معرفی به ،SOR و سایدل گاوس- تکراری روش�های یادآوری ضمن ابتدا، بخش، این در

می�پردازیم. خطی معادلات دستگاه حل جدید
تکراری رابطه از سایدل گاوس- روش در می�دانید، همانطورکه

X(k) = BX(k−١) + C (١.۴)

آن، در که می�شود. استفاده خطی معادلات دستگاه حل برای



۶۴ خطی معادلات دستگاه حل جدید روش .۴

C = (L+D)−١b

و

B = −(L+D)−١U

ماتریس قطری و مثلثی بالا و پایین ماتریس�های به�ترتیب، D و U ،L است، ذکر به لازم می�باشد.
می�باشند. A

تکراری رابطه از نیز، SOR روش در

X(k) = [I − w(I −B)X(k−١)] + wC, (٢.۴)

سایدل گاوس- روش ماتریس�های همان ،B و C ماتریس�های می�شود. استفاده مسایل حل برای
می�آید. به�دست (١.٢.۴) قضیه از که است تخفیفی پارامتر w همچنین، می�باشند.

پیشنهادی روش کلی ساختار ٢.۴

می�باشد، ٠ < w < ٢ که w مانند تخفیف پارامتر یک از ،SOR روش مانند جدید، تکراری روش
می�کند. استفاده

: می�آید به�دست زیر رابطه از بهینه w باشد، سه�قطری و مثبت معین A ماتریس اگر .١.٢.۴ قضیه

w =
٢

١+
√
١− ρ(Bg)

=
٢

١+
√
١− [ρ(Bj)]٢

, (٣.۴)

آن، در که

ρ(BJ) = ρ(Bg) = Max|λi|, i = ١, . . . , n

کنید. مراجعه [۵] به اثبات برای است. A ماتریس ویژه مقادیر λi که
،n×١ بعد از bراست سمت مقادیر و x مجهول بردار ،An×n نامنفرد ماتریس � با زیر خطی دستگاه

بگیرید. نظر در
Ax = b (۴.۴)

می�کنیم: ضرب AT در را رابطه این طرفین

ATAx = AT b (۵.۴)

داشت: خواهیم بنابراین، می�کنیم. ضرب (۵.۴) رابطه طرفین در را w تخفیف پارامتر حال،



۶۵ پیشنهادی روش کلی ساختار .٢.۴

wATA = wAT b (۶.۴)

این�صورت، در می�نماییم. کم و اضافه (۶.۴) رابطه چپ سمت به را ATAx عبارت حال

wATAx+ ATAx− ATAX = wAT b

بنابراین:
ATAx = (١− w)ATAx+ wAT b

داریم: ATA وارون�پذیری صورت در و

x = (١− w)x+ w(ATA)−١AT b (٧.۴)

خواهیم چپ سمت متغیر برای k + ١ اندیس و راست سمت متغیر برای k اندیس گرفتن نظر در با
داشت:

xk+١ = (١− w)xk + w(ATA)−١AT b (٨.۴)

می�باشد. SOR روش به نسبت بیشتر، همگرایی سرعت جدید، روش مزیت شد، گفته همانطور�که
ادامه، در می�شود. همگرا مساله جواب به روش این باشد، واگرا سایدل گاوس- روش زمانی�که همچنین،

است. شده داده نشان SOR و سایدل گاوس- روش�های بر شده ارایه روش مزیت مثال�هایی با

بگیرید: نظر در را زیر دستگاه .٢.٢.۴ مثال

٢x١ − x٢ = ٧

−x١ + ٢x٢ − x٣ = ١

−x٢ + ٢x٣ = ١

x٠ =
[
٠, ٠, ٠

]T
انتخاب با می�باشد. x =

[
۶, ۵, ٣

]T
واقعی جواب دارای دستگاه این

ماتریس این�که گرفتن نظر در با و اولیه

A =


٢ −١ ٠
−١ ٢ −١
٠ −١ ٢


در که آورد. به�دست (٣.۴) رابطه از را بهینه w می�توان است، مثبت معین و سه�قطری ماتریس یک
در اولیه x٠ و آمده به�دست w دادن قرار با حال می�باشد. w ∼= ١٫ ١٧١۶ تقریبا آن مقدار مساله، این

داریم: (٨.۴) تکراری رابطه



۶۶ خطی معادلات دستگاه حل جدید روش .۴

x(١) = (١− ١٫ ١٧١۶)x(٠) + ١٫ ١٧١۶(ATA)−١AT b =
[
٧٫ ٠٢٩۶ ۵٫ ٨۵٨٠ ٣٫ ۵١۴٨

]T
x(٢) = (١− ١٫ ١٧١۶)x(١) + ١٫ ١٧١۶(ATA)−١AT b =

[
۵٫ ٨٢٣٣ ۴٫ ٨۵٢٨ ٢٫ ٩١١٧

]T
...

x(٧) = (١− ١٫ ١٧١۶)x(۶) + ١٫ ١٧١۶(ATA)−١AT b =
[
۶٫ ٠٠٠٠ ۵٫ ٠٠٠٠ ٣٫ ٠٠٠٠

]T
می�بریم: به�کار مثال این برای را SOR روش حال،

C =


٣٫ ۵٠٠٠
٢٫ ٢۵٠٠
١٫ ۶٢۵٠

 , B =


٠ ٠٫ ۵٠٠٠ ٠
٠ ٠٫ ٢۵٠٠ ٠٫ ۵٠٠٠
٠ ٠٫ ١٢۵٠ ٠٫ ٢۵٠٠



X(١) = [I٣ − ١٫ ١٧١۶(I −B)X(٠)] + ١٫ ١٧١۶C =
[
۴٫ ١٠٠۶ ٢٫ ۶٣۶١ ١٫ ٩٠٣٩

]T
X(٢) = [I٣ − ١٫ ١٧١۶(I −B)X(١)] + ١٫ ١٧١۶C =

[
۴٫ ٩۴١٢ ۴٫ ٠٧١١ ٢٫ ۵٢٠٨

]T
...

X(١۴) = [I٣ − ١٫ ١٧١۶(I −B)X(١٣)] + ١٫ ١٧١۶C =
[
۶٫ ٠٠٠٠ ۵٫ ٠٠٠٠ ٣٫ ٠٠٠٠

]T
می�رسد. مساله جواب به �١۴ام تکرار در روش این می�کنید، مشاهده همانطور�که

جواب به SOR روش به نسبت کمتری تکرار تعداد در شده، ارایه جدید روش مثال، این مطابق
می�باشد. SOR روش به نسبت جدید روش بیشتر سرعت نشان��دهنده این می�شود. همگرا مساله

بگیرید: نظر در را زیر دستگاه .٣.٢.۴ مثال

x١ + ٢x٢ − ٢x٣ = ١

x١ + x٢ + x٣ = ٢

٢x١ + ٢x٢ + x٣ = ۵

سایدل گاوس- روش بردن کار به با می�باشد. x = (٧,−۴,−١)T واقعی جواب دارای دستگاه این
داریم:



۶٧ پیشنهادی روش کلی ساختار .٢.۴

x(١) =
[
١, ١, ١

]T
x(٢) =

[
١ ,٠, ٣

]T
x(٣) =

[
٧, −٨, ٧

]T
x(۴) =

[
٣−,٣١۶,١۵

]T
...

مساله این برای سایدل گاوس- روش واگرایی نشان�دهنده تکرار�ها می�کنید، ملاحظه همانطور�که
مساله این برای (w = ٠٫ ٠٠١) مناسب w انتخاب با را شده ارایه جدید روش اگر حال، می�باشند.

می�شود. همگرا مساله جواب به روش این می�شود، مشاهده ببریم، به�کار

روش به نسبت بالاتری همگرایی سرعت دارای (٨.۴) در شده ارایه جدید روش دادیم، نشان ما
���سایدل گاوس- روش هنگامی�که شده، ارایه تکراری روش به�علاوه، می�باشد. سایدل گاوس-�� و SOR

شود. همگرا خطی، دستگاه جواب به می�تواند باشد، واگرا



۶٨ خطی معادلات دستگاه حل جدید روش .۴



۵ فصل

از استفاده با حالت پس�خورد کنترل
ویژه ساختار دکوپله�سازی

دکوپله�سازی استفاده با حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای روشی معرفی به فصل، این در
خطی جبر کلاسیک روش�های براساس اینجا در می�پردازیم. است، شده بیان [٢٧] در که ١ ویژه ساختار
بردن به�کار برای شده�است. گرفته نظر در سیستم به معین ویژه تخصیصمقادیر مساله ،SV D مانند عددی
(MIMO) خروجی چند ورودی- چند سیستم�های برای حالت پس�خورد کنترل طراحی در ویژه ساختار
همدم روش بردن به�کار با آن از پس شده�است. استفاده SV D تجزیه چپ ویژه بردار�های مجموعه از ٢

ماتریس نورم ساختن بهینه به [٢٧] در شده ارایه روش از استفاده و آن به مربوط تبدیلات و برداری
توجهی قابل به�طور را پس�خورد ماتریس نورم ما، شده ارایه روش واقع، در می�پردازیم. حالت پس�خورد

می�نماید. می�نیمم
است. شده استفاده [٢٧] و [٢۶] ،[١۴] منابع از فصل این نوشتن در است، ذکر به لازم

مساله بیان ١.۵

حالت فضای معادلات با خطی دینامیکی سیستم�های

q̇(t) = Aq(t) + Bu(t) (١.۵)

y(t) = Cq(t) +Du(t) (٢.۵)

بگیرید. نظر در C ∈ Rm×n و B ∈ Rn×r ،A ∈ Rn×n ثابت ماتریس�های با
پس�خورد کنترل قانون ،(١.۵) خطی زمانی پیوسته MIMO سیستم کنترل�پذیری برای کلی، به�طور

است: زیر به�صورت حالت،
١Eigenstructure decoupling
٢Multi input-Multi output



٧٠ ویژه ساختار دکوپله�سازی از استفاده با حالت پس�خورد کنترل .۵

u(t) = −Kq(t) + Lw(t), (٣.۵)

در (٣.۵) جایگذاری با می�شود. تعریف ،L ∈ Rr×m و حالت پس�خورد ماتریس K ∈ Rr×n که
داشت: خواهیم زیر به�صورت بسته حلقه سیستم یک (١.۵)

q̇(t) = Acq(t) +BLw(t), (۴.۵)

همچنین می�باشند. ،Ac ∈ Rn×n که Ac = (A−BK)ماتریس ویژه مقادیر بسته، حلقه قطب�های
است. شده گرفته نظر در کنترل�پذیر (A,B) زوج فصل این در

اساسی مقدمات ٢.۵

استاتیک دکوپله�سازی مساله ١.٢.۵

بود: خواهد زیر به�صورت (۴.۵) معادله تبدیل تابع ماتریس ،m = r و q(٠) = ٠ اگر

G(s) =
(
(C −DK)(sIn − Ac)

−١B +D
)
L (۵.۵)

همچنین، می�شود. گفته کوپل�شده تابع، این به دهد، قرار تأثیر تحت را یکخروجی از بیشتر ورودی هر اگر
هنگامی�که

lim
s→٠

G(s) = [(C −DK)(−Ac)
−١B +D]L = Im (۶.۵)

آنگاه باشد، پایدار Ac و نامنفرد G(٠) اگر و

L =
(
(C −DK)(−Ac)

−١B +D
)−١ (٧.۵)

تحت را خروجی یک تنها ورودی هر آن در که می�نامند. استاتیکی دکوپله�شده را سیستم صورت، این در
می�دهد. قرار تأثیر

اگر تنها و اگر است حل�شدنی حالت پس�خورد از استفاده با استاتیک دکوپله�سازی مساله .١.٢.۵ گزاره

باشد. پایدار (A,B) (١

rank

[
A B

C D

]
= m+ n (٢

باشد. پایدار Ac که یافت به�گونه�ای را K پس�خورد ماتریس می�توان باشد، پایدار (A,B) اگر برهان.



٧١ اساسی مقدمات .٢.۵

rank

[
A B

C D

]
= rank

[
A B

C D

][
In ٠
−K Im

]
= rank

[
A−BK B

C −DK D

]

rank

[
A−BK B

C −DK D

]
= rank

[
In ٠

−(C −DK)(A−BK)−١ Im

][
A−BK B

C −DK D

]

rank

[
A B

C D

]
= rank

[
A−BK B

٠ −(C −DK)(A−BK)−١ +D

]
= m+ n

(٨.۵)

داشت: خواهیم دوم گزاره از و rank(Ac) = n آنجایی�که از ترتیب، به�این

rank
(
(C −DK)(−Ac)

−١B +D
)
= m (٩.۵)

امکان این�صورت، در . می�آید به�دست G(٠) = Im ،(٧.۵) به�صورت L انتخاب با بنابراین،
دارد. وجود استاتیک دکوپله�سازی

عکس، حالت

rank(L) = rank
(
C −DK)(−Ac)

−١B +D
)
= m

رابطه از که باشد. نامنفرد (C −DK)(−Ac)
−١B +D ماتریس باید فوق، تساوی برقراری برای

می�شود. نتیجه (٩.۵)

متعامد مکمل ٢.٢.۵

آنگاه باشد. rank(E) = k < h با ناقص رتبه ماتریس ،E ∈ Rh×h کنید فرض .٢.٢.۵ تعریف
می�باشد. E سطری فضای متعامد مکمل E از NE پوچ فضای

مکمل آنگاه باشد. rank(E) = k < h و ناقص رتبه ماتریس E ∈ Rh×h کنید فرض .٣.٢.۵ گزاره
به�صورت E⊥ ،E متعامد

E⊥ = DUT
٢ (١٠.۵)

می�باشد.� مناسب بعد با دلخواه ماتریس D و E پوچ فضای UT
٢ که می�باشد.

می�دهد: نتیجه می�باشد، rank(E) = k < h و E ∈ Rh×h که E ماتریس SV D برهان.

UTEV =

[
UT
١

UT
٢

]
E
[
V١ V٢

]
=

[∑
١ ٠١٢

٠٢١ ٠٢٢

]
(١١.۵)

∑
١ ∈ Rk×k و E راست و چپ متعامد تکین بردار�های به�ترتیب، V ∈ Rh×h ،UT ∈ Rh×h که

� می�باشد. مثبت قطری ماتریس



٧٢ ویژه ساختار دکوپله�سازی از استفاده با حالت پس�خورد کنترل .۵

∑
١

= diag[σ١ . . . σk], σ١ ≥ · · · ≥ σk > ٠ (١٢.۵)

داشت: خواهیم UT
٢ U١ = ٠ و V TV = Ih ،UTU = Ih مانند V و U تعامد خواص از استفاده با

E = U
∑

V T =
[
U١ U٢

] [∑
١ ٠١٢

٠٢١ ٠٢٢

][
V T
١

V T
٢

]
(١٣.۵)

=
[
U١ U٢

] [S١

٠٢

]
= U١S١

گرفت: نتیجه می�توان (١٣.۵) از بنابراین می�باشد. S١ =
∑

١ V
T
١ که

UT
٢ E = UT

٢

[
U١ U٢

] [S١

٠٢

]
= ٠ (١۴.۵)

D دلخواه ماتریس برای که است بدیهی

DUT
٢ E = E⊥E = ٠. (١۵.۵)

می�شود. نتیجه (١٠.۵) ترتیب این به

سیستم کانونیکال فرم ٣.۵

ساختاری (A◦, B◦, C◦) آن در که دارد وجود مختصاتی تغییر آنگاه rank(CB) = m اگر .١.٣.۵ گزاره
می�گیرد: زیر به�صورت

A◦ =

[
A◦

١١ A◦
١٢

A◦
٢١ A◦

٢٢

]
, B◦ =

[
٠
B◦

٢

]
, C◦ =

[
٠ Im

]
(١۶.۵)

همانی ماتریس Im ∈ Rm×m و می�باشد، نامنفرد ماتریس B◦
٢ ∈ Rm×m و A◦

١١ ∈ R(n−m)×(n−m) که
می�باشد.

ماتریس تعریف و r = m با (٢.۵) و (١.۵) سیستم حالت فضای توضیحات گرفتن نظر در با برهان.
به�طوری�که T−١

١ تبدیل

C١ = CT١ =
[
٠ Im

]
, T−١

١ =

[
In−m ٠

C

]
(١٧.۵)

آنگاه



٧٣ سیستم کانونیکال فرم .٣.۵

B١ = T−١
١ B = T−١

١

[
B١

B٢

]
=

[
B١

CB

]
=

[
B١١

B١٢

]
(١٨.۵)

،( است استفاده قابل شبه�معکوس حالت مقابل، (در باشد معکوس�پذیر ماتریس CB = B١٢ اگر
می�شود: تعریف زیر به�صورت T−١

٢ دوم تبدیل ماتریس آنگاه،

T−١
٢ =

[
In−m −B١١B

−١
١٢

٠ Im

]
(١٩.۵)

و

T٢ =

[
In−m B١١B

−١
١٢

٠ Im

]
(٢٠.۵)

می�شود: نتیجه بنابراین،

B◦ = T−١
٢ B١ =

[
٠
B٠

٢

]
(٢١.۵)

داریم: بالا رابطه در

B١١ = B١, B◦
٢ = B١٢ = CB (٢٢.۵)

همچنین،

C◦ = C١T٢ =
[
٠ Im

]
T٢ =

[
٠ Im

]
(٢٣.۵)

می�دهد نتیجه T−١
c = T−١

٢ T−١
١ نهایت، در

A◦ = T−١
c ATc = T−١

٢ T−١
١ AT١T٢ (٢۴.۵)

می�آید. به�دست (١۶.۵) روابط (٢۴.۵) و (٢٣.۵) ،(٢١.۵) از بنابراین،

سطر n −m از جایگشت�هایی با را آن می�توان و نمی�باشد یکتا T−١
١ ساخت باشید، داشته توجه

آورد. به�دست (١٧.۵) تعریف ساختار در اول

می�شود نامیده ویژه ساختار سیستم، راست و چپ ویژه بردارهای و ویژه مقادیر مجموعه .٢.٣.۵ تعریف
.[١۴]



٧۴ ویژه ساختار دکوپله�سازی از استفاده با حالت پس�خورد کنترل .۵

سیستم حالت ویژگی�های ١.٣.۵

اندیس�های برای آنگاه، بگیرید. نظر در متمایز، ویژه مقادیر با را سیستم ویژه ساختار .٣.٣.۵ گزاره
داریم: m = r و l ∈ {١,٢, . . . ,m} ،j, k ∈ {١,٢, . . . , n}

با C ماتریس سطر �lامین اگر است، خروجی سیستم �lامین از مشاهده�ناپذیر �kام حالت (s− sk) الف)
j ̸= k برای مثال، برای باشد، متعامد Ac بسته حلقه سیستم ماتریس ویژه بردار �kامین

cTl nk = nT
j nk = ٠, CT = [c١ . . . cm] (٢۵.۵)

B ماتریس ستون �lامین اگر می�باشد، ورودی سیستم �lامین از کنترل�ناپذیر �kام حالت (s− sk) ب)
j ̸= k برای مثال، برای باشد. متعامد Ac بسته حلقه سیستم ماتریس ویژه بردار �kامین به

nT
k bl = nT

k nj = ٠, B = [b١ . . . br] (٢۶.۵)

مثال، برای باشد، sk ویژه مقدار با متناظر راست ویژه بردار �kامین ،nk کنید فرض برهان.

Acnk = (A−BK)nk = sknk (٢٧.۵)

می�شود: تعریف زیر به�صورت بسته حلقه سیستم مشخصه معادله

Υ = (sIn − Ac)
−١ (٢٨.۵)

می�شود: نوشته زیر به�صورت (٢٧.۵) باشد، متمایز ویژه مقادیر با بسته حلقه سیستم ماتریس اگر

Ac

[
n١ . . . nn

]
=
[
n١ . . . nn

]
s١

. . .
sn

 (٢٩.۵)

AcN = NS, N−١ = NT (٣٠.۵)

که

S = diag[s١ . . . sn], N = [n١ . . . nn] (٣١.۵)

می�شود: زیر شکل به بسته حلقه سیستم مشخصه معادله (٣٠.۵) در تعامد خواص از استفاده با

Υ = (sNN−١ −NSN−١−(١

= N(sI − S)−١NT (٣٢.۵)



٧۵ ویژه ساختار تخصیص .۴.۵

Υ = [n١ . . . nn]


١

s−s١
. . .

١
s−sn



nT
١
...
nT
n

 (٣٣.۵)

نوشت: زیر مجموع به�صورت می�توان را (٣٣.۵) بنابراین،

Υ =
n∑

h=١

nhn
T
h

s− sh
(٣۴.۵)

نوشت: زیر شکل به را بسته حلقه تبدیل تابع ماتریس می�توان، این�رو، از

G(s) = C(sI − Ac)
−١BL (٣۵.۵)

=
n∑

h=١

Cnhn
T
hB

s− sh
L

می�کند. کامل را اثبات این می�دهد. نتیجه را (٢۶.۵) و (٢۵.۵) روابط ،(٣۵.۵) که است واضح

ویژه ساختار تخصیص ۴.۵

نظر در را Ω(Ac) = {sh : ℜ(sh) < ٠, h = ١,٢, . . . , n} ویژه مقادیر طیف با بسته حلقه سیستم
کنترل�پذیری و مشاهده�پذیری است. بسته مختلط مزدوج تحت Ω(Ac)طیف باشید، داشته توجه بگیرید.

می�شود. تعیین بسته حلقه ویژه ساختار از استفاده با حالت�ها،

می�شود. بازنویسی زیر به�صورت (٢٧.۵) آنگاه بگیرید، نظر در را قبل مفروضات

[shI − A B]

[
nh

Knh

]
= Lh

[
nh

Knh

]
= ٠ (٣۶.۵)

و Lh ∈ Rn×(n+r) که

Lh = [shI − A B] (٣٧.۵)

می�باشد.

می�دهد: نتیجه Lh از SV D تجزیه آن، از پس



٧۶ ویژه ساختار دکوپله�سازی از استفاده با حالت پس�خورد کنترل .۵


uT
h١
...

uT
hn

Lh

[
vh١ · · · vhn vh,(n+١) · · · vh,(n+r)

]

=


σh١

. . . ٠n+r · · ·٠n+r

σhn

 (٣٨.۵)

راست و چپ تکین بردار�های مجموعه� {vhk, k = ١,٢, . . . , n+r} و {uT
hl, l = ١,٢, . . . , n} که

می�باشند. {σhl, l = ١,٢, . . . , n} تکین مقادیر مجموعه با متناظر ،Lh

بنابراین، می�کنند. صدق (٣۶.۵) در {vhj, j = n+١, n+٢, . . . , n+r} بردار�های است، بدیهی

Lvhj = [shI − A B]vhj = ٠ (٣٩.۵)

و می�باشند (٣٧.۵) نابدیهی جواب ،{vhj, j = n + ١, n + ٢, . . . , n + r} بردار�های مجموعه
می�دهد نتیجه h = ١,٢, . . . , n ،Lh پوچ ]فضای

nh

Knh

]
∈ N [shI − A B] (۴٠.۵)

(تولیدکننده بردار�ها این ترکیب هر است. یکه متعامد بردار�های مجموعه شامل (۴٠.۵) پوچ فضای
حلقه سیستم در ،sh دلخواه ویژه مقدار ویژه بردار به�عنوان که می�کند، تولید را �nhای بردار پوچ) فضای

می�شود. استفاده بسته

می�کند. ارایه را مدل بهینه ویژه ساختار کانونیکال، فرم ویژه ساختار بهینه�سازی .١.۴.۵ گزاره

نوشت: می�توان (٢٧.۵) و (٢۴.۵) ،(٢٣.۵) ،(٢١.۵) از استفاده با برهان.

(A−BK)nh =

= (TcA
◦T−١

c − TcB
◦KTcT

−١
c )nh (۴١.۵)

= Tc(A
◦ −B◦K◦)T−١

c nh

= shnh

بنابراین،

shT
−١
c nh = shn

◦
h = (A◦ −B◦K◦)n◦

h, (۴٢.۵)

است: شده استفاده زیر روابط از تساوی، این در



٧٧ پارامتر طراحی .۵.۵

K◦ = KTc, nh = Tcn
◦
h (۴٣.۵)

N = TcN
◦, N−١ = N◦TT−١

c (۴۴.۵)

داریم: (۴۴.۵) و (٣۵.۵) ،(٣٢.۵) از استفاده با آنگاه

G(s) = CN(sI − S)−١N−١BL (۴۵.۵)

= CTcN
◦(sI − S)−١N◦TT−١

c BL

= C◦N◦(sI − S)−١N◦TB◦L

طرفی از

G(s) = C(sI − Ac)
−١BL (۴۶.۵)

= C◦(sI − A◦)−١B◦L

می�شود: نتیجه (۴۶.۵) و (۴۵.۵) معادلات تساوی از بنابراین،

G(s) =
n∑

h=١

Cnhn
T
hB

s− sh
L (۴٧.۵)

=
n∑

h=١

C◦n◦
hn

◦T
h B◦

s− sh
L

می�دهد. نتیجه را اثبات این می�باشد. nT
hB و Cnh شده بهینه n◦T

h B◦ و C◦n◦
h

پارامتر طراحی ۵.۵

بازنویسی زیر به�صورت ،h = ١,٢, . . . , n برای (٢٧.۵) معادله ویژه، بردار تعامد خواص از استفاده با
می�شود:

(shI − A◦)n◦
h = −B◦Kn◦

h = −B◦r◦h (۴٨.۵)

بنابراین،

n◦
h = −(shI − A◦)−١B◦r◦h = V ◦

h r
◦
h (۴٩.۵)



٧٨ ویژه ساختار دکوپله�سازی از استفاده با حالت پس�خورد کنترل .۵

داشت: خواهیم همچنین،

r◦h = K◦n◦
h, V ◦

h = −(shI − A◦)−١B◦ (۵٠.۵)

نوشت: می�توان این�رو از

r◦h = V ◦†
h n◦

h (۵١.۵)

آن در که

V ◦†
h = (V ◦T

h V ◦
h )

−١V ◦T
h . (۵٢.۵)

(m = rank(C◦) ) ویژه mمقدار هستند. C◦ ماتریس سطرهای با متناظر متعامد، ویژه بردارهای
که Ω(A◦

c) = {sh,ℜ(sh) < ٠, h = ١,٢, . . . , n} دلخواه بسته حلقه ویژه مقادیر مجموعه از
سطر�های با متناظر باقیمانده ویژه مقدار (n −m) می�شود. تعیین C◦T⊥ توسط ،Ω(A◦

c) = Ω(Ac)

یک�ها همه و می�یابند تغییر یک به ،C◦ در صفر عناصر همه روش، این در می�آیند. به�دست C• ماتریس
می�کند. ماکزیمم را حالت ماتریس وزن C◦ از مستقیم استفاده باشید، داشته توجه می�شوند. تبدیل صفر به

آنگاه ،Ω(A◦
c) = {sh,ℜ(sh) < ٠, h = ١,٢, . . . , n} اگر

r◦h = V ◦†
h c◦T⊥

h , h = ١,٢, . . . ,m (۵٣.۵)

و

r•h = V ◦†
h c•Th , h = m+ ١, . . . , n (۵۴.۵)

بنابراین،

n◦
h = V ◦

h r
◦
h, n•

h = V ◦
h r

•
h (۵۵.۵)

است: امکان�پذیر زیر به�صورت Q◦ ماتریس تجزیه و ساخت

Q◦ =
[
v◦١ . . . v

◦
mv

•
m+١ · · · v•n

]
=

[
P ◦

R◦

]
(۵۶.۵)

به�طوری�که R◦ ∈ Rr×n ،P ◦ ∈ Rn×n با

K◦ = R◦P ◦−١, K = K◦T−١
c (۵٧.۵)

می�دهیم. قرار بررسی مورد را شده ذکر روش مثالی، ارایه با حال



٧٩ پارامتر طراحی .۵.۵

بگیرید نظر در را (٢.۵) و (١.۵) در شده داده شرح سیستم .١.۵.۵ مثال

A =


٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
−۵ −٩ −۵

 , B =


١ ٣
٢ ١
٢ ۵

 , CT =


١ ١
٢ ١
١ ٠


می�آوریم: به�دست را تبدیل ماتریس

T−١
c =


۴٫ ٠ ٠٫ ۵ −٢٫ ۵
١٫ ٠ ٢٫ ٠ ١٫ ٠
١٫ ٠ ١٫ ٠ ٠٫ ٠

 , Tc =


١٫ ٠ ٢٫ ۵ −۵٫ ۵
−١ −٢٫ ۵ ۶٫ ۵
١٫ ٠ ٣٫ ۵ −٧٫ ۵


بود: خواهند زیر به�صورت کانونیکال فرم پارامتر�های

C◦ = [٠ I٢], A◦ =


−١ ١٠٫ ۵ ۶
٠ −٣٫ ٠ −٢
٠ ١٫ ٠ −١

 , B◦ =


٠ ٠
٧ ١٠
٣ ۴


بنابراین، بگیرید. نظر در Ω(A◦

c) = {−٠٫ ۵,−١٫ ٢,−۶}

V ◦
١ =


−٣٧٫ ٣٨۴۶ −۵۴٫ ۴۶١۵
٠٫ ٧۶٩٢ ٠٫ ٩٢٣١
−۴٫ ۴۶١۵ −۶٫ ١۵٣٨

 ,

V ◦
٢ =


−١٠٫ ٠۶١٠ −۵٫ ۴٨٧٨
۴٫ ۵١٢٢ ۶٫ ٠٩٧۶
−٧٫ ۵۶١٠ −١٠٫ ۴٨٧٨

 ,

V •
٣ =


−۵٫ ٢٠۵٩ −٧٫ ٣٠۵٩
٢٫ ۴١١٨ ٣٫ ۴١١٨
٠٫ ١١٧۶ ٠٫ ١١٧۶

 ,

می�دهد: نتیجه c•T٣ = [١ ٠ ١] و c◦T⊥
٢ = [١ ٠ ٠] ،c◦T⊥

١ = [١ ٠ ٠] و

r◦١ =

[
٠٫ ٣٨٩١
−٠٫ ٢٨۵۴

]
, r◦٢ =

[
−٠٫ ١۶۴۵
٠٫ ١١٩۴

]
, r•٣ =

[
١٨٫ ۴٩٧٨
−١٣٫ ٢٧٣٧

]

n◦T
١ =

[
٠٫ ٩٩٨٣ ٠٫ ٠٣۵٨ ٠٫ ٠٢٠۵

]
,

n◦T
٢ =

[
٠٫ ٩٩٩٧ −٠٫ ٠١۴۴ −٠٫ ٠٠٨٢

]
,

n•T
٣ =

[
٠٫ ۶٧٨٨ −٠٫ ۶٧۴۵ ٠٫ ۶١۴۶

]
,
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می�سازیم: زیر به�صورت را Q◦ ماتریس حال

Q◦ =



٠٫ ٩٩٨٣ ٠٫ ٩٩٩٧ ٠٫ ۶٧٨٨
٠٫ ٠٣۵٨ ٠٫ ٠١۴۴ −٠٫ ۶٧۴۵
٠٫ ٠٢٠۵ −٠٫ ٠٠٨٢ ٠٫ ۶١۴۶
٠٫ ٣٨٩١ −٠٫ ١۶۴۵ ١٨٫ ۴٩٧٨
−٠٫ ٢٨۵۴ ٠٫ ١١٩۴ −١٣٫ ٢٧٣٧


می�کنند: صدق (۵۶.۵) در کنترل قانون پارامتر�های

K◦ =

[
−٠٫ ٠٠۶٢ −٣٫ ٧٩۴۴ ٢۵٫ ٩۴٠٢
٠٫ ٠٠٣۶ ٢٫ ۶٣٠١ −١٨٫ ٧١۵١

]

K =

[
٢٢٫ ١٢١٠ ١٨٫ ٣۴٨٣ −٣٫ ٧٧٨٩
−١۶٫ ٠٧٠۶ −١٣٫ ۴۵٣١ ٢٫ ۶٢١١

]
می�باشد. ٣۵٫ ٨۶۶٢ مقدار حالت، پس�خورد ماتریس دو نورم

ماتریس ویژه مقادیر که، معنا این به دارد. وجود نیز بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر بررسی امکان
است. ما نظر مورد ویژه مقادیر همان A−BK

جدید روش ۶.۵

روش اساس بر حالت، پس�خورد ماتریس نورم کردن می�نیمم برای جدید روشی معرفی به بخش، این در
تبدیلات به برداری همدم فرم تبدیل چگونگی ابتدا، اساس، این بر می�پردازیم. قبل، بخش در شده بیان�
مقایسه به جدید، روش از عددی مثال�های ارایه با سپس، می�کنیم. بیان را قبل بخش در شده ارایه روش

می�پردازیم. قبل روش با آن
برداری همدم فرم به توجه با می�دهیم. قرار بررسی مورد را برداری همدم فرم به تبدیل روش حال،

داشت: خواهیم ،Tc = TS گرفتن نظر در و اولیه

Ã = S−١T−١ATS −→ Ã = T−١
c ATc (۵٨.۵)

همچنین،

B̃ = S−١T−١B = T−١
c B (۵٩.۵)

آنجایی�که از

y = Cx = CTx̂

بنابراین: x̂ = Sx̃ و



٨١ جدید روش .۶.۵

y = CTSx̃ = CTcx̃

داشت: خواهیم بنابراین

C̃ = CTc (۶٠.۵)

داشت: خواهیم (۴٧.۵) و (۴۵.۵) ،(۴١.۵) در بالا روابط جایگذاری با

(A−BK)nh = (TcÃT
−١
c − TcB̃K)nh

= (TcÃT
−١
c − TcB̃KTcT

−١
c )nh

= Tc(Ã− B̃KTc)T̃cnh

= Tc(Ã− B̃K◦)T−١
c nh = shnh, (۶١.۵)

است. شده استفاده K◦ = KTc رابطه از معادله این در
نوشت: می�توان n◦

h = T−١
c nh فرض با

Tc(Ã− B̃K◦)T−١
c nh = shnh

Tc(Ã− B̃K◦)n◦
h = shnh

بنابراین:
(Ã− B̃K◦)n◦

h = shT
−١
c nh

داریم: (۴٧.۵) رابطه برقراری برای همچنین

G(s) = CN(sI − S)−١N−١BL

= CTcN
◦(sI − S)−١N−١TcB̃L

= CTcN
◦(sI − S)−١N◦TT−١

c TcB̃L

= C̃N◦(sI − S)−١N◦T B̃L (۶٢.۵)

بنابراین،

G(s) =
n∑

h=١

Cnhn
T
hB

s− sh
L =

n∑
h=١

C̃n◦
hn

◦T
h B̃

s− sh
L (۶٣.۵)

قبل بخش روش در شده ذکر روند گرفت، نتیجه می�توان جدید، روش برای فوق روابط برقراری از
برقرار نیز جدید روش برای قبل روش روابط تمام بنابراین، برد. به�کار نیز، جدید روش برای می�توان را
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مساله حل برای (۶٠.۵) و (۵٩.۵) ،(۵٨.۵) روابط از باید جدید روش در که تفاوت این با می�باشند.
نمود. استفاده

می�بریم. به�کار ١.۵.۵ مثال حل برای را جدید روش حال

داشت: خواهیم جدید روش محاسبات با بگیرید. نظر در را ١.۵.۵ مثال .١.۶.۵ مثال

A◦ = TcAT
−١
c =


−٣٫ ٨٣۶١ ٠٫ ٠٣١٢ −۴٫ ۵٣۵١

٠ −١٫ ١۶٣٩ ٨٫ ٩٣۴۴
١٫ ٠٠٠٠ ٠ ٠

 , B◦ = TcB =


١٫ ٠٠٠٠ ١٫ ۴٠٩٨

٠ ١٫ ٠٠٠٠
٠ ٠

 ,

: می�آید به�دست برداری همدم تبدیلات از Tc = TS این�جا در

Tc =


٠٫ ٩٩٩۶ ١٫ ۵٩٠۴ ۵٫ ٨٣٧٩
١٫ ٩٩٨٩ −١٫ ٨١٩۵ ٩٫ ۶٧٧٨
٢٫ ٠٠٢٨ ٢٫ ١٧٩٣ −٢۵٫ ٣٣۵٣

 , T−١
c =


٠٫ ١٣۶۶ ٠٫ ٢٨٩۶ ٠٫ ١۴٢١
٠٫ ٣٨٢۵ −٠٫ ٢٠٢٢ ٠٫ ٠١٠٩
٠٫ ٠۴٣٧ ٠٫ ٠٠۵۵ −٠٫ ٠٢٧٣


همچنین،

C◦ = CTc =

[
٧٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ١٣١١ −٠٫ ١۴٧۵
٣٫ ٠٠٠٠ −٠٫ ٢٢٩۵ ١۵٫ ۵٠٨٢

]
داریم: Ω(A◦

c) = {−٠٫ ۵,−١٫ ٢,−۶} گرفتن نظر در با

V ◦
١ = −(−٠٫ ۵I٣ − A◦)B◦ =


٠٫ ٢٠۴٣ ٠٫ ٢٩٧۶
−۵٫ ۴٩٨١ −٩٫ ۵١۵۶
−٠٫ ۴٠٨۶ −٠٫ ۵٩۵٢



V ◦
٢ = −(−١٫ ٢I٣ − A◦)B◦ =


٠٫ ١٣١٩ ٠٫ ٠٧٢٠
٢٧٫ ٢٣٩١ ۴٢٫ ۵٨۴٠
−٠٫ ١١٠٠ −٠٫ ٠۶٠٠



V •
٣ = −(−۶I٣ − A◦)B◦ =


٠٫ ٣۴١۴ ٠٫ ۴٧٩١
٠٫ ١٠۵١ ٠٫ ٣۵۴٣
−٠٫ ٠۵۶٩ −٠٫ ٠٧٩٨


از استفاده با

c◦T١ =
[
٧٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ١٣١١ −٠٫ ١۴٧۵

]
,

c◦T٢ =
[
٧٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ١٣١١ −٠٫ ١۴٧۵

]
,

c•T٣ =
[
٣٫ ٠٠٠٠ −٠٫ ٢٢٩۵ ١۵٫ ۵٠٨٢

]



٨٣ جدید روش .۶.۵

داشت: خواهیم

r◦١ = V ◦†
١ c◦T١ =

[
۴۵٫ ٢۴٧٢
−٢۶٫ ١۵٧٧

]
, r◦٢ = V ◦†

٢ c◦T٢ =

[
۴٨٫ ٩٢۶٨
−٣١٫ ٢٩٣٢

]
,

r•٣ = V ◦†
٣ c◦T٣ =

[
٣٫ ۵٨۵۶
−١٫ ٧١١۶

]
و

n◦T
١ =

[
١٫ ۴۵٩٠ ٠٫ ١٣١١ −٢٫ ٩١٨٠

]
n◦T
٢ =

[
۴٫ ٢٠٣٧ ٠٫ ١٣١١ −٣٫ ۵٠٣١

]
n•T
٣ =

[
٠٫ ۴٠۴١ −٠٫ ٢٢٩۵ −٠٫ ٠۶٧٣

]

بود: خواهد زیر به�صورت Q◦ ماتریس بنابراین،

Q◦ =



١٫ ۴۵٩٠ ۴٫ ٢٠٣٧ ٠٫ ۴٠۴١
٠٫ ١٣١١ ٠٫ ١٣١١ −٠٫ ٢٢٩۵
−٢٫ ٩١٨٠ −٣٫ ۵٠٣١ −٠٫ ٠۶٧٣
۴۵٫ ٢۴٧٢ ۴٨٫ ٩٢۶٨ ٣٫ ۵٨۵۶
−٢۶٫ ١۵٧٧ −٣١٫ ٢٩٣٢ −١٫ ٧١١۶


=

[
P ◦

R◦

]
,

این�رو، از

K◦ = R◦P ◦−١ =

[
−٢٫ ٣۵۶٨ −١۴٫ ۶٨٧١ −١٧٫ ٣۴۴۵
٠٫ ٠٩٧۴ ۴٫ ٩٢١۶ ٩٫ ٢٣۴١

]
,

و

K = K◦T−١
c =

[
−۶٫ ۶٩٨٢ ٢٫ ١٩٢٢ −٠٫ ٠٢١۵
٢٫ ٢٩٩۶ −٠٫ ٩١۶۴ −٠٫ ١٨۴٧

]
.

مقدار این که، است حالی در این می�باشد. ٧٫ ۴۶٨۶ روش، این در حالت پس�خورد ماتریس دو نورم
ماتریس نورم می�کنید، ملاحظه همانطورکه می�باشد. ٣۵٫ ٨۶۶٢ فصل، این در شده ارایه روش برای

است. یافته کاهش توجهی قابل به�طور حالت پس�خورد

بدوضع ماتریسی که هیلبرت، ماتریس برای فصل این شده ذکر روش�های بررسی به بعد، مثال در
می�پردازیم. است،
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بگیرید: نظر در را ٣ بعد از هیلبرت ماتریس .٢.۶.۵ مثال

A =


١٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ۵٠٠٠ ٠٫ ٣٣٣٣
٠٫ ۵٠٠٠ ٠٫ ٣٣٣٣ ٠٫ ٢۵٠٠
٠٫ ٣٣٣٣ ٠٫ ٢۵٠٠ ٠٫ ٢٠٠٠

 , B =


١ ٣
٢ ١
٢ ۵

 , CT =


١ ١
٢ ١
١ ٠


می�پردازیم: مساله حل به جدید روش با ابتدا،

A◦ =


١٫ ۵٢٨٢ −٠٫ ٠٩٢٧ −٠٫ ١۶٨۶

٠ ٠٫ ٠٠۵١ ٠٫ ٠٠۴٣
١٫ ٠٠٠٠ ٠ ٠

 B◦ =


١٫ ٠٠٠٠ ١٫ ٩٧٠٣

٠ ١٫ ٠٠٠٠
٠ ٠


و

C◦ =

[
٧٫ ٠٠٠٠ −٣٫ ٧٩٢١ −٣٫ ۴۶۴۴
٣٫ ٠٠٠٠ −١٫ ٩١٠٩ −٠٫ ٢۵١۵

]
داریم: Ω(A◦

c) = {−٠٫ ۵,−١٫ ٢,−۶} برای

V ◦
١ =


٠٫ ۴٢٣٠ ٠٫ ٩١١٢
٠٫ ٠٠٧٢ ١٫ ٩٩۵۴
−٠٫ ٨۴۶١ −١٫ ٨٢٢۴

 ,

V ◦
٢ =


٠٫ ٣۴٨۶ ٠٫ ٧١٣٧
٠٫ ٠٠١٠ ٠٫ ٨٣١٩
−٠٫ ٢٩٠۵ −٠٫ ۵٩۴٨

 ,

V •
٣ =


٠٫ ١٣٢٣ ٠٫ ٢۶٢٨
٠٫ ٠٠٠٠ ٠٫ ١۶۶۶
−٠٫ ٠٢٢١ −٠٫ ٠۴٣٨


و

r◦١ =

[
١٠٫ ٧۶٢٠
−١٫ ٩٣٩٢

]
, r◦٢ =

[
٢۶٫ ١٣۵۴
−۴٫ ۵٩٠٧

]
, r•٣ =

[
۴۵٫ ١۵۵٢
−١١٫ ۴٧٧٢

]
داشت: خواهیم محاسبات انجام با همچنین،

n◦T
١ =

[
٢٫ ٧٨۵٨ −٣٫ ٧٩٢١ −۵٫ ۵٧١۵

]
n◦T
٢ =

[
۵٫ ٨٣۵٠ −٣٫ ٧٩٢١ −۴٫ ٨۶٢۵

]
n•T
٣ =

[
٢٫ ٩۵٩٧ −١٫ ٩١٠٩ −٠٫ ۴٩٣٣

]
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نوشت: می�توان بنابراین،

Q◦ =



٢٫ ٧٨۵٨ ۵٫ ٨٣۵٠ ٢٫ ٩۵٩٧
−٣٫ ٧٩٢١ −٣٫ ٧٩٢١ −١٫ ٩١٠٩
−۵٫ ۵٧١۵ −۴٫ ٨۶٢۵ −٠٫ ۴٩٣٣
١٠٫ ٧۶٢٠ ٢۶٫ ١٣۵۴ ۴۵٫ ١۵۵٢
−١٫ ٩٣٩٢ −۴٫ ۵٩٠٧ −١١٫ ۴٧٧٢


نهایت، در

K◦ =

[
١٫ ٢۴۴٣ −٢۵٫ ٩١٩١ ١۶٫ ٣٣١٧
٠٫ ٢١٩٧ ٧٫ ۵۵۵٩ −۴٫ ۶٨۴٨

]
,

K =

[
۶٫ ٩٣٢۶ ٧٫ ۵١١١ −١٠٫ ٣۵۵٣
−١٫ ٧۴٨٣ −٢٫ ٠٧٨۴ ٣٫ ٠۶٢۴

]
می�باشد. ١۵٫ ١١٣١ مقدار ،K حالت پس�خورد ماتریس دو نورم

داشت: خواهیم مثال، این برای شده ارایه روش محاسبات انجام با حال،

K =

[
٢٨٫ ۶١۴٩ ۵١٫ ٠١١٨ ٢٠٫ ٧١١۶
−١٩٫ ٢۵٧٣ −٣۴٫ ٧٢۶٢ −١۴٫ ٠۵٩۶

]
می�باشد. ٧۴٫ ٩٩۵٩ روش این در حالت پس�خورد ماتریس دو نورم

کمتری ماتریسی نورم از جدید، روش در حالت پس�خورد ماتریس می�کنید، مشاهده همانطورکه
ما شده ارایه روش نیز، بدوضع ماتریس�های برای بنابراین، است. برخوردار شده ارایه روش به نسبت

می�نماید. می�نیمم توجهی قابل به�طور را حالت پس�خورد ماتریس نورم
پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای سیستم کانونیکال فرم که است این نشان�دهنده نتایج همچنین،
تا مشکل این ما ارایه�شده جدید روش در اما، می�شود. مواجه مشکل با بدوضع ماتریس برای حالت

است. شده برطرف زیادی حدود



٨۶ ویژه ساختار دکوپله�سازی از استفاده با حالت پس�خورد کنترل .۵



۶ فصل

نتیجه�گیری

می�باشد. منفرد دستگاه�های حل در آن کاربرد و تکین مقدار تجزیه بهینه�سازی پایان�نامه، این در ما هدف
این ضرایب ماتریس که برمی�خوریم دستگاه�هایی به کاربردی علوم و مهندسی مسایل اکثر در آنجایی�که از
تاکنون این�رو، از است. ویژه�ای اهمیت دارای دستگاه�ها این جواب یافتن بنابراین بوده، منفرد دستگاه�ها
پرداختیم. دوم فصل در روش�ها این بررسی به ما است. شده ارایه مساله این حل برای زیادی روش�های
،TSV D شبه�معکوس، مانند روش�هایی مربعات، حداقل مساله برای SV D بردن به�کار با فصل، این در
پرداختیم. روش�ها این مقایسه به و نمودیم ارایه منفرد مساله جواب بهترین یافتن برای را ... و تیخونف
SV D بهینه�سازی از نمونه�ای ربات، برای معکوس پردازش مساله معرفی با فصل این ادامه در همچنین،

نمودیم. ارایه منفرد دستگاه�های حل در آن کاربرد و

دو روش با ابتدا، نمودیم. ارایه بدوضع مسایل جواب محاسبه برای جدیدی روش سوم، فصل در
دقیق�تر، جوابی داشتن به�منظور نیز، فصل ادامه در آوردیم. به�دست را مساله جواب ویلنی و ولخ مرحله�ای
استفاده مساله حل برای چندمرحله�ای روش از قطری، بلوکی ماتریس�های در تکین مقادیر تقسیم با

نمودیم.

فصل ادامه در نمودیم. ارایه خطی معادلات دستگاه حل برای جدیدی تکراری روش چهارم، فصل در
SOR و سایدل گاوس تکراری روش�های با آن مقایسه به ارایه�شده روش کارآیی دادن نشان برای نیز،

پرداختیم.

خطی کنترل سیستم�های در حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای روشی ابتدا پنجم، فصل در
ماتریس روش، این در نمودیم. ارایه ویژه ساختار دکوپله�سازی براساس کانونیکال فرم با MIMO

اهمیت به توجه با سپس، آوردیم. به�دست SV D تجزیه چپ ویژه بردارهای توسط را حالت پسخورد
جدید روش با خطی، کنترل سیستم�های هزینه کاهش در حالت پس�خورد ماتریس نورم کردن کمینه
نورم اینکه وجود با روش این اما، یافتیم. دست هدف این به تشابهی، تبدیلات اساس بر پیشنهاد�شده
که است، طولانی محاسبات دارای ولی می�دهد، کاهش توجهی قابل به�طور را حالت پس�خورد ماتریس

می�آید. به�شمار آن عیوب از

پایان�نامه این ادامه در نمودیم. اشاره SV D وسیع کاربردهای از نمونه�هایی به پایان�نامه این در ما



٨٨ نتیجه�گیری .۶

،١ یافته توسیع سیستم�های برای حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای تجزیه این از می�توان
نمود. استفاده بعدی دو سیستم�های و زمانی تأخیر سیستم�های

١Descriptor systems



آ� پیوست

کامپیوتری �برنامه�های

منظم�سازی روش�های برای فیلیپس آزمون متلب کد آ�.١

function [A,b,x] = phillips(n)
%PHILLIPS Phillips' "famous" test problem.
%
% [A,b,x] = phillips(n)
%
% Discretization of the `famous' first-kind Fredholm integral
% equation deviced by D. L. Phillips. Define the function
% phi(x) = | 1 + cos(x*pi/3) , |x| < 3 .
% | 0 , |x| >= 3
% Then the kernel K, the solution f, and the right-hand side
% g are given by:
% K(s,t) = phi(s-t) ,
% f(t) = phi(t) ,
% g(s) = (6-|s|)*(1+.5*cos(s*pi/3)) + 9/(2*pi)*sin(|s|*pi/3) .
% Both integration intervals are [-6,6].
%
% The order n must be a multiple of 4.

% Reference: D. L. Phillips, "A technique for the numerical solution
% of certain integral equations of the first kind", J. ACM 9
% (1962), 84-97.



٩٠ کامپیوتری �برنامه�های آ�.

% Discretized by Galerkin method with orthonormal box functions.

% Per Christian Hansen, UNI-C, 09/17/92.

% Check input.
if (rem(n,4)~=0), error('The order n must be a multiple of 4'), end

% Compute the matrix A.
h = 12/n; n4 = n/4; r1 = zeros(1,n);
c = cos([-1:n4]*4*pi/n);
r1(1:n4) = h + 9/(h*pi^2)*(2*c(2:n4+1) - c(1:n4) - c(3:n4+2));
r1(n4+1) = h/2 + 9/(h*pi^2)*(cos(4*pi/n)-1);
A = toeplitz(r1);

% Compute the right-hand side b.
if (nargout>1),

b = zeros(n,1); c = pi/3;
for i=n/2+1:n
t1 = -6 + i*h; t2 = t1 - h;
b(i) = t1*(6-abs(t1)/2) ...

+ ((3-abs(t1)/2)*sin(c*t1) - 2/c*(cos(c*t1) - 1))/c ...
- t2*(6-abs(t2)/2) ...
- ((3-abs(t2)/2)*sin(c*t2) - 2/c*(cos(c*t2) - 1))/c;

b(n-i+1) = b(i);
end
b = b/sqrt(h);

end

% Compute the solution x.
if (nargout==3),

x = zeros(n,1);
x(2*n4+1:3*n4) = (h + diff(sin([0:h:(3+10*eps)]'*c))/c)/sqrt(h);
x(n4+1:2*n4) = x(3*n4:-1:2*n4+1);



٩١ منظم�سازی روش�های برای فیلیپس آزمون متلب کد آ�.١.

end

منظم�سازی روش�های متلب کد آ�.١.١

function [x_k,rho,eta] = tsvd(U,s,V,b,k)
%TSVD Truncated SVD regularization.
%
% [x_k,rho,eta] = tsvd(U,s,V,b,k)
%
% Computes the truncated SVD solution
% x_k = V(:,1:k)*inv(diag(s(1:k)))*U(:,1:k)'*b .
% If k is a vector, then x_k is a matrix such that
% x_k = [ x_k(1), x_k(2), ... ] .
%
% The solution and residual norms are returned in eta and rho.

% Per Christian Hansen, IMM, 12/21/97.

% Initialization.
[n,p] = size(V); lk = length(k);
if (min(k)<0 | max(k)>p)
error('Illegal truncation parameter k')

end
x_k = zeros(n,lk);
eta = zeros(lk,1); rho = zeros(lk,1);
beta = U(:,1:p)'*b;
xi = beta./s;

% Treat each k separately.
for j=1:lk
i = k(j);
if (i>0)
x_k(:,j) = V(:,1:i)*xi(1:i);



٩٢ کامپیوتری �برنامه�های آ�.

eta(j) = norm(xi(1:i));
rho(j) = norm(beta(i+1:p));

end
end

if (nargout > 1 & size(U,1) > p)
rho = sqrt(rho.^2 + norm(b - U(:,1:p)*beta)^2);

end

منظم�سازی روش�های متلب کد آ�.٢.١

n = 40;
normNoise = 0.01;
[A,b,x] = ilaplace(n);
b = A*x;

[U,S,V] = svd(A);

function f = f(S, bt, normNoise, nu)
[n,m] = size(S);
f = 0;
for k = 1:n

f = f + bt(k)^2 / (1 + nu * S(k,k)^2)^2;
endfor
f = f - normNoise^2;

endfunction

function fprime = fprime(S, bt, normNoise, nu)
[n,m] = size(S);
fprime = 0;
for k = 1:n

fprime = fprime - 2*bt(k)^2 * S(k,k)^2 / (1 + nu * S(k,k)^2)^3;
endfor

endfunction



٩٣ منظم�سازی روش�های برای فیلیپس آزمون متلب کد آ�.١.

for times = 1:100
% generate error vector
e = rand(n,1);
e = e / norm(e) * normNoise;

newB = b + e;

% find mu
bt = U'*newB;
t = -1;
tnext = 1e-5;

while (tnext > t)
t = tnext;
tnext = t - f(S,bt,normNoise, t) / fprime(S,bt,normNoise, t);

endwhile

mu = 1 / t;

Snew = zeros(n,n);
for k = 1:n

Snew(k,k) = S(k,k)^2;
if (Snew(k,k) < mu)

Snew(k,k) = mu;
endif

endfor

SnewInv = zeros(n,n);
for k = 1:n

SnewInv(k,k) = 1 / Snew(k,k);
endfor

xLothar = V*SnewInv*S*bt;



٩۴ کامپیوتری �برنامه�های آ�.

Stik = zeros(n,n);
for k = 1:n

Stik(k,k) = 1 / (mu + S(k,k)^2);
endfor

xTikhonov = V*Stik*S*bt;

times
printf("Lothar\n")
norm(x - xLothar)
printf("Tikhonov\n")
norm(x - xTikhonov)

end



ب پیوست

کامپیوتری �برنامه�های

هیلبرت ماتریس متلب کد ب.١

%% Prposed Methods for Hilbert Matrix
clc
clear
format long
A=hilb(14);
b=A*ones(14,1);
l=[1e-8,1e-13];
Epss=l(1);
[V,S,U]=svd(A);
s1=diag(S);
a=(s1>Epss);
St=diag(s1(a));
n1=length(St);
U1=U(:,1:n1);
V1=V(:,1:n1);
Utilde=null(U1');
Vtilde=null(V1');
C1=Vtilde'*A*Utilde;
b1=V1'*b;
b2=Vtilde'*b;
z1=pinv(St)*b1;



٩۶ کامپیوتری �برنامه�های ب.

z2=TSPP_Kh(C1,b2,l(2));
fprintf('\n Solution of Ax=b, When A is Hilbert Matrix and b=A*ones(n,1)\n')
x1=U1*z1+Utilde*z2;
disp(x1)
fprintf(' \n Error When A is Hilbert Matrix and b=A*ones(n,1) is\n ');
Err1=abs(x1-ones(14,1));
disp(Err1);

F ماتریس متلب کد ب.١.١

%% Prposed Method For Following Matrix

clear
format long
A=[1/9 1/12 1/15 1/3 1/7 1/10 1/13 1/16 1/5 1/8 1/11 1/14 1/17 1/6;
1/13 1/16 1/19 1/8 1/11 1/14 1/17 1/20 1/9 1/12 1/15 1/18 1/21 1/10;
1/17 1/20 1/23 1/12 1/15 1/18 1/21 1/24 1/13 1/16 1/19 1/22 1/25 1/14;
1/7 1/10 1/13 1 1/5 1/8 1/11 1/14 1/3 1/6 1/9 1/12 1/15 1/4;
1/11 1/14 1/17 1/6 1/9 1/12 1/15 1/18 1/7 1/10 1/13 1/16 1/19 1/8;
1/15 1/18 1/21 1/10 1/13 1/16 1/19 1/22 1/11 1/14 1/17 1/20 1/23 1/12;
1/19 1/22 1/25 1/14 1/17 1/20 1/23 1/26 1/15 1/18 1/21 1/24 1/27 1/16;
1/22 1/25 1/28 1/17 1/20 1/23 1/26 1/29 1/18 1/21 1/24 1/27 1/30 1/19;
1/10 1/13 1/16 1/5 1/8 1/11 1/14 1/17 1/6 1/9 1/12 1/15 1/18 1/7;
1/14 1/17 1/20 1/9 1/12 1/15 1/18 1/21 1/10 1/13 1/16 1/19 1/22 1/11;
1/18 1/21 1/24 1/13 1/16 1/19 1/22 1/25 1/14 1/17 1/20 1/23 1/26 1/15;
1/8 1/11 1/14 1/2 1/6 1/9 1/12 1/15 1/4 1/7 1/10 1/13 1/16 1/5;
1/21 1/24 1/27 1/16 1/19 1/22 1/25 1/28 1/17 1/20 1/23 1/26 1/29 1/18;
1/16 1/19 1/22 1/11 1/14 1/17 1/20 1/23 1/12 1/15 1/18 1/21 1/24 1/13];
b=A*ones(14,1);
l=[1e-8,1e-13];
Epss=l(1);
m=length(b);
n=1;
[V,S,U]=svd(A);



٩٧ هیلبرت ماتریس متلب کد ب.١.

s1=diag(S);
a=(s1>Epss);
St=diag(s1(a));
n1=length(St);
U1=U(:,1:n1);
V1=V(:,1:n1);
Utilde=null(U1');
Vtilde=null(V1');
C1=Vtilde'*A*Utilde;
b1=V1'*b;
b2=Vtilde'*b;
z1=pinv(St)*b1;
z2=TSPP_Kh(C1,b2,l(2));



پ پیوست

کامپیوتری �برنامه�های

حالت پس�خورد ماتریس محاسبه متلب کد پ.١

A=input('Enter Matrix A: ');
B=input('Enter Matrix B: ');
C=input('Enter Matrix C: ');
n=size(A,1);
m=size(C,1);
r=size(B,2);
T1i=[ones(n-m),zeros(n-m,m);C];
B11h=T1i*B;
B11=B11h(1:n-m,:);
B12h=T1i*B;
B12=B12h(n-m+1:n,:);
T2i=[ones(n-m),-B11*pinv(B12);zeros(m,n-m),eye(m)];
T2=[ones(n-m),B11*pinv(B12);zeros(m,n-m),eye(m)];
Tci=T2i*T1i;
Tc=Tci^(-1);
A0=Tci*A*Tc;
C0=[zeros(m,n-m),eye(m)];
B0=[zeros(n-m,m);C*B];
s=input('Enter Omega set as a vector like [s1,s2,s3,...,sn] ');
ns=length(s);



٩٩ حالت پس�خورد ماتریس محاسبه متلب کد پ.١.

for i=1:ns
V0{i}=-(s(i)*eye(n)-A0)^(-1)*B0;
V0mp{i}=(V0{i}'*V0{i})^(-1)*V0{i}';

end
C0Tor=null(C0);
C1=abs(C0-ones(m,n))';
% for i=1:m
% r0(i)=V0mp{m}*C0Tor(:,i);
% end
% for i=m+1:n
% r0(i)=V0mp{m}*C1(:,i-m);
% end
r0{1}=V0mp{1}*[1;0;0];
r0{2}=V0mp{2}*[1;0;0];
r0{3}=V0mp{3}*[1;0;1];
for i=1:n

n0{i}=V0{i}*r0{i};
end
% n0{1}=V0{1}*r0{1};
% n0{2}=V0{2}*r0{2};
% n0{3}=V0{3}*r0{3};

P0=[n0{1}];
R0=[r0{1}];
for i=2:ns

P0=[P0 n0{i}];
R0=[R0 r0{i}];

end

Q0=[P0;R0];
fprintf('\n \n The Matrix Q0 is \n \n')
disp(Q0)
K0=R0*P0^(-1);
K=K0*Tci;



١٠٠ کامپیوتری �برنامه�های پ.

fprintf('\n \n The Matrix K is \n \n')
disp(K)
fprintf('\n \n The Matrix K0 is \n \n')
disp(K0)
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Aabstract

In this thesis, we describe the optimization singular value decomposition method and
its application of the singular system .as in most engineering problems, we encounter sys-
temes has a singular coefficient matrix, therefore, finding the best solution of this system is
an effective step in advancing the practical purposes of this problem. therefore the impor-
tance of this problem, methods based on singular value decomposition such as Tikhonov
regularization method and truncated singular value decomposition and etc is presented
to solve this problems. we first review and compare these methods and then using a new
multistage method to find a solution to these problems. also, with the introduction of the
inverse kinematics methods Samples optimization of singular value decomposition and its
application is presented. Finally, we obtained state feedback matrix using eigenstructure
decoupling . also, using this method and similarity transformations and the importance
of minimizing the norm of the state feedback matrix in the optimization of linear control
system, a new method is proposed to achieve this goal. At the end of each chapter, nu-
merical examples are given to illustrate more.
Keywords : Singular value decomposition, Least squares problem, Regularization method,
State feedback matrix, Eigenstructure decoupling.
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