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چͺیده
روش�هایͬ از ͬͺی مͬ�باشند. احتمال توزیع تابع تقریب به علاقه�مند محققین کاربردها، از بسیاری در
صورت به اچوورث بسط است. اچوورث بسط از استفاده مͬ�شود، گرفته کار به منظور این برای که
این مͬ�زند. تقریب انباشت�ͷهایش، یا گشتاورها حسب بر را احتمال توزیع که مͬ�شود نوشته سری� ͷی
کردن جمع سپس و هرمیتͬ، متعامد توابع حسب بر توزيع، تابع بسط به�وسيله ابتدا مͬ�توان را بسط
ویژگͬ� و استاین اتحاد از استفاده با پایان�نامه، این در گرفت. نتیجه نمونه اندازه حسب بر توانͬ عبارات
مناسبͬ تقریب اچوورث، سری�های بسط از استفاده با پسین، توزیع�های برای هرمیتͬ، چند�جمله�ای�های
در مͬ�دهیم. انجام معرفͬ�شده قبلͬ روش�های و روش این بین مقایسه�ای سپس مͬ�آوریم. دست به را

مͬ�کنیم. بررسͬ مثال دو در را روش این از حاصل پسین توزیع تقریب عملͺرد پایان،
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೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

باغیشنͬ، حسین دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

آماده�سازی در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که اقبال نͽار دکتر خانم سرکار از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به همسرم از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بودند. من همراه که دوستانم تمام و بود. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

۱۳۹۳رন࣓مඵෆرদو



پیش�گفتار

توزیع�های و علاقه مورد کمیت�های پسین توزیع بر مبتنͬ استنباط�ها همه آماری، استنباط بیزی دیدگاه در

باید و نیست بسته یا صریح پسین توزیع صورت کاربردی، موقعیت�های اکثر در مͬ�آیند. به�دست پیشͽو

الف) زد: تقریب روش�ها از رده دو با را پسین توزیع مͬ�توان کلͬ، به�طور آورد. دست به� آن�را از تقریبͬ

لاپلاس، تقریب مانند مجانبͬ، روش�های ب) ،MCMCوریتم�هایͽال مانند نمونه�گیری، بر مبتنͬ روش�های

است. پسین توزیع�های برای مرکزی حد قضیه از حاصل تقریب مشابه که

خطای دارای نیستند، برقرار مواردی در که شرایطͬ تحت توزیع�ها، مجانبͬ نظریه از حاصل تقریب�های

موارد، این در نیست. قبول قابل چندان تقریبͬ توزیع به همͽرایͬ سرعت هم مواردی در اما هستند. ناچیزی

نتیجه را بهتری تقریب مͬ�تواند پسین توزیع�های مجانبͬ بسط�های در بالاتر مرتبه�های با عبارات از استفاده

ͬͺی مͬ�یابد. افزایش نیز محاسبات هزینه بالاتر، دقت کنار در البته دهد. افزایش را همͽرایͬ سرعت و دهد

اتحاد و اچوورث بسط از استفاده با پایان�نامه، این در مͬ�باشد. اچوورث بسط مجانبͬ، بسط�های این از

به�طور که است شده تدوین فصل چهار در پایان�نامه این مͬ�پردازیم. پسین توزیع برای تقریبͬ ارایه به استاین

است: شده پرداخته زیر موارد به فصل هر در خلاصه

شده�اند. ارایه پایان�نامه اصلͬ بحث به ورود برای لازم مقدمات و مفاهیم اول فصل در •

برای اتحاد این ͷکم به نرمال مجانبͬ توزیع از صورتͬ استاین، اتحاد معرفͬ از پس دوم،� فصل در •

است. شده داده نمایش چندپارامتری، حالت در پسین، توزیع

پسین توزیع برای دوم، فصل تقریب به نسبت بهتری، تقریب اچوورث، بسط ͷکم به سوم، فصل در •

بسط و آن بین مقایسه�ای و شده معرفͬ جانسون بسط به معروف دیͽری بسط سپس است. شده ارایه

است. گرفته صورت اچوورث

و گرفته قرار ارزیابͬ مورد مثال دو در اچوورث بسط از حاصل تقریب عملͺرد نیز، چهارم فصل در •

مطرح تحقیق آینده و نتیجه�گیری پایان، در است. شده مقایسه دوم فصل در معرفͬ�شده تقریب با

شده�اند.

پایان�نامه، مثال�های بازتولید برای R نرم�افزار کدهای و اندازه نظریه مفاهیم معرفͬ شامل نیز پیوست دو •

شده�اند. گنجانده پایان�نامه انتهای در
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مͬ�کنیم. بیان را بعدی فصل�های بحث�های به ورود برای نیاز مورد تعاریف و مفاهیم فصل، این در

تصادفͬ ترتیب�های و ترتیب�ها ١.١

مجانبͬ مرتبه� توصیف برای نمادها رایج�ترین ،o و O غیرتصادفͬ و op و Op تصادفͬ ترتیب�های نمادهای

در همͽرایͬ از تعریفͬ تا است لازم ابتدا بحث، این به ورود برای هستند. غیرتصادفͬ و تصادفͬ کمیت�های

دهیم. ارایه را احتمال

مͬ�نویسیم و گوییم همͽرا ،Y به احتمال در را Yn تصادفͬ متغیرهای دنباله (٢٠٠۵ (گات، .١.١.١ تعریف

،ϵ > ٠ هر به�ازای اگر ،Yn P−→ Y

lim
n→∞

P
[
∥ Yn − Y ∥d< ϵ

]
= ١,

است. اقلیدسͬ نرم معرف ∥ . ∥d آن در که

بͽیرید. نظر در را {Yn} و {Xn} تصادفͬ متغیرهای از دنباله دو (١٩٩٨ دروارت، (ون .٢.١.١ تعریف

ازای به که به�طوری باشند، داشته وجود n٠(ϵ) و K(ϵ) > ٠ ،ϵ > ٠ هر برای اگر ،Xn = Op(Yn) گوییم

،n > n٠(ϵ) مقادیر همه�

P

(∣∣∣Xn

Yn

∣∣∣ ≤ K(ϵ)

)
> ١ − ϵ.



٢ پیش�نیازها و مقدمات .١

k = max(a, b) و هستند حقیقͬ اعداد b و a :١.١ جدول
ترکیب جمع ضرب سطر

Op(O(na)) = Op(n
a) o(na) + o(nb) = o(nk) o(na)o(nb) = o(na+b) ١

Op(Op(n
a)) = OP (n

a) O(na) +O(nb) = O(nk) O(na)O(nb) = O(na+b) ٢
O(O(na)) = O(na) O(na) + o(nb) = O(nk) O(na)o(nb) = o(na+b) ٣
O(Op(n

a)) = Op(n
a) op(n

a) + op(n
b) = op(n

k) op(n
a)op(n

b) = oP (n
a+b) ۴

op(Op(n
a)) = op(n

a) Op(n
a) +Op(n

b) = Op(n
k) Op(n

a)Op(n
b) = Op(n

a+b) ۵
o(Op(n

a)) = op(n
a) Op(n

a) + op(n
b) = Op(n

k) Op(n
a)op(n

b) = op(n
a+b) ۶

Op(op(n
a)) = Op(n

a) Op(n
a) +O(nb) = Op(n

k) op(n
a)o(nb) = op(n

a+b) ٧
. O(na) + op(n

b) = Op(n
k) Op(n

a)o(nb) = op(n
a+b) ٨

. . O(na)op(n
b) = op(n

a+b) ٩
. . O(na)Op(n

b) = Op(n
a+b) ١٠

متغیر�های از دنباله�ای و {Xn} تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی (١٩٩٨ دروارت، (ون .٣.١.١ تعریف

آن�گاه ،n→ ∞ وقتͬ اگر ،Xn = op(Rn) گوییم بͽیرید. نظر در را {Rn} تصادفͬ

Xn

Rn

P−→ ٠.

گوییم بͽیرید. نظر در را {bn} و {an} ثابت اعداد از دنباله دو (١٩٩٨ دروارت، (ون .۴.١.١ تعریف

هرگاه ،bn = o(an)

bn
an

P−→ ٠.

گوییم بͽیرید. نظر در را {bn} و {an} ثابت اعداد از دنباله دو (١٩٩٨ دروارت، (ون .۵.١.١ تعریف

،n ≥ N برای که طوری به باشند، داشته وجود N مثبت صحیح عدد و K > ٠ هرگاه ،bn = O(an)∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ < K.

به o(an) و O(an) ،op(an) ،Op(an) ترتیب�های ،c حقیقͬ ثابت هر برای بالا، تعاریف از استفاده با

برقراری ،Xn = Op(n
c) همچنین هستند. cano(١) و canO(١) ،canop(١) ،canOp(١) با معادل ترتیب

برقراری معنͬ به لزوما Xn = OP (n
c+ϵ) اما مͬ�دهد، نتیجه ،ϵ > ٠ هر ازای به را Xn = op(n

c+ϵ)

خلاصه ١.١ جدول در غیرتصادفͬ و تصادفͬ ترتیب�های ویژگͬ�های از برخͬ نیست. Xn = Op(n
c)

.(١٣٩٢ (اسحاقͬ، شده�اند



٣ ͷانباشت .٢.١

ͷانباشت ٢.١

جایͽزینͬ که هستند کمیت�هایͬ از مجموعه�ای ،κn احتمال، توزیع ͷهای١ی�ͷانباشت آمار، و احتمال نظریه در

احتمالͬ مسایل نظری رفتارهای موارد، برخͬ در .(١٩۶٩ (بریلینͽر، مͬ�کنند فراهم توزیع گشتاورهای برای

گردایه�ای برای گشتاورها، مورد در که همان�طور مͬ�باشد. توزیع گشتاورهای از ساده�تر انباشت�ͷها عبارات با

کرد. تعریف مͬ�توان نیز را توأم انباشت�ͷهای مͬ�شوند، تعریف توأم گشتاورهای تصادفͬ، متغیرهای از

تعریف زیر صورت به و داده نشان g(t) با t نقطه در ͷانباشت مولد تابع ،X تصادفͬ متغیر ͷی برای

مͬ�شود:

g(t) = logE[etX ].

داریم لورن٢ ͷم بسط از استفاده با که

g(t) =

∞∑
n=١

κn
tn

n!
.

مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به X ͷانباشت nامین صورت این در

κn =
( ∂n
∂tn

g(t)
∣∣∣
t=٠

)
.

است. کرده خلاصه را آماری توزیع�های از برخͬ دوم و اول انباشت�ͷهای ٢.١ جدول

آماری توزیع� چند دوم و اول انباشت�ͷهای :٢.١ جدول
κ٢ دوم ͷانباشت κ١ اول ͷانباشت توزیع
p(١ − p) p B(١, p) برنولͬ:

µ µ P (µ) پواسن:
κ١p−١ p−١ − ١ Ge(p) هندسͬ:

κ١)١ − p) np B(n, p) دوجمله�ای:
σ٢ µ N(µ, σ٢) نرمال:
λ−٢ λ−١ E(λ) نمایͬ:

١Cumulants
٢Maclaurin series



۴ پیش�نیازها و مقدمات .١

ͷانباشت مولد تابع ویژگͬ�های از برخͬ ١.٢.١

ویژگͬ�ها این بیشتر جزییات مͬ�کنیم. فهرست را ͷانباشت مولد تابع مهم ویژگͬ�های از برخͬ بخش زیر این در

ببینید. (٢٠٠٠) هالد در مͬ�توانید را

مشتق�پذیر بار بͬ�نهایت وجود صورت در و مͬ�کند عبور مبدأ از است، محدب g(t)ͷانباشت مولد تابع •

است.

مشتق مͬ�گیرد. قرار احتمال توزیع تͺیه�گاه سوپریمم و اینفیمم بین باز بازه�ای در یͺنوا به�طور اول مشتق •

که واقعیت این با شاید ویژگͬ این مͬ�باشد. مثبت اکید به�طور تباهیده٣ توزیع�های برای جز به آن دوم

شود. درک بهتر مͬ�دهد، نتیجه را توزیع واریانس ،t = ٠ در آن مقدار

(فرو�پاشͬ نمای۴ͬ کاهشͬ نرخ ͷی به�وسیله� توزیع، دم�های اگر تنها و اگر دارد وجود ͷانباشت مولد تابع •

قرار نمایͬ توزیع دم�های از بالاتر توزیع دم�های دیͽر بیان به باشند. (بیشانده) ماژور��شده۵ نمایͬ)،

یعنͬ کند. محدود را آن و گرفته

∃ C > ٠, F (x) = O(eCx), x→ −∞;

∃ d > ٠, ١ − F (x) = O(e−dx), x→ ∞,

مͬ�باشد. توزیع تابع F (·) آن در که

مͬ�باشد. نقاط آن در قائم مجانب دارای ͷانباشت مولد تابع ،d سوپریمم و c اینفیمم وجود صورت در •

است. شده تعریف حقیقͬ اعداد همه� برای صورت این غیر در

داریم توزیع، در k انتقال ͷی برای •

gX+k(t) = gX(t) + kt.

٣Degenerate Distribution
۴Exponential decay
۵Majorized



۵ ͷانباشت .٢.١

تصادفͬ متغیر دو انباشتͷمجموع مولد تابع که �است آن دارد، ͷانباشت مولد تابع که جالب ویژگͬ ͷی •

یعنͬ است. متغیر دو آن متناظر ͷانباشت مولد تابع دو مجموع برابر مستقل،

gX+Y (t) = logE[et(X+Y )]

= log(E[etX ]E[etY ])

= logE[etX ] + logE[etY ]

= gX(t) + gY (t).

مͬ�باشد. gk(t) = kt خط ،ͷانباشت مولد تابع ،k در تباهیده توزیع ͷی برای •

g(t) = logM(t) و h(t) توابع و کانون۶ͬ نمایͬ خانواده ͷی احتمال (چͽالͬ) تابع f(x|θ) اگر •

(٢٠٠١ برگر، و (کسلا آن�گاه باشند، خانواده این ͷانباشت و احتمال مولد توابع به�ترتیب

f(x|θ) = ١
M(θ)

eθxh(x),

و

g(t|θ) = g(t+ θ)− g(θ).

انباشت�ͷها ویژگͬ�های از برخͬ ٢.٢.١

مͬ�کنیم. ذکر بخش زیر این در را آن�ها مهم ویژگͬ�های از برخͬ انباشت�ͷها، عملͺرد بهتر درک منظور به

تابع مستقیم تعریف از �راحتͬ به ویژگͬ�ها این ببینید. (١٩۶٩) بریلینͽر در مͬ�توانید را ویژگͬ�ها این جزییات

هستند. نتیجه�گیری قابل آن از مشتق�گیری و ͷانباشت مولد

ناوردایͬ و هم�وردایͬ

انتقال تحت یعنͬ مͬ�یابد. انتقال C اندازه به ͷانباشت اولین ،(C کردن اضافه (با تصادفͬ متغیر ͷی انتقال با

به هستند. ناوردا٨ انباشت�ͷها بقیه� یعنͬ ندارد. تاثیری انباشت�ͷها بقیه روی انتقال این اما مͬ�باشد. هم�وردا٧
۶Canonical exponential family
٧Equivariance
٨Invariance



۶ پیش�نیازها و مقدمات .١

C ثابت هر برای آن�گاه باشد، X تصادفͬ متغیر احتمال توزیع ͷانباشت nامین ،κn(X) اگر دیͽر، عبارت

κ١(X + C) = κ١(X) + C,

κn(X + C) = κn(X), n ≥ ٢.

همͽنͬ

آن�گاه باشد، ثابت مقداری C اگر که معنͬ این به مͬ�باشد. n درجه� از همͽن ،ͷانباشت nامین

κn(CX) = Cnκn(X).

جمع�پذیری

آن�گاه باشند، مستقل تصادفͬ متغیرهای Y و X اگر

κn(X + Y ) = κn(X) + κn(Y ).

گشتاورها و انباشت�ͷها بین رابطه� ٣.٢.١

تابع کرد. درک را توزیع ͷی انباشت�ͷهای و گشتاورها بین رابطه مͬ�توان بهتر گشتاور، مولد تابع نوشتن با

از است عبارت� توزیع ͷی گشتاور مولد

M(t) = ١ +
∞∑

n=٠

µ
′
nt

n

n!
= exp(

∞∑
n=١

κnt
n

n!
) = exp(g(t)),

گشتاور مولد تابع لͽاریتم ،ͷانباشت مولد تابع عبارتͬ به است. nام مرتبه مرکزی غیر گشتاور µ′
n آن در که

مرکزی گشتاورهای ترتیب به سوم و دوم انباشت�ͷهای است. توزیع �ریاضͬ امید مقدار اول، ͷانباشت مͬ�باشد.���

چندجمله�ای توابع بلͺه هستند، مرکزی گشتاور نه و گشتاور نه بالاتر، انباشت�ͷهای اما هستند. سوم و دوم

زیر بازگشتͬ رابطه به�وسیله مͬ�توان را گشتاورها به انباشت�ͷها ͬͽوابست مͬ�باشند. گشتاورها از پیچیده�تری

کرد: مشاهده

κn = µ
′
n −

n−١∑
m=١

Cn−١
m−١κmµ

′
n−m,



٧ ͷانباشت .٢.١

اول ͷانباشت n حسب بر n درجه� چندجمله�ای ͷی nام، غیرمرکزی گشتاور . Cy
x = y!

x!(y−x)! آن در که

مͬ�کنید: مشاهده زیر در اول گشتاور شش برای را واقعیت این مͬ�باشد.

µ
′

١ = κ١,

µ
′

٢ = κ٢ + κ٢
١,

µ
′

٣ = κ٣ + ٣κ٢κ١ + κ٣
١,

µ
′

۴ = κ۴ + ۴κ٣κ١ + ٣κ٢
٢ + ۶κ٢κ

٢
١ + κ۴

١,

µ
′

۵ = κ۵ + ۵κ۴κ١ + ١٠κ٣κ٢ + ١٠κ٣κ
٢
١ + ١۵κ٢

٢κ١ + ١٠κ٢κ
٣
١ + κ۵

١,

µ
′

۶ = κ۶ + ۶κ۵κ١ + ١۵κ۴κ٢ + ١۵κ۴κ
٢
١ + ١٠κ٢

٣ + ۶٠κ٣κ٢κ١ + ٢٠κ٣κ
٣
١ + ١۵κ٣

٢

+ ۴۵κ٢
٢κ

٢
١ + ١۵κ٢κ

۴
١ + κ۶

١.

توابعͬ صورت به مͬ�توان نیز را مرکزی گشتاورهای مͬ�شود. استفاده n مرتبه مرکزی گشتاور برای µn نماد

مثال عنوان به کرد. بیان انباشت�ͷها از

µ١ = ٠,

µ٢ = κ٢,

µ٣ = κ٣,

µ۴ = κ۴ + ٣κ٢
٢,

µ۵ = κ۵ + ١٠κ٣κ٢,

µ۶ = κ۶ + ١۵κ۴κ٢ + ١٠κ٢
٣ + ١۵κ٢

٢.



٨ پیش�نیازها و مقدمات .١

تعریف قابل اول غیرمرکزی گشتاور nحسب بر n درجه چندجمله�ای ͷی صورت به نیز انباشتnͷام برعͺس

مثال عنوان به است.

κ١ = µ
′

١,

κ٢ = µ′٢ − µ
′٢
١ ,

κ٣ = µ
′

٣ − ٣µ′

٢µ
′
١ + ٢µ′٣

١ ,

κ۴ = µ
′

۴ − ۴µ′

٣µ
′

١ − ٣µ′٢
٢ + ١٢µ′

٢µ
′٢
١ − ۶µ′۴

١ ,

κ۵ = µ
′

۵ − ۵µ′

۴µ
′

١ − ١٠µ′

٣µ
′

٢ + ٢٠µ′

٣µ
′٢
١ + ٣٠µ′٢

٢ µ
′

١ − ۶٠µ′

٢µ
′٣
١ + ٢۴µ′۵

١ ,

κ۶ = µ
′

۶ − ۶µ′

۵µ
′

١ − ١۵µ′

۴µ
′

٢ + ٣٠µ′

۴µ
′٢
١ − ١٠µ′٢

٣ + ١٢٠µ′

٣µ
′

٢µ
′

١

−١٢٠µ′

٣µ
′٣
١ + ٣٠µ′٣

٢ − ٢٧٠µ′٢
٢ µ

′٢
١ + ٣۶٠µ′

٢µ
′۴
١ − ١٢٠µ′۶

١ .

چندجمله�ای�ها�ی از مرکزی، گشتاورهای از توابعͬ صورت به ،n > ١ برای ،κn انباشت�ͷهای نمایش برای

را بقیه و مͬ�کنیم حذف را مͬ�شود ظاهر آن�ها در µ′

١ که را عباراتͬ همه غیر�مرکزی گشتاور�های حسب بر

حسب بر بالا در اول ͷانباشت شش دستور�العمل، این با نمونه، عنوان به� مͬ�کنیم. تبدیل مرکزی گشتاور� به

مͬ�شوند: بازنویسͬ زیر صورت به مرکزی گشتاور�های

κ٢ = µ٢,

κ٣ = µ٣,

κ۴ = µ۴ − ٣µ٢
٢,

κ۵ = µ۵ − ١٠µ٣µ٢,

κ۶ = µ۶ − ١۵µ۴µ٢ − ١٠µ٢
٣ + ٣٠µ٣

٢.



٩ هرمیتͬ چندجمله�ای�های .٣.١

مشابه نیز استانداردشده، مرکزی گشتاورهای از توابعͬ صورت به n > ٢ برای κn انباشت�ͷهای بیان برای

داریم مثلا́ نتیجه در .µ′

٢ = ١ مͬ�دهیم قرار چندجمله�ای�ها در و کرده عمل قبل

κ٢ = ١,

κ٣ = µ٣,

κ۴ = µ۴ − ٣,

κ۵ = µ۵ − ١٠µ٣,

κ۶ = µ۶ − ١۵µ۴ − ١٠µ٢
٣ + ٣٠.

هرمیتͬ چندجمله�ای�های ٣.١

بسط نمایش در اساسͬ نقش چند�جمله�ای�ها این مͬ�پردازیم. هرمیت٩ͬ چندجمله�ای�های مرور به قسمت این در

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ،qk(·) ،k مرتبه هرمیتͬ چندجمله�ای� مͬ�کنند. ایفا اچوورث١٠

qk(z)ϕ(z) = (−١)k d
k

dzk
ϕ(z), (١.١)

داریم k = ٠,١, · · · ,۵ ازای به مثال، عنوان به است. استاندارد نرمال چͽالͬ تابع ϕ(·) آن در که

q٠(z) = ١,

q١(z) = z,

q٢(z) = z٢ − ١,

q٣(z) = z٣ − ٣z,

q۴(z) = z۴ − ۶z٢ + ٣,

q۵(z) = z۵ − ١٠z٣ + ١۵z.
٩Hermite Polynomials
١٠Edgeworth series



١٠ پیش�نیازها و مقدمات .١

ͷی (١.١) در چند�جمله�ای�ها این نمایش مͬ�دهند. تشͺیل را متعامد توابع از دنباله ͷی چندجمله�ای�ها این

است: زیر صورت به آن�ها ͬͺفیزی نمایش که حالͬ در مͬ�باشد، احتمالͬ نمایش

qphyk (z)e−z٢
= (−١)k d

k

dzk
e−z٢

.

.qphyk (z) = ٢n
٢ qk(

√
٢z) یعنͬ دارند، تفاوت مقیاس در فقط نمایش دو این که است درک قابل سادگͬ به

هرمیتͬ چندجمله�ای�های حقیقت در دادند. ارایه را qphyk (·) از ویژگͬ چندین (١٩۵٣) هیلبرت و کورانت

و (٢٠٠۴ ارفͺن، ویرو و ٢٠٠۶ (بواس، هستند کوانتوم ماشین�های ساده� ͷهارمونی محرک جواب�های

مورد بعدی فصل�های در که را چندجمله�ای�ها این ویژگͬ سه زیر در مͬ�باشند. ͷفیزی ریاضͬ در لازم بخشͬ

مͬ�کنیم. بیان مͬ�گیرند، قرار استفاده

بنابراین باشد. z به نسبت چندجمله�ای مشتق q′k(z) کنید فرض .١.٣.١ لم

q′k(z) = kqk−١(z), (٢.١)

qk+١(z) = zqk(z)− kqk−١(z), (٣.١)∫
R
qk(z)qj(z)dΦ(z) =

{
٠ k ̸= j

k! k = j
(۴.١)

است. استاندارد نرمال توزیع تابع معرف Φ(·) آن در که

مͬ�کنیم: تعریف را زیر مولد تابع ویژگͬ سه این اثبات برای برهان.

ψ(z, t) = e−
t٢
٢ +tz

= e−
t٢
٢ +tz+ z٢

٢ − z٢
٢

= e
z٢
٢ − (t−z)٢

٢ .



١١ هرمیتͬ چندجمله�ای�های .٣.١

نوشت مͬ�توان م�ͷلورن سری بسط از استفاده با

ψ(z, t) =

∞∑
n=٠

(
∂nψ(z, t)

∂tn
)|t=٠ × tn

n!

=

∞∑
n=٠

(−١)ne z٢
٢
dne− z٢

٢
dzn

× tn

n!

=

∞∑
n=٠

qn(z)

n!
tn, (۵.١)

طرفͬ از مͬ�شود. نتیجه (١.١) از آخر خط که

∂ψ(z, t)

∂z
= [z + (t− z)]e

z٢
٢ − (t−z)٢

٢ = tψ(z, t). (۶.١)

(۶.١) و (۵.١) از استفاده با بنابراین

∞∑
n=٠

q′n(z)

n!
tn =

∞∑
n=٠

qn(z)

n!
tn+١

=

∞∑
n=١

qn−١(z)
(n− ١)! t

n

=

∞∑
n=٠

nqn−١(z)
n!

tn.

نتیجه در

q′k(z) = kqk−١(z).

نوشت مͬ�توان دوم ویژگͬ اثبات برای

∂ψ(z, t)

∂t
= −(t− z)e

z٢
٢ − (t−z)٢

٢ = −(t− z)ψ(z, t). (٧.١)



١٢ پیش�نیازها و مقدمات .١

داریم (٧.١) و (۵.١) از استفاده با

∂ψ(z, t)

∂t
+ (t− z)ψ(z, t) =

∞∑
n=١

nqn(z)

n!
tn−١ + t

∞∑
n=٠

qn(z)

n!
tn − z

∞∑
n=٠

qn(z)

n!
tn

=

∞∑
n=١

qn(z)

(n− ١)! t
n−١ +

∞∑
n=٠

qn(z)

n!
tn+١ −

∞∑
n=٠

zqn(z)

n!
tn

=

∞∑
n=٠

qn+١(z)
n!

tn +

∞∑
n=٠

(n+ ١)qn(z)
(n+ ١)! tn+١ −

∞∑
n=٠

zqn(z)

n!
tn

=

∞∑
n=٠

[qn+١(z) + nqn−١(z)− zqn(z)]
tn

n!

= ٠.

داریم نتیجه در

qn+١(z) + nqn−١(z)− zqn(z) = ٠.

است: اثبات قابل زیر استدلال با نیز (۴.١) متعامد ویژگͬ ١.٣.١ لم ∫در ∞

−∞
qm(z)qn(z)e

− z٢
٢ dz = (−١)n

∫ ∞

−∞
qm(z)

dne−
z٢
٢

dzn
dz

= (−١)n
[
qm(z)

dn−١e−
z٢
٢

dzn−١

∣∣∣+∞

−∞
−
∫
q′m(z)

dn−١e−
z٢
٢

dzn−١ dz
]

= (−١)n−١
[
− qm(z)

dn−١e−
z٢
٢

dzn−١

∣∣∣+∞

−∞
+m

∫
qm−١(z)

dn−١e−
z٢
٢

dzn−١ dz
]

= · · ·

= (−١)n−mm!

∫ ∞

−∞
q٠(z)

dn−me−
z٢
٢

dzn−m
dz = ٠.

در مشتقاتش تمام و e− z٢
٢ که امر این و جزء به جزء انتͽرال�گیری تͺرار با n > m برای تساوی، آخرین

مͬ�شود. نتیجه مͬ�کنند، میل صفر به z = ±∞

آن�گاه باشد، استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر ͷی Z کنید فرض .٢.٣.١ لم

.١
n∑

i=١
Cn
i qi−١(x)E(Zn−i) =

n∑
i=٠

Cn
i qi(x)E(Zn+١−i). (٨.١)



١٣ هرمیتͬ چندجمله�ای�های .٣.١

.٢

n∑
i=٠

Cn+١
i qi(x)E(Zn+١−i) =

n−١∑
i=٠

Cn
i qi+١(x)E(Zn−i)

+

n∑
i=٠

Cn
i qi(x)E(Zn+١−i).

E(Zr) = (r−١)(r−٣) · · · (٣)(١) داریم باشد، زوج عددی r اگر استاندارد نرمال توزیع در :١ برهان.

وجود (٨.١) رابطه� طرف هر در غیر�صفر عبارت n/٢ باشد، زوج n اگر حال .E(Zr) = ٠ فرد r برای و

صورت به ترتیب به راست و چپ طرف دو در غیرصفر عبارت jامین آن�گاه ،m = ٢j کنید فرض دارد.

مͬ�باشند: زیر

Cn
mmqm−١E(Zn−m) =

n(n− ١) · · · (n−m+ ١)
m!

mqm−١

× (n−m− ١)(n−m− ٣) · · · (٣)(١)

و

Cn
m−١qm−١E(Zn−m+٢) =

n(n− ١) · · · (n−m+ ٢)
(m− ١)! qm−١(n−m+ ١)(n−m− ١)(n−m− ٣) · · · (٣)(١),

است. مشابه فرد n برای برهان مͬ�باشند. مساوی عبارت دو هر که

داریم نتیجه در .Cn+١
i = Cn

i + Cn
i−١ مͬ�دانیم :٢

n∑
i=٠

Cn+١
i qi(x)E(Zn+١−i)−

n∑
i=٠

Cn
i qi(x)E(Zn+١−i)

=

n∑
i=١

Cn
i−١qi(x)E(Zn+١−i)

=
n−١∑
i=٠

Cn
i qi+١(x)E(Zn−i).



١۴ پیش�نیازها و مقدمات .١

داریم k = ١,٢, · · · برای باشد. استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر Z کنید فرض .٣.٣.١ گزاره

qk(x) = xk −
k−١∑
i=٠

Ck
i qi(x)E(Zk−i).

فرض است. برقرار رابطه k = ١,٢ برای که است بدیهͬ مͬ�شود. انجام استقرا روش به اثبات برهان.

داریم ١.٣.١ لم در (٣.١) از استفاده با حال باشد. برقرار رابطه k = n− ١, n برای که مͬ�کنیم

qn(x) = xn −
n−١∑
i=٠

Cn
i qi(x)E(Zn−i) = xqn−١(x)− (n− ١)qn−٢(x).

داریم x به نسبت فوق رابطه طرف دو از مشتق�گیری با

nxn−١ −
n−١∑
i=٠

Cn
i q

′
i(x)E(Zn−i) = qn−١(x) + xq′n−١(x)− (n− ١)q′n−٢(x).

نوشت مͬ�توان ١.٣.١ لم در (٣.١) و (٢.١) از استفاده با حال

nxn−١ −
n−١∑
i=٠

Cn
i iqi−١(x)E(Zn−i) = qn−١(x) + xq′n−١(x)− (n− ١)q′n−٢(x)

= qn−١(x) + x(n− ١)qn−٢(x)− (n− ١)(n− ٢)qn−٣(x)

= qn−١(x) + (n− ١)[xqn−٢(x)− (n− ٢)qn−٣(x)]

= qn−١(x) + (n− ١)qn−١(x)

= nqn−١.

نتیجه در

nxn−١ =
n−١∑
i=١

Cn
i iqi−١(x)E(Zn−i) + nqn−١(x)

=

n−١∑
i=١

Cn
i iqi−١(x)E(Zn−i) + Cn

nq
′
n(x)E(Zn−n)

=

n∑
i=١

Cn
i iqi−١(x)E(Zn−i). (٩.١)



١۵ کرنیش-فیشر بسط .۴.١

داریم استقرا فرض و ١.٣.١ لم در (٣.١) از استفاده با حال

qn+١(x) = xqn(x)− nqn−١(x)

= xn+١ −
n−١∑
i=٠

Cn
i xqi(x)E(Zn−i)− [nxn−١ − n

n−٢∑
i=٠

Cn−١
i qi(x)E(Zn−١−i)]. (١٠.١)

نوشت مͬ�توان ١.٣.١ لم در (٣.١) از استفاده با طرفͬ از

n−١∑
i=٠

Cn
i xqi(x)E(Zn−i)− n

n−٢∑
i=٠

Cn−١
i qi(x)E(Zn−١−i)

= xq٠(x) +
n−١∑
i=١

Cn
i xqi(x)E(Zn−i)− n

n−١∑
i=١

Cn−١
i−١ qi−١(x)E(Zn−i)

= xq٠(x) +
n−١∑
i=١

Cn
i (xqi(x)− iqi−١(x))E(Zn−i)

=

n−١∑
i=٠

Cn
i qi+١(x)E(Zn−i)

=

n∑
i=٠

Cn
i qi(x)E(Zn+١−i). (١١.١)

به را (١٠.١) مͬ�توان (١١.١) و (٩.١) از استفاده با مͬ�شود. نتیجه ١ قسمت ٢.٣.١ لم از تساوی آخرین

کرد: بازنویسͬ زیر صورت

qn+١(x) = xn+١ −
n∑

i=٠
Cn
i qi(x)E(Zn+١−i)−

n∑
i=٠

Cn
i qi+١(x)E(Zn−i)

= xn+١ −
n−١∑
i=٠

Cn+١
i qi(x)E(Zn+١−i).

مͬ�شود. کامل برهان و برقرار استقرا حͺم بنابراین است. شده نتیجه ٢ قسمت ٢.٣.١ لم از آخر تساوی که

کرنیش�فیشر بسط ۴.١

بسط�های معرفͬ ͷکم به و آن�ها، انباشت�ͷهای و گشتاورها از استفاده با آماری توزیع�های مشخص�سازی

کرنیش� .(١٩۶٠ کرنیش، و (فیشر شد شروع مختلفͬ محققین توسط ١٩٣٧ حدود از آن�ها، از حاصل مجانبͬ



١۶ پیش�نیازها و مقدمات .١

کرنیش- بسط دادند. ارایه شد، معروف کرنیش�-فیشر١١ بسط به که را بسط�ها این از ͬͺی (١٩٣٨) فیشر و

و انباشت�ͷهایش اساس بر تصادفͬ، متغیر ͷی توزیع چندک�های تقریب برای که است مجانبͬ بسطͬ فیشر،

مͬ�شود. گرفته به�کار استاندارد، نرمال توزیع چندک�های

با Z تصادفͬ متغیر ͷی برای توزیع: چندک برای کرنیش��فیشر بسط (٢٠٠٨ (داس�گوپتا، .١.۴.١ لم

آن در که مͬ�شود تعریف Qp = µ+ σw صورت به ،Qp ،Z pام مرتبه چندک متناهͬ، واریانس و µ میانͽین

w = x+ [γ١h١(x)]

+ [σ٢h٢(x) + γ٢
١h١١(x)]

+ [γ٣h٣(x) + γ١γ٢h١٢(x) + γ٣
١h١١١(x)]

+ · · · ,

آن در که

x = Φ−١(p).

و

γr−٢ =
κr

κ
r/٢
٢

, r ∈ {٣,۴, · · · },

h١(x) =
q٢(x)

۶ ,

h٢(x) =
q٣(x)
٢۴ ,

h٣(x) =
q۴(x)
١٢٠ ,

h١١(x) = − [٢q٣(x) + q١(x)]
٣۶ ,

h١٢(x) = − [q۴(x) + q٢(x)]
٢۴ ,

h١١١(x) =
[١٢q۴(x) + ١٩q٢(x)]

٣٢۴ ,

١١Cornish-Fisher expansion



١٧ شارلیر گرام سری .۵.١

متغیر کشیدگͬ و ͬͽچول نیز γ٢ و γ١ مقادیر مͬ�باشد. nام احتمالͬ هرمیتͬ چندجمله�ای qn(x) که طوری به

مͬ�باشند. تصادفͬ

٢ کشیدگͬ �و ۵ ͬͽچول ،٢۵ واریانس ،١٠ میانͽین با تصادفͬ متغیر ͷی X کنید فرض .٢.۴.١ مثال

برآورد برای وابسته�اند، کشیدگͬ و ͬͽچول به تنها که کرنیش-فیشر بسط اول جمله چند از مͬ�توان باشد.

توزیع ٩۵ام صدک کرد. استفاده استاندارد، نرمال توزیع چندک�های ͷکم به تصادفͬ، متغیر این چندک�های

کرد: محاسبه زیر صورت به مͬ�توان را w وزن بنابراین مͬ�باشد. ١٫ ۶۵ استاندارد نرمال

w ≈ ١٫ ۶۵ + ۵١٫ ۶۵٢ − ١
۶

+ ۵١٫ ۶۵٣ − ٣ × ١٫ ۶۵
٢۴ − ۵٢ ٢ × ١٫ ۶۵٣ − ۵ × ١٫ ۶۵

٣۶ = ٢٫ ۵۵۶٢١

مͬ�باشد. ٢٢٫ ٧٨١ تقریبا یا ١٠ + ۵(٢٫ ۵۵۶٢١) ،X برآوردشده ٩۵ام صدک بنابراین

شارلیر گرام سری ۵.١

سری�هایͬ شده�اند، نام�گذاری شارلیر کارل و گرام پدرسون جورجن افتخار به که شارلیر١٢ گرام سری�های

به مͬ�توان زمینه این در مͬ�کنند. تقریب انباشت�ͷها برحسب عباراتͬ صورت به را احتمال توزیع که هستند

کرد. مراجعه (١٩٩٩) کرامر و (١٩٩۴) اورد و استوارت

صورت به که است f(·) احتمال چͽالͬ تابع با توزیعͬ مشخصه� تابع تقریب بسط�ها، این کلیدی هدف

و مناسب ویژگͬ�های با مͬ�باشد)، نرمال توزیع معمولا (که دیͽر توزیعͬ مشخصه� تابع برحسب عباراتͬ

مͬ�آید. به�دست معͺوس فوریه تبدیل به�و�سیله� f(·) و است شده نوشته معلوم،

احتمال (چͽالͬ) تابع با آن مشخصه� تابع Ψ(·) کنید فرض و بͽیرید نظر در را X پیوسته� تصادفͬ متغیر

تابع ،g(·) احتمال چͽالͬ تابع با معلوم توزیعͬ عبارات حسب بر را بسط باشد. κr انباشت�ͷهای و f(·)

اما مͬ�شود. گرفته نظر در نرمال چͽالͬ تابع g(·) معمولا˟ مͬ�دهیم. انجام γr انباشت�ͷهای و ψ(·) مشخصه
١٢Gram-Charlier series



١٨ پیش�نیازها و مقدمات .١

داریم را زیر اتحاد انباشت�ͷها، تعریف به توجه با است. ممͺن نیز دیͽر انتخاب�های

Ψ(t) = exp[

∞∑
r=١

(κr − γr)
(it)r

r!
]ψ(t).

دیفرانسیل Dعملͽر آن در که مͬ�باشد، (−١)rDrg(x) فوریه� تبدیل itrψ(t) فوریه، تبدیل ویژگͬ�های به�وسیله�

بنابراین مͬ�باشد. x به نسبت

f(x) = exp[

∞∑
r=١

(κr − γr)
(−D)r

r!
]g(x).

واریانس و µ = κ١ میانͽین یعنͬ ،f برای مفروض واریانس و میانͽین با نرمال چͽالͬ تابع را g(x) اگر

آن�گاه بͽیریم. نظر در ،σ٢ = κ٢

f(x) = exp[

∞∑
r=٣

κr
(−D)r

r!
]

١√
٢πσ

exp[−(x− µ)٢

٢σ٢ ].

دست شارلیر گرام سری به هم�مرتبه، مشتقات با متناظر عبارات کردن متحد و نمایͬ تابع بسط ͷکم به حال

داشت خواهیم بͽیریم، نظر در را اول عبارت دو تنها اگر مͬ�یابیم.

f(x) ≈ ١√
٢πσ

exp[−(x− µ)٢

٢σ٢ ][١ +
κ٣

٣!σ٣ q٣(
x− µ

σ
) +

κ۴
۴!σ۴ q۴(

x− µ

σ
)], (١٢.١)

مͬ�باشند. هرمیتͬ چندجمله�ای�های q۴(x) = x۴ − ۶x٢ + ٣ و q٣(x) = x٣ − ٣x آن در که

همچنین، باشد. معتبر احتمال توزیع ͷی نتیجه در و مثبت (١٢.١) عبارت که ندارد وجود تضمینͬ

مقادیر برای که همͽراست صورتͬ در تنها سری این هستند. واگرا موارد از بسیاری در شارلیر گرام سری�های

بسط ͷی نتیجه�شده سری نباشد، همͽرا هرگاه و یابد کاهش exp(−x٢
۴ ) از سریع�تر f(x) ،x بزرگ خیلͬ

سری به اچوورث سری�های دلیل همین به بود. نخواهد میسر آن خطای برآورد امͺان و نیست معتبر مجانبͬ

مͬ�شوند. داده ترجیح شارلیر گرام

اچوورث سری ۶.١

مرکزی حد قضیه� از تعمیمͬ بسط این داد. ارایه شارلیر گرام سری با مشابه بسطͬ (١٩٢۶-١٨۴۵) اچوورث

هال برشمرد. خود زمان تا را اچوورث سری مختلف کاربردهای و پیشرفت�ها (١٩۵٨) والاک مͬ�باشد.



١٩ اچوورث سری .۶.١

بسط پرداخت. خودگردان�سازی١٣ روش�های در اچوورث بسط کاربردهای تشریح و معرفͬ به (١٩٩٢)

گرام بسط�های (١٩٩٨) موسنر نمونه، عنوان به است. شده گرفته کار به نیز دیͽر حوزه�های در اچوورث

روسنفلد و فیلهو و داد قرار استفاده مورد نجوم ͷفیزی مسایل در را اچوورث و گاوس-هرمیت١۴ شارلیر،

اچوورث سری�های مزیت دادند. قرار بررسͬ مورد را اچوورث بسط با قیمت�گذاری آزمون مساله (٢٠٠۴)

مͬ�باشد. معتبر مجانبͬ بسط ͷی سری، بنابراین مͬ�باشد. آن از حاصل تقریب خطای بودن کنترل�پذیر در

σ٢ متناهͬ واریانس و µ میانͽین با هم�توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله�ای {Xi} کنید فرض

شود: تعریف زیر صورت به Yn و باشد

Yn =
١√
n

n∑
i=١

Xi − µ

σ
.

مرکزی، حد قضیه� به توجه با آن�گاه باشد. Yn متغیر�تصادفͬ تجمعͬ توزیع تابع Gn(·) کنید فرض همچنین

داریم x هر برای

lim
n→∞

Gn(x) = Φ(x) =

∫ x

−∞

١√
٢π

e−
١
٢ z

٢
dz.

دهیم قرار اگر باشند. κr = σrλr بالاتر مرتبه انباشت�ͷهای دارای Xi تصادفͬ متغیرهای کنید فرض حال

Ψ(x) =
١√
٢π

exp(−١
٢x

٢),

مͬ�باشند: زیر صورت به Gn از gn(t) مشخصه� تابع عبارات در �ͷانباشت اختلاف آن�گاه

κGn
١ − γ١ = ٠,

κGn
٢ − γ٢ = ٠,

κGn
r − γr =

κr

σrnr/١−٢ =
λr

nr/٢ − ١ , r ≥ ٣.

عبارات سری این در که تفاوت این با شده�اند، داده توسعه شارلیر گرام سری�های مشابه اچوورث سری�های
١٣Bootstrap
١۴Gauss-Hermit
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بنابراین شده�اند. متحد n توان حسب بر

gn(t) =
[
١ +

∞∑
j=١

Pj(it)

nj/٢

]
exp

(
− t٢

٢
)
,

تابع معͺوس، فوریه تبدیل اعمال از بعد دوباره است. ٣j −١ درجه از چندجمله�ای ͷی Pj(x) که به�طوری

به�صورت Gn(·) توزیع

Gn(x) = Φ(x) +

∞∑
j=١

Pj(−D)

nj/٢ Φ(x), (١٣.١)

مͬ�باشند: زیر صورت به بسط اول عبارت پنج مͬ�آید. به�دست

Gn(x) =Φ(x)

− ١
n١/٢ (

١
۶λ٣Φ

(٣)(x))

+
١
n
(

١
٢۴λ۴Φ

(۴)(x) +
١

٧٢λ
٢
٣Φ

(٣)(x))

− ١
n٣/٢ (

١
١٢٠λ۵Φ

(۵)(x) +
١

١۴۴λ٣λ۴Φ
(٧)(x) +

١
١٢٩۶λ

٣
٣Φ

(٩)(x))

+
١
n٢ (

١
٧٢٠λ۶Φ

(۶)(x) + (
١

١١۵٢λ
٢
۴ +

١
٧٢٠λ٣λ۵)Φ

(٨)(x)

+
١

١٧٢۵λ٣λ۴Φ
(١٠)(x) +

١
٣٢١٠۴λ

۴
٣Φ

(١٢)(x))

+O(n−
۵
٢ ),

برای ساده�ای الͽوریتم ،(١٩٩٨) موسنر و بلینیͺو مͬ�باشد. x نقطه� در Φ(·) jام مشتق Φ(j)(x) که به�طوری

دادند. ارایه بالاتر مرتبه�های� با عبارات محاسبه�

توزیع در موجود ͬͽچول نمͬ�تواند نرمال، توزیع� بودن متقارن دلیل به میانͽین�ها، برای مرکزی حد قضیه

بسط دوم جمله داد. دخالت را ͬͽچول مͬ�توان اچوورث بسط از استفاده با کند. تقریب وارد را واقعͬ

صورت در جمله، تعداد هر برای بسط اگرچه مͬ�کند. وارد را ͬͽچول نیز نرمال) توزیع تقریب از (غیر

نرمال، توزیع تابع از بعد اول، جمله دو با بسط معمولا اما است، دست�یابͬ قابل کافͬ، گشتاورهای وجود

بالا، مرتبه�های با هرمیتͬ چندجمله�ای�های حضور دلیل به بیشتر، یا جمله سه با بسط�های است. پرکاربردتر
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خاص را آن اول، جمله دو با اچوورث بسط وسیع کاربرد دلیل به .(١٩٩٢ (هال، باشند ناپایدار مͬ�توانند

قضیه، بیان از قبل کنید. مراجعه (١٩٩٢) هال به مͬ�توانید آن اثبات برای مͬ�دهیم. ارایه زیر قضیه در و کرده

مͬ�کنیم. بیان است، لازم تقریب خطای سنجش برای که را کرامر شرط

هرگاه مͬ�کند، صدق کرامر شرط در F (·) توزیع تابع کرامر: شرط

lim
t→∞

sup
χ

|EF (e
itX)| < ١.

است. X تͺیه�گاه χ آن در که

توزیع�هایͬ برای .(٢٠٠٣ (لاهیری، مͬ�کنند صدق کرامر شرط در پیوسته مطلق به�طور توزیع�های تمام

برای البته کرد. استفاده آن�ها برای زیر قضیه در بیان�شده بسط از نمͬ�توان نمͬ�کنند، صدق شرط این در که

همراه به را بیشتری محاسبات که دارند وجود اچوورث بسط از بهره�برداری برای بررسͬ�هایͬ توزیع�ها این�گونه

.(١٩۴۵ (اسین، دارند

آن�گاه ،EF (X
۴) <∞ و کند صدق کرامر شرط در F اگر .١.۶.١ قضیه

Fn(x) = Φ(x) +
C١(F )P١(x)ϕ(x)√

n
+
C٢(F )P٢(x) + C٣(F )P٣(x)

n
ϕ(x) +O(n−٣/٢),

که به�طوری

C١(F ) =
E(X − µ)٣

۶σ٣ ,

C٢(F ) =
E(X−µ)۴

σ۴ − ٣
٢۴ ,

C٣(F ) =
C٢

١ (F )

٧٢ ,

P١(x) = (١ − x٢),

P٢(x) = ٣x− x٣,

P٣(x) = ١٠x٣ − ١۵x− x۵.

برای که مهمͬ سوال همواره مͬ�کنند، صدق کرامر شرط در که توزیع�هایͬ برای قضیه این وجود علͬ�رغم
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کلͬ به�طور اچوورث، بسط برای است. دقیق حد چه تا حاصل تقریب که است این مͬ�شود مطرح تقریبͬ هر

ͷکوچ n یا چوله نظر مورد توزیع اگر مͬ�رسد نظر به اما داد. پاسخ سوال این به نمͬ�توان صراحت به و

باشد. دقیق نمͬ�تواند اول جمله دو حتͬ یا ͷی با اچوورث بسط آن�گاه باشد،

مͬ�کنیم. تشریح را ساده� مثال دو ادامه در اچوورث، بسط از حاصل تقریب عملͺرد نمایش برای

باشد. آزادی درجه ٢ با کͬ�دو توزیع از ساده تصادفͬ نمونه ͷی X١, X٢, X٣ کنید فرض .٢.۶.١ مثال

گاما X̄ دقیق توزیع آوریم. به�دست را ،X̄ = ١/٣
∑٣

i=١Xi تایͬ، ٣ نمونه این میانͽین توزیع مͬ�خواهیم

یعنͬ است.

X̄ ∼ Gamma(α = nk/٢, θ = ٢/n) = Gamma(α = ٣, θ = ٢/٣).

(توزیع مرکزی حد قضیه از حاصل تقریب�های اچوورث، بسط از حاصل تقریب عملͺرد ارزیابͬ برای

دقیق توزیع با را سوم و دوم درجه اچوورث بسط دو و ،X̄ ∼ N(k,٢k/n) = N(٢,۴/٣) نرمال)، مجانبͬ

دو و مرکزی حد قضیه از حاصل تقریب سه و واقعͬ چͽالͬ تابع منحنͬ�های ٢.۶.١ شͺل مͬ�کنیم. مقایسه

خیلͬ سوم و دوم مرتبه اچوورث بسط با تقریب دقت که مͬ�کنید مشاهده مͬ�دهد. نشان را اچوورث بسط

همراه ͬͺکوچ خطای با نرمال توزیع تقریب حالͬ�که، در ندارند؛ چندانͬ تفاوت واقعͬ منحنͬ با و بالاست

است. آمده ب پیوست در مثال این تولید باز برای R برنامه کد دارد. فاصله واقعͬ منحنͬ با و نیست

نمایͬ توزیع از تایͬ ۵ تصادفͬ نمونه ͷی X١, X٢, · · · , X۵ فرضکنید (٢٠٠٨ (داس�گوپتا، .٣.۶.١ مثال

تقریب در را مرکزی حد قضیه و جمله دو جمله، ͷی با اچوورث بسط دقت ٣.١ جدول باشد. ١ میانͽین با

اچوورث بسط از حاصل تقریب�های مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور مͬ�دهد. نشان نمونه این میانͽین توزیع

تقریب بودن نادقیق که کنید توجه مͬ�کنند. عمل مرکزی حد قضیه تقریب از بهتر دوجمله�ای و جمله�ای ͷی

مͬ�باشد. ͬͽچول کردن وارد در آن ناتوانͬ دلیل به ،x = ٠ برای مرکزی حد

،(١٩٧٨) گوش و باتاچاریا ،(١٩٧۴) بیͺل در مͬ�توانید را اچوورث سری بسط از مختلفͬ کاربردهای

بیابید. (٢٠٠١) آلبرز و (١٩٩٧) همͺاران و بنتͺاس ،(١٩٩١) کاکس و بارندورف-نیلسن
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واقعͬ، چͽالͬ ممتد: خط آزادی؛ درجه دو با کͬ�دو متغیر ٣ میانͽین احتمال چͽالͬ تابع تقریب :١.١ شͺل
سه درجه اچوورث بسط خط�تیره: دو، درجه اچوورث بسط نقطه�چین: نرمال، تقریب نقطه�خط:
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میانͽین توزیع تقریب در مرکزی حد تقریب و اچوورث بسط دقت مقایسه :٣.١ جدول
دوجمله�ای اچوورث بسط جمله�ای ͷی اچوورث بسط مرکزی حد تقریب توزیع دقیق مقدار x

٠٫ ۵۵٩ ٠٫ ۵۵٩ ٠٫ ۵٠ ٠٫ ۵۶ ٠
٠٫ ٧٠٠ ٠٫ ٧٠٢ ٠٫ ۶۵۵ ٠٫ ٧٠١ ٠٫ ۴
٠٫ ٨۴٩ ٠٫ ٨۴١ ٠٫ ٨۴١ ٠٫ ٨۴٧ ١
٠٫ ٩۵٩ ٠٫ ٩۵٣ ٠٫ ٩٧٧ ٠٫ ٩۵٩ ٢

اچوورث بسط معایب ١.۶.١

زیر در که مͬ�باشد نیز معایبͬ دارای بسط این اچوورث، بسط متعدد کاربرد�های و خوب ویژگͬ�های کنار در

مͬ�کنیم: اشاره آن�ها به

که معنͬ این به باشد احتمال توزیع تابع ͷی اچوورث بسط از حاصل تقریب که ندارد وجود ضمانتͬ •

نمͬ�شود. ͷی برابر لزوماً آن از حاصل چͽالͬ تابع انتͽرال .١

باشند. منفͬ است ممͺن آن اساس بر محاسبه�شده احتمال�های .٢

باشند. همراه ملاحظه�ای قابل خطای با مͬ�توانند دمͬ، احتمال�های به�ویژه آن، از حاصل احتمال�های •

از: عبارتند امر این برای اصلͬ دلیل دو

مͬ�آید. به�دست میانͽین حول تیلور سری ͷی تحت بسط این .١

امر این و نسبͬ، خطای ͷی نه مͬ�شود متحمل را مطلق خطای ͷی مجانبͬ به�طور بسط این .٢

ممͺن چون مͬ�شود. مساله�ساز کنیم، تقریب را ͷکوچ خیلͬ کمیت�های بخواهیم که زمانͬ

باشد. ملاحظه قابل نسبͬ خطای و ͷکوچ مطلق خطای است

بیزی استنباط ٧.١

تصادفͬ نمونه� ͷی و مͬ�گیرند نظر در نامعلوم ثابت مقدار ͷی را θ پارامتر آمار، ͷکلاسی دیدگاه در

اساس بر و کرده جمع�آوری است، f(x|θ) احتمال چͽالͬ تابع دارای که جمعیتͬ از X١, X٢, · · · , Xn
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متغیر ͷی خود که مͬ�گیرند نظر در کمیتͬ را θ پارامتر بیزی، دیدگاه در مͬ�کنند. تصمیم�گیری θ مورد در آن

مͬ�گردد بیان مͬ�شود) گفته پیشین١۵ توزیع آن به (که احتمالͬ توزیع ͷی توسط آن تغییرات و است تصادفͬ

داده�ها مشاهده� از قبل و آزمایشͽر قبلͬ تجربیات و اعتقادات اساس بر پیشین توزیع این .(٢٠٠٨ (رابرتز،

مͬ�گردد. به�روز پیشین توزیع آن اساس بر و مͬ�شود گردآوری نمونه ͷی جمعیت از سپس مͬ�گردد. تعیین

مͬ�شوند. استخراج آماری استنباط�های توزیع این اساس بر و مͬ�نامند پسین١۶ توزیع را به�روز�شده پیشین توزیع

باشند. ساعت θ میانͽین با نمایͬ توزیع دارای کارخانه ͷی تولیدی قطعات عمر طول� کنید فرض مثال برای

ͷی از تغییرات این و کند تغییر سال طͬ در آن�ها فرسودگͬ علت به مͬ�تواند دستͽاه�ها عمر طول میانͽین

مناسب مͬ�تواند بیزی استنباط روش�های از استفاده حالت این در کند. پیروی پیشین، توزیع احتمالͬ، توزیع

باشد.

پیشین توزیع دارای θ فرضکنید پسین، توزیع محاسبه یعنͬ پیشین، اعتقاد رسانͬ به�روز�� شیوه درک برای

θ به آن توزیع که باشد جمعیتͬ از گردآوری�شده تصادفͬ نمونه� ͷی X = (X١, · · · , Xn) و باشد π(θ)

زیر صورت به پسین توزیع احتمال (چͽالͬ) تابع است. f(x|θ) آن احتمال (چͽالͬ) تابع و دارد ͬͽبست

مͬ�شود: محاسبه

π(θ|x) = f(x, θ)

m(x)
,

از است. X حاشیه�ای احتمال (چͽالͬ) تابع m(x) و θ و X توام احتمال (چͽالͬ) تابع f(x, θ) آن در که

نوشت مͬ�توان طرفͬ

f(x, θ) = π(θ)f(x|θ), m(x) =

∫
f(x, θ)dΠ(θ),

است. پیشین توزیع تابع Π(θ) آن در که

بنابراین

π(θ|x) = π(θ)f(x, θ)

m(x)
= c(x)π(θ)f(x|θ) ∝ π(θ)f(x|θ).

١۵Prior distribution
١۶Posterior distribution
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را درستنمایͬ) (تابع f(x|θ) در π(θ) حاصل�ضرب است کافͬ θ پسین احتمال توزیع محاسبه� برای یعنͬ

(٢٠٠٨) رابرتز به زمینه این در بیشتر اطلاعات برای کنیم. تبدیل احتمال توزیع ͷی به را آن و آورده به�دست

کنید. مراجعه



٢ فصل

پسین توزیع نرمال تقریب و استاین اتحاد

حالت در پسین، توزیع تابع برای نرمال تقریب ͷی استاین، اتحاد به معروف اتحادی ͷکم به فصل، این در

مͬ�باشند. (٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون از تشریحͬ فصل، این به مربوط مطالب مͬ�دهیم. ارایه چندپارامتری،

مقدمه ١.٢

(٢٠٠٨ تͬ�سͬ، و ون) برمͬ�گردد لاپلاس زمان به پسین مجانبͬ توزیع بودن نرمال روی بر مطالعه� و تحقیق

مجانبͬ توزیع بودن نرمال نمایش برای معمول روش است. کرده جلب را نویسندگان از بسیاری توجه و

عمل (MLE) ماکسیمم درستنمایͬ برآوردگر حول درستنمایͬ لͽاریتم تابع تیلور سری بسط مبنای بر پسین،�

بودن معلوم شرط به که، به�طوری است، استاندارد نرمال توزیع آن مولفه اولین که مͬ�سازد را بسطͬ و مͬ�کند

است. برقرار (a.s.) یقین١ به قریب یا احتمال در داده�ها،

شده داده نشان متفاوت، شرایط تحت آماردان�ها، از بسیاری توسط پسین توزیع�های بودن مجانبͬ نرمال

واکر ،(١٩۵٣) له�کم به مͬ�توان هم�توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای چارچوب در نمونه، عنوان به است.

تصادفͬ فرآیندهای چارچوب در و کرد اشاره (١٩٧٠) جانسون و (١٩٨٠) لیندلͬ ،(١٩٧٠) دیوید ،(١٩۶٩)

یاد (١٩٨٧) آدکولا و سویتین و (١٩٨۵) چن ،(١٩٨٠) رآوو و باساوا ،(١٩٧٩) جان�استون و هاید از

کرد.
١Almost surely
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به شرط سه این دارند. وجود اساسͬ شرط سه معمولا مشابه، تحقیقات و بردیم اسم که تحقیقاتͬ در

اطلاع رشد خاص، به�طور مͬ�شوند. مربوط درستنمایͬ تابع دنباله�ای رفتار و اطلاع ͬͽپیوست اطلاع، رشد

فرض این شامل اطلاع ͬͽپیوست مͬ�کند؛ میل بͬ�نهایت به مشاهده�شده اطلاع ماتریس نرم که مͬ�کند فرض

است؛ هموار پارامتر)، واقعͬ مقدار (یا ماکسیمم درستنمایͬ برآورد از ͬͽهمسای ͷی در اطلاع تابع که است

ͬͽهمسای از خارج درستنمایͬ لͽاریتم مقدار که هستند سوال این به پاسخͬ اساسا دنباله�ای رفتارهای و

داده�اند نشان (١٩٩٢ ،سوییتین ١٩٨۵؛ (چن، محققانͬ مͬ�کند؟ میل صفر به سرعتͬ چه با مشخص�شده،

مربوط درستنمایͬ تابع غیرموضعͬ رفتار به که سوم شرط بررسͬ ولͬ است آسان نسبتا اول شرط دو بررسͬ

است. مشͺل و پیچیده�تر مͬ�شود،

پسین توزیع بودن مجانبͬ نرمال اثبات برای جایͽزین روش ͷی ت�ͷپارامتری، حالت در ،(٢٠٠٣) ون

(٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون سپس کرد. پیشنهاد (١٩٨٩ (وودروف، استاین٢ اتحاد اساس بر تصادفͬ، فرآیندهای

سپس مͬ�شود. استفاده Z مانند مناسب تبدیل ͷی از روش این در دادند. تعمیم چندپارامتری حالت به را آن

باقͬ�مانده مولفه�های جداسازی برای استاین اتحاد از صورتͬ ،h(·) مانند کراندار اندازه�پذیر تابع ͷی برای

نتیجه قابل به�سادگͬ پسین توزیع این بودن مجانبͬ نرمال که به�طوری مͬ�رود، به�کار h(Z) پسین ریاضͬ امید

باشد.

به پسین توزیع همͽرایͬ (٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون با مطابق و استاین اتحاد از استفاده با فصل، این در

مورد نظم شرایط سپس مͬ�کنیم. معرفͬ را لازم نمادهای و تعاریف ابتدا ادامه، در مͬ�دهیم. نشان را نرمال

مͬ�دهیم. نشان را نرمال به پسین مجانبͬ توزیع همͽرایͬ پایان در و مͬ�کنیم. بیان را نیاز
٢Stein’s identity



٢٩ استاین اتحاد .٢.٢

استاین اتحاد ٢.٢

برای معیاری معرفͬ انͽیزه با که شد، بیان (١٩٧٢) استاین توسط بار اولین نرمال تقریب برای استاین، روش

اگر تنها و اگر Z ∼ N(٠, σ٢) عبارتͬ به گرفت. انجام نرمال توزیع مشخص�سازی

E[Zf(Z)] = σ٢E[
d

dz
f(Z)],

اتحاد از (١٩٧۵) چن است. f(·) تابع مشتق بیانͽر f ′(·) و است مطلق پیوسته تابع هر f(·) که به�طوری

نرمال تقریب از (١٩٨١) استاین دیͽری، تحقیق در کرد. استفاده پواسن توزیع مشخص�سازی برای استاین

بیشتر یا ٣ بعد با چندمتغیره نرمال توزیع ͷی میانͽین مͬ�نیماکس برآوردگر یافتن برای اتحاد این از حاصل

کنید. مراجعه (٢٠١١) همͺاران و چن به اتحاد این مختلف کاربردهای و تعمیم�ها مشاهده برای برد. بهره

کنیم. معرفͬ را نمادها برخͬ باید ابتدا استاین، اتحاد بیان برای

به همچنین دهد. نشان را آن چͽالͬ تابع ϕp(·) و متغیره p استاندارد نرمال توزیع تابع Φp(·) کنید فرض

مͬ�دهیم قرار است، متناهͬ آن�ها انتͽرال که h(·) توابع برای مͬ�دهیم. نشان ϕ و Φ با را ϕ١ و Φ١ اختصار

Φph =

∫
hdΦp.

�صورت به (٢٠٠۵ (گات، متناه٣ͬ علامت�دار اندازه� ͷی Γ کنید فرض همچنین

dΓ = fdΦp,

مشابه به�طور .Φp|f | =
∫
|f |dΦp < ∞ که به�طوری است، ℜp روی مقدار حقیقͬ تابع ͷی f(·) که باشد

برای که را h : ℜp −→ ℜ اندازه�پذیر توابع همه� مجموعه s > ٠ برای .Γh =
∫
hdΓ مͬ�کنیم تعریف

مͬ�کنیم تعریف h ∈ Hs برای مͬ�دهیم. نشان Hs با مͬ�کنند، صدق h(z) < b(١ + ||z||s) شرط در b > ٠

،hp = h ،h٠ = Φph

hk(y١, . . . , yk) =
∫
ℜp−k

h(y١, . . . , yk, w)Φp−k(dw), (١.٢)

٣Finite signed measure
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و

gk(y١, · · · , yp) = e
١
٢y

٢
k

∫ ∞

yk

[hk(y١, . . . , yk−١, w)− hk−١(y١, . . . , yk−١)]e
− ١

٢w
٢
dw, (٢.٢)

.Uh = (g١, . . . , gp)T مͬ�کنیم تعریف سپس .k = ١, · · · , p و −∞ < y١, · · · , yp < ∞ که به�طوری

نیست. yk+١, . . . , yp شامل که ،gk(y١, . . . , yp) = gk(y١, . . . , yk) ،(٢.٢) در که باشید داشته دقت

توجه با .Uh(z) = (٠, z١,٠)T مͬ�دهیم نشان ،h(z) = z١z٢ دهیم قرار اگر z ∈ ℜ٣ برای .١.٢.٢ مثال

داریم (١.٢) به

h٠ =

∫
z١z٢dΦ٣(z) = ٠,

h١(z١) =
∫
h(z١, w١, w٢)dΦ٢(w١, w٢) =

∫
z١w١dΦ٢(w١, w٢) = ٠,

h٢(z١, z٢) =
∫
h(z١, z٢, w)dΦ١(w) =

∫
z١z٢dΦ(w) = z١z٢,

h٣(z١, z٢, z٣) = h(z١, z٢, z٣) = z١z٢.

نوشت مͬ�توان (٢.٢) بر بنا نتیجه در

g١(z) = e
z٢

١
٢

∫ ∞

z١

[h١(w)− h٠]e
−w٢

٢ dw = ٠,

g٢(z) = e
z٢

٢
٢

∫ ∞

z٢

[h٢(z١, w)− h١(z١)]e
−w٢

٢ dw = e
z٢

٢
٢

∫ ∞

z٢

z١we
−w٢

٢ dw = z١,

g٣(z) = e
z٢

٣
٢

∫ ∞

z٣

[h٣(z١, z٢, w)− h٢(z١, z٢)]e
−w٢

٢ dw = ٠.

بنابراین

Uh(z) = (g١, g٢, g٣)
T = (٠, z١,٠)T .

Uh(z) = (١,٠, . . . ,٠)T آن�گاه h(z) = z١ اگر z ∈ ℜp برای داد نشان مͬ�توان بالا، مثال مشابه به�طور

.Uh(z) = z آن�گاه h(z) = ||z||٢ اگر و
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f(·) که ،dΓ = fdΦp آن�که فرض با باشد. نامنفͬ صحیح عدد r کنید فرض استاین) (اتحاد .٢.٢.٢ لم

و است ℜp روی مشتق�پذیر ∫تابعͬ
ℜp

|f(z)|Φp(dz) +

∫
ℜp

(١ + ||z||r)||∇f(z)||dΦp(dz) <∞, (٣.٢)

،h ∈ Hr همه برای آن�گاه

Γh = Γ١.Φph+

∫
ℜp

(Uh(z))T∇f(z)Φp(dz). (۴.٢)

که حالتͬ برای را اثبات حال، این با مͬ�باشد. (١٩٨٩) وودروف ١ گزاره اثبات همان لم، این اثبات برهان.

کرد. خواهیم استفاده اثبات این از سوم فصل در زیرا مͬ�کنیم؛ بیان است، p = ١

.f(x) =
∫ x
−∞ f ′(y)dy داریم ٢.٢.٢ لم پذیره�های به توجه با دهد. نشان را مشتق�گیری عمل ′ فرضکنید

داریم همچنین

Γh− Γ١.Φh = Φ(fh)− Φf.Φh

=

∫
ℜ

{∫ x

−∞
f ′(y)dy

}
ϕ(x)[h(x)− Φh]dx

=

∫
ℜ

{∫ ∞

y
[h(x)− Φh]ϕ(x)dx

}
f ′(y)dy

=

∫
ℜ
Uh(y)f ′(y)ϕ(y)dy

است. انجام قابل لم در تعریف�شده انتͽرال�پذیری شرایط ضمانت به انتͽرال�ها ترتیب تعویض

(١٩٩٧) کواد و وودروف در مͬ�توانید آن�را اثبات که مͬ�گیرد قرار استفاده مورد بعد بخش�های در زیر لم

ببینید. (٢٠٠٠) وودروف و ون یا

،h(z) = ||z||p اگر همچنین .Uh ∈ H٠ آن�گاه ،h(z) ∈ H٠ اگر (١٩٩٧ کواد، و (وودروف .٣.٢.٢ لم

آن�گاه ،p ≥ ١

||Uh(z)|| ≤ C
(

١ + ||z||p−١
)
.
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. ٠ < C <∞ آن در که

است. کران�دار h(·) تابع که است آن معنͬ به ،h ∈ H٠ که مͬ�کنیم یادآوری

مدل معرفͬ ٣.٢

به�طوری است، pt(xt|θ) احتمال (چͽالͬ) تابع با توزیعͬ دارای که باشد تصادفͬ بردار ͷی Xt کنید فرض

ℜp در باز زیرمجموعه�ای θ ∈ Θ و است) نمونه حجم بیانͽر معمولا (که پیوسته یا گسسته پارامتر ͷی t که

دو θ به نسبت که باشد مدل درستنمایͬ لͽاریتم تابع ℓt(θ) = ln(Lt(θ;xt)) کنید فرض همچنین است.

معادله در و دارد وجود ،θ̂ ماکسیمم، درستنمایͬ برآوردگر کنید فرض این، بر علاوه است. مشتق�پذیر بار

نشان�دهنده ∇٢ℓt(θ) و ∇ℓt(θ) آن در که است، مثبت معین −∇٢ℓt(θ̂t) و مͬ�کند صدق ∇ℓ(θ̂t) = ٠

هستند. θ به نسبت دوم مرتبه جزیͬ مشتقات ماتریس و اول مرتبه جزیͬ مشتقات بردار به�ترتیب

θ پارامترهای کنید فرض است. مدل پارامترهای برای پیشین توزیع تعیین نیازمند بیزی مدل ساخت

صورت به ،xt داده�های شرط به ،θ پسین چͽالͬ تابع صورت، این در باشد. ξ(θ) پیشین چͽالͬ تابع دارای

مͬ�شود: تعریف زیر

ξt(θ) ∝ L(θ;xt)ξ(θ) = exp(ℓt(θ))ξ(θ).

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Zt و Σt کمیت�های

ΣT
t Σt = −∇٢ℓt(θ̂t), (۵.٢)

Zt = Σt(θ − θ̂t). (۶.٢)

این�که به توجه با

ξt(θ)

ξ(θ)
∝ exp(ℓt(θ)),

از عبارتست Zt پسین چͽالͬ تابع

ζt(z) = ξt(θ(z)) ∝ exp(ℓt(θ)− ℓt(θ̂))ξ(θ), (٧.٢)



٣٣ مدل معرفͬ .٣.٢

مدل پارامترهای (نامعلوم) واقعͬ مقدار θ٠ کنید فرض است. شده بیان (۶.٢) در z و θ رابطه� آن در که

،xt بردار شرط به شرطͬ، ریاضͬ امید و احتمال تابع به�ترتیب Ec
t و P c

t کنید فرض این، بر علاوه باشد.

اثبات برای مͬ�شوند. بیان (θ٠ (تحت واقعͬ احتمال توزیع به نسبت احتمالͬ عبارات همه ادامه در باشند.

آن�گاه ،t −→ ∞ وقتͬ دهیم نشان باید نرمال، توزیع به پارامترها پسین توزیع همͽرایͬ

P c
t (Zt ∈ B) −→ Φp(B), (٨.٢)

است. ℜp در دلخواه بورل مجموعه B آن در که

تبدیل برای داریم. نیاز زیر روابط معرفͬ به استاین، اتحاد برای مناسب شͺلͬ به ℓt(θ) تبدیل منظور به

به�صورت را θ̂ حول آن تیلور بسط نرمال، چͽالͬ هسته به ͷنزدی شͺلͬ به ℓt(θ)

ℓt(θ) ≈ ℓt(θ̂) +
١
٢(θ − θ̂)T∇٢ℓt(θ

∗)(θ − θ̂),

مͬ�دهیم قرار دارد. قرار θ̂ و θ بین θ∗ آن در که بͽیرید، نظر در

ut(θ) = −١
٢(θ − θ̂)T [∇٢ℓt(θ̂)−∇٢ℓt(θ

∗)](θ − θ̂).

بنابراین

ℓt(θ) ≈ ℓt(θ̂) +
١
٢(θ − θ̂)T∇٢ℓt(θ̂)(θ − θ̂)

− ١
٢(θ − θ̂)T∇٢ℓt(θ̂)(θ − θ̂) +

١
٢(θ − θ̂)T∇٢ℓt(θ

∗)(θ − θ̂)

≈ ℓt(θ̂)∓
١
٢∥zt∥٢

d +
١
٢(θ − θ̂)T∇٢ℓt(θ

∗)(θ − θ̂)

≈ ℓt(θ̂)−
١
٢∥zt∥٢

d + ut(θ). (٩.٢)

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را (٧.٢) بنابراین

ζt(Zt) ∝ eut(θ)− ١
٢ ||zt||

٢
dξ(θ(z))

= ϕp(z)ft(z), (١٠.٢)
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صورتͬ دارای Zt پسین توزیع اکنون مͬ�کنید مشاهده که همان�طور .ft(z) = ξ(θ(z)) exp(ut(θ)) آن در که

ft(z) آن�گاه باشد، مشتق�پذیر بار دو ℜp در ξ پیشین توزیع اگر مͬ�باشد. مناسب استاین اتحاد برای که است

داریم ،٢.٢.٢ لم به توجه با آن�گاه باشد، برقرار (٣.٢) اگر این، بر علاوه بود. خواهد طور همین نیز

Ec
t {h(Zt)} = Φph+ Ec

t {[Uh(zt)]T
∇Ztft(Zt)

ft(Zt)
}. (١١.٢)

که صفرهاست از بعدی p برداری ei آن در که ،Uh(z) = ei آن�گاه باشد، h(z) = zi اگر مثال عنوان به

صورت این در است. ١ آن iام عضو فقط

Ec
t (Zt) = Ec

t (
∇Ztft(Zt)

ft(Zt)
), (١٢.٢)

است. Zt به نسبت ft تابع اول مرتبه جزیͬ مشتقات بردار ∇ztft(zt) آن در که

که است آن (٨.٢) برقراری برای لازم شرط ،(١١.٢) رابطه به توجه با .١.٣.٢ گزاره

Ec
t {[Uh(zt)]T

∇Ztft(Zt)

ft(Zt)
}

Pθ٠−→ ٠.

داریم (٩.٢) رابطه از

∇ut(θ) = ∇ℓt(θ)−∇٢ℓt(θ̂)(θ − θ̂).

داشت خواهیم ∇ℓt(θ) تیلور بسط نوشتن با

∇ut(θ) =
[
∂٢ℓt(θ)
∂θiθj

|θ∗ij −∇٢ℓt(θ̂)

]
(θ − θ̂),

هسیان۴ ماتریس (∂٢ℓt(θ)/∂θiθj)|θ∗ij و دارند قرار θ̂ و θ بین θ∗il = θ∗ir, i, l, r = ١, . . . , p آن در که
۴Hessian



٣۵ نظم شرایط .۴.٢

بنابراین است. شده مقداردهͬ θ∗ij در آن ,i)ام j) مولفه که است ℓt(θ)

(ΣT
t )

−١∇ut(θ) = (ΣT
t )

−١
[
∂٢ℓt(θ)
∂θiθj

|θ∗ij −∇٢ℓt(θ̂)

]
(θ − θ̂)

= (ΣT
t )

−١
[
−∇٢ℓt(θ̂) +

∂٢ℓt(θ)
∂θiθj

|θ∗ij
]
Σ−١
t Σt(θ − θ̂)

= (ΣT
t )

−١
[
−∇٢ℓt(θ̂) +

∂٢ℓt(θ)
∂θiθj

|θ∗ij
]
Σ−١
t Zt

= (ΣT
t )

−١
[
ΣT
t Σt +

∂٢ℓt(θ)
∂θiθj

|θ∗ij
]
Σ−١
t Zt

=

{
Ip − (ΣT

t )
−١
[
−∂

٢ℓt(θ)
∂θiθj

|θ∗ij
]
Σ−١
t

}
Zt, (١٣.٢)

بنابراین است. p بعد با همانͬ ماتریس Ip آن در که

∇Ztft(Z)

ft(Z)
= (ΣT

t )
−١
[
∇ξ(θ)
ξ(θ)

+∇ut(θ)
]
. (١۴.٢)

ماتریس بودن مثبت معین معنͬ به A > ٠ این�جا در .Dt = {∇ℓt(θ̂t) = ٢∇−,٠ℓt(θ̂t > ٠} مͬ�دهیم قرار

است. A

نظم شرایط ۴.٢

کنید فرض منظور، این برای مͬ�دهیم. ارایه را مجانبͬ نتایج برقراری برای لازم نظم شرایط بخش، این در

مͬ�کنیم تعریف این، بر علاوه باشد. r > ٠ شعاع به a حول بعدی p ͬͽهمسای ͷی نشان�دهنده B(a; d)

St = {z : z = Σt(θ − θ̂), θ ∈ Θξ}.

پیشین: توزیع برای لازم نظم شرایط

است. مشتق�پذیر پیوسته به�طور ℜp روی ξ(θ) (P١)

است. Θξ ⊂ ℜk فشرده تͺیه�گاه دارای ξ(θ) (P٢)

.ξ(θ) > ε٠ ،B(θ٠, δ٠) ͬͽهمسای در که به�طوری دارند، وجود δ٠ > ٠ و ε٠ > ٠ مقادیر (P٣)
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درستنمایͬ: لͽاریتم تابع برای لازم نظم شرایط

مجموعه ′Dمتمم
t از منظور که ،Pθ٠(D

′
t) −→ ٠, ||Σ−١

t ||
Pθ٠−→ ٠, θ̂ Pθ٠−→ θ٠ آن�گاه ،t −→ ∞ هرگاه (L١)

است. Dt

که به�طوری دارد وجود {bt} مثبت و ثابث مقادیر از ∞ به همͽرا و صعودی دنباله�ای (L٢)

sup
ηij∈{θ: ||zt||≤bt}

||Ip + (ΣT
t )

−١(
∂٢ℓt(ηij)
∂θi∂θj

)Σ−١
t ||

Pθ٠−→ ٠.

همه برای که به�طوری دارند وجود c ≥ ٠ و r ≥ ١ ثابت�های ،(L٢) در bt دنباله برای (i) (L٣)

،θ ∈ {||zt|| > bt} ∩Θξ

(ΣT
t )

−١∇ut(θ)|| ≤ c||zt||r.

به متمایل احتمال با که به�طوری دارند وجود g : ℜ+ ×ℜp −→ ℜ نامنفͬ تابع و r ≥ ١ ثابت (ii)

mt(θ)نسبت ≡ (det(Σt)||zt||re−g(t,θ) ،[ℓt(θ̂)−ℓt(θ)] ≥ g(t, θ) ،θ ∈ Θξ هر ازای به و ١

کراندارند. یͺنواخت به�طور t به نسبت
∫
Θξ
mt(θ)dθ و انتͽرال�پذیرند یͺنواخت به�طور t به

به مربوط (L٢) شرط اطلاع، رشد به مربوط (L١) شرط درستنمایͬ، لͽاریتم تابع برای لازم نظم شرایط در

تابع دمͬ رفتار به مربوط مͬ�کند، بیان را انتͽرال�پذیری ویژگͬ�های از برخͬ که (L٣) شرط و اطلاع ͬͽپیوست

مͬ�باشند. درستنمایͬ

که مجانبͬ نتایج همه که کردند بیان (L٣)(ii) برای را دیͽری جانشین شرط (٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون

مͬ�مانند. باقͬ معتبر آن کردن جانشین با مͬ�شوند، ارایه بعدی بخش در

پسین مجانبͬ توزیع ۵.٢

چند ابتدا منظور، این برای است. نرمال مجانبͬ به�طور پارامترها پسین توزیع مͬ�دهیم نشان بخش این در

گرفتن نظر در با هستند. دسترس قابل (٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون در ͬͽهم آن�ها اثبات که مͬ�کنیم بیان را لم

مͬ�شوند. اثبات به�سادگͬ زیر لم سه نظم، شرایط و (٩.٢) رابطه



٣٧ پسین مجانبͬ توزیع .۵.٢

که به�طوری دارند وجود q و s ثابت�های ،(L٢) شرط تحت الف) .١.۵.٢ لم

sup
{θ: ∥zt∥≤s}

{
ℓt(θ̂)− ℓt(θ)

} P
≤ q,

که معنͬ این به است. ١ به متمایل احتمال با نامساوی برقراری ،
P
≤ نماد از منظور آن در که

P
(

sup
{θ: ∥zt∥≤s}

{
ℓt(θ̂)− ℓt(θ)

}
≤ q
)
−→ ١.

،٠ < M <∞ برای ،(L٣) شرط تحت ب)

∫
St

eℓt(θ)−ℓt(θ̂)dzt
P
≤M,∫

St

∥zt∥eℓt(θ)−ℓt(θ̂)dzt
P
≤M,∫

S
′
t

∥zt∥reℓt(θ)−ℓt(θ̂)dzt
P−→ ٠,

.S′
t = St ∩ {∥zt∥ > bt} آن در که

صورت این در کند. صدق (P٣) تا (P١) شرایط در ξ(θ) کنید فرض .٢.۵.٢ لم

که به�طوری دارد وجود K١ > ٠ آن�گاه باشند، برقرار نیز (L٢) و (L١) شرایط اگر (i)∫
St

ϕp(zt)ft(zt)dzt
P
≥ K١.

که به�طوری دارد وجود K٢ > ٠ آن�گاه باشد، برقرار (L٣)(ii) شرط اگر (ii)∫
St

ϕp(zt)ft(zt)dzt
P
≤ K٢.

،١ به مایل احتمال با که به�طوری دارد وجود ٠ < C <∞ ثابت ،٢.۵.٢ لم مشابه شرایط تحت .٣.۵.٢ لم

Ec
t

(
∥∇ξ(θ)∥
ξ(θ)

)
≥ C.

مجانبͬ به�طور پارامترها پسین توزیع مͬ�دهد نشان زیر قضیه کرد. بیان را اصلͬ قضیه مͬ�توان اکنون

است. نرمال



٣٨ پسین توزیع نرمال تقریب و استاین اتحاد .٢

(P٣) تا (P١) شرایط و h ∈ Hs عبارتͬ به یا باشد، کراندار اندازه�پذیر تابع h(·) کنید فرض .۴.۵.٢ قضیه

آن�گاه ،t −→ ∞ اگر باشند. برقرار ℓt(θ) برای (L٣) تا (L١) شرایط و ξ(θ) پیشین برای

Ec
t [h(Zt)]

Pθ٠−→ Φh.

و (١١.٢) از هستند. کران�دار ξ(θ) و Uh توابع ،(P٣) تا (P١) شرایط و ٣.٢.٢ لم به توجه با برهان.

داریم ،Dt روی جا همه تقریبا ،(١۴.٢)

Ec
t [h(Zt)]− Φh = Ec

t,Zt
,

که به�طوری

Ec
t,Zt

= Ec
t

{
(Uh(Zt))

T (ΣT
t )

−١∇ξ(θ)
ξ(θ)

}
+ Ec

t

{
(Uh(Zt))

T (ΣT
t )

−١∇ut(θ)
}
= Izt + IIzt . (١۵.٢)

دهیم نشان کافیست قضیه اثبات برای ،P c
t (D

′
t) −→ ٠ ،(L١) شرط بر بنا که آن�جا از

Izt + IIzt
P−→ ٠.

داریم (١۵.٢) از .Izt
P−→ ٠ داریم ،(L١) شرط در ∥Σ−١

t ∥ P−→ ٠ رابطه و ٣.۵.٢ لم بر بنا

IIzt =

∫
St
(Uh(zt))

T (ΣT
t )

−١∇ut(θ)ϕp(zt)ft(zt)dzt∫
St
ϕp(zt)ft(zt)dzt

. (١۶.٢)

تنها بنابراین است. کران�دار K١ > ٠ توسط پایین از (١۶.٢) کسر مخرج ،٢.۵.٢ لم الف) قسمت بر بنا

با انتͽرال دو به را (١۶.٢) کسر صورت ابتدا مͬ�کند. میل صفر به احتمال در کسر صورت دهیم نشان باید

شرایط بر بنا مͬ�دهیم. نشان IIzt,٢ و IIzt,١ با به�ترتیب و مͬ�کنیم تجزیه ∥zt∥ > bt و ∥zt∥ ≤ bt دامنه�های

که دارد وجود C١ > ٠ مانند ثابتͬ ،(١٣.٢) رابطه و ٣.٢.٢ لم ،(P٢) و (P١)

|IIzt,١| ≤
∫
∥zt∥≤bt

|(Uh(zt))T (ΣT
t )

−١∇ut(θ)|ξ(θ(zt))eℓt(θ)−ℓt(θ̂)dzt

≤ C١

{
sup

θ: ∥zt∥≤bt

∥Ip − (ΣT
t )

−١
[
−(
∂٢ℓt(θ)
∂θi∂θj

|θ∗ij )
]
Σ−١
t ∥

}

×
∫
∥zt≤bt∥

∥zt∥eℓt(θ)−ℓt(θ̂)dzt.



٣٩ پسین مجانبͬ توزیع .۵.٢

شرایط بر بنا .IIzt,١
P−→ ٠ گرفت نتیجه مͬ�توان ،١.۵.٢ لم دوم قسمت و (L٢) شرط از استفاده با بنابراین

که دارد وجود C٢ > ٠ مانند ثابتͬ ،٣.٢.٢ لم و (L٣) شرط ،(P٣) تا (P١)

|IIzt,٢| ≤ C٢

∫
St∩{∥zt∥>bt}

∥zt∥reℓt(θ)−ℓt(θ̂)dzt. (١٧.٢)

بنابراین مͬ�کند. میل صفر به احتمال در (١٧.٢) نامساوی راست طرف ،١.۵.٢ لم دوم قسمت به بنا

مͬ�شود. کامل قضیه برهان نتیجه این با .IIzt,٢
P→ ٠

آن در که h(Zt) = IA(Zt) اگر .۵.۵.٢ نتیجه

I(Zt) =

{
١ Zt ⩽ zt

٠ o.w

آن�گاه

Ec
t

(
h(Zt)

)
= P c

t

(
Zt ⩽ zt

)
است. Zt پسین توزیع همان که

پیوسته به�طور و فشرده دامنه با توزیع�هایͬ به را پیشین توزیع�های ،ξ(θ) برای (P٢) و (P١) شرط دو

(که گاما یا نرمال پیشین توزیع انتخاب قضیه، این شرایط بر بنا مثال، عنوان به مͬ�کنند. محدود مشتق�پذیر

نشان زیر نتیجه نیست. مجاز هستند) مقیاس و مͺان پارامترهای برای بیزی استنباط در معمول انتخاب�هایͬ

بود. خواهد برقرار نیز کلͬ�تر پیشین توزیع�های انتخاب با نرمال، توزیع به پسین توزیع�های همͽرایͬ مͬ�دهد

،۴.۵.٢ قضیه استدلال و (٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون در ۴ · ٣ و ۴ · ٢ قضیه دو کردن دنبال با .۶.۵.٢ نتیجه

و کران�دار یا ندارند فشرده دامنه که پیشینͬ توزیع�های انتخاب با نرمال توزیع به پسین توزیع همͽرایͬ

بود. خواهد برقرار نیستند، مشتق�پذیر



۴٠



٣ فصل

اچوورث بسط با پسین توزیع تقریب

(بر بهتری تقریب مͬ�توان استاین اتحاد و اچوورث بسط از استفاده با چͽونه که مͬ�دهیم نشان فصل این در

بسط نام با پسین توزیع تقریب برای دیͽری بسط سپس کرد. ارایه پسین توزیع برای (٢ از بالاتر مرتبه مبنای

مͬ�پردازیم. اچوورث بسط با آن مقایسه به و مͬ�کنیم معرفͬ جانسون

مقدمه ١.٣

و θ٠ میانͽین با X١, . . . , Xn هم�توزیع و مستقل تصادفͬ متغیرهای برای اچوورث بسط نتیجه پایه�ای�ترین

شرایط تحت باشد، Xiها نمونه میانͽین θ̂n اگر است؛ اول) فصل در (١٣.١) (رابطه σ٢ متناهͬ واریانس

است: بسط قابل زیر به�صورت Y = n١/٢(θ̂n − θ٠) توزیع تابع نظم،

P (
n١/٢(θ̂n − θ٠)

σ
≤ x) = Φ(x) + n−١/٢p١(x)ϕ(x) + . . .+ n−j/٢pj(x)ϕ(x) + . . . .

θ̂n − θ٠ انباشت�ͷهای به آن�ها ضرایب که هستند چندجمله�ای�هایͬ pj توابع اول، فصل مطالب به توجه با

باشد، فرد یا زوج j آن�که حسب بر و است ٣j − ١ درجه از چندجمله�ای ͷی pj همچنین هستند. وابسته

هستند. زوج یا فرد توابع این

آورده�اند. به�دست نیستند، هم�توزیع و مستقل داده�ها که مواردی برای را اچوورث بسط مختلفͬ محققان

این مورد در مطالعاتͬ کردند. معرفͬ U-آماره�ها١ برای را بسط�ها ،(٢٠٠٣) وان و جین نمونه، عنوان به
١U-statistics



۴٢ اچوورث بسط با پسین توزیع تقریب .٣

برای معمول رهیافت باشد. θ پارامتر از هموار تابعͬ g(·) کنید فرض شده�اند. انجام نیز بیزی دیدگاه از بسط

به�صورت انتͽرال دو نسبت عنوان به g(θ) پسین میانͽین نوشتن از پارامتر، پسین توزیع مجانبͬ بسط

Eξ [g(θ)|xt] =
∫
g(θ) exp(ℓt(θ))ξ(θ)dθ∫
exp(ℓt(θ))ξ(θ)dθ

,

تقسیم با و مͬ�شود نوشته MLE حول تیلور سری�های بسط مخرج، و صورت برای سپس مͬ�شود. شروع

محتوایͬ (١٩٧٠ و ١٩۶٧) جانسون مͬ�شود. حاصل g(θ) پسین میانͽین از تقریبͬ نتیجه�شده، سری دو

برای را لاپلاس تقریب که شده�اند انجام دیͽری مطالعات است. کرده فراهم رهیافت نوع این برای کامل

عنوان به که داده�اند ارایه پسین میانͽین تقریب عنوان به را آن�ها نسبت و کرده محاسبه کسر مخرج و صورت

داخل منابع و (١٩٨۶) کدین و تیرنͬ ،(١٩۶۴) والاس و ماستلر ،(١٩٨٠ و ١٩۶١) لیندلͬ به مͬ�توان مثال

نوشته پیشین و درستنمایͬ تابع حسب بر مجانبͬ بسط�های این که باشید داشته دقت البته کرد. اشاره آن�ها

پسین. توزیع گشتاورهای یا انباشت�ͷها نه مͬ�شوند

حالت در ،(٢٠٠٣) ون توسط استاین اتحاد ͷکم به نرمال توزیع با پسین توزیع از تقریبͬ ارایه از پس

آن به تفصیل به دوم فصل در که چندپارامتری، حالت در ،(٢٠٠٨) تͬ�سͬ و ون سپس و ت�ͷپارامتری،

کردند معرفͬ استاین اتحاد اساس بر را مجانبͬ بسط ͷی آن�ها کار تعمیم با (٢٠١٠) لین و ون شد، پرداخته

(٢٠١٣) سو و ون و (٢٠١٠) ون دادند. قرار استفاده مورد بیزی٢ برخط رتبه�دهͬ کاربردهای برای و

داده�اند. ارایه بسط نوع این از کاملͬ جزییات

این است. (٢٠١٣) سو و ون و (٢٠١٠) ون کار با مطابق مͬ�شود ارایه فصل این در که تقریبͬ

مرتبه�های جملات از زیرا است؛ بهتر شد، ارایه دوم فصل در که مجانبͬ، نرمال از حاصل تقریب از تقریب

توزیع�های برای فصل این در ارایه�شده اچوورث بسط که شویم متذکر باید البته مͬ�کند. استفاده ٢ از بالاتر

بسط به شبیه منظر دو از بسط این که کنید توجه همچنین توام. پسین توزیع نه مͬ�باشد کناری٣ پسین

و هستند ارتباط در گشتاورها یا انباشت�ͷها با مستقیم به�طور دو هر این�که ͬͺی مͬ�باشد؛ ͷکلاسی اچورث

پایه بر که عباراتͬ و هرمیتͬ متعامد توابع حسب بر احتمال توزیع از بسط ͷی را آن�ها مͬ�توان این�که دیͽر
٢Bayesian online ranking
٣Marginal posterior distribution



۴٣ پسین توزیع بسط برای استاین اتحاد .٢.٣

وجود موجود، پسین بسط�های در ویژگͬ دو این گرفت. نظر در شده�اند، متحد نمونه حجم مختلف توان�های

به�طوری توزیع اطلاعات که است این انباشت�ͷهایش، یا گشتاورها حسب بر توزیع ͷی بیان مزیت ندارند.

مͬ�شوند. داده نمایش و ذخیره کارا

پسین توزیع بسط برای استاین اتحاد ٢.٣

U٢h که به�طوری V h = (U٢h + (U٢h)T )/٢ کنید فرض دوم، فصل در ،٢.٢ بخش تعاریف بر علاوه

شدن روشن�تر برای است. شده تعریف (٢.٢) در gk و مͬ�باشد Ugk آن kام ستون که p× p است ماتریسͬ

شد نتیجه مثال این در بͽیرید. نظر در را دوم فصل در ١.٢.٢ مثال V h محاسبه�

Uh(z) = (g١, g٢, g٣)
T = (٠, z١,٠)T .

بنابراین .Ug٢ = [١,٠,٠]t و Ug١ = Ug٣ = [٠,٠,٠, ]T همچنین

V h =
١
٢(U٢h+ (U٢h)T ) =

١
٢

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

+

 ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 =

 ٠ ١/٢ ٠
١/٢ ٠ ٠

٠ ٠ ٠

 .
در مͬ�کنیم. معرفͬ پسین، توزیع اچوورث بسط در استفاده برای را استاین لم از مناسبͬ صورت اکنون

است. Aماتریس اثر tr(A) از منظور ادامه،

همچنین باشد. نامنفͬ صحیح عدد r کنید فرض ،٢.٢.٢ لم مشابه تعمیم�یافته) استاین (اتحاد .١.٢.٣ لم

شرایط، این تحت که باشید داشته (دقت است ℜp روی مشتق�پذیر تابع ͷی f که dΓ = fdΦp کنید فرض

و باشند مشتق�پذیر ،j = ١, . . . , p ، ∂
∂zj
f(z) اگر است). برقرار ٢.٢.٢ ∫لم

ℜp

(١ + ∥z∥r)∥∇٢f(z)∥Φp(dz) <∞, (١.٣)

،h ∈ Hr همه برای آن�گاه

Γh = Γf · Φph+ (ΦpUh)
T

∫
ℜp

∇f(z)Φp(dz) +

∫
ℜp

tr[(V h(z))∇٢f(z)]Φp(dz). (٢.٣)

نوشت مͬ�توان برهان.

(Uh(z))T∇f(z) =
p∑

i=١
gi(z)

∂f(z)

∂zi
. (٣.٣)
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نتیجه انتͽرال�ها، همه وجود شرط با ،f و h به�جای ∂f
∂zi

و gi برای ٢.٢.٢ لم در (۴.٢) بردن کار به با اکنون

∫مͬ�شود
gi
∂f

∂zi
dΦp(z) = Φp(gi)

∫
∂f

∂zi
dΦp(z) +

∫
(U(gi))

T∇(
∂f

∂zi
)dΦp(z). (۴.٣)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که است ثابت مقدار ͷی بالا معادله� در Φp(gi) کنید توجه

Φp(gi) =

∫
gi(z)ϕp(z)dz.

مͬ�توان را ٢.٢.٢ لم در (۴.٢) رابطه ،i = ١, . . . , p مقادیر روی (۴.٣) تساوی طرف دو هر جمع�بندی با

کرد: بازنویسͬ زیر به�صورت

∫
h(z)f(z)dΦp(z) =

∫
f(z)dΦp(z).

∫
h(z)dΦp(z) + (ΦpUh)

T

∫
∇f(z)dΦk(z)

+

∫
tr[(V h(z))∇٢f(z)dΦp(z),

مͬ�شود. اثبات (٢.٣) نتیجه در که

و zi صورت به f(z) گرفتن نظر در با لم، این در .ΦpUh = (Φp(g١), . . . ,Φp(gp))
T ،١.٢.٣ لم در

گرفت نتیجه مͬ�توان ،zizj

Φp(Uh) =

∫
ℜp

zh(z)Φp(dz), (۵.٣)

Φp(U
٢h) =

∫
ℜp

١
٢(zzT − ١)h(z)Φp(dz). (۶.٣)

بیزی اچوورث بسط ٣.٣

اچوورث بسط سپس مͬ�پردازیم. مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعداً که روابطͬ بیان به ابتدا بخش، این در

مͬ�دهیم. توسعه را بیزی

داریم ١.٢.٣ لم از باشد برقرار (١.٣) اگر دوم، فصل در (١١.٢) رابطه مشابه

Ec
t {h(Zt)} = Φph+ (ΦpUh)

TEc
t

[
∇Ztft(Zt)

ft(Zt)

]
+Ec

t

{
tr

[
V h(Zt)

∇٢
Zt
ft(Zt)

ft(Zt)

]}
.



۴۵ بیزی اچوورث بسط .٣.٣

صورت این در .Uh(z) = ziej آن�گاه ،i < j ،h(z) = zizj اگر مثال عنوان به

Ec
t (ZtiZtj) = δij + Ec

t

[
∇٢

Zt
ft(Zt)

ft(Zt)

]
ij

, (٧.٣)

ماتریس ͷی ,i)ام j) مولفه نشان�دهنده [·]ij و بود خواهد صفر این به�جز و i = j هرگاه δij = ١ آن در که

است.

واریانس و میانͽین آن، واریانس و پارامتر برآوردگر معمولا، بیزی، استنباط در که آن�جا از .١.٣.٣ ملاحظه

کافیست. استنباط اهداف برای (٧.٣) و (١٢.٢) روابط محاسبه کاربردها اکثر در هستند، پسین توزیع

به توجه با کرده�ایم. فهرست زیر در مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی بخش�های در که را روابطͬ سایر

نوشت مͬ�توان دوم، فصل در ft(Zt) تابع تعریف

∇Ztft(Zt) =
∂ξ
(
θ(Z)

)
∂Z

eut(θ) +
∂eut(Z)

∂Z
ξ
(
θ(Z)

)
= ∇ξ(θ)× ∂θ

∂Z
eut(θ) +∇ut(θ)×

∂θ

∂Z
eut(θ)ξ

(
θ(Z)

)
= ∇ξ(θ)(ΣT

t )
−١eut(θ) +∇ut(θ)(ΣT

t )
−١ξ

(
θ(Z)

)
= (ΣT

t )
−١eut(θ)ξ

(
θ(Z)

)(∇ξ(θ)
ξ(θ)

+∇ut(θ)
)

= ft(Zt)(Σ
T
t )

−١
[
∇ξ(θ)
ξ(θ)

+∇ut(θ)
]
.

مͬ�شود: نتیجه زیر صورت به ∇٢
Zt
ft(Zt) بنابراین

∇٢
Zt
ft(Zt) = ∇Ztft(Zt)(Σ

T
t )

−١
(∇ξ(θ)
ξ(θ)

+∇ut(θ)
)

+ (ΣT
t )

−١
[∇٢ξ
ξ

−∇ξT ∇ξ
ξ

+∇٢ut(θ)
]
ft(Z)(Σ

T
t )

−١

= (ΣT
t )

−١
[∇٢ξ
ξ

+∇٢ut(θ) +
∇ξ
ξ

∇uTt +∇ut
∇ξT

ξ
+∇ut∇uTt

]
(Σt)

−١ft(Zt).

نتیجه در

∇٢ft(Zt)

ft(Zt)
= (ΣT

t )
−١
[∇٢ξ
ξ

+∇٢ut(θ) +
∇ξ
ξ

∇uTt +∇ut
∇ξT

ξ
+∇ut∇uTt

]
(Σt)

−١. (٨.٣)
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نوشت مͬ�توان (٩.٢) رابطه� از استفاده با

∇ut(θ) = ∇ℓt(θ) + ΣT
t .Zt

= ∇ℓt(θ) + ΣT
t Σt(θ − θ̂)

= ∇ℓt(θ)−∇٢ℓt(θ̂)(θ − θ̂). (٩.٣)

همچنین و

∇٢ut(θ) = ∇٢ℓt(θ)−∇٢ℓt(θ̂). (١٠.٣)

مͬ�باشد. gl = (Uh)l زیر لم در است. تعریفشده (٢.٢) در �که Uh = (g١, . . . , gp)T که مͬ�کنیم یادآوری

(Uh)l = ٠ آن�گاه .h∗ : ℜ −→ ℜ و i ∈ {١, . . . , p} که h(z) = h∗(zi) و h ∈ Hr فرضکنید .٢.٣.٣ لم

است. وابسته zi به تنها که (Uh)i(z) = (Uh)i(zi) = Uh∗(zi) و l ̸= i هرگاه

گرفت نتیجه مͬ�توان ،l = ٠, . . . , i − ١ برای (١.٢) از استفاده با ،h(z) = h∗(zi) که آن�جایͬ از برهان.

حاصل نظر مورد نتایج ،(٢.٢) تعریف به توجه با بنابراین .hl(z) = h(zi) ،l = i, . . . , p برای و hl = Φph

مͬ�شوند.

توزیع�های برای اچوورث بسط محاسبه برای گزاره این مͬ�شود. حاصل ٢.٣.٣ و ١.٢.٣ لم دو از زیر گزاره

است. مفید کناری پسین

ℜp روی مشتق�پذیر تابعͬ f که dΓ = fdΦp و باشند نامنفͬ صحیح اعداد s و r کنید فرض .٣.٣.٣ گزاره

.h∗ : ℜ −→ ℜ و h(z) = h∗(zi) ،i ∈ {١, . . . , p} برای که به�طوری h ∈ Hr کنید فرض همچنین است.

کنید فرض k ≤ s برای این بر ∫علاوه
ℜp

|f(z)|Φp(dz) +

∫
ℜp

(١ + |zi|r)∥
∂kf(z)

∂zki
∥Φp(dz) <∞. (١١.٣)

صورت این در

Γh = Γ١ · Φh∗ +
s−١∑
j=١

(ΦU jh∗)

∫
ℜp

∂jf(z)

∂zji
Φp(dz) +

∫
ℜp

U sh∗(zi)
∂sf(z)

∂zsi
Φp(dz). (١٢.٣)



۴٧ بیزی اچوورث بسط .٣.٣

نوشت: زیر صورت به را (۴.٢) مͬ�توان ،(٣.٣) و ٢.٣.٣ لم بر بنا ،h(z) = h∗(zi) اگر برهان.

Γh = Γh∗ = Γ١ · Φh∗ +
∫
ℜp

Uh∗(zi)
∂f(z)

∂zi
Φp(dz). (١٣.٣)

مͬ�شود نتیجه ،f و h∗ جای به ∂f/∂zi و Uh∗ با (١٣.٣) گرفتن کار به سپس،

Γh = Γh∗ = Γ١ · Φh∗ +ΦUh∗(zi)

∫
ℜp

∂f(z)

∂zi
Φp(dz) +

∫
ℜp

U٢h∗(zi)
∂٢f(z)

∂z٢
i

Φp(dz).

مͬ�شود. نتیجه (١٢.٣) ،f و h∗ جای به ∂jf/∂zji و U jh∗ با (١٣.٣) مͺرر کارگیری به با

که است (١١.٣) انتͽرال�پذیری شرط برقراری نیازمند ،Zt پسین توزیع برای ٣.٣.٣ گزاره بردن کار به

(١۴.٢) ͷکم به مͬ�توان را ∂kft(z)

∂zki
،k = ١,٢ برای کنیم. محاسبه را ∂kft(z)

∂zki
مولفه�های باید آن بررسͬ برای

از استفاده ،(١١.٣) برقراری ارزیابͬ منظور به اما پیچیده�ترند. عبارات k ≥ ٣ برای کرد. محاسبه (٨.٣) و

نشان را θ به نسبت g(θ) تابع kام مشتق g(k) کنید فرض g(θ) تابع هر برای کافیست. بعدی ͷی نماد ͷی

مͬ�کنیم ثابت استقرا به دهد.

dkft(z)

dzk
= (

dθ

dz
)kft(z)Gk(θ), (١۴.٣)

آن در که

G١ =
ξ(١)

ξ
+ u

(١)
t , Gk = G١Gk−١ +G

(١)
k−١. (١۵.٣)

مثال عنوان به

G١(θ) =
ξ(١)

ξ
+ u

(١)
t ,

G٢(θ) = [u
(١)
t ]٢ + u

(٢)
t + ٢u(١)t

ξ(١)

ξ
− (

ξ(١)

ξ
)٢,

G٣(θ) = [u
(١)
t ]٣ + ٣u(١)t u

(٢)
t + u

(٣)
t + ٣[u(١)t ]٢

ξ(١)

ξ
+ ٣u(٢)t

ξ(١)

ξ
− u

(١)
t (

ξ(١)

ξ
)٢

+ ٢u(١)t

ξ(٢)

ξ
+ (

ξ(١)

ξ
)٣ − ٢(ξ

(١)

ξ
)(
ξ(٢)

ξ
),

داد نشان مͬ�توان کلͬ، به�طور هستند. (٨.٣) و (١۴.٢) بعدی ͷی نسخه�های G٢(.) و G١(.) که به�طوری
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است: زیر صورت به Gk(.)

Gk(θ) =
∑
l

ckl


(

k∏
i=١

[u
(i)
t ]rki

) k∏
j=١

(
ξ(j)

ξ
)skj

 , (١۶.٣)

مͬ�کنند: صدق زیر رابطه� در skj و rki آن در که
k∑

i=١
(irki) +

k∑
j=١

(jskj) = k. (١٧.٣)

است. نشده داده نمایش نمادگذاری در اما وابسته�اند، l به skj و rki که باشید داشته توجه البته

(١۵.٣) است بدیهͬ ،ft(z) تابع تعریف به توجه با مͬ�پردازیم. (١٧.٣) تا (١۵.٣) روابط اثبات به اکنون

کنید فرض است. برقرار k = ١ برای

dk−١ft(z)

dzk−١ = (
dθ

dz
)k−١ft(z)Gk−١(θ).

بنابراین

dkft(z)

dzk
= (

dθ

dz
)k−١

[dft(z)
dz

Gk−١(θ) + ft(z)
dGk−١(θ)

dθ

dθ

dz

]
= (

dθ

dz
)k−١

[dθ
dz
ft(z)G١(θ)Gk−١(θ) + ft(z)

dGk−١(θ)
dθ

dθ

dz

]
= (

dθ

dz
)kft(z)

(
G١Gk−١ +G

(١)
k−١

)
.

آن�ها اثبات برای مͬ�کنیم. اثبات استقرا روش به را (١٧.٣) و (١۶.٣) روابط است. برقرار (١۵.٣) نتیجه در

دارد. را ویژگͬ دو این نیز Gk+١ دهیم نشان است کافͬ برقرارند. (١٧.٣) و (١۶.٣) ،Gk برای کنید فرض

شͺل به تساوی راست سمت اول عبارت .Gk+١ = G١Gk +G
(١)
k نوشت مͬ�توان

G١Gk =

(
ξ(١)

ξ
+ u

(١)
t

)∑
l

ckl


(

k∏
i=١

[u
(i)
t ]rki

) k∏
j=١

(
ξ(j)

ξ

)skj
 ,

مͬ�باشد. (١۶.٣) شͺل به Gk+١ بنابراین هستند. بازنویسͬ قابل G(١)
k = dGk

dθ صورت به دوم عبارت و

دهیم نشان باید (١٧.٣) برای
k+١∑
i=١

(irk+١,i) +
k+١∑
j=١

(jsk+١,j) = k + ١. (١٨.٣)



۴٩ بیزی اچوورث بسط .٣.٣

یعنͬ مͬ�شود؛ افزوده ١ عدد عامل این برای متناظر توان به است، شده ضرب ξ(١)

ξ عامل در Gk چون

،j ̸= ١ برای و rk+١,i + rki ،i هر برای یعنͬ نمͬ�کنند؛ تغییر توان�ها سایر و Sk+١,١ = sk١ + ١

عبارت�های برای مشابه استدلال�های است. برقرار Gk(
ξ(١)

ξ عبارات( برای (١٨.٣) این�رو از .sk+١,j = skj

نسبت ( ξ(j)ξ )skj یا [u(i)t ]rki مشتقات شامل تابع این بͽیرید. نظر در را G(١)
k اکنون مͬ�رود. به�کار Gku

(١)
t

کنید توجه مͬ�باشد. θ به

d[u
(i)
t ]rki

dθ
= rki[u

(i)
t ]rki−١u(i+١)

t .

نتیجه در .rk+١,i+١ = rk,i+١ + ١ و rk+١,i = rki − ١ بنابراین

irk+١,i + (i+ ١)rk+١,i+١ = irki + (i+ ١)rk,i+١ + ١

است. کامل برهان و است مشابه به�طور (d/dθ)(ξ(j)/ξ)skj برای استدلال مͬ�کند. تایید را (١٨.٣) که

انتͽرال�پذیری شرط ١.٣.٣

لازمند: زیر شرایط (١١.٣) برقراری برای

.Ec
t (∥Zt∥r) = O(١) ،r > ٠ هر برای (A١)

است. کراندار θ ∈ Θ در و t در یͺنواخت به�طور ℓ
(k)
t (θ)
t ،k ≥ ٣ هر برای (A٢)

.∥ξ
(k)∥
ξ ≤ b(١ + ∥θ∥s) ،s > ٠ و b > ٠ برخͬ برای (A٣)

که کنید توجه .t → ∞ هرگاه است، حقیقͬ اعداد از دنباله ͷی همͽرایͬ معنͬ به O(١) که بیاورید یاد به

که ،٠ < bt < ∞ برخͬ برای مͬ�دهد نشان و است برقرار توزیع�ها از گسترده رده ͷی برای (A٣) شرط

نوشت مͬ�توان باشند، وابسته xt داده�های به است ممͺن bt دنباله

∥ξ(k)∥
ξ

≤ b(١ + ∥θ̂t +Σ−١
t zt∥s ≤ bt(١ + ∥zt∥s).

آن�جایͬ از ابتدا، کنیم. تایید را (١١.٣) برقراری مͬ�توانیم بالا، بعدی ͷی نمادگذاری از استفاده با اکنون

مͬ�دهیم. نشان Ct با را آن ما و است متناهͬ
∫
|ft|Φp(dz) انتͽرال است، پسین یͷچͽالͬ (١٠.٢) در ζt که



۵٠ اچوورث بسط با پسین توزیع تقریب .٣

داریم (١۴.٣) از طرفͬ، ∫از
(١ + |z|r)

∣∣∣∣dkft(z)dzk

∣∣∣∣Φ(dz)
=

∫
(١ + |z|r)

∣∣∣∣∣
(
dθ

dz

)k

ft(z)Gk(θ)

∣∣∣∣∣Φ(dz)
= Ct

(
dθ

dz

)k

Ec
t [(١ + |Zt|r)|Gk(θ)|]

≤ b∗tCt

(
dθ

dz

)k

Ec
t

(
(١ + |Zt|r)(١ + |Zt|s)(

k∏
i=١

[u
(i)
t ]ri)

)
(١٩.٣)

تیلور بسط و (٩.٣) از براین علاوه مͬ�شود. نتیجه (A٣) شرط و (١۶.٣) از آخر خط و ٠ < b∗t < ∞ که

داریم θ̂ حول ℓ
(١)
t (θ)

u
(١)
t (θ) = ℓ

(١)
t (θ)− ℓ

(٢)
t (θ̂t)(θ − θ̂t)

= ℓ
(١)
t (θ̂) + ℓ

(٢)
t (θ̂)(θ − θ̂) +

١
٢ℓ

(٣)
t (ηt)(θ − θ̂)٢ − ℓ

(٢)
t (θ̂)(θ − θ̂)

= ٠ +
١
٢ℓ

(٣)
t (ηt)(θ − θ̂)٢

=
١
٢ℓ

(٣)
t (ηt)(θ − θ̂)٢. (٢٠.٣)

نوشت مͬ�توان میانͽین، مقدار قضیه و (١٠.٣) از استفاده با و

u
(٢)
t (θ) = ℓ

(٣)
t (ωt)(θ − θ̂) (٢١.٣)

داریم (٩.٣) به توجه با همچنین و

u
(٣)
t (θ) = ℓ

(٣)
t (ηt), (٢٢.٣)

متناهͬ (١٩.٣) راست سمت ،(A٢) و (A١) شرایط به بنا بنابراین، دارند. قرار θ̂ و θ بین ωt و ηt که

کرد. ارایه را زیر قضیه مͬ�توان اثبات�ها، و تعاریف این با مͬ�باشد.

تا (A١) شرط�های و باشند مشتق�پذیر بار s ،ℓt(θ) و ξ(θ) کنید فرض .(٢٠١٠ ،ون) .۴.٣.٣ قضیه

،k ≤ s برای بنابراین، باشند. برقرار (A٣)∫
ℜp

|ft(z)|Φp(dz) +

∫
ℜp

(
١ + |zi|r

)
∥∂

kft(z)

∂zki
∥Φp(dz) <∞,



۵١ بیزی اچوورث بسط .٣.٣

داریم ،٣.٣.٣ گزاره� در h∗(·) برای این�رو از و

Ec
t (h

∗(Zti)) = Φh∗ +

s−١∑
j=١

(
ΦU jh∗

)
Ec

t

[
∂jft/∂z

j
ti

ft
(Zt)

]

+ Ec
t

{
[U sh∗(Zti)]

∂sft/∂z
s
ti

ft
(Zt)

}
. (٢٣.٣)

گشتاورها و هرمیتͬ چندجمله�های اساس بر پسین توزیع اچوورث بسط ٢.٣.٣

گشتاورهای و هرمیتͬ چندجمله�های اساس بر را پارامترها کناری پسین توزیع اچوورث بسط ادامه در

qk(·) هرمیتͬ چندجمله�ای�های با را (٢٣.٣) پسین بسط بعد، گزاره� دو مͬ�دهیم. نمایش کناری، توزیع�های

مͬ�کند. مرتبط Zti گشتاورهای و

،k = ١,٢, . . . برای صورت، این در باشد. اندازه�پذیر تابعͬ h∗ : ℜ → ℜ کنید فرض .۵.٣.٣ گزاره

Φ(Ukh∗) =
١
k!

∫
ℜ
qk(z)h

∗(z)Φ(dz). (٢۴.٣)

(۶.٣) و (۵.٣) به�ترتیب همان دقیقا (٢۴.٣) ،k = ١,٢ برای مͬ�شود. انجام استقرا روش به اثبات برهان.

دهید قرار ،٣.٣.٣ گزاره� در باشد. برقرار k = ١, . . . , n − ١ برای (٢۴.٣) کنید فرض اکنون هستند.

.∂n+١f
∂zn+١

i

= ٠ و بود خواهد برقرار (١١.٣) ،f این انتخاب با باشید داشته توجه .f(z) = zni و s = n+ ١

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را (١٢.٣) استقرا، فرض به توجه با و f این با

ΦUnh∗ =
١
n!

∫
ℜ

[
zn −

n−١∑
i=١

Cn
i qi(z)E(Zn−i)

]
h∗(z)dΦ(z), (٢۵.٣)

(٢۵.٣) تساوی راست سمت ،٣.٣.١ گزاره� بر بنا مͬ�باشد. استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر Z آن در که

است. برقرار استقرا حͺم بنابراین مͬ�باشد. ( ١
n!)
∫
ℜ qn(z)h

∗(z)Φ(dz)

بنابراین .Ec
t (Z

k
ti) <∞ کنید فرض .۶.٣.٣ گزاره

Ec
t (
∂kft/∂z

k
ti

ft
(Zt)) = Ec

t (qk(Zti)). (٢۶.٣)



۵٢ اچوورث بسط با پسین توزیع تقریب .٣

Ukh∗(z) = ١ ،Φh∗ = ٠ بنابراین مͬ�کنیم. اختیار را s = k و h∗(z) = qk(z) ،(٢٣.٣) در ابتدا برهان.

و

Ec
t (qk(Zti)) =

k−١∑
j=١

(ΦU jh∗)Ec
t (
∂jft/∂Z

j
ti

ft
(Zt)) + Ec

t (
∂kft/∂Z

k
ti

ft
(Zt))

داریم j ̸= k برای ،(۴.١) بودن متعامد ویژگͬ و ۵.٣.٣ گزاره� به بنا که

ΦU jh∗ =
١
j!

∫
qj(z)h

∗(z)dΦ =
١
j!

∫
qj(z)qk(z)dΦ = ٠.

مͬ�شود. نتیجه (٢۶.٣) تساوی بنابراین

مͬ�دهد. نتیجه را (٧.٣) و (١٢.٢) بعدی ͷت نسخه�های ۶.٣.٣ گزاره� ،k = ١,٢ برای که کنید توجه

از آن�گاه کنیم، تعریف ،ω ∈ ℜ ،١(zti < ω) نشانͽر تابع صورت به را h∗ ،(٢٣.٣) در اگر .٧.٣.٣ نتیجه

رابطه� و ۶.٣.٣ و ۵.٣.٣ ∫گزاره�های ω

−∞
qk(z)ϕ(z)dz = −qk−١(w)ϕ(w), (٢٧.٣)

مͬ�شود: نتیجه زیر صورت به Zti کناری پسین چͽالͬ تابع

ζt(zi) =
∞∑
k=٠

ckqk(zi)ϕ(zi), (٢٨.٣)

آن در که

ck =
١
k!

∫ ∞

∞

ζt(zi)qk(zi)dzi =
١
k!
Ec

t (qk(Zti)).

اچوورث بسط بر مبتنͬ تقریب خطای ۴.٣

قضیه�ای بخش، این در ارایه�شده، اچوورث بسط توسط پسین توزیع تقریب از حاصل خطای ارزیابͬ برای

عبارت�های مرتبه�های قضیه، بیان از قبل مͬ�کند. بیان t حسب بر را همͽرایͬ سرعت که مͬ�کنیم مطرح را

مͬ�آوریم. به�دست ͷیͺتف به را (٢٣.٣)

،|u(i)t |ri با مرتبط عبارات (١۶.٣) در (A٣) تا (A١) شرط�های و ،(٢٢.٣) تا (٢٠.٣) روابط به توجه با

دارای |u(٢)t |r٢ و O(١) مرتبه دارای |u(١)t |r١ حالͬ�که در هستند؛ O(tri) مرتبه دارای Ec
t [Gk(θ)] در ،i ≥ ٣



۵٣ اچوورث بسط بر مبتنͬ تقریب خطای .۴.٣

داریم ،(٢٢.٣) تا (٢٠.٣) روابط از استفاده با مثال، عنوان به هستند. O(t
r٢
٢ ) مرتبه

Ec
t

[u
(١)
t ]٢[u(٣)t ]٣

(
ξ(١)

ξ

)٢
 = Ec

t

[
١
٢ℓ

(٣)
t (ηt)δ

٢
t ]

٢[ℓ̂(٣)t ]٣
(
ξ(١)

ξ

)٢


≤ Ct٣Ec
t

(
ξ(١)

ξ

)٢

= O(t٣),

و (A١) شرط�های از آخر خط و مͬ�شود نتیجه (A٢) و (A١) شرط�های از دوم خط نامساوی که به�طوری

صحیحͬ عدد بزرگترین که مͬ�باشد، ⌊ k٣⌋ ،Gk مرتبه� بالاترین ،(١٧.٣) محدودیت به توجه با همچنین .(A٣)

،k ∈ Ji چنان�چه آن�گاه −∇٢ℓ̂t = O(t) اگر این، بر علاوه .(٢٠١٠ ،ون) نیست بزرگتر k
٣ از که است

داریم

Ec
t

(dkft(z)/dzk
ft

)
= Ec

t

[(dθ
dz

)k

Gk(θ)
]
= O(t−

k
٢+⌊ k

٣ ⌋) = O(t−
i
٢ ), (٢٩.٣)

نمونه عنوان به .Ji = {٣i− ۴,٣i− ٢,٣i} ،i > ١ برای و J١ = {١,٣} که به�طوری

J٢ = {٢,۴,۶}, J٣ = {۵,٧,٩}, J۴ = {٨,١٠,١٢}.

و U sh∗ ∈ Hr−s ،r > s اگر مͬ�شود نتیجه ٣.٢.٢ لم بر بنا آن�گاه ،h(z) = h∗(zp) و h ∈ Hr اگر بنابراین

بنابراین .U sh∗ ∈ H٠ ،r ≤ s اگر

sup
h∈Hr

∣∣∣∣Ec
t

{
[U sh∗(Zti)]

∂sft/∂z
s
ti

ft
(Zt)

}∣∣∣∣ = O(t−
s
٢+⌊ s

٣ ⌋).

کرد. مطرح را زیر قضیه� مͬ�توان استدلال�ها، این به توجه با اکنون

(A١) شرط�های باشند، مشتق�پذیر بار (٣s+ ١) ℓt(θ) و ξ(θ) کنید فرض .(٢٠١٠ ،ون) .١.۴.٣ قضیه

صورت این در .−∇٢ℓ̂t = O(t) و باشند برقرار (A٣) تا

sup
h∈Hr

∣∣∣∣∣∣∣∣E
c
t (h

∗(Zti))− Φh∗ −
∑

k∈{٣,...,١s}
k ̸=٣s−١

(ΦUkh∗)Ec
t [
∂kft/∂z

k
ti

ft
(Zt)]

∣∣∣∣∣∣∣∣ = O(t−
٣s+١

٢ +s). (٣٠.٣)

،k ∈ Jj برای ،(٢٩.٣) و ۶.٣.٣ گزاره بر بنا .٢.۴.٣ نتیجه

Ec
t (qk(Zti)) = O(t−

j
٢ ). (٣١.٣)



۵۴ اچوورث بسط با پسین توزیع تقریب .٣

این در باشد. آمده به�دست (١٩٩٨ (جنتل، ͬͺچولس تجزیه� روش به (۵.٢) در Σt کنید فرض حال

دارد: را زیر ساده�تر صورت Ztp نتیجه در و است مثلثͬ بالا ماتریس ͷی Σt صورت

Ztp = [Σt]pp(θp − θ̂tp). (٣٢.٣)

شود. نتیجه (٣٢.٣) صورت به Ztp که به�طوری باشد، مثلثͬ بالا (۵.٢) در Σt کنید فرض .٣.۴.٣ نتیجه

پسین توزیع آن�گاه کنیم، تعریف ،ω ∈ ℜ ،١(ztp ≤ ω) نشانͽر تابع صورت به (٢٣.٣) در را h∗(.) اگر

و است P c
t (θp ≤ a) = P c

t (Ztp ≤ ω) صورت به θp ͬͺت پارامتر کناری

sup
ω∈ℜ

∣∣∣∣∣∣∣∣P
c
t (Ztp ≤ ω)− Φ(ω)−

∑
i∈{٣,...,١s}
i̸=٣s−١

١
i!
qi−١(ω)ϕ(ω)E

c
t (qi(Ztp))

∣∣∣∣∣∣∣∣ = O(t−
٣s+١

٢ +s), (٣٣.٣)

مͬ�باشد: زیر صورت به θp برای کناری پسین چͽالͬ تابع این، بر علاوه .ω = [Σt]pp(a− θ̂tp) آن در که

ξpt (a) = [Σt]pp

ϕ(ω) +
∑

i∈{٣,...,١s}
i̸=٣s−١

١
i!
qi(ω)ϕ(ω)E

c
t (qi(Ztp)) +O(t−

٣s+١
٢ +s)

 . (٣۴.٣)

داریم ،(٢٧.٣) رابطه� و ۶.٣.٣ و ۵.٣.٣ گزاره� دو ،(٣٠.٣) معادله از برهان.

sup
h∈Hr

∣∣∣∣∣∣∣∣E
c
t (h

∗(Zti))− Φh∗ −
∑

k∈{٣,...,١s}
k ̸=٣s−١

(ΦUkh∗)Ec
t

[
∂kft/∂z

k
ti

ft
(Zt)

]∣∣∣∣∣∣∣∣
= sup

ω∈ℜ

∣∣∣∣∣∣∣∣P
c
t (Ztp ≤ ω)− Φ(ω)−

∑
k∈{٣,...,١s}
k ̸=٣s−١

١
k!

∫
ℜ
qk(z)h

∗(z)Φ(dz)Ec
t (qk(Ztp))

∣∣∣∣∣∣∣∣
= sup

ω∈ℜ

∣∣∣∣∣∣∣∣P
c
t (Ztp ≤ ω)− Φ(ω)−

∑
k∈{٣,...,١s}
k ̸=٣s−١

١
k!

∫ ω

−∞
qk(z)Φ(dz)E

c
t (qk(Ztp))

∣∣∣∣∣∣∣∣
= sup

ω∈ℜ

∣∣∣∣∣∣∣∣P
c
t (Ztp ≤ ω)− Φ(ω)−

∑
k∈{٣,...,١s}
k ̸=٣s−١

١
k!
qk−١(ω)ϕ(ω)E

c
t (qk(Ztp))

∣∣∣∣∣∣∣∣
= O(t−

٣s+١
٢ +s).



۵۵ اچوورث بسط بر مبتنͬ تقریب خطای .۴.٣

یعنͬ هرمیتͬ، چند�جمله�ای�های ویژگͬ�های از ͬͺی a به نسبت (٣٣.٣) از مشتق�گیری با (٣۴.٣) معادله

(
d

dω
)
[
qi−١(ω)ϕ(ω)

]
= −qi(ω)ϕ(ω),

نوشت مͬ�توان ،(٣.١) و (٢.١) و (١.١) از استفاده با آخر، تساوی درک برای مͬ�آید. به�دست

(
d

dω
)
[
qi−١(ω)ϕ(ω)

]
= q′i−١(ω)ϕ(ω) + qi−١(ω)

(dϕ(ω)
dω

)
= (i− ١)qi−٢(ω)ϕ(ω)− qi−١(ω)q١(ω)ϕ(ω)

=
[
(i− ١)qi−٢ − ωqi−١

]
ϕ(ω)

= −qi(ω)ϕ(ω).

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را (٣٣.٣) رابطه

P c
t (Ztp ≤ ω) = Φ(ω) +

m∑
i=١

Ri(ω)ϕ(ω) +O(t−
m+١

٢ ), (٣۵.٣)

،(٣١.٣) به بنا �آن، در که

Ri(ω) =
∑
j∈Ji

١
j!
qj−١(ω)ϕ(ω)E

c
t (qj(Ztp)) = O(t−

i
٢ ).

بودن فرد یا زوج برحسب و مͬ�باشد ٣i − ١ حداکثر درجه� از چندجمله�ای ͷی Ri(.) تابع این، بر علاوه

بنابراین است. وابسته Ztp گشتاورهای به چندجمله�ای این ضرایب همچنین، مͬ�باشد. زوج یا فرد تابعͬ ،i

بیزی اچوورث بسط ͷی را آن (٢٠١٠) ون دلیل همین به دارد. را اچوورث بسط ویژگͬ�های نیز (٣۵.٣)

نامید.

کرد: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توان را (٣۴.٣) مشابه، به�طور

ξpt (a) = [Σt]pp

{
ϕ (ω) +

m∑
i=١

Qi (ω)ϕ (ω) +O(t−
m+١

٢ )

}
, (٣۶.٣)

آن در که

Qi(ω) =
∑
j∈Ji

١
j!
qj(ω)ϕ(ω)E

c
t

(
qj(Ztp)

)
= O

(
t−

i
٢
)
.



۵۶ اچوورث بسط با پسین توزیع تقریب .٣

معمولا که هستند O(t−٣/٢) با مرتبه هم خطایͬ دارای (٣۶.٣) و (٣۵.٣) تقریب�های ،j = ٢ اگر به�ویژه

مͬ�گویند. دوم مرتبه� تقریب�های (١٩٩٨ دروارت، (ون مجانبͬ آمار متون در تقریب�هایͬ چنین به

جانسون پسین توزیع بسط ۵.٣

برای مجانبͬ بسط ͷی گسترده�ای، بررسͬ�های با ١٩۶٧ سال در جانسون پسین، توزیع بسط راستای در

که پسینͬ توزیع که داد نشان (١٩٧٠) جانسون آن، از پس داد. ارایه پسین توزیع�های از بزرگͬ خانواده

نمونه حجم t آن در (که t− ١
٢ توان�های حسب بر مجانبͬ بسطͬ دارای است، شده مقیاس�بندی و مرکزی

مقیاس�بندی�شده و مرکزی متغیر ψ فرضکنید است. استاندارد نرمال توزیع آن جمله اولین که مͬ�باشد، است)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که باشد

ψ = (θ − θ̂t)b(θ̂t),

که به�طوری

b(θ̂t) =
[
− ١
t

t∑
i=١

∂٢

∂θ٢ log f(xi, θ)|θ=θ̂t

] ١
٢
. (٣٧.٣)

توزیع برای خود) ٢ · ١ قضیه (در (١٩٧٠) جانسون باشد. t ١
٢ψ پسین تجمعͬ توزیع تابع Ft کنید فرض

کرد: ارایه زیر صورت به را بسطͬ ،Ft −Ft(ω)∣∣∣∣∣∣پسین Φ(ω)−
k∑

j=١
γj(ω, x)t

− j
٢

∣∣∣∣∣∣ ≤ D١t
− ١

٢ (k+١). (٣٨.٣)

که هستند ω حسب بر چندجمله�ای�هایͬ γj(ω, x) توابع داد نشان داد، ارایه وی که ٢ · ١ نتیجه همچنین

γ٢ و γ١ توابع به�ویژه، شده�اند. ضرب استاندارد نرمال چͽالͬ تابع در و کراندارند x حسب بر آن�ها ضرایب

هستند: زیر صورت به شده�اند) ارایه ٨۵٨ صفحه وی، مقاله ٢ · ۴ بخش در (که

γ١(ω, x) = −ϕ(ω)c−١
٠٠
[
c١٠(ω

٢ + ٢) + c٠١
]
, (٣٩.٣)

γ٢(ω, x) = −ϕ(ω)c−١
٠٠
[
c٢٠ω

۵ + (۵c٢٠ + c١١)ω
٣ + (١۵c٢٠ + ٣c١١ + c٠٢)ω

]
, (۴٠.٣)



۵٧ جانسون پسین توزیع بسط .۵.٣

مشتقاتشان همراه به درستنمایͬ و ξ پیشین حسب بر مͬ�توان را ،l,m = ٠,١,٢ ،clm ضرایب که به�طوری

یعنͬ کرد. بیان (ξ(١), a٣t, a۴t)

c٠٠ = ξ(θ̂), c٠١ = b−١ξ(١)(θ̂t), c٠٢ = b−٢ξ(٢)(θ̂t)

c١٠ = b−٣a٣t(θ̂t)ξ(θ̂t), c١١ = b−۴a۴t(θ̂t)ξ(θ̂t) + b−۴a٣t(θ̂t)ξ
(١)(θ̂t)

c٢٠ = ١−٢b−۶a٢
٣t(θ̂t)ξ(θ̂t),

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت akt و مͬ�آید به�دست (٣٧.٣) رابطه از b آن در که

akt(θ) = t−١
t∑

i=١

∂k

∂θk
log f(xi, θ)/k!, k = ٣,۴, . . .

جانسون بسط مقایسه است، (٣٧.٣) در ψ چندمتغیره� نسخه ،(۶.٢) در Zt نرمال�شده کمیت آنجاییͺه از

مͬ�کنیم: فهرست را شباهت�ها ابتدا باشد. توجه جالب مͬ�تواند فصل این در معرفͬ�شده بسط با

متناظر q٢ و q٠ هرمیتͬ چندجمله�ای�های با و بوده t− ١
٢ مرتبه� از (٣٣.٣) در i = ١,٣ با عبارات .١

مͬ�باشند. معادل (٣٩.٣) γ١ در چندجمله�ای�ها درجه� با که هستند؛

q۵ و q٣ ،q١ هرمیتͬ چندجمله�ای�های با و بوده t−١ مرتبه از (٣٣.٣) در i = ٢,۴,۶ با عبارات .٢

دارند. مطابقت (۴٠.٣) γ٢ در چندجمله�ای�ها درجه� با که مͬ�باشند؛ متناظر

مناسب مرتبه�های با مجانبͬ گشتاوری تقریب�های با را پسین گشتاورهای اگر ،(٣٣.٣) در واقع در .٣

شد. خواهد نتیجه جانسون بسط کنیم، جایͽزین

در است، گشتاورها حسب بر فصل این در معرفͬ�شده بسط که است این بسط دو این بین اصلͬ تفاوت

به تفاوتͬ چنین مͬ�شود. نوشته آن�ها مشتقات و درستنمایͬ پیشین، توزیع حسب بر جانسون بسط حالͬ�که

حالͬ�که در مͬ�آید، به�دست تیلور بسط بر مبتنͬ جانسون بسط مͬ�باشد: متفاوت رهیافت�های از استفاده دلیل

بالاتر مرتبه�های با عبارات که داشت توجه باید البته و مͬ�شود. نتیجه استاین اتحاد مبنای بر معرفͬ�شده بسط

باشند. پیچیده است ممͺن γjها برای



۵٨



۴ فصل

بیزی اچوورث بسط دقت مطالعه

را (٣۴.٣) کناری پسین چͽالͬ تابع اچوورث بسط عملͺرد شبیه�سازی، مثال دو اساس بر فصل، این در

است قادر پیشنهادی بسط که مͬ�دهیم نشان شبیه�سازی، مطالعه این نتایج به توجه با مͬ�کنیم. ارزیابͬ

همچنین دهد. ارایه نیستند، ت�ͷمدی یا هستند چوله که پسینͬ توزیع�های برای حتͬ را خوبͬ تقریب�های

ارایه�شده بسط و کرد بازیابͬ گشتاورها از کمͬ تعداد با مͬ�توان را پسین چͽالͬ تابع ،١.۴ مثال مͬ�دهیم، نشان

نمͬ�کند. مساله وارد زیادی پیچیدگͬ�های کاربردی، موقعیت�های در

برای مربوط کدهای و شده�اند اجرا (٢٠١٣ ،R توسعه مرکزی (تیم R نرم�افزار محیط در مثال دو هر

هستند. موجود ب پیوست در مثال�ها نتایج بازتولید

دوجمله�ای مدل ١.۴

Beta(a, b) ،θ پارامتر پیشین توزیع که گرفتیم نظر در Xرا ∼ Bin(t, θ)دوجمله�ای یͷمدل اول، مثال برای

،a = ٠٫ ۵ فرضکردیم شبیه�سازی، در است. Beta(a+x, b+t−x) پسین توزیع بیزی، مدل این در است.

و است ͷکوچ نمونه حجم که فهمید مͬ�توان به�سادگͬ انتخاب، این با است. x = ٢ و t = ۵ ،b = ۴

ببینید). را ١.۴ (شͺل مͬ�باشد چوله Beta(٢٫ ۵,٧) یعنͬ θ پسین توزیع

دقت مͬ�دهد. نشان s = ٢,١٣ با را (٣۴.٣) از حاصل تقریب�های و θ واقعͬ پسین چͽالͬ ١.۴ شͺل

O(t−٧) ،s = ١٣ با متناظر تقریب مرتبه و است O(t−
٣
٢ ) ،s = ٢ با متناظر تقریب مرتبه که باشید داشته



۶٠ بیزی اچوورث بسط دقت مطالعه .۴
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با تقریب چین: خط دقیق، توزیع ممتد: خط دوجمله�ای؛ مدل در θ کناری پسین چͽالͬ تابع :١.۴ شͺل
O(t−١) مرتبه با جانسون تقریب خط: نقطه ،O(t−٧) مرتبه با تقریب چین: نقطه ،O(t−

٣
٢ ) مرتبه

آمده�اند. به�دست عددی انتͽرال�گیری با (٣۴.٣) محاسبه برای لازم گشتاورهای مثال، این در مͬ�باشد.

حالͬ�که، در نیست. رضایت�بخش O(t−
٣
٢ ) مرتبه با متناظر تقریب است، مشهود ١.۴ شͺل در که همانطور

دارد. واقعͬ توزیع با جزیͬ بسیار اختلاف و است دقیق خیلͬ O(t−٧) مرتبه با متناظر تقریب

داده�ایم قرار بررسͬ مورد مثال، این در نیز را O(t−١) مرتبه با جانسون بسط از حاصل تقریب عملͺرد

یعنͬ �است. آمده به�دست (٣٨.٣) در K = ١ گرفتن نظر در با که

pt(ω) ≡
dFt(ω)

dω
= ϕ(ω) +

dγj(ω, x)

dω
t−

١
٢ +O(t−١).

پیامد این دلیل ببینید. پسین چͽالͬ تابع تقریب برای را θ = ٠٫ ٧ حول منفͬ مقادیر مͬ�توانید شͺل در

باشد. نمونه اندازه� بودن ͷکوچ خاطر به مͬ�تواند

۴٠ ،٢٠ ،١٠ ،٩ ،٨ ،٧ ،۶ ،۵ با و (٣۴.٣) از استفاده با را θ پسین چͽالͬ تابع تقریب ٢.۴ شͺل



۶١ دومتغیره نرمال مدل .٢.۴
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،٨ ،٧ ،۶ ممتد: خط ۵گشتاور، تیره: نقطه-خط دوجمله�ای؛ مدل در θ کناری پسین چͽالͬ تابع :٢.۴ شͺل
گشتاور ۴٠ چین: نقطه گشتاور، ٢٠ تیره: خط گشتاور، ١٠ ،٩

مͬ�شوند، گرفته کار به بیشتری گشتاورهای وقتͬ مͬ�رفت، انتظار که طور همان مͬ�دهد. نشان Ztp گشتاور

مͬ�شوند. نزدی�ͷتر واقعͬ پسین چͽالͬ به منحنͬ�ها

نمونه حجم با را شبیه�سازی نمونه، حجم تاثیر بهتر درک و جانسون، بسط تقریب بیشتر بررسͬ برای

دقیق، چͽالͬ منحنͬ�های ٣.۴ شͺل کردیم. اجرا شرایط، سایر داشتن نͽه ثابت و x = ٢٠ برای ،t = ۵٠

جانسون تقریب که کرد مشاهده مͬ�توان مͬ�دهد. نمایش را O(t−١) با جانسون تقریب و نرمال تقریب

دارد. نرمال تقریب با مشابه عملͺردی تقریبا و است شده اصلاح

دومتغیره نرمال مدل ٢.۴

در MLE یͺتایͬ شرط ولͬ کردیم. تعریف ماکسیمم درستنمایͬ برآورد عنوان به را θ̂t پایان�نامه این در

یͺتا MLE که حالتͬ در را (٣۴.٣) عملͺرد تا شدیم مشتاق بنابراین ندارد. وجود ما نظر مورد نظم شرایط

این برای کنیم. بررسͬ دارد، وجود ماکسیمم درستنمایͬ برآورد چندین پارامتر ͷی برای واقع در و نیست
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نرمال، تقریب تیره: خط دقیق، توزیع ممتد: خط دوجمله�ای؛ مدل در θ کناری پسین چͽالͬ تابع :٣.۴ شͺل
O(t−١) با جانسون تقریب چین: نقطه�

معرفͬ (١٩٧٧) موری توسط که را دومتعیره نرمال توزیع از داده�هایͬ ͬͽهمبست ضریب پسین توزیع منظور،

است. گرفته قرار توجه مورد نیز (١٩٨٧) ون و تانر توسط پسین توزیع این گرفتیم. نظر در است، شده

که به�طوری است مشاهده ١٢ شامل داده مجموعه این شده�اند. آورده ١.۴ جدول در داده�ها مجموعه

و σ٢
١ واریانس�های و ρ ͬͽهمبست ضریب و µ١ = µ٢ = ٠ با دومتغیره نرمال توزیع دارای است شده فرض

ͬͽهمبست ضریب و دارند −١ ͬͽهمبست جفت ٢ و ١ ͬͽهمبست داده، جفت ٢ داده�ها این در هستند. σ٢
٢

فرض (١٩٨٧) ون و تانر مشابه دهیم، نشان Γ با را کواریانس ماتریس اگر هستند. گمشده دیͽر جفت ٨

از عبارتست Γ پیشین توزیع مͬ�کنیم

ξ(Γ) ∝ |Γ|−
(k+١)

٢ ,

است. نرمال توزیع بعد k = ٢ آن در که

و θ̂ = (٢٫ ۶٧,٢٫ ۶٠٫−,٧ ۵) دارد: وجود ML برآورد دو ،θ = (σ٢
١, σ

٢
٢, ρ) پارامترهای برای

استفاده (۶.٢) در تعریف�شده Zt عبارت در θ̂t عنوان به اولͬ برآورد از .θ̂ = (٢٫ ۶٧,٢٫ ۶٧,٠٫ ۵)



۶٣ دومتغیره نرمال مدل .٢.۴

نشده�اند) مشاهده که است مقادیری نمایانͽر *) دومتغیره نرمال توزیع داده�های :١.۴ جدول
١ ١ −١ −١ ٢ ٢ −٢ −٢ * * * *
١ −١ ١ −١ * * * * ٢ ٢ −٢ −٢
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خط ،O(t−
٣
٢ ) مرتبه با تقریب �چین: نقطه دقیق، توزیع ممتد: خط ρ؛ کناری پسین چͽالͬ تابع :۴.۴ شͺل

گشتاور ١٠٠ از استفاده با تقریب چین:

s = ٣٣ و s = ٢ اختیار با (٣۴.٣) از استفاده با ρ برآوردشده� پسین چͽالͬ�های ۴.۴ شͺل در مͬ�کنیم.

برآورد عددی انتͽرال�گیری با که Ztp اول گشتاور ١٠٠ تقریبا با s = ٣٣ از حاصل تقریب شده�اند. رسم

(تانر (١−ρ٢)۴٫۵

(١٫٢۵−ρ٢)٨ با است متناسب که ρ واقعͬ پسین چͽالͬ تابع منحنͬ شͺل این در است. متناظر شده�اند،

از استفاده با بسط از حاصل تقریب عملͺرد که مͬ�دهد نشان نتایج است. شده� رسم نیز ،(١٩٨٧ ،ون و

فضای از زیربازه�ای در تقریب این که کرد اشاره باید البته است. راضͬ�کننده کاملا مد دو حول گشتاور، ده�ها

است. همراه زیادی خطای با O(t−
٣
٢ ) مرتبه� با تقریب اما است. نوسان دارای است، مدها از دور که پارامتر

همان�طور نمایشمͬ�دهد. را Ztp گشتاور ٨٠ و ۶٠ ،۴٠ ،٢٠ با (٣۴.٣) از حاصل تقریب�های ۵.۴ شͺل

مͬ�یابد. کاهش تقریب، در حاضر گشتاورهای تعداد افزایش با نوسانات مͬ�کنید مشاهده که
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تیره: نقطه-خط گشتاور، ۴٠ �چین: نقطه گشتاور، ٢٠ ممتد: خط ρ؛ کناری پسین چͽالͬ تابع :۵.۴ شͺل
گشتاور ٨٠ تیره: خط گشتاور، ۶٠

تحقیق آینده� برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ٣.۴

بیزی، مدل ͷی پارامترهای توام پسین مجانبͬ توزیع دادیم نشان استاین، اتحاد ͷکم با پایان�نامه، این در

دادیم نمایش را اچوورث بسط ͷی پارامترها کناری پسین توزیع�های برای سپس دوم). (فصل است نرمال

پیشنهادی اچوورث بسط از استفاده دادیم نشان چهارم)، (فصل شبیه�سازی مثال دو با همچنین سوم). (فصل

چندمدی توزیع یا ͷکوچ نمونه حجم که زمانͬ حتͬ ،(Ztp تبدیل گشتاورهای (برای عددی انتͽرال�گیری و

مͬ�دهد. نتیجه را خوبͬ تقریب�های است،

عنوان به را مرتبط جالب موضوع چند مͬ�توان شدند، مطرح پایان�نامه این در که نظری مطالب به توجه با

شمرد: بر تحقیق آینده

عنوان به کرد. تعریف دیͽری صورت�های به مͬ�توان را شد معرفͬ پایان�نامه این در که Zt تبدیل الف)



۶۵ تحقیق آینده� برای پیشنهادات و نتیجه�گیری .٣.۴

شرایط تحت تبدیل، این تعریف با .(١٩٩٠) گوش و بیͺل علامت�دار١ ریشه تبدیل مشابه مثال،

،ون) ماند خواهد برقرار شد، ارایه (٢٣.٣) در پسین ریاضͬ امید برای که نمایشͬ مناسب، نظم

مبنای بر که را (٢٨.٣) اچوورث بسط مͬ�توان ،۶.٣.٣ و ۵.٣.٣ گزاره دو اساس بر بنابراین .(٢٠١٠

(١٠.٢) در ft تابع ،Zt جدید تبدیل این با اما آورد. به�دست نیز است، هرمیتͬ چندجمله�ای�های

شدند، ارایه سوم، فصل در ،Ec
t [qk(Zti)] برای که مجانبͬ مرتبه�های نتیجه در و بود خواهد متفاوت

عنوان به مͬ�تواند جدید تبدیل�های نوع این تعریف با مرتبط مجانبͬ مرتبه�های بررسͬ نیستند. برقرار

باشد. خود علاقه�مندان توجه مورد جالب، نظری موضوع ͷی

امͺان اما است. شده تبدیل پرطرفدار تحقیقاتͬ زمینه�های از ͬͺی به چͽالͬ تابع ناپارامتری برآورد ب)

انجام تاکنون و نیست واضح چͽالͬ، تابع برآوردگرهای برای پایان�نامه این در معرفͬ�شده نتایج تعمیم

چͽالͬ تابع آیا که است سوال این به پاسخ تعمیمͬ، چنین برای نظری مشͺلات از ͬͺی است. نشده

نوشت؟ (١٠.٢) صورت به مͬ�توان را چͽالͬ تابع برآوردگر پسین

ناهموار پیشین�های با بیزی مدل�های برای کاربرد قابل تیلور سری بر مبتنͬ پسین بسط که آن�جا از ج)

چنین برای ممͺن شروع نقطه ͷی است. توجه جالب مسایلͬ چنین به مطرح�شده نتایج تعمیم نیست،

باشند. هموار٢ تͺه�ای به�طور که است ft توابع برای ١.٢.٣ لم در استاین اتحاد تصحیح تعمیمͬ،

الͽوریتم�های مانند بیزی، مدل�های در نمونه�گیری بر مبتنͬ روش�های همͽرایͬ از اطمینان حصول د)

این از بتوان شاید است. آماری بیزی استنباط�های در روز و مطرح مسایل جمله از ،MCMC

پایه�ای ایده کرد. استفاده مذکور، روش�های از حاصل نتایج همͽرایͬ بررسͬ برای مجانبͬ بسط�های

تابع برآورد شود، همͽرا است، پسین توزیع همان که واقعͬ،� توزیع به تولیدشده نمونه اگر که است این

نمونه تجربͬ گشتاورهای جایͽذاری با که (٣۴.٣) از حاصل برآورد با باید تولیدشده نمونه چͽالͬ

باشد. موافق مͬ�آید، به�دست
١Signed-root transformation
٢Piecewise smooth



۶۶ بیزی اچوورث بسط دقت مطالعه .۴

موقعیت�های در باید بسط اول مولفه چند از مشخصکنند که رهیافت�هایͬ یا رهنمود موجود، متون در ه)

مͬ�تواند جالب تحقیق موضوع ͷی عنوان به نیز موضوع این ندارند. وجود کرد، استفاده کاربردی

باشد. مطرح

تقریب داد، قرار بررسͬ مورد تحقیق موضوع ͷی عنوان به� را آن مͬ�توان که که دیͽری جالب ایده� و)

مͬ�باشد. اچوورث بسط با آن مقایسه و زین٣ͬ نقطه مجانبͬ بسط از استفاده با پسین توزیع

٣Saddlepoint Approximation



پیوستآ�

تعاریف و �نمادها

فهرست زیر شرح به و تعریف صورت به گرفته�اند قرار استفاده مورد پایان�نامه در که مفاهیمͬ پیوست، این در

پارسیان دکتر ریاضͬ آمار مبانͬ کتاب و (١٩٨٧) رودین حقیقͬ آنالیز کتاب از را تعاریف این کرده�ایم.

کرده�ایم. اقتباس

فضای است، X زیرمجموعه�های از σ-جبر١ ͷی B و مجموعه ͷی X که ،(X,B) جفت آ�.١.٠. تعریف

مͬ�شود. نامیده اندازه�پذیر٢

تعریف A ∈ B روی بر (·)µکه نامنفͬ تابع باشد. اندازه�پذیر فضای ͷی (X,B) کنید فرض آ�.٢.٠. تعریف

اگر مͬ�شود نامیده B روی اندازه ͷی مͬ�شود،

است. پوچ مجموعه نمایش ∅ آن در که ،µ(∅) = ٠ .١

آن�گاه باشد، مجزا دوبه�دو اندازه�پذیر مجموعه�های از دنباله�ای {An} اگر .٢

µ(∪∞
١ An) =

∞∑
١
µ(An).

حالت چهار باشد. X روی حقیقͬ�مقدار تابعͬ h(·) و اندازه�پذیر فضای ͷی (X,B) کنید فرض آ�.٣.٠. لم

معادلند: زیر
١Sigma algebra
٢Measurable
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{x : h(x) < α} ∈ B .١

{x : h(x) ≤ α} ∈ B .٢

{x : h(x) > α} ∈ B .٣

{x : h(x) ≥ α} ∈ B .۴

اندازه�پذیر تابع مͬ�کند، صدق آ�.٣.٠ لم حالت چهار از ͬͺی در که h(·) حقیقͬ�مقدار تابع آ�.٠.۴. تعریف

مͬ�شود. نامیده

مͬ�نامیم، X روی نرم ͷی را ∥ · ∥ : X → ℜ تابع باشد، برداری فضایͬ X کنید فرض نرم. آ�.٠.۵. تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه

.∥x∥ > ٠ ، x ∈ X هر ازای به .١

.∥x∥ = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .٢

.∥αx∥ = |α|∥x∥ باشیم داشته α اسͺالر هر و x ∈ X هر ازای به .٣

مثلث). (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به .۴

صورت به X = (X١, · · · , Xp) ∈ ℜp بردار روی ∥X∥d اگر اقلیدسͬ. نرم آ�.٠.۶. تعریف

∥X∥d = (XTX)
١
٢ = (

p∑
i=١

X٢
i )

١
٢ ,

مͬ�شود. اطلاق اقلیدسͬ نرم آن به شود، تعریف

A ماتریس ویژه مقدار بزرگترین λmax(A) آن در که ،∥J∥٢ = λmax(J
TJ) طیفͬ. نرم آ�.٧.٠. تعریف

گویند. J ماتریس طیفͬ نرم را است،

مجموعه� ρ > ٠ ازای به باشند. ℜp عضو θ و X کنید فرض نقطه. ͷی حول ͬͽهمسای آ�.٨.٠. تعریف

Bθ,ρ = {X; ∥X − θ∥ ≤ ρ},



۶٩

این در اگر مͬ�شود. گفته نیز بسته گوی ͷی ͬͽهمسای این به مͬ�نامیم. ρ شعاع به θ حول ͬͽهمسای ͷی را

مͬ�شود. گفته باز گوی ͷی آن به شود، تبدیل < به ≤ علامت تعریف،

X مجموعه درونͬ نقطه� ͷی را θ ∈ X نقطه� ،X ⊆ ℜp کنید فرض مجموعه. درونͬ نقطه� آ�.٩.٠. تعریف

دیͽر عبارت به باشد. X در که طوری به باشد داشته وجود Bθ,ρ مانند بازی گوی که درصورتͬ مͬ�نامیم،

∀ θ ∈ X; ∃ Bθ,ρ ⊆ X.

و باشد درونͬ آن نقطه� هر که صورتͬ در مͬ�نامیم، باز را X ⊆ ℜp مجموعه� باز. مجموعه� آ�.١٠.٠. تعریف

باشد. باز ℜp −X که صورتͬ در مͬ�نامیم بسته را X

سری ͷی کنیم. معرفͬ را توانͬ سری است لازم ابتدا تیلور، بسط تعریف برای تیلور. بسط آ�.١١.٠. تعریف

شͺل به

a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · · =

∞∑
n=٠

anx
n,

برای توانͬ سری کلͬ، حالت در مͬ�باشد. x از توانͬ سری ͷی هستند، ثابت اعدادی a٠, a١, · · · آن در که

سری همͽرایͬ شعاع را آن که است ثابتͬ عدد R اینجا در واگراست. |x| > R برای و همͽرا |x| < R

باشد. واگرا یا همͽرا مͬ�تواند سری ،|x| = R برای مͬ�نامند.

نقطه ͷی در تابع ͷی مشتق�های از که است جمله بͬ�نهایت مجموع صورت به تابع ͷی نمایش تیلور، بسط

تقریب جملات از متناهͬ تعداد با نقطه ͷی حول مͬ�توان را توابع بسط، این از استفاده با مͬ�آیند. دست به

بͬ�نهایت x٠ مختلط یا حقیقͬ نقطه� ͬͽهمسای در که مختلط یا حقیقͬ مقادیر با f(x) تابع تیلور بسط زد.

است: زیر توانͬ سری است، مشتق�پذیر بار

f(x) = f(x٠) +
(x− x٠)

١! f ′(x٠) +
(x− x٢(٠

٢! f ′′(x٠) + · · · ,

بنویسیم: زیر خلاصه�تر صورت به مͬ�توانیم که

f(x) =

∞∑
n=٠

(x− x٠)n

n!
f (n)(x٠).

مͬ�نامیم. م�ͷلورن بسط را (x٠ = ٠) صفر حول تیلور بسط توزیع م�ͷلورن. بسط آ�.١٢.٠. تعریف
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(a, b) بر که به�طوری باشد [a, b] مجموعه f تابع دامنه هرگاه میانͽین. مقدار قضیه آ�.١٣.٠. تعریف

.f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a که طوری به است، موجود (a, b) در c چون عددی صورت این در باشد، مشتق�پذیر

.φ(t) =
∫
ℜ e

itxdµ(x) و بوده احتمال اندازه ͷی µ فرضکنید معͺوس. فوریه تبدیل فرمول تعریفآ�.٠.١۴.

آن�گاه ،x١ < x٢ اگر

µ(x١, x٢) +
١
٢µ(x١) +

١
٢µ(x٢) = lim

T→٠
١

٢π

∫ T

−T

e−itx١ − e−itx٢

it
φ(t)dt.

مͬ�باشند. برداری فضای به متعلق x٢ و x١ آن در که

بردار هر برای zTMZ هرگاه است مثبت معین M متقارن ماتریس مثبت. معین ماتریس آ�.٠.١۵. تعریف

باشد. مثبت ،z غیرصفر ستونͬ

به X ͬͺچولس تجزیه� باشد. مثبت معین متقارن ماتریس X کنید فرض .ͬͺچولس تجزیه� آ�.٠.١۶. تعریف

است. مثلثͬ بالا ماتریس ͷی Q آن در که مͬ�باشد X = QTQ صورت

N آن�گاه باشد. X اندازه�پذیر فضای در اندازه�پذیر مجموعه� N کنید فرض پوچ. مجموعه� آ�.١٧.٠. تعریف

باشد. صفر آن اندازه� اگر است پوچ

و مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله�ای X١, X٢, . . . کنید فرض مرکزی. حد قضیه آ�.١٨.٠. تعریف

صورت این در باشد. σ متناهͬ معیار انحراف و µ میانͽین با هم�توزیع

Sn =
n∑

i=١
Xi

D−→ N(nµ, nσ٢).

باشد زیر احتمال چͽالͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر اگر گاما. توزیع آ�.١٩.٠. تعریف

fα,λ(x) =
λα

Γ(α)
xα−١e−λx, x > ٠, α > ٠, λ > ٠

مͬ�دهیم. نشان X ∼ Γ(α, λ) نماد با را آن و است λ و α پارامترهای با گاما توزیع دارای X گويیم
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باشد زیر احتمال چͽالͬ تابع دارای X تصادفͬ متغیر اگر بتا. توزیع آ�.٢٠.٠. تعریف

fα,β(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−١)١ − x)β−١, ٠ < x < ١, α > ٠, β > ٠

مͬ�دهیم. نشان X ∼ Beta(α, β) نماد با را آن و است β و α پارامترهای با بتا توزیع دارای X گويیم

پارامترهای با توام نرمال توزیع دارای (X١, X٢) تصادفͬ متغیرهای متغیره. دو نرمال توزیع آ�.٢١.٠. تعریف

صورت به آن�ها توام چͽالͬ تابع هرگاه هستند (µ١, µ٢, σ٢
١, σ

٢
٢, ρ)

f(x١, x٢) =
١

٢πσ١σ٢
√

١ − ρ٢
exp{−Q(X١, X٢/(٢}, |X١| <∞, |x٢| <∞,

صورت به دو درجه تابعͬ Q(x١, x٢) آن در که باشد،

١
١ − ρ٢

{
(
x١ − µ١
σ١

)٢ + (
x٢ − µ٢
σ٢

)٢ − ٢ρ(x١ − µ١
σ١

)(
x٢ − µ٢
σ٢

)
}

مͬ�باشند. |ρ| < ١ ،σ٢ > ٠ ،σ١ > ٠ ،|µ٢| <∞ ،|µ١| <∞ و

اگر مͬ�باشد، مطلق پیوسته� Q به نسبت P اندازه� ،X اندازه�پذیر فضای در مطلق. ͬͽپیوست ��� آ�.٢٢.٠. تعریف

مͬ�شود. داده نشان P ≺≺ Q نماد با و P (A) = ٠ آن�گاه Q(A) = ٠ که A ∈ X هر به�ازای

و P ≺≺ Q هرگاه مͬ�نامند، مطلق پیوسته� متقابلا را Q و P مطلق. پیوسته� متقابلا آ�.٢٣.٠. تعریف

.Q ≺≺ P



پیوستب

بازتولید برای R برنامه�نویسͬ زبان �کدهای
پایان�نامه شبیه�سازی نتایج

اول فصل نمودار به مربوط کد

library(ttutils)

library(EQL)

n <- 3

df <- 2

x_eval_chi <- seq(0,10, by=0.05)

true <- dgamma(x=x_eval_chi, shape=df*n/2, scale=2/n)

plot(x_eval_chi, true, col=1, lty=1, type="l", xlab="x", ylab="density", lwd=2)

title(expression(paste("Density of the sample mean of three ", chi^2, "(2) variables")))

lines(x_eval_chi, dnorm(x_eval_chi,mean=df, sd=sqrt(2*df/n)), col=2, lwd=2, lty=4)

edge_2 <- edgeworth(x_eval_chi, n=n, mu=df, sigma2=2*df, rho3=sqrt(8/df),

rho4=12/df, type="mean", deg=2)$approx

edge_3 <- edgeworth(x_eval_chi, n=n, mu=df, sigma2=2*df, rho3=sqrt(8/df),
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rho4=12/df, type="mean", deg=3)$approx

lines(x_eval_chi, edge_2, col=4, lty=3)

lines(x_eval_chi, edge_3, col=3, lty=2)

legend("topright", leg=c("True", "Edgeworth, degree 2", "Edgeworth, degree 3", "Normal"),

col=c(1,2,4,3), lty=c(2,3,2,4))

۴ فصل نمودارهای به مربوط کدهای

# Beta-Binomial

# Figures 1 and 2

k=40;

coeff=array(dim=c(k,k));

for (i in 1:k){

for (j in 1:k){

coeff[i,j]=0.0;

}

}

coeff[1,1]=1;

coeff[2,1]=1; coeff[2,2]=-1;

for (i in 3:k){

coeff[i,1]=1;

if (floor(i/2) < i/2){

a=(i+1)/2;
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for (j in 2:a){

coeff[i,j]=coeff[i-1,j]-coeff[i-1,j-1]*((i-1)-2*(j-2));

}

}

if (floor(i/2) == i/2){

a=(i+2)/2;

for (j in 2:a){

coeff[i,j]=coeff[i-1,j]-coeff[i-1,j-1]*((i-1)-2*(j-2));

}

}

}

# study binomial with beta prior

alpha=0.5;beta=4;n=5;x=2;

a_new=alpha+x; b_new=beta+n-x;

xbar=x/n;

lpp=function(theta){

(-1)*(x/(theta^2)+(n-x)/((1-theta)^2));

}

lppp=function(theta){

2*x/(theta^3)-2*(n-x)/((1-theta)^3);

}

lpppp=function(theta){
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(-1)*(6*x/(theta^4)+6*(n-x)/((1-theta)^4));

}

xi=function(theta){

theta^(alpha-1) * (1-theta)^(beta-1);

} #up to proportional constant

xip=function(theta){

(alpha-1)*theta^(alpha-2) * (1-theta)^(beta-1)-(beta-1)*theta^(alpha-1) * (1-theta)^(beta-2);

} #up to proportional constant

xipp=function(theta){

(alpha-1)*(alpha-2)*theta^(alpha-3) * (1-theta)^(beta-1)-2*(alpha-1)*(beta-1)

*theta^(alpha-2)*(1-theta)^(beta-2)+(beta-1)*(beta-2)*theta^(alpha-1) * (1-theta)^(beta-3);

} #up to proportional constant

xip2xi=function(theta){

(alpha-1)/theta- (beta-1)/(1-theta);

}

xipp2xi=function(theta){

(alpha-1)*(alpha-2)/(theta^2)-2*(alpha-1)*(beta-1)/(theta*(1-theta))+

(beta-1)*(beta-2)/((1-theta)^2);

}

sigma=(n^2/x+n^2/(n-x))^(1/2); # actually sigma=(-lpp(xbar))^(1/2)

b_hat=(1/sqrt(n)) * sigma;

a3n_hat= (-1/n)*(1/(3*2))*lppp(xbar);
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a4n_hat= (-1/n)*(1/(4*3*2))*lpppp(xbar);

c00=xi(xbar);

c01=xip(xbar)/b_hat;

c02=xipp(xbar)/(b_hat^2);

c10=a3n_hat*xi(xbar)/(b_hat^3);

c11=a4n_hat*xi(xbar)/(b_hat^4)+a3n_hat*xip(xbar)/(b_hat^4);

c20=(1/2)*(1/b_hat^6)*(a3n_hat^2)*xi(xbar);

c10toc00=a3n_hat/(b_hat^3);

c01toc00=xip2xi(xbar)/b_hat;

c20toc00=(1/2)*(1/b_hat^6)*(a3n_hat^2);

c11toc00=a4n_hat/(b_hat^4)+a3n_hat*xip2xi(xbar)/(b_hat^4);

c02toc00=xipp2xi(xbar)/(b_hat^2);

gam1=function(w){

(-1)*dnorm(w)*c00^(-1)*(c10*(w^2+2)+c01);

}

gam1_p=function(w){

w*((c10toc00*(w^2+2)+c01toc00)-2*c10toc00);

}

EZ=0;

for (i in 1:k){

Zi=function(x){ ((x-xbar)^i)*dbeta(x,a_new,b_new); }

EZ[i]=(sigma^i)*integrate(Zi,0,1)$value;
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} #first 10 moments of Z

Eq=0;

Eq[1]=EZ[1];

Eq[2]=EZ[2]-1;

for (i in 3:k){

Eq[i]=EZ[i];

if (floor(i/2) == i/2){

a=(i+2)/2;

for (j in 2:(a-1)){

b=i-2*(j-1);

Eq[i]=Eq[i]+coeff[i,j]*EZ[b];

}

Eq[i]=Eq[i]+coeff[i,a];

}

if (floor(i/2) < i/2){

a=(i+1)/2;

for (j in 2:a){

b=i-2*(j-1);

Eq[i]=Eq[i]+coeff[i,j]*EZ[b];

}

}

}
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herm=function(par){

i=par[1];

w=par[2];

Hermite=w^i;

if (floor(i/2) == i/2){

for (j in 2:(i/2)){

b=i-2*(j-1);

Hermite=Hermite+coeff[i,j]*w^b;

}

Hermite=Hermite+coeff[i,(i+2)/2];

}

if (floor(i/2) < i/2){

for (j in 2:((i+1)/2)){

b=i-2*(j-1);

Hermite=Hermite+coeff[i,j]*w^b;

}

}

Hermite;

}

marginal_1=function(par){

sig=par[1]
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w=par[2]

Eq1=par[3]

Eq2=par[4]

Eq3=par[5]

Eq4=par[6]

main=1+w*Eq1 + (1/2)*(w^2-1)*Eq2;

for (i in 3:4){

main=main+(1/factorial(i))*herm(c(i,w))*par[i+2];

}

sig*(1/(sqrt(2*pi)))*exp(-w^2/2)*main;

}

addition_1=function(kk,par){

sig=par[1]

w=par[2]

main=0;

for (i in 5:kk){

main=main+(1/factorial(i))*herm(c(i,w))*par[i-2];

}

sig*(1/(sqrt(2*pi)))*exp(-w^2/2)*main;

}

xlevel=y_1=y_2=y_3=0; y_john1=0;

y_4=y_5=y_6=y_7=y_8=y_9=y_10=y_11=0;
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for (s in 1:100){

xlevel[s]=s/100;

delta=sigma*(xlevel[s]-xbar);

y_1[s]=dbeta(xlevel[s], a_new, b_new)

y_2[s]=marginal_1(c(sigma,delta,Eq[1],Eq[2],Eq[3],Eq[4]));

y_3[s]=y_2[s]+addition_1(40,c(sigma,delta,Eq[5:40]));

y_4[s]=y_2[s]+addition_1(5,c(sigma,delta,Eq[5:5]));

y_5[s]=y_2[s]+addition_1(6,c(sigma,delta,Eq[5:6]));

y_6[s]=y_2[s]+addition_1(7,c(sigma,delta,Eq[5:7]));

y_7[s]=y_2[s]+addition_1(8,c(sigma,delta,Eq[5:8]));

y_8[s]=y_2[s]+addition_1(9,c(sigma,delta,Eq[5:9]));

y_9[s]=y_2[s]+addition_1(10,c(sigma,delta,Eq[5:10]));

y_10[s]=y_2[s]+addition_1(20,c(sigma,delta,Eq[5:20]));

y_11[s]=y_2[s]+addition_1(30,c(sigma,delta,Eq[5:30]));

y_john1[s]=sigma*dnorm(delta)*(1+(1/sqrt(n))*gam1_p(delta));

}

par(mfrow=c(2,1));

matplot(xlevel,cbind(y_1,y_5,y_3,y_john1),xlab=expression(theta),

ylab="marginal posterior density",main="Binomial Beta",lty=1:4,type="l")

matplot(xlevel,cbind(y_5,y_6,y_7,y_8,y_9,y_10,y_3),xlab=expression(theta),

ylab="marginal posterior density",main="Binomial Beta",lty=1:4,type="l")

# Beta Binomial
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# Figure 3

k=40;

coeff=array(dim=c(k,k));

for (i in 1:k){

for (j in 1:k){

coeff[i,j]=0.0;

}

}

coeff[1,1]=1;

coeff[2,1]=1; coeff[2,2]=-1;

for (i in 3:k){

coeff[i,1]=1;

if (floor(i/2) < i/2){

a=(i+1)/2;

for (j in 2:a){

coeff[i,j]=coeff[i-1,j]-coeff[i-1,j-1]*((i-1)-2*(j-2));

}

}

if (floor(i/2) == i/2){

a=(i+2)/2;

for (j in 2:a){

coeff[i,j]=coeff[i-1,j]-coeff[i-1,j-1]*((i-1)-2*(j-2));
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}

}

}

# study binomial with beta prior

alpha=0.5;beta=4;n=50;x=20;

a_new=alpha+x; b_new=beta+n-x;

xbar=x/n;

lpp=function(theta){

(-1)*(x/(theta^2)+(n-x)/((1-theta)^2));

}

lppp=function(theta){

2*x/(theta^3)-2*(n-x)/((1-theta)^3);

}

lpppp=function(theta){

(-1)*(6*x/(theta^4)+6*(n-x)/((1-theta)^4));

}

xi=function(theta){

theta^(alpha-1) * (1-theta)^(beta-1);

}

#up to proportional constant

xip=function(theta){

(alpha-1)*theta^(alpha-2) * (1-theta)^(beta-1)-(beta-1)*theta^(alpha-1)
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* (1-theta)^(beta-2);

}

#up to proportional constant

xipp=function(theta){

(alpha-1)*(alpha-2)*theta^(alpha-3) * (1-theta)^(beta-1)-2*(alpha-1)*(beta-1)*

theta^(alpha-2)*(1-theta)^(beta-2)+(beta-1)*(beta-2)*theta^(alpha-1)

* (1-theta)^(beta-3);

}

#up to proportional constant

xip2xi=function(theta){

(alpha-1)/theta- (beta-1)/(1-theta);

}

xipp2xi=function(theta){

(alpha-1)*(alpha-2)/(theta^2)-2*(alpha-1)*(beta-1)/(theta*(1-theta))

+(beta-1)*(beta-2)/((1-theta)^2);

}

sigma=(n^2/x+n^2/(n-x))^(1/2); # actually sigma=(-lpp(xbar))^(1/2)

b_hat=(1/sqrt(n)) * sigma;

a3n_hat= (-1/n)*(1/(3*2))*lppp(xbar);

a4n_hat= (-1/n)*(1/(4*3*2))*lpppp(xbar);

c00=xi(xbar);

c01=xip(xbar)/b_hat;
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c02=xipp(xbar)/(b_hat^2);

c10=a3n_hat*xi(xbar)/(b_hat^3);

c11=a4n_hat*xi(xbar)/(b_hat^4)+a3n_hat*xip(xbar)/(b_hat^4);

c20=(1/2)*(1/b_hat^6)*(a3n_hat^2)*xi(xbar);

c10toc00=a3n_hat/(b_hat^3);

c01toc00=xip2xi(xbar)/b_hat;

c20toc00=(1/2)*(1/b_hat^6)*(a3n_hat^2);

c11toc00=a4n_hat/(b_hat^4)+a3n_hat*xip2xi(xbar)/(b_hat^4);

c02toc00=xipp2xi(xbar)/(b_hat^2);

gam1=function(w){

(-1)*dnorm(w)*c00^(-1)*(c10*(w^2+2)+c01);

}

gam1_p=function(w){

w*((c10toc00*(w^2+2)+c01toc00)-2*c10toc00);

}

EZ=0;

for (i in 1:k){

Zi=function(x){ ((x-xbar)^i)*dbeta(x,a_new,b_new); }

EZ[i]=(sigma^i)*integrate(Zi,0,1)$value;

} #first 10 moments of Z

Eq=0;

Eq[1]=EZ[1];
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Eq[2]=EZ[2]-1;

for (i in 3:k){

Eq[i]=EZ[i];

if (floor(i/2) == i/2){

a=(i+2)/2;

for (j in 2:(a-1)){

b=i-2*(j-1);

Eq[i]=Eq[i]+coeff[i,j]*EZ[b];

}

Eq[i]=Eq[i]+coeff[i,a];

}

if (floor(i/2) < i/2){

a=(i+1)/2;

for (j in 2:a){

b=i-2*(j-1);

Eq[i]=Eq[i]+coeff[i,j]*EZ[b];

}

}

}

herm=function(par){

i=par[1];

w=par[2];
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Hermite=w^i;

if (floor(i/2) == i/2){

for (j in 2:(i/2)){

b=i-2*(j-1);

Hermite=Hermite+coeff[i,j]*w^b;

}

Hermite=Hermite+coeff[i,(i+2)/2];

}

if (floor(i/2) < i/2){

for (j in 2:((i+1)/2)){

b=i-2*(j-1);

Hermite=Hermite+coeff[i,j]*w^b;

}

}

Hermite;

}

marginal_1=function(par){

sig=par[1]

w=par[2]

Eq1=par[3]

Eq2=par[4]

Eq3=par[5]
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Eq4=par[6]

main=1+w*Eq1 + (1/2)*(w^2-1)*Eq2;

for (i in 3:4){

main=main+(1/factorial(i))*herm(c(i,w))*par[i+2];

}

sig*(1/(sqrt(2*pi)))*exp(-w^2/2)*main;

}

addition_1=function(par){

sig=par[1]

w=par[2]

l=par[3]

main=0;

for (i in 5:l){

main=main+(1/factorial(i))*herm(c(i,w))*par[i-2];

}

sig*(1/(sqrt(2*pi)))*exp(-w^2/2)*main;

}

P=xbar; d=1;

l2=array(dim=c(d,d));

l3=array(dim=c(d,d,d));

l4=array(dim=c(d,d,d,d));

for (j in 1:d){
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for (l in 1:d){

l2[j,l]=-x/(P^2)-(n-x)/(1-P)^2;

for (i in 1:d){

l3[j,l,i]=(2*x)/(P^3)-2*(n-x)/(1-P)^3;

for (q in 1:d){

l4[j,l,i,q]=-(6*x)/(P^4)-6*(n-x)/(1-P)^4;

}

}

}

}

Hessian=l2;

det_Hessian=det(Hessian)

covariance=solve(-Hessian)

#The covariance matrix of \hat\theta is inverse of negtive Hessian.

xlevel=y_0=y_1=y_2=y_3=0; y_john1=0;

for (s in 1:100){

xlevel[s]=s/100;

delta=sigma*(xlevel[s]-xbar);

y_0[s]=sigma*dnorm(delta);

y_1[s]=dbeta(xlevel[s], a_new, b_new)

y_2[s]=marginal_1(c(sigma,delta,Eq[1],Eq[2],Eq[3],Eq[4]));

y_3[s]=y_2[s]+addition_1(c(sigma,delta,k,Eq[5:k]));
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y_john1[s]=sigma*dnorm(delta)*(1+(1/sqrt(n))*gam1_p(delta));

}

par(mfrow=c(1,1))

matplot(xlevel,cbind(y_0,y_1,y_john1),xlab=expression(theta),

ylab="marginal posterior density",main="Binomial Beta",lty=1:3,type="l")
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