
ریاضی علوم دانشکده
کاربردی ریاضی گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسی درجه دریافت برای
ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضی
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علیشاهی میثم دکتر

مشاور استاد

موسوی رضا سید آقای

ජ໑ادیدانشجو ૡં༙ه
١٣٩٣



ଘم৤قدৎ

وओودग़قدਉیଘ଒اঃیددیدارش઺ଽࣄحراشامو८ଽبراط࢖وعਗی�মࡑു࣓م،ঙمانૢهฬمزশباীش
گاه඼ෙय़୏شീি࣓مرॐ࢟توز৯دਛیا॥ت. ৽و ජໍاوتجا৩ھا

଀ناॺࡏ૮ن࠙سࢂඟی،امامزمانࠡࡡلاৎ္عاฮیଥ඼່اඩॼر৒ف තअرت૎ࣵه



ଘم৤قدৎل঱༚ฬت॥یا਌ই�அ
ز৯دজ࣓مইുید، اিسان�୓ی໇رਊ৒ی८଒بز৯دهداری�ী୓شان،وओودمমࡑുیدو৑ࡶس�ী୓شانرنگ�

৮در
گا঒شاࣅ࣎ماد৑ଘࡶࡪموॻࣄ൏ندشاঃید�মࡑشॺࡗظاتඛ঺ھاਪی�ام ৽଒ناراده�ایଌୃࣥوارਬا

భوما
৲ماষ࣓م باত࣓موما঒భࡣت৑หࡶسبࢁു࣓موماਗభی�ما৯دหما گاه�ঙ،୓مان�଒ماরభودهหما ৽نଌرන෕با඼ෙय़صاࣽب

وୀا୓భیସ୍وऒواฬଽزඇඓ࣒م
଒وओودشانشادیমࡑشوماଢدلࢂਗඟیૼنا॥ت



චاری... ণپاس໋�
৅ࡑ಻ൻീنণپاسوণتاীشازآن೯داو৯دیا॥ت঻଒ندهঈوچࢁشراభభیای঻یࢁඟانا৯د૙ীه،ෘ੢ऩه�ایساࣾتหوॣ࠽ت

.௙ماشا৳ଘرگБЗی਩وزگاراड़بآฬی୓ه�૙ীد৯ا آنرااز૏৆భه
ඟࢁพীمॿوازباب”ૼن اਯࣨونభ଒ساଢسار঻نده�ৗوازی�ী୓شپایان�ଓฬحاණرଘا৅جامرণیدها॥ت،ୀࣹࡣبو૑ࣣಮه ঁذا
ঙ଒ࢤوارهঈୀوਘหیوਠতభی ماସభ୍م...اଌندوग़ع࢙مБЗرদوارم... ସّوऋلّ”از৮درو اਾॿ࣡ࢲمૼناॿࢠخ࢖و಻౵نॿمพীࢁඟا္َّ
ૼن،ق࢙مࠟࡼوইുیدهوభ৳مام୓�ଏଷیز৯دਛییارویاوریਟیࣼ࡫مدا८تୀایૼنরوده�ا৯دণپاسদو৤م.ऒୀودلازمਗی�داৣم
ازপنابآ༚یدන඿رඇඖ࣐معൖࣂشاਘی଒اীشانعلاوهগୀداশࢌوراঘ࣒ماਪیड़و୉ودॼ࡬وزاଡૼنభا৅جامپایان�ୀ،ଓฬایاশ࣊جاষࢋ
৶مادوالࢉویঃناਞণیازیکاণتادଘලෙझख़داিشਣभیوభࢼ಻نحالਔวঃیଘاخلاमیاتభراهৎعൎ࣓موراঘ࣒ماਪیداি࡮࡝ویانরوده�ا৯دو
ड़و१وی ज़شاورপنابآ༚یণیدرضا ঙࢠ಻ൾ൒نازاণتاد พ়ࢁ৶ඟما৤م. زॐ࢟تراঘ࣒ماਪیاଌنپایان�ଓฬراୀ࠱ھدهৎ௅ඟ໋قدୌو
از චاری঍࣒مو ণپاس໋� ऒوীشراه�ঝشایඒࣂඩرभࢌاশ࣊جاষࢋরوده�ا৯د رঘ࣒ࢤود�୓یارز৯ده ॠభ଒دتا৅جاماଌنپایان�ଓฬبا
اسا঺ید඼່زاଡودॼ࡬وز،آ༚یاندන඿رభฬࣻࡁࡶජیرادودන඿رصادقرਖ࣓নیॲࡁජباف଒زॐ࢟تداوریاଌنپایانଓฬرا൉ࣞਵ࣫ل

৶ما৤م،با॰د଒اଌنඟ໕دଌୃن،মࡑ਌یاززॐماتآฬنراণپاسদوید. ॰د৯د،෼لพ়ࢁඟوदدردا਩یرا
کاریاীشانඵ෕زঙࢤوارهراھࢂشای िঙوਝ଒࣒م঍ی�ਗඟࢁพ়شانী୓ࢌ�শماॐජໍخاଘیਊ৒ر໇ه૥ঀ࣒مخاৣماඇඓزฬت॥نازدو಻ൾ൒ࢠঙ

඼෻ঙاඞࣂشانభاଌنඵේज़ریاریرساৣمরوده�ا৯د. ণپاسࢂචارماز৳مامইسا਩ی଒با ૼنরودها॥ت.భخا৳ૡه

ජ໑ادی ૡં༙۱۳۹۳ه



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی مرادی اینجانبفاطمه
میثم دکتر راهنمایی تحت ، گراف�ها سازگار رنگی عدد عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد علیشاهی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ජ໑ادی ૡં༙۱۳۹۳ه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
با G گراف از راسی رنگ�آمیزی یک ،{١,٢, ..., k} رنگ�های با شده داده یالی رنگ�آمیزی یک برای
رنگ�های ،G از یال هر برای هرگاه می�گوییم یالی رنگ�آمیزی با سازگار را {١,٢, ..., k} رنگ�های
رنگ�آمیزی هر برای که �kای کوچکترین به نباشند. یکسان یال خود رنگ و آن سر دو روی شده ظاهر
رنگهای از استفاده با و یالی رنگ�آمیزی این با سازگار رنگ�آمیزی یک {١,٢, ..., k} kـ�رنگ با یالی

گوییم. ،χad(G) ،G سازگار رنگی عدد دارد وجود {١,٢, ..., k}
سازگار رنگی عدد همچنین می�پردازیم، گراف�ها سازگار رنگی عدد درباره نتایجی بیان به نامه پایان این در

می�کنیم. بررسی را زمینه این در نتایجی و می�کنیم معرفی را گراف�ها لیستی

انتخابی عدد سازگار، رنگی عدد سازگار، لیستی رنگ�آمیزی سازگار، رنگ�آمیزی کلیدی: کلمات
سازگار



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
علوم در کاربردی پژوهش�های ملی همایش دومین گراف�ها”، سازگار ”رنگ�آمیزی مرادی، فاطمه .١

١٣٩٣ تهران فیزیک، و ریاضی

پژوهش�های ملی همایش دومین مسطح”، گراف�های سازگار لیستی ”رنگ�آمیزی مرادی، فاطمه .٢
١٣٩٣ تهران فیزیک، و ریاضی علوم در کاربردی



ඒࣂพ࢈ൈتار
این می�شود. مطرح گراف نظریه در که است بنیادینی و اساسی مفاهیم از گراف�ها رنگ�آمیزی
استقبال مورد جدی به�طور که است سال�ها و بوده جذاب بسیار مباحث زمره�ی در گراف نظریه از مبحث
در شده�اند. حل و مطرح جالبی بسیار مسا�له�های کنون تا و است گرفته قرار دانشمندان و محققان
است. کشیده چالش به را ریاضی بزرگان که دارد وجود نظریه این در فراوانی باز مسا�له�های حاضر حال
و یال�ها راس�ها، به رنگ�آمیزی نوع هر در که است شده تعریف گراف�ها برای مختلفی رنگ�آمیزی�های

می�شود. داده تخصیص خاص ویژگی� با رنگ�هایی دو، هر یا
توجه مورد گراف�ها از برخی در را سازگار لیستی رنگ�آمیزی و سازگار رنگ�آمیزی ما پایان�نامه این در
پس آنچه است. شده داده اختصاص سازگار رنگ�آمیزی به پایان�نامه این از عمده�ای بخش می�دهیم. قرار

آورده�ایم. نوشتار این در که است فصلی چهار نماییم بازنویسی توانسته�ایم مطالعه از
است. شده مطرح گراف نظریه بنیادی حال عین در و ساده تعریف�های اول فصل در

و هل١ توسط ٢٠٠٨ سال در مفهوم این پرداخته�ایم. گراف�ها سازگار رنگ�آمیزی بیان به دوم فصل در
و می�پردازیم G دلخواه گراف برای سازگار �k-�رنگ�آمیزی توصیف به فصل این در شد. مطرح [٧]٢ ژو
عدد کوچکترین G گراف سازگار رنگی عدد که صورت این به می�کنیم تعریف را گراف سازگار رنگی عدد
به�طوری�که باشد داشته وجود راسی �k-�رنگ�آمیزی یک ،G یالی �k-�رنگ�آمیزی هر برای که است k صحیح
رنگ�آمیزی هر که است بدیهی باشد. نشده ظاهر آن سر دو و یال یک روی همزمان به�طور رنگی هیچ
آن رنگی عدد از گراف هر سازگار رنگی عدد نتیجه در است. سازگار یالی رنگ�آمیزی هر با مجاز راسی
رنگی عدد دوم ریشه حدود سازگار، رنگی عدد که می�رسد نظر به کامل گراف�های مورد در نیست. بزرگتر
و سازگار رنگی عدد که هستند بزرگ دلخواه به رنگی عدد و کمر با گراف�هایی دیگر طرفی از باشد راسی
شد. خواهد صحبت آن�ها مورد در تفصیل به فصل ادامه در که یکسان�اند، هم با آن�ها راسی رنگی عدد
معرفی از پس فصل این در پرداخته�ایم مسطح گراف�های سازگار لیستی رنگ�آمیزی مطالعه به سوم فصل در
این�که اثبات به سازگار، انتخابی عدد همچنین و سازگار �k-�انتخاب�پذیر گراف و سازگار �L-�رنگ�آمیزی
داد خواهیم نشان همچنین پرداخت خواهیم هستند، سازگار �۴-�انتخاب�پذیر �K۵-�کهاد، فاقد گراف�های
گراف�های برای منفی نتیجه که صورتی در می�باشند سازگار �٣-�رنگ�پذیر مثلث فاقد مسطح گراف�های که
بدست� (t ≥ ٠) t فاصله با مثلث فاقد مسطح گراف�های و �۵-�دور فاقد گراف�های �۴-�دور، فاقد مسطح

است. [٣] فصل این مرجع می�آید.
گراف�ها حاصل�ضرب سازگار رنگی عدد بیان به است [۶] آن مبنای که پایان�نامه این چهارم فصل در
می�شود. پرداخته گراف آن دکارتی) و (رسته�ای توان�های و یکگراف سازگار رنگی عدد بین رابطه بررسی و

١ Pavol Hell
٢Xuding Zhu



مطالب فهرست

د تصاویر لیست

ذ جداول لیست

١ مقدماتی تعریف�های ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضیه�ها و تعریف�ها ١.١

١۵ سازگار رنگی عدد ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگار رنگی عدد ٢.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچک سازگار رنگی عدد با گراف�ها ٣.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد�-�یالی K۴ و فرد�-�یالی دوچرخه ۴.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ سازگار رنگی عدد با گراف�های ۵.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ کمر ٢.۵.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح گراف�های و درجات محدوده ٣.۵.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف�های ۴.۵.٢

٣١ مسطح گراف�های سازگار لیستی رنگ�آمیزی ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کهاد� �ـ� K۵ فاقد گراف�های ٢.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث فاقد مسطح گراف�های ٣.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K فاصله با مثلث فاقد مسطح گراف�های ۴.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �۴-�دور فاقد مسطح گراف�های ۵.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �۵-�دور فاقد مسطح گراف�های ۶.٣

۴٩ گراف�ها حاصل�ضرب سازگار رنگی عدد ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

خ



د مطالب فهرست

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاتین مربع�های ٢.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف�ها دکارتی حاصل�ضرب ٣.۴

۶۴ نماد�ها �جدول آ�

۶۶ مراجع

۶٨ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٧١ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر لیست

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف ٢.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N۴ گراف ٣.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده گراف�های ۴.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پترسن گراف ۵.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتناهی گراف (ب) و متناهی گراف (الف) ۶.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K۵ و K۴ گراف�های ٧.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دو�بخشی گراف ٨.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K٣,٣ کامل دو�بخشی گراف ٩.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف ١٠.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G زیر�گراف�های و G گراف ١١.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباض و حذف ١٢.١
٩ . . . . . . . . . مولفه سه با ناهمبند گراف یک (ب) و همبند گراف (الف)یک ١٣.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق (ب)یک ماکزیمم تطابق (الف)یک ١۴.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه ١۵.١
١١ . . . . . . ماکزیمم راسی مجموعه یک (ب) و راسی مستقل مجموعه یک (الف) ١۶.١
١١ . . . . . . . . . ماکزیمم یالی مستقل (ب)مجموعه یالی مستقل (الف)مجموعه ١٧.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G گراف ١٨.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣-رنگی گراف یک ١٩.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . G مسطح نشاندن یک (ب) G مسطح گراف (الف) ٢٠.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد�-�یالی دوچرخه ١.٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد�-�یالی K۴ ٢.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج مسیر با فرد�-�یالی دوچرخه ٣.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد مسیر با فرد�-�یالی دوچرخه ۴.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . Fو٣ F٢ یالی رنگ�آمیزی با ،G۴ G٣و گراف�های ۵.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . Fو٣ F٢ یالی رنگ�آمیزی با ،G′

۴ ′Gو
٣ گراف�های ۶.٢

ذ



ر تصاویر لیست

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن از کهادی و G ١.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G ٢.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Hk ٣.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H١ ۴.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H٢ ۵.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gi ۶.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(a, b) ٧.٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Y ′ ٨.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X ′ ٩.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(a, b, c) ١٠.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �۴-�دور فاقد مسطح گراف�های ١١.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H٢(a, b) (ب) و H١(a) (الف) ١٢.٣



جداول لیست

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها جدول آ�.١
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها جدول آ�.٢

ز





١ فصل

مقدماتی تعریف�های

قضیه�ها و تعریف�ها ١.١

نیاز آن�ها به بعد فصل�های در که قضیه�هایی همچنین و اولیه مفاهیم و تعریف�ها از برخی فصل این در
مطالبی برای ساده) مثال�های کمک (به شهودی زمینه یک ایجاد فصل، این� هدف می�کنیم. بیان را داریم
در بحث مورد گراف�های که است توجه قابل شد. خواهد ارایه رسمی�تر طور به بعد فصل�های در که است
وجود یال یک تنها راس دو هر بین که نظر این از ساده هستند، ساده گراف�های پایان�نامه، این سراسر
آورده منبع ذکر بدون که تعریف�هایی از آن�چه می�شود. تعریف دقیق به�طور ساده گراف ادامه، در دارد.

است. شده گرفته [٢] از شده

متناهی مجموعه یک از که است (V (G), E(G),ΨG) مرتب تایی سه یک ،G گراف١ .١.١.١ تعریف
تابع یک و یال�ها شامل (V (G) از (مجزای E(G) متناهی مجموعه یک راس�ها، شامل V (G) ناتهی
متمایز الزاما (که را G راس�های از نا�مرتب زوج یک ،G یال هر به که است شده تشکیل ΨG

وقوع٢
این در ،ΨG(e) = uv به�طوری�که باشند راس دو v و u و یال یک e اگر می�دهد. نسبت نیستند)
یال سر دو v و u راس دو است، کرده وصل یکدیگر به را v و u راس�های ،e که می�شود گفته صورت
یا (V (G), E(G)) با خلاصه به�طور را G = (V (G), E(G),Ψ(G)) گراف معمولا می�شوند. نامیده e
نشان |V (G)| با آن راس�های تعداد و |E(G)| با G گراف یال�های تعداد می�دهند. نشان G(V,E)

اگر می�دهند. نشان uv با آن�را خلاصه به�طور باشد G دلخواه گراف از یالی {u, v} اگر می�شود. داده
مجموعه {v١, v٢, v٣, v۴} شکل١.١، در مثال به�عنوان هستند. مجاور v و u آن�گاه ،uv ∈ E(G)

هستند. G گراف یال�های مجموعه {v١v٢, v١v۴, v٢v٣, v٢v۴, v٣v۴} و راس�ها
بحث مورد گراف یک فقط که زمانی همچنین است. ساده گراف یک نشان�دهنده G پایان�نامه این طی در
می�کنیم حذف آن به مربوط نمادهای از را G حرف سپس می�دهیم نشان G با را گراف این معمولا است

.Eو V می�نویسیم: ساده به�طور E(G) و V (G) جای به مثال به�عنوان

١Graph
٢Incidence function

١



٢ مقدماتی تعریف�های .١

.. v٢.

v١

.

v٣

.v۴

G گراف :١.١ شکل

نامیده پیوندی۴ یال متمایز، سر دو با یال یک و طوقه٣، یکسان سر دو با یال یک .٢.١.١ تعریف
می�دهند تشکیل را (موازی) چند�گانه۵ یال�های یکسان، سر دو با پیوندی یال چند یا دو می�شود.
یال�های تشکیل e٣, e٢ و هستند پیوندی یال�های e١, e٢, e٣, e۴, e۵, e٧, e٨ و طوقه e۶ ٢.١ شکل در

می�دهند. چندگانه

..v۴ .

v٣

.
v٢. v١.

e۴

.
e٨. e١.

v۵

.

e۵

.

e٧

.

e٣

.
e٢

.

e۶

G گراف :٢.١ شکل

می�نامیم. بدیهی٧ غیر را گراف�ها سایر و بدیهی۶ باشد، داشته راس یک که گرافی .٣.١.١ تعریف

راس n با تهی گراف می�نامند. تهی٨ یکگراف باشد تهی آن یال مجموعه که را گرافی .۴.١.١ تعریف
می�شود. مشاهده ٣.١ شکل در N۴ دهند. می نشان Nn با را

٣Loop
۴Link
۵Multiple edges
۶Trivial graph
٧Nontrivial graph
٨Empty graph



٣ قضیه�ها و تعریف�ها .١.١

.

N۴ گراف :٣.١ شکل

ساده ٢.١ شکل گراف است. چندگانه یال و طوقه فاقد که است گرافی ساده٩ گراف .۵.١.١ تعریف
گراف�های مطالعه روی بر گراف، نظریه اعظم قسمت ساده�اند. ۴.١ شکل گراف�های که صورتی در نیست

است. متمرکز ساده

..

v١

.
v٣

.

v٢

.

v۵

.

v۴

.

v١

.
v۵

.
v۴

.

v٢

.

v٣

ساده گراف�های :۴.١ شکل

تعداد برابر می�شود، داده نشان dG(v) یا degG(v) با که G گراف در v راس درجه١٠ .۶.١.١ تعریف
بیشترین و کمترین می�شود. شمرده یال دو به�عنوان طوقه هر تعریف این در است. v بر واقع یال�های

می�شود. داده (G)∆نمایش و δ(G) با به�ترتیب G راس�های ∑درجه
v∈V (G) deg(v) = ٢|E| داریم: G گراف هر در [٢] .٧.١.١ قضیه

زوج١٢ راس باشد زوج آن درجه�ی که راسی و فرد١١ راس باشد فرد آن درجه که راسی .٨.١.١ تعریف
می�شود. نامیده

است. زوج فرد، راس�های تعداد گراف، هر در [٢] .٩.١.١ نتیجه

می�شود. نامیده منتظم١٣ گراف باشند برابر هم با آن راس�های تمام درجه که گرافی .١٠.١.١ تعریف
گراف ٣-منتظم، گراف�های از معروفی مثال می�نامند. k-منتظم را گراف باشد، k راس هر درجه اگر
درجه از منتظم تهی، گراف هر باشید داشته نظر در می�شود. مشاهده ۵.١ شکل در که است پترسن١۴

٩Simple graph
١٠Degree
١١Odd vertex
١٢Even vertex
١٣Regular graph
١۴Petersen graph



۴ مقدماتی تعریف�های .١

داشته راس n ،G اگر که کنید ملاحظه همچنین است. n−١ درجه از منتظم ،Kn کامل گراف هر و صفر
است. یال ١

٢kn دارای G آن�گاه باشد، k درجه از منتظم و باشد

.

پترسن گراف :۵.١ شکل

را مذکور گراف باشند متناهی گراف، یک یال�های مجموعه و راس�ها مجموعه اگر .١١.١.١ تعریف
متناهی گراف یک از نمونه�ای زیر شکل است. نا�متناهی١۶ گراف این�صورت غیر در می�نامند متناهی١۵

(۶.١ (شکل می�دهد. نشان را نامتناهی گراف یک و

..

v١

.
v٢

.
v٣

.
vn

.

(ب)

.

(الف)

نامتناهی گراف (ب) و متناهی گراف (الف) :۶.١ شکل

می�شود. نامیده کامل١٧ گراف باشند، مجاور آن متمایز راس دو هر که ساده�ای گراف .١٢.١.١ تعریف
است. شده داده نشان ٧.١ شکل در K۵ و K۴ می�شود. داده نمایش Kn با راسی n کامل گراف

مجموعه�ی زیر دو به را آن راس�های مجموعه می�توان که است گرافی بخشی١٨ دو گراف .١٣.١.١ تعریف
(٨.١ (شکل باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در آن یال�های تمام سر یک که کرد افراز چنان Y و X

١۵Finite graph
١۶Infinite graph
١٧Complete graph
١٨Bipartite graph



۵ قضیه�ها و تعریف�ها .١.١

..

K۴

.

K۵

K۵ و K۴ گراف�های :٧.١ شکل

..

v١

.
v٢

.

v٣

.
v۴

.

v٧

.
v۶

.

v۵

.
v٨

.

v٢

.

v٣

.

v٧

. v٨

.

v١

.

v۶

. v۵

.

v۴

.

=⇒

دو�بخشی گراف :٨.١ شکل

آن در که است Y و X بخش�های با بخشی دو گراف یک کامل١٩، بخشی دو گراف .١۴.١.١ تعریف
با را کامل دو�بخشی گراف ،|Y | = n و |X| = m اگر است. شده وصل Y راس هر به ،X راس هر

می�دهیم. نمایش Km,n

..

v١

.
v۶

.

v٢

.
v۵

.

v٣

.
v۴

K٣,٣ کامل دو�بخشی گراف :٩.١ شکل

به�طوری�که کرد افراز تهی غیر زیر�مجموعه k به را آن راس�های مجموعه بتوان که گرافی .١۵.١.١ تعریف
می�شود. نامیده k-بخشی٢٠ گراف نباشد، زیر�مجموعه یک در سرش دو یالی هیچ

١٩Complete bipartite graph
٢٠K-partite graph



۶ مقدماتی تعریف�های .١

در که راس�هایی تمام به راس هر آن، در که است کامل٢١ k-بخشی گراف، یک .١۶.١.١ تعریف
است. شده وصل دارند، قرار آن با� یکسان غیر زیر�مجموعه�ای

به است W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk متناهی ناصفر دنباله ،G از گشت٢٢ یک .١٧.١.١ تعریف
سر دو vivi−١ ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به و بوده یال�ها و راس�ها شامل میان در یک آن جملات طوری�که
گشت ��-�(v٠, vk) یک دیگر عبارت به یا vk تا v٠ از گشت یک ،W می�گوییم صورت این در باشند. ei
نامیده آن داخلی راس�های v١, v٢ . . . , vk−١ و W انتهای و ابتدا ترتیب به vk و v٠ راس�های است.

می�نامیم. W طول را k صحیح عدد همچنین می�شوند.

می�شود. نامیده ٢٣ Wیکگذر باشند، Wمتمایز گشت در e١, e٢ . . . , ek یال�های اگر .١٨.١.١ تعریف
تعداد می�شود. نامیده مسیر٢۴ یک W باشند، متمایز نیز v٠, v١ . . . , vk راس�های یال�ها، بر علاوه اگر
یک ١٠.١ شکل در می�شود. داده نمایش Pn با راسی n مسیر است. مسیر طول معرف مسیر، یال�های

شده�اند. مشخص گراف یک در مسیر یک و گذر یک گشت،

..

u

.
y

.

x

.
v

.

w

.

e

.
d

.

c

.
b

.

a

.

h

.

f

. g.

uavfyfvgyhwbv : گشت

. wcxdyhwbvgy : .گذر

xcwhyeuav : مسیر

G گراف :١٠.١ شکل

می�آید. به�دست انتهایی راس دو کردن مجاور با مسیر یک از که است گرافی دور٢۵ .١٩.١.١ تعریف
طول با دور یک است. یال طول معرف دور، یال�های تعداد می�شود. داده نمایش Cn با راسی n دور
فرد٢٧ دور یا زوج٢۶ دور یک باشد فرد یا زوج ،k این�که به بسته را �k-�دور یک می�نامیم. �k-�دور را k

می�نامیم.
نامیده ضلعی n ،Cn ترتیب همین به و ضلعی پنج C۵ ضلعی، چهار C۴ مثلث٢٨، C٣ معمول به�طور

می�شود.
٢١Complete k-partite graph
٢٢Walk
٢٣Trail
٢۴Path
٢۵Cycle
٢۶Even cycle
٢٧Odd cycle
٢٨Triangle



٧ قضیه�ها و تعریف�ها .١.١

باشد. نداشته فردی دور هیچ اگر تنها و اگر است بخشی دو گراف، یک [٢] .٢٠.١.١ قضیه

G کمر باشد، نداشته دوری هیچ G اگر است. G در دور کوتاه�ترین طول ،G ٢٩ کمر .٢١.١.١ تعریف
بود. خواهد بی�نهایت تعریف طبق

و E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) هرگاه می�گوییم، G زیر�گراف٣٠ را H گراف .٢٢.١.١ تعریف
را �H است، G از گرافی زیر H آن�که فرض با باشد. شده حاصل E(H) به ΨG کردن محدود از ΨH

.V (H) ̸= V (G) هر�گاه گوییم G سره�ی گراف زیر

یک آن�را کند، صدق V (H) = V (G) شرط در G از H زیر�گراف که درصورتی .٢٣.١.١ تعریف
نامید. خواهیم G از فراگیر٣١ زیر�گراف

باشد. V از ناتهی زیر�مجموعه ،V ′ کنید فرض می�گیریم. نظر در را G = (V,E)گراف .٢۴.١.١ تعریف
هر که باشد G از یال�هایی مجموعه برابر یال�هایش مجموعه و V ′ آن راس�های مجموعه که G از زیر�گرافی
داده نمایش G[V ′] با و شده نامیده V ′ توسط راسی شده�ی القا زیر�گراف است، واقع V ′ در آن�ها سر دو
است زیر�گرافی ،G[V \V ′] القایی زیر�گراف Gاست. القایی G[Vزیر�گراف ′] می�گوییم همچنین می�شود.
G−{v} به�جای ،V ′ = {v} اگر می�آید. به�دست G از آن�ها، بر واقع یال�های و V ′ راس�های حذف با که
وجود V١, V٢, · · · , Vw ناتهی زیرمجموعه�های به V راس�های از افرازی کنیم فرض .G− v می�نویسیم
یکسانی Vi مجموعه به متعلق دو هر v و u اگر تنها و اگر هستند مجاور v و u راس دو آن در که دارد

می�شوند. نامیده G ٣٢ مولفه�های G[V١], G[V٢], · · · , G[Vw] زیر�گراف�های صورت این در باشند.

از ناتهی زیر�مجموعه یک E ′ که کنید فرض می�گیریم. نظر در را G = (V,E) گراف .٢۵.١.١ تعریف
مجموعه و E ′ یال�های سر دو راس�های مجموعه برابر آن، راس�های مجموعه که G از زیر�گرافی باشد. E
همچنین می�شود. داده G[Eنمایش ′] با شده، Eنامیده ′ توسط شده القا زیر�گراف Eباشد، ′ برابر یال��هایش
E \E ′ آن یال�های مجموعه که G از فراگیری زیر�گراف است. G یالی القایی زیر�گراف G[E ′] می�گوییم
یال�های مجموعه افزودن با که گرافی مشابه به�طور آورد به�دست G از E ′ یال�های حذف با می�توان را باشد
G+ {e} و G−{e} به�جای ،E = {e} اگر می�شود. داده نمایش G+E ′ با می�آید، به�دست G به E ′

شده�اند. داده نشان ١١.١ شکل در زیر�گراف�ها مختلف انواع .G+ e و G− e می�نویسیم

E٢ و E١ ناتهی زیر�مجموعه به بتواند E اگر است برشی٣٣ راس ،G گراف از v راس .٢۶.١.١ تعریف
باشند. مشترک v راس در تنها G[E٢] و G[E١] به�طوری�که شود افراز

داده نشان G − e با که G گراف در حذف از منظور باشد G گراف از یالی e اگر .٢٧.١.١ تعریف
باشد، G یال�های از مجموعه�ای F اگر کلی حالت در است، G از e یال حذف از حاصل گراف می�شود،

٢٩Girth
٣٠Subgraph
٣١Spanning subgraph
٣٢Component
٣٣Cut-vertex
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. G. G از فراگیر زیر�گراف .یک
G \ {u,w}

.

G \ {a, b, f}

.

G[{u،v،x}] القایی زیر�گراف

.

G[{a،c،e،g}] یالی القایی زیر�گراف

G زیر�گراف�های و G گراف :١١.١ شکل

باشد، G از راسی v اگر ترتیب همین به می�دهیم. نشان G \ F با را F یال�های حذف از حاصل گراف
یک S اگر کلی�تر حالت در است. v از گذرنده یال�های و v راس حذف از حاصل گراف G− v از منظور
یال�هایی تمام و S در �واقع راس�های حذف از حاصل گراف نشانگر G\S باشد، G راس�های از مجموعه
e یعنی است. e یال انقباض٣۴ از حاصل گراف معرف G · e همچنین می�گذرند. راس�ها آن از که است
از قبلا که است واقع (e از (غیر یال�هایی بر که بگیریم راس یک را w و v آن، انتهای دو و کنیم حذف را
چنین انقباض از که می�شود تعریف گرافی به�صورت G انقباض یک صورت این در کرده�اند. گذر w و v
پنج انقباض (با است پترسن گراف انقباض حاصل ،K۵ می�کنید ملاحظه باشد. آمده به�دست یال�هایی
به�صورت پترسن گراف که می�گوییم صورت این در می�کنند.) وصل بیرونی به را داخلی پنج�ضلعی� که یالی

است. شده داده نشان ١٢.١ شکل در انقباض�ها و حذف�ها برخی است. شده منقبض K۵

دو به V راس�های مجموعه افراز هر برای اگر است، همبند٣۵ G(V,E) گراف .٢٨.١.١ تعریف
این�صورت غیر در باشد، موجود Y در سر یک و X در سر یک با یالی ،Y و X غیر�تهی زیر�مجموعه
می�توان را متناهی نا�همبند گراف هر که است بدیهی . (١٣.١ (شکل است. ناهمبند٣۶ G گراف
گرفت. نظر در مجزا راس�های مجموعه با ماکزیمال همبند گراف�های از متناهی تعداد اجتماع به�صورت

٣۴Contraction
٣۵Connected graph
٣۶Disconnected graph
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G− v
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G · e

انقباض و حذف :١٢.١ شکل

می�نامند. G گراف مولفه یک را همبند گراف�های این از یک هر این�صورت در

..

(الف)

.

(ب)

مولفه سه با ناهمبند گراف یک (ب) و همبند گراف (الف)یک :١٣.١ شکل

عضوهای از دوتایی هیچ اگر می�شود، نامیده G در یکتطابق٣٧ E از M زیر�مجموعه .٢٩.١.١ تعریف
را v راس M می�گوییم باشد v راس مجاور M از یالی اگر نباشند مجاور G در پیوندی) (یال�های آن
٣٨ کامل M تطابق باشد M-اشباع ،G راس هر اگر می�نامیم. M-اشباع نیز را v و کرده اشباع
نداشته وجود G در |M ′| > |M | شرط با M ′ تطابق هیچ اگر ٣٩است، ماکزیمم تطابق یک M است.
١۴.١ شکل گراف در ماکزیمم و کامل تطابق�های هست. نیز ماکزیمم کامل، تطابق هر وضوح به باشد.

شده�اند. مشخص

٣٧Matching
٣٨Perfect matching
٣٩Maximum matching
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..

(الف)

.

(ب)

کامل تطابق (ب)یک ماکزیمم تطابق (الف)یک :١۴.١ شکل

G[S] به�طوری�که است V از S مانند زیر�مجموعه�ای ،G ساده گراف از خوشه۴٠ یک .٣٠.١.١ تعریف
می�شود. داده نشان w(G) با و شده نامیده G خوشه�ای عدد ،Gگراف خوشه بزرگترین اندازه باشد. کامل

است. w(G) = ۵ و است خوشه یک خود ١۵.١ شکل در شده داده نمایش گراف

.

خوشه :١۵.١ شکل

یک نباشند، مجاور G در آن راس دو هیچ که را G گراف راس�های از S زیر�مجموعه .٣١.١.١ تعریف
مستقل مجموعه هیچ اگر است ماکزیمم ،S مستقل مجموعه گوییم می �می�نامیم. G مستقل۴١ مجموعه
نشان ١۶.١ شکل در مستقل مجموعه�های از نمونه�هایی باشد. نداشته وجود |S| < |S ′| شرط با S ′

شده�اند. داده
α(G) با و می�شود نامیده � G۴راسی٢ استقلال عدد ،G ماکزیمم مستقل مجموعه یک در راس�ها تعداد

می�شود. داده نمایش

هیچ که است پیوندی یال�های از مجموعه�ای یالی، مستقل مجموعه مشابه به�طور .٣٢.١.١ تعریف
α′(G) با را �G ماکزیمم تطابق یک در یال�ها تعداد است. تطابق همان که نباشند، مجاور آن�ها دوتای

۴٠Clique
۴١Independent set
۴٢Vertex independence number
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..

(الف)

.

(ب)

ماکزیمم راسی مجموعه یک (ب) و راسی مستقل مجموعه یک (الف) :١۶.١ شکل

مجموعه و یالی مستقل مجموعه زیر شکل در می�شود. نامیده یالی۴٣ استقلال عدد که می�دهیم نمایش
است. شده داده نشان آن ماکزیمم یالی مستقل

..

(الف)

.

(ب)

ماکزیمم یالی مستقل (ب)مجموعه یالی مستقل (الف)مجموعه :١٧.١ شکل

،H به G گراف از g مانند همریختی۴۴ یک باشند گراف دو H و G این�که فرض با .٣٣.١.١ تعریف
.g(u)g(v) ∈ E(H) آنگاه uv ∈ E(G) اگر به�طوری�که می�باشد g : V (G) −→ V (H) مانند تابعی
با را H به G از همریختی�های همه مجموعه هستند. همریخت� H و G گراف دو گوییم صورت این در

می�دهیم. نشان Hom(G,H)

به شده تعریف f پوشای و یک یک�به تابع هرگاه �هستند یکریخت۴۵ H و Gگراف دو .٣۴.١.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود H و Gگراف دو راس�های مجموعه�ی بین f : V (G) −→ V (H)صورت
H به G از یکریختی۴۶ یک را f صورت این در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر فقط و اگر uv ∈ E(G)

می�نامیم.

همه مجموعه نامیم. G روی خود�ریختی۴٧ یک را f : V (G) −→ V (G) یکریختی .٣۵.١.١ تعریف
است. متناهی راس�ها، تعداد زیرا می�باشد متناهی البته و ناتهی ،G روی خود�ریختی�های

۴٣Edge independence number
۴۴Homomorphism
۴۵Isomorphis
۴۶Isomorphism
۴٧Automorphism



١٢ مقدماتی تعریف�های .١

می�نامیم. یکجایگشت۴٨ را f : V (G) −→ V (G) مانند پوشا و یک یک�به تابع هر .٣۶.١.١ تعریف

،m ≥ ٢n و می�دهیم نشان KG(m,n) با را آن که است گرافی ،۴٩ کنسر گراف [۴] .٣٧.١.١ تعریف
تشکیل {١,٢, · · · ,m} ثابت مجموعه از عضوی n زیر�مجموعه�های را آن راس�های مجموعه به�طوری�که
عضوی n مجموعه�های اگر مجاورند، هم با آن راس دو و است

(
m
n

)
آن راس�های تعداد یعنی می�دهند،

گراف یک که KG(m,n)گراف یال�های تعداد همچنین باشند. نداشته هم با اشتراکی هیچ آن�ها متناظر
با: است برابر می�باشد -منتظم

(
m−n
n

)
|E(K(G(m,n))| =

(
m
n

)(
m−n
n

)
٢ (١.١)

داد. نشان KG(m,١) کنسر گراف به�صورت می�توان را Km کامل گراف

رنگ k تخصیص از است عبارت G طوقه بدون گراف از f یالی k-رنگ�آمیزی یک .٣٨.١.١ تعریف
یک را آن نباشند همرنگ مجاوری یال دو هیچ f رنگ�آمیزی در اگر .G یال�های به ١,٢, · · · , k

می�نامیم. مجاز۵٠ رنگ�آمیزی
Ei آن در که گرفت نظر در E از {E١, E٢, · · · , Ek} افراز به�عنوان می�توان را یالی k-رنگ�آمیزی یک
یالی k-رنگ�آمیزی یک صورت این در هستند i رنگ دارای که است E یال�های از مجموعه�ای برابر
است. تطابق یک Ei زیر�مجموعه هر آن در که است {E١, E٢, · · · , Ek} یالی k-رنگ�آمیزی یک مجاز،

است. ({a, g}, {b, e}, {c, f}, {d}) مجاز یالی ۴-رنگ�آمیزی دارای ١٨.١ شکل گراف

..

e

.
g

. b.

a

.
f

.

d

. c

G گراف :١٨.١ شکل

می�نامند. یالی۵١ k-رنگ�پذیر را آن باشد مجاز یالی k-رنگ�آمیزی یک دارای G اگر

١,٢, · · · , k رنگ k این تخصیص از است عبارت G راسی k-رنگ�آمیزی یک .٣٩.١.١ تعریف
می�نامیم. مجاز۵٢ را رنگ�آمیزی نباشند، یکسان رنگ دارای مجاور راس دو هیچ اگر .G راس�های به
{V١, V٢, · · · , Vk} مانند افرازی از عبارتاست ،G طوقه بدون گراف از مجاز راسی یکk-رنگ�آمیزی بنابراین
یک دارای G اگر هستند. یکسان رنگ دارای Vi هر در واقع راس�های که مستقل مجموعه k به V از
کار، راحتی برای می�شود. نامیده راسی۵٣ k-رنگ�پذیر ،G آن�گاه باشد مجاز راسی رنگ�آمیزی -k

۴٨Permutation
۴٩Kneser graph
۵٠Proper coloring
۵١K-edge colorable graph
۵٢Proper
۵٣K-vertex colorable
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k-رنگ�آمیزی را مجاز راسی k-رنگ�آمیزی و رنگ�آمیزی یک ساده، به�طور را مجاز رنگ�آمیزی یک
فقط رنگ�آمیزی، بحث در می�گوییم. k-رنگ�پذیر۵۴ اختصار به را راسی k-رنگ��پذیر همچنین می�نامیم.
و باشد تهی اگر تنها و اگر است ١-رنگ�پذیر ساده، گراف یک پرداخت. خواهیم ساده گراف�های به
به� که است kای کوچک�ترین ،χ(G) ، G رنگی۵۵ عدد باشد. بخشی دو اگر تنها و اگر است ٢-رنگ�پذیر
گراف یک می�نامیم. k-رنگی۵۶ را G این�صورت در ،χ(G) = k اگر است. k-رنگ�پذیر ،G آن ازای
گراف چون و است ٣-رنگ�آمیزی یک دارای گراف این است. شده داده نشان ١٩.١ شکل در ٣-رنگی

باشد. ٢-رنگ�پذیر نمی�تواند بنابراین نیست بخشی دو

.

٣-رنگی گراف یک :١٩.١ شکل

گونه�ای به آن�را بتوان اگر می�نامیم، مسطح یا و صفحه در نشاندن۵٧ قابل را گرافی .۴٠.١.١ تعریف
رسم طریقه این باشد. داشته برخورد دیگر یال�های با خود سر دو راس�های در تنها آن، یال هر که کرد رسم
مسطح گراف به�عنوان گراف این از که می�شود نامیده G ۵٩ مسطح نشاندن یک ،G ۵٨ مسطح گراف

می�دهد. نشان را ١٧.الف مسطح گراف از مسطح نشاندن یک ٢٠.١ شکل می�شود. یاد شده۶٠

سال در بروکس توسط است رنگ�آمیزی مبحث کلاسیک نتایج معروف�ترین از یکی که زیر قضیه
شد. اثبات و بیان ١٩۴١

آنگاه: است کامل گراف نه و فرد دور نه که باشد همبند ساده گراف یک G اگر [٢] .۴١.١.١ قضیه
χ(G) ≤ ∆(G)

۵۴K-colorable
۵۵Chromatic number
۵۶K-chromatic
۵٧Embedding
۵٨Planar graph
۵٩Planar embedding
۶٠Plane graph
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..

(الف)

.

(ب)

G مسطح نشاندن یک (ب) G مسطح گراف (الف) :٢٠.١ شکل



٢ فصل

سازگار رنگی عدد

مقدمه ١.٢

عدد که می�دهیم نشان و می�پردازیم G دلخواه گراف برای سازگار k-رنگ�آمیزی توصیف به فصل این در
سازگار رنگی عدد با گراف�هایی از مطالبی ادامه در کند. تجاوز رنگی عدد از نمی�تواند سازگار رنگی
دوچرخه معرفی به همچنین شد خواهد آورده است دو حداکثر آنها سازگار رنگی عدد که گراف�هایی و
برد. خواهیم بهره شده ذکر ادامه در که قضیه�ای اثبات در آنها از و می�پردازیم فرد-یالی k۴ و فرد-یالی

سازگار رنگی عدد ٢.٢

می�شود: تعریف زیر صورت به G گراف یال�های همه و راس�ها همه مجموعه

V (G) = V١ ∪ V٢ ∪ · · · ∪ Vk , E(G) = E١ ∪ E٢ ∪ · · · ∪ Ek

مشخص F : E(G) −→ {١,٢, . . . , k} و f : V (G) −→ {١,٢, . . . , k} متناظر نگاشت با که
به توجه با (.uw ∈ Ej اگر تنها و اگر F (uw) = j و v ∈ Vi اگر تنها و اگر f(v) = i (که شده�اند

می�شود: تعریف زیر صورت به سازگار رنگ�آمیزی شده ذکر مطالب
دارد، وجود F با سازگار f راسی kـ�رنگ�آمیزی یک گوییم باشد G از یالی رنگ�آمیزی kـ یک F اگر
f(u) = f(v) = F (uv) دیگر عبارت به نباشد تکرنگ یال این uv ∈ E(G) یال هر برای هرگاه

نباشد. برقرار

یک G از F یالی k-رنگ�آمیزی هر برای اگر است سازگار١ k-رنگ�پذیر ،G گراف .١.٢.٢ تعریف
باشد. داشته وجود F با سازگار G از f راسی k-رنگ�آمیزی

١AdaptablyK-colorable



١۶ سازگار رنگی عدد .٢

سازگار٢ رنگی عدد باشد، سازگار k-رنگ�پذیر ،G که به�طوری k صحیح عدد کوچکترین .٢.٢.٢ تعریف
می�شود. داده نشان χad(G) نماد با که می�شود �نامیده G گراف

است سازگار یالی رنگ�آمیزی�های �-�k همه با G مجاز راسی �k-�رنگ�آمیزی یک که باشید داشته توجه
اتصالی یال رنگ بنابراین نیستند یکسان رنگ از مجاورند هم با که راسی دو هر مجاز رنگ�آمیزی در زیرا

شد. خواهد سازگار رنگ�آمیزی باشد، رنگی هر از راس دو این بین

. χad(G) ≤ χ(G) ،G گراف هر برای .٣.٢.٢ گزاره

در می�کنیم رنگ�آمیزی مجاز به�صورت را راس�ها می�گیریم. نظر در را دلخواهی راسی رنگ�آمیزی برهان.
رنگ�آمیزی می�توان رنگ χ با همواره یعنی شد نخواهد همرنگ یال، یک بر واقع راس دو هیچ صورت این
را یالی رنگ�آمیزی هر زیرا است آن از کمتر یا عدد این با مساوی نیز سازگار رنگ�آمیزی و داد انجام را
بدست که رنگ�آمیزی همواره کنیم رنگ�آمیزی مجاز به�صورت رنگ χ با را راس�ها اگر بگیریم نظر در که

است. سازگار شده داده یالی رنگ�آمیزی به نسبت می�آید

کوچک سازگار رنگی عدد با گراف�ها ٣.٢

اگر است χad(G) = ١ بدیهی به�طور می�کنیم. توصیف را سازگار رنگ�پذیر ٢ـ گراف�های بخش این در
رنگی عدد با گراف�های برای شد. خواهد χ(G) = ١ صورت این در باشد یال بدون گراف G اگر تنها و

می�شود. استفاده زیر گزاره از دو، سازگار

آنگاه χ(G − E ′) > |E ′| اگر باشد. G یال�های از مجموعه�ای زیر E ′ کنید فرض .١.٣.٢ گزاره
.χad(G) ≤ χ(G− E ′)

می�گیریم نظر در G−E ′ از را c مجاز راسی �k-��رنگ�آمیزی یک .χ(G−E ′) = k کنید فرض برهان.
شده افراز V١, V٢ · · · , Vk راس�های مجموعه به V (G) = V (G − E ′) راس�های مجموعه به�طوری�که
ندارد قرار بخش�ها این درون G − E ′ گراف از یالی هیچ که است گونه�ای به افراز این خاصیت است.
گراف برای دلخواه راسی رنگ�آمیزی زیرا باشند بخش�ها این داخل Gگراف از یال�هایی است ممکن ولی
نمی�تواند یال یک انتهایی راس دو مجاز، رنگ�آمیزی در که می�دانیم و شده گرفته نظر در مجاز G− E ′

C رنگ�های تغییر با می�گیریم، نظر در را G گراف از F دلخواه یالی رنگ�آمیزی یک� حال �باشد، همرنگ
دارد. وجود F با سازگار f راسی رنگ�آمیزی یک که می�دهیم نشان

واقع یالی اگر که است صورت این به می�آید پیش که مساله�ای می�گیریم، نظر در راسی رنگ�آمیزی یک
صورت در باشد، داشته F (e) رنگ نمی�تواند Vi کلاس بگیرد F (e) رنگ Vi مجموعه�های از یکی در
یک باشد Vi مجموعه�های از دریکی که یالی هر پس نمی�شود. سازگار رنگ�آمیزی F (e) رنگ پذیرش
درون که باشند E ′ در یالهایی مجموعه E ′′ کنید فرض حال می�کند. ممنوع مجموعه، آن برای را رنگ
می��کنند. مشکل ایجاد که هستند یال�هایی همان یال�ها این واقع در دارند قرار V١, ..., Vk مجموعه�های

٢Adaptable chromaticnumber



١٧ فرد�-�یالی K۴ و فرد�-�یالی دوچرخه .۴.٢

از یکی برای را F (e) رنگ e ∈ E ′′ یال هر و |E ′′| ≤ k − ١ بنابراین |E ′| < k می�دانیم فرض به بنا
همچنین باشد. Vi مجموعه برای مجاز رنگ�های مجموعه Ci کنید فرض می�کند. ممنوع Vi مجموعه�های
را رنگ�ها جای اگر باشد. داشته k رنگ Vk کلاس ٢،...و رنگ V٢ کلاس ،١ رنگ V١ کلاس کنید فرض
این ادعا ندارد، وجود G−E ′ از یالی کلاس�ها این داخل زیرا است مجاز چنان هم رنگ�آمیزی کنیم عوض
واقع در باشند. داشته وجود Ciها در متمایز رنگ�های (یعنی است. ٣SDR دارای C١, ..., Ck که است
(. xi ∈ Ci که باشد داشته وجود چنان متمایز ,x١های ..., xk اگر است SDR دارای C١, ..., Ck گوییم
C١, · · · , Ck اگر حال نمی�کنند. صدق هال۴ شرط در بنابراین نباشد SDR دارای C١, ..., Ck اگر

داریم: نباشند SDR دارای
∃L ⊆ {١,٢, ..., k} , L ̸= ∅ , |

∪
i∈L Ci| ≤ L− ١

دارد. عضو L− ١ حداکثر C١ برای مجاز رنگ�های پس
...

دارد. عضو L− ١ حداکثر CL برای مجاز رنگ�های
و دارد عضو k − (L− ١) ، C١ برای مجاز غیر رنگ�های می�شود نتیجه بنابراین

...
دارد. عضو k − (L− ١) ،CL برای مجاز غیر رنگ�های

می�کند. ایجاب مجاز غیر رنگ یک یال هر زیرا داریم C١ در یال k − (L− ١) حداقل بنابراین
...

داریم CL در یال k − (L− ١) حداقل� همچنین
|E ′| < k یا |E ′′| ≤ k − ١ که است فرض این با متناقض این ولی ،L(k − (L− ١)) ≥ k بنابراین
وجود F با سازگار f رنگ�آمیزی یک بنابراین است. k ≥ L بالا نامساوی در که باشید داشته توجه

دارد.

حداکثر یال، دو حداقل با G گراف سازگار رنگی عدد که می�دهد نشان ١.٣.٢ گزاره از نتیجه یک
می�آید. بدست G از یال یک حذف با که است گرافی از آمده بدست رنگی عدد کوچکترین برابر

سازگار رنگ�پذیر -٢ گراف آن آنگاه کند ایجاد بخشی دو گراف یک ،G یال�های بعضی حذف اگر بنابراین
باشد. سازگار ٢-رنگ�پذیر که است G همبند گراف برای لازم شرطی شرط، این که می�رسد نظر به است.

فرد�-�یالی K۴ و فرد�-�یالی دوچرخه ۴.٢

این شده�اند. وصل هم به مسیری توسط که است دور دو از اجتماعی یالی یکدوچرخه .١.۴.٢ تعریف
یال که هستند این مستلزم مسیر و دورها .x١ = x٢ یعنی باشد داشته صفر طول است ممکن مسیر
شکل در که C ′ و C دور دو اگر کنند. قطع را همدیگر است ممکن راس�ها که صورتی در باشند مجزا

٣Systems of distinct representatives
۴Hall’s theorem



١٨ سازگار رنگی عدد .٢

است. فرد۵ یالی، دوچرخه آنگاه باشند فرد است داده نشان
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فرد�-�یالی دوچرخه :١.٢ شکل

یال که هستند این مستلزم مسیرها این است. مسیر چهار از اجتماعی یالی، K۴ یک .٢.۴.٢ تعریف
شکل در که C١, C٢, C٣, C۴ دور چهار اگر کنند. قطع را همدیگر است ممکن راس�ها اما باشند مجزا
مرزی C۴ دور شکل، با مطابق و است فرد۶ یالی، K۴ آنگاه باشند فرد همگی است، شده داده نشان ٢.٢

است. خارجی ناحیه از
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فرد�-�یالی K۴ :٢.٢ شکل

معادلند: زیر عبارات G همبند گراف برای .٣.۴.٢ قضیه

است. سازگار ٢-رنگ�پذیر ،G (١

ندارد. فرد�-�یالی K۴ یا فرد�-�یالی دوچرخه ،G (٢

است. دوبخشی G− e به�طوری�که دارد وجود e یال (٣
۵odd edge-bicycle
۶Odd edge - K۴



١٩ فرد�-�یالی K۴ و فرد�-�یالی دوچرخه .۴.٢

١ =⇒ ٢ برهان.

F یالی ٢-رنگ�آمیزی یک می�دهیم نشان می�کنیم. ثابت را دوم حالت و کرده فرض را یک حالت
فرض�می�کنیم ابتدا در ندارد. سازگار رنگ�آمیزی به�طوری�که داریم فرد�-�یالی K۴ و فرد�-�یالی دوچرخه از
با C دور در x١ به منتهی یال دو یالی، ٢-رنگ�آمیزی این در است. فرد�-�یالی دوچرخه�� یک شامل G

مسیر یال�های شد. �خواهند رنگ ١و٢ رنگ�های با متناوب به�طور یال�ها باقی و می�شوند رنگ ،١ رنگ
x١ به منتهی یال اینکه به توجه با �می�شوند. رنگ ١و٢ رنگ با ١.٢ شکل با مطابق متناوب به�طور p
x٢ به مسیر این در که یالی تا ،p مسیر یال�های همه ترتیب این به است شده ٢رنگ رنگ با p مسیر در
این باشد شده رنگ�آمیزی ٢ رنگ با آن قبل ما یال اگر شد. خواهد رنگ متناوب طور به می�شود، منتهی
کلی به�طور می�شود رنگ�آمیزی ٢ رنگ با یال این باشد شده رنگ�آمیزی ١ رنگ با اگر و ١ رنگ با یال
گرفت. خواهند ٣− i رنگ، C ′ دور روی x٢ به منتهی یال دو آنگاه بگیرد i رنگ x٢ به منتهی یال اگر
دورها، زوجیت بودن یکسان به توجه با می�شوند. رنگ ١و٢ رنگ با متناوب به�طور C ′ دور یال�های باقی
جز به شده�اند رنگ�آمیزی یکسان رنگ با که است متوالی یال�های از جفت یک دقیقا شامل فرد دور هر

می�شوند. رنگ متفاوت رنگ با متوالی یال�های جفت باقی همرنگ، یال جفت یک

اول حالت

شکل به توجه با صورت این در است. زوج فرد، دور دو بین مسیر یالی دوچرخه در می�کنیم فرض
راس باشیم، داشته سازگار رنگ�آمیزی این�که برای باشد شده رنگ�آمیزی ٢ رنگ با a راس اگر ،٣.٢
C ′ دور در حال بپذیرد. را ٢ رنگ c راس تا می�دهیم ادامه را رنگ�آمیزی بپذیرد. را �١ رنگ باید b
می�کنیم طی ساعتگرد مسیر در میان یک�در به�صورت را راس�ها وقتی که است صورت این به رنگ�آمیزی
اصل این با بنابراین می�پذیرد را ٢ رنگ d راس و می�شوند مصرف میان یک�در به�صورت ١و٢ رنگ�های

می�شود. ایجاد تناقض دارد، وجود F یالی رنگ�آمیزی با سازگار رنگ�آمیزی که،
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دوم حالت



٢٠ سازگار رنگی عدد .٢

۴.٢ شکل مطابق صورت این در باشد. فرد نیز آنها بین مسیر و فرد C و′ C١ دور دو می�کنیم فرض
به C ′ دور روی رنگ�آمیزی حال می�پذیرد. را ١ رنگ c راس کنیم رنگ�آمیزی ٢ رنگ با را a راس اگر
می�شوند رنگ�آمیزی ساعتگرد جهت در ٢و١ با یک�درمیان به�طور راس�ها که می�گیرد انجام صورت این

می�شود. ایجاد تناقض نیز �بار این که گرفت خواهد را ١ رنگ d راس پس
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فرد مسیر با فرد�-�یالی دوچرخه :۴.٢ شکل

را F یالی رنگ�آمیزی فرد�-�یالی K۴ برای اگر است. فرد�-�یالی دوچرخه مشابه نیز فرد�-�یالی K۴ مورد در
داشت. نخواهد وجود F با سازگار راسی رنگ��آمیزی آنگاه بگیریم نظر در

٣ =⇒ ١

گزاره از استفاده با حالت این است. بخشی دو G − e به�طوریکه دارد وجود e یال کنید فرض
باشد داشته وجود G یال�های از مجموعه�ای زیر E ′ اگر : که می�کند بیان گزاره این می�شود نتیجه ١.٣.٢
صورت: این در E ′ = {e} دهید قرار اگر .χad(G) ≤ χ(G−E ′) آنگاه χ(G−E ′) > |E ′| به�طوری�که

٢ = χ(G− {e}) > |{e}| = ١

⇒ χad(G) ≤ χ(G− e) = ٢

⇒ χad(G) ≤ ٢

دارای G که آن�جایی از بنابراین باشد دو�بخشی اگر تنها و اگر است ٢ رنگی عدد دارای گرافی می�دانیم
می�شود. برقرار نیز تساوی و χad(G) ≥ ٢ پس است یال یک حداقل

٢ =⇒ ٣

وجود مجزا یال دور دو که می�دهیم نشان ندارد، فرد�-�یالی K۴ و فرد�-���یالی دوچرخه G کنید فرض
مجزا یال فرد دور دو ،G که می�کند دلالت فرد��-��یالی دوچرخه وجود عدم است، همبند G می�دانیم ندارد.
همگی که گرفت نتیجه نمی�توان یال یک در دور دو اشتراک از متقاطعند. فرد دور دو هر یعنی ندارد

ندارد. وجود کند صدق فرد دورهای همه در که یالی کنید فرض پس دارند مشترک یال یک دورها



٢١ فرد�-�یالی K۴ و فرد�-�یالی دوچرخه .۴.٢

است. C١ ∩ C٢ از ماکسیمالی زیرمجموعه ،C١ ∩ C٢ از بخش یک ،G از C٢ و C١ فرد دور دو برای
می�باشد ممکن یال تعداد بیشترین یا مسیر طولانی�ترین واقع در یا ماکسیمال مسیر بخش، یک (یعنی
که می�کنیم انتخاب طوری را C٢ و C١ فرد دور دو می�شود.) C٢ و C١ بین مسیر یک ایجاد باعث که
که باشد بخش دو دارای C٢ و C١ دور دو است ممکن باشد. داشته را بخش�ها تعداد C١،مینیمم ∩ C٢

دارد. بخش یک دقیقا C١ ∩C٢ که می�کنیم ادعا می�گیریم. درنظر را بخش دو این مینیمم صورت این در
bi و ai را pi از انتهایی راس دو است. C١ ∩ C٢ متوالی بخش دو p٢ و p١ و نباشد چنین کنید فرض
Ci از مسیری Ri و می�کند وصل a٢ به را b١ که باشد Ci از مسیری Qi کنید فرض همچنین می�نامیم

می�کند. وصل a١ به را b٢ که باشد
یکسان زوجیت نیز R٢ R١و طول�های آنگاه باشند، داشته متفاوت زوجیت Q٢ و Q١ طول�های اگر
فرد دور دو G بنابراین هستند، مجزا یال فرد بسته گشت دو R١ ∪R٢ و Q١ ∪Q٢ مورد این در ندارند.
با C٢ از C ′

٢ کنید فرض دارند. یکسان زوجیت Qو٢ Q١ پس است. فرض با مغایر که دارد مجزا یال
مغایر که داشت خواهد C١ ∩C٢ از کمتری بخش�های C١ ∩C ′

٢ آنگاه آید، بدست Q١ با Q٢ جایگزینی
است. C٢ و C١ انتخاب با

به بالا مشابه استدلالی و R١ با R٢ جایگزینی با دارند یکسان زوجیت نیز R٢ و R١ این�که به توجه با
در و باشند داشته بخش یک C١ ∩ C٢ که می�کنیم انتخاب طوری را C٢ و C١ دور دو می�رسیم. تناقض

باشد. مینیمم |C١ ∩ C٢| دارند بخش یک تنها و متقاطع��اند که فردی دور�های جفت همه میان
فرض بنابه باشد، p از یالی e اگر است. زوج دور یک (C١ ∪C٢) \ p آنگاه ،p = C١ ∩C٢ کنید فرض
این غیر در زیرا می�کند قطع را C٢ و C١ دور دو هر C٣ این بر علاوه دارد. C٣ فرد دور یک G − e

است. تناقض که داریم مجزا یال دور دو صورت
یک می�توانیم آنگاه باشد داشته بخش یک از بیش C١ ∩ C٣ اگر بالا، شده�ی ذکر مطالب به توجه با
C ′
٣ نام با دیگری فرد دور تا کنیم جایگزین C١ از Q١ مجموعه زیر یک با را C٣ از Q٣ مجموعه زیر

فرض است ممکن این بر علاوه دارد. C١ ∩ C٣ از کمتری بخش�های C١ ∩ C ′
٣ به�طوری�که آوریم بدست

C٢ ∩ C٣ اگر مشابه به�طور دارد. p′ بخش یک فقط C١ ∩ C٣ که می�گیریم نتیجه پس e /∈ Q١ کنیم
از Q٢ زیر�مجموعه یک با را C٣ از Q٣ مجموعه زیر یک می�توانیم آنگاه باشد داشته بخش یک از بیش
از کمتری بخش�های C٢ ∩ C ′

٣ به�طوری�که آوریم بدست C ′
٣ نام با دیگری فرد دور تا کنیم جایگزین C٢

دارد. p′′ بخش یک فقط C٢ ∩ C٣ که می�کنیم فرض پس دارد C٢ ∩ C٣

پس دارد بخش یک تنها C٣ ∩ C٢ و است p ∩ p′ ⊆ C٢ این�که به توجه با آنگاه p ∩ p′ ̸= ∅ اگر
انتخاب با متناقض C٢∩C٣ ⊆ p− e یا C١∩C٣ ⊆ p− e این�که صورت این در .p∩p′ ⊆ C٢∩C٣

C٣ \C١ \C٢ حال .p ∩ p′′ = ∅ مشابه به�طور و p ∩ p′ = ∅ می�کنیم فرض بنابراین است. C٢ و C١

فرد دور یک C٣ همچنین می�کند. وصل هم به را C٢ و C١ که است B٢ B١و نام�های به مسیر دو شامل
بر فرض ابتدا از ولی است فرد�-�یالی K۴ یک C١ ∪ C٢ ∪ B٢ یا C١ ∪ C٢ ∪ B١ هردو بنابراین است

دارد. وجود مجزا یال دور دو �K۴فرد�-�یالی در صورتی�که در ندارد وجود مجزا یال دور دو که بود این

یال یک حذف با G از مولفه هر اگر تنها و اگر است سازگار رنگ�پذیر ٢ـ ،G گراف یک .۴.۴.٢ نتیجه
شود. بخشی دو
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بزرگ سازگار رنگی عدد با گراف�های ۵.٢

مقدمه ١.۵.٢

عدد و سازگار رنگی عدد به�طوری�که می�کنیم معرفی را گراف�ها از معینی ساختار ابتدا در بخش این در
معرفی را G′

k گراف ،Gk گراف از استفاده با سپس است بزرگ به�دلخواه و یکسان آن�ها معمولی رنگی
از F ′

k یالی رنگ�آمیزی به را Gk+١ از Fk یالی رنگ�آمیزی می�توان چگونه که می�دهیم نشان و می�کنیم
می�دهیم نشان را قضیه�ای ضمن، در و داد خواهیم ارائه G ·Gk از تعریفی همچنین داد. گسترش G′

k+١

رنگی عدد و سازگار رنگی عدد به�طوری�که دارند وجود بزرگ به�دلخواه رنگی عدد و کمر با گراف�هایی که
قضیه�هایی کامل گراف�های سازگار رنگی عدد مورد در بخش این انتهای در و است یکسان آن�ها راسی

است. شده آورده راسی، رنگی عدد مشهور ویژگی�های مشابه

است برقرار زیر رابطه�ی به�طوری�که دارد وجود Gk مانند گرافی ،k طبیعی عدد هر ازای به .١.۵.٢ قضیه
.χad(Gk) = χ(Gk) = k

باشد برقرار زیر رابطه به�طوری�که دارد وجود Gk گراف دهیم نشان k ≥ ١ هر ازای به باید برهان.
روشنی به مورد این در ،Gk = Kk کنیم می فرض k = ١,٢ حالات برای .χad(Gk) = χ(Gk) = k

است. برقرار χad(Kk) = χ(Kk) = k رابطه
می�گیریم نظر در را Gk از G١

k, · · · , Gk
k نسخه k ،Gk+١ ساخت برای است. شده ساخته Gk کنید فرض

از نسخه هر راس�های تمام با u که به�طوری می�کنیم وصل u مانند جدید راس یک به را همگی و
که است روشن تعریف به توجه با می�کنید. مشاهده را G۴ و G٣ ،۵.٢ شکل در است. مجاور Gk

..

c

.

b

.

c

.

b

.

c

.

b

.
u

.

a

.

a

.

a

.
b

.

a

.

c

.

a

.

c

.

a

.

c

.

b

. b.

b

.

a

.

b

.

a

.

b

.

a

.
c

.c .

c

.

u

.

b

.

b

.

b

.

a

.

b

.

a

.

a

.

a

.c .

c

.

b

. b.
G٣

.

G۴

Fو٣ F٢ یالی رنگ�آمیزی با ،G۴ G٣و گراف�های :۵.٢ شکل

پس وصل�اند، u مانند راسی به Gkها همگی ،Gk+١ ساختار در .χ(Gk+١) = χ(Gk) + ١ = k + ١
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شد. خواهد k+١ با برابر Gk+١ رنگی عدد بنابراین شد خواهد نتیجه Gk رنگی عدد از Gk+١ رنگی عدد

.χad(Gk+١) = k + ١ یعنی است k + ١ نیز Gk+١ سازگار رنگی عدد که دهیم نشان می�خواهیم حال
رنگ�آمیزی به�طوری�که می�کنیم تعریف Gk+١ از Fk یالی رنگ�آمیزی -k یک بازگشتی به�طور کار این برای
است بدیهی کرد. رنگ�آمیزی سازگار به�طور رنگ k با نتوان را Gk+١ دیگر به�عبارت ندارد سازگار راسی
نمی�توان رنگ�آمیزی -١ با را K٢ یعنی دارد را خاصیت این G٢ = K٢ از F١ یالی ١-رنگ�آمیزی که
می�پذیرد را Fk−١ یالی k)-�رنگ�آمیزی − ١) یک Gk کنید فرض حال کرد. رنگ�آمیزی سازگار به�طور
به Gk+١ رنگ�آمیزی می�کنیم. ثابت Fk برای را قضیه سپس ندارد سازگار راسی رنگ�آمیزی به�طوری�که
و می�گیرد i رنگ Gi

k راس�های همه به متصل u مرکزی راس از خروجی یال�های که است صورت این
غیر به می�شود رنگ�آمیزی Fk−١ آمیزی رنگ با مطابق i = ١,٢, .., k برای Gi

k کپی�های درون یال�های
تغییری هیچ بدون Gk

k که کنید توجه می�شوند جا جابه k رنگ با که Fk−١ در i رنگ با یال�های همه از
است. شده رنگ Fk−١ با مطابق

دیگر به�عبارت ندارد Fk یالی رنگ�آمیزی با سازگار k-رنگ�آمیزی یک گراف این می�دهیم نشان حال
داریم. نیاز رنگ k + ١ به سازگار رنگ�آمیزی برای که دهیم نشان می�خواهیم

به�طوری�که دارد وجود یالی آمیزی رنگ Fk−١ یک Giها
k از کدام هر برای می�دانیم، استقرا فرض به توجه با

جا جابه k با را i رنگ Giها
k درون این�که به توجه با اینجا در اما ندارد وجود آن با سازگار رنگ�آمیزی

است. استقرا فرض با تناقض که دارد وجود یالی رنگ�آمیزی Fk−١ با سازگار رنگ�آمیزی پس کردیم

در یکتا جامع راس u به�روشنی باشد. k ≥ ٣ با بالا شده ساخته گراف Gk کنید فرض .٢.۵.٢ تعریف
زیر شرح به ub و ua راس دو به ،Gk گراف از u راس که می�شود ساخته صورت این به G′

k است. Gk

با فقط ua باشد، k ≥ ۴ اگر می�کنیم. توزیع ub و ua بین را Gk در u مجاور یال�های و می�شود تجزیه
مجاور �Giها

k−١ راس�های بقیه� با ub و i = ١,٢, ..., k − ١ که Giها
k−١ از کدام هر یکتای جامع راس

است. مجاور G٣ در G′
٢ = K٢ هر از راس یک با ub و ua ،k = ٣ برای است.

G′
k+١ از F ′

k یالی رنگ�آمیزی به را Gk+١ از Fk یالی رنگ�آمیزی می�توان چگونه که می�دهیم نشان حال
داد. گسترش

رنگ�های از جفت هر برای که است خاصیت این� دارای G′
k+١ گراف .k ≥ ٢ کنیم فرض .٣.۵.٢ لم

به�طوری�که دارد وجود f(ub) = j و f(ua) = i با f راسی رنگ�آمیزی یک i, j ∈ {١,٢, ..., k} مجزای
داشته یکسان رنگ ub و ua که F ′

k با سازگار راسی رنگ�آمیزی دیگر به�عبارت است. سازگار F ′
k با

ندارد. وجود باشند،

G′
k+١ دهیم نشان است کافی دیگر عبارت به .χ(G′

k+١) ≤ k که کرد تحقیق می�توان سادگی به برهان.
به قبل قضیه در که Fk رنگ�آمیزی از استفاده با کنیم. رنگ�آمیزی مجاز به�طور می�توانیم رنگ، k با را
G′

٣ زیرا کرد. رنگ�آمیزی می�توان رنگ دو با را G′
٣ می�پردازیم. لم اثبات به شد داده شرح کامل طور

را G′
i می�کنیم فرض کلی حالت در می�شوند. رنگ�آمیزی رنگ، دو با زوج دور�های و است زوج دوری
است. رنگ�آمیزی قابل رنگ، i با G′

i+١ که می�دهیم نشان کرد رنگ�آمیزی رنگ، i− ١ با می�توان
نحوی به قبل مرحله �Giهای راس�های به که دارد وجود راس دو که می�شود ساخته صورت این به G′

i+١
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Fو٣ F٢ یالی رنگ�آمیزی با ،G′
۴ ′Gو

٣ گراف�های :۶.٢ شکل

این این�که به توجه با می�دهیم i رنگ جدید راس دو هر به هستند وصل شده آورده بالا تعریف در که
در پس می�شوند رنگ�آمیزی رنگ، i− ١ با نیز �Giها و نمی�شود ایجاد مشکلی نیستند مجاور راس دو
گراف یعنی است. سازگار رنگ�پذیر k ،G′

k+١ بنابراین است. رنگ�آمیزی قابل رنگ i با G′
i+١ نهایت

گراف یال�ها، روی رنگ�های به توجه بدون حال کنیم. رنگ می�توانیم رنگ k با مجاز به�طور را G′
k+١

به�طور نمی�توان رنگ k − ١ با را Gk طرفی از دارد. متفاوت رنگی یال، هر سر دو زیرا است سازگار
دیگر طرف از .χad(G

′
k+١) ≥ k یعنی است k ،G′

k+١ سازگار رنگی عدد حداقل پس کرد رنگ سازگار
دقیقا G′

k+١ سازگار رنگی عدد دیگر به�عبارت .χad(G
′
k+١) = k پس است سازگار رنگ�پذیر k ،G′

k+١

ub و ua راس�های رنگ که طوری به باشد F ′ با سازگار رنگ�آمیزی یک f اگر حال این با است. k
رنگ همان (که ua راس رنگ دادن اختصاص با یعنی f(u) = f(ua) فرض با آن�گاه باشند یکسان
که می�آید به�دست Gk+١ برای Fk با سازگار رنگ�آمیزی یک Gk+١ گراف در u راس به است) ub راس
رنگ�ها جابه�جایی پس است متقارن G′

k گراف این�که به توجه با حال است. تناقض در ١.۵.٢ قضیه با
بنابراین داد. قرار را مجزایی رنگ دو هر می�توان ub و ua برای پس نمی�کند ایجاد سازگاری در مشکلی
گسترش F ′

k با سازگار G′
k+١ از رنگ�آمیزی یک به می�توان را f : {ua, ub} −→ {١,٢, ..., k}نگاشت

.f(ua) ̸= f(ub) اگر فقط و اگر داد

جایگزین G′
k کپی یک گوییم می�گیریم. نظر در را e = xy مانند آن از یالی و G گراف .۴.۵.٢ تعریف

به را y و x دهیم، قرار e یال جای به را G′
k از کپی یک و کنیم حذف را e یال هرگاه است شده e یال

جایگزین G′
k کپی یک با را یال هر اگر G دلخواه گراف برای می�گیریم. نظر در ub و ua متناظر ترتیب

می�دهیم. نشان G ·Gk با می�آید بدست که گرافی کنیم

.χad(G ·Gk) ≤ k − ١ اگر تنها و اگر χ(G) ≤ k − ١ .۵.۵.٢ قضیه
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k− ١ با حداکثر G′
k این�که به توجه با باشد، رنگ�پذیر �-k− ١ ،G که است حالتی اول، حالت برهان.

برای رنگ�آمیزی یک به تبدیل را k)-�رنگ�آمیزی − ١) این می�توانیم پس می�شود رنگ�آمیزی رنگ،
پس χad(G · Gk) ≤ χ(G · Gk) این�که به توجه با و χ(G · Gk) ≤ k − ١ نتیجه در کنیم G · Gk

رنگ�پذیر k−١ ،G که است حالتی بعد، حالت .χad(G ·Gk) ≤ χ(G ·Gk) ≤ k − ١ داشت خواهیم
اجتماعی رنگ�آمیزی این به�طوری�که باشد χ(G ·Gk) از یالی k)-�رنگ�آمیزی − ١) یک F اگر نباشد،
راسی −k)-�رنگ�آمیزی ١) هر در آن�گاه باشد، G′

k کپی�های از ،Fk−١ یالی (١−k)-�رنگ�آمیزی�های از
توجه با زیرا می�گیرند، خود به را i یکسان رنگ ub و ua که دارد وجود G′

k از کپی یک χ(G · Gk) از
یک�سری به�علاوه G گراف راس�های مجموعه گراف این راس�های که می�دانیم G · Gk گراف ساختار به
اگر حال کردیم رنگ�آمیزی رنگ، k − ١ حداکثر با را راس�ها این همه است، دیگر اضافی راس�های از
یک صورت این در بگیریم نظر در را G راس�های تنها و بگذاریم کنار را G راس�های از غیر راس�های
رنگ که دارد وجود G در مجاور راس دو حتما پس داریم، G راس�های برای رنگ k− ١ با رنگ�آمیزی
وصل هم به که راسی دو این G · Gk گراف در حال نیست k-رنگ�پذیر − ١ ،G زیرا دارند. یکسان
بنابراین است ub آن دیگر سر و ua سرش یک به�طوری�که می�کنیم جایگزین G′

k کپی یک با را هستند
نتیجه در و ندارد وجود Fk−١ با سازگار G′

k کپی�های از راسی رنگ�آمیزی هیچ ٣.۵.٢ لم به توجه با
نیست. F با سازگار رنگ�آمیزی

بزرگ کمر ٢.۵.٢

داشته به�طوری�که بسازیم بزرگ سازگار رنگی عدد و بزرگ کمر با G مانند گرافی می�خواهیم قضیه این در
.χad(G) = χ(G) باشیم

به�طوری�که دارد وجود g حداقل کمر با G⋆ گراف k, g ≥ ٣ صحیح عدد دو هر برای .۶.۵.٢ قضیه
.χad(G

⋆) = χ(G⋆) = k

عدد که دارد وجود گرافی می�دهیم نشان است شده داده g و k صحیح عدد دو قضیه این در برهان.
کمر دارای گراف دیگر به�عبارت است g مساوی بزرگتر گراف کمر اما باشد k با برابر آن سازگار رنگی
هر گراف این در می�گیریم نظر در را Kn,n,...,n کامل k-بخشی گراف است. بزرگ سازگار رنگی عدد و
Kn,n,...,n راس�های هستند. {vi,١, vi,٢, ..., vi,n} به�صورت Viها از کدام هر یعنی دارد راس n بخش
به�صورت کامل �k-�بخشی گراف راس�های مجموعه پس شده�اند افراز V١, V٢, · · · , Vk مجموعه�های به
�k-�بخشی گراف این از G نام با تصادفی گراف زیر یک حال است. V = V١ ∪ V٢ ∪ · · · ∪ Vk

احتمال با و است G به متعلق p = ١
n١−ϵ احتمال با Kn,n,...,n از یالی هر گونه�ای�که به می�سازیم کامل

رنگ�های با یکنواخت و مستقل تصادفی، به�طور G گراف یال�های سپس نیست. G به متعلق ١ − p

سه و راس سه با گراف یک صورت به G گراف اگر کوچک�تر مقیاس در می�شود. رنگ {١,٢, ..., k}
هر حضور گراف این شدن تشکیل برای زیرا است p٣ شود تشکیل گراف این این�که احتمال باشد یال
و باشد داشته حضور نیز یال دومین باشد، داشته حضور یال اولین باید یعنی است الزامی نیز یال سه
تشکیل احتمال بنابراین است p یال، سه هر حضور احتمال که شود، ظاهر گراف در نیز یال سومین
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به�صورت یال L با دلخواه گراف تشکیل احتمال حال شد. خواهد p × p × p = p٣ گراف این
یکی اگر یال سه و راس سه با قبلی شده معرفی گراف در مثال به�عنوان است. pL(١− p)یال�ها کل L−تعداد

گرافی G شده ساخته گراف می�شود. ساخته گراف p١)٢ − p)٢−٣ احتمال با کنیم حذف را یال�ها از
تصادفی، به�طور ,١,٢}را ..., k − ١} رنگ�های که دارد وجود یال تعدادی گراف این در است، تصادفی
: می�شود تعریف صورت این به A پیشامد می�دهیم. نسبت یال�ها این به یکسان احتمال با و مستقل

W ⊆ Vj و U ⊆ Vi مجموعه�های و t ∈ {١,٢, ..., k− ١} رنگ یک ،(i ̸= j) i, j ∈ {١,٢, ..., k}
نیست. W و U بین t رنگ از یالی هیچ به�طوری�که دارند وجود |U | = |W | = ⌈ n

٢k٢ ⌉ با

کافی اندازه به n آن در که است، p(A) ≤ k٣n
n

k٢ (١− p
k
)

n٢
۴k۴ = O(e−nϵ

به�صورت( A پیشامد احتمال
p(Ac) دیگر< به�عبارت یا است ١

٢ از کمتر p(A) بنابراین می�کند میل صفر سمت به e−nϵ و است بزرگ
یک انتخاب شود ظاهر یال�ها بین نباید t رنگ A پیشامد به توجه با هستند، ثابت i, j کنید فرض .١٢
دارد وجود حالت k − ١ حداکثر بگیرد t رنگ یالی اینکه برای همچنین است،

(
k
٢
)
,iها j کل از i, j

�کار این برای کنیم شمارش را W و U بین یال�های کل تعداد می�خواهیم حال .
(
k
٢
)
(k − ١) ≤ k٣ پس

گراف در .|U | = |W | = ⌈ n
٢k٢ ⌉ به�طوری�که می�گیریم نظر در را W و U بخش�های با بخشی دو گراف

برابر گراف این یال�های تعداد بنابراین دارد وجود یال یک W راس هر به U راس هر از کامل بخشی دو
در پس . n

٢k٢ ×
n
٢k٢ = n٢

۴k۴ یعنی شد، خواهد W راس�های تعداد در U راس�های تعداد حاصل�ضرب
حال دارد. وجود W و U بخش دو بین یال n٢

۴k۴ تعداد به است کامل �k-بخشی گراف که اصلی گراف
بین این�که برای نباشد. tرنگ از ولی شود Wظاهر و U بین یالی که کنیم محاسبه را احتمالی می�خواهیم
یال این بنابراین باشد نداشته t رنگ می�کنیم انتخاب که یالی باید باشد نداشته حضور t رنگ یال�ها این
و است ١− p نشود ظاهر یالی این�که احتمال نباشد. t رنگ از انتخابی یال یا و نشود انتخاب باید یا
رنگ ١

k−١ احتمال با شد انتخاب p احتمال با یالی این�که از بعد می�باشد. p نیز یال یک حضور احتمال
بنابراین نمی�گیرد. t رنگ یال این ١− ١

k−١ احتمال با پس می�شود داده اختصاص یال این به t

p(١− ١
k − ١) + (١− p) = ١− p

k − ١ < ١− p

k

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Ai,j,t پیشامد
|U | = |W | = ⌈ n

٢k٢ ⌉ Wو ⊆ Vj و U ⊆ Vi و t ∈ {١,٢, ..., k−١} و ،i ̸= j ،i, j ∈ {١,٢, ..., k}
ندارد. وجود t رنگ از یالی هیچ به�طوری�که دارد ∪وجود

Ai,j,t = A ⇒ p(A) = p(
∪

Ai,j,t) ≤
∑

p(Ai,j,t)

محاسبه را پیشامد�ها از یکی احتمال پس یکسانند Ai,j,t پیشامد�های همه�ی احتمال این�که به توجه با
،|U | = |W | = ⌈ n

٢k٢ ⌉ Wبا ⊆ Vj و U ⊆ Vi Wکه و U برای می�کنیم. ضرب آنها تعداد در و می�کنیم
احتمال که دادیم نشان قبلا می�کنیم. محاسبه را نباشد t رنگ از W و U بین یالی هیچ این�که احتمال
دارند را خاصیت این که یال�هایی کل تعداد بنابراین است ١ − p

k
نشود ظاهر t رنگ با یال یک این�که

تعداد حال .(١ − p
k
)

n٢
۴k۴ می�دهیم قرار n٢

۴k٢ ≤ ⌈ n٢

۴k٢ ⌉ این�که به توجه با ولی است (١ − p
k
)
⌈ n٢
۴k۴

⌉

نیز دارد وجود W برای که انتخاب�هایی تعداد همچنین است،
(

n
n

٢k٢

)
دارد وجود U برای که انتخاب�هایی
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بنابراین است
(

n
n

٢k٢

)
p(Ai,j,t) ≤

(
n
n
٢k٢

)(
n
n
٢k٢

)
(١− p

k
)

n٢
۴k۴

)می�دانیم
n

t

)
≤ nt ⇒

(
n
n
٢k٢

)
≤ n

n

٢k٢

پس

p(A) = p(
∪

Ai,j,t) ≤
(
k

٢

)
(k − ١).n

n

٢k٢ .n
n

٢k٢ (١− p

k
)

n٢
۴k۴

≤ k٣.n
n

k٢ (١− p

k
)

n٢
۴k۴ = O(e−nϵ

)

یا بزرگتر کمرش که آوریم بدست گرافی نهایت در ،G شده ساخته تصادفی گراف در که است این هدف
میانگین به�طوری�که باشد داشته g از کمتر طول از دور تعدادی G است ممکن حال باشد. g مساوی

است.
∑g−١

l=٣ (kn)
ll!pl حداکثر g − ١ مساوی یا کمتر طول با دورهای تعداد

می�توان (kn)l تایید در بیفتد، اتفاق l طول به دوری که است این احتمال pl عبارت، این درستی بیان در
که: کرد بیان چنین

یک از راس یک kn احتمال با پس کنیم، انتخاب راسی دارد) راس n (که بخش�ها از یکی از باید
تعداد بنابراین داریم حالت kn بخش یک از راس یک انتخاب برای دیگر بار می�شود. انتخاب بخش

که: کرد بیان می�توان نیز l! تایید در است. (kn)l انتخاب�ها کل
کنار در مرتب به�طور را راس l این داریم، راس l �که به�این�صورت بسازیم طریق l! به می�توانیم را دور یک
دارد، وجود حالت l می�گیرد قرار دور ابتدای در راس که راسی برای شود تشکیل دوری تا می�چینیم هم
l! بنابراین دارد وجود حالت یک راس آخرین برای و ... دارد، وجود حالت l − ١ بعدی، راس برای

با: است برابر Kn,n,...,n گراف در l طول به دورهای تعداد پس داشت. خواهیم حالت

g−١∑
l=٣

(kn)ll!pl ≤ (g − ١)!
g−١∑
l=٣

(knp)l

=
(knp)g − (knp)٣

(knp)− ١ =
(knϵ)g − (knϵ)٣

kn٣ − ١

≃ nϵg

nϵ
= O(nϵg)

در و بود خواهد nϵg

nϵ صورت به مخرج و صورت بزرگ توان�های باشد بزرگ کافی اندازه به n که زمانی
شود ضرب g در اگر که گرفت نظر در کوچک آنقدر را ϵ می�توان می�کند سمت∞میل به n که زمانی نتیجه
.nϵg ≪ ١

٢n شود بزرگ کافی اندازه به n که زمانی ١ از کمتر عدد یک توان به nصورت این در .ϵg < ١
یعنی دارد g از کمتر طول از دور n

٢ از کمتر تصادفی گراف ١
٢ از بیشتر احتمال با می�گیریم نتیجه

p(A)+ p(B)− p(A∩B) = p(A∪B) ≤ ١ که می�دانیم احتمال قانون به توجه با p(X < n
٢ ) >

١
٢

شد خواهد بیشتر یک از احتمال دو این اجتماع پس p(Ac) > ١
٢ و p(X < n

٢ ) >
١
٢ که آن�جایی از
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مثبت احتمال با نتیجه در می�افتد اتفاق مثبت احتمال با و است ناتهی احتمال دو اشتراک بنابراین
زیر خاص طور به نمی�افتد. اتفاق A همچنین و دارد g از کمتر طول از دور n

٢ از کمتر G تصادفی گراف
دارد. وجود کند صدق زیر شرایط در طوری�که به Kn,n,...,n از G′ گراف

دارد. g از کمتر طول از دور n
٢ حداکثر G′ (١

U ⊆ Vi مجموعه هر و t ∈ {١,٢, ..., k−١} هر برای و (i ̸= j) i, j ∈ {١,٢, ..., k} هر برای (٢
دارد. وجود W و U بین t رنگ از یالی ،|U | = |W | = ⌈ n

٢k٢ ⌉ با W ⊆ Vj و

در بنابراین می�آید بدست G′ گراف در Vi هر راس�های از n
٢ حذف با که است گرافی G⋆ کنید فرض

نظر در را G′ توسط شده القا G⋆ از F یالی آمیزی رنگ ندارد. وجود g از کمتر طول به دوری G⋆

نباشد برقرار چیزی چنین کنید فرض �ندارد. F با سازگار آمیزی رنگ G⋆ که می�کنیم ادعا می�گیریم.
(١−k)�ـ��رنگ�آمیزی با که دارد f رنگ�آمیزی یک G⋆ پس باشد داشته F با سازگار رنگ�آمیزی G⋆ یعنی
|f−١(t)| ≥ k n

٢(k−١) اندازه از f−١(t) نام با رنگی کلاس�های از یکی پس است سازگار F یالی
به�طوری�که دارند وجود i, j ∈ {١,٢, ..., k} مجزای اندیس دو که دارد موضوع این بر دلالت این است.
دو بین e ∈ Etیال دوم، خاصیت به توجه با اما .|f−١(t) ∩ Vj| ≥ n

٢k٢ و |f−١(t) ∩ Vi| ≥ n
٢k٢

با .χad(G
⋆) ≥ k بنابراین است. F با f سازگاری فرض با متناقض که دارد وجود f−١(t) راس

مجاز راسی k-رنگ�آمیزی هر و χ(G⋆) = k پس است پذیر k-رنگ وضوح به G⋆ این�که به توجه
پس χad(G

⋆) ≤ k یعنی است سازگار پذیر k-رنگ ،G⋆ بنابراین است سازگار k-رنگ�آمیزی یک
.χad(G

⋆) = χ(G⋆) = k و χad(G
⋆) = k

مسطح گراف�های و درجات محدوده ٣.۵.٢

دارد (∆) راس�ها ماکسیمم درجه حسب بر کرانی نیز گراف سازگار رنگی عدد معمولی، رنگی عدد مشابه
در سازگار رنگی عدد کران ولی است ∆+١ با برابر بروکس قضیه بنابر رنگی عدد کران که تفاوت این با
رنگی عدد و گراف ماکسیمم درجه بین رابطه�ای که می�شود گفته بروکس قضیه در می�باشد. ٣

√
∆ حدود

داشته همسایه ∆ حداکثر راس هر که صورتی در همبند، گراف یک در قضیه این با مطابق دارد، وجود آن
گراف�های و کامل گراف�های مورد دو از غیر شوند، رنگ�آمیزی رنگ، ∆ تنها با می�تواند راس�ها باشد،

دارند. نیاز رنگ ∆+ ١ به که فرد طول از دوری

از (منظور χad(G) ≤ ⌈
√
e(٢∆− ١)⌉ داریم: ∆ ماکسیمم درجه با G گراف هر برای .٧.۵.٢ قضیه

است.) طبیعی لگاریتم پایه e

باشد G از یالی k-رنگ�آمیزی یک F و گراف یک G اگر .k = ⌈
√
e(٢∆− ١)⌉ کنیم فرض برهان.

همه مجموعه دارد. وجود F با سازگار راسی k-رنگ�آمیزی یک که می�دهیم نشان لواژ لم از استفاده با
که باشد پیشامدی نشان�دهنده Ae١ که می�کنیم فرض و می�گیریم نظر در را �G راسی k-رنگ�آمیزی�های
به�عبارت می�باشد. ١

k٢ پیشامد این احتمال ندارد.) وجود سازگار رنگ�آمیزی (یعنی است تکرنگ یال e١
.Pr(Ae١) =

١
k٢
دیگر
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بنابراین مستقل�اند. Ae٢ و Ae١ پیشامد�های باشند نداشته تقاطع هم با e٢ و e١ یال�های اگر این بر علاوه
پیشامد�ها همه از Ai پیشامد [١] لواژ٧ لم به توجه با است. دیگر پیشامد ٢(∆− ١) به وابسته Ae١ هر
با یعنی دارد وابستگی بقیه با یکی در جز Ae١ پیشامد هر اینجا در آنها، از تا ∆ در جز است مستقل
Ae١ پیشامد هر بنابراین است برقرار مشابهی وضعیت نیز Ae٢ برای است. وابسته تا ∆ − ١ حداکثر

داریم: لواژ لم به توجه با پس است وابسته دیگر پیشامد ٢(∆− ١) با حداکثر

e
١
k٢

(٢∆− ١) ≤ ١ =⇒ e(٢∆− ١) ≤ k٢ =⇒
√
e(٢∆− ١) ≤ k

است. k = ⌈
√

e(٢∆− ١)⌉ با متناقض که
یک دیگر عبارت به ندارد. وجود e١ تکرنگ یال یعنی نمی�دهند رخ �Ae١ها از هیچ�کدام نتیجه در
F با f یعنی نمی�دهند رخ Ae١ پیشامد�های از هیچکدام به�طوری�که دارد وجود f راسی رنگ�آمیزی

است. سازگار

کنید فرض باشند دلخواه احتمالاتی فضای یک در پیشامدهایی A١, ..., An کنید فرض .٨.۵.٢ تعریف
Aiها، همه برای و آن�ها، از تا d با حداکثر به�جز است مستقل دیگر پیشامد�های همه از Ai پیشامد هر

آنگاه باشد داشته وجود d و p روی خاصی شرایط اگر و Pr(Ai) ≤ p

Pr(∩n
i=١Ai) = ⊓n

i=١Pr(Ai) = ⊓n
i=١)١− Pr(Ai)) > ٠

است. برقرار ep(d+ ١) ≤ ١ رابطه و

χad(G) = ۴ با G مسطح گراف�های و است χad(G) ≤ ۴ ،G مسطح گراف هر برای .٩.۵.٢ قضیه
موجوداند.

می�شود. حاصل ١.۵.٢ قضیه از دوم قسمت و است ٨ رنگ چهار قضیه از نتیجه�ای اول قسمت برهان.
شد. داده نشان ۵.٢ شکل در که است، مسطح Gk گراف k = ۴ برای

است. رنگ�پذیر ۴ مسطح گراف هر رنگ). چهار (قضیه .١٠.۵.٢ تعریف

کامل گراف�های ۴.۵.٢

.χad(Kn) < χ(Kn) داریم n > ٢ برای است. جالب پارامتری کامل گراف�های سازگار رنگ��آمیزی
.χad(Kn) ≤ c

√
n داریم c < ٣ ثابت عدد برای ٧.۵.٢ قضیه بنابر حقیقت در

.χad(Kn) ≤ ⌈
√

e(٢n− ٣)⌉ داریم n عدد هر برای .١١.۵.٢ نتیجه

.χad(G) ≤ ⌈
√

e(٢∆− ١)⌉ ∆داریم: درجه ماکسیمم با Gگراف هر برای ٧.۵.٢ قضیه بنا�به برهان.
پس است n− ١ با برابر ماکسیمم درجه ،Kn کامل گراف�های در

χad(G) ≤ ⌈
√

e(٢(n− ١)− ١)⌉ = ⌈
√

e(٢n− ٣)⌉

٧Lovasz Local Lemma
٨Four- color theorem



٣٠ سازگار رنگی عدد .٢

.χad(K٢n) > n .١٢.۵.٢ قضیه

صفر از مرتب nتایی آن راس�های به�طوری�که باشد کاملی گراف K٢n کنید فرض ،n ≥ ١ برای برهان.
Fn یالی n-رنگ�آمیزی یک حال ،V (G) = {x = (x١x٢...xn) : xi ∈ {٠,١}} یعنی است یک�ها و
یال سر دو هر از راس دو هر که است صورت این به یال هر رنگ�آمیزی آن در که می�کنیم تعریف K٢n از
رنگ می�کنند فرق هم با nتایی�ها این که نقطه�ای اولین می�باشد یک و صفر از مرتب تایی�های n شامل
برای xi = yi اگر شد، خواهد آمیزی رنگ t رنگ با xy یال دیگر به�عبارت شد خواهد نظر مورد یال

.xt ̸= yt ، i = ١,٢, ..., t− ١
است. واضح n = ١ برای ندارد. Fn با سازگار رنگ�آمیزی K٢n که دهیم نشان باید n روی استقرا با
از مرتب −n)�تایی ١) هر برای دارد. وجود Fn با سازگار fn رنگ�آمیزی که می�کنیم فرض n ≥ ٢ برای
�nتایی�هایی ،w١ و w٠ واقع در نمی�پذیرند n رنگ w١ و w٠ راس�های از یکی حداقل یک�ها و صفر
است پذیرفته را n رنگ می�کند متصل به�هم را w١ و w٠ که یالی و هستند یک�ها و صفر از مرتب
نخواهد وجود سازگار رنگ�آمیزی صورت این در بپذیرند n رنگ همزمان دو هر w١ و w٠ اگر پس
،n رنگ با w٠ اگر کنید فرض حال نمی�پذیرند. را n رنگ راس�ها این از یکی حداقل بنابراین داشت

مجموعه بنابراین iw = ١ حالت�ها بقیه در و iw = ٠ باشد نشده رنگ�آمیزی
با K٢n−١ از کپی یک شامل X = {wiw : می�باشد. یک�ها و صفر از مرتب −�nتایی ١ یک w}
K٢n−١ از رنگ�آمیزی −�nـ ١ یک شامل fn رنگ�آمیزی بنابراین است. Fn−١ یالی −�n-رنگ�آمیزی ١

است. تناقض که است Fn−١ با سازگار

.χad(G) ≥ χad(H) آنگاه باشد Gگراف زیر Hیک اگر هستند صعودی پارامتر�ها این�که به توجه با

χad(Kn) ≥ ⌊log٢ n⌋+ ١ .١٣.۵.٢ نتیجه

شده انجام تحقیقات به توجه با است. یافتنی دست بالا عبارت پایین کران ،n کوچک مقادیر برای
مقادیر برای بنابراین .χad(Kn) = ⌊log٢ n⌋ + ١ آنگاه باشد n ≤ ١٠ اگر که است شده داده نشان
χad(Kn) ≥ که گرفت نتیجه و �داد نشان می�توان یال�ها تصادفی آمیزی رنگ از استفاده با ،n بزرگ

داریم: و نیست واقعیت از دور ١٣.۵.٢ نتیجه بالای کران بنابراین c
√

n/ log n√
n/ log n ≤ χad(Kn) ≤ c

√
n.



٣ فصل

مسطح گراف�های سازگار لیستی رنگ�آمیزی

مقدمه ١.٣

را سازگار انتخابی عدد و می�پردازیم ساده گراف�های سازگار لیستی رنگ�آمیزی� مطالعه به فصل، این در
در هستند. سازگار �۴-�انتخاب�پذیر �K۵-�کهاد، فاقد گراف�های که می�دهیم نشان همچنین می�کنیم. معرفی
در نتیجه این اما هستند سازگار �٣-�انتخاب�پذیر مثلث، فاقد مسطح گراف�های که داد خواهیم نشان ادامه
فاقد مسطح گراف�های همچنین و �۵-�دور فاقد مسطح گراف�های و �۴-�دور فاقد مسطح گراف�های مورد

نیست. برقرار (k ≥ ٠) k فاصله با مثلث
رنگ یک F : E(G) −→ N و ندارد) وجود گانه چند یال و طوقه آن در (که ساده گرافی G کنید فرض
با G راس�های از c : V (G) −→ {١,٢, ..., k} آمیزی k-رنگ یک باشد. گراف این از یالی آمیزی
برقرار c(v) ̸= F (uv) یا c(v) ̸= c(u) رابطه ، uv ∈ E(G) هر برای اگر است سازگار F رنگ�آمیزی
k صحیح عدد اگر نشود. ظاهر یکسان رنگ آن انتهایی راس دو و یال یک روی دیگر عبارت به باشد،
سازگار G از راسی آمیزی k-رنگ یک ،G از F یالی رنگ�آمیزی هر برای طوری�که به باشد داشته وجود

است. سازگار k-رنگ�پذیر ،G گوییم باشد داشته وجود F با
می�شود نامیده G سازگار رنگی عدد باشد، سازگار k-رنگ�پذیر ،G به�طوری�که k صحیح عدد کوچکترین

می�شود. داده نشان χad(G) نماد با و

رنگ�آمیزی یک F و G راس�های به سازگاری لیست L : V (G) −→ ٢N کنید فرض .١.١.٣ تعریف
است ،F با سازگار١ رنگ�آمیزی -L یک F با سازگار ،G از c رنگ�آمیزی گوییم باشد گراف این یالی

.c(v) ∈ L(v) باشیم داشته ،v ∈ V (G) راس هر برای اگر

آن در که |L(v)| ≥ k با L واگذاری لیست هر و G از F یالی رنگ�آمیزی هر برای اگر .٢.١.٣ تعریف
،G گوییم باشد داشته وجود F با سازگار G از L-رنگ�آمیزی یک �vها) همه (برای است v ∈ V (G)

است. ٢ سازگار k-انتخاب�پذیر
١L - coloring adapted
٢Adaptably k - choosable



٣٢ مسطح گراف�های سازگار لیستی رنگ�آمیزی .٣

انتخابی عدد باشد سازگار k-انتخاب�پذیر ،G به�طوری�که k صحیح عدد کوچکترین .٣.١.٣ تعریف
می�شود. داده نشان chad(G) نماد با و می�شود نامیده G گراف سازگار٣

است سازگار G یالی رنگ�آمیزی هر با G گراف از مجاز راسی k-رنگ�آمیزی یک این�که به توجه با
ch(G) و χ(G) که chad(G) ≤ ch(G)و χad(G) ≤ χ(G) ،Gگراف هر برای که است روشن بنابراین

می�باشند. G معمولی انتخابی عدد و G معمولی رنگی عدد ترتیب به

انقباض کمک به� بتوان را H از کپی اگریک می�شود نامیده G از ۴ کهاد یک H گراف .۴.١.٣ تعریف
ممکن گراف یک و نیست یکتا گراف، یک کهاد آورد. دست به G یال�های و راس�ها حذف یا و یال�ها
دو هر K٣,٣ کامل دو�بخشی گراف و K۵ کامل گراف مثال به�طور باشد داشته کهاد یک از بیش است
به�صورت که یال�هایی حذف با که است G کهادی �،Hزیر شکل در هستند. پترسن گراف از کهاد�هایی

است. آمده بدست B و A راس دو انقباض و شده داده نشان شکل در نقطه�چین

..A. B .

G H

آن از کهادی و G :١.٣ شکل

باشد. نداشته وجود باشد کهاد که Hای آن در که می�نامند �H-�کهاد فاقد را G گراف .۵.١.٣ تعریف
دست G از کهاد یک عنوان به H به نتوان یال�ها انقباض و راس�ها حذف عملیات هیچ با دیگر به�عبارت

یافت.

کهاد� �ـ� K۵ فاقد گراف�های ٢.٣

به�صورت C kتایی و است شده رنگ�آمیزی آن یال�های که باشد مسطحی گراف G کنید فرض .١.٢.٣ لم
می�باشد، v٢ v١و راس�های از سازگار رنگ�آمیزی ϕ همچنین است. G خارجی وجه C = (v١, ..., vk)

از L(v) رنگی لیست یک است، v٢ و v١ راس�های از مجزا که v ∈ C راس هر کنید فرض همین�طور

٣Adaptable choice number
۴Minor



٣٣ کهاد� �ـ� K5 فاقد گراف�های .٢.٣

دارد، چهار حداقل اندازه از L(v) رنگی لیست یک v ∈ V (G) \ C راس هر و دارد سه حداقل اندازه
داد. گسترش G از سازگار L-رنگ�آمیزی یک به می�توان را ϕ رنگ�آ�میزی آنگاه

حکم باشد |V (G)| = ٣ اگر می�کنیم. ثابت ،|V (G)| راس�ها، تعداد روی استقرا با را لم این برهان.
راس�های همچنین و است شده رنگ�آمیزی G مسطح گراف یال�های فرض، به توجه با است. بدیهی
با دارد F (v١v٢) رنگ v٢ و v١ راس�های بین یال� و دارند c(v٢) و c(v١) رنگ�های ترتیب به v٢ و v١
v١ راس�های رنگ یا پس است شده تعریف سازگار به�صورت رنگ�آمیزی v١v٢ یال روی که این به توجه
برای یعنی هستند متفاوت میانی یال با و یکسانند راس دو این رنگ این�که یا و است متفاوت v٢ و
که حالتی در داریم حالت دو سوم راس برای .c(v١) ̸= F (v١v٢) یا c(v١) ̸= c(v٢) ،v١v٢ ∈ E(G)

که حالتی در اما می�ماند باقی سازگار به�طور رنگ��آمیزی باشد چه هر v٣ راس رنگ است، نا�همبند گراف
به توجه با باشد. وصل آن�ها دو هر به یا راس�ها از یکی به است ممکن سوم راس است همبند گراف
وجود رنگ سه حداقل آن رنگی لیست در پس دارد قرار گراف خارجی وجه روی نیز سوم راس این�که
و باشد شده استفاده v٢ راس در یکی و v١ راس در یکی رنگ سه این از است ممکن حالت این در دارد.
یا یک حداقل ،v٣ راس برای حالت دو این در باشد. شده استفاده v٢ و v١ راس دو هر برای رنگ یک یا
رنگ�آمیزی �-�L یک به را ϕ رنگ�آمیزی ترتیب این به و می�بریم به�کار آن برای که می�ماند باقی رنگ دو
فرض و می�کنیم ثابت |V (G)| ≥ ۴ حالتی�که در را قضیه حال می�دهیم. گسترش گراف کل برای سازگار

..

c(v٢)

.
c(v١)

.
c(v٣)

.

F (v١v٢)

.

F (v٢v٣)

..
c(v٢)

.

c(v١)

.
c(v٣)

.

F (v١v٢)

.

F (v٢v٣)

L(v٣) = {a, b, c} c(v٣) ∈ L(v٣)\{c(v٢)}

c(v٣) ∈ L(v٣)\{c(v١), c(v٢)} ̸= ∅ c(v١) = c(v٢)

c(v١) ̸= c(v٢)

G :٢.٣ شکل

است. برقرار کوچکتر گراف�های برای قضیه این می�کنیم

ترسیم صفحه در طوری مسطح به�طور آن�را بتوان که است گرافی خارجی مسطح گراف .٢.٢.٣ تعریف
باشد. بی�کران وجه از راسی آن راس هر که کرد

بنابراین است خارجی مسطح گراف یک C توسط شده القا ،G از GC گراف زیر این�که به توجه با



٣۴ مسطح گراف�های سازگار لیستی رنگ�آمیزی .٣

درجه از راسی دارای خارجی شده مسطح ساده گراف هر می�دانیم که [١٢] وست۵ از گزاره�ای به توجه با
مجاور GC در به�طوری�که می�باشد دو حداکثر درجه از vj و vi راس دو شامل GC پس است دو حداکثر
کنیم حذف GC گراف از را آن�ها از یکی اگر یعنی نیست GC برشی راس آن�ها از هیچکدام و نیستند

نمی�شود. ایجاد ناهمبندی
آنگاه نباشد برشی راس GC گراف برای vj و vi اگر پس است G القایی گراف زیر GC این�که به توجه با
دو درجه�ی از vj و vi نمی�گیرند. قرار C از وتری روی همچنین و شد نخواهد برشی راس نیز G برای
ایجاد تناقض و شد خواهد دو از بیشتر آن�ها درجه آنگاه گیرند قرار C از وتری روی اگر ولی هستند
v٢ و v١ می�دانیم لم فرض از که دلیل این به است v٢ و v١ از مجزا (vi نام (به راس�ها از یکی می�شود.
همان vi کنید فرض حال مجاورند. غیر vj و vi می�دانیم نیز خارجی مسطح گراف تعریف از و مجاورند

باشد. v٢ نمی�تواند شده ذکر مطالب به بنا vj صورت این در باشد v١
راس همسایه�های باشد. vivi−١ و vivi+١ یال�های رنگ از متمایز رنگی α ∈ L(vi) کنید فرض ادامه در
قرار C خارجی وجه روی آنها از سری یک و دارند قرار C خارجی وجه روی سری یک دسته�اند دو vi
توجه با می�کنیم. حذف را α ندارند قرار C خارجی وجه روی که vi همسایه�های رنگی لیست از ندارند،
رنگ چهار حداقل آنها رنگی لیست فرض به بنا پس ندارند قرار خارجی وجه روی راس�ها، این این�که به
این جایگاه ندارد. بیشتر رنگ سه حداقل آنها رنگی لیست پس شد حذف آنها از α رنگ که حال دارد،
رنگ سه شامل حداقل آنها رنگی لیست و هستند خارجی� وجه بر واقع راس�های G\vi گراف در راس�ها
استقرا فرض بنابه پس است معلوم آن�ها رنگ که دارد v٢ راس یک و v١ راس یک گراف این است
به سازگار آمیزی L-رنگ یک vi راس به α رنگ واگذاری با حال کرد رنگ�آمیزی را G \ vi می�توان
لیست از هم را α همچنین نیست یکسان vivi−١ و vivi+١ یال�های با vi راس رنگ زیرا می�آید دست
دارند یکسان غیر رنگ vi راس و راس�ها این پس کردیم حذف vi+١ و vi−١ از غیر همسایه�های رنگی
سازگار آمیزی رنگ -L یک نهایت در پس بودند، شده رنگ استقرا فرض به توجه با نیز راس�ها سایر و

می�آوریم. بدست G برای

از v راس هر است. شده رنگ�آمیزی آن یال�های که باشد مسطحی گراف G کنید فرض .٣.٢.٣ لم
K٣ یا K٢ با که است G از زیر�گرافی H و دارد چهار حداقل اندازه از L(v) رنگی لیست یک G
به را ϕ می�توان آنگاه باشد، H سازگار L-رنگ�آمیزی یک ϕ کنید فرض همچنین می�باشد. یکریخت

داد. گسترش G سازگار L-رنگ�آمیزی یک

وجود گراف�هایی یعنی باشد راس�ها) درجه (مینیمم مرتبه مینیمم با نقضی مثال G کنید فرض برهان.
کمترین که می�کنیم انتخاب را گرافی گراف�ها، این تمامی بین نیست. برقرار آن�ها برای لم این که دارند
طوری به می�گیریم نظر در H بر واقع وجهی آنگاه باشد یکریخت K٢ با H اگر دارد. را ممکن راس تعداد
قضیه این مطلوب نتیجه به G از مسطح نشاندن این برای قبل لم بردن به�کار با باشد. خارجی وجه که
بنابه باشد. خارجی وجه H گراف برای که می�گیریم نظر در را Gگراف از وجهی دیگر به�عبارت می�رسیم.
قبل لم فرض�های تمامی این�که به توجه با پس است H سازگار L-رنگ�آمیزی یک ϕ می�دانیم فرض
داد. گسترش G از سازگار L-رنگ�آمیزی یک به را ϕ می�توان لم این برای آن بردن به�کار با است، برقرار

۵West
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پس می�پردازیم. است، K٣یکریخت Hبا که Hزمانی گراف برای آن اثبات به لم این از دیگری بخش در
قرار بررسی مورد را حالت دو اکنون .V (H) = {u, v, w} و باشد یکریخت K٣ با H که کنید فرض
گراف یعنی می�گیرد قرار G در جدا�ساز گراف یک به�عنوان H که می�دهد رخ زمانی اول حالت می�دهیم.
راس�های و H راس�های توسط G١ به�طوری�که می�شود G٢ و G١ گراف زیر دو ایجاد باعث H ≃ K٣

این از کدام هر می�توان پس است. شده القا H خارج راس�های �و H راس�های توسط G٢ و H درون
L-رنگ�آمیزی یک می�توان G١ برای یعنی کرد رنگ�آمیزی سازگار، L-رنگ�آمیزی یک با را گراف دو
این می�توان صورت این در کرد، تعریف سازگار L-رنگ�آمیزی یک می�توان نیز G٢ برای و سازگار
در داد. گسترش G برای سازگار L-رنگ�آمیزی یک به را G٢ و G١ گراف�های سازگار L-رنگ�آمیزی
باشد. G گراف خارجی وجه مرز H کنید فرض همچنین نباشد. جدا�ساز گراف H کنید فرض دوم حالت

است. G گراف در خارجی وجه C که C = (u, v, w) یعنی شد خواهد G خارجی وجه K٣ بنابراین
هر برای که کنید فرض چنین را گراف این رنگی لیست و بگیرید نظر در را G′ = G − w گراف حال
از متمایز که دیگری راس�های برای و L′(x) = L(x) \ {ϕ(w)} ،u, v از غیر البته w با مجاور x راس
ندارند قرار خارجی وجه روی که w همسایه�های رنگی لیست از که زمانی .L′(x) = L(x) هستند u, v

آنها رنگی لیست در قبلا زیرا ندارد بیشتر رنگ سه حداقل آنها رنگی لیست می�کنیم، حذف را ϕ(w)
پس دارند. قرار خارجی وجه روی G′ = G−w گراف در راس�ها این داشت. وجود رنگ چهار حداقل
رنگ�آمیزی را گراف این می�توان و دارد وجود سازگار L-رنگ�آمیزی یک گراف این برای ١.٢.٣ لم بنابه
از ما زیرا می�آید بدست G برای سازگار L-رنگ�آمیزی یک w راس به ϕ(w) رنگ دادن با حال کرد
یک یالی، رنگ�آمیزی هر برای پس کردیم حذف را ϕ(w) رنگ u, v از غیر w همسایه�های رنگی لیست

داشت. خواهیم G گراف برای سازگار L-رنگ�آمیزی

G از v راس هر که کنید فرض باشد. یالی ماکسیمال �K۵-�کهاد، فاقد �گراف G کنید فرض .۴.٢.٣ لم
K٣ و K٢ با �یکریخت G از زیر�گرافی H اگر دارد. چهار حداقل اندازه از L(v) رنگ��آمیزی لیست یک

داد. گسترش G �L-�رنگ��آمیزی یک به می�توان را ϕ آن�گاه باشد H سازگار �L-�رنگ�آمیزی یک ϕ و

وجود گراف�هایی یعنی باشد راس�ها) درجه (مینیمم مرتبه مینیمم با نقضی مثال G کنید فرض برهان.
کمترین که می�کنیم انتخاب را گرافی گراف�ها، این تمامی بین نیست، برقرار آن�ها برای لم این که دارند
نیست برقرار آن�ها برای لم که هستند گونه�ای به گرفتیم، نظر در که گراف�هایی دارد. را ممکن راس تعداد
یک به نمی�توان را ϕ آنگاه باشد H سازگار �L-�رنگ�آمیزی یک ϕ و باشد حاکم لم شرایط اگر یعنی

داد. گسترش G برای سازگار �L-�رنگ�آمیزی
لم شرایط در و باشد مسطحی گراف G گراف اگر که است این می�شود دیده وضوح به لم این در که حالتی
یکریخت وگنر۶ گراف با G که است واضح می�شود. حاصل مطلوب نتیجه قبل لم به توجه با کند صدق
به توجه با اگر صورت این در است �٣-�منتظم گرافی گراف، این می�دانیم نباشد چنین کنید فرض نیست،
آن�گاه دهیم اختصاص چهار حداقل اندازه از رنگ�آمیزی لیست یک راس هر به لم، در موجود فرض�های
وگنر گراف کل برای سازگار �L-�رنگ�آمیزی یک به می�توان را (K٢) یال یک از سازگار �L-�رنگ�آمیزی

نیست. یکریخت وگنر گراف با G بنابراین است. تناقض که داد گسترش
۶Wagner
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برای و می�شود نتیجه قبل لم از بلافاصله مطلوب نتیجه آن�گاه باشد مسطح بندی مثلث ،G اگر همچنین
نه G کنیم فرض است ممکن بنابراین است. تناقض که داشت خواهیم سازگار �L-�رنگ�آمیزی یک G
G١ که به�طوری G = G١ ∪G٢ ،[١١] وگنر قضیه به توجه با باشد. وگنر گراف نه و مسطح مثلث�بندی
روشنی به است. K٣ یا K٢ با یکریخت G١ ∩ G٢ به�طوری�که هستند G از سره زیر�گراف�های G٢ و
فرض بردن به�کار با ،H ⊆ G٢ می�کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون ،H ⊆ G٢ یا H ⊆ G١

�L-�رنگ�آمیزی یک که داد گسترش G١ سازگار �L-�رنگ�آمیزی یک به می�توان را ϕ ،G١ روی استقرا
�L-�رنگ�آمیزی یک به می�توان را ϕ ،G٢ روی استقرا فرض بردن به�کار با می�کند. القا G١ ∩G٢ سازگار
این اجتماع می�کند. القا را G١ ∩ G٢ سازگار �L-�رنگ�آمیزی یک که داد گسترش G٢ روی سازگار

بود. خواهد G١∪G٢ = G برای سازگار یک�L-�رنگ�آمیزی G٢ و G١ سازگار �L-�رنگ�آمیزی�های

است: ۴.٢.٣ لم از نتیجه�ای زیر قضیه�ی

است. سازگار �۴-�انتخاب�پذیر �K۵-�کهاد، فاقد گراف هر .۵.٢.٣ قضیه

مثلث فاقد مسطح گراف�های ٣.٣

شده رنگ�آمیزی آن یال�های که است مثلثی٧ فاقد و مسطح ساده گراف G کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
به که است واگذاری لیست یک ،L کنید فرض باشد. گراف خارجی وجه C = (v١, v٢, ..., vk) و باشد
راس�های از برخی که تفاوت این با می�دهد اختصاص مجاز رنگ سه با L(x) مجموعه یک x راس هر
رنگ سه که به�طوری دارد x انتهایی راس یک حداقل ،G یال هر اما دارند مجاز رنگ دو تنها C روی

است. سازگار L-رنگ�پذیر ،G آنگاه دارد مجاز

می�کنیم. ثابت راس�ها تعداد روی استقرا بردن به�کار با را قضیه است. همبند G می�کنیم فرض برهان.
است. بدیهی حکم باشد ،|V (G)| ≤ ۴ اگر

صورتی در می�کند. متصل هم به را vj و vi ،P (vi, x, vj) مسیر است. |V (G)| ≥ ۵ کنید فرض
طولانی وتر یک P (vi, x, vj) آنگاه باشد |L(vi)| + |L(vj)| = ۵ و x /∈ C ،vi, vj ∈ C اگر که
فرض باشد. C برشی راس�های و طولانی٩ وترهای ، ٨ وترها مجموعه P کنید فرض می�شود. نامیده
مولفه دو از استفاده با باشد. vj و vi بین متصل (vi, x, vj) طولانی وتر یا و (vi, vj) وتر P ∈ Pکنید

است. |AP | ≤ |BP | که می�کنیم فرض می�دهیم. نشان C − {vi, vj} از BP و AP همبندی
قضیه است C − P همبندی مولفه کوچکترین که AP از استفاده با �باشد C از برشی راس P ∈ P اگر

می�دهیم. نشان را
است. مینیمم |AP ⋆ | که به�طوری باشد برشی راس یا طولانی وتر وتر، P ⋆ ∈ P کنید فرض

٧Triangle-free planar graph
٨Chord
٩Long chord
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وتر هیچ در vt و |L(vt)| = ٣ همچنین نیست برشی راس که است vt راس شامل AP ⋆ .٢.٣.٣ ادعا
نمی�باشد. واقع C وترطولانی یا

می�کنیم: ثابت گام سه در را ادعا

اول گام

آنگاه باشد برشی راس شامل AP ⋆ اگر زیرا نیست برشی راس شامل AP ⋆ که می�شود مشاهده نخست
خواهد تناقض در است مینیمال ،P ⋆ این�که فرض با که دارد وجود AP ⋆ از کوچکتر همبندی مولفه دو
دو حداقل شامل AP ⋆ صورت این در باشد. v برشی راس تک یک شامل P ⋆ می�کنیم فرض حال بود.
vi+١ و vi اگر زیرا نمی�گیرند قرار طولانی وتر یا وتر در آن�ها از هیچ�کدام که است vi+١ و vi مجاور راس
فرض با که می�شود ایجاد ،AP ⋆ از کوچکتر همبندی مولفه دو وتر، حذف با شوند واقع وتر یک روی
گیرند قرار نیز طولانی وتر یک روی vi+١ و vi اگر همچنین است، تناقض در است مینیمال P ⋆ این�که
می�شود ایجاد AP ⋆ از کوچکتر همبندی مولفه دو طولانی وتر این حذف با و می�آید پیش مشابهی وضعیت
انتهایی راس�های از یکی حداقل یال هر که می�دانیم فرض بنابه است. تناقض در P ⋆ بودن مینیمال با که
است. |L(vt)| = ٣ به�طوری�که دارد وجود t ∈ {i, i+١} بنابراین دارد سه اندازه از رنگ�آمیزی لیست اش

دوم گام

.AP ⋆ = (vi+١, vi+٢, ..., vj−١) و |L(vj)| = ٢ و است طولانی وتر P ⋆ = (vi, x, vj) کنید فرض
از رنگ�آمیزی لیست انتهایی�اش راس�های از یکی در حداقل یال هر که قضیه فرض به توجه با آنگاه
قضیه فرض با آنگاه |L(vj−١)| = ٢ اگر این�صورت، غیر در زیرا ،|L(vj−١)| = ٣ پس دارد سه اندازه
از رنگ�آمیزی لیست با آن انتهایی� راس دو هر که است G از یالی vjvj−١ زیرا می�شود ایجاد تناقض
فاقد ،G گراف این�که به توجه با ادامه در دارد. قضیه فرض با آشکاری تناقض که شد خواهد دو اندازه
وتر تعریف از و است مجاور vj با vj−١ می�دانیم زیرا شد نخواهد مجاور x با vj−١ راس است، مثلث
،x راس سه صورت این در شود مجاور x با vj−١ اگر حال است. مجاور x با vj که می�دانیم نیز طولانی
یک روی vj−١ اگر طرفی از است. قضیه� فرض با متناقض که می�دهند مثلث یک تشکیل vj−١ و vj
AP ⋆ کوچکتر مولفه گراف، از طولانی وتر یا وتر این حذف با آنگاه گیرد قرار P ′ طولانی وتر یک یا وتر

است. تناقض در P ⋆ انتخاب با که |AP ′ | < |AP ⋆ | بنابراین .AP ′ ⊂ AP ⋆ یعنی داشت خواهیم را

سوم گام

G این�که به توجه با .AP ⋆ = (vi+١, vi+٢, ..., vj−و(١ است وتر یک P ⋆ = (vi, vj) کنید فرض
راس�های دو به دو vj−١ vjو همچنین و vi+١ و vi که می�دانیم زیرا .vi+١ ̸= vj−١ است مثلث فاقد
هر این�که به توجه با است. تناقض که می�شود ایجاد مثلث باشد vi+١ = vj−١ اگر حال هستند. مجاور
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وجود t ∈ {i+ ١, i+ ٢} پس است مجاز رنگ سه دارای که دارد x انتهایی راس یک حداقل G یال
ندارد. قرار C از طولانی وتر یا وتر هیچ در vt قبل، گام استدلال با مشابه به�طوری�که دارد

کردیم. ثابت را ادعا گام سه در ترتیب این به
|L(vt)| = ٣ همچنین نیست برشی راس که باشد راسی vt ∈ C می�کنیم فرض اثبات روند ادامه در حال
دو رنگ با متمایز رنگی α ∈ L(vt) کنید فرض ندارد. قرار C از طولانی وتر یا وتر هیچ در vt و
پس می�شود نامیده G′ حاصل گراف �کنیم حذف G از را vt راس اگر باشد. vtvt+١ و vt−١vt یال
می�شود تعریف حالت دو در L′(x) باشد. G′ واگذاری لیست L′ کنید فرض همچنین ،G′ = G − vt

حالت�ها بقیه در و L′(x) = L(x) − {α} باشد، vt−١ و vt+١ از مجزا vt همسایه یک x که زمانی
این�که به توجه با و است مجاز رنگ سه شامل G′ از x داخلی راس برای L′(x) پس .L′(x) = L(x)

در است. مجاز رنگ دو حداقل شامل ،G′ خارجی وجه روی x راس هر ندارد، قرار وتری هیچ روی vt
خارجی، وجه بر واقع x راس رنگی لیست از باید گیرد قرار C از وتری روی vt اگر یعنی این�صورت غیر
اگر دارند رنگ دو خود رنگی لیست در خارجی وجه روی راس�های از برخی می�دانیم فرض بنابه شود. کم
و می�ماند باقی رنگ یک تنها کنیم حذف آن رنگی لیست از را α که زمانی باشد، راسی چنین x راس
شود منجر که نمی�شود کم رنگی مرز، روی راس�های رنگی لیست از نتیجه در و است فرض با مغایر این
C از طولانی وتر هیچ روی vt این�که به توجه با این، بر علاوه شود. رنگ یک دارای لیست�شان این�که به
این�صورت غیر در دارد مجاز رنگ سه با x انتهایی راس یک حداقل G′ از یالی هر پس ندارد، قرار نیز
می�گیرد قرار خارجی وجه روی که راسی آنگاه دارد قرار C از طولانی وتر یک روی vt کنیم فرض اگر
همسایه�های از یکی که نیز میانی راس و باشد داشته مجاز رنگ دو خود رنگی لیست در است ممکن
رنگ دو خود رنگی لیست در قضیه، در شده گفته فرض�های به توجه با نیز، بود vt+١ و vt−١ از غیر vt

فرض با متناقض و دارد رنگ دو با رنگی لیست آن انتهایی راس دو که می�شود ایجاد یالی بنابراین دارد.
سازگار �پذیر ′L-رنگ نتیجه در می�کند، صدق قضیه شرایط در G′ استقرا بنابه پس شد. خواهد قضیه
که داد گسترش G سازگار رنگ�آمیزی - �L یک به می�توان را G′ سازگار ′L-رنگ�آمیزی هر حال است.
شرایط تمامی α با vt راس رنگ�آمیزی با می�پذیرد. صورت α رنگ با vt راس رنگ�آمیزی با کار این
رنگ با متمایز α رنگ این�که به توجه با است. فراهم شود سازگار رنگ�پذیر -L ،G این�که برای قضیه
این�که به توجه با نمی�کنند. ایجاد مشکلی سازگاری در یال�ها این پس است vtvt+١ و vt−١vt یال�های
یال�ها این بنابراین شده حذف vt+١ و vt−١ از غیر vt همسایه راس�های رنگ�آمیزی لیست از α رنگ

شد. خواهند سازگار L-رنگ�پذیر ،G بنابراین بود نخواهد ساز مشکل سازگاری در نیز

است: ١.٣.٣ قضیه�ی از نتیجه�ای زیر قضیه�ی

است. سازگار �٣-�انتخاب�پذیر مثلث، فاقد مسطح گراف هر .٣.٣.٣ قضیه

K فاصله با مثلث فاقد مسطح گراف�های ۴.٣

{x, y, z} از یکراس بین فاصله مینیمم با است برابر uvw و xyzمثلث دو بین فاصله تعریف٣.۴.١.
می�دهیم. نشان dt(G) نماد با را مثلث دو بین فاصله�ی مینیمم گراف، هر برای .{u, v, w} از راس یک و
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است. dt(G) = ∞ باشد، مثلث یک حداکثر شامل G اگر

فاصله به�طوری�که می�سازیم مسطحی گراف k طبیعی عدد هر برای که داد خواهیم نشان بخش این در
نیست. سازگار پذیر انتخاب -٣ گراف، ولی است ٢k حداقل گراف این در مثلث دو هر
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c
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Hk :٣.٣ شکل

F٢ از راس یک و F١ از راس یک بین فاصله مینیمم ،F٢ و F١ وجه دو بین فاصله .٢.۴.٣ تعریف
است.

می�شود. گفته k-وجهی راس، k شامل وجه به .٣.۴.٣ تعریف

برای زیر خاصیت سه که به�طوری بسازیم استقرایی به�صورت را Hi مسطح گراف می�خواهیم اکنون
است. برقرار Hi

است. مثلث فاقد Hi گراف (a

این فاصله به�علاوه دارد.) نام Fi که وجهی و خارجی (وجه است وجهی پنج دو، دارای دقیقا Hi (b
است. i دقیقا وجه دو

آنگاه است. شده رنگ ساعتگرد جهت در a, b, c, d, e مجزای رنگ پنج با خارجی وجه کنیم فرض (c
دارد وجود v راس هر برای |Li(v)| با Li واگذاری لیست یک و Hi از Fi یالی رنگ�آمیزی یک
Fi با یکتا سازگار رنگ�آمیزی �-�Li یک Hi همچنین ندارد. قرار خارجی وجه روی v به�طوری�که
ساعتگرد جهت در a, b, c, d, e رنگ�های با Fi که است صورت این به رنگ�آمیزی این که دارد

است. شده رنگ

وضوح به باشد. برقرار H٠ برای فوق خاصیت سه باید بنابراین باشد پنج به�طول دوری H٠ کنید فرض
که است وجهی پنج دو دارای دقیقا H٠ همچنین است. پنج طول از دوری زیرا است مثلث فاقد H٠
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هم بر راس�های دارای Fi وجه و خارجی وجه زیرا است صفر دقیقا همدیگر از وجه پنج دو این فاصله
است. صفر یک�دیگر از راس�ها بین فاصله بنابراین هستند، منطبق

بنابراین هستند منطبق هم بر Fi و خارجی وجه راس�های این�که به توجه با نیز سوم خاصیت مورد در
رنگ�آمیزی یک آنگاه باشد شده رنگ ساعتگرد جهت در a, b, c, d, e رنگ پنج با خارجی وجه که زمانی
خارجی وجه روی که دارد وجود v راس هر برای سه اندازه با L٠ واگذاری لیست یک و H٠ برای F٠ یالی

است. برقرار نیز حالت این بنابراین ندارند وجود راس�هایی چنین ولی ندارد قرار
ساخته قبل مرحله گراف از استفاده با گراف مرحله هر در که است صورت این به Hi گراف تشکیل روند
می�شود ساخته H٠ از استفاده با H١ بعد مرحله در است. پنج طول به دوری ،H٠ اول مرحله در می�شود.
شکل با مطابق حاصل شکل که به�طوری می�گیرد قرار دیگر وجهی پنج یک H٠ وجهی پنج درون بنابراین

شد. خواهد ۴.٣

.
H١ :۴.٣ شکل

می�شود. ساخته ۵.٣ شکل با مطابق H١ از H٢ دوم مرحله در همچنین

.

H٢ :۵.٣ شکل

شد. خواهد ساخته مرحله i در Hi گراف ترتیب همین به
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a, b, c, d, e رنگ پنج کند. صدق مذکور خاصیت سه در Hi−١ ،i ≥ ١ یک برای کنید فرض حال
سوم خاصیت به بنا بگیرید. نظر در ثابت Hi−١ خارجی وجه راس�های روی ساعتگرد جهت در را
دارد وجود سه اندازه از لیستی با Li−١ واگذاری لیست یک و Hi−١ از Fi−١ یالی رنگ�آمیزی یک
رنگ�آمیزی این در که دارد Fi−١ با فرد به منحصر سازگار ١−Li-رنگ�آمیزی یک Hi−١ به�طوری�که

�شده�اند. رنگ ترتیب به a, b, c, d, e رنگ پنج با Fi−١ وجهی پنج از u, v, w, x, y راس�های
به�طوری�که باشد Fi−١ وجه داخل جدید راس پنج افزودن با Hi−١ از به�دست�آمده گراف Hi کنید فرض

است. شده داده نشان ٣.٣ شکل در
که جدیدی یال�های و درونی وجه یال�های جز شده�اند رنگ�آمیزی بیرونی وجه یال�های همه Hi گراف در
شده اضافه جدید راس�های به شده�اند. رنگ�آمیزی شکل� با مطابق یال�ها این شده�اند. اضافه شکل� به
و جدید یالی رنگ�آمیزی شده ایجاد جدید گراف بنابراین می�دهیم. نسبت لیست�هایی Hi−١ گراف به

می�کند. صدق مذکور شرایط در Hi که داد خواهیم نشان دارد. جدیدی واگذاری لیست همچنین
ترتیب به نیز v′w و uv′ یال�های و c و a رنگ�های با ترتیب به w و u راس این�که به توجه با ادامه در
مورد در شود. رنگ�آمیزی b رنگ با باید v′ جدید راس بنابراین شده�اند. رنگ�آمیزی c و a رنگ�های با
با به�ترتیب x و v′ راس�های و x و v′ با w′ این�که به توجه با است مشابه وضعیت نیز w′ جدید راس
شده رنگ�آمیزی d و b رنگ�های با ترتیب به نیز xw′ و v′w′ یال�های و است مجاور d و b رنگ�های
استدلال نیز u′ و y′ ، x′ راس�های مورد در شود. رنگ�آمیزی c رنگ با باید w′جدید راس بنابراین اند،
و x′w′ یال�های رنگ�آمیزی به توجه با و است مجاور y و w′ با که x′ جدید راس است. مشابه به�طور
مجاور u و x′ با که y′ راس مورد در شود. رنگ�آمیزی d رنگ با باید x′ راس ،e و c رنگ�های با x′y

این شده�اند، آمیزی رنگ a و d رنگ�های با ترتیب به که y′u و y′x′ یال�های رنگ� به توجه با است،
رنگ� به توجه با و است مجاور v′ و y′ با u′ جدید راس پایان، در شود. رنگ�آمیزی e رنگ� با باید راس
رنگ��آمیزی a رنگ با باید نیز u′ راس شده�اند، رنگ�آمیزی a و e با به�ترتیب که u′v′ و y′u′ یال�های
خارجی وجه است، وجهی پنج دو، تنها شامل و است مثلث فاقد گراف همچنان Hi گراف پس شود.
از i− ١ + ١ = i فاصله با دقیقا وجه دو این این، بر علاوه است. Fi = u′v′w′x′y′ که دیگر وجه و
وجه فاصله بنابراین کردیم. طی مرحله i−١ شده مشخص هاشور با که قسمتی در زیرا دارند قرار یکدیگر
نهایت در که می�باشد، یک نیز درونی وجه با وجه این فاصله و است i− ١ برابر Fi−١ وجه با بیرونی
در Hi گراف بنابراین است. i برابر همدیگر از نظر مورد وجه دو فاصله که می�شود واقعیت این به منجر

می�کند. صدق c و b ،a خاصیت سه
یک که ترتیب این به می�شود ساخته Hi گراف به توجه با گراف این می�شود. معرفی Gi گراف ادامه در
مجاور x′ و w′ و u′ راس سه با z راس آن در که می�کنیم اضافه Fi وجه داخل سه درجه با z راس
راس به همچنین می�کنیم رنگ�آمیزی d و c ،a رنگ�های با ترتیب به را zx′ و zw′ ،zu′ یال�های است.
Gi گراف که می�شود مشاهده ۶.٣ شکل به توجه با می�نماییم. واگذار را {d, c, a} رنگ�آمیزی لیست z

دارد. قرار خارجی وجه از i فاصله با که است x′zw′ مثلث یک شامل
با و شده�اند رنگ d و c ،a رنگ�های با به�ترتیب قبلی مرحله در که x′ و w′ ،u′ راس�های این�که به توجه با
رنگ�آمیزی لیست در این�که به توجه با ،zx′ و zw′ ،zu′ یال�های به d و c ،a رنگ�های دادن اختصاص
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Gi :۶.٣ شکل

�دهیم اختصاص z راس به را c و b ،a رنگ سه این از کدام هر اگر دارند، قرار {d, c, a} رنگ�های z
تعریف بیرونی وجه برای که e, d, c, b, a رنگ�های با Hi گراف رنگ�آمیزی پس می�شود. ایجاد تناقض

داد. گسترش Gi گراف سازگار لیستی رنگ�آمیزی یک به نمی�توان را شد
یک با گراف این یال�های و شده داده نشان ٧.٣ شکل در که باشد گرافی H(a, b) کنیم فرض ادامه در

است. شده رنگ یالی رنگ�آمیزی
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H(a, b) :٧.٣ شکل

یا ١ رنگ با باید w و ٣ رنگ با باید v و u شده�اند رنگ�����آمیزی b و a با ترتیب به y و x کنید فرض
xzwyu وجهی پنج راس�های صورت این در شود رنگ�آمیزی ١ رنگ با w اگر شوند. رنگ�آمیزی ٢
وجهی پنج شود رنگ ٢ رنگ با w اگر یعنی این�صورت غیر در شده�اند. رنگ�آمیزی a,٢,١, b,٣ با

می�شود. رنگ�آمیزی a,٣, b,٢,١ با xvywz′

پنج دو، درون که بسازیم صورت این به H(a, b) گراف به توجه با را G(a, b) گراف می�خواهیم حال
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برای خارجی وجه وجهی، پنج دو هر طوری�که به می�کنیم متصل را Gk عنصر دو ،H(a, b) گراف وجهی
باشند. Gk گراف

در a,٢,١, b,٣ رنگ�های با X : xzwyu وجهی پنج که است صورت این به رنگ�آمیزی کنیم فرض
رنگ�آمیزی ساعتگرد جهت در a,٣, b,٢,١ رنگ�های با نیز Y : xvywz′ وجهی پنج و ساعتگرد جهت
که رنگی لیست�های به توجه با دارد وجود داخلی وجه�های برای هم رنگ�آمیزی لیست یک و است شده
قرار اگر گراف، این یالی رنگ�آمیزی به توجه با و است شده داده اختصاص راس�ها به بیرونی وجه در
نظر مورد رنگ�آمیزی باید یابد توسعه G(a, b) از سازگار لیستی رنگ�آمیزی یک به رنگ�آمیزی این باشد
رنگ�آمیزی شود. منجر سازگار لیستی رنگ�آمیزی یک به آن�ها درون Gk همراه به Y و X وجه�های برای

می�کنیم. بررسی را وجه دو این
رنگ�آمیزی یک به نمی�توان a,٣, b,٢,١ رنگ�های با Y خارجی وجه رنگ�آمیزی با که می�دهیم نشان
گراف از بخشی Y ′ آن در که یافت دست G(a, b) گراف برای نهایت در و Y ′ برای سازگار لیستی
مشاهده هم ٨.٣ شکل در که همان�طوری است. گرفته قرار Y وجه درون Gk عنصر که است G(a, b)

سازگار لیستی رنگ�آمیزی یک به نمی�توان را a,٣, b,٢,١ رنگ�های با خارجی وجه رنگ�آمیزی می�شود
به که زمانی رنگ�آمیزی، ادامه و رنگ�ها این با رنگ�آمیزی شروع با زیرا داد گسترش G(a, b) برای
با و داد اختصاص را a, b,٢ رنگ�های از هیچ�کدام نمی�توان راس این به می�رسیم z راس رنگ�آمیزی

شد. خواهد ایجاد تناقض رنگ سه این از کدام هر با z رنگ��آمیزی
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Y ′ :٨.٣ شکل

٩.٣ شکل در که رسید خواهیم نتیجه همین به نیز a,٢,١, b,٣ رنگ�های با X ′ وجه رنگ�آمیزی مورد در
است. مشاهده قابل

داد. توسعه G(a, b) سازگار لیستی رنگ�آمیزی یک به نمی�توان را رنگ�آمیزی این پس
مرتب، زوج نه یعنی می�شود گرفته نظر در (a, b) ∈ به�صورت{٧,٨,٩}×{۴,۵,۶} G(a, b) از کپی نه
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X ′ :٩.٣ شکل

همه بود. خواهند {(۴,٧), (۴,٨), (۴,٩), (۵,٧), (۵,٨), (۵,٩), (۶,٧), (۶,٨), (۶,٩)} زوج�های
مانند راس یک در نیز را y راس�های همه همچنین می�کنیم منقبض x⋆ به�نام راس یک در را x راس�های
می�دهیم. نسبت y⋆ به را {٧,٨,٩} رنگی لیست و x⋆ به را {۴,۵,۶} رنگی لیست می�کنیم. منقبض y⋆

رنگ�آمیزی هیچ که صورتی در دارد وجود f سازگار لیستی رنگ�آمیزی یک حاصل گراف در کنید فرض
گراف این پس می�شود. ایجاد تناقض بنابراین ندارد وجود G(f(x⋆), f(y⋆)) کپی از سازگار لیستی

نیست. سازگار �٣-�انتخاب�پذیر دارند، قرار هم از ٢k حداقل فاصله با مثلث دو هر آن در که مسطح

�۴-�دور فاقد مسطح گراف�های ۵.٣

سازگار پذیر ٣-رنگ به�طوری�که دارند وجود �۴-�دور فاقد مسطح گراف�های می�دهیم، نشان بخش این در
یک با آن یال�های که باشد گرافی شده داده نشان ١٠.٣ شکل در ,H(aکه b, c)گراف کنیم فرض نیستند.
٣-رنگ�پذیر ،H(a, b, c) گراف دهیم نشان که است این ما هدف است. شده رنگ یالی، آمیزی رنگ
سازگار طور به a, b, c رنگ سه با بتوان را گراف این یعنی نباشد چنین می�کنیم فرض نیست. سازگار
از v � و u راس�های که می�کنیم فرض و باشد {a, b, c} = {١,٢,٣} که نظرمی�گیریم در کرد. رنگ�آمیزی
راس�های از یکی حداقل صورت این در شده�اند. رنگ b و a رنگ�های با ترتیب به H(a, b, c) گراف
رنگ�آمیزی a رنگ با w′ و w راس�های اگر مثال به�طور زیرا می�شوند رنگ�آمیزی c رنگ با w′ و w

اگر می�شود. حاصل ناسازگار رنگ�آمیزی یک نتیجه در و مجاز غیر راسی رنگ�آمیزی یک آنگاه شوند
می�شود حاصل غیرمجاز راسی رنگ�آمیزی یک دیگر بار شوند رنگ�آمیزی نیز bرنگ با w′ و w راس�های
c رنگ با w′ و w راس�های از یکی حداقل بنابراین شد خواهد ناسازگار رنگ�آمیزی یک به منجر که
خللی این�که بدون پس است متقارنی گراف H(a, b, c) گراف این�که به توجه با شد. خواهند رنگ�آمیزی
این�که برای صورت این در است. شده رنگ�آمیزی c رنگ با w که کرد فرض می�توان شود وارد مساله به
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و z همچنین و c رنگ با باید y راس و a رنگ با باید x راس شود حفظ گراف در سازگار رنگ�آمیزی
را گراف در راس�ها باقی�مانده که گرفت نتیجه می�توان سادگی به شوند. رنگ�آمیزی b رنگ با باید z′

می�شود. مشاهده ١٠.٣ شکل در گیری نتیجه این کرد. رنگ�آمیزی سازگار طور به نمی�توان
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-٣ یک به نمی�توان را رنگ�آمیزی این شوند رنگ b و a با ترتیب به v و u راس�های اگر بنابراین
داد. گسترش H(a, b, c) برای سازگار رنگ�آمیزی

باشند. {١,٢,٣} مجموعه از شده انتخاب a از متمایز رنگ دو c و b کنید فرض ،١ ≤ a ≤ ٣ هر برای
دو انقباض و u⋆ راس یک در u راس دو انقباض با H(a, c, b) و H(a, b, c) از که است گرافی Ga

در که است واضح شده�اند. رنگ�آمیزی گراف یال�های به�طوری�که می�آید بدست v⋆ راس یک در v راس
کنید فرض می�شود. رنگ�آمیزی a با نیز v⋆ آن�گاه شود رنگ a با u⋆ اگر Ga سازگار آمیزی رنگ -٣ هر
شود رنگ�آمیزی c با v⋆ اگر و H(a, b, c) کپی �شود رنگ�آمیزی b با v⋆ اگر نشود رنگ�آمیزی a با v⋆

کرد. �آمیزی رنگ� می�توان a رنگ با تنها را v⋆ بنابراین می�شود تناقض دچار H(a, b, c) کپی
نباشد. چهار طول از دوری طوری�که به می�گیریم نظر در ١١.٣ شکل از سازگار ٣-رنگ�آمیزی یک حال
رنگ�آمیزی i رنگ با دو هر yi و xi راس دو هر آنگاه شود رنگ�آمیزی ١ ≤ i ≤ ٣ رنگ با u راس اگر
به i رنگ به یالی توسط yi و xi راس دو زیرا می�دهد رخ آشکار تناقضی صورت این در که می�شوند

شد. نخواهد سازگار ٣-رنگ�پذیر گراف این بنابراین هستند. متصل همدیگر
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�۵-�دور فاقد مسطح گراف�های ۶.٣

نیستند. سازگار ٣-رنگ�پذیر که دارند وجود �۵-�دور فاقد مسطح گراف�های که می�دهیم نشان بخش، این در
باشند �۵-�دور فاقد مسطح گراف دو H٢(a, b) و H١(a) کنید فرض {a, b, c} = {١,٢,٣} هر برای
رنگ با دو هر v و u راس�های اگر H١(a) گراف در که داد نشان می�توان سادگی به ١٢.٣ شکل مطابق
گسترش H١(a) گراف سازگار رنگ�آمیزی یک به نمی�توان را رنگ�آمیزی این آنگاه شوند رنگ�آمیزی ،a

داد.
شکل مطابق آنگاه شوند رنگ (a ̸= b) b و a با ترتیب به v و u اگر H٢(a, b) گراف در مشابه طور به

داد. گسترش H٢(a, b) سازگار رنگ�آمیزی یک به نمی�توان را رنگ�آمیزی این ١٢.٣
نظر در را ١ ≤ a ̸= b ≤ ٣ با H٢(a, b) گراف شش همچنین ،١ ≤ a ≤ ٣ با H١(a) گراف سه
می�کنیم فرض می�کنیم. منقبض v⋆ راس یک در را v راس نه و u⋆ راس یک در را u راس نه می�گیریم.
،H١(f(u

⋆)) کپی آنگاه f(u⋆) = f(v⋆) اگر دارد. وجود گراف این از f سازگار ٣-رنگ�آمیزی یک
در و ،f(u⋆) ̸= f(v⋆)این�صورت غیر در می�دهد. تناقضرخ صورت این در نیست سازگار ٣-رنگ�پذیر
بنابراین می�شود ایجاد تناقض دوباره که نیست ٣-رنگ�پذیرسازگار ،H٢(f(u

⋆), f(v⋆))کپی حالت این
نیست. سازگار ٣-رنگ�پذیر که ساخته�ایم ��۵-�دور فاقد و مسطح گراف
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۴ فصل

گراف�ها حاصل�ضرب سازگار رنگی عدد

مقدمه ١.۴

آن دکارتی) و (رسته�ای توان�های و گراف یک سازگار رنگی عدد بین رابطه�ی بررسی به فصل این در
حالی در است G معمولی رنگی عدد مساوی یا کوچکتر G گراف سازگار رنگی عدد می�دانیم می�پردازیم.
رنگی عدد است ممکن و می�ماند باقی G همانند G از Gk (دکارتی) توان�های همه معمولی رنگی عدد که
بزرگ، کافی اندازه به �kهای همه برای که می�زنیم حدس همچنین یابد. افزایش k ازای به Gk سازگار
ازای به است کامل G زمانی�که برای را حدس این است. G رنگی عدد با برابر Gk سازگار رنگی عدد
k ≥ ٢ ازای به حدس این می�دهد نشان به�طوری�که می�کنیم ارايه بیشتری شواهد و می�دهیم نشان k ≥ ۴
شد. خواهد ارایه توضیحاتی نیز دیگر حاصل�ضرب�های مورد در فصل این در همچنین است. برقرار نیز

شده انتخاب L(v) لیست از v راس هر رنگ که است رنگ�آمیزی لیستی رنگ�آمیزی .١.١.۴ تعریف
است.

کوچکترین می�شود داده نشان chad(G) نماد با که G گراف سازگار انتخابی عدد .٢.١.۴ تعریف
(برای L(v) واگذاری لیست هر و G از F یالی رنگ�آمیزی هر برای به�طوری�که است k صحیح عدد

باشد. داشته وجود F با سازگار G از لیستی رنگ�آمیزی یک |L(V )| ≥ k با (v ∈ V (G)

با G در v راس هر که ترتیب این به می�آید به�دست G از که است گرافی G[n] گراف .٣.١.۴ تعریف
مجاور Iw از راس یک با Iv از راس یک G[n] در می�شود، جایگزین Iv راسی n مستقل مجموعه یک

باشد. مجاور w با v اگر تنها و اگر است

شرط با Y ⊆ Iv′ و X ⊆ Iv مجموعه هر و G گراف از vv′ یال هر و i هر برای .۴.١.۴ خاصیت
دارد. وجود i رنگ با Y و X بین یال یک ،|X|, |Y | ≥ n

k−١

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را Avv′ پیشامد می�گیریم. نظر در ثابت را vv′ ∈ E(G) یال � برهان.
یک |Y | ≥ n

k−١ و |X| ≥ n
k−١ با Y ⊆ Iv′ هر و X ⊆ Iv هر و i ∈ {١,٢, ..., k − ١} هر برای
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.C(e) = i یعنی می�گیرد را i رنگ e یال ،C رنگ�آمیزی در طوری�که به دارد وجود e ∈ E(X, Y )

است. p(Avv′) محاسبه هدف
است. داده رخ Avv′ که است هایی i ∈ {١,٢, ..., k − تعداد{١ Zvv′

Zvv′ = Z١ + Z٢ + ...+ Zj + ...+ Zk−١

که طوری به باشد داشته وجود |X|, |Y | ≥ n
k−١ شرط با Y ⊆ Iv′ و X ⊆ Iv کنید، فرض

میانگین ادامه در باشد. نشده ظاهر E(X, Y ) در i رنگ به یال یعنی C−١(i) ∩ E(X, Y ) = ∅
می�کنیم. محاسبه را Zvv′

E(Zvv′) =
k−١∑
i=١

E(Zi) ≤ (k − ١)
(

n
n

k−١

)
(١− ١

k − ١)
( n
k−١ )

٢

است. E(Zi) = ١p(Zi = ١) + ٠p(Zi = ٠) = p(Zi = ١) بالا عبارت در
Avv′ همان Zvv′ ≥ ١ که است بدیهی ∀α > ٠ , p(X ≥ α) ≤ E(X)

α
: داریم مارکوف نامساوی به بنا

است.

p(Avv′) = p(Zvv′ ≥ ١) ≤ E(Zvv′) = (k − ١)
(

n
n

k−١

)٢
(١− ١

k − ١)
( n
k−١ )

٢

p(
∪

Avv′) ≤
∑

vv′∈E(G)

p(Avv′) ≤
∑

vv′∈E(G)

(k − ١)
(

n
n

k−١

)٢
(١− ١

k − ١)
( n
k−١ )

٢

≤ n٢

٢ (k − ١)
(

n
n

k−١

)٢
(١− ١

k − ١)
( n
k−١ )

٢

می�کند. میل صفر به بالا عبارت (n −→ ∞) می�شود بزرگ n که زمانی می�دهیم نشان حال
می�دانیم: را زیر )روابط

m

t

)
≤ me

t

t

, ١− x ≤ e−x

که: می�دهیم ادامه صورت این به را بالا روابط پس

p(
∪

Avv′) ≤(
n٢

٢ )(k − ١)
(ne n

k−١

( n
k−١)

)٢(
e

−١
k−١

)( n
k−١ )

٢

=
(k − ٣(١n٢

٢ e
٢n
k−١−

n٢
(k−١)٣

می�کند میل صفر به n −→ ∞ که زمانی β > ١ برای cn٢αnβ−n٢ مقدار می�دانیم این�که به توجه با
کرد. خواهد میل صفر به می�رود n −→ ∞ که زمانی نیز آمده بدست بالای کران

آنگاه n ≥ nG اگر به�طوری�که دارد وجود nG صحیح عدد یک ،G گراف هر برای .۵.١.۴ قضیه
است. χad(G[n]) = χ(G[n]) = χ(G)



۵١ مقدمه .١.۴

با کرد بیان چنین می�توان رابطه درستی اثبات در .χ(G[n]) = χ(G) ،n صحیح عدد هر برای برهان.
.χ(G) ≥ χ(G[n]) دهیم نشان است کافی پس ،χ(G) ≤ χ(G[n]) Gبنابراین ⊆ G[n] این�که به توجه
رنگ�آمیزی نیز G[n] گراف رنگ تعداد همان با شود رنگ�آمیزی G گراف که رنگی تعداد هر با یعنی
به مربوط مستقل راس�های از کدام هر بنابراین کرده�ایم رنگ�آمیزی را G راس�های کنید فرض شد. خواهد
رابطه پس χ(G) ≥ χ(G[n]) بنابراین شد خواهد رنگ�آمیزی رنگ، همان با نیز شده رنگ�آمیزی راس
دهیم نشان است کافی ،χ(G) = χ(G[n]) = k می�کنیم فرض حال است. برقرار χ(G) = χ(G[n])

به�طوری�که دارد وجود G[n] از F یالی k)�-��رنگ�آمیزی − ١) یک آنگاه باشد بزرگ کافی اندازه به n اگر
این به نیز G[n] از F یالی رنگ�آمیزی ندارد. وجود F با سازگار G[n] راسی −k)�-��رنگ�آمیزی ١) هیچ
ادامه در می�شوند. رنگ�آمیزی تصادفی طور به رنگ k − ١ با G[n] یال�های که می�شود تعریف صورت
یک بنابراین می�دهد. رخ بالا احتمال با خاصیت این که شده استفاده ۴.١.۴ خاصیت از اثبات روند

می�کند. صدق آن در شده گفته ویژگی که دارد وجود G[n] از F یالی رنگ�آمیزی
سازگار F با C که دهیم نشان باید باشد G[n] راسی k)�-��رنگ�آمیزی − ١) یک C می�کنیم فرض
.|C−١(i) ∩ Iv| ≥ n

k−١ طوری�که به باشد i رنگ یک ϕ(v) کنید فرض v ∈ G راس هر برای نیست.
گرفتیم نظر در که رنگ�آمیزی چون باشند همرنگ مجاور راس دو باید χ(G) = k این�که به توجه با
بنابراین Y = C−١(i) ∩ Iv′ و X = C−١(i) ∩ Iv می�کنیم فرض پس است k)�-�رنگ�آمیزی − ١)
یک به را X راس یک که دارد وجود یال یک i رنگ هر از مذکور ویژگی به توجه با و |X|, |Y | ≥ n

k−١

�نیست. سازگار F با C بنابراین کند وصل Y از راس

می�دهیم نشان G · H نماد با آن�را که H و G گراف�های الفبایی١ حاصل�ضرب [٨] .۶.١.۴ تعریف
(v, y) و (u, x) راس دو گراف این در که V (G)× V (H) راس�های مجموعه با گرافی از است عبارت

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی وتنها اگر مجاورند هم با

uv ∈ E(G) (١

u = v , xy ∈ E(H) (٢

است. Kn و G گراف�های الفبایی حاصل�ضرب G[n] گراف .٧.١.۴ مثال

است گرافی می�دهیم نشان G × H نماد با آن�را که H و G رسته�ای٢ حاصل�ضرب .٨.١.۴ تعریف
اگر هستند مجاور آن در (x′, y′) و (x, y) راس دو و است V (G) × V (H) آن راس�های مجموعه که

باشد. yy′ ∈ E(H) و xx′ ∈ E(G) اگر تنها و

زیرگراف از ،uv ∈ E(G) ازای به اگر ،G[n] گراف و رسته�ای ضرب تعریف به توجه با .٩.١.۴ مثال
G×Kn گراف کنیم، حذف را کامل تطابق یک ،G[n]گراف در Iu∪ Iv توسط شده القا کامل بخشی دو

می�آید. بدست
١Lexicographic product
٢Categorical product
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آنگاه n ≥ nG اگر که به�طوری دارد وجود nG طبیعی عدد ،G مانند گراف هر برای .١٠.١.۴ قضیه
.χad(G×Kn) = χ(G×Kn) = χ(G)

زیر رابطه آنگاه باشد بزرگ کافی اندازه به w(H) خوشه�ای عدد با گراف یک H اگر .١١.١.۴ نتیجه
.χad(G×H) = χ(G×H) = χ(G) است برقرار

می�شود: تعریف بازگشتی به�طور و است G گراف nام مرتبه�ی رسته�ای توان Gn .١٢.١.۴ تعریف
داریم: Gn در است، Gn+١ = Gn ×G ،n ≥ ١ هر برای و G١ = G

است. G خوشه�ای عدد با برابر هم Gn خوشه�ای عدد و G رنگی عدد با برابر Gn رنگی� عدد

زیر رابطه آنگاه n ≥ nG اگر به�طوری�که دارد وجود nG طبیعی عدد ،G گراف هر برای .١٣.١.۴ حدس
.χad(G

n) = χ(Gn) = χ(G) است برقرار

.nG ≤ ۴ حالت این در و می�کند صدق بالا حدس در کامل گراف که می�شود ثابت

با χ(G− E ′) < k و E ′ ⊆ E(G) که به�طوری را |E ′| کمینه�ی مقدار ،G گراف در .١۴.١.۴ تعریف
می�دهیم. نشان ϕ(G,k)

یال یک ،j = ١,٢, ..., k − ١ رنگ هر و |E[X]| ≥ S با X ⊆ V (G) هر برای .١۵.١.۴ خاصیت
دارد. وجود F (e) = j با e ∈ E[X]

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را AX پیشامد .|E[X]| ≥ S و X ⊆ V (G) کنید فرض برهان.
.F (e) ̸= j ، e ∈ E[X] هر برای به�طوری�که دارد وجود j ∈ {١,٢, ..., k − ١}

می�شود داده نشان p(B) با باشد نشده ظاهر e ∈ E(G) یال در j رنگ که احتمالی ،j رنگ هر برای
است: بیان قابل زیر صورت به که

در j رنگ که این�که احتمال بنابراین است (١− ١
k−١) مشخص یال یک در j رنگ ظهور عدم احتمال

١− x ≤ e−x رابطه به توجه با .(١− ١
k−١)

E[X] ≤ (١− ١
k−١)

S با است برابر باشد نشده ظاهر E[X]

.(١− ١
k−١)

S ≤ e−
S

k−١ داشت خواهیم
را باشد نشده ظاهر e ∈ E[X] یال در j رنگ که به�طوری باشد داشته وجود j یک این�که احتمال اکنون

پس است k − ١ ،j رنگ انتخاب حالات تعداد می�دانیم این�که به توجه با می�کنیم، محاسبه

p(AX) ≤
k−١∑
j=١

p(B) ≤ (k − ١)(١− ١
k − ١)

S

≤ (k − ١)e −S
k−١

داشته وجود j رنگ یک و |E(X)| ≥ S به�طوری�که باشد داشته وجود X مجموعه یک این�که احتمال
: است محاسبه قابل زیر صورت به باشد نشده ظاهر e ∈ E[X] در j رنگ به�طوری�که باشد

پس: است ٢n �عضوی، n مجموعه یک های زیرمجموعه تعداد می�دانیم این�که به توجه با
p
(∪

AX

)
≤

∑
X⊆V (G)
|E(X)|≥S

p(AX) ≤
∑

X⊆V (G)
|E(X)|≥S

(k − ١)e −S
k−١ < ٢n(k − ١)e −S

k−١ < ١



۵٣ مقدمه .١.۴

بنابراین
p
(∪

AX

)
< ١ ⇒ p

(∩
AX

)
> ٠

ϕ(G, k) ≥ (k−١)٢(n ln٢+ln(k−١)) اگر باشد. راسی nیکگرافG فرضکنید .١۶.١.۴ قضیه
.χad(G) ≥ k آنگاه ϕ(G, k) ≥ (k − ٢(١n و n ≥ ln(k−١)

(١−ln ٢) اگر ویژه به .χad(G) ≥ k آنگاه

باشد G از تصادفی یالی رنگ�آمیزی یک F : E(G) −→ {١,٢, ..., k − ١} کنید فرض برهان.
است. شده انتخاب مساوی احتمال با رنگ هر و شده رنگ�آمیزی مستقل به�طور یال هر به�طوری�که
دارد. را ١۵.١.۴ خاصیت F مثبت، احتمال با .S = (k − ١)(n ln٢ + ln(k − ١)) می�کنیم فرض
است. برقرار آن برای مذکور ویژگی به�طوری�که دارد وجود G از F یالی k)�-��رنگ�آمیزی − ١) یک پس
چنین می�کنیم فرض ندارد. �وجود F با سازگار و G راسی (١−k)�-��رنگ�آمیزی هیچ می�دهیم نشان حال

دارد. �وجود F با سازگار G از C راسی k)�-�رنگ�آمیزی − ١) یک یعنی نباشد
مجموعه Vi رنگی کلاس هر به�طوری�که باشد رنگی کلاس k − ١ ،V١, V٢, · · · , Vk−١ می�کنیم فرض

.Vi = C−١(i) دیگر به�عبارت دارند را i رنگ C سازگار رنگ�آمیزی در که هستند راس�هایی
حذف G از را E ′ یال�های اگر می�گیریم. نظر در را E ′ = E[V١] ∪ E[V٢] ∪ ... ∪ E[Vk−١] اجتماع
مجموعه�های V١, V٢, · · · , Vk−١ بنابراین نمی�ماند باقی یالی هیچ Vi رنگی کلاس k−١ درون آنگاه کنیم
ایجاد رنگ k−١ با مجاز رنگ�آمیزی یک G−E ′ گراف در V١, V٢, · · · , Vk−١ و شد خواهند مستقلی

بنابراین χ(G− E ′) < k لذا می�کند

|E ′| ≥ ϕ(G, k) ≥ (k − ٢(١(n ln٢+ ln(k − ١)) = (k − ١)S

دارد وجود e ∈ E(Vi) در یالی ،F انتخاب به توجه با و .|E(Vi)| ≥ S به�طوری�که دارد وجود i بنابراین
با سازگار k)�-��رنگ��پذیر − ١) ،C که فرض این با استدلال، این که F (e) = i یعنی است i آن رنگ که
کلاس این درون یالی اگر حال دارند iرنگ ،Vi رنگی کلاس راس�های همه زیرا است تناقض در است F
است. تضاد در سازگاری تعریف با که داشت خواهیم تکرنگ یال یک باشد داشته وجود i رنگ با رنگی
اگر است واضح همچنین .χad(G) ≥ k پس ندارد وجود F با سازگار k)�-�رنگ�آمیزی − ١) بنابراین

آنگاه n ≥ ln(k−١)
(١−ln ٢)

n(١− ln٢) ≥ ln(k − ١) ⇒ n− n ln٢ ≥ ln(k − ١) ⇒ n ≥ n ln٢+ ln(k − ١)

⇒ (k − ٢(١n ≥ (k − ٢(١(n ln٢+ ln(k − ١))

. χad(G) ≥ k آنگاه ϕ(G, k) ≥ (k − ٢(١n اگر پس

خود�ریختی یک e, e′ ∈ E(G) یال دو هر برای هرگاه است انتقالی٣ یال G گراف .١٧.١.۴ تعریف
دهد. نسبت e به را e′ به�طوری�که باشد موجود G از

٣Edge transitive
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.χad(K
۴
n) = n داریم n طبیعی عدد هر ازای به .١٨.١.۴ قضیه

است برقرار χad(K
۴
n) ≤ n پس χad(K

۴
n) ≤ χ(K۴

n) = n و χ(K۴
n) = n می�دانیم برهان.

است برقرار زیر رابطه دهیم نشان است کافی است. تمام برهان χad(K
۴
n) ≥ n دهیم نشان اگر

.χad(K
۴
n) ≥ n قبل قضیه بنابر صورت این در ،ϕ(K۴

n, n) ≥ (n− ٢(١(n۴ ln٢+ ln(n− ١))
که دارد یال یک� حداقل K۴

n از �n-�خوشه هر آنگاه �باشد (n− ١) رنگی عدد با K۴
n از زیرگرافی H اگر

می�شود. ��n-رنگ�پذیر ،H آنگاه باشد E(H) درون تمامی به �n-خوشه اگر زیرا نیست. واقع E(H) در
��n-�خوشه�ها از ثابتی تعداد در K۴

n از یال هر پس است انتقالی یال گراف K۴
n گراف این�که به توجه با

داشته حضور �n-�خوشه ،S در K۴
n از یال هر و باشد داشته �n-�خوشه ،m تعداد به K۴

n اگر دارد. وجود
: است زیر شکل به �هایی مرتب زوج شمارش هدف صورت این در باشد

(e, A) s.t e ∈ A , است �n-�خوشه ،A

این که �n-�خوشه�هایی تعداد و می�کنیم انتخاب یال یک ابتدا که است صورت این به شمارش اول روش
حال شد انتخاب یالی پس کرد انتخاب را یال این می�توان طریق |E(K۴

n)| به می�شماریم، دارند را یال
است. S|E(K۴

n)| مرتب�ها زوج تعداد پس دارند را یال این که داریم �n-��خوشه ،S
انتخاب تعداد که می�کنیم انتخاب را �n-�خوشه�ای ابتدا در که است صورت این به شمارش دوم روش
چون باشد �n-�خوشه این در که بیابیم یالی باید انتخابی �n-�خوشه�ی برای حال است. m �n-�خوشه، برای
است. m.n(n−١)

٢ برابر مرتب�ها زوج تعداد پس دارند حضور �n-�خوشه این در که دارد وجود یال n(n−١)
٢

داریم: پس است یکی شمارش دو هر نتیجه این�که به توجه با

S
n۴(n− ١)۴

٢ = S|E(K۴
n)| = m.

n(n− ١)
٢ ⇒ m = Sn٣(n− ٣(١

یال هر این�که به توجه با همچنین و دارد E(K۴
n)/E(H) در یال یک حداقل �n-�خوشه هر که آن�جایی� از

می�یابیم. x = |E(K۴
n)/E(H)| برای پایین کران یک دارد قرار �n-�خوشه ،Sدر E(K۴

n)/E(H) در
بگیرید: نظر در را زیر مرتب زوج

(e, A) s.t e ∈ E(K۴
n)/E(H) , است �n-�خوشه ،A

می�کنیم، انتخاب را یالی اول روش در کرد. شمارش می�توان صورت دو به را بالا مرتب� زوج�های تعداد
دارد وجود �n-�خوشه ،S و است x = |E(K۴

n)/E(H)| دارد وجود یال این برای که انتخاب�هایی تعداد
است. x.S حالت این در مرتب�ها زوج تعداد پس دارند حضور آن�ها در یال این که

انتخاب را �n-��خوشه این می�توان حالت m به می�کنیم، انتخاب را n-خوشه یک شمارش دوم روش در
این در مرتب� زوج�های تعداد دارد. وجود E(K۴

n)/E(H) در یال یک حداقل �n-�خوشه هر برای و کرد
x× S ≥ m× ١ ⇒ x ≥ m

S
= n٣(n− ٣(١ نهایت در پس است m× ١ مساوی یا بزرگتر شمارش

بنابراین

|E(K۴
n)/E(H)| = ϕ(K۴

n, n) ≥ n٣(n− ٣(١ ≥ (n− ٢(١(n ln٢+ ln(n− ١))

⇒ χad(K
۴
n) ≥ n پس
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هستند. برابر هم با آن سازگار رنگی عدد و رنگی عدد که است گرافی K۴
n که می�دهد نشان قضیه این

لاتین مربع�های ٢.۴

آنگاه باشد داشته وجود n + ١ یا n مرتبه از تصویری صفحه یک اگر می�دهیم نشان بخش این در
.χad(K

٣
n) = n آنگاه باشد داشته وجود n− ١ مرتبه از تصویری صفحه یک اگر و χad(K

٢
n) = n

ستون هر و سطر هر که n×nماتریس یک از است عبارت n مرتبه از لاتین۴ یکمربع .١.٢.۴ تعریف
از درایه�ای دو هیچ همین�طور و سطر یک از درایه�ای دو هیچ آن در و است شده پر ١,٢, · · · , n اعداد با
می�دهیم. نشان L(i, j) با را jام ستون و iام سطر عنصر ،L لاتین مربع در نباشند. یکسان ستون یک

مجموعه از آن درایه�های که باشند n مرتبه از لاتین مربع دو B و A می�کنیم فرض .٢.٢.۴ تعریف
(A(i, j), B(i, j)) مرتب� زوج�های هرگاه می�نامیم متعامد را B و A شده�اند. انتخاب {١,٢, ..., n}

کنند. اختیار یک�بار دقیقا را u, v ∈ {١,٢, ..., n} که (u, v) مرتب زوج هر

از متناهی مجموعه یک و نقطه�ها از متناهی مجموعه یک شامل تصویری صفحه یک .٣.٢.۴ تعریف
باشد: داشته را زیر ویژگی سه به�طوری�که است خط�ها

دارد. وجود آن�ها دو هر بین خط یک دقیقا شده داده نقطه دو هر برای (١

دارد. وجود آن�ها دو هر روی نقطه یک دقیقا شده داده خط دو هر برای (٢

نیست. نقطه چهار این از نقطه دو از بیش شامل خطی هیچ به�طوری�که دارد وجود نقطه چهار (٣

دارای تصویری صفحه این که دارد وجود چنان n ∈ N تصویری، صفحه هر برای که دید می�توان
این بر علاوه گوییم. تصویری صفحه مرتبه ،n این به است. خط n٢ + n + ١ و نقطه n٢ + n + ١

است: نیز زیر خصوصیات دارای n مرتبه از تصویری صفحه هر که داد نشان می�توان
است خط n٢ + n + ١ و نقطه n٢ + n + ١ شامل مجموعه�ای ،n مرتبه از تصویری۵ صفحه یک

باشد: داشته را زیر ویژگی چهار که به�طوری

است. نقطه n+ ١ شامل خط هر (١

دارد. قرار خط n+ ١ روی نقطه هر (٢

دارند. اشتراک نقطه یک در تنها خط، دو هر (٣

دارند. قرار خط یک روی هم با نقطه دو هر (۴
۴Latin square
۵Projective plane
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متعامد دو به دو لاتین مربع n− ١ وجود با معادل n مرتبه از تصویری صفحه یک وجود .۴.٢.۴ قضیه
[١٠ ،٩] است. n مرتبه از

Gi = گراف زیر ،i یال هر برای طوری�که به باشد G یالی آمیزی �k-�رنگ یک F اگر .۵.٢.۴ لم
.χad(G) ≥ k + ١ آنگاه باشد داشته ١

k
از کمتر استقلال عدد (V (G), F−١(i))

رنگ�آمیزی باشند، شده آمیزی رنگ ١,٢ · · · , k رنگ k با G گراف یال�های می�کنیم فرض : برهان.
می�دهیم،... قرار G٢ را ٢ رنگ به یال�های همه ،G١ را ١ رنگ به یال�های همه که است صورت این به
سازگار راسی آمیزی رنگ �-�k می�دهیم نشان می�خواهیم می�دهیم. قرار Gk را k رنگ به یال�های همه و
است F با سازگار راسی �k-��رنگ�آمیزی یک دارای G یعنی نباشد چنین کنیم فرض ندارد. وجود F با
گراف راس�های راسی، �k-��رنگ�آمیزی این می�باشد. رنگ�آمیزی این C : V (G) −→ {١,٢, ..., k} و
Vj که است بدیهی می�دهیم قرار j رنگ به راس�های همه مجموعه را Vj می�کند. افراز بخش k به را G
دارد j رنگ آن یال�های که گیرند قرار گرافی درون j رنگ به راس�های اگر زیرا است مستقل Gj در

می�شود. نقض گراف سازگاری

i(Gj) =
α(Gj)

|V (Gj)|
<

١
k
=⇒ α(Gj) <

|V (Gj)|
k

بنابراین |Vj| ≤ α(Gj) <
|V (Gj)|

k
پس

V (G) =
k∑

j=١
|Vj| <

k∑
j=١

V (Gj)

k
=

١
k

k∑
j=١

V (Gj) =
V (G)

k

V (G) <
V (G)

k

است. تناقض که

.χad(K
٢
n) = n آنگاه باشد داشته وجود n مرتبه از تصویری صفحه یک اگر .۶.٢.۴ قضیه

کافی اثبات برای .χad(K
٢
n) ≤ n پس χad(K

٢
n) ≤ χ(K٢

n) و χ(K٢
n) = n این�که به توجه با برهان.
.χad(K

٢
n) ≥ n �دهیم نشان است

مرتب زوج�های با برابر K٢
n راس�های مجموعه و {١,٢, ..., n} با برابر Kn راس�های مجموعه می�دانیم

n − ١ آنگاه باشد داشته وجود n مرتبه از تصویری صفحه یک اگر است. {(i, j) : ١ ≤ i, j ≤ n}
که Ak لاتین مربع هر برای دارد. وجود n مرتبه�ی از A١, A٢, · · · , An−١ متعامد دو به دو لاتین مربع
باشد. Xk,s = {(i, j) : Ak(i, j) = s} کنید فرض s ∈ {١,٢, ..., n} هر و k = ١,٢, ..., n− ١
Ak(i, j) = s = است، لاتین مربع یک Ak این�که به توجه با شد.) خواهد |Xk,s| = n (بنابراین
سطر درایه لاتین مربع یک در اگر می�دانیم . j ̸= j′ و i ̸= i′ که دارد نکته این بر دلالت Ak(i

′, j′)

دو این که است معنی بدان این باشند یکسان هم با ′jام ستون و ′iام سطر درایه با jام ستون و iام
،K٢

n در اگر حال . j ̸= j′ و i ̸= i′ بنابراین نیستند واقع یکسان ستون یک و سطر یک در درایه
j ̸= j′ و i ̸= i′ این�که به توجه با هستند راس یک نشان�دهنده (i′, j′) و (i, j) باشد j = j′ و i = i′ ٰ
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Kn در Kn گراف دو رسته�ای حاصل�ضرب از K٢
n گراف هستند. همسایه K٢

n در (i′, j′) و (i, j) پس
ii′ ∈ E(Kn) گاه هر هستند مجاور هم با گراف این در (i′, j′) و (i, j) راس دو گوییم و می�آید بدست
نظر در که راسی دو هر چون بنابراین است برقرار Kn گراف مورد در شرط این ،jj′ ∈ E(Kn) و
زیر Xk می�کنیم فرض می�کند. القا K٢

n در �n-خوشه یک Xk,s هر پس هستند مجاور هم با می�گیریم
است {Xk,s : s = ١,٢, ..., n} اعضای مجزای راس اجتماع که طوری به باشد K٢

n از فراگیر گرافی
پس هستند ��n-�خوشه یک کدام هر که است Xk,١, Xk,٢ · · · , Xk,n از مجزا راس اجتماعی Xk هر پس
از مجزا راس اجتماع Xk دیگر به�عبارت یا می�شود تشکیل �n-خوشه ،n از مجزا راس اجتماع از Xk

.i(Xk) =
α(Xk)
|V (Xk)|

= n
n٢ = ١

n
شد خواهد صورت این به Xk نسبت عدد بنابراین است Kn از کپی n

به توجه با نباشد چنین می�کنیم فرض هستند، مجزا یال Xk′ و Xk آنگاه k ̸= k′ اگر می�دهیم نشان
Xk′ و {Xk,s : s = ١,٢, ..., n} مجزای راس اجتماع که است فراگیری گراف زیر Xk می�دانیم این�که
s′ و s بنابراین است {Xk′ , s : s = ١,٢, ..., n} مجزای راس اجتماع که است فراگیری گراف زیر
هم و Xk در هم یال این پس دارند (i, j) ∼ (i′, j′) مشترک یال Xk′,s′ و Xk,s که دارند وجود چنان
Ak′(i, j) = Ak′(i

′, j′) = s و Ak(i, j) = Ak(i
′, j′) = s تعریف بنابه پس است آمده Xk′ در

در تساوی این که می�شود مشاهده .(Ak(i, j), Ak′(i, j)) = (Ak(i
′, j′), Ak′(i

′, j′)) = (s, s′) یعنی
یال Xk′ و Xk آنگاه باشد k ̸= k′ اگر پس است، Ak′ و Ak لاتین مربع دو بودن متعامد با تناقض

هستند. مجزا
به یال�های همه را Xk و ... ،٢ رنگ به یال�های همه را X٢ ،١ رنگ به یال�های همه را X١ ادامه در
هر برای به�طوری�که می�آوریم بدست K٢

n از یالی یک(١−n)�-�رنگ�آمیزی بنابراین می�دهیم قرار ،k رنگ
i(Gk) =

α(Gk)
|V (Gk)|

= ١
n
< ١

n−١ استقلال نسبت دارای Gk = (V (G), F−١(k)) گراف زیر ،k رنگ
.χad(K

٢
n) ≥ n قبل لم بنابه پس است

است. χad(K
٢
n) = n آنگاه باشد، داشته وجود n+ ١ مرتبه از تصویری صفحه یک اگر .٧.٢.۴ قضیه

می�پردازیم. χ(K٢
n) = n رابطه درستی اثبات به قضیه، اثبات به ورود از قبل برهان.

که می��دهیم نشان کلی حالت در
χ(G×H) ≤ min{χ(G), χ(H)}.

G×H گراف برای راسی رنگ�آمیزی یک f و Gگراف برای رنگ χ با مجازی رنگ�آمیزی c کنید فرض
باید (a′, b′) و (a, b) دلخواه مجاور راس دو برای می�شود. تعریف f(a, b) = c(a) صورت به که باشد
رنگ χ با مجازی رنگ�آمیزی c و aa′ ∈ E(G) اینکه به توجه با .f(a, b) ̸= f(a′, b′) که دهیم نشان
.χ(G×H) ≤ χ(G) یعنی می�باشد مجاز رنگ�آمیزی f و بوده برقرار مطلوب نتیجه پس است G برای
رابطه نهایت در و χ(G × H) ≤ χ(H) پس است برقرار مشابه نتیجه نیز H گراف برای طرفی از
باقی حدس یک صورت به همچنان تساوی حالت است. برقرار χ(G ×H) < min{χ(G), χ(H)}

است. مانده
نامساوی χad(K

٢
n) ≤ χ(K٢

n) رابطه به بنا شد، داده نشان χ(K٢
n) = n عبارت درستی که حال

.χad(K
٢
n) ≥ n که دهیم نشان است کافی تنها و است برقرار χad(K

٢
n) ≤ n
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متعامد دوبه�دو لاتین مربع n وجود با معادل n+١ مرتبه از تصویری صفحه یک وجود که می�دانیم قبل از
از A١, A٢, · · · , An−١ لاتین مربع n− ١ لاتین، مربع n این بین از می�توان پس است n+ ١ مرتبه از
آید. بدست Ak آخر ستون و سطر حذف با A′

k می�کنیم فرض ادامه در گرفت. نظر در را n + ١ مرتبه
،a از غیر درایه�ها دیگر و می�دهد رخ مرتبه n ،A′

k در a = Ak(n+ ١, n+ ١) درایه که می�کنیم ملاحظه
می�دهد. رخ مرتبه n− ١ ،A′

k در s آنگاه باشد s ̸= a و ١ ≤ s ≤ n+ ١ اگر یعنی
گرفته نظر در χk,s از که عضوی دو هر اینکه به توجه با .χk,s = {(i, j) : A′

k(i, j) = s} کنید فرض
می�کند القا −n)�-�خوشه ١) یک K٢

n در χk,s آنگاه s ̸= a اگر پس شد خواهند مجاور K٢
n در می�شود

گراف زیر Xk کنید فرض حال کرد. خواهد القا K٢
n در ��n-�خوشه یک Xk,s است، s = a که زمانی و

شده حاصل {Xk,s : s = ١,٢, · · · , n+١} اعضای مجزای راس اجتماع از که باشد K٢
n از فراگیری

است.
استقلال نسبت بنابراین است شده تشکیل �n-�خوشه یک و −n)�-�خوشه ١) ،�n از Xk این�که به توجه با

با: است برابر آن

i(Xk) =
α(Xk)

|v(Xk)|
=

n+ ١
n٢

<
١

n− ١

یال Xk′ و Xk پس هستند متعامد Ak′ و Ak قبل قضیه طبق آنگاه k ̸= k′ اگر، قبل قضیه از استفاده با
k ∈ {١, · · · , n−١} که می�دانیم می�کنیم. رنگ�آمیزی k رنگ با Xkرا یال�های حال بود. خواهند مجزا
برای به�طوری�که می�آوریم بدست K٢

n گراف زیر از F نام با یالی یک(١−n)�-رنگ�آمیزی بنابراین است
با Gk =

(
V (G), F−١(k)

)
گراف زیر استقلال نسبت k رنگ هر

i(Gk) =
α(Gk)

|v(Gk)|
=

n+ ١
n٢

<
١

n− ١

عبارت درستی درنهایت و χad(K
٢
n) ≥ n داریم ۵.٢.۴ لم بردن کار به با که شد خواهد معادل

می�رسد. اثبات به χad(K
٢
n) = n

داریم: ،k و n مثبت و صحیح عدد دو هر برای .٨.٢.۴ لم
χad

(
Kk+١

n+١
)
≥ χad

(
Kk

n

)
+ ١.

که می�دانیم .V (Kn+١) = Zn+١ بنابراین V (Kn) = Zn برهان.
V (Kk+١

n+١) = {(j١, j٢, · · · , jk+١ ) : j١, j٢, · · · , jk+١ ∈ Zn+١} ,

و

V (Kk+١
n ) = {(j١, j٢, · · · , jk+١ ) : j١, j٢, · · · , jk+١ ∈ Zn} ,

و

V (Kk
n) = {(j١, j٢, · · · , jk ) : j١, j٢, · · · , jk ∈ Zn} .

همسایگی توسط که Kk+١
n+١ از گرافی زیر می�گیریم. نظر در را Kk+١

n+١ از v⋆ = (n, n, · · · , n) حال
kتایی�هایی + ١ گراف زیر این راس�های زیرا است. Kk+١

n از کپی یک شده، القا v⋆ از NKk+١
n+١

(v⋆)
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توسط شده القا Kk
n از راس��مجزا کپی n شامل زیرگراف این که باشید داشته توجه هستند. Zn از

مجموعه�های
Yi = {(i+ j١, j١, · · · , jk) : j١, j٢, · · · , jk ∈ Zn, i = ٠,١, · · · , n− ١}

,j١)�ها · · · , jk) نیستند، هم از مستقل دوم مولفه و اول مولفه ها Yi همه در که است واضح است.
با مولفه�ها تک�تک هرگاه وصل�اند هم به Kk

n در kتایی�ها این از جفت هر می�شوند. انتخاب آزاد به�طور
وصل�اند هم به kتایی�ها + ١ از جفت یک است. طور همین� نیز Kk+١

n+١ گراف در باشند. متفاوت هم
بنابراین باشند. متفاوت هم با آخر مولفه�های جفت ... تا اول مولفه�های جفت از مولفه�ها تمامی هرگاه
به و شد خواهند متفاوت همگی بگیریم، نظر در را متناظر آخر مولفه�های با متناظر دوم مولفه�های اگر
kتایی�ها از جفت هر اگر دیگر طرف از هستند. Kk

n از زیرگراف�هایی Yiها یعنی بود خواهند متصل هم
اضافه مساوی مقدار j و j′١ هر به اول مولفه در پس است j١ ̸= j′١ آنگاه باشند، وصل هم به Kk

n در
از کپی یک Yi هر پس شد خواهند متفاوت نیز kتایی�ها + ١ و متفاوتند هم اول مولفه�های یعنی شده

است. Kk
n

راس که دارند وجود Yi′ و Yi یعنی نباشد چنین کنید فرض باشند. مجزا راس باید کپی n این همچنین
و دارد وجود Y ′

i در هم و Yi در هم که دارد وجود راسی یعنی نیستند مجزا
Yi = {(i+ j١, j١, · · · , jk), j١, · · · , jk ∈ Zn},

Y ′
i = {(i′ + j′١, j

′
١, · · · , j′k), j′١, · · · , j′k ∈ Zn}

نتیجه i+ j١ = i′+ j′١ و j١ = j′١ تساوی از (i+ j١, j١, · · · , jk) = (i′+ j′١, j
′
١, · · · , j′k) باید پس

.Yi ∩ Yi′ = ∅ و دارند قرار کپی یک در راس دو هر پس i = i′ که می�شود
٠,١, · · · ,m−٢ رنگ�های با Kk

n از F یک(١−m)�-�رنگ�آمیزی آنگاه χad(K
k
n) = m اگر ادامه در

ندارد. F با سازگار −m)�-�رنگ�آمیزی ١) ،Kk
n به�طوری�که دارد وجود

-�m یک F ′ می�کنیم فرض .m ≤ n پس χad(K
k
n) ≤ χ(Kk

n) و χ(Kk
n) = n می�دانیم طرفی از

باشد: زیر تعریف با Kk+١
n+١ از یالی �رنگ�آمیزی

،١ رنگ با را Y١ و v⋆ بین یال�های صفر، رنگ با را Y٠ و v⋆ بین یال�های j = ٠,١, · · · ,m−١ برای
m+١ ≤ n+پس١m ≤ n چون می�کنیم �رنگ�آمیزی (m−١)رنگ با را Yn−١ و v⋆ بین یال�های و ...
F رنگ�آمیزی (m− ١) در Y٠ درون که صورت این به می�کنیم رنگ�آمیزی را Yj درون یال�های حال .
جابه�جا m− ١ رنگ با را یک رنگ به یال�های Y١ درون ،(m− ١) رنگ با را صفر رنگ به یال�های
دهیم نشان باید حال می�کنیم. رنگ�آمیزی دلخواه به را دیگر یال�های و j < m− ١ که جایی تا می�کنیم
Kk+١

n+١ از ��mـ����رنگ�آمیزی یک C و نباشد چنین کنید فرض ندارد. F ′ با سازگار رنگ�آمیزی Kk+١
n+١ که

Yj در راسی هیچ آنگاه C(v⋆) = j ،j ∈ {٠,١, · · ·m− ١} برای اگر باشد. داشته F ′ با سازگار
اگر بنابراین شد. نخواهد سازگار Kk+١

n+١ رنگ�آمیزی این�صورت غیر در داشت، نخواهد وجود j رنگ از
به�طور می�توان نیز را Kk+١

n+١ آنگاه کرد رنگ�آمیزی سازگار به�طور رنگ m− ١ با را Kk
n از کپی هر بتوان

است. آشکار تناقضی این که کرد رنگ�آمیزی F ′ با سازگار

.χad(K
٣
n) = n آن�گاه باشد داشته وجود n− ١ مرتبه از تصویری صفحه یک اگر .٩.٢.۴ نتیجه
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گراف�ها دکارتی حاصل�ضرب ٣.۴

است گرافی می�شود، داده نشان G□H با که G و H گراف�های دکارتی حاصل�ضرب .١.٣.۴ تعریف
اگر تنها و اگر هستند مجاور آن در (x′, y′) و (x, y) راس دو .V (G) × V (H) راس�های مجموعه با

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی

y = y′ ،xx′ ∈ E(G) (١

x = x′ ،yy′ ∈ E(H) (٢

می�شود داده نشان زیر رابطه با مطابق می�شود تعریف بازگشتی به�صورت که ،G گراف دکارتی توان
حاصل�ضرب همانند آیا که می�شود مطرح سوال این n ≥ ١ برای .G□(n+١) = G□n□G و G□١ = G

پاسخ که خیر، یا شود χad(K
□k
n ) = n ،n هر برای به�طوری�که دارد وجود k مانند ثابتی عدد رسته�ای،

گراف هر برای که شده داده نشان [٧] در و است k(n− ١) ،K□k
n ماکسیمم درجه واقع در است. منفی

χad(K
□k
n ) ≤ n − ١ آنگاه

√
٢ekn ≤ n − ١ اگر بنابراین χad(G) ≤

⌈√
e(٢∆(G)− ١)

⌉
،G

عدد هر ازای به که می�شود داده نشان است. مثبت جواب نباشد ثابت عدد یک به محدود توان اگر البته
.χad(K

□(n−١)
n ) = n داریم n طبیعی

آنگاه n ≥ m(G) اگر که دارد وجود m(G) مانند طبیعی عدد ،G گراف هر برای .٢.٣.۴ حدس
.χad(G

□n) = χ(G□n) = χ(G)

نهایی کسری رنگی عدد که G مانند گراف�هایی برای بالا حدس که می�شود ثابت بخش این در
حدس این p ≥ ٢q هر برای ویژه به می�باشد، برقرار است، کوچکتر χ(G) − ١ از اکید به�طور آن�ها
آن یال�های مجموعه و {٠,١, · · · , p − ١} آن راس�های مجموعه که K p

q
دوری کامل گراف برای

می�کند. صدق است، {i, j : q ≤ |i− j| ≤ p− q}

عددی کوچکترین n اگر تنها و اگر χ(G) = n باشد، گراف یک G می�کنیم فرض [٢] .٣.٣.۴ قضیه
اگر تنها و اگر χ(G) = n دیگر عبارت به باشد، موجود f : G −→ Kn مانند همریختی یک که است

χ(G) = n = min{n ∈ N |∃f : G −→ Kn {fیکهمریختی

با: است برابر می�دهیم نشان χf (G) با که G گراف [۴] کسری رنگی عدد
χf (G) = min{m

n
∈ N |∃f : G −→ KG(m,n) {fیکهمریختی

بنابراین و آید بدست می�تواند تعریف این در اینفیمم که شد ثابت تعریف، این بیان از بعد مدتی
χf (G) = inf{m

n
∈ N |∃f : G −→ KG(m,n) {fیکهمریختی

گراف که نقشی همان که دریافت را نکته این می�توان، کسری رنگی عدد تعریف و ٣.٣.۴ قضیه به توجه با
وضوح به کرد. خواهد ایفا کسری رنگی عدد برای کنسر گراف می�کند، ایفا راسی رنگی عدد برای کامل
یک KG(m,n) به G از اگر آنها، تعریف به توجه با زیرا χf (G) ≤ χ(G) که نمود مشاهده می�توان
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طبق بنابراین باشد، بزرگتر m
١ از نیز m′

n
و باشد عدد کوچکترین m′

n
به�طوری�که باشد موجود همریختی

نظر در χf (G) عنوان به را m
١ دارد، وجود همریختی یک Km به G از که آن�جایی از و χ(G) تعریف

.χf (G) ≤ χ(G) همواره بنابراین می�گیریم،

از است عبارت می�شود داده نشان χF (G) نماد با که G گراف نهایی کسری رنگی عدد .۴.٣.۴ تعریف
.χF (G) = limk→∞ χf (G

□k)

می�دهیم، نشان I(G) نماد با را آن که نهایی استقلال نسبت G مانند گرافی برای .۵.٣.۴ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت

I(G) = lim
k→∞

i(G□k)

.χF (G)I(G) = ١ که است شده داده نشان [١٣] در همچنین

زیر نامساوی آنگاه i(G) < ١
n−١ به�طوری�که باشد صحیح عدد یک n و گراف یک G اگر .۶.٣.۴ لم

.χad(G
□(n−١)) = n آنگاه χ(G) = n اگر این بر علاوه ،χad(G

□(n−١)) ≥ n است برقرار

توجه با بنابراین باشد G□(n−١) از یالی (x١, x٢, · · · , xn−١)(y١, y٢, · · · , yn−١) کنید فرض برهان.
.i ̸= j برای xi = yi و xj ∼ yj به�طوری�که دارد وجود j ∈ {١,٢, · · · , n − ١} اندیس تعریف، به
G□(n−١) یال�های از F n)�ـ��رنگ�آمیزی − ١) � یک بنابراین می�کنیم رنگ�آمیزی j رنگ با را یال� این
دنباله هر برای می�گیریم. نظر در را j رنگ به یال�های توسط شده القا Gj زیر�گراف می�آید. بدست
یک ،G راس�های با (⋆ (نماد �jام درایه�ی کردن جایگزین با (x١, x٢, · · · , xj−١, ⋆, xj+١, · · · , xn−١)

این ملاحظه قابل نکته می�شود. داده نشان G(x١,x٢,··· ,xj−١,⋆,xj+١,··· ,xn−١) با که می�آید بدست G از کپی
درایه�ی در تنها و یکسان هم با درایه n − ٢ در راس�ها همه G(x١,x٢,··· ,xj−١,⋆,xj+١,··· ,xn−١) در که است
هر اگر صورت این� در کنیم جایگزین �G راس�های با را �jام درایه�ی اگر حال هستند. متفاوت هم با �jام
یالی اگر بنابراین می�باشند وصل همدیگر به نیز گراف این در راس دو باشند، متصل هم به G در راس دو
زیر�گراف از زیر�گرافی گراف این بنابراین شد. خواهد j رنگ حاصل یال رنگ باشد، موجود راس�ها بین
G(x′

١,x
′
٢,··· ,x

′
j−١,⋆,x

′
j+١,··· ,x

′
n−١)

و G(x١,x٢,··· ,xj−١,⋆,xj+١,··· ,xn−١) گراف دو حال شد. خواهد Gj فراگیر
و (x١, x٢, · · · , xj−١, ⋆, xj+١, · · · , xn−١) می�کنیم فرض می�گیریم. نظر در را

،i یک ازای به باید صورت این در باشند متفاوت هم با (x′
١, x

′
٢, · · · , x′

j−١, ⋆, x
′
j+١, · · · , x′

n−١)

به بنا و است G از کپی |V (G)|n−٢ از مجزا راس اجتماع Gj .بنابراین xi ̸= x′
i باشیم داشته ،i ̸= j

.χad(G
□(n−١)) ≥ n داریم ۵.٢.۴ لم از استفاده با پس i(Gj) <

١
n−١ فرض

می�دانیم: که کرد استفاده می�توان حقیقت این از لم ادامه درستی اثبات برای حال
χ(G١□G٢□ · · ·□Gn) = maxχ(Gi),

بنابراین
χ(G□(n−١)) = χ(G) = n,

.χad(G
□(n−١)) = n که است واضح χad(G

□(n−١)) ≤ χ(G□(n−١)) رابطه به توجه با پس

.χad(K
□(n−١)
n ) = n ،n صحیح عدد هر برای .٧.٣.۴ نتیجه



۶٢ گراف�ها حاصل�ضرب سازگار رنگی عدد .۴

است. برقرار مطلوب نتیجه i(Kn) <
١

n−١ که آنجا از و قبلی لم در G = Kn دادن قرار با برهان.

اگر .χad(G) ≥ ⌈χF (G)⌉ به�طوری�که دارد وجود m صحیح عدد ،G گراف هر برای .٨.٣.۴ قضیه
.χad(G

□m) = χ(G□m) = χ(G) آن�گاه χ(G) < χF (G) + ١

چنین کنید فرض i(G□k) < ١
n−١ که دارد وجود چنان k می�کنیم ادعا ⌈χF (G)⌉ = n اگر برهان.

داشت خواهیم عبارت این از گرفتن حد با بنابراین i(G□k) ≥ ١
n−١ باشیم داشته k هر برای و نباشد

پس I(G)χF (G) = ١ طرفی از I(G) ≥ ١
n−١

١ = I(G)χF (G) ≥ χF (G)

n− ١ .

وجود kای چنین پس است، تناقض در ⌈χF (G)⌉ = n با که χF (G) ≤ n − ١ دیگر عبارت به
نهایت در که χad(H

□(n−١)) ≥ n داریم ۶.٣.۴ لم به توجه با ،G□k = H کنید فرض حال دارد.
به χF (G) > χ(G) − ١ داریم χ(G) < χF (G) + ١ اگر اثبات دیگر بخش در .χad(G

□km) ≥ n

است. برقرار مطلوب نتیجه ۶.٣.۴ لم و قبل حالت به بنا که ⌈χF (G)⌉ = χ(G) دیگر عبارت

(p,q)�ـ�رنگ�آمیزی یک باشند. مثبت صحیح اعداد q و p و گراف یک G کنیم فرض .٩.٣.۴ تعریف
uv یال هر برای به�طوری�که f : v(G) −→ {٠,١, · · · , p−١} مانند نگاشتی از است عبارت G برای

.q ≤ |f(u)− f(v)| ≤ p− q باشیم داشته G گراف از

تعریف زیر صورت به و شده داده نشان χc(G) نماد با G گراف دوری رنگی عدد .١٠.٣.۴ تعریف
می�شود:

χc(G) = inf{p/q : دارد. رنگ�آمیزی (p, q)یکGگراف }.

.[١٣ ،١۴] χf (G) ≤ χF (G) ≤ χc(G) و χ(G)− ١ ≤ χc(G) ≤ χ(G) ،G گراف هر برای

هر ازای به .χF (G) = χc(G) هرگاه می�نامیم ستاره��ـ���اکسترمال را G مانند گرافی .١١.٣.۴ تعریف
است. ستاره��ـ��اکسترمال گراف یک K p

q
دوری کامل گراف ،p ≤ ٢q

داریم: m بزرگ کافی اندازه به� عدد برای آنگاه باشد ستاره�-��اکسترمال گراف یک G اگر .١٢.٣.۴ نتیجه

χad(K
□m
p/q ) = χ(Kp/q) = ⌈p

q
⌉,

داریم: ،H و G گراف�های برای .١٣.٣.۴ قضیه
χad(G□H) ≤ χad(G)χad(H).

باشد G□H یالی رنگ�آمیزی یک F کنید فرض .χad(H) = l و χad(G) = k کنید فرض برهان.
H از x راس هر برای است. شده استفاده {(i, j) : ١ ≤ i ≤ k, ١ ≤ j ≤ l} رنگ�های از آن در که
با Gx یالی رنگ�آمیزی یک Fx و V (G) × {x} توسط شده القا G□H از زیرگرافی Gx کنید فرض
،G از y هر برای کنید فرض همچنین است. jها برخی برای F (e) = (i, j) اگر Fx(e) = i تعریف
fx کنید فرض H از x هر برای است. شده تعریف مشابه به�طور Fy یالی رنگ�آمیزی و Hy زیر�گراف



۶٣ گراف�ها دکارتی حاصل�ضرب .٣.۴

��Lـ��رنگ�آمیزی یک gy کنید فرض ،G از y راس هر برای و است Fx با سازگار Gx ��kـ���رنگ�آمیزی � یک
F با سازگار G□H ��klـ��رنگ�آمیزی یک ϕ(y, x) = (fx(y), gy(x)) حال است. Fy با سازگار Hy از

است.

به�صورت را می�شود داده mad(G)نشان نماد با Gکه گراف درجات میانگین بیشینه .١۴.٣.۴ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر

mad(G) = max{٢|E(H)|/|v(H)| گرافGاست. Hزیر }

داریم G گراف هر برای
chad(G) ≤ ⌈mad(G)/٢⌉+ ١.

داریم: H و G گراف�های برای .١۵.٣.۴ قضیه
χad(G□H) ≤ chad(G□H) ≤ min{chad(G) + ⌈mad(H)/٢⌉, chad(H) + ⌈mad(G)/٢⌉}

زیر نامساوی دهیم نشان است کافی .⌈mad(H)/٢⌉ = l و chad(G) = k می�کنیم فرض برهان.
است واگذاری لیست l و G یالی رنگ�آمیزی F می�کنیم فرض .chad(G□H) ≤ k + l است برقرار
برای می�کند واگذار مجاز رنگ k + l شامل L(y, x) مجموعه یک G□H از (y, x) راس هر به که
Hy از جهت�دهی [۵]یک حکیمی نتیجه به بنا است. H از کپی یک Hy زیر�گراف ،G از y راس هر
L(y, x) از L′

x(y) اگر است l حداکثر خروجی درجه Hy از (y, x) راس هر برای به�طوری�که دارد وجود
مجاز رنگ k حداقل شامل L′

x(y) آنگاه آید بدست Hy در (y, x) خروجی یال�های همه رنگ حذف با
یک بنابراین است. سازگار �k-�انتخاب�پذیر و G از کپی یک Gx زیر�گراف H از x راس هر برای است.
ϕ(y, x) = ϕx(y) به�صورت که ϕ که است واضح دارد.�� وجود F با سازگار ،Gx از ϕx رنگ�آمیزی L′

x

است. G□H �L-�رنگ�آمیزی یک می�شود تعریف



آ� پیوست

نماد�ها �جدول

نمادها جدول آ�.١: جدول

راسی n دور Cn

سازگار انتخابی عدد chad

راسی n مسیر Pn

G در v راس درجه dG(v)

یال�ها مجموعه E

گراف G

S توسط شده القا G زیر�گراف G[S]

الفبایی حاصل�ضرب G ·H
رسته�ای حاصل�ضرب G×H

دکارتی حاصل�ضرب G□H

G گراف استقلال نسبت i(G)

راسی n کامل گراف Kn

|Y | = m و |X| = nکه Y و X بخش�های با کامل دوبخشی گراف Km,n

کنسر گراف KG(m,n)

راس�ها مجموعه V

استقلال عدد α

یالی استقلال عدد α′

خوشه�ای عدد w

درجه کمترین δ

درجه بیشترین ∆

۶۴
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نمادها جدول آ�.٢: جدول

رنگی عدد χ

یالی رنگی عدد χ′

سازگار رنگی عدد χad

کسری رنگی عدد χf

دوری رنگی عدد χc

e انقباض G · e
e حذف G− e

e افزودن G+ e

v حذف G− v

S حذف G− S

یکریختی G ∼= H

G زیر�گراف H H ⊆ G

G سره زیر�گراف H H ⊂ G

راس n با تهی گراف Nn

G گراف درجات میانگین بیشینه mad(G)
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انگلیسی به فارسی واژه�نامه

الف
join . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتصال
induced . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده القا
contraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباض

ب
cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برش.
vertex cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی برش
minimum cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم برش
edge cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی. برش
improvment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهبود

پ
covering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوشش.
minimum covering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم پوشش
edge covering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی پوشش

ت
matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق
perfect matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق

چ
choromatic polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی جمله�ای چند

ح
four-colour conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ چهار حدس

خ
outomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریختی خود
clique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه

د



۶٩ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
system of distinct representative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمایز نمایندگی دستگاه
cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور
even cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج. دور
odd cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد دور

ر
vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس
vertex colouring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی آمیزی رنگ
proper colouring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز آمیزی رنگ
edge colouring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی آمیزی رنگ

ز
subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف زیر
induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیرگراف
edge-induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی القایی گراف زیر
disjoint subgraphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجزا گراف�های زیر

ط
loop . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طوقه
length . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طول

ع
independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استقلال عدد
chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی عدد

ف
distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله

ک
girth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر

گ
graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف
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Aabstract

Given an edge coloring with colors {1, 2, , k}, we call a vertex coloring of G with
colors {1, 2, , k} adaptable to the edge coloring if for any edge of G, the colors on
the end vertices of it and the edge itself are different. The smallest k for which
there exists a adaptable coloring for any edge coloring with colors {1, 2, , k} is
called the adaptable coloring number of G, denoted by χad(G) .
In this thesis, we describe some new results in the concept of the adaptable
coloring of graphs. Also We define the adaptable choice number graphs and we
study some results concerning the choice number of graphs.
Keywords : Adapted coloring - Adapted list coloring- Adaptable chromatic
number - Adaptable choice number
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