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١ ف  ص  ل

م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه

١



٢ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١

گ  راف رن  گ آم  ی  زی ت  اری  خ  چ  ه ١ . ١

ش  د ارائ  ه ک  ون  ی  س  ب  رگ١ پ  ل م  س  ئ  ل  ه ب  رای ح  ل  ی راه ط  رح ب  ا اوی  ل  ر ل  ئ  ون  ارد ت  وس  ط ١٧٣۶ س  ال در گ  راف م  ف  ه  وم

ش  ب  ک  ه ھ ا، در گ  راف ھ ا از دارن  د. ع  ل  وم ب  رخ  ی در زی  ادی ک  ارب  رد ام  روزه گ  راف ھ ا ی  اف  ت. ت  وس  ع  ه ت  دری  ج ب  ه و

م  س  ی  ر اص  لاح ع  م  ل  ی  ات، در ت  ح  ق  ی  ق ن  ق  ل، و ح  م  ل اق  ت  ص  اد، س  ی  س  ت  م ھ ا، آن  ال  ی  ز ال  ک  ت  ری  ک  ی، م  دارھ ای ط  راح  ی

م  ی ک  ن  ن  د. اس  ت  ف  اده و... ت  راف  ی  ک م  ش  ک  ل ح  ل ب  رای و خ  ی  اب  ان ھ ا

م  ورد ک  ارب  ردی م  س  ائ  ل از ب  س  ی  اری اس  ت، ت  رک  ی  ب  ات ب  ه  ی  ن  ه س  ازی م  س  ائ  ل م  ه  م ت  ری  ن از ی  ک  ی گ  راف رن  گ آم  ی  زی

ت  ش  ک  ی  ل م  س  ت  ل  زم م  س  ائ  ل، ای  ن ع  م  وم  ی ف  رم ش  ود. م  دل ب  ن  دی رن  گ آم  ی  زی، م  س  ائ  ل ع  ن  وان ب  ه م  ی ت  وان  د م  ط  ال  ع  ه،

ب  خ  ش ھ ا ای  ن ب  ی  ن دھ ن  ده ی ارت  ب  اط ی  ال ھ ا، و م  ط  ال  ع  ه م  ورد ب  خ  ش ھ ای ن  م  ای  ن  ده ی ک  ه رئ  وس  ی ب  ا گ  راف ی  ک

ک  ش  ورھ ای م  ی ت  وان آی  ا ک  ه ای  ن ص  ورت ب  ه اس  ت، رن  گ٢ چ  ه  ار م  س  ئ  ل  ه از گ  راف رن  گ آم  ی  زی ت  اری  خ  چ  ه اس  ت.

ی  ک  س  ان رن  گ م  ش  ت  رک م  رز ب  ا ک  ش  ور دو ب  ه ط  وری ک  ه ک  رد رن  گ آم  ی  زی رن  گ، چ  ه  ار ح  داک  ث  ر ب  ا را ن  ق  ش  ه ھ ر

.[٩] ن  گ  ی  رن  د

ک  م  پ۴ ت  وس  ط ١٨٧٩ س  ال در اول ب  ار و گ  ردی  د م  ط  رح ١٨۵٢ س  ال در گ  اث  ری٣ ف  ران  ک ت  وس  ط م  س  ئ  ل  ه ای  ن

ت  وس  ط ١٩٧٧ س  ال در س  ران  ج  ام و گ  ردی  د رد ھ ی وود۵ ت  وس  ط ١٨٩٠ س  ال در وی اث  ب  ات ک  ه گ  ردی  د اث  ب  ات

گ  ردی  د. اث  ب  ات ک  چ٨ ، ھ اک  ن٧ ، اپ  ل۶ چ  ون دان  ش  م  ن  دان  ی

م  ح  دودی  ت ای  ن ب  ا ک  وچ  ک، ب  خ  ش ھ ای ب  ه اس  ت گ  راف رئ  وس دس  ت  ه ب  ن  دی گ  راف، رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه اس  اس

ن  گ  ی  رن  د. ق  رار ی  ک  س  ان گ  روه ی  ک در ن  اس  ازگ  ار(ن  اھ م  رن  گ) رأس ھ ای ک  ه

C(i) ک  ه اس  ت C : V → N ن  گ  اش  ت ی  ک رن  گ آم  ی  زی، ت  اب  ع ی  ک ب  گ  ی  ری  د، درن  ظ  ر را G(V,E) گ  راف

اگ  ر ی  ع  ن  ی ب  گ  ی  رن  د ی  ک  س  ان رن  گ ن  م  ی ت  وان  ن  د م  ج  اور، رأس دو ک  ه ای  ن ص  ورت ب  ه اس  ت i رأس رن  گ

Ck k-رن  گ آم  ی  زی م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ن  اس  ازگ  ار رئ  وس i, j رئ  وس ک  ه C(i) ̸= C(j) آن  گ  اه {i, j} ∈ E

١konigsberg bridge
٢color four problem
٣F. Gathree
۴Kempe
۵Heawood
۶Appel
٧Haken
٨Koch



٣ گ  راف رن  گ آم  ی  زی ت  اری  خ  چ  ه .١ . ١

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت م  خ  ت  ل  ف رن  گ k ح  داک  ث  ر ب  ا رن  گ آم  ی  زی ت  اب  ع ی  ک

Ck : V → {١, . . . , k}

،G ک  ه k م  ق  دار م  ی  ن  ی  م  م ب  پ  ذی  رد، را k-رن  گ آم  ی  زی ی  ک اگ  ر اس  ت k-رن  گ پ  ذی  ر٩ گ  راف، ی  ک

م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان χ(G) ب  ا و م  ی ش  ود ن  ام  ی  ده G رن  گ  ی ع  دد ب  اش  د k-رن  گ پ  ذی  ر

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت رن  گ آم  ی  زی از دی  گ  ر ن  وع دو ھ م چ  ن  ی  ن

G ی  ال ھ ای ب  ه ١,٢,٣, . . . , k رن  گ k ت  خ  ص  ی  ص ،G ی  ال  ی k-رن  گ آم  ی  زی : ی  ال  ی١٠ رن  گ آم  ی  زی

ن  ب  اش  ن  د. ھ م  رن  گ م  ت  لاق  ی، ی  ال ھ ای ب  ه ط  وری ک  ه

G ی  ال ھ ای و رئ  وس ب  ه ١,٢,٣, . . . , k رن  گ k ت  خ  ص  ی  ص ،G ک  ل  ی k-رن  گ آم  ی  زی : ک  ل  ی١١ رن  گ آم  ی  زی

ن  گ  ی  رن  د. ی  ک  س  ان رن  گ ر ئ  وس، ب  ه م  ت  ص  ل ی  ال ھ ای و م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ای و م  ج  اور رئ  وس ب  ه ط  وری ک  ه

از م  س  ئ  ل  ه ای  ن اس  ت. م  رب  وط  ه رن  گ آم  ی  زی ت  اب  ع و گ  راف رن  گ  ی ع  دد ی  اف  ت  ن ش  ام  ل گ  راف١٢ رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه

اس  ت. Np-س  خ  ت م  س  ائ  ل

س  ی  م ک  ش  ی ش  ام  ل م  ع  م  ول  ی ک  ارب  ردھ ای اس  ت. م  دی  ری  ت ع  ل  وم در رن  گ آم  ی  زی م  س  ئ  ل  ه ک  ارب  ردھ ای از ب  خ  ش  ی

و زم  ان ب  ن  دی م  س  ائ  ل از گ  ون  اگ  ون  ی ان  واع و ف  رک  ان  س ت  خ  ص  ی  ص م  س  ئ  ل  ه م  ن  اب  ع، ت  خ  ص  ی  ص چ  اپ  ی، م  دارھ ای

ی  اف  ت  ه ت  خ  ص  ی  ص رن  گ ھ ای ت  ع  داد ک  ردن م  ی  ن  ی  م  م ھ دف، م  س  ائ  ل ای  ن در م  ی ب  اش  د. ک  ام  پ  ی  وت  ر ث  ب  ات ت  خ  ص  ی  ص

ب  خ  ش ھ ای ن  م  ای  ن  ده ی رئ  وس، و م  ی گ  ی  رد م  ت  ف  اوت  ی رن  گ ھ ای م  ج  اور رئ  وس ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت گ  راف رئ  وس ب  ه

روش ھ ای و اس  ت پ  ی  چ  ی  ده رن  گ آم  ی  زی، ب  رای م  س  ائ  ل، ب  رخ  ی م  دل ب  ن  دی ش  رای  ط، از ب  ع  ض  ی در اس  ت. م  ع  ی  ن

اس  ت. دی  گ  ر اب  زارھ ای از اس  ت  ف  اده ن  ی  ازم  ن  د و اس  ت م  ح  دود و ن  اک  ارآم  د ب  ع  ض  اً آن ح  ل ب  رای م  رس  وم

س  ازگ  ار i, j رأس دو اس  ت. گ  راف رئ  وس ب  ی  ن ن  اس  ازگ  اری م  ف  ه  وم روی رن  گ آم  ی  زی م  س  ائ  ل از ت  وس  ی  ع ی  ک

واق  ع  ی م  وق  ع  ی  ت ھ ای از ب  س  ی  اری در ح  ال ھ ر ب  ه {i, j} ∈ E اگ  ر اس  ت ن  اس  ازگ  ار و {i, j} ̸∈ E اگ  ر اس  ت

درج  ه ق  ط  ع  ی درح  ال  ت و ب  اش  د داش  ت  ه  م  خ  ت  ل  ف  ی درج  ات م  ی ت  وان  د ن  اس  ازگ  اری و ن  ی  س  ت ق  ط  ع  ی ن  اس  ازگ  اری ای  ن

م  ی ت  وان  د واق  ع  ی م  وق  ع  ی  ت ھ ای از ب  س  ی  اری در ش  دت درج  ه ای  ن ک  ه اس  ت ی  ک ی  ا ص  ف  ر گ  راف رئ  وس ش  دت
٩k-colored

١٠edge coloring
١١total coloring
١٢graph coloring problem



۴ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١

.[٩] ب  اش  د داش  ت  ه م  خ  ت  ل  ف  ی س  ط  وح

ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی ت  اری  خ  چ  ه ١ . ٢

م  ی ش  ود ت  ل  ق  ی ج  دی  د م  وض  وع ی  ک و م  ی ب  اش  د دھ ه ۴ از ک  م  ت  ر ف  ازی گ  راف ق  دم  ت ب  ه ای  ن  ک  ه ت  وج  ه ب  ا

ن  وی  س  ن  دگ  ان  ی ت  وس  ط رن  گ آم  ی  زی ای  ن ب  ار اول  ی  ن اس  ت. ج  دی  دی ب  س  ی  ار م  وض  وع گ  راف ھ ا ای  ن رن  گ آم  ی  زی

م  وض  وع ای  ن و گ  ردی  د م  ط  رح ف  ازی گ  راف ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ع  ن  وان ت  ح  ت اون  ق(٢٠٠۴) و اص  لاح  چ  ی چ  ون

ارائ  ه ن  وی  س  ن  دگ  ان دی  گ  ر ت  وس  ط ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی ع  ن  وان ت  ح  ت خ  اص ت  ر ب  ه ط  ور ٢٠٠۵ س  ال در

.[٧] اس  ت ش  ده واق  ع ت  وج  ه م  ورد گ  ون  اگ  ون ج  ن  ب  ه ھ ای از رن  گ آم  ی  زی ای  ن ت  اک  ن  ون و ش  د

ف  ازی م  ج  م  وع  ه ھ ای ١ . ٣

{(x, µÃ(x))/x ∈ X} ب  ه ص  ورت م  رت  ب زوج  ه  ای از م  ج  م  وع  ه ای ،X م  ج  م  وع  ه روی Ã ف  ازی م  ج  م  وع  ه

ت  ع  ل  ق درج  ه ک  ه اس  ت ع  ض  وی  ت١٣ ت  اب  ع µÃ(x) : X → [٠,١] و اس  ت ن  ات  ه  ی و م  رج  ع م  ج  م  وع  ه X ک  ه اس  ت

اس  ت. A ب  ه x

ص  ف  ت م  ج  م  وع  ه، در ع  ن  اص  ر ع  ض  وی  ت م  ع  ی  ار دارد. خ  ود ب  ه م  رب  وط ک  ن  ن  ده م  ش  خ  ص ص  ف  ت ی  ک م  ج  م  وع  ه، ھ ر

ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در و م  ج  م  وع  ه ع  ض  و ب  اش  د ص  ف  ت آن دارای اگ  ر ع  ن  ص  ر ھ ر و اس  ت م  ج  م  وع  ه ک  ن  ن  ده م  ش  خ  ص

در ک  ه م  ی دھ ی  م، ن  ش  ان µÃ(x) ب  ا و م  ی ن  ام  ی  م ع  ض  وی  ت ت  اب  ع را ع  ض  وی  ت م  ع  ی  ار ای  ن اس  ت. م  ج  م  وع  ه از خ  ارج

گ  زاره ھ ر ارزش ق  ط  ع  ی م  ن  ط  ق در اس  ت. ص  ف  ر ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در و ی  ک م  ق  دار ای  ن A ب  ه x ت  ع  ل  ق ص  ورت

م  ی دھ د. ن  ش  ان ص  ف  ر و ی  ک ب  ا آن را ک  ام  پ  ی  وت  ر ک  ه ب  اش  د ن  ادرس  ت ی  ا درس  ت م  ی ت  وان  د

م  ن ام  روز ” اس  ت“، اب  ری ھ وا ام  روز ” م  ث  ل گ  زاره ھ ای  ی ت  وس  ط را ح  وادث و وق  ای  ع روزم  ره، زن  دگ  ی در

ع  م  ل ی  ک و ص  ف  ر ب  ه ص  ورت ن  م  ی ت  وان  د ع  ض  وی  ت ت  اب  ع م  وارد ای  ن در م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان ... و م  ی آی  م“ ۴ س  اع  ت

ی  ک را ب  ودن اب  ری ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  اش  د اب  ری ک  ام  لا آس  م  ان روز ی  ک م  ث  لا اس  ت، اب  ری ھ وا ح  د چ  ه ت  ا ک  ن  د،

آن  گ  اه ب  اش  د ن  ی  م  ه اب  ری روز ی  ک اگ  ر ام  ا م  ی گ  ی  ری  م، ص  ف  ر را ب  ودن اب  ری درج  ه ب  اش  د ص  اف ک  ام  لا اگ  ر م  ی گ  ی  ری  م

١٣membership function



۵ ف  ازی م  ج  م  وع  ه ھ ای .١ . ٣

اب  ری م  ی  زان ب  ه ی  ک، و ص  ف  ر ب  ی  ن ع  ض  وی  ت درج  ه ی  ک م  ج  ب  وری  م ک  ن  ی  م اس  ت  ف  اده ق  ط  ع  ی م  ن  ط  ق از ن  م  ی ت  وان  ی  م

ب  دھ ی  م. ب  ودن

ب  رخ  ی ی  ع  ن  ی ن  ب  اش  د. دق  ی  ق م  ا اط  لاع  ات اس  ت م  م  ک  ن واق  ع  ی دن  ی  ای در پ  ی  چ  ی  ده س  ی  س  ت  م ھ ای م  دل ب  ن  دی در

ک  ارس  از م  ی ت  وان  د ف  ازی ت  ئ  وری از اس  ت  ف  اده س  ی  س  ت  م ھ ا ای  ن در ک  ه ن  ی  س  ت، م  ع  ی  ن م  س  ئ  ل  ه ب  ه م  رب  وط اط  لاع  ت

ب  اش  د.

م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف [٠,١] ب  ازه ی ب  ه ص  ورت I ش  دت س  ط  ح م  ج  م  وع  ه ی ک  لاس  ی  ک ب  ه ط  ور ف  ازی ت  ئ  وری در

ت  ع  ل  ق دھ ن  ده ی ن  ش  ان µA(x) = ١ و اس  ت A ب  ه x ت  ع  ل  ق ع  دم ن  ش  ان دھ ن  ده ی µA(x) = ٠ ب  ه ط  وری ک  ه

I م  ج  م  وع  ه ح  ال ھ ر ب  ه اس  ت، م  ت  ع  ل  ق A ب  ه ع  ض  وی  ت درج  ه ی ی  ک ب  ا م  ی  ان  ه م  ق  دار ھ ر و اس  ت A ب  ه x اک  ی  د

ع  ب  ارت ب  اش  د. ب  ی  ان  ی ص  ف  ت k از م  ت  ش  ک  ل I = {٠,١, . . . , k} ب  ه ص  ورت گ  س  س  ت  ه م  ج  م  وع  ه ی  ک م  ی ت  وان  د

ب  ه ط  ور اس  ت، ک  م  ت  ر A ب  ه x′ ع  ض  وی  ت درج  ه از A ب  ه x ع  ض  وی  ت درج  ه م  ی دھ د ن  ش  ان µA(x) ≺ µA(x
′)

ب  ه ص  ورت: م  ی ت  وان  د I م  ث  ال ب  رای ب  اش  د ع  ددی ل  زوم  ا ن  ه م  رت  ب م  ج  م  وع  ه ی ھ ر م  ی ت  وان  د I م  ج  م  وع  ه ک  ل  ی

ب  اش  د. I = {n, l,m, h, t} م  ع  ادل ب  ه ط  ور ی  ا I = پ  وچ} ض  ع  ی  ف، م  ت  وس  ط، ق  وی، {ک  ل  ی،

ب  اش  د غ  ی  رت  ه  ی م  ج  م  وع  ه V ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف

E = {(v, vµj), j = ١,٢, . . . , P |v ∈ V }

ھ ر ب  رای v راس ع  ض  وی  ت ارزش دھ ن  ده ن  ش  ان vµj ک  ه ط  وری ب  ه م  ی  دھ د ن  ش  ان را ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه م  ج  م  وع  ه

اس  ت.[١٠] P = max{j|vµj
̸= ٠} ک  ه ط  وری ب  ه j = ١,٢, . . . , P

اس  ت، σ : V → [٠,١] ن  گ  اش  ت ی  ک ،V م  ج  م  وع  ه ی  ک از ف  ازی١۴ م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ی  ک .١ . ٣ . ٢ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود[١٠]. ن  ام  ی  ده ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ک  ه

م  ج  م  وع  ه ی زی  ر σ ∪ τ آن گ  اه ب  اش  ن  د، V از ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی زی  ر دو τ و σ ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ٣ . ٣ ت  ع  ری  ف

ش  ود:[١٠] م  ی ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه م  ی ب  اش  د V از ف  ازی

(σ ∪ τ)(x) = σ(x) ∨ τ(x) ∀x ∈ V

١۴fazzy subset



۶ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه م  ی ب  اش  د، V از ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی زی  ر σ ∩ τ و

(σ ∩ τ)(x) = σ(x) ∧ τ(x) ∀x ∈ V

اس  ت. م  ی  ن  ی  م  م ع  م  ل  گ  ر ∧ و م  اک  زی  م  م ع  م  ل  گ  ر ∨

V از ف  ازی م  ج  م  وع  ه ای زی  ر σc آن گ  اه ب  اش  د. V از ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک σ ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ١ . ٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود:[١٠] ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه م  ی ب  اش  د

σc(x) = ١ − σ(x), ∀x ∈ V

S و V از ف  ازی م  ج  م  وع  ه ھ ای زی  ر ت  رت  ی  ب ب  ه τ و σ و م  ج  م  وع  ه دو S و V ک  ن  ی  د ف  رض .۵ . ١ . ٣ ت  ع  ری  ف

زی  ر ی  ک ،τ ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی زی  ر ب  ه σ ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی زی  ر از µ ف  ازی١۵ راب  ط  ه ی ی  ک آن گ  اه ب  اش  ن  د،

ک  ه: ط  وری ب  ه م  ی ب  اش  د، V × S از µ م  ج  م  وع  ه ی

µ(x, y) ≤ σ(x) ∧ τ(y) ∀x ∈ V, y ∈ S

ھ ر ازای ب  ه ک  ه م  ی دھ د را ام  ک  ان ای  ن µ(x, y) ≤ σ(x) ∧ τ(y) ∀x ∈ V, y ∈ S ش  رط

ب  اش  ن  د.[١٠]  τ ∗ ب  ه σ∗ از راب  ط  ه ی  ک µ∗ و τ t ب  ه σt از راب  ط  ه ی  ک µt ،t ∈ [٠,١]

.۶ . ١ . ٣ ت  ع  ری  ف

µ∞(u, v) = max{µj(u, v), j = ١,٢, . . . |u, v ∈ V ھ ر .{ب  رای

اع  ض  ای  ی از ک  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان Aα ت  وس  ط A ف  ازی م  ج  م  وع  ه از ١۶ α-ب  رش م  ج  م  وع  ه .١ . ٣ . ٧ ت  ع  ری  ف

.[٣] ان  د ش  ده س  اخ  ت  ه ن  ی  س  ت α از ک  م  ت  ر آن ھ ا ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ک  ه

Aα = {x ∈ X|µA(x) ⩾ α}
١۵fuzzy relation
١۶α-cut set



٧ ف  ازی گ  راف ھ ای .۴ . ١

ب  ه ط  وری  ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود c و b و a ح  ق  ی  ق  ی اع  داد اگ  ر گ  وی  ی  م م  ث  ل  ث  ی را A ف  ازی ع  دد .١ . ٣ . ٨ ت  ع  ری  ف

A(x) =



٠ x < a

x−a
b−a

a ⩽ x ⩽ b

x−c
b−c

b ⩽ x ⩽ c

٠ x > c

م  ی دھ ن  د.[١٧] ن  م  ای  ش ن  ی  ز (a, b, c) م  رت  ب س  ه  ت  ای  ی ب  ا را A م  ث  ل  ث  ی ف  ازی ع  دد ای  ن ص  ورت در

ف  ازی گ  راف ھ ای ۴ . ١

ت  ح  ق  ی  ق، ای  ن در اس  ت  ف  اده م  ورد ف  ازی گ  راف ان  واع و م  ی ش  ود ب  ی  ان ف  ازی گ  راف ھ ای ت  اری  خ  چ  ه ق  س  م  ت ای  ن در

.[١٠] ش  ده اس  ت واق  ع ب  ح  ث م  ورد

ش  ده ب  ی  ان ف  ازی رواب  ط ب  ر م  ب  ت  ن  ی ک  ه ش  د پ  ی  ش  ن  ه  اد (١٩٧٧) ک  اف  م  ن١٧ ت  وس  ط ف  ازی گ  راف  از ت  ع  ری  ف اول  ی  ن

ی  ال ھ ای و ف  ازی رئ  وس ش  ام  ل ت  ع  ری  ف  ات (١٩٧۶) رزن  ف  ل  د١٨ ھ م چ  ن  ی  ن ب  ود، (١٩٧۵) ل  ط  ف  ی زاده ت  وس  ط

ش  د ب  ح  ث ف  ازی گ  راف ھ ای م  ورد در م  ق  الات و ک  ت  اب ھ ا از ب  س  ی  اری در پ  س آن از ب  ود. ک  رده ب  ی  ان را ف  ازی

م  س  ائ  ل از ب  س  ی  اری و ی  اف  ت ب  ه  ب  ود م  س  ائ  ل ح  ل اب  زار پ  رک  ارب  ردت  ری  ن از ی  ک  ی ع  ن  وان ب  ه گ  راف ھ ا گ  ون  ه ب  دی  ن و

.[٧] گ  رف  ت ق  رار م  ط  ال  ع  ه م  ورد ف  ازی گ  راف ھ ای ت  وس  ط س  ازی ب  ه  ی  ن  ه

ب  اش  ن  د. ف  ازی غ  ی  ر آن رئ  وس و ف  ازی آن ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه ک  ه اس  ت ای  ن ص  ورت ب  ه ف  ازی گ  راف از ن  وع ی  ک

م  ج  م  وع  ه Ẽ و ق  ط  ع  ی رئ  وس م  ج  م  وع  ه V ب  ه ط  وری ک  ه اس  ت، G̃ = (V, Ẽ) ب  ه ص  ورت گ  راف ای  ن ن  م  ای  ش

م  ی ش  ود: م  ش  خ  ص µ = (µij)i,j∈V م  ات  ری  س ب  ه وس  ی  ل  ه ک  ه اس  ت ف  ازی ی  ال ھ ای

µij = µẼ({i, j}) ∀i, j ∈ V i ̸= j

ی  ال ش  دت س  ط  ح µij ∈ I ع  ض  و ھ ر اس  ت، گ  راف ف  ازی ی  ال ھ ای ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ی  ک µẼ : V × V → I

G̃ = (V, µ) ب  ه ص  ورت را ف  ازی گ  راف ن  وع ای  ن ،i ̸= j ک  ه م  ی دھ د ن  ش  ان را i, j ∈ V ھ ر ب  رای {i, j}
١٧Koefman
١٨Rosenfeld
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س  ط  ح و اس  ت ی  ک  س  ان رئ  وس ھ م  ه ارزش و اس  ت ق  ط  ع  ی رئ  وس گ  راف ھ ا ای  ن در م  ی دھ ن  د. ن  ش  ان ھ م

گ  راف رئ  وس اگ  ر گ  راف ھ ا ن  وع ای  ن در اس  ت. I م  ج  م  وع  ه داخ  ل از م  ق  داری رئ  وس ب  ه ی  ال ھ ا ت  ع  ل  ق ش  دت

ف  ازی گ  راف از دی  گ  ری ن  وع م  ی دھ ی  م. ن  م  ای  ش G̃ = (V, µ,W ) ب  ه ص  ورت را وزن دار گ  راف ب  اش  د وزن دار

ن  م  ای  ش G̃ = (Ṽ , Ẽ) ب  ه ص  ورت ھ س  ت  ن  د ف  ازی ھ ردو ی  ال ھ ا م  ج  م  وع  ه و رئ  وس م  ج  م  وع  ه آن در ک  ه

م  ج  م  وع  ه ب  ه ط  وری ک  ه ، اس  ت ف  ازی ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه Ẽ و ف  ازی رئ  وس م  ج  م  وع  ه Ṽ ب  ه ط  وری ک  ه م  ی دھ ی  م،

م  ی ش  ود: م  ش  خ  ص σ = (σi)i∈V راب  ط  ه ب  ه وس  ی  ل  ه Ṽ ف  ازی رئ  وس

σi = σṼ (i) ∀i ∈ V

رأس ش  دت س  ط  ح دھ ن  ده ی ن  ش  ان σi ع  ض  و ھ ر اس  ت. گ  راف ف  ازی رئ  وس ع  ض  وی  ت ت  اب  ع σṼ : V → I

م  ی دھ ن  د. ن  ش  ان ھ م G̃ = (σ, µ) ب  ه ص  ورت را ف  ازی گ  راف ن  وع ای  ن اس  ت، i ∈ V

ش  دت س  ط  ح ی  ع  ن  ی µij ≺ µi′j′ ع  ب  ارت ب  ه ط  وری ک  ه ش  ده اس  ت م  رت  ب خ  ط  ی ب  ه ط  ور I ش  دت س  ط  ح م  ج  م  وع  ه

از i رأس ش  دت س  ط  ح ی  ع  ن  ی σi ≺ σi′ ع  ب  ارت و اس  ت پ  ای  ی  ن ت  ر {i′, j′} ی  ال ش  دت س  ط  ح از {i, j} ی  ال

اس  ت. پ  ای  ی  ن ت  ر i′ رأس ش  دت س  ط  ح

و I = {٠,١} آن در ک  ه اس  ت G = (V,E) ق  ط  ع  ی گ  راف ی  ک از ت  ع  م  ی  م  ی G̃ = (σ, µ) ف  ازی گ  راف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت µ, σ

σi =


١ if i ∈ V

٠ o.w

و µij =


١ if {i, j} ∈ E

٠ oterwhere

ی  ک ھ م  راه ب  ه V ن  ات  ه  ی م  ج  م  وع  ه ξ = (V, δ, µ) ف  ازی١٩ گ  راف .١ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

ھ ر ب  رای ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت µ : V × V → [٠,١] و δ : V → [٠,١] ت  اب  ع ج  ف  ت

x راس ع  ض  وی  ت ارزش ن  ش  ان  گ  ر µ(x, y) و δ(x) ک  ه ط  وری ب  ه µ(x, y) ≤ min{δ(x), δ(y)}x, y ∈ V

[٨] اس  ت. ξ گ  راف در (x, y) ی  ال و

ش  ده آورده (١ . ١) ش  ک  ل در G∗ : (V,E) آن ق  ط  ع  ی گ  راف و G̃ : (V, σ) ف  ازی گ  راف .٢ . ۴ . ١ م  ث  ال

[٨] اس  ت.



٩ ف  ازی گ  راف ھ ای .۴ . ١

G∗ ق  ط  ع  ی گ  راف و G̃ ف  ازی گ  راف :١ . ١ ش  ک  ل

ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف Gα = (Vα, Eα) ص  ورت ب  ه ف  ازی گ  راف از α-ب  رش .٣ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[٣] .Eα = {e ∈ E|µ ⩾ α} و Vα = {v ∈ V |δ ⩾ α}

ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت ξ́ = (V, δ́, µ́) ص  ورت ب  ه ξ = (V, δ, µ) گ  راف ف  ازی٢٠ زی  رگ  راف .۴ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[٨] .δ́(u) ≤ δ(u), µ́(u, v) ≤ µ(u, v) داش  ت خ  واھ ی  م u, v ∈ V ھ ر ب  رای

[٨] م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان µ(x, x) ̸= ٠ وس  ی  ل  ه ب  ه ف  ازی xگ  راف راس ی  ک در ح  ل  ق  ه ی  ک .۵ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه س  اده٢١ ف  ازی گ  راف ن  دارد م  وازی ی  ال ھ ای و ح  ل  ق  ه ک  ه ف  ازی گ  راف ی  ک .۶ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[٨]

vn و . . . و v١ و v٠ رئ  وس از دن  ب  ال  ه ی  ک (Ṽ , R̃) ف  ازی گ  راف ی  ک در p م  س  ی  ر٢٢ ی  ک .٧ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[١۶] .١ ⩽ i ⩽ n ،R̃(vi−١, vi) > ٠ و vi−١ ̸= vi ط  وری ک  ه ب  ه اس  ت

و v٠ = vn اگ  ر اس  ت ف  ازی دور٢٣ ی  ک ق  ب  ل ت  ع  ری  ف ف  ازی گ  راف در ρ م  س  ی  ر .٨ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[١۶].n ⩾ ٣

گ  وی  ی  م.[١۶] م  س  ی  ر از ک  م  ان٢۴ ھ ای  ی را (vi−١, vi) م  ت  وال  ی ج  ف  ت ھ ای .٩ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود.[١۶] ت  ع  ری  ف
∧n

i=١ µ(vi−١, vi) ص  ورت ب  ه P م  س  ی  ر٢۵ ی  ک ق  درت .١٠ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف
١٩fuzzy graph
٢٠fuzzy subgraph
٢١simple fuzzy graph
٢٢path
٢٣cycle
٢۴arc
٢۵strenght of a path



١٠ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف م  س  ی  ر از ک  م  ان ض  ع  ی  ف ت  ری  ن ع  ض  وی  ت درج  ه م  س  ی  ر، ی  ک ق  درت دی  گ  ر، ع  ب  ارت ب  ه •

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف σ(v٠) ص  ورت ب  ه م  س  ی  ر ی  ک ق  درت ب  اش  د، ص  ف  ر ط  ول ب  ه م  س  ی  ر اگ  ر •

ش  ام  ل ک  ه اس  ت م  س  ی  ری ،v و u راس دو ھ ر ک  ن  ن  ده ی م  ت  ص  ل م  س  ی  ر٢۶ ق  وی ت  ری  ن ی  ک .١١ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  ن  د.[١۶] µ∞(u, v) ش  دت

م  ی ب  اش  د. v و u راس دو ب  ی  ن ھ م  ب  ن  دی٢٧ ش  دت •

ب  رای µ(u, v) = min{δ(u), δ(v)} اگ  ر اس  ت ک  ام  ل٢٨ ξ = (V, δ, µ) ف  ازی گ  راف .١٢ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[١٠] م  ی دھ د. ن  ش  ان را v و u راس دو ب  ی  ن ی  ال (u, v) ک  ه ب  اش  د ط  وری ب  ه u, v ∈ V ھ ر

.µ(u, v) = min{δ(u), δ(v)} ∀(u, v) ∈ E اگ  ر اس  ت ق  وی٢٩ G ف  ازی گ  راف .١٣ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[١١]

...

٠٫۴

..
٠٫٣

..

٠٫٣

..

٠٫۴

..
(v۴,٠٫۵)

..

(v١,٠٫۴)

..
(v٣,٠٫٣)

..

(v٢,٠٫۶)

...

٠٫۴

..

٠٫٣

..
٠٫٣

..
(v٣,٠٫۴)

..

(v١,٠٫۶)

..
(v٢٠٫٣)

G̃′ ک  ام  ل ف  ازی گ  راف و G̃ ق  وی ف  ازی گ  راف :١ . ٢ ش  ک  ل

ب  اش  د م  ی گ  ذرد) رئ  وس ت  م  ام از ک  ه (دوری ف  راگ  ی  ر دور ی  ک دارای G ف  ازی گ  راف اگ  ر .١۴ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[٨] م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه ھ ام  ی  ل  ت  ون  ی٣٠ ف  ازی گ  راف ی  ک G آن گ  اه
٢۶strenght path
٢٧strenght of connectedness
٢٨complete
٢٩strong
٣٠hamiltonian fuzzy graph



١١ ف  ازی گ  راف ھ ای .۴ . ١

ص  ورت ب  ه v رأس٣١ ی  ک درج  ه ی ب  اش  د. ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .١۵ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود:[۵] ت  ع  ری  ف زی  ر

dG̃(v) =
∑
u∈V

µ(u, v)

گ  راف ھ ای از درج  ه٣٢ م  ی  ن  ی  م  م ب  اش  د. ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .١۶ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه G̃ : (V, σ, µ) ف  ازی

δ(G̃) = min
v∈V

{dG̃(v)}

م  ی ش  ود:[۵] ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه G̃ : (V, σ, µ) ف  ازی گ  راف  از درج  ه٣٣ م  اک  زی  م  م ھ م  چ  ن  ی  ن و

∆(G̃) = max
v∈V

{dG̃(v)}

ب  ه ص  ورت م  ی دھ ی  م، ن  م  ای  ش dG̃(f) ب  ا را آن ک  ه f وج  ه درج  ه ی .١٧ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

روی ب  ر f وج  ه ک  ه اس  ت ی  ال ھ ای  ی ع  ض  وی  ت ت  اب  ع µ(u, v) ب  ه ط  وری  ک  ه اس  ت dG̃(f) =
∑

(u,v)∈f µ(u, v)

[۵] اس  ت. واق  ع آن ھ ا

ب  ا ک  ه ،G̃ ف  ازی گ  راف م  رت  ب  ه ی ب  اش  د. ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .١٨ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

اس  ت:[۵] زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ش  ود، داده ن  م  ای  ش O(G̃)

O(G̃) =
∑
u∈V

σ(u)

ب  ا ک  ه ،G̃ ف  ازی گ  راف ان  دازه ی ب  اش  د. ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .١٩ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

اس  ت:[۵] زی  ر ص  ورت ب  ه م  ی ش  ود، داده ن  م  ای  ش S(G̃)

S(G̃) =
∑
u∈V

µ(u, v)

داری  م:[۵] ب  اش  د، ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) اگ  ر .٢٠ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه

∑
v∈V

deg v = ٢
∑
u∈V

µ(u, v)

٣١degree of vertex
٣٢minimum degree
٣٣maximum degree



١٢ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١

ف  ازی٣۴ گ  راف م  ک  م  ل

و ک  ام  ل ت  ر ت  ع  ری  ف ک  ه اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ٣۵ م  درس  ون ت  وس  ط ب  ار اول  ی  ن ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل

ی  ک G = (V, δ, µ) ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل ش  د. خ  واھ د ب  ی  ان ٢١ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف در ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل ک  ارات  ر

و δc = δ ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت Gc : (V, δc, µc) ف  ازی گ  راف


µc(x, y) = ٠ اگ  ر µ(x, y) > ٠

µc(x, y) = min{δ(x), δ(y)} درغ  ی  رای  ن  ص  ورت

ی  ک G اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر (Gc)c = G و ن  ب  اش  د G اگ  ر ح  ت  ی اس  ت ف  ازی گ  راف ی  ک Gc ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

ن  ی  س  ت  ن  د. ی  ک  س  ان Gc و G گ  روه ع  ض  وی  ت ت  واب  ع ھ م چ  ن  ی  ن ب  اش  د. ق  وی ف  ازی گ  راف

(G) ف  ازی گ  راف (ج) (Gc) ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل (ب) (Gc)c ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل م  ک  م  ل (آ)

١ . ٣ ش  ک  ل

.(Gc)c ̸= G م  ی ک  ن  ی  د م  لاح  ظ  ه ب  الا در ک  ه ھ م  ان  گ  ون  ه

ط  وری ب  ه اس  ت Ḡ = (V, δ̄, µ̄) ف  ازی گ  راف ی  ک G = (V, δ, µ) ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل .٢١ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

و δ̄ = δ ک  ه

µ̄(x, y) = δ(x) ∧ δ(y)− µ(x, y) ∀x, y ∈ X

٣۴complement fuzzy graph
٣۵Moderson



١٣ ف  ازی گ  راف ھ ای .۴ . ١

و ¯̄δ = δ̄ = δ داری  م: ب  اش  د ب  رق  رار

¯̄µ = δ̄(x) ∧ δ̄(y)− µ̄(x, y)

= δ(x) ∧ δ(y)− (δ(x) ∧ δ(y)− µ(x, y)) = µ(x, y) ∀x, y ∈ X

. ¯̄G = G ب  ن  اب  رای  ن

(G) ف  ازی گ  راف (ج) (G) ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل (ب) (G) ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل م  ک  م  ل (آ)

۴ . ١ ش  ک  ل

[٣] اس  ت. ف  ازی گ  راف خ  ود ف  ازی گ  راف م  ک  م  ل م  ک  م  ل م  ی دھ د ن  ش  ان ۴ . ١ ش  ک  ل

ھ ر ب  رای اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ھ م  ب  ن  د٣۶ G = (X, δ, µ) ف  ازی گ  راف .٢٢ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

و x٠ = x ک  ه ط  وری ب  ه x٠, x١, . . . , xm ع  ن  اص  ر از دن  ب  ال  ه ی  ک ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود x, y ∈ X

[۴] .(٠ ⩽ i ⩽ m− ١) µ(xi, xi+١) > ٠

ک  ه اس  ت ب  س  ت  ه م  س  ی  ر ی  ک ع  ن  وان ب  ه ھ م  ب  ن  د ف  ازی گ  راف در ف  ازی٣٧ ھ ام  ی  ل  ت  ون  ی م  دار ی  ک .٢٣ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[٨] اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف م  ی ی  اب  د خ  ات  م  ه م  س  ی  ر آن در ک  ه ش  روع راس ج  ز ب  ه ی  ک  ب  ار دق  ی  ق  ا G راس ھ ر از ع  ب  ور

،G̃ : (V, σ, µ) ھ م  ب  ن  د ف  ازی گ  راف ی  ک از م  اک  زی  م  م٣٨ ف  راگ  ی  ر درخ  ت ی  ک .٢۴ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

آن م  ورد در و اس  ت، درخ  ت T ی  ک ∗ ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ب  اش  د، T̃ (V, σ, r) ف  ازی ف  راگ  ی  ر گ  راف زی  ر ی  ک

اس  ت.[۵] م  اک  زی  م  م
∑

u∈V r(u, v)

٣۶connected fuzzy graph
٣٧fuzzy Hamiltonian circuit
٣٨maximum spanning tree



١۴ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١

ی  ک دارای اگ  ر اس  ت. ف  ازی٣٩ درخ  ت ی  ک G̃ = (V, σ, µ) ھ م  ب  ن  د ف  ازی گ  راف ی  ک .٢۵ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

F̃ در ک  ه ک  م  ان ھ ای  ی ھ م  ه ی ازای ب  ه و ب  اش  د درخ  ت ی  ک F̃ ک  ه ب  اش  د F̃ = (V, b, r) ف  راگ  ی  ر گ  راف زی  ر

ب  اش  د:[۵] ب  رق  رار زی  ر راب  ط  ه ن  ی  س  ت  ن  د،

µ(u, v) < r∞(u, v)

اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ق  وی (x, y) ی  ال ی  ک ξ = (V, δ, µ) ف  ازی گ  راف ھ ر ب  رای .٢۶ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

[٨] اس  ت. ض  ع  ی  ف ص  ورت ای  ن  غ  ی  ر در و ١
٢ min{δ(x), δ(y)} ⩽ µ(x, y)

[٨] م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان µ(x,y)
min{δ(x),δ(y)} ارزش وس  ی  ل  ه ب  ه (x, y) ف  ازی ی  ال ی  ک ن  ی  رو۴٠ .٢٧ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

ت  ق  س  ی  م V٢ و V١ م  ج  زا م  ج  م  وع  ه دو ب  ه م  ی ت  وان  د G گ  راف ی  ک رئ  وس م  ج  م  وع  ه ک  ن  ی  د ف  رض .٢٨ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

گ  ف  ت  ه دوب  خ  ش  ی۴١ گ  راف ی  ک G آن گ  اه ب  اش  د V٢ و V١ رئ  وس ب  ی  ن ات  ص  ال  ی ،G از ی  ال ھ ر ک  ه ح  ال  ی در ش  ود

۵ . ١ ش  ک  ل م  ان  ن  د م  ی ش  ود.[١٠] داده ن  ش  ان G(V١, V٢) ب  ا آن و م  ی ش  ود

دوب  خ  ش  ی گ  راف :۵ . ١ ش  ک  ل

ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه م  دار ی  ک اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه اوی  ل  ری۴٢ گ  راف ی  ک G ھ م  ب  ن  د گ  راف ی  ک .٢٩ . ۴ . ١ ت  ع  ری  ف

۶ . ١ ش  ک  ل م  ان  ن  د م  ی ش  ود.[١٠] گ  ف  ت  ه اوی  ل  ری م  دار ی  ک م  دار ای  ن و ش  ود G در ی  ال  ی ھ ر ش  ام  ل ک  ه ط  وری

٣٩fuzzy tree
۴٠strength
۴١bipartite graph
۴٢eulerian graph



١۵ ف  ازی گ  راف ھ ای .۴ . ١

اوی  ل  ری گ  راف :۶ . ١ ش  ک  ل

زوج درج  ه G رئ  وس ھ م  ه اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت اوی  ل  ری گ  راف ی  ک G ھ م  ب  ن  د گ  راف ی  ک .٣٠ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه

ب  اش  ن  د.[١٠] داش  ت  ه



١۶ م  ق  دم  ات و ت  اری  خ  چ  ه .١



٢ ف  ص  ل

ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف

١٧



١٨ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

دوگ  ان گ  راف و م  اک  س  ی  م  ال ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی، م  س  ط  ح گ  راف ت  ع  ری  ف ض  م  ن ف  ص  ل ای  ن در

ن  ت  ی  ج  ه ی ب  رق  راری چ  گ  ون  گ  ی و ٠٫۶٧ ف  ازی- م  س  ط  ح گ  راف دوگ  ان و ٠٫۶٧ - ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی،

ش  ود. ب  ررس  ی ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای در اوی  ل  ر ف  رم  ول

ص  ورت: ب  ه ف  ازی گ  راف درج  ات م  ج  م  وع ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا راب  ط  ه ای  ن در

∑
v∈V

d(v) = ٢
∑
uv∈E

µ(u, v)

زی  ر: ص  ورت ب  ه اوی  ل  ر ف  رم  ول ن  ت  ی  ج  ه ی ک  ه م  ی دھ ی  م ن  ش  ان

∑
uv∈E

µ(u, v) ≤ ٣n− ۶

. م  ی ب  اش  د[۵] ب  رق  رار

م  س  ط  ح١ گ  راف ٢ . ١

ھ م  ب  ن  د م  س  ط  ح، گ  راف ی  ک اس  ت. ش  ده ارائ  ه س  وی  ی  س  ی ری  اض  ی  دان اوی  ل  ر ت  وس  ط م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  ار اول  ی  ن

ن  اح  ی  ه ی ی  ک ب  ه و ش  ده م  ح  ص  ور ت  م  ام  ا ن  واح  ی درب  ردارن  ده ی ک  ه ن  واح  ی از ت  ع  داد ی  ک ب  ه را ص  ف  ح  ه س  اده، و

م  ی ک  ن  د. ت  ق  س  ی  م ن  ام  ت  ن  اھ ی خ  ارج  ی

ھ م  ه ب  رای ازرئ  وس) غ  ی  ر ی  ال  ه  ا(ب  ه ب  ی  ن ت  لاق  ی ی  ک ح  داق  ل اگ  ر اس  ت غ  ی  رم  س  ط  ح ق  ط  ع  ی گ  راف ی  ک

دارای خ  اص  ی ن  م  ای  ش ی  ک در G ق  ط  ع  ی گ  راف ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود گ  راف ب  رای م  م  ک  ن ھ ن  دس  ی ن  م  ای  ش ھ ای

ھ س  ت  ن  د. ١ ع  ض  وی  ت ت  اب  ع دارای ی  ال دو ای  ن ف  ازی م  ف  ه  وم در اس  ت. (c, d) و (a, b) دوی  ال ب  ی  ن ت  لاق  ی ی  ک

ی  ک  ی ف  وق ال  ذک  ر م  وق  ع  ی  ت ب  رای ف  ازی ح  ال  ت در ش  د. خ  واھ د م  س  ط  ح گ  راف ش  ود ح  ذف (c, d) ی  ال اگ  ر

م  ی ک  ن  د. دری  اف  ت ی  ک ارزش دی  گ  ری و ص  ف  ر ارزش

ط  ری  ق  ه  ای ب  ه را آن ب  ت  وان اگ  ر م  ی ن  ام  ی  م م  س  ط  ح ی  ا ص  ف  ح  ه در ن  ش  ان  دن ق  اب  ل را گ  راف ی  ک .٢ . ١ . ١ ت  ع  ری  ف

ط  ری  ق  ه ای  ن ب  اش  د. داش  ت  ه ب  رخ  ورد دی  گ  ر ی  ال ھ ای ب  ا خ  ود س  ر دو راس ھ ای در ت  ن  ه  ا آن، ی  ال ھ ر ک  ه ک  رد رس  م

١planar graph



١٩ م  س  ط  ح گ  راف .٢ . ١

وج  ه م  س  ط  ح، گ  راف ی  ک در ب  س  ت  ه ن  اح  ی  ه ھ ر م  ی ن  ام  ی  م. ش  ده٢ م  س  ط  ح گ  راف را G م  س  ط  ح گ  راف رس  م

٢ . ١ ش  ک  ل م  ط  اب  ق م  ی  ش  ود. ن  ام  ی  ده

Gش  ده٢ م  س  ط  ح و G١ م  س  ط  ح گ  راف :٢ . ١ ش  ک  ل

گ  راف ی  ک ،G ش  ده٣ م  س  ط  ح گ  راف دوگ  ان ب  اش  د. م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ١ . ٢ ت  ع  ری  ف

ب  ا م  ت  ن  اظ  ر G∗ ی  ال ھ ای م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان G∗ ب  ا ک  ه اس  ت G در وج  ه ھ ر ب  رای رأس ی  ک دارای م  س  ط  ح

Fj وج  ه و ط  رف ی  ک روی Fi وج  ه ک  ه ب  اش  د G از ی  ال ی  ک e اگ  ر دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ھ س  ت  ن  د G ی  ال ھ ای

x, y ∈ V (G∗) رئ  وس ات  ص  ال ی  ال ی  ک e ∈ E(G∗) دوگ  ان ی  ال م  ت  ن  اظ  راً آن گ  اه ب  اش  د آن دی  گ  ر ط  رف روی

اس  ت. G از Fj و Fi وج  ه ھ ای ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه اس  ت

ش  ده داده ن  م  ای  ش چ  ی  ن خ  ط ی  ال ھ ای ب  ا G∗ آن دوگ  ان و م  م  ت  د ی  ال ھ ای  ی ب  ا ش  ده م  س  ط  ح گ  راف ی  ک زی  ر در

[١] اس  ت.

G∗ دوگ  ان گ  راف :٢ . ٢ ش  ک  ل

وج  ه ک  ه اس  ت ی  ال ھ ای  ی ت  ع  داد ب  راب  ر م  ی دھ ی  م، ن  م  ای  ش dG(f) ب  ا را آن ک  ه f وج  ه درج  ه ی .٢ . ١ . ٣ ت  ع  ری  ف

[١۴] م  ی  دھ ن  د. رات  ش  ک  ی  ل f
٢plane graph
٣dual graph



٢٠ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

دوگ  ان و ب  اش  د وج  ه f و ی  ال m رأس، n ب  ا ھ م  ب  ن  د م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ٢ . ١ ل  م

و f ∗ = n و m∗ = m و n∗ = f آن گ  اه ب  اش  د وج  ه f ∗ و ی  ال m∗ و رأس n∗ دارای G∗ ھ ن  دس  ی

[١٠] اس  ت. dG∗(f) = dG(f)

[١٠] اس  ت. G ب  ا ی  ک  ری  خ  ت G∗∗ آن گ  اه ب  اش  د ھ م  ب  ن  د م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۵ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه

م  ت  ن  اظ  راً اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر م  ی دھ د ت  ش  ک  ی  ل G در دور ی  ک G م  س  ط  ح گ  راف در ی  ال ھ ا .۶ . ٢ . ١ ق  ض  ی  ه

[١٠] دھ د. G∗ در پ  ی  ون  د ی  ک ت  ش  ک  ی  ل دوگ  ان ی  ال ھ ای

داش  ت  ه e١, . . . , ek اوی  ل  ری دور ی  ک G اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه اوی  ل  ری دوگ  ان م  س  ط  ح گ  راف .٢ . ١ . ٧ ت  ع  ری  ف

[١٠] م  ی دھ د. G∗ در اوی  ل  ری دور ی  ک ت  ش  ک  ی  ل e∗١, e∗٢, . . . , e∗k ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د

ک  ه ب  اش  د م  س  ط  ح  ی گ  راف ف  ازی۴ چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف اس  ت ض  روری ف  ازی، م  س  ط  ح گ  راف ت  ع  ری  ف ب  رای

[١٠] م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ب  ع  د ق  س  م  ت در اس  ت، ت  رک  ی  ب  ی ی  ال ھ ای ش  ام  ل

ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ٢ . ٢

و ن  گ  اش  ت ی  ک σ : V → [٠,١] و غ  ی  رت  ه  ی م  ج  م  وع  ه V ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ٢ . ١ ت  ع  ری  ف

از ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه م  ج  م  وع  ه E =
{(

(x, y), (x, y)µj

)
, j = ١,٢, . . . , pxy|(x, y) ∈ V × V

}
ب  ه ط  وری  ک  ه j = ١,٢, . . . , pxy ھ ر ب  رای (x, y)µj ⩽ min{σ(x), σ(y)} ب  ه ط  وری  ک  ه V × V

م  ی دھ د ن  ش  ان را ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک ψ = (V, σ, E) آن  گ  اه pxy = max{j|(x, y)µj ̸= ٠}

گ  راف در (x, y) ی  ال ع  ض  وی  ت ارزش و x رأس ع  ض  وی  ت ارزش ن  ش  ان دھ ن  ده (x, y)µj و σ(x) ب  ه ط  وری  ک  ه

اس  ت.[١٠] ψ

و ((a, b), (a, b)µk) ی  ال دو ش  ام  ل E ف  ازی، چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ψ = (V, δ, E) ک  ن  ی  د ف  رض

ص  ح  ی  ح اع  داد k و L آن ھ ا در و م  ی ک  ن  ن  د ق  ط  ع p ن  ق  ط  ه در را ی  ک  دی  گ  ر ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د ((c, d), (c, d)µL)

داش  ت: خ  واھ ی  م را زی  ر ت  ع  اری  ف آن گ  اه ھ س  ت  ن  د. ث  اب  ت

۴fuzzy multigraph



٢١ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢ . ٣

I(a,b) =
(a,b)

µk

min{δ(a),δ(b)} ارزش وس  ی  ل  ه ب  ه (a, b) ف  ازی۵ ی  ال ق  درت ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف در .٢ . ٢ . ٢ ت  ع  ری  ف

ای  ن ص  ورت غ  ی  ر در م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ق  وی ف  ازی ی  ال آن گ  اه I(a,b) ⩾ ٠.۵ اگ  ر ش  ود. گ  ی  ری ان  دازه م  ی ت  وان  د

اس  ت. ض  ع  ی  ف

اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف Ip =
I(a,b)+I(c,d)

٢ وس  ی  ل  ه ب  ه را p ن  ق  ط  ه م  ت  ق  اط  ع۶ ارزش .٢ . ٢ . ٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  د. پ  ی  دا ک  اھ ش آن ب  ودن م  س  ط  ح ش  ود، اض  اف  ه ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک در ت  ق  اط  ع ن  ق  اط ت  ع  داد

ف  ازی٧ م  س  ط  ح گ  راف ٢ . ٣

و E ی  ال ھ ا م  ج  م  وع  ه و V رئ  وس م  ج  م  وع  ه ب  ا گ  راف ی  ک G : (V,E, F ) ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف

ب  اش  د.[١٠] F وج  وه م  ج  م  وع  ه

درج  ه λ(f) و اس  ت f ∈ F ھ ر ب  رای λ : F → [٠,١] ن  گ  اش  ت F م  ج  م  وع  ه از ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک

ن  گ  اش  ت V م  ج  م  وع  ه از ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه G̃ ف  ازی گ  راف در f ع  ض  وی  ت ت  اب  ع

اس  ت. G̃ در v ع  ض  وی  ت ت  اب  ع درج  ه δ(v) و اس  ت v ∈ V ھ ر ب  رای δ : V → [٠,١]

ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر δ ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف G̃(δ, µ, λ) گ  ان  ه س  ه ت  اب  ع ھ ای ب  ا ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف

اس  ت. F از ف  ازی م  ج  م  وع  ه زی  ر ی  ک λ و δ روی ف  ازی م  ت  ق  ارن راب  ط  ه µ و v از

ط  وری ب  ه اس  ت ی  ال ت  ع  داد ح  داک  ث  ر ب  ا ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی، م  س  ط  ح م  اک  زی  م  م گ  راف .٢ . ٣ . ٢ ت  ع  ری  ف

. م  ی ش  ود[١٠] م  س  ط  ح غ  ی  ر ف  ازی گ  راف م  ی ک  ن  ی  م اض  اف  ه را دی  گ  ری ی  ال وق  ت  ی ک  ه

G̃ ف  ازی گ  راف دوگ  ان G̃∗ ف  ازی گ  راف ب  اش  د. م  س  ط  ح ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ٣ . ٣ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م ان  ت  خ  اب ṽ∗i ن  ق  ط  ه ی  ک G̃ از F̃i وج  ه ھ ر داخ  ل .١ م  ی ش  ود: س  اخ  ت  ه م  رح  ل  ه س  ه در ک  ه م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه

ھ س  ت  ن  د. δ(v∗i ) = λ(fi) ع  ض  وی  ت ب  ادرج  ه G̃∗ رئ  وس ن  ق  ط  ه ھ ا ای  ن ک  ه

م  ی ک  ن  د ع  ب  ور دی  گ  ری ی  ال از ن  ه و ẽ از ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ک  ن  ی  م رس  م ẽ∗ خ  ط ی  ک G̃ در ẽ ی  ال ھ ر ب  ا م  ط  اب  ق .٢

۵strength of the fuzzy edge
۶intersecting value
٧planar fuzzy graph



٢٢ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

ی  ال ھ ای خ  ط  وط ای  ن م  ی گ  ی  رد ق  رار ẽ م  ج  اور f̃i وج  وه در ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ک  ن  د ای  ج  اد پ  ی  ون  د ṽ∗i رأس در و

ب  ه را µ(e∗i ) ⩽ min{δ(v∗i ), δ(v∗i+١)} ش  رای  ط ھ م  ان µ و اس  ت µ(e∗i ) = µ(ei) ع  ض  وی  ت درج  ه ب  ا G̃∗

ک  ن  د. م  ی ب  رآورد ھ س  ت  ن  د ẽ∗i ان  ت  ه  ای  ی رئ  وس ṽ∗i ک  ه ط  وری

.λ(f ∗
i ) = δ(vi) ک  ه ط  وری ب  ه دارد λ ع  ض  وی  ت درج  ه ی  ک G̃∗ وج  ه ھ ر .٣

اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان ٢ . ٣ ش  ک  ل در (ب) گ  راف در (آ) م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی دوگ  ان

ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دوگ  ان (ب) ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف (آ)

٢ . ٣ ش  ک  ل

.G̃∗∗ = G̃ اس  ت. ف  ازی گ  راف خ  ود ف  ازی، گ  راف دوگ  ان دوگ  ان، .۴ . ٢ . ٣ گ  زاره

اس  ت: زی  ر ع  ض  وی  ت درج  ه دارای ف  ازی گ  راف دوگ  ان، ف  ازی، گ  راف دوگ  ان ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رھ ان.

δ(v∗i ) = λ(fi), µ(e∗) = µ(e), λ(f ∗) = δ(v)

دارد: زی  ر ص  ورت ب  ه ع  ض  وی  ت ھ ای  ی درج  ه ف  ازی گ  راف دوگ  ان دوگ  ان، و

δ(v∗∗) = λ(f ∗) = δ(v) ⇒ δ(v∗∗) = δ(v)

µ(e∗∗) = µ(e∗) = µ(e) ⇒ µ(e∗∗) = µ(e)

λ(f ∗∗) = δ(v∗) = λ(f) ⇒ λ(f ∗∗) = δ(v∗)

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ف  ازی گ  راف ع  ض  وی  ت درج  ه خ  ود ف  ازی، گ  راف دوگ  ان دوگ  ان، ع  ض  وی  ت درج  ه ب  ن  اب  رای  ن

.G̃∗∗ = G̃



٢٣ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢ . ٣

اس  ت.[١٠] اوی  ل  ری ف  ازی گ  راف ی  ک دوب  خ  ش  ی، ف  ازی گ  راف دوگ  ان .۵ . ٢ . ٣ گ  زاره

σ(v) ت  رت  ی  ب ب  ه ع  ض  وی  ت درج  ه ب  ا (ح  داک  ث  ر) م  اک  س  ی  م  ال ب  خ  ش  ی دو ف  ازی گ  راف اث  ب  ات ای  ن در ب  رھ ان.

دوب  خ  ش  ی گ  راف ک  ه آن ج  ای  ی از اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ووج  وه ی  ال ھ ا رئ  وس، ب  رای λ(f) و µ(e) و

دور ھ ر ٢ . ٣ . ٢ م  اک  س  ی  م  ال ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا آن گ  اه اس  ت م  اک  س  ی  م  ال ف  ازی م  س  ط  ح

ھ ر ب  رای fi وج  وه دوگ  ان ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. زوج ط  ول دارای G̃ در f وج  ه ھ ر ک  ه ط  وری ب  ه دارد زوج ط  ول

دوگ  ان ٣٠ . ۴ . ١ ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ط  وری ب  ه خ  واھ دداش  ت زوج درج  ه از v∗i رأس ی  ک i = ١, . . . , k

λ(f ∗) = σ(v) و µ(e∗) = µ(e) و σ(v∗) = λ(f) ع  ض  وی  ت درج  ه ب  ا اوی  ل  ری ف  ازی گ  راف گ  راف،

اس  ت.

اس  ت: ش  ده م  ع  رف  ی م  س  ط  ح ف  ازی گ  راف ب  رای ج  دی  د اص  ط  لاح  ات ب  خ  ش درای  ن

ھ ن  دس  ی ن  م  ای  ش ھ ای از ب  رخ  ی ب  رای و چ  ن  دگ  ان  ه ف  ازی گ  راف ی  ک ψ ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ٢ . ٣ ت  ع  ری  ف

f ف  ازی م  س  ط  ح  ی ت  اب  ع ب  ا ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ψ ب  اش  ن  د. ی  ال ھ ا ب  ی  ن ت  ق  اط  ع از ن  ق  اط  ی p١, p٢, . . . , pn

اس  ت. ٠ < f ⩽ ١ ک  ه اس  ت ب  اش  د،واض  ح f = ١
١+{Ip١+Ip٢+···+Iz} ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه

ارزش آن گ  اه ب  اش  د ن  داش  ت  ه وج  ود ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ھ ن  دس  ی ن  م  ای  ش ب  رای ت  ق  اط  ع  ی ن  ق  ط  ه ھ ی  چ اگ  ر

ی  ال ھ ا ب  ی  ن ت  ق  اط  ع ن  ق  اط ت  ع  داد اس  ت. ق  اط  ع م  س  ط  ح گ  راف ح  ال  ت ای  ن در اس  ت. ١ آن ف  ازی م  س  ط  ح  ی

از م  ی ک  ن  د. پ  ی  دا ک  اھ ش ب  ودن م  س  ط  ح ک  ه اس  ت ب  دی  ه  ی و م  ی ک  ن  د پ  ی  دا ک  اھ ش f آن گ  اه ی  اب  د م  ی اف  زای  ش

ارزش اس  ت. ف  ازی م  س  ط  ح  ی ارزش ب  ا ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی، گ  راف ھ ر گ  ف  ت م  ی ت  وان ق  ی  اس ای  ن

[١٠] م  ی ش  ود. م  ح  اس  ب  ه زی  ر ق  ض  ی  ه ی از ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک ب  رای ف  ازی م  س  ط  ح  ی

ھ ر ب  رای ی  ال  ی ع  ض  وی  ت ارزش ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک ψ ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ٣ . ٧ ق  ض  ی  ه

ب  ه ψ گ  راف ف  ازی٨ م  س  ط  ح  ی ارزش آن. ان  ت  ه  ای  ی رئ  وس ع  ض  وی  ت ت  اب  ع م  ی  ن  ی  م  م ب  ا اس  ت ب  راب  ر م  ت  ق  اط  ع ی  ال

اس  ت. ψ در ی  ال ھ ا ب  ی  ن ت  ق  اط  ع ن  ق  اط ت  ع  داد Np ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ش  ود م  ح  اس  ب  ه f = ١
١+Np

وس  ی  ل  ه

ی  ال  ی ع  ض  وی  ت ارزش ک  ه ط  وری ب  ه ب  اش  د ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک ψ = (V, δ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

ف  ازی چ  ن  دگ  ان  ه گ  راف ی  ک ب  رای اس  ت. ب  راب  ر آن ھ ا رئ  وس ع  ض  وی  ت ت  اب  ع م  ی  ن  ی  م  م ب  ا م  ت  ق  اط  ع ی  ال ھ ر
٨fuzzy planarity value



٢۴ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. j = ١,٢, . . . , pxy و (x, y) م  ت  ق  اط  ع ی  ال ھ ر ب  رای (x, y)µj
= min{δ(x), δ(y)}

و ψ در (a, b) ی  ال ھ ر ب  رای ب  اش  د. ص  ح  ی  ح ع  دد ی  ک k و ψ در دوی  ال ب  ی  ن م  ت  ق  اط  ع ن  ق  اط pk, . . . , p٢, p١

ب  راب  ر Ip ،(c, d) و (a, b) ی  ال ھ ای ب  ی  ن م  ت  ق  اط  ع راس p١ ب  رای ب  ن  اب  رای  ن .I(a,b) =
(a,b)

µj

min{δ(a),δ(b)} = ١

داری  م ح  ال i = ١,٢, . . . , k ب  رای Ipi = ١ ب  ن  اب  رای  ن .Ip =
١+١

٢ = ١ ب  ا اس  ت

f − ١
١ + Ip١ + Ip٢ + · · ·+ Ipk

=
١

١ + (١ + ١ + · · ·+ ١)︸ ︷︷ ︸
ت  ا k

=
١

١ +Np

اس  ت. ψ ی  ال ھ ای ب  ی  ن ت  ق  اط  ع ن  ق  اط ت  ع  داد Np ک  ه ط  وری ب  ه

ف  ازی م  س  ط  ح  ی ارزش اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ق  وی م  س  ط  ح گ  راف ،ψ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک .٢ . ٣ . ٨ ت  ع  ری  ف

گ  روه دو ب  ه ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی، م  س  ط  ح  ی ارزش م  ق  دار ب  ه ب  س  ت  ه ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د. ٠.۵ از ب  ی  ش  ت  ر گ  راف

ی  ک در ف  ازی وج  ه م  ی ش  ود. ت  ق  س  ی  م ض  ع  ی  ف م  س  ط  ح ف  ازی گ  راف و ق  وی م  س  ط  ح ف  ازی گ  راف ن  ام ھ ای ب  ه

در ف  ازی ی  ال ھ ای وس  ی  ل  ه ب  ه ف  ازی وج  ه ھ ر اس  ت. ف  ازی ی  ال ھ ای وس  ی  ل  ه ب  ه ک  ران  دار ن  اح  ی  ه ی  ک ف  ازی گ  راف

آن گ  اه ب  اش  د داش  ت  ه ١ ع  ض  وی  ت ارزش ف  ازی وج  ه ی  ک م  رز در ی  ال ھ ا ھ م  ه اگ  ر اس  ت. ش  ده م  ش  خ  ص آن م  رز

م  ی ش  ود. ق  اط  ع وج  ه

و ب  اش  د ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ψ = (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ٣ . ٩ ت  ع  ری  ف

.pxy = max{j|(x, y)µj ̸= ٠} و E = {((x, y), (x, y)µj), j = ١,٢, . . . , pxy|(x, y) ∈ V ×V }

ن  م  ای  ش ی  ک در E ′ ⊂ E ف  ازی ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه وس  ی  ل  ه ب  ه ک  ه اس  ت ن  اح  ی  ه ی  ک ψ از ف  ازی وج  ه ی  ک

اس  ت: زی  ر ص  ورت ب  ه ف  ازی وج  ه ع  ض  وی  ت ارزش اس  ت. ش  ده م  ح  دود ψ از ھ ن  دس  ی

min

{
(x, y)µj

min{σ(x), σ(y)}
, j = ١,٢, . . . , pxy|(x, y) ∈ E ′

}

غ  ی  ر در و ب  اش  د ٠.۵ از ب  ی  ش  ت  ر آن ع  ض  وی  ت ارزش اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ق  وی ف  ازی وج  ه ف  ازی، وج  ه ی  ک

ب  ی  رون  ی ف  ازی وج  ه ک  ه ط  وری ب  ه دارد ن  ام  ح  دود ن  اح  ی  ه ی  ک ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ر اس  ت. ض  ع  ی  ف ای  ن  ص  ورت

م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه داخ  ل  ی ف  ازی وج  وه وج  وه، دی  گ  ر م  ی ش  ود، گ  ف  ت  ه



٢۵ اوی  ل  ر ف  رم  ول ب  ه م  رب  وط ق  ض  ای  ای .۴ . ٢

اوی  ل  ر ف  رم  ول ب  ه م  رب  وط ق  ض  ای  ای ۴ . ٢

ی  ال ھ ا و رئ  وس ت  ع  داد و اس  ت ش  ده م  س  ط  ح ھ م  ب  ن  د گ  راف G ک  ن  ی  د ف  رض اوی  ل  ر٩). (ق  ض  ی  ه ی ١ . ۴ . ٢ ق  ض  ی  ه

[١٢] .n−m+ f = ٢ ص  ورت ای  ن در اس  ت. f و m و n ت  رت  ی  ب ب  ه آن وج  وه و

G چ  ون .n = ١ آن گ  اه ،m = ٠ اگ  ر اس  ت. G ی  ال  ھ ای ت  ع  داد روی اس  ت  ق  را روش ب  ه اث  ب  ات ب  رھ ان.

اس  ت. ب  رق  رار ح  ال  ت ای  ن در ح  ک  م ل  ذا ن  ام  ت  ن  اھ ی)، (وج  ه f = ١ و اس  ت ھ م  ب  ن  د

،G گ  راف و ب  اش  د ب  رق  رار دارن  د ی  ال m− ١ ح  داک  ث  ر ک  ه گ  راف ھ ای  ی ت  م  ام ب  رای ح  ک  م ای  ن ک  ن  ی  د ف  رض ح  ال

و m = n− ١ آن گ  اه م  ی ش  ود)، ن  ام  ی  ده درخ  ت دور ف  اق  د ھ م  ب  ن  د (گ  راف ب  اش  د درخ  ت G اگ  ر دارد ی  ال m

در ب  گ  ی  ری  د، ن  ظ  ر در G از دردوری ی  ال  ی را e ن  ب  اش  د، درخ  ت G اگ  ر .n−m+ f = ٢ ب  ن  اب  رای  ن ،f = ١

و دارد وج  ه f − ١ و ی  ال m− ١ راس، n ک  ه اس  ت ش  ده م  س  ط  ح ھ م  ب  ن  د گ  راف ی  ک G− e ص  ورت ای  ن

.n−m+ f = ٢ ب  ن  اب  رای  ن، ،n− (m− ١) + (f − ١) = ٢ اس  ت  ق  را، ف  رض ب  ن  اب  ر ل  ذا

.m ⩽ ٣n− ۶ آن گ  اه ب  اش  د ی  ال m و رأس n(⩾ ٣) ب  ا س  اده م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G اگ  ر .٢ . ۴ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه

ح  داک  ث  ر ن  ام ب  ه م  ث  ل  ث ی  ک آن وج  ه ھ ر و ی  ال ٣n− ۶ دارای G س  اده م  س  ط  ح گ  راف ی  ک .٣ . ۴ . ٢ ن  ک  ت  ه

اس  ت. م  س  ط  ح گ  راف

[١٣] ن  ی  س  ت  ن  د. م  س  ط  ح k٣,٣ و k۵ م  ی ش  ود ث  اب  ت آن ن  ت  ای  ج و اوی  ل  ر ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا .۴ . ۴ . ٢ ن  ک  ت  ه

و G گ  راف دو اس  ت. ن  ی  از م  ورد ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای م  ف  ه  وم ب  ی  ان ک  ورات  وس  ک  ی١٠ ق  ض  ی  ه ی اث  ب  ات ب  رای

رئ  وس م  ج  م  وع  ه  ب  ی  ن f : V (G) → V (H) ب  ه ص  ورت پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ت  اب  ع  ی اگ  روف  ق  ط اگ  ر ی  ک  ری  خ  ت  ن  د H

در f(u)f(v) ∈ E(H) اگ  روف  ق  ط اگ  ر uv ∈ E(G) ب  ه ط  وری  ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود H و G گ  راف دو

ھ س  ت  ن  د. ی  ک  ری  خ  ت زی  ر گ  راف دو م  ث  ال ب  رای .G ∼= H م  ی ن  وی  س  ن  د و ی  ک  ری  خ  ت گ  راف دو ای  ن ص  ورت

٩Euler
١٠kuratowski



٢۶ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

ی  ک  ری  خ  ت گ  راف ھ ای :۴ . ٢ ش  ک  ل

ی  ک  ری  خ  ت گ  راف  ی ب  ا اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  س  ط  ح گ  راف G گ  راف ک  ورات  وس  ک  ی). (ق  ض  ی  ه ی ۵ . ۴ . ٢ ق  ض  ی  ه

[١۵] ب  اش  د. ن  داش  ت  ه k٣,٣ و k۵ ب  ا ھ م  س  ان  ری  خ  ت زی  رگ  راف ھ ی  چ ک  ه ب  اش  د

اس  ت. ب  رق  رار ن  ی  ز ف  ازی گ  راف ھ ای ب  رای اوی  ل  ر) ق  ض  ی  ه ی در ش  ده ارائ  ه (ف  رم  ول اوی  ل  ر ف  رم  ول .۶ . ۴ . ٢ ن  ک  ت  ه

[۵]

ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  رای ق  ض  ای  ا ت  ع  م  ی  م ۵ . ٢

م  ی ب  اش  د. زی  ر ب  ه ص  ورت ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  ه م  رب  وط ق  ض  ای  ای

ی  ال m و رأس n ب  ا س  اده م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) ف  ازی گ  راف ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ۵ . ٢ ق  ض  ی  ه

آن گ  اه: ،n ⩾ ٣ ک  ه ب  اش  د، (
∑

uv∈E µ(u, v) ⩽ m (ب  ه ط  وری  ک  ه

∑
uv∈E

µ(u, v) ⩽ ٣n− ۶ ∀u, v ∈ V

داری  م:
∑

uv∈E µ(u, v) ⩽ m راب  ط  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا و ٢ . ۴ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رھ ان.

∑
uv∈E

µ(u, v) ⩽ ٣n− ۶ ∀u, v ∈ V

ش  د.[۵] اث  ب  ات ق  ض  ی  ه ن  ت  ی  ج  ه در

ی  ک ح  داق  ل دارای G̃ آن گ  اه ب  اش  د، س  اده ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G̃ : (V, σ, µ) اگ  ر .٢ . ۵ . ٢ ن  ت  ی  ج  ه

دارد. وج  ود d(v) ⩽ ۵ ب  ا v ∈ V رأس ی  ک دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت م  ی ب  اش  د، ۶ از ک  م ت  ر درج  ه ی ب  ا v رأس



٢٧ ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف .۶ . ٢

م  ی ک  ن  ی  م. اث  ب  ات را ق  ض  ی  ه خ  ل  ف ب  رھ ان از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  رھ ان.

رأس دو G̃ اگ  ر م  ی ب  اش  د. ص  ف  ر درج  ه ی دارای رأس ای  ن ب  اش  د، رأس ی  ک ش  ام  ل ف  ق  ط G̃ : (V, σ, µ) اگ  ر

،n ⩾ ٣ ک  ه م  ی ک  ن  ی  م ف  رض ح  ال م  ی ب  اش  ن  د. ی  ک ح  داک  ث  ر درج  ه ی دارای رأس دو ھ ر آن گ  اه ب  اش  د داش  ت  ه

ب  اش  د. رأس ٣ ح  داق  ل دارای G̃ دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت

داری  م: ب  اش  د، ۶ ح  داق  ل G̃ از رأس ھ ر درج  ه ی اگ  ر خ  ل  ف: ف  رض

∑
v∈V

d(v) ⩾ ۶n

داری  م: ف  ازی گ  راف در درج  ات م  ج  م  وع ق  ض  ی  ه ی از و

∑
v∈V

d(v) = ٢
∑
uv∈E

µ(u, v)

داری  م: ب  الا رواب  ط از اس  ت  ف  اده ب  ا

٢
∑
uv∈E

µ(u, v) =
∑
v∈V

d(v) ⩾ ۶n

م  ی ش  ود: ن  ت  ی  ج  ه ∑ب  ن  اب  رای  ن
uv∈E

µ(u, v) ⩾ ٣n

داری  م: ١ . ۵ . ٢ ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا زی  را اس  ت. م  م  ک  ن غ  ی  ر ام  ر ای  ن و

∑
uv∈E

µ(u, v) ⩽ ٣n− ۶ ∀u, v ∈ V

گ  راف م  ع  ن  ی ک  ه ب  ه ای  ن م  ی ش  ود، ث  اب  ت ح  ک  م و اس  ت ب  اط  ل خ  ل  ف ف  رض م  ی رس  ی  م. ت  ن  اق  ض ب  ه ب  ن  اب  رای  ن

ب  اش  د.[۵] دارا را ۶ ک  م ت  ر درج  ه ی از رأس ی  ک ب  ای  د س  اده ف  ازی م  س  ط  ح

ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف ۶ . ٢

آن گ  اه ب  اش  د ٠.۶٧ از ب  ی  ش  ت  ر م  س  ط  ح ف  ازی گ  راف ی  ک ف  ازی م  س  ط  ح  ی ارزش م  ق  دار اگ  ر .١ . ۶ . ٢ ق  ض  ی  ه

ن  م  ی ش  ود. ق  وی ی  ال دو ب  ی  ن ت  ق  اط  ع  ی ن  ق  ط  ه ش  ام  ل گ  راف



٢٨ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

ف  ازی م  س  ط  ح  ی ارزش ب  ا ب  اش  د م  س  ط  ح ف  ازی گ  راف ی  ک ψ = (V, δ, E) ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

دو ب  ی  ن ت  ق  اط  ع  ی ن  ق  ط  ه p ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود ای  ن ام  ک  ان اگ  ر .f ⩾ ٠.۶٧ ک  ه ط  وری ب  ه f

((a, b), (a, b)µj) ق  وی ھ ری  ال ب  رای و ب  اش  د ((c, d), (c, d)µj) و ((a, b), (a, b)µj) ق  وی ف  ازی ی  ال

،I(c,d) و I(a,b) م  ی  ن  ی  م  م ارزش ب  رای I(a,b) ⩾ ٠.۵ ب  ن  اب  رای  ن (a, b)µj ⩾ ١
٢ min{δ(a), δ(b)} داری  م

ت  ق  اط  ع  ی ن  ق  ط  ه ش  ام  ل ψ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. م  ت  ن  اق  ض ای  ن Ip = ٠.۵ ای  ن ک  ه ب  ه ت  وج  ه ب  ا f = ١
٠+١.۵ < ٠.۶٧

ن  م  ی  ش  ود[١٠]. ق  وی ی  ال  ه  ای ب  ی  ن

م  س  ط  ح گ  راف ک  ه م  ی ک  ن  ی  م م  ع  رف  ی را ف  ازی م  س  ط  ح ازگ  راف خ  اص  ی ن  وع م  ا ک  ه ب  ود ای  ن ق  ض  ی  ه ای  ن از ان  گ  ی  زه

اس  ت. ٠.۶٧ م  س  اوی ی  ا ب  ی  ش  ت  ر ف  ازی م  س  ط  ح  ی ارزش ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ف  ازی-۶٧.٠

ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف دوگ  ان ١ . ۶ . ٢

و ب  اش  د ٠.۶٧- ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ψ = (V, δ, E) ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ۶ . ٢ ت  ع  ری  ف

و F١ ک  ن  ی  د ف  رض ھ م چ  ن  ی  ن E = {((x, y), (x, y)µj), j = ١,٢, . . . , pxy|(x, y) ∈ V × V }

ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ψ از ف  ازی دوگ  ان گ  راف ب  اش  د ψ از ق  وی ف  ازی وج  وه Fk و . . . و F٢

وج  ه ب  ه م  رب  وط ψ′ از xi رئ  وس و V ′ = {xi, i = ١,٢, . . . , k} ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت ψ′ = (V ′, δ′, E ′)

ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت ش  ده داده δ′ = V ′ → [٠,١] ن  گ  اش  ت ت  وس  ط رئ  وس ع  ض  وی  ت ارزش اس  ت. ψ از Fi

δ′(Xi) = max{(u, v)µj , j = ١,٢, . . . , puv|Fi ق  وی ف  ازی وج  ه م  رز از ی  ال ی  ک (u, v)}.

ب  ن  اب  رای  ن ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود م  ش  ت  رک ی  ال ی  ک از ب  ی  ش  ت  ر اس  ت م  م  ک  ن ψ از Fj و Fi وج  ه دو ب  ی  ن

ب  اش  د. داش  ت  ه وج  ود ی  ال ی  ک از ب  ی  ش  ت  ر اس  ت م  م  ک  ن ψ′ دوگ  ان ف  ازی گ  راف در xj و xi راس دو ب  ی  ن

از ف  ازی ی  ال ھ ای ع  ض  وی  ت ارزش اس  ت. xj و xi رئ  وس ب  ی  ن ی  ال L-ام  ی  ن ع  ض  وی  ت ارزش (xi, xj)vL

م  رز در ی  ال ی  ک (u, v)L ک  ه ط  وری ب  ه ان  د ش  ده داده (xi, xj)vL = (u, v)Lµj وس  ی  ل  ه ب  ه ف  ازی دوگ  ان گ  راف

م  رز در م  ش  ت  رک ی  ال ھ ای ت  ع  داد s ط  وری  ک  ه ب  ه L = ١,٢, . . . , s و اس  ت Fj و Fi ف  ازی ق  وی وج  ه ب  ی  ن

[١٠] اس  ت. xj و xi ب  ی  ن ی  ال ھ ای ت  ع  داد ی  ا Fj و Fi ب  ی  ن

ت  ع  داد ب  اش  د. ض  ع  ی  ف ی  ال ھ ای ب  دون م  س  ط  ح-٠٫۶٧ ف  ازی گ  راف ی  ک ψ ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ۶ . ٢ ق  ض  ی  ه



٢٩ ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف .۶ . ٢

ھ م چ  ن  ی  ن ش  ده ان  د. داده ن  ش  ان m و p و n ت  وس  ط ψ ق  وی وج  ه ھ ای ت  ع  داد و ف  ازی ی  ال  ھ ای ت  ع  داد رئ  وس،

آ ن گ  اه: ب  اش  د. ψ گ  راف ف  ازی دوگ  ان ψ′ ک  ن  ی  د ف  رض

اس  ت. m ب  راب  ر ψ′ رئ  وس ت  ع  داد (i)

اس  ت. p ب  راب  ر ψ′ ی  ال ھ ای ت  ع  داد (ii)

اس  ت. n ب  راب  ر ψ′ ف  ازی وج  ه ھ ای ت  ع  داد (iii)

م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ف  ازی دوگ  ان گ  راف ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا (iii) و (ii) و (i) اث  ب  ات ب  رھ ان.

V = {a, b, c, d} ط  وری  ک  ه ب  ه اس  ت ش  ده ارائ  ه ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ۵ . ٢ درش  ک  ل .۴ . ۶ . ٢ م  ث  ال

و δ(d) = ٠.٩ و δ(c) = ٠.٨ و δ(b) = ٠.٧ و δ(a) = ٠.۶ گ  راف ای  ن ب  رای اس  ت. ش  ده داده

E = {((a, b),٠.۵), ((a, c),٠.۴), ((a, d),٠.۵۵), ((b, c),٠.٧)}

((b, c),٠.۴۵) ب  ه ش  ده م  ح  دود F١ ک  ه دارد را زی  ر ف  ازی وج  وه ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف ب  ن  اب  رای  ن اس  ت.

((a, d),٠.۵۵) و ((c, d),٠.٧) و ((a, c),٠.۴) ب  ه ش  ده م  ح  دود F٢ و ((a, b),٠.۵) و ((a, c),٠.۴) و

اح  اط  ه ((a, d),٠.۵۵) و ((c, d),٠.٧) و ((a, b),٠.۵) و ((b, c),٠.۴۵) ت  وس  ط F٣ ب  ی  رون  ی وج  ه و

ف  ازی، وج  وه ھ م  ه ای  ن  ج  ا در اس  ت زی  ر ش  رح ب  ه ش  ده س  اخ  ت  ه ف  ازی دوگ  ان گ  راف اس  ت. ش  ده

ن  ظ  ر در ف  ازی دوگ  ان گ  راف ب  رای راس ی  ک ق  وی، ف  ازی وج  ه ھ ر ب  رای ھ س  ت  ن  د. ق  وی ف  ازی وج  وه

ب  ه م  رب  وط xi ک  ه ط  وری ب  ه V ′ = {x١, x٢, x٣, x۴} رئ  وس م  ج  م  وع  ه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ش  ده گ  رف  ت  ه

و δ′(x١) = max{٠.۵,٠.۴,٠.۴۵} = ٠.۵ ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. i = ١,٢,٣,۴ Fi ق  وی ف  ازی وج  ه

.δ′(x٢) = max{٠.۵۵,٠.٧,٠.۴} = ٠.٧ و δ′(x٣) = max{٠.۵,٠.۴۵,٠.٧,٠.۵۵} = ٠.٧

رئ  وس ب  ی  ن ب  ن  اب  رای  ن دارد وج  ود ψ در F٣ و F٢ وج  ه دو ب  ی  ن (c, d) و (a, d) م  ش  ت  رک ی  ال دو

و ٠.٧ = (c, d)µ١ = (x٢, x۴)v١ ت  وس  ط ی  ال ھ ا ای  ن ع  ض  وی  ت ت  اب  ع دارد. وج  ود ی  ال دو x٣ و x٢

اس  ت. ش  ده داده ٠.۵۵ = (a, d)µ١ = (x٢, x۴)v٢

(x١, x٢)v١ = (a, c)µ١ = ٠.۴ ت  وس  ط ف  ازی دوگ  ان گ  راف در ی  ال ھ ا دی  گ  ر ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ھ م  چ  ی  ن  ی  ن



٣٠ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢

ب  ن  اب  رای  ن اس  ت ش  ده م  ح  اس  ب  ه (x١, x٣)v٢ = (b, c)µ١ = ٠.۴۵ و (x١, x٣)v١ = (a, b)µ١ = ٠.۵ و

ب  ا اس  ت ب  راب  ر ف  ازی دوگ  ان گ  راف از ی  ال م  ج  م  وع  ه

E ′ = {((x١, x٠,(٢.۴), ((x١, x٠,(٣.۵), ((x١, x٠,(٣.۴۵), ((x٢, x٠.٧,(٣), ((x٢, x٠,(٣.۵۵)}

اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان چ  ی  ن ھ ا خ  ط وس  ی  ل  ه ب  ه ψ′ = (V ′, δ′, E ′) ف  ازی دوگ  ان گ  راف ۵ . ٢ ش  ک  ل در

۵ . ٢ ش  ک  ل

ص  ورت ای  ن در ب  اش  د. ψ ف  ازی-٠٫۶٧، م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی، گ  راف دوگ  ان ψ′ ک  ن  ی  د ف  رض .۵ . ۶ . ٢ ق  ض  ی  ه

اس  ت. ψ رئ  وس ت  ع  داد م  س  اوی ی  ا ک  م ت  ر ψ′ در ق  وی ف  ازی وج  ه ھ ای ت  ع  داد

دارای ψ′ و راس n دارای ψ اگ  ر اس  ت. ψ ف  ازی-٠٫۶٧ م  س  ط  ح گ  راف ف  ازی، گ  راف دوگ  ان ψ′ ب  رھ ان.

ب  رای ب  اش  د. ق  وی ی  ال ھ ای و ض  ع  ی  ف ی  ال ھ ای دارای اس  ت م  م  ک  ن ψ ح  ال ب  اش  د. ق  وی ف  ازی وج  ه m

ی  ال ت  ع  دادی دارای ψ اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن ش  ون  د. ب  رده ب  ی  ن از ب  ای  د ض  ع  ی  ف ی  ال ھ ای ف  ازی گ  راف دوگ  ان س  اخ  ت



٣١ ف  ازی-۶٧.٠ م  س  ط  ح گ  راف .۶ . ٢

از ت  ع  دادی ب  اش  ن  د. ض  ع  ی  ف ی  ال ھ ای آن م  ج  اور ی  ال ھ ای ھ م  ه اس  ت م  م  ک  ن رئ  وس از ب  ع  ض  ی ب  اش  د ض  ع  ی  ف

ی  ال ھ ای و رئ  وس ای  ن م  ا اگ  ر اس  ت. ن  ش  ده م  ح  دود ف  ازی وج  ه ھ ی  چ ب  ه رئ  وس ای  ن دھ ی  د. ق  رار t را رئ  وس

m = n − t ق  ب  ل، ق  ض  ی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ش  ود. n − t رئ  وس ت  ع  داد گ  اه آن ک  ن  ی  م ح  ذف را آن م  ج  اور

ت  ع  داد م  س  اوی ک  م ت  ر ψ در ق  وی ف  ازی وج  ه ھ ای ت  ع  داد ک  ه ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ای  ن .m ⩽ n ک  ل  ی ب  ه ط  ور ب  ن  اب  رای  ن

م  ی آی  د. دس  ت ب  ه اس  ت ψ رئ  وس

دوگ  ان و ض  ع  ی  ف ی  ال ب  دون ف  ازی-٠٫۶٧ م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ψ = (V, σ, E) ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ۶ . ٢ ق  ض  ی  ه

ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  ا ب  راب  ر ψ′ ف  ازی ی  ال ھ ای ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  اش  د. ψ′ = (V ′, σ′, E ′) ،ψ ف  ازی گ  راف

اس  ت. ψ ف  ازی ی  ال ھ ای

دوگ  ان اس  ت. ض  ع  ی  ف ی  ال ب  دون ف  ازی-٠٫۶٧ م  س  ط  ح گ  راف ی  ک ψ = (V, σ, E) ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

ھ ی  چ ب  دون ف  ازی-٠٫۶٧ م  س  ط  ح گ  راف ط  وری ک  ه ب  ه اس  ت ψ′ = (V ′, σ′, E ′) گ  راف ψ ف  ازی گ  راف

ق  وی ف  ازی وج  ه ھ ای م  ج  م  وع  ه {F١, F٢, . . . , Fk} ک  ن  ی  د ف  رض اس  ت. ھ ا ی  ال ب  ی  ن ت  ق  اط  ع  ی ن  ق  ط  ه ی

در ی  ال  ی (u, v)L ط  وری ک  ه ب  ه (xi, xj)vL = (u, v)Lµj م  ی  دان  ی  م ف  ازی گ  راف دوگ  ان ت  ع  ری  ف از ب  اش  د ψ

م  ش  ت  رک ی  ال ھ ای ت  ع  داد ط  وری ک  ه ب  ه اس  ت L = ١,٢, . . . , S و Fj و Fi ق  وی ف  ازی وج  ه دو ب  ی  ن م  ح  دوده

ی  ال ک  ه اس  ت ψ ھ م  ان  ن  د ψ′ ف  ازی گ  راف ف  ازی ی  ال ھ ای ت  ع  داد اس  ت. ت  ا S ،Fj و Fi ب  ی  ن م  ح  دوده ی در

دارد. وج  ود ع  ض  وی  ت ارزش ھ م  ان ب  ا ψ′ در ف  ازی ی  ال ی  ک ψ ف  ازی ی  ال ھ ر ب  رای ن  دارد. ض  ع  ی  ف



٣٢ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف .٢



٣ ف  ص  ل

گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی

ف  ازی م  س  ط  ح

٣٣



٣۴ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣

ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی ٣ . ١

ی  ک  ری  خ  ت  ی اس  اس  ی وی  ژگ  ی ھ ای ٣ . ١ . ١

ب  اش  ن  د. ف  ازی گ  راف دو G̃′ : (V ′, σ′, µ′) و G̃ : (V, σ, µ) م  ی ک  ن  ی  م ف  رض زی  ر ت  ع  اری  ف ب  رای

م  ی ب  اش  د h : V → V ′ ن  گ  اش  ت ،h : G̃ → G̃′ ف  ازی گ  راف ھ ای از ھ م  ری  خ  ت  ی ی  ک .٣ . ١ . ١ ت  ع  ری  ف

م  ی  ب  اش  د:[۵] ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط ب  ه ط  وری  ک  ه

σ(x) ⩽ σ′(h(x)) ∀x ∈ V, µ(x, y) ⩽ µ′(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V

ب  ه ط  وری  ک  ه م  ی ب  اش  د h : V → V ′ دوس  وی  ی ن  گ  اش  ت ی  ک ،h : G̃ → G̃′ ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک .٣ . ١ . ٢ ت  ع  ری  ف

م  ی  ب  اش  د: ب  رق  رار زی  ر ش  رای  ط

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V,

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V

م  ی دھ ی  م.[۵] ن  ش  ان G̃ ∼= G̃′ ب  ا و

م  ی ب  اش  د.[۵] ی  ک  س  ان آن  ه  ا ان  دازه و م  رت  ب  ه ی  ک  ری  خ  ت، ف  ازی گ  راف دو ھ ر ب  رای .٣ . ١ . ٣ ق  ض  ی  ه

و V زم  ی  ن  ه ی م  ج  م  وع  ه ھ ای ب  ا G̃′ و G̃ ف  ازی گ  راف ھ ای ب  ی  ن ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک h : G̃ → G̃′ اگ  ر ب  رھ ان.

آن گ  اه ب  اش  د، V ′

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V,

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V

داری  م: ب  الا رواب  ط و ف  ازی گ  راف در م  رت  ب  ه ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

O(G̃) =
∑
x∈V

σ(x) =
∑
x∈V

σ′(h(x)) = O(G̃′)



٣۵ ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣ . ١

داری  م: ب  الا رواب  ط و ف  ازی گ  راف در ان  دازه ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

S(G̃) =
∑
x,y∈V

µ(x, y) =
∑
x,y∈V

µ′(h(x), h(y)) = S(G̃′)

ح  ف  ظ آن ھ ا رئ  وس درج  ات آن گ  اه ب  اش  ن  د، ی  ک  ری  خ  ت ف  ازی گ  راف ھ ای G̃′ و G̃ اگ  ر .۴ . ٣ . ١ ق  ض  ی  ه

م  ی ش  ود.[۵]

ی  ک  ری  خ  ت  ی ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  اش  د. G̃′ روی ب  ر G̃ از ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک h : G̃→ G̃′ ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

داری  م:

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V

داری  م: ف  ازی گ  راف ی  ک در رأس ی  ک درج  ه ی ت  ع  ری  ف ب  ه ب  ات  وج  ه و ب  الا راب  ط  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ھ م  چ  ن  ی  ن،

dG̃(u) =
∑
u̸=v

v∈V

µ(u, v) =
∑
u̸=v

v∈V

µ′(h(u), h(v)) = dG̃(h(u))

اس  ت.[۵] ھ م ارزی راب  ط  ه ی ی  ک ف  ازی گ  راف ھ ای ب  ی  ن ی  ک  ری  خ  ت  ی .۵ . ٣ . ١ ن  ک  ت  ه

ف  ازی، گ  راف ھ ای G̃′′ = (V,′′ σ′′, µ′′) و G̃′ = (V ′, σ′, µ′) ، G̃ = (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

ب  اش  ن  د. V ′′ و V ′ ،V زم  ی  ن  ه ی م  ج  م  وع  ه ھ ای ب  ا ب  ه ت  رت  ی  ب

h(x) = x ،x ∈ V ھ ر ب  ه ازای ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را h : V → V ھ م  ان  ی ن  گ  اش  ت ان  ع  ک  اس  ی: .١

رواب  ط و اس  ت دوس  وی  ی ن  گ  اش  ت ی  ک h ک  ه م  ی ب  اش  د.

σ(x) = σ(h(x)) ∀x ∈ V

µ(x, y) = µ(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V

ب  ن  اب  رای  ن م  ی ب  اش  د. خ  ودش ب  ه ف  ازی گ  راف ھ ای از ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک h ای  ن رو از م  ی ب  اش  د. ب  رق  رار

ب  رق  رار ان  ع  ک  اس  ی راب  ط  ه ی ن  ت  ی  ج  ه در .(G̃ ∼= G̃ اس  ت(ی  ع  ن  ی ی  ک  ری  خ  ت خ  ودش ب  ا G ف  ازی گ  راف

اس  ت.



٣۶ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣

ن  گ  اش  ت ی  ک h آن  گ  اه ب  اش  د، G̃′ روی ب  ر G̃ از ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک h : V → V ′ ک  ن  ی  د ف  رض ت  ق  ارن  ی: .٢

دوس  وی  ی

h(x) = x′, x ∈ V (٣ . ١)

ک  ه اس  ت،

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V (٣ . ٢)

داری  م: (٣ . ١) از اس  ت  ف  اده ب  ا اس  ت دوس  وی  ی h چ  ون م  ی ب  اش  د. ب  رق  رار

h−١(x′) = x ∀x′ ∈ V ′; (٣ . ٣)

داری  م: (٣ . ٢) در (٣ . ٣) و (٣ . ١) از اس  ت  ف  اده ب  ا و

σ(h−١(x′)) = σ′(x′) ∀x′ ∈ V ′

µ(h−١(x′), h−١(y′)) = µ′(x′, y′) ∀x′, y′ ∈ V ′ (۴ . ٣)

ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک ک  ه م  ی آوری  م، ب  ه دس  ت را h−١ : V ′ → V پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ن  گ  اش  ت ی  ک ب  ن  اب  رای  ن

دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت م  ی ب  اش  د. G̃ روی ب  ر G̃′ از

G̃ ∼= G̃′ ⇒ G̃′ ∼= G̃.

اس  ت. ب  رق  رار ت  ق  ارن  ی راب  ط  ه ی ن  ت  ی  ج  ه در

و G̃′ روی ب  ر G از ی  ک  ری  خ  ت  ی ھ ای  ی ت  رت  ی  ب، ب  ه g : V ′ → V ′′ و h : V → V ′ ک  ن  ی  د ف  رض ت  ع  دی: .٣

ک  ه اس  ت V ′′ ب  ه V از پ  وش  ا و ی  ک ب  ه ی  ک ن  گ  اش  ت ی  ک g ◦ h آن  گ  اه ب  اش  ن  د. G̃′′ روی ب  ر G̃′

(g ◦ h)(x) = g(h(x)) ∀x ∈ V



٣٧ ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣ . ١

ک  ه م  ی ب  اش  د، h(x) = x′ ،x ∈ V ھ ر ب  ه ازای ک  ه اس  ت، ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک h : V → V ′ ھ م چ  ن  ی  ن

σ(x) = σ′(h(x)) ∀x ∈ V

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)) ∀x, y ∈ V

دی  گ  ر، ب  ه ع  ب  ارت م  ی ب  اش  د. ب  رق  رار

σ(x) = σ′(x′) ∀x ∈ V (۵ . ٣)

µ(x, y) = µ′(x′, y′) ∀x, y ∈ V (۶ . ٣)

داری  م: اس  ت V ′′ ب  ه V ′ از ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک g ک  ه آن  ج  ای  ی از

g(x′) = x′′, x′ ∈ V ′

σ′(x′) = σ′′(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′ (٣ . ٧)

µ′(x′, y′) = µ′′(g(x′), g(y′)) ∀x′, y′ ∈ V ′ (٣ . ٨)

داری  م: h(x) = x′ ،x ∈ V از اس  ت  ف  اده ب  ا و (٣ . ٧) و (۵ . ٣) از

σ = σ′(x′) ∀x ∈ V

= σ′′(g(x′)) ∀x′ ∈ V ′

= σ′′(g(h(x))) ∀x ∈ V

داری  م: (٣ . ٨) و (۶ . ٣) از

µ(x, y) = µ′(x′, y′) ∀x, y ∈ V

= µ′′(g(x′), g(y′)) ∀x′, y′ ∈ V ′

= µ′′(g(h(x)), g(h(y))) ∀x, y ∈ V.

درن  ت  ی  ج  ه اس  ت. G̃′′ و G̃ ب  ی  ن ی  ک  ری  خ  ت  ی ی  ک g ◦ h ب  ن  اب  رای  ن اس  ت. ب  رق  رار ت  ع  دی راب  ط  ه ی ن  ت  ی  ج  ه در

اس  ت. ھ م ارزی راب  ط  ه ی ی  ک ف  ازی گ  راف ھ ای ب  ی  ن ی  ک  ری  خ  ت  ی



٣٨ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣

م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را ف  ازی گ  راف ھ ای ب  ودن م  س  ط  ح خ  اص  ی  ت ی  ک  ری  خ  ت  ی .۶ . ٣ . ١ ن  ک  ت  ه

ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود h : G̃ → G̃′ ی  ک  ری  خ  ت  ی اگ  ر ب  اش  د ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G̃ اگ  ر .٣ . ١ . ٧ ق  ض  ی  ه

م  س  ط  ح  ی ارزش ھ م  ان ب  ا ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ص  ورت ب  ه م  ی ت  وان  د G̃′ ب  اش  د، ف  ازی گ  راف G̃′ ط  وری  ک  ه

ش  ود.[١٠] داده ن  ش  ان G̃ ف  ازی

ب  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود h : G̃ → G̃′ ی  ک  ری  خ  ت  ی و ب  اش  د ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ی  ک G̃ ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

ان  دازه و م  رت  ب  ه ھ م چ  ن  ی  ن ک  ن  د، م  ی ح  ف  ظ را راس و ی  ال وزن ی  ک  ری  خ  ت  ی ح  ال ب  اش  د. ف  ازی گ  راف G̃′ ط  وری ک  ه

G̃ ب  راب  ر G̃′ ان  دازه و م  رت  ب  ه ب  ن  اب  رای  ن م  ی ش  ود. داش  ت  ه ن  گ  ه ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی در ف  ازی گ  راف ھ ای

م  س  ط  ح  ی ارزش و ی  ال ھ ا ب  ی  ن ت  ق  اط  ع ت  ع  داد ب  ن  اب  رای  ن ش  ود. رس  م G̃ ھ م  ان  ن  د م  ی ت  وان  د G̃′ آن گ  اه ب  ود. خ  واھ د

ارزش ھ م  ان ب  ا ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف م  ان  ن  د م  ی ت  وان  د G̃′ ک  ه ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ای  ن و ب  ود خ  واھ د G̃ م  ان  ن  د G̃′ ف  ازی

م  ی آی  د. دس  ت ب  ه ش  ود رس  م ف  ازی م  س  ط  ح  ی

را ک  ورات  وس  ک  ی ق  ض  ی  ه ی ، ٣ . ١ . ٧ ق  ض  ی  ه ی و ف  ازی گ  راف ھ ای ب  رای ی  ک  ری  خ  ت  ی ق  ض  ی  ه ی از اس  ت  ف  اده ب  ا

م  ی ک  ن  ی  م: ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت

ھ ی  چ ک  ه ب  اش  د ی  ک  ری  خ  ت ف  ازی گ  راف ب  ا اگ  روف  ق  ط  اگ  ر اس  ت ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف G̃ گ  راف .٣ . ١ . ٨ ق  ض  ی  ه

ب  اش  د. ن  داش  ت  ه k̃٣,٣ و k̃۵ ب  ا ی  ک  ری  خ  ت ف  ازی زی  رگ  راف

ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع ٣ . ٢

ف  ازی: گ  راف ی  ک ب  ه ص  ورت G̃٢ و G̃١ ف  ازی گ  راف دو اج  ت  م  اع١

G̃ = G̃١ ∪ G̃٢ = (σ١ ∪ σ٢, µ١ ∪ µ٢)

١union



٣٩ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع .٣ . ٢

ب  ا E = E١ ∪ E٢ و V = V١ ∪ V٢ ک  ه G∗ : (V,E) روی

(σ١ ∪ σ٢)(u) =



σ١(u), u ∈ V١ − Vاگ  ر٢

σ٢(u), u ∈ V٢ − Vاگ  ر١

σ١(u) ∨ σ٢(u), u ∈ V١ ∩ Vاگ  ر٢

(µ١ ∪ µ٢)(u, v) =



µ١(u, v), uv ∈ E١ − Eاگ  ر٢

µ٢(u, v), uv ∈ E٢ − Eاگ  ر١

µ١(u, v) ∨ µ٢(u, v), uv ∈ E١ ∩ Eاگ  ر٢

[١۶] م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف

درن  ظ  ر را زی  ر ح  ال  ت س  ه ،u ∈ V١ ∪ V٢ ھ ر ب  ه ازای ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع در رأس ی  ک درج  ه ی

م  ی گ  ی  ری  م:

ن  م  ی ش  ون  د. داده رخ ھ م زم  ان ب  ه ط  ور دو ھ ر ام  ا ،u ∈ V٢ ی  ا u ∈ V١ اول: ح  ال  ت

ن  م  ی گ  ی  رن  د. ق  رار E١ ∩ E٢ در u رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ی  چ آن  گ  اه

ب  ن  اب  رای  ن

(µ١ ∪ µ٢)(u, v) =


µ١(u, v), u ∈ Vاگ  ر١ دی  گ  ر) uv(ب  ه ع  ب  ارت ∈ Eاگ  ر١

µ٢(u, v), u ∈ Vاگ  ر٢ دی  گ  ر) uv(ب  ه ع  ب  ارت ∈ Eاگ  ر٢

آن  گ  اه ب  اش  د، u ∈ V١ اگ  ر ب  ن  اب  رای  ن

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(u, v)

=
∑
uv∈E١

µ١(u, v)

= dG̃١
(u).



۴٠ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣

آن  گ  اه ب  اش  د، u ∈ V٢ اگ  ر

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(u, v)

=
∑
uv∈E١

µ٢(u, v)

= dG̃٢
(u).

ن  م  ی گ  ی  رد. ق  رار E١ ∩ E٢ در u رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ی  چ ام  ا u ∈ V١ ∩ V٢ دوم: ح  ال  ت

ق  رار ھ ردو در ھ م  زم  ان ب  ه ط  ور ام  ا م  ی گ  ی  رد، ق  رار E٢ در ی  ا E١ در u رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ر ب  ن  اب  رای  ن

م  ی ش  ون  د. واق  ع G̃١ ∪ G̃٢ در ی  ال ھ ا ای  ن ت  م  ام  ی ھ م  چ  ن  ی  ن ن  م  ی گ  ی  رد.

ب  ن  اب  رای  ن

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(u, v)

=
∑
uv∈E١

µ١(u, v) +
∑
uv∈E٢

µ٢(u, v)

= dG̃١
(u) + dG̃٢

(u).

دارن  د. ق  رار E١ ∩ E٢ در u رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ای ب  رخ  ی و u ∈ V١ ∩ V٢ س  وم: ح  ال  ت

م  ی ش  ود. ظ  اھ ر G̃١ ∪ G̃٢ در ی  ک ب  ار ف  ق  ط دارد، ق  رار E١ ∩ E٢ در ک  ه uv ی  ال ھ ر

داری  م: uv ی  ال ب  ه ازای

(µ١ ∪ µ٢)(u, v) = µ١(u, v) ∨ µ٢(u, v).



۴١ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع .٣ . ٢

ت  ع  ری  ف، از اس  ت  ف  اده ب  ا

dG̃١∪G̃٢
(u) =

∑
uv∈E

(µ١ ∪ µ٢)(u, v)

=
∑

uv∈E١−E٢

µ١(u, v) +
∑

uv∈E٢−E١

µ٢(u, v) +
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∨ µ٢(u, v)

=
[ ∑
uv∈E١−E٢

µ١(u, v) +
∑

uv∈E٢−E١

µ٢(u, v) +
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∨ µ٢(u, v)

+
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∧ µ٢(u, v)
]
−

∑
uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∧ µ٢(u, v)

=
∑
uv∈E١

µ١(u, v) +
∑
uv∈E٢

µ٢(u, v)−
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∧ µ٢(u, v)

= dG̃١
(u) + dG̃٢

(u)−
∑

uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∧ µ٢(u, v).

در ٣ . ١ ش  ک  ل در را G̃٢ : (V٢, σ٢, µ٢) و G̃١ : (V١, σ١, µ١) ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای .٣ . ٢ . ١ م  ث  ال

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر

از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن ن  ش  ده اس  ت. واق  ع V٢ در چ  ون و م  ی ب  اش  د x ∈ V١ ش  ک  ل در ب  گ  ی  ری  د: درن  ظ  ر را x

داری  م: اول ح  ال  ت

dG̃١∪G̃٢
(x) = dG̃١

(x)

= µ١(x,w) + µ١(x, v)

= ٠٫۵ + ٠٫۶ = ١٫١

E١ ∩E٢ در v رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ی  چ ام  ا م  ی ب  اش  د، v ∈ V١ ∩ V٢ ، ٣ . ١ ش  ک  ل در ب  گ  ی  ری  د: درن  ظ  ر را v

در ھ م  زم  ان ب  ه ط  ور ام  ا م  ی گ  ی  رد، ق  رار E٢ در ی  ا E١ در u رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ھ ر ی  ع  ن  ی ن  م  ی ش  ود. واق  ع

ن  م  ی گ  ی  رد. ق  رار ھ ردو



۴٢ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣

داری  م: دوم ح  ال  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

dG̃١∪G̃٢
(v) = dG̃١

(v) + dG̃٢
(v)

= (µ١(u, v) + µ١(x, v)) + µ٢(w, v))

= (٠٫۴ + ٠٫۶) + ٠٫٣ = ١٫٣

م  ی ب  اش  د، ب  رق  رار uw ∈ E١ ∩ E٢ ھ م  چ  ن  ی  ن و u ∈ V١ ∩ V٢ ، ٣ . ١ ش  ک  ل در ب  گ  ی  ری  د: درن  ظ  ر را u

اس  ت. ش  ده واق  ع E١ ∩ E٢ در v رأس ب  ا م  ت  لاق  ی ی  ال ی  ع  ن  ی

داری  م: س  وم ح  ال  ت از اس  ت  ف  اده ب  ا ب  ن  اب  رای  ن

dG̃١∪G̃٢
(u) = dG̃١

(u) + dG̃٢
(u)−

∑
uv∈E١∩E٢

µ١(u, v) ∧ µ٢(u, v)

= dG̃١
(u) + dG̃٢

(u)− µ١(u,w) ∧ µ٢(u,w)

= (٠٫٣ + ٠٫۴) + ٠٫۴ − (٠٫٣ ∧ ٠٫۴)

= ٠٫٧ + ٠٫۴ − ٠٫٣ = ٠٫٨

م  ی ش  ود. ب  ررس  ی ٣ . ١ ش  ک  ل در G̃١ ∪ G̃٢ ش  ک  ل در درج  ات ای  ن ت  م  ام  ی

(G١ ∪G٢) G٢ و G١ اج  ت  م  اع :٣ . ١ ش  ک  ل



۴٣ م  ن  ت  ظ  م ف  ازی گ  راف .٣ . ٣

م  ن  ت  ظ  م٢ ف  ازی گ  راف ٣ . ٣

ق  ط  ع  ی م  ن  ت  ظ  م گ  راف ٣ . ٣ . ١

گ  وی  ی  م. k-م  ن  ت  ظ  م گ  راف ی  ک را G ب  اش  د، k ب  راب  ر G گ  راف رأس ھ ر درج  ه ی ھ رگ  اه .٣ . ٣ . ١ ت  ع  ری  ف

ھ ر ب  ه ازای اگ  ر رادرن  ظ  رب  گ  ی  ری  د. G = (V,E) روی G̃ = (V, σ, µ) ف  ازی گ  راف .٣ . ٣ . ٢ ت  ع  ری  ف

درج  ه ی زم  ی  ن  هGدارای گ  راف رأس ھ ر اگ  ر دی  گ  ر) (ب  ه ع  ب  ارت .dG̃(v) = k ، Gزم  ی  ن  ه vدرگ  راف ∈ V

در م  ن  ت  ظ  م گ  راف ھ ای ت  ع  ری  ف ب  ا ک  ه گ  وی  ی  م. k-م  ن  ت  ظ  م ف  ازی گ  راف ی  ک را G̃ آن  گ  اه ب  اش  د، داش  ت  ه k ی  ک  س  ان

اس  ت. م  ش  اب  ه ق  ط  ع  ی گ  راف ن  ظ  ری  ه

دارد: ھ م  راه ب  ه را زی  ر دوم  ش  ک  ل ت  ع  ری  ف١ . ۴ . ١۵ ب  ر م  ب  ت  ن  ی م  ن  ت  ظ  م ف  ازی گ  راف ت  ع  ری  ف ال  ب  ت  ه

آ) ن  ب  اش  د.(ش  ک  ل م  ن  ت  ظ  م ل  زوم  ا زم  ی  ن  ه گ  راف ول  ی ب  اش  ن  د ی  ک  س  ان رئ  وس درج  ه اس  ت م  م  ک  ن آ.

ب  راب  رن  ب  اش  ن  د.(ش  ک  ل ف  ازی گ  راف رئ  وس درج  ه ول  ی ب  اش  د م  ن  ت  ظ  م ف  ازی زم  ی  ن  ه،گ  راف گ  راف اس  ت م  م  ک  ن ب.

ب)

(ب) (آ)

٣ . ٢ ش  ک  ل

ن  م  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه آن، زم  ی  ن  ه گ  راف راب  رح  س  ب م  ن  ت  ظ  م ف  ازی گ  راف م  ی  ت  وان ب  ن  اب  رای  ن

ب  اش  د. م  ن  ت  ظ  م آن زم  ی  ن  ه گ  راف اس  ت،اگ  ر م  ن  ت  ظ  م G̃ = (V, σ, µ) ف  ازی گ  راف .٣ . ٣ . ٣ ت  ع  ری  ف
٢regular fuzzy graph



۴۴ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف دو اج  ت  م  اع و ف  ازی گ  راف ھ ای ی  ک  ری  خ  ت  ی .٣

٣-م  ن  ت  ظ  م ف  ازی گ  راف ٣ . ٣ . ٢

دارای آن زم  ی  ن  ه گ  راف رأس ھ ر ھ رگ  اه اس  ت م  ک  ع  ب ی  ا ٣-م  ن  ت  ظ  م ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ = (V, σ, µ) گ  راف

ب  اش  د.[٨] ٣ ی  ک  س  ان درج  ه ی

اف  لاط  ون  ی گ  راف ھ ای ۴ . ٣

خ  اص ان  د. ت  وج  ه م  ورد م  ی  ب  اش  ن  د، ن  ی  ز م  س  ط  ح ک  ه اف  لاط  ون  ی ب  ه م  وس  وم گ  راف ھ ای م  ن  ت  ظ  م گ  راف ھ ای م  ی  ان در

ھ ش  ت ،(Q٣) م  ک  ع  ب ،(K۴) وج  ه  ی چ  ه  ار : اف  لاط  ون  ی ف  ض  ای  ی م  ن  ت  ظ  م گ  راف پ  ن  ج از ع  ب  ارت  ن  د گ  راف ھ ا ای  ن

ش  ده ان  د.[١۴] داده ن  ش  ان زی  ر ش  ک  ل در ک  ه وج  ه  ی ب  ی  س  ت و ھ م  ی  ل  ت  ون  ی) (گ  راف وج  ه  ی دوازده وج  ه  ی،

(ھ) (د) (ج) (ب) (آ)

اف  لاط  ون  ی گ  راف  ه  ای :٣ . ٣ ش  ک  ل

گ  راف G̃ اگ  ر ب  اش  د. G = (V,E) روی ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ = (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .١ . ۴ . ٣ ت  ع  ری  ف

اس  ت. اف  لاط  ون  ی ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ ب  اش  د، اف  لاط  ون  ی گ  راف زم  ی  ن  ه، گ  راف ب  ا م  ن  ت  ظ  م ف  ازی



۴ ف  ص  ل

ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی

۴۵



۴۶ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

اس  ت. ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی ف  ازی، گ  راف ک  ارب  ردھ ای از دی  گ  ر ی  ک  ی

ت  ح  ت ٢٠٠۴ س  ال در اون  اق و اص  لاح  چ  ی چ  ون ن  وی  س  ن  دگ  ان  ی ت  وس  ط اول  ی  ن ب  ار ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی

ت  ح  ت خ  اص ت  ر ب  ه ط  ور ٢٠٠۵ س  ال در م  وض  وع ای  ن و گ  ردی  د م  ط  رح ف  ازی گ  راف ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ع  ن  وان

از رن  گ آم  ی  زی ای  ن ت  اک  ن  ون و گ  ردی  د ارائ  ه ن  وی  س  ن  دگ  ان دی  گ  ر ت  وس  ط ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی ع  ن  وان

ش  ده اس  ت. واق  ع ت  وج  ه م  ورد گ  ون  اگ  ون ج  ن  ب  ه ھ ای

ق  ط  ع  ی گ  راف رن  گ آم  ی  زی ١ . ۴

ن  گ  اش  ت ی  ک رن  گ آم  ی  زی، ت  اب  ع ی  ک ب  گ  ی  ری  د، درن  ظ  ر را G : (V,E) ق  ط  ع  ی گ  راف .١ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

رن  گ ن  م  ی ت  وان  ن  د م  ج  اور رأس دو ک  ه ب  ه ای  ن ص  ورت اس  ت، i رأس رن  گ ،C(i) ک  ه اس  ت G : V → N

م  ی ش  ود. ن  ام  ی  ده ن  اس  ازگ  ار j و i رئ  وس ک  ه ،C(i) ̸= C(j) آن  گ  اه {i, j} ∈ E اگ  ر ی  ع  ن  ی ب  گ  ی  رن  د، ی  ک  س  ان

اس  ت: زی  ر ب  ه ص  ورت م  ت  م  ای  ز رن  گ k ح  داک  ث  ر ب  ا رن  گ آم  ی  زی ت  اب  ع ی  ک ،Ck k-رن  گ آم  ی  زی

Ck : V → {١,٢, . . . , k}

ب  پ  ذی  رد. را k-رن  گ آم  ی  زی ی  ک اگ  ر اس  ت k-رن  گ پ  ذی  ر گ  راف، ی  ک .١ . ٢ . ۴ ت  ع  ری  ف

ن  ام  ی  ده G رن  گ  ی ع  دد را ب  اش  د k-رن  گ پ  ذی  ر ،G ق  ط  ع  ی گ  راف ک  ه k م  ق  دار م  ی  ن  ی  م  م ب  ه .١ . ٣ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش χ(G) ب  ا و م  ی ش  ود

ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ٢ . ۴

رأس  ی، رن  گ آم  ی  زی ج  م  ل  ه از α-ب  رش ھ ا ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ان  واع و رن  گ  ی ع  دد ت  ع  ری  ف ب  ه ب  خ  ش ای  ن در

م  ی پ  ردازی  م. م  ج  م  وع رن  گ آم  ی  زی و ی  ال  ی رن  گ آم  ی  زی

ب  ه ط  وری  ک  ه اس  ت Ĝ از α-ب  رش ،Ĝα = (Vα, Eα) گ  راف α ∈ [٠,١] ک  ن  ی  د ف  رض .٢ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

Ĝα = {v ∈ V |δ(v) ⩾ α}, {uv ∈ E|µ(u, v) ⩾ α}



۴٧ رأس  ی ف  ازی رن  گ آم  ی  زی .٣ . ۴

ت  غ  ی  ی  ر زی  ر ف  واص  ل م  ی  ان در α-ب  رش دارد. م  خ  ت  ل  ف α-ب  رش ھ ای از م  ت  ن  اھ ی ت  ع  داد ی  ک ف  ازی گ  راف

[٧] .(٠, α١], . . . , (αk−١, αk] ن  م  ی ک  ن  د:

[٧] .١
٢ min{δ(u), δ(v)} ⩽ µ(u, v) اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه م  ج  اور Ĝ در v و u رأس دو .٢ . ٢ . ۴ ت  ع  ری  ف

٢min{µ(vi, vj), µ(vj, vk)} ⩽ δ(vj) اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه ح  ادث vjvk و vivj ی  ال دو .٢ . ٣ . ۴ ت  ع  ری  ف

.١ ⩽ i, k ⩽ |v| و j = ١,٢, . . . , |v| ب  رای

رأس  ی١ ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ٣ . ۴

از خ  ان  واده ای ب  ا X روی ش  ده ت  ع  ری  ف A ف  ازی م  ج  م  وع  ه ی  ک ش  د ب  ی  ان ای  ن از پ  ی  ش ک  ه ھ م  ان  ط  ور

م  ی ش  ود. داده ن  ش  ان Aα = {x ∈ X|µ(x) ⩾ α, α ∈ I} ت  وس  ط α-ب  رش ھ ا

ای  ن ط  ری  ق از Ĝ k-رن  گ آم  ی  زی ت  اب  ع ش  ود. ت  ع  ری  ف Gα روی م  ی ت  وان  د ق  ط  ع  ی k-رن  گ آم  ی  زی ھ ر ب  ن  اب  رای  ن

Ĝ رن  گ  ی ع  دد ب  اش  د، Gα رن  گ  ی ع  دد ن  ش  ان دھ ن  ده ψα ک  ن  ی  د ف  رض α ∈ I ھ ر ب  رای م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف دن  ب  ال  ه

[٢] ش  د. خ  واھ د ت  ع  ری  ف α-ب  رش ھ ا م  ج  م  وع  ه از خ  ان  واده ی  ک ط  ری  ق از

ف  ازی ع  دد ع  ددرن  گ  ی، ب  اش  د، ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ = (V, σ, µ) ک  ن  ی  د ف  رض .٣ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

∀x ∈ X v(x) = و X = {١, . . . , |v|} ک  ه ط  وری ب  ه اس  ت χ(G̃) = {(x, v(x))|x ∈ X}

[٢].∀α ∈ I Aα = {١, . . . , χα} و sup{α ∈ I|x ∈ Aα}

ای  ن و دارد α ش  اخ  ص م  ف  ه  وم ب  ه ب  س  ت  گ  ی ک  ه اس  ت ن  رم  ال ع  ددف  ازی ی  ک ف  ازی گ  راف ی  ک رن  گ  ی ع  دد

ب  ی  ن ن  اس  ازگ  ار پ  ی  ون  دھ ای از ب  س  ی  اری ک  ه α از ت  ر پ  ای  ی  ن م  ق  ادی  ر ب  رای ش  ود: ت  ف  س  ی  ر زی  ر روش ب  ه م  ی ت  وان  د

از و اس  ت ن  ی  از ن  اس  ازگ  اری ھ ا ای  ن گ  رف  ت  ن ن  ظ  ر در م  ن  ظ  ور ب  ه ب  ی  ش  ت  ر رن  گ ھ ای ن  ت  ی  ج  ه در دارد وج  ود گ  ره ھ ا

ب  ود. خ  واھ د ک  م ت  ر ن  ی  از م  ورد رن  گ و ت  ر ک  م گ  ره ھ ا ب  ی  ن ن  اس  ازگ  ار پ  ی  ون  د α از ب  الات  ر م  ق  ادی  ر ب  رای دی  گ  ر س  وی

اس  ت. آم  ی  زی رن  گ ت  اب  ع ی  ک وج  ود و ف  ازی گ  راف ی  ک ع  ددرن  گ  ی ت  ع  ی  ی  ن ش  ام  ل ف  ازی آم  ی  زی رن  گ م  س  ئ  ل  ه

م  ح  اس  ب  ه Gα ق  اط  ع گ  راف آم  ی  زی رن  گ ب  رای م  وردن  ی  از ت  ع  داد ح  داق  ل ،α س  ط  ح ھ ر ب  رای روش، ای  ن در

اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف α-ب  رش ط  ری  ق از ف  ازی ع  دد ی  ک ع  ن  وان ب  ه ف  ازی رن  گ  ی ع  دد ت  رت  ی  ب ای  ن ش  دب  ه خ  واھ د
١fuzzy vertex coloring



۴٨ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

و V = {١,٢,٣,۴} ب  ط  وری  ک  ه ب  گ  ی  ری  د درن  ظ  ر را ق  ط  ع  ی ب  ارئ  وس Ĝ = (V, µ) ف  ازی گ  راف .٣ . ٢ . ۴ م  ث  ال

ش  ده اس  ت. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت µ م  ات  ری  س

µ =



٠ ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۵

٠٫٢ ٠ ٠٫٣ ٠

٠٫٣ ٠٫٣ ٠ ٠٫٧

٠٫۵ ٠ ٠٫٧ ٠


ع  دد ھ رک  دام ب  رای م  ی ش  ود. ش  ام  ل α ∈ I ھ ر ب  رای Gα = (V,Eα) ق  ط  ع  ی گ  راف ش  ش م  ث  ال ای  ن ب  رای

م  ی آی  د. ب  دس  ت ′χ-رن  گ آم  ی  زی
α ی  ک و χ′

α رن  گ  ی

(ج) (ب) (آ)

رأس  ی ف  ازی رن  گ آم  ی  زی :١ . ۴ ش  ک  ل

اس  ت. ψ(Ĝ) = {(١,١), (٢,٠٫٧), (٣,٠٫٣), (۴,٠٫٢)} م  ج  م  وع  ه Ĝ ف  ازی رن  گ  ی ع  دد

ی  ال  ی٢ ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ۴ . ۴

ب  اش  د. رأس درج  ه ح  داک  ث  ر ∆ ب  ط  وری  ک  ه اس  ت ∆+ ١ ی  ا ∆ گ  راف ی  ک ی  ال  ی رن  گ  ی ع  دد ق  ط  ع  ی گ  راف  ه  ای در

[٢] م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ف  ازی ع  دد ب  ه ع  ن  وان ف  ازی ی  ال  ی رن  گ  ی ع  دد ح  ال

χ′
f (Ĝ) = ف  ازی ع  دد ی  ال  ی رن  گ  ی ع  دد ،Ĝ = (V, µ) ف  ازی گ  راف ی  ک ب  رای .١ . ۴ . ۴ ت  ع  ری  ف

و λ(x) = sup{α ∈ I|x ∈ Aα} و X = {١, . . . ,∆+ ١} ب  ط  وری  ک  ه اس  ت {(x, λ(x))|x ∈ X}

.α ∈ I ھ ر ب  رای Aα = {١, . . . , χ′
α}

٢fuzzy edge coloring



۴٩ ی  ال  ی ف  ازی رن  گ آم  ی  زی .۴ . ۴

١ . ۴ ج  دول

ع  دد ھ رک  دام ب  رای ش  د، ش  ام  ل α ∈ I ھ ر ب  رای Gα = (V,Eα) ق  ط  ع  ی گ  راف ش  ش ٣ . ٢ . ۴ م  ث  ال در

ب  ا ی  ال ھ ر ب  ه داده اخ  ت  ص  اص رن  گ ھ ای و χ ب  ا ع  ددرن  گ  ی ب  الا ج  دول در آم  د خ  واھ د ب  دس  ت χ′
α ی  ال  ی رن  گ  ی

ش  ده اس  ت. داده ن  ش  ان Ci

(ج) (ب) (آ)

ی  ال  ی ف  ازی رن  گ آم  ی  زی :٢ . ۴ ش  ک  ل

م  ی آی  د: ب  دس  ت زی  ر ف  ازی م  ج  م  وع  ه Ĝ ف  ازی ی  ال  ی رن  گ  ی ع  دد ب  رای اس  ت ∆ = ٣ ک  ه آن  ج  ای  ی از

χ′
α = {(١,٠٫٧), (٢,٠٫۵), (٣,٠٫٣), (۴,٠)}

درن  ت  ی  ج  ه و م  ی آی  د ب  دس  ت ق  ط  ع  ی گ  راف آن گ  اه ب  اش  د µ = ١ ،Ĝ ی  ال ھ ای ھ م  ه ب  رای اگ  ر .٢ . ۴ . ۴ ن  ک  ت  ه

.χ′
α = χ′



۵٠ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

م  ج  م  وع ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ۵ . ۴

اس  ت م  ج  م  وع) رن  گ آم  ی  زی ح  دس (ب  ا ∆+ ٢ از ب  ی  ش  ت  ر گ  راف ی  ک م  ج  م  وع رن  گ  ی ع  دد ق  ط  ع  ی م  وارد در

اس  ت. رئ  وس درج  ه ح  داک  ث  ر ∆ ب  ط  وری  ک  ه

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت ف  ازی ع  دد ی  ک ب  ه ع  ن  وان را م  ج  م  وع ف  ازی رن  گ  ی ع  دد ب  ن  اب  رای  ن

ف  ازی ع  دد م  ج  م  وع، رن  گ  ی ع  دد Ĝ = (V, µ) ف  ازی گ  راف ی  ک ب  رای .١ . ۵ . ۴ ت  ع  ری  ف

τ(x) = sup{α ∈ I|x ∈ Aα} و X = {١, . . . ,∆+ ٢} ب  ط  وری  ک  ه χT
f (Ĝ) = {(x, τ(x)|x ∈ X}

.α ∈ I ھ ر ب  رای Aα = {١, . . . , χT
f } و

ن  گ  اش  ت ش  ام  ل ٣ . ۴ ش  ک  ل م  ط  اب  ق ،α ∈ I ھ ر ب  رای ٣ . ٢ . ۴ م  ث  ال در

م  ی ش  ود. Gα ب  رای χT
f م  ج  م  وع رن  گ  ی ع  دد و Cα : V ∪ E → {١,٢, . . . , k}

٢ . ۴ ج  دول

م  ی ش  ود. گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ٣ . ۴ ش  ک  ل ب  ه ص  ورت α ھ ر ب  رای Gα = (V,Eα) ق  ط  ع  ی گ  راف ش  ش

اس  ت: زی  ر ف  ازی م  ج  م  وع  ه Ĝ م  ج  م  وع ف  ازی رن  گ  ی ع  دد اس  ت ∆ = ٣ گ  راف ب  رای ک  ه آن  ج  ای  ی از

χT
f = {(١,١), (٢,٠), (٣,٠٫٧), (۴,٠٫۵), (۵,٠٫٣)}



۵١ ف  ازی آم  ی  زی K-رن  گ .۶ . ۴

(ج) (ب) (آ)

م  ج  م  وع ف  ازی رن  گ آم  ی  زی :٣ . ۴ ش  ک  ل

ف  ازی آم  ی  زی k-رن  گ ۶ . ۴

م  ع  رف  ی را گ  راف آم  ی  زی رن  گ از ج  دی  د م  ف  ه  وم ی  ک م  س  ت  ق  ل ط  ور ب  ه ۴ وی  زی  ن  گ و ٣ ب  ه  زاد ١٩۶۵ درس  ال

و رئ  وس م  ج  از آم  ی  زی رن  گ از ت  رک  ی  ب  ی آم  ی  زی رن  گ ن  وع ی  ک ای  ن م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه ک  ل  ی آم  ی  زی رن  گ ک  ه ک  ردن  د

ی  ال ھ اس  ت.

ک  ه اس  ت ش  ده ت  ع  ی  ی  ن ح  دس ص  ورت ب  ه گ  راف ھ ا ب  رای رئ  وس درج  ه ب  زرگ  ت  ری  ش ح  س  ب ب  ر ک  ل  ی آم  ی  زی رن  گ

ک  ه ط  وری ب  ه ∆(G) ⩾ n− ۵ اگ  ر اس  ت رن  گ ∆(G) + ٢ ح  داک  ث  ر ب  ا ک  ل  ی آم  ی  زی رن  گ ی  ک G گ  راف ھ ر

[٧] اس  ت. G در رئ  وس ت  ع  داد n

k-رن  گ ک  ه G گ  راف ب  رای م  ی ک  ن  ن  د ت  ع  ری  ف k م  ق  دار راح  داق  ل ف  ازی رن  گ  ی ع  دد ۶ اص  لاح  چ  ی و ۵ اُن  اق

[٧] اس  ت. آم  ده زی  ر در ف  ازی آم  ی  زی k-رن  گ ت  ع  ری  ف و دارد ف  ازی آم  ی  زی

ف  ازی٧ آم  ی  زی رن  گ -k ،V ف  ازی م  ج  م  وع  ه روی Γ = {Y١, Y٢, . . . , Yk} خ  ان  واده ی  ک .١ . ۶ . ۴ ت  ع  ری  ف

اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه Ĝ = (V, δ, µ) از

∨Γ = δ (١)

Yi ∧ Yj = ٠ (٢)

٣Behzad
۴Vizing
۵Onagh
۶Eslahchi
٧k-fuzzy coloring



۵٢ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

min{Yi(x), Yj(y)} = ٠ (١ ⩽ i ⩽ k) G از xy ق  وی ی  ال ھ ر ب  رای (٣)

[٧] اس  ت. ش  ده ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ل  ی آم  ی  زی رن  گ و ش  ده داده گ  س  ت  رش ی  ال ھ ا ب  رای ت  ع  ری  ف ای  ن

آم  ی  زی k-رن  گ ،V ∪ E روی ف  ازی م  ج  م  وع  ه از Γ = {Y١, Y٢, . . . , Yk} خ  ان  واده ی  ک .٢ . ۶ . ۴ ت  ع  ری  ف

اگ  ر م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه Ĝ = (V, σ, µ) از ٨ ف  ازی ک  ل

(١) maxi Yi(v) = σ(v) (∀v ∈ V ),maxi Yi(u, v) = µ(u, v) (uv ∈ E ی  ال ھ ر (ب  رای

(٢) Yi ∧ Yj = ٠

(٣)

min{Yi(vj, vk)|j = ١,٢, . . . , |v|, اس  ت. vj راس از ح  ادث ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه vjk},

min{Yi(u), Yi(v)} = ٠ v و u م  ج  اور رئ  وس ب  رای

ک  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان χT (Ĝ) ت  وس  ط ک  ه دارد ف  ازی ک  ل آم  ی  زی k-رن  گ ی  ک G ھ ر ب  رای k م  ق  دار ح  داق  ل

[۵] دارد. ن  ام Ĝ از ف  ازی ک  ل رن  گ  ی ع  دد

و V = {v١, v٢, . . . , v۵} رئ  وس م  ج  م  وع  ه ب  ا Ĝ = (V, δ, µ) ف  ازی گ  راف از زی  ر م  ث  ال .٣ . ۶ . ۴ م  ث  ال

ب  ه ع  ض  وی  ت ت  اب  ع ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در E = {vivj|ij ∈ ١٢,١٣,٢٣,٢۴,٢۵,٣۴,٣۵} ی  ال م  ج  م  وع  ه

م  ی ش  ود. ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت

δ(vi) = ١ i = ١,۵ ب  رای

δ(vi) = ٠.٣ i = ٢,٣ ب  رای

δ(vi) = ٠.٢ i = ۴ ب  رای

µ(vi, vj) = ٠.٣, ij ∈ {١٢,٣۵}

µ(vi, vj) = ٠.١, ij ∈ {١٣,٢٣,٢۴,٢۵,٣۴}

µ(vi, vj) = ٠, ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

٨k-fuzzy total coloring



۵٣ ف  ازی آم  ی  زی K-رن  گ .۶ . ۴

ب  ه V ∪ E روی ک  ه ب  اش  د ف  ازی م  ج  م  وع  ه ھ ای از خ  ان  واده ی  ک P = {Y١, Y٢, Y٣, Y۴} ک  ن  ی  د ف  رض

م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت

Y١(vi) =



١ i = ١

٠.٢ i = ۴

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

Y١(vi, vj) =



٠.٣ ij = ١٢

١ ij = ٣۵

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

Y٢(vi) =


٠.٣ i = ٢

١ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در
Y٢(vi, vj) =


١ ij = ١٣,٢۴

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

Y٣(vi) =


٠.٣ i = ٣

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در
Y٣(vi, vj) =



٠.٣ ij = ٢۵

١ ij = ٣۴

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

Y۴(vi) =


١ i = ۵

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در
Y۴(vi, vj) =


١ ij = ٢٣

٠ ص  ورت ای  ن غ  ی  ر در

ب  رآورد را م  ج  م  وع آم  ی  زی رن  گ ت  ع  ری  ف Γ = {Y١, Y٢, Y٣, Y۴} خ  ان  واده ک  ه م  ی ک  ن  ی  د م  لاح  ظ  ه ای  ن  ج  ا

آم  ی  زی رن  گ ت  ری  ن ک  م ای  ن و دارد ف  ازی ک  ل آم  ی  زی ۴-رن  گ م  ث  ال ای  ن در ف  ازی گ  راف ب  ن  اب  رای  ن م  ی ک  ن  د.

ف  ازی ک  ل رن  گ  ی ع  دد ب  ن  اب  رای  ن ن  م  ی ک  ن  د. ب  رآورد ع  ض  و ۴ از ت  ر ک  م خ  ان  واده ک  ه آن ج  ای  ی از اس  ت ف  ازی ک  ل

اس  ت. χT (Ĝ) = ۴

ب  ی  ش  ت  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ام  ل ط  ور ب  ه ھ م  ی  ش  ه م  ی ت  وان  د G گ  راف ی  ک ک  ه زد ح  دس ١٩۶۵ س  ال در ب  ه  زاد

G س  اده گ  راف ھ ر ب  رای ٩ م  ج  م  وع آم  ی  زی رن  گ ح  دس ش  ود. رن  گ G در درج  ه ح  داک  ث  ر از رن  گ دو از

از ش  ده م  ح  دود م  وارد ب  رخ  ی ب  رای م  ج  م  وع آم  ی  زی رن  گ ح  دس .χT (G) ⩽ ∆(G) + ٢ م  ی ک  ن  د: ب  ی  ان

ش  ده اث  ب  ات ب  زرگ درج  ه ح  داک  ث  ر ب  ا ق  اط  ع گ  راف ھ ای ب  رای م  ث  ال ب  رای اس  ت ش  ده ت  ای  ی  د ق  اط  ع گ  راف ھ ای

ب  ن  اب  رای  ن ∆(G) ⩾ n− ۵ اگ  ر دارد رن  گ ∆(G) + ٢ از ب  ی  ش  ت  ر ب  ا آم  ی  زی رن  گ ی  ک G گ  راف ک  ه اس  ت
٩TCC



۵۴ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

[٧] ب  اش  د. ∆(G) ⩾ ٣
۴n اگ  ر دارد رن  گ ∆(G) + ٢ از ب  ی  ش  ت  ر ب  ا م  ج  م  وع آم  ی  زی رن  گ ی  ک G گ  راف ھ ر

ف  ازی گ  راف رن  گ  ی ج  م  ع ٧ . ۴

Γ-م  ج  م  وع ،G ف  ازی گ  راف از Γ = {Y١, . . . , Yk} ف  ازی آم  ی  زی k-رن  گ ی  ک ب  رای .٧ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود:[۴] ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه ک  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان
∑

Γ(G) وس  ی  ل  ه ب  ه G١٠ ف  ازی رن  گ  ی

∑
Γ

(G) = ١
∑
X∈C١

θ١(X) + · · ·+ k
∑
X∈Ck

θk(x)

.θi(x) = max{σ(x) + µ(x, y)|y ∈ Ci} و Ci = supYi ط  وری  ک  ه ب  ه

م  ی  ش  ود[۴]: ت  ع  ری  ف زی  ر ص  ورت ب  ه و م  ی ش  ود داده ن  ش  ان
∑

(G) ب  ا G ف  ازی رن  گ  ی ج  م  ع .٧ . ٢ . ۴ ت  ع  ری  ف

∑
(G) = inf{

∑
Γ

(G)|اس  ت G ف  ازی رن  گ آم  ی  زی ی  ک Γ}

ط  وری ب  ه دارد وج  ود Γ٠ ف  ازی آم  ی  زی رن  گ ی  ک ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت م  ت  ن  اھ ی G ف  ازی آم  ی  زی رن  گ ∑ت  ع  داد
(G) =

∑
Γ٠
(G) : ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه G ف  ازی آم  ی  زی رن  گ م  ج  م  وع ک  وچ  ک  ت  ری  ن ک  ه

زی  ر ص  ورت ب  ه و م  ی ش  ود داده ن  ش  ان S(G) وس  ی  ل  ه ب  ه G ف  ازی گ  راف از رأس  ی١١ ق  درت .٧ . ٣ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود ت  ع  ری  ف

S(G) = min{|Γ|
∣∣∑(G) =

∑
Γ

(G)}

رن  گ م  ج  م  وع آن ب  ا م  ی ت  وان  ی  م م  ا ک  ه اس  ت رن  گ ھ ای  ی ت  ع  داد ح  داق  ل S(G) ک  ه اس  ت ای  ن م  ع  ن  ی ب  ه ای  ن

[۴](S(G) ⩾ χ(G) اس  ت آم  ده ب  الا در ک  ه (ھ م  ان  ط  ور ب  ی  اب  ی  م. را G ف  ازی آم  ی  زی

ت  ع  ری  ف G در x ھ م  س  ای  ه ب  اش  د. G از رأس ی  ک x و ف  ازی گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۴ . ٧ . ۴ ت  ع  ری  ف

.N(x) = {y|اس  ت G در ق  وی ی  ال xy} م  ج  م  وع  ه: ب  ا اس  ت ش  ده

آم  ی  زی رن  گ م  ج  م  وع ح  داق  ل ی  ک Γ٠ = {Y١, . . . , Ys} و ف  ازی گ  راف ی  ک G ک  ن  ی  د ف  رض .۵ . ٧ . ۴ ق  ض  ی  ه

م  ی آی  د دس  ت ب  ه زی  ر درس  ت ن  ت  ای  ج آن گ  اه ب  اش  د G از ف  ازی
١٠Γ-chromatic fuzzy sum
١١vertex-strength



۵۵ ف  ازی گ  راف رن  گ  ی ج  م  ع .٧ . ۴

(١)∑
x∈C١

θ١(x) ⩾
∑
x∈C٢

θ٢(x) ⩾ · · · ⩽
∑
x∈Cs

θs(x)

م  ی اف  ت  د: ات  ف  اق زی  ر ح  الات از ی  ک  ی j < i ھ ر ب  رای آن گ  اه .x٠ ∈ Ci ک  ن  ی  د ف  رض (٢)

Cj ∩N(x٠) ̸= ∅ (a)

j[
∑

x∈C′
j
θj(x)−

∑
x∈Cj

θj(x)] ⩾ i[
∑

x∈Ci
θi(x)−

∑
x∈C′

i
θi(x)], Cj∩N(x٠) = (b)

∅

[۴].C ′
j = Cj ∪ {x٠} و C ′

i = Ci − {x٠} ط  وری  ک  ه ب  ه

ف  ازی آم  ی  زی رن  گ .
∑

x∈Ci
θi(x) <

∑
x∈Cj

θj(x) داری  م i < j ب  رخ  ی ب  رای ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض ب  رھ ان.

.Y ′
r =



Yr r ̸∈ {i, j},

Yj r = i,

Yi r = j

ب  ا اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف ک  ه اس  ت Γ′
٠ = {Y ′

١, . . . , Y
′
s} ش  ام  ل

∑
Γ′٠

(G)−
∑
Γ٠

(G) = (i− j)

∑
x∈Cj

θj(x)−
∑
x∈Ci

θi(x)

 < ٠

اس  ت. م  ت  ن  اق  ض Γ٠ ب  ودن ب  اح  داق  ل ک  ه
∑

Γ′٠
(G) <

∑
Γ٠
(G) ب  ن  اب  رای  ن

ن  ظ  ر در را Γ′ = {Y ′
١, . . . , Y

′
s} را ف  ازی آم  ی  زی رن  گ Cj ∩ N(x٠) = ∅ و j < i ک  ن  ی  د ف  رض (٢)

k ̸∈ {i, j} اگ  ر اس  ت ش  ده ت  ع  ری  ف Y ′
k = Yk ب  ا ک  ه ب  گ  ی  ری  د

Y ′
i (x) =


Yi(x) x ̸= x٠

٠ x = x٠

Y ′
j (x) =


Yj(x) x ̸= x٠

δ(x٠) x = x٠

داری  م م  ا اس  ت آم  ی  زی رن  گ ح  داق  ل Γ٠ ک  ه آن  ج  ای  ی از ح  ال

٠ ⩽
∑
Γ′

(G)−
∑
Γ٠

(G) = j

∑
n∈C′

j

θj(x)−
∑
x∈Cj

θj(x)

− i

∑
x∈Ci

θi(x)−
∑
x∈C′

i

θi(x)


م  ی ش  ود. ک  ام  ل اث  ب  ات و



۵۶ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

ق  ط  ع  ی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای آم  ی  زی رن  گ ٨ . ۴

م  ی پ  ردازی  م: ق  ط  ع  ی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی ب  ه م  رب  وط ق  ض  ای  ای از ت  ع  دادی ب  ی  ان ب  ه ق  س  م  ت ای  ن در

اس  ت.[١٢] پ  ن  ج ح  داک  ث  ر آن درج  ه ی ک  ه اس  ت راس  ی دارای م  س  ط  ح س  اده گ  راف ھ ر .٨ . ١ . ۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت.[١٢] ۶-رن  گ پ  ذی  ر م  س  ط  ح گ  راف ھ ر .٨ . ٢ . ۴ ق  ض  ی  ه

اس  ت.[١٢] ۵-رن  گ پ  ذی  ر م  س  ط  ح گ  راف ھ ر .٨ . ٣ . ۴ ق  ض  ی  ه

رن  گ چ  ه  ار ق  ض  ی  ه ٩ . ۴

ن  ش  ده  اث  ب  ات س  ال ھ ا ک  ه اس  ت ری  اض  ی  ات ق  دی  م  ی و م  ش  ه  ور م  س  ائ  ل از رن  گ چ  ه  ار ح  دس ی  ا رن  گ چ  ه  ار ق  ض  ی  ه

م  ی ک  ن  د: ب  ی  ان ق  ض  ی  ه ای  ن س  اده ب  ی  ان ب  ه ب  ود. م  ان  ده

چ  ه  ار ف  ق  ط ن  ب  اش  ن  د ھ م  رن  گ ن  ق  ش  ه در ھ م  س  ای  ه ن  واح  ی و ک  ش  ورھ ا ب  ه ط  وری  ک  ه ن  ق  ش  ه ھ ر ک  ردن رن  گ ب  رای

ب  رخ  ی ب  رای اض  اف  ی چ  ه  ارم رن  گ ی  ک ول  ی ک  اف  ی  س  ت س  اده ت  ر ن  ق  ش  ه ھ ای ب  رای رن  گ س  ه اس  ت. ک  اف  ی رن  گ

ک  ه ش  ده اس  ت اح  اط  ه دی  گ  ر ن  واح  ی ف  رد ت  ع  داد ب  ا ن  اح  ی  ه ی  ک آن ھ ا در ک  ه ن  ق  ش  ه ھ ای  ی م  ث  ل اس  ت. لازم ن  ق  ش  ه ھ ا

۵ ک  ه م  ی ک  ن  د ب  ی  ان دارد، اب  ت  دای  ی و ک  وت  اه اث  ب  ات  ی ک  ه رن  گ ۵ ق  ض  ی  ه ھ س  ت  ن  د. وص  ل دای  ره ی  ک در ی  ک  دی  گ  ر ب  ه

ش  ده اس  ت. اث  ب  ات ھ ی  وود ت  وس  ط ١٩ ق  رن اواخ  ر در ق  ض  ی  ه ای  ن ک  اف  ی  س  ت. ن  ق  ش  ه رن  گ آم  ی  زی ب  رای رن  گ

زم  ان از ن  ق  ض م  ث  ال ھ ای و غ  ل  ط اث  ب  ات ھ ای ت  ع  دادی اس  ت. س  خ  ت ت  ر ب  س  ی  ار ک  اف  ی  س  ت رن  گ ۴ ای  ن  ک  ه اث  ب  ات

ش  ده ان  د. ب  ی  ان ١٨۵٢ س  ال در رن  گ چ  ه  ار ق  ض  ی  ه ارائ  ه

رای  ان  ه ک  م  ک ب  ا ١٩٧۶ س  ال در س  ران  ج  ام و ش  د ع  ن  وان ١٨۵٢ س  ال در اب  ت  دا م  ع  ادل  ه ب  ه ص  ورت م  س  ئ  ل  ه ای  ن

رس  ی  د. اث  ب  ات ب  ه ک  ام  پ  ی  وت  ر از اس  ت  ف  اده ب  ا ک  ه ب  ود م  ه  م  ی ق  ض  ی  ه اول  ی  ن ای  ن ش  د. ح  ل ھ ی  ک  ن و ک  ی اپ  ل ت  وس  ط

ن  اح  ی  ه ھ ر م  ی ش  ود، ن  ام  ی  ده ن  ق  ش  ه ک  ه ص  ف  ح  ه ی  ک از اف  رازی ھ ر ”در ی  ع  ن  ی: رن  گ، چ  ه  ار ق  ض  ی  ه ش  ه  ودی ب  ی  ان

از ب  ی  ش  ت  ر از رن  گ آم  ی  زی ای  ن در و ن  ب  اش  ن  د ھ م رن  گ م  ج  اوری ن  اح  ی  ه دو ھ ی  چ ک  ه ش  ود رن  گ ب  ه ط  وری م  ی ت  وان  د

. ن  ش  ود“ اس  ت  ف  اده رن  گ چ  ه  ار

ی  ک ب  ه را ن  ق  ش  ه ی  ک ن  واح  ی م  ج  م  وع  ه م  ی ت  وان م  ی ب  اش  د. گ  راف ت  ئ  وری ک  م  ک ب  ه ق  ض  ی  ه ای  ن س  اده ت  ر ب  ی  ان ی  ک



۵٧ م  ث  ل  ث  ی ف  ازی اع  داد ب  ر م  ب  ت  ن  ی ف  ازی گ  راف م  ف  اھ ی  م ب  رخ  ی ت  ع  م  ی  م .١٠ . ۴

ھ م ب  ه را ھ س  ت  ن  د م  ج  اور ک  ه ن  اح  ی  ه دو رأس دو ی  ال ھ ر و ن  اح  ی  ه ی  ک رأس ک  ه ک  رد ن  ظ  ی  ر ج  ه  ت ب  دون گ  راف

ھ ر و داد ق  رار ن  ق  ش  ه ص  ف  ح  ه در م  ی ت  وان را گ  راف ای  ن ی  ع  ن  ی م  ی ب  اش  د: م  س  ط  ح ح  اص  ل گ  راف م  ی ک  ن  د. وص  ل

ک  ن  ن  د. ق  ط  ع را ھ م  دی  گ  ر ی  ال  ی دو ھ ی  چ آن  ک  ه ب  دون گ  ذاش  ت، آن م  ت  ن  اظ  ر ن  اح  ی  ه از دل  خ  واھ ی ج  ای در را رأس

ب  ه ک  ش  ورھ ا گ  رف  ت  ن درن  ظ  ر ب  ا ن  ق  ش  ه ب  ن  اب  رای  ن اس  ت، رأس  ی رن  گ پ  ذی  ر -۴ م  س  ط  ح گ  راف ھ ر م  ی دان  ی  م ط  رف  ی از

ص  ورت ب  دی  ن م  ی ت  وان م  س  ئ  ل  ه ب  ه  ت  ر ب  ودن درک ق  اب  ل ب  رای ام  ا اس  ت رأس  ی رن  گ پ  ذی  ر -۴ رئ  وس، ع  ن  وان

م  س  ط  ح ن  ی  ز آن م  س  ط  ح، دوگ  ان ت  ع  ری  ف ط  ب  ق م  ی آوری  م، ب  دس  ت را م  س  ط  ح گ  راف ای  ن دوگ  ان ک  ه: ک  رد ع  م  ل

م  س  ط  ح گ  راف ھ ر ق  ض  ی  ه ب  ه ب  ن  ا م  ی گ  ی  ری  م، درن  ظ  ر دوگ  ان گ  راف وج  ه ھ ای ن  ظ  ی  ر را ن  ق  ش  ه ک  ش  ورھ ای اس  ت.

درن  ظ  ر وج  ه ھ ا ع  ن  وان ب  ه ک  ش  ورھ ا آن در ک  ه ش  ده م  س  ط  ح دوگ  ان گ  راف اس  ت، وج  ه  ی ۴-رن  گ پ  ذی  ر ش  ده،

اس  ت.[١٣] وج  ه  ی ۴-رن  گ پ  ذی  ر م  ی ش  ون  د، گ  رف  ت  ه

ف  ازی اع  داد ب  ر م  ب  ت  ن  ی ف  ازی گ  راف م  ف  اھ ی  م ب  رخ  ی ت  ع  م  ی  م ١٠ . ۴

م  ث  ل  ث  ی

گ  راف رن  گ  ی ع  دد ک  ه م  ی دھ ی  م ت  ع  م  ی  م م  ث  ل  ث  ی اع  داد ب  ر م  ب  ت  ن  ی را ف  ازی گ  راف م  ف  اھ ی  م ب  رخ  ی ب  خ  ش ای  ن در

س  پ  س م  ی ش  ود. ب  ی  ان م  ث  ل  ث  ی ع  دد ب  ه ص  ورت ک  ه اس  ت G̃ ف  ازی گ  راف زم  ی  ن  ه گ  راف رن  گ  ی ع  دد ھ م  ان ف  ازی

ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  رای ج  دی  د ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ب  ا را م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  رای رن  گ پ  ذی  ری ق  ض  ای  ای

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان

ف  ازی گ  راف در وج  ه و رأس درج  ه ق  درت ١٠ . ١ . ۴

v رأس درج  ه ق  درت ب  اش  د. G̃ ف  ازی گ  راف رأس v ∈ V و ف  ازی گ  راف G̃ ک  ن  ی  د ف  رض .١٠ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را

Ĩv = min
u∈V

{µ(u, v)}

را f وج  ه درج  ه ق  درت ب  اش  د. G̃ ف  ازی گ  راف وج  ه f و ف  ازی گ  راف G̃ ک  ن  ی  د ف  رض .١٠ . ٢ . ۴ ت  ع  ری  ف



۵٨ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت

Ĩf = min
(u,v)∈f

{µ(u, v)}

اس  ت. واق  ع آن ھ ا روی ب  ر f وج  ه ک  ه اس  ت ی  ال ھ ای  ی ع  ض  وی  ت ت  اب  ع µ(u, v) ب  ه ط  وری  ک  ه

ف  ازی گ  راف در وج  ه و رأس درج  ه ق  درت م  ی  ان  گ  ی  ن ١٠ . ٢ . ۴

درج  ه ق  درت م  ی  ان  گ  ی  ن ب  اش  د. G̃ ف  ازی گ  راف رأس v ∈ V و ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ اگ  ر .١٠ . ٣ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت G̃ ف  ازی گ  راف در v رأس

MĨv =
dG̃(v)

dG(v)

G̃ ف  ازی گ  راف رأس درج  ه dG̃(v) و G̃ ف  ازی گ  راف زم  ی  ن  ه گ  راف v رأس درج  ه dG(v) ب  ه ط  وری  ک  ه

م  ی ب  اش  د.

دس  ت زی  ر ق  ض  ی  ه ب  ه م  ی  ت  وان م  ط  ل  ب ای  ن ب  ه MĨvب  ات  وج  ه < داش  ت١ خ  واھ ی  م آن  گ  اه α < ١ اگ  ر ح  ال

ی  اف  ت.

داری  م: ب  اش  دآن  گ  اه α < ب  ا١ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف G̃اگ  ر .۴ . ١٠ . ۴ ق  ض  ی  ه

dG̃(v) < ۵

ف  ازی ودرح  ال  ت dG(v) ⩽ ۵ ق  ط  ع  ی ،درح  ال  ت MĨvوق  ض  ی  ه۴ . ٨ . ١ < ١ ای  ن  ک  ه ب  ه ب  ات  وج  ه ب  رھ ان.

dG̃(v)م  ی  ب  اش  د. < ۵

f وج  ه درج  ه ق  درت م  ی  ان  گ  ی  ن ب  اش  د. G̃ ف  ازی گ  راف وج  ه f و ف  ازی گ  راف ی  ک G̃ اگ  ر .۵ . ١٠ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ش  ود: ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت G̃ ف  ازی گ  راف در

MĨf =
dG̃(f)

dG(f)

G̃ ف  ازی گ  راف وج  ه درج  ه dG̃(f) و G̃ ف  ازی گ  راف زم  ی  ن  ه گ  راف f وج  ه درج  ه dG(f) ب  ه ط  وری  ک  ه

م  ی ب  اش  د.



۵٩ م  ث  ل  ث  ی ف  ازی اع  داد ب  ر م  ب  ت  ن  ی ف  ازی گ  راف م  ف  اھ ی  م ب  رخ  ی ت  ع  م  ی  م .١٠ . ۴

م  ث  ل  ث  ی ع  ددف  ازی ی  ک ب  ه ص  ورت رأس ف  ازی درج  ه ١٠ . ٣ . ۴

G̃ ف  ازی گ  راف v رأس درج  ه ق  درت م  ی  ان  گ  ی  ن MĨv و ف  ازی گ  راف G̃ ک  ن  ی  د ف  رض .۶ . ١٠ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر م  ث  ل  ث  ی ع  ددف  ازی ی  ک ب  ه ص  ورت را v رأس ف  ازی درج  ه ب  اش  د.

d̃G̃(v) = (MĨv, dG(v),MĨv)

اس  ت. G̃ ف  ازی گ  راف زم  ی  ن  ه گ  راف v رأس درج  ه dG(v) ب  ه ط  وری  ک  ه

وج  ه ف  ازی درج  ه ۴ . ١٠ . ۴

ب  اش  د. G̃ ف  ازی گ  راف f وج  ه درج  ه ق  درت م  ی  ان  گ  ی  ن MĨf و ف  ازی گ  راف G̃ ک  ن  ی  د ف  رض .١٠ . ٧ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف زی  ر م  ث  ل  ث  ی ع  ددف  ازی ب  ه ص  ورت را f وج  ه ف  ازی درج  ه

d̃G̃(f) = (MĨf , dG(f),MĨf )

اس  ت. G̃ ف  ازی گ  راف زم  ی  ن  ه گ  راف f وج  ه درج  ه dG(f) ب  ه ط  وری  ک  ه

،وج  ه f وج  ه ف  ازی ودرج  ه رئ  وس ف  ازی درج  ه ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را ف  ازی گ  راف از زی  ر م  ث  ال .١٠ . ٨ . ۴ م  ث  ال

آی  د: م  ی ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه ف  ازی گ  راف داخ  ل  ی

MĨa = ٠٫٣۵ d̃G̃(a) = (٠٫٣۵,٢,٠٫٣۵)

MĨb = ٠٫٢۵ d̃G̃(b) = (٠٫٢۵,٢,٠٫٢۵)

MĨc = ٠٫٣۵ d̃G̃(c) = (٠٫٣۵,٢,٠٫٣۵)

MĨd = ٠٫۴۵ d̃G̃(d) = (٠٫۴۵,٢,٠٫۴۵)

MĨf = ٠٫٣۵ d̃G̃(f) = (٠٫٣۵,۴,٠٫٣۵)



۶٠ ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی .۴

م  ث  ل  ث  ی ف  ازی اع  داد ب  ر م  ب  ت  ن  ی ف  ازی گ  راف رن  گ  ی ع  دد م  ف  ه  وم ت  ع  م  ی  م ۵ . ١٠ . ۴

زی  ر ب  ه ص  ورت βG̃ اگ  ر ب  اش  د. χG ،G̃ ف  ازی گ  راف زم  ی  ن  ه گ  راف رن  گ  ی ع  دد ک  ن  ی  د ف  رض .١٠ . ٩ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م. ت  ع  ری  ف زی  ر ب  ه ص  ورت را G̃ ف  ازی گ  راف ف  ازی رن  گ  ی ع  دد χG̃ ش  ود، ت  ع  ری  ف

βG̃ =

∑
v∈V σ(v)

n
, χ̃G̃ = (βG̃, χG, βG̃)

اس  ت. v ∈ V رئ  وس ع  ض  وی  ت درج  ه σ(v) و رئ  وس ت  ع  داد n ب  ه ط  وری  ک  ه

آی  د: م  ی ب  دس  ت زی  ر ص  ورت ب  ه ش  ده داده ن  ش  ان ف  ازی گ  راف ب  رای ع  ددرن  گ  ی .١٠ . ١٠ . ۴ م  ث  ال

βG̃ = ٠٫۶٣, χG = ٢, χ̃G̃ = (٠٫۶٣,٢,٠٫۶٣)

م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ف  ازی رن  گ پ  ذی  ری چ  ه  ار ١١ . ۴

ع  دد ب  ا ف  ازی رن  گ پ  ذی  ر چ  ه  ار ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای رن  گ، چ  ه  ار ق  ض  ی  ه و ١٠ . ٩ . ۴ ت  ع  ری  ف ب  ه ت  وج  ه ب  ا

م  ی ب  اش  د. (βG̃,۴, βG̃) م  ث  ل  ث  ی ف  ازی رن  گ  ی

۴)م  ت  م  ای  ز م  ث  ل  ث  ی ع  ددف  ازی (ی  ک ف  ازی۴ رن  گ  ی ع  دد ی  ک ف  ازی، م  س  ط  ح گ  راف ھ ر ب  رای .١١ . ١ . ۴ ن  ت  ی  ج  ه

داش  ت. خ  واھ ی  م

ت  ع  ری  ف ب  ا ش  ده اس  ت، اث  ب  ات ق  ط  ع  ی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  رای ک  ه ق  ض  ی  ه ھ ای۴ . ٨ . ٢و۴ . ٨ . ٣ ھ م  چ  ن  ی  ن

،G̃ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ر ن  م  ود. ب  ی  ان زی  ر ب  ه ص  ورت ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ھ ای ب  رای م  ی ت  وان ن  ی  ز ج  دی  د

۵-رن  گ پ  ذی  ر ،G̃ ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف م  ی ب  اش  د.ھ ر (βG̃,۶, βG̃) ف  ازی رن  گ  ی ع  دد ب  ا ف  ازی ۶-رن  گ پ  ذی  ر

م  ی ب  اش  د. (βG̃,۵, βG̃) ف  ازی رن  گ  ی ع  دد ب  ا ف  ازی



۶١ ف  ازی گ  راف ھ ای در ف  ازی رن  گ م  ف  ه  وم ت  ع  م  ی  م .١٢ . ۴

ف  ازی گ  راف ھ ای در ف  ازی رن  گ م  ف  ه  وم ت  ع  م  ی  م ١٢ . ۴

ف  ازی گ  راف ب  ا ف  ازی رن  گ ارت  ب  اط س  پ  س م  ی پ  ردازی  م ف  ازی رن  گ ھ ای ک  لاس ت  ع  ری  ف ب  ه اب  ت  دا ب  خ  ش ای  ن در

م  ی ک  ن  ی  م. ب  ی  ان را

ب  اش  د C̃ = {C̃١, C̃٢, . . . , C̃k} ب  ه ص  ورت ف  ازی رن  گ ھ ای از ک  لاس  ی ک  ن  ی  د ف  رض .١٢ . ١ . ۴ ت  ع  ری  ف

م  ی ک  ن  ی  م: ت  ع  ری  ف ف  ازی رن  گ ن  رم  ال م  ج  م  وع  ه ی  ک ب  ه ص  ورت را رن  گ ھ ر آن در ب  ه ط  وری  ک  ه

Ci = {(Cij, σij)|σij ∈ [٠,١], ١ ⩽ i, j ⩽ k}

اس  ت. Ci رن  گ ش  دت م  ی  زان ن  ش  ان دھ ن  ده σij

ف  ازی گ  راف ب  ا ف  ازی رن  گ ارت  ب  اط ١٢ . ١ . ۴

ب  اش  ن  د. σj و σi ب  ه ت  رت  ی  ب ع  ض  وی  ت ھ ای درج  ه دارای i, j ∈ G̃ رأس ھ ای ،G̃ ف  ازی گ  راف در ش  ود ف  رض

اگ  ر ب  ود خ  واھ د م  ج  از (j, σj) و (i, σi) م  ج  اور رأس دو ب  ه (Cj, σ
∗
j و( (Ci, σ

∗
i ) ف  ازی رن  گ دو اخ  ت  ص  اص

D(σ∗
i , σ

∗
j ) ⩾ min{σi, σj}

.D(σ∗
i , σ

∗
j ) = |σ∗

i − σ∗
j | آن در ب  ه ط  وری  ک  ه

ک  ارب  ردھ ا ١٣ . ۴

س  اخ  ت  ار ب  رای ب  س  ی  اری ک  ارب  ردھ ای ب  ط  ورخ  اص دارد. وج  ود ب  س  ی  اری ع  م  ل  ی ک  ارب  ردھ ای گ  راف درن  ظ  ری  ه

م  ت  رو، م  دارھ ا، ج  م  ل  ه از دارد ،وج  ود ن  ی  س  ت ج  ای  ز آن ھ ا در ی  ال ھ ا ب  ی  ن از ع  ب  ور ھ ا آن در ک  ه گ  راف ھ ای  ی

ارت  ف  اع ھ ای در ب  ای  د ارت  ب  اط  ی خ  ط  وط ک  ه اس  ت م  ع  ن  ی ب  دان ات  ص  ال دو از ع  ب  ور . و... راھ ن  م  ای  ی چ  راغ

ای  ج  اد آس  ان ت  ر ش  ود س  اخ  ت  ه ک  م ت  ری لای  ه ھ ای در آن ھ ا ات  ص  الات اگ  ر م  دارات ب  رخ  ی ش  ود. اج  را م  خ  ت  ل  ف

وی  ک  م ب  ی  س  ت ق  رن در م  ت  رو خ  ط  وط و ک  ش  ی ل  ول  ه خ  ط  وط ت  ون  ل ھ ا، ب  زرگ  راه ھ ا، ش  ه  ری ب  رن  ام  ه ری  زی در م  ی ش  ود.

م  س  ی  رھ ای دی  گ  ر ازس  وی و م  ی ب  رد ب  الا را ح  ادث  ه ش  ان  س ع  ب  ور ای  ن  ک  ه ب  ه ب  ات  وج  ه ھ س  ت  ن  د. ض  روری ب  س  ی  ار
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ای  م  ن  ی ب  رای ع  ب  ور ب  دون راه ش  ه  ری، ب  رن  ام  ه ری  زی ی  ک در پ  س م  ی ش  ود ت  راف  ی  ک ک  اھ ش ب  اع  ث زی  رزم  ی  ن  ی

ب  ات  وج  ه ام  ا . اس  ت ش  ده ط  راح  ی م  س  ط  ح گ  راف م  ف  ه  وم ت  وس  ط ک  ارب  ردی، ب  رن  ام  ه ھ ای ای  ن م  ی ب  اش  د. م  ن  اس  ب

خ  ل  وت م  س  ی  ر ی  ک و ش  ل  وغ م  س  ی  ر ی  ک از ع  ب  ور اس  ت؟ م  ج  از خ  ط  وط  ی چ  ن  ی  ن از ع  ب  ور آی  ا ف  ض  ا، ک  م  ب  ود ب  ه

”ب  س  ی  ار ”م  ت  راک  م“،”ب  س  ی  ارم  ت  راک  م“، اص  ط  لاح  ات از ب  ه ط  ورک  ل  ی اس  ت. ش  ل  وغ دوم  س  ی  ر از ع  ب  ور از آس  ان ت  ر

م  ق  ادی  ر آن ھ ا و م  ی ش  ود گ  ف  ت  ه زب  ان  ی اص  ط  لاح  ات اص  ط  لاح  ات، ای  ن م  ی ش  ود. اس  ت  ف  اده غ  ی  ره و ش  ل  وغ“

م  س  ی  ر ش  رای  ط م  ی ک  ن  د، اش  اره ض  ع  ی  ف م  س  ی  ر ب  ه خ  ل  وت م  س  ی  ر و ق  وی م  س  ی  ر ب  ه ش  ل  وغ م  س  ی  ر دارن  د. ع  ض  وی  ت

م  ن  ج  ر ض  ع  ی  ف و ق  وی ی  ال ھ ای ب  ی  ن از ع  ب  ور اج  ازه و ض  ع  ی  ف ی  ال و ق  وی ی  ال ب  ه م  ن  ج  ر ض  ع  ی  ف م  س  ی  ر و ق  وی

م  ی ش  ود. ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف م  ف  ه  وم ب  ه

ح  داق  ل م  س  ئ  ل  ه ک  ارب  رد ج  م  ل  ه از ف  ازی گ  راف ھ ای رن  گ آم  ی  زی ک  ارب  ردھ ای از ب  رخ  ی ب  ه م  ا ب  خ  ش ای  ن در

ھ م  ان  ن  د ش  رای  ط  ی در اگ  ر ک  ه م  ی پ  ردازی  م راھ ن  م  ای  ی چ  راغ م  س  ئ  ل  ه و م  ن  اب  ع) (ت  خ  ص  ی  ص م  ج  م  وع رن  گ آم  ی  زی

م  ی ش  ون  د. ف  ازی م  س  ط  ح گ  راف ب  ه م  ن  ج  ر ب  گ  ی  رن  د، ق  رار ب  الا

م  ج  م  وع١٢ آم  ی  زی رن  گ ح  داق  ل م  س  ئ  ل  ه ک  ارب  رد ١٣ . ١ . ۴

رن  گ ھ ای ج  م  ع ک  ه ھ س  ت  ی  م رن  گ ی  ک دن  ب  ال ب  ه م  ا (MSC) م  ج  م  وع آم  ی  زی رن  گ ح  داق  ل م  س  ئ  ل  ه در

ب  رن  ام  ه ی  ک ب  رن  ام  ه ری  زی ن  ظ  ری  ه در MSC م  س  ئ  ل  ه و ب  رس  د ح  داق  ل ب  ه رئ  وس ھ م  ه ب  ه ش  ده داده اخ  ت  ص  اص

م  ورد م  ن  اب  ع ت  وس  ط ش  ده اع  م  ال م  ح  دودی  ت ھ ای ب  ا م  ن  اب  ع ت  خ  ص  ی  ص م  س  ئ  ل  ه ب  رن  ام  ه ھ ا از ی  ک  ی اس  ت. ط  ب  ی  ع  ی

اس  ت. م  ت  ض  اد ن  ی  از

ب  ه ط  وری  ک  ه م  ی ش  ود داده ن  ش  ان G گ  راف ص  ورت ب  ه ش  ده ت  وزی  ع م  ن  اب  ع ت  خ  ص  ی  ص م  س  ئ  ل  ه ی  ک م  ث  ال ب  رای

ھ س  ت  ن  د م  ج  اور دورأس ک  ه اس  ت م  ن  اب  ع در رق  اب  ت دھ ن  ده ن  ش  ان وی  ال ھ ا پ  ردازن  ده ھ ا دھ ن  ده ن  ش  ان آن رئ  وس

رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه م  س  ئ  ل  ه ای  ن ھ دف دھ ن  د. ان  ج  ام ھ م  زم  ان ط  ور ب  ه را خ  ود ک  ار ن  ت  وان  د م  رب  وط  ه پ  ردازن  ده اگ  ر

ف  رض ب  ا اس  ت. ک  ار ات  م  ام زم  ان م  ج  م  وع رس  ان  دن ح  داق  ل ب  ه ب  رای دی  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه ی  ا پ  اس  خ زم  ان م  ت  وس  ط

اس  ت. MSC م  س  ئ  ل  ه م  س  ئ  ل  ه، ای  ن ک  ارھ ا اج  رای ب  رای ث  اب  ت زم  ان

ب  ه ط  ور را y و x م  ی ت  وان  د دس  ت  گ  اه ب  ه ط  وری  ک  ه ب  اش  ن  د واح  د دس  ت  گ  اه ی  ک وظ  ی  ف  ه دو y و x ک  ن  ی  د ف  رض

١٢minimum sum coloring problem
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ب  ه دارد ب  س  ت  گ  ی اس  ت ش  ده (y (ی  ا x در دس  ت  گ  اه ص  رف ک  ه م  ق  دارزم  ان  ی م  ورد درای  ن دھ ن  د ان  ج  ام ھ م زم  ان

و x ب  ی  ن (ت  داخ  ل) زم  ان ت  ف  اوت ب  ام  ق  دار ھ م  راه ش  ده ص  رف (y (ی  ا x در ق  ب  لا ک  ه زم  ان  ی ب  ف  رد م  ن  ح  ص  ر م  ق  دار

اس  ت. y

وظ  ای  ف، ھ م  ه م  ج  م  وع  ه X ک  ه ط  وری ب  ه م  ی ک  ن  ی  م ت  ع  ری  ف را G : (X, σ, µ) گ  راف م  ا م  س  ئ  ل  ه ای  ن ح  ل ب  رای

y و x وظ  ای  ف (ت  ف  اوت) ت  داخ  ل م  ق  دار µ(x, y) و x ∈ X ھ ر ب  رای دس  ت  گ  اه لازم زم  ان م  ق  دار σ(x)

اس  ت[۴]. G رن  گ  ی م  ج  م  وع م  ع  ادل م  س  ئ  ل  ه ای  ن ب  رای ک  ار ات  م  ام زم  ان م  ق  دار ح  داق  ل ی  اف  ت  ن اس  ت.

راھ ن  م  ای  ی چ  راغ م  س  ئ  ل  ه ١٣ . ٢ . ۴

ن  ش  ان را روش ای  ن زی  ر م  ث  ال ش  ود، م  دل گ  راف آم  ی  زی رن  گ م  س  ئ  ل  ه ی  ک ع  ن  وان ب  ه م  ی ت  وان  د راھ ن  م  ای  ی چ  راغ

[۶] م  ی دھ د.

خ  اص خ  ط  وط اس  ت. ش  ده ک  ش  ی  ده ت  ص  وی  ر ب  ه زی  ر ش  ک  ل در خ  ی  اب  ان از گ  وش  ه ای در ت  راف  ی  ک .١٣ . ١ . ۴ م  ث  ال

ن  اس  ازگ  ار CD و AB م  ان  ن  د ب  ع  ض  ی ک  ه درح  ال  ی ن  دارن  د) ت  ق  اط  ع (ن  ق  ط  ه ھ س  ت  ن  د س  ازگ  ار CB و AD م  ان  ن  د

ن  ق  ل  ی  ه وس  ای  ل ک  ن  ت  رل ب  رای راھ ن  م  ای  ی چ  راغ ن  ص  ب ب  ه م  ای  ل م  ا ت  ص  ادف از ج  ل  وگ  ی  ری م  ن  ظ  ور ب  ه ھ س  ت  ن  د.

ن  ش  ان خ  ط  وط وس  ی  ل  ه ب  ه رئ  وس ک  ه G = (V,E) ن  اس  ازگ  ار گ  راف از اس  ت  ف  اده ب  ا م  ی ت  وان را م  س  ئ  ل  ه ای  ن ھ س  ت  ی  م

در م  ی ک  ن  د م  ش  خ  ص را ی  ال خ  ط  وط ج  ف  ت ی  ک ب  اش  ن  د) داش  ت  ه (ب  رخ  ورد ب  اش  د ن  اس  ازگ  ار اگ  ر و اس  ت ش  ده داده

E = {{AB,CD}, {AD,DB}, {CD,DB}} و V = {AB,AD,CB,CD,DB} م  ث  ال ای  ن

اس  ت. ش  ده داده ن  ش  ان ۴ . ۴ ش  ک  ل در G ن  اس  ازگ  ار گ  راف

۴ . ۴ ش  ک  ل
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ک  ل م  ی ک  ن  د. ش  ن  اس  ای  ی را چ  راغ س  ی  س  ت  م ک  ن  ت  رل س  ی  اس  ت ی  ک G گ  راف از Ck آم  ی  زی k-رن  گ ھ ر

ح  رک  ت ھ ای  ی ب  رای C ∈ {١, . . . , k} زم  ان ط  ول ھ ر ب  رای م  ی ش  ود. ت  ق  س  ی  م (زم  ان) ط  ول k ب  ه چ  رخ  ه

س  ی  س  ت  م ک  ن  ت  رل ب  رای م  وردن  ی  از زم  ان ح  داق  ل ψ(G) ع  ددرن  گ  ی ب  ن  اب  رای  ن اس  ت Ck(i) = C ،i گ  ردش  ی

ک  ه ط  وری ب  ه دارد وج  ود آم  ی  زی k-رن  گ ی  ع  ن  ی اس  ت ψ(G) = ٢ ھ س  ت G ع  ددرن  گ  ی م  ی ب  اش  د.

C٢(AB) = ١, C٢(AD) = ٢, C٢(CB) = ١ C٢(CD) = ٢, C٢(DB) = ١

ش  ک  ل۴ . ۴ ن  اس  ازگ  ار گ  راف (ب) ش  ک  ل۴ . ۴ ف  ازی گ  راف (آ)

۵ . ۴ ش  ک  ل

ن  اس  ازگ  اری م  ف  ه  وم دارن  د. ب  س  ت  گ  ی خ  ط  وط ن  اس  ازگ  اری ب  ه ک  ن  ت  رل  ی س  ی  اس  ت ھ ای اس  ت، ب  دی  ه  ی ب  الا در

در خ  ط  وط ھ م  ه ک  ه م  ی رس  د ح  داک  ث  ر ب  ه زم  ان  ی ام  ن  ی  ت س  ط  ح ب  اش  د آن از ف  ارغ م  ی ت  وان  د و ف  ازی م  ی ت  وان  د

ات  ف  اق ھ ن  گ  ام  ی آم  ده دس  ت ب  ه ح  داق  ل ام  ن  ی  ت  ی س  ط  ح اس  ت. ک  ام  ل گ  راف و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در ن  اس  ازگ  ار ح  ال  ت

در ح  رک  ت ھ ا ھ م  ه و اس  ت ١ رن  گ ت  ع  داد م  ورد ای  ن در اس  ت خ  ال  ی ن  اس  ازگ  ار ی  ال ھ ای م  ج  م  وع  ه ک  ه م  ی اف  ت  د

اس  ت. م  ج  از ل  ح  ظ  ه ھ ر
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strenght of a path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر یک قدرت

strong . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی
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minimum sum coloring problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع آمیزی رنگ حداقل مسئله کاربرد

complete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل
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fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف

simple fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده فازی گراف

regular fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم فازی گراف

hamiltonian fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هامیلتونی. فازی گراف

planar graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسطح گراف

plane graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده مسطح گراف

planar fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مسطح گراف

maximum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه ماکزیمم

fuzzy Hamiltonian circuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی هامیلتونی مدار

path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر

color four problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ چهار مسئله

graph coloring problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف رنگ آمیزی مسئله

complement fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف مکمل

minimum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه مینیمم

strength . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیرو

connected fuzzy graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند

k-colored . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k-رنگ پذیر
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١۴ دوبخشی. گراف bipartite graph

٢ رنگ. چهار مسئله color four problem
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١٠ کامل. complete

١٣ همبند. connected fuzzy graph

٩ دور. cycle

١١ رأس. یک درجه ی degree of vertex

٣ یالی. رنگ آمیزی edge coloring

١۴ اویلری. گراف eulerian graph

۵ فازی. مجموعه ی زیر fazzy subset

۴۶ یالی. فازی رنگ آمیزی fuzzy edge coloring

٨ فازی. گراف fuzzy graph

١٣ فازی. هامیلتونی مدار fuzzy Hamiltonian circuit

١٩ فازی. چندگانه fuzzy multigraph

٢٢ فازی. مسطحی ارزش fuzzy planarity value

۶ فازی. رابطه ی fuzzy relation

۶٩



٧٠ نمایه

٩ فازی. زیرگراف fuzzy subgraph
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٢ کونیسبرگ. پل konigsberg bridge

٢۴ کوراتوسکی. kuratowski

١١ درجه. ماکزیمم maximum degree

١٣ ماکزیمم. فراگیر درخت maximum spanning tree

۴ عضویت. تابع membership function

١١ درجه. مینیمم minimum degree

۶٠ مجموع. آمیزی رنگ حداقل مسئله کاربرد minimum sum coloring problem

٩ مسیر. path

٢٠ فازی. مسطح گراف planar fuzzy graph

١٧ مسطح. گراف planar graph

١٨ شده. مسطح گراف plane graph

۴١ منتظم. فازی گراف regular fuzzy graph

٩ ساده. فازی گراف simple fuzzy graph
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١٠ همبندی. شدت strenght of connectedness

١٠ مسیر. قوی ترین strenght part

١۴ نیرو. strength

٢٠ فازی. یال قدرت strength of the fuzzy edge

١٠ قوی. strong

٣ کلی. رنگ آمیزی total coloring

٣۶ اجتماع. union

۵٢ رأسی. قدرت vertex-strength



٧٢ نمایه

Aabstract

The present thesis is an attempt to study fuzzy planar graph and the problem of fuzzy
planar graph coloring. In this regard, the problems related to definitive planar graph have
been extended to fuzzy planar graphs. The first chapter explores the history of the subject
and the basic definitions of fuzzy graph. In the second chapter a definition of fuzzy planar
graph and its duality, fuzzy multigraphs, 0.67- fuzzy planar graphs and its duality and
the extension of Euler’s formula to fuzzy graph are discussed. The third chapter deals
with the uniformity of planar fuzzy graphs, the extension of kuratowski theorem to fuzzy
graphs, union of fuzzy planar graphs and definitions of regular and Platonic fuzzy graphs.In
chapter 4, different colorings of alphas-cut fuzzy graphs and some of its applications as
well as some concepts of fuzzy graphs such as degree of a vertex, degree of a face, face
strength based on triangular fuzzy numbers are addressed. Moreover, the coloring number
and the concept of fuzzy coloring of a fuzzy graph based on triangular fuzzy numbers are
extended and 4-colored fuzzy and the relation between fuzzy coloring and fuzzy graph are
discussed.
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