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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، کران ͳب لطف با که را حیم خداوندگار سپاس

احمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده راهنمای�ͳهای بدون قطعا که نمایم ͳقدردان و تشر صمیمانه زیره،

نم�ͳرسید. انجام
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در
گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران از م�ͳکنم تشر و را مقدشان وجود م�ͳکنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش

य़ھاඟ໔اනසرآبادی ජ໑م
ࢯ૱ن۱۳۹۳



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشده ریاضͳمحض رشته ارشد ͳکارشناس دانشجوی آبادی استر مهاجر اینجانبمریم
بر ستاره�گون هارمونیΈشبه تواب΄ عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشΎاه ͳریاض علوم

م�ͳشوم: متعهد زیره احمد دکتر ͳراهنمای تحت ، دیسΈواحد

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرج΄ به پژوهش�گران، دیΎر پژوهش�های نتای; از استفاده در •

یا مدرک نوع Ϳهی دریافت برای دیΎری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هی�Ϳجا در امتیازی

دانشΎاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشΎاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه ͳاصل نتای; آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
م�ͳگردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳاخلاق اصول و ضوابط است، شده

ͳدسترس افراد ͳشخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳانسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

य़ھاඟ໔اනසرآبادی ජ໑م
ࢯ૱ن۱۳۹۳

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این م�ͳباشد. شاهرود دانشΎاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه ͳعلم تولیدات در ،ͳمقتض نحو به باید مطلب

نم�ͳباشد. مجاز منب΄ ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتای; و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
به�صورت م�ͳتوان را م�ͳباشند ارز Έت ∆ واحد Έدیس در که مقدار مختلط همساز تواب΄
ارزی Έت شرایط ͳبررس به نامه پایان این در هستند. ͳتحلیل ∆ در g و h که نوشت f = h + ḡ

کران�های ͳبررس به همچنین م�ͳپردازیم. شبه�ستاره�گون و ستاره�گون همساز تواب΄ ضرایب شرایط و
پرداخت. خواهیم تواب΄ این ضرایب

ستاره�گون شبه تواب΄ ستاره�گون، تواب΄ ارز، Έت تواب΄ کلیدی:همساز، کلمات
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فصل١

ͳتعاریفمقدمات

تعاریف و نماد�گذاری ١.١

م�ͳشود: استفاده زیر نمادهای از نامه پایان این در
ͳحقیق اعداد مجموعه R
مختلط اعداد مجموعه C

باشد. پذیر مشتق z٠ͳΎهمسای Έی در هرگاه گوییم ͳتحلیل z٠ در را f تاب΄ تعریف١.١.١.

م�ͳشود. نامیده میدان Έی ،C در همبند و باز مجموعه هر تعریف٢.١.١.

UR = {z ∈ C : |z| < R} Έدیس در ͳتابع f(z) کنیم فرض شوارتز). (لم .٣.١.١ تعریف
در باشد، f تاب΄ m مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و باشد

این�صورت:
|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ UR).

که م�ͳشود برقرار ͳزمان تساوی فوق، رابطه�ی در همچنین
f(z) = eiθ

M

Rm
zm

است. ثابت مقداری θ آن در به�طوری�که

D در است شده تعریف D میدان در که را U(x, y) پیوسته و مقدار ͳحقیق تاب΄ تعریف١.١.۴.
D تمام در مشتقات این و بوده پیوسته دوم و اول مراتب ͳنسب مشتقات دارای هرگاه گویند همساز

باشند. زیرصادق معادله در

∂٢U

∂x٢
+
∂٢U

∂y٢
= ٠



٢ ͳمقدمات تعاریف .١

یΈمیدان، در ͳتحلیل تاب΄ هر که قضیه این بردن به�کار با است. لاپلاسمشهور معادله به معادله این
و ͳحقیق قسمت دو هر که م�ͳبینیم م�ͳباشد، مراتب تمام از مشتق دارای میدان آن نقاط همه در
v آنΎاه باشد، ͳتحلیل f(z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر همسازند. تواب΄ ،ͳتحلیل تاب΄ Έی ͳموهوم

دارد. نام u از همساز مزدوج

اگر تنها اگرو است u همساز مزدوج v که داریم را زیر ͳپادتقارن خاصیت این .۵.١.١ ملاحظه
ͳتحلیل f جا هر که م�ͳشود نتیجه امر این به توجه از مطلب این اثبات باشد. −v همساز مزدوج u

است. ͳتحلیل نیز if = i(u+ iv) = −v + iu باشد،
ͳتحلیل تاب΄ Έی (ͳموهوم (یا ͳحقیق قسمت ͳتابع که م�ͳکند بیان را ͳلازم شرط لاپلاس معادله

باشد.

z٠ و صفحه تمام از غیر به ساده�ای همبند میدان D کنیم فرض ریمان). (نΎاشت .۶.١.١ قضیه
D که است موجود f(z) ارز Έت و فرد به منحصر تاب΄ این�صورت در باشد. میدان این در نقطه�ای

است. f ′(z٠) > ٠ و f(z٠) = ٠ و م�ͳنΎارد |z| < ١ قرص بر را

S رده ٢.١

میدان�های که هستند ͳجالب شرایط واجد هستند، (Έی (یΈبه تΈارز هم و ͳتحلیل هم که ͳتوابع
Έت تاب΄ هر ریمان، نΎاشت قضیه موجب به م�ͳنΎارند. ساده همبند میدان�های بر را ساده همبند
که ͳتابع با م�ͳتوان را باشد شده تعریف صفحه) ͳتمام از غیر (به ساده همبند میدان در که ارز،
|z| < ١ قرص بر که ͳتوابع به را خود بنابراین کرد. متناظر است شده تعریف واحد قرص در
تاب΄ صفر تنها که است( صفر مبدا در تاب΄ کنیم فرض چنانچه اگر و م�ͳکنیم محدود شده�اند تعریف
زیبا�تری شل از حاصله نتای; این�صورت در دارد، صفر مخالف مشتق مبدا در و بود) خواهد نیز
م�ͳتوان را f(z) ارز Έت تاب΄ هر نیست، صفر هرگز ارز Έت تاب΄ مشتق زیرا بود. خواهند برخوردار

محدودیت�های در که ͳتوابع رده کرد. تحویل مذکور، شل از است ͳتابع که ، [f(z)− f(٠)]
f ′(٠) به

م�ͳشوند. مشخص حرف Έی با صادق�اند مذکور

با و بوده ارز Έت و ͳتحلیل |z| < ١ واحد قرص در که را f(z) تواب΄ همه� رده� تعریف١.٢.١.
S در f(z) تاب΄ پس م�ͳدهیم. نمایش S با گردیده�اند نرمالیزه f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط

است: زیر ͳتوان نمایش دارای

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . (|z| < ١).

.z
√
f(z٢)

z٢
∈ S آنΎاه ،f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√
f(z٢)

z٢
م�ͳنویسیم ،

√
f(z٢) جای به .٣.٢.١ ملاحظه

م�ͳکند. ͳمعن�ͳب را
√
f(z٢) = e

(
١
٢ ) log f(z

٢)



٣ S رده .٢.١

داریم: لذا f(z) = z + a٢z
٢ + . . . کنید فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + . . . (١.١)

g(٠) = ٠ و م�ͳباشد ͳتحلیل واحد Έدیس بر g(z) تاب΄ م�ͳگیریم)، نظر در را √· ͳاصل (شاخه�ی

z١

√
f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
ͳیعن g(z١) = g(z٢) اگر ارزی، Έت اثبات برای است. g′(٠) = ١ و

یا z١ = z٢ ͳیعن ،z٢١ = z٢٢ داریم م�ͳباشد، Έی به Έی f چون و f(z٢١) = f(z٢٢) این�صورت در
g(z١) = تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تاب΄ g(z) که م�ͳشود ملاحظه (١.١) از .z١ = −z٢
اثبات g(z) ارزی Έت و z١ = z٢ پس است. تناقض در فرض با که م�ͳدهد نتیجه را −g(z٢)

م�ͳشود.

.|a٢| ≤ ٢ آنΎاه باشد، z
√
f(z٢)

z٢
∈ S اگر .۴.٢.١ قضیه

ͳحقیق عدد α و an = ne(n−١)iα, n ≥ ٢ اگر قضیه٢.١.۴، در کوئب). (تاب΄ .۵.٢.١ مثال

لذا . g(z) = z
(١−eiαz)٢ = z

√
f(z٢)

z٢
آنΎاه باشد دلخواه

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

: م�ͳرسیم زیر تاب΄ به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=
١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴
ͳحقیق محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < قرص١ تاب΄ این است. معروف کوئب تاب΄ به که

م�ͳنΎارد. است، شده بریده ∞ تا −١۴ از ͳمنف

.|c| ≥ ١
۴ آنΎاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). .۶.٢.١ قضیه

S به متعلق نیز cf(z)

c− f(z)
تاب΄ پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z

٢ + · · · م�ͳدانیم برهان.
م�ͳباشد.

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

:ͳطرف از .|a٢ +
١
c
| ≤ ٢ قضیه۴.٢.١داریم به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

: داریم لذا است. |a٢| ≤ پس٢ ،f(z) ∈ S چون

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴

: آنΎاه باشد، z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .٧.٢.١ لم
Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|.



۴ ͳمقدمات تعاریف .١

در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای م�ͳتوان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
: لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت. نظر

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم: r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: ͳحقیق قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
.

: آنΎاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٨.٢.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

خودش بر را واحد قرص و پوشاست و Έی به Έی ،ͳتحلیل ω =
z + z٠
١+ z٠z

تاب΄ م�ͳدانیم برهان.

Έت و ͳتحلیل (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z+ b٢z
٢ تاب΄ لذا م�ͳنΎارد.
: داریم است، ارز

g(٠) = b٠ = f(z٠), b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠),

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تاب΄ این�که به توجه با نیست، Sبه متعلق پس نم�ͳباشد نرمالیزه g(z) چون

:ͳیعن |b٢
b١
| ≤ ٢ قضیه٢.١.۴، بنابر لذا م�ͳگیرد، قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢

∣∣∣f ′′(zo)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ٢

: داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

: م�ͳدهیم قرار است، دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

لذا: است واق΄ ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf
′′(z)

f ′(z)
ͳیعن

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

: ͳیعن Rezf
′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|دانیم�ͳم ٧.٢.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢



۵ S رده .٢.١

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

: م�ͳگیریم انتΎرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال
log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

داریم: لذا و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

: نتیجه در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

با است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تاب΄ مشتق .٩.٢.١ مثال

k′(z) =
١+ z

(١− z)٣

تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تاب΄ این مورد در ،٨.٢.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا
م�ͳشود.

: آنΎاه باشد، f(z) ∈ S اگر .١٠.٢.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١)

Έی با را ٠ نقطه�ی .|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ٨.٢.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

م�ͳگیریم: انتΎرال خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم خط

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

r

(١+ r)٢
≤ آنΎاه باشد، |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

موجود z تا ٠ از یه دایره�ی داخل c مسیر ۶.٢.١ قضیه�ی بر بنا باشد، |f(z) < ١
۴ | اگر و |f(z)|

: این�صورت در م�ͳپوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: ٨.٢.١ قضیه�ی به بنا ͳطرف از
|f(z)| =

∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

: داریم لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.



۶ ͳمقدمات تعاریف .١

قضیه�ی بالای کران k(z) =
z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تاب΄ برای .١١.٢.١ مثال

م�ͳشود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در ١٠.٢.١

برای آنΎاه باشد S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر .(Littlewood) .١٢.٢.١ قضیه

.|an| ≤ en ،nهر

داشته ͳحقیق ضرایب و باشد S رده��ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تاب΄ اگر .١٣.٢.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر برای آنΎاه باشد،

م�ͳدهیم: قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

: داریم π تا ٠ از انتΎرال�گیری و sinnθدر فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)

رابطه�ی به توجه با
| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

م�ͳشود (٢.١)نتیجه رابطه�ی از لذا |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان م�ͳتوان ͳاستقرای روش به و
که

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

: (٠ < θ < π,٠ < r < ١) آن در که ، υ(reiθ) ̸= ٠ م�ͳدهیم نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ)

دارد. ͳثابت جبری علامت ٠ < θ < π فاصله در پس است، پیوسته ͳتابع θ به نسبت υ(reiθ)چون
: لذا

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

ثابت قضیه r → ١ با و م�ͳآید بدست |anrn| ≤ nr رابطه ، (٣.١) (۴.١)در ͳزینΎجای با
م�ͳگردد.

S∗رده�ی ٣.١

نقطه هر که ͳمستقیم خط پاره هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان تعریف١.٣.١.
هر گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تاب΄ بΎیرد. قرار D در م�ͳکند وصل z٠ به را D از
زیر این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نΎاشته ͳمیدان بر f(z) با |z| < ١ قرص گاه

م�ͳشود. داده نشان S∗ با S رده�ی



٧ S∗رده�ی .٣.١

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.٣.١ لم
بنΎارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < r < ١

f(z) تاب΄ در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗کنیم فرض ابتدا برهان.
مبدا به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنΎاه باشد، w ∈ D اگر باشد.
صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است ͳتحلیل |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تاب΄ لذا م�ͳباشد)
w١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون .|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون م�ͳکند.
فرض با دلخواه t برای و |z١| < فرض١ با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در م�ͳکنیم. انتخاب را

: داریم ٠ < t < ١
|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

و Dr در ها W١ همه�ی برای مطلب این چون دارد. قرار Dr tω١در که است ͳمعن بدان این ͳول
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها همه�ی

به�طوری�که است موجود w٠ ∈ D نقطه آنΎاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z)اگر عس، بر
انتخاب را |z| < r < ١ قرص Έاین نم�ͳباشد. D به متعلق t٠w٠، (٠ < t٠ < ١) t٠ای، برای
به متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون باشد. w٠ نقطه�ی شامل Dr تصویرش به�طوری�که م�ͳکنیم

نم�ͳنΎارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ، f(z) پس نیست. Dr

اگر: تنها اگرو f(z) ∈ S∗ این�صورت در باشد، f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ٢.٣.١ لم به توجه با برهان.
w = ٠ از ͳشعاع بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد. ستاره�گون میدان
نسبت که است ͳتابع arg f(reiθ) که است ͳمعن بدان این ͳول باشد Dr در باید w = f(reiθ)تا
در حداقل را Dr مرز م�ͳبایست ͳشعاع بردار این�صورت غیر در زیرا است، صعودی اکیدا θ به
ͳول م�ͳشود. مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تاب΄ Έی پس کند. قط΄ نقطه دو

بنابراین: ،arg f(reiθ) = Im log f(reiθ)

∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی k(z)در = z

(١− z)٢
کوئب تاب΄ مثال٣.١.۴.

همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١
۴ پرتو امتداد در که م�ͳباشد ω

Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{
١+ z

١− z

}
.

برای اگر است. ͳتحلیل f(z) = ١ +
∑∞

n=١ anz
n ،|z| < ١ برای کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

.|an| ≤ ٢ ،n هر برای آنΎاه ،Ref(z) > ٠ ،|z| < ١
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.|an| ≤ n ،n هر برای آنΎاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه

تاب΄ f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+

∑∞
n=٢ nanz

n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن م�ͳتوان لذا است. ͳتحلیل |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)

م�ͳدانیم: ۴.٢.١ قضیه�ی بر بنا .Re {P (z)} > پس٠ f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای ͳطرف از
|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (٧.١)

داریم: و(١.۶) از(١.۵)

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

anz
n)

م�ͳرسیم: زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

: معادل به�صورت یا و
(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (٨.١)

لذا برد (٨.١)به�کار در را مثلث نامساوی م�ͳتوان (٧.١) کران از استفاده با
(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

باشیم داشته k = ٢,٣, · · · , n− ١ برای کنیم فرض سپس .|a٢| ≤ ٢ م�ͳیابیم در فوق رابطه�ی از
: این�صورت در .|ak| ≤ k

(n− ١)|an| ≤ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢ .

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا م�ͳباشد برقرار |an| ≤ n رابطه لذا و

: هرگاه م�ͳشود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تاب΄ تعریف٧.٣.١.

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

م�ͳدهیم. نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این

اگر ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٨.٣.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α, (٠ ≤ α < ١).

.f(z) ∈ S∗(α) آنΎاه



٩ K رده�ی .۴.١

به و ١ − α شعاع به دایره Έی در z f
′(z)

f(z)
دهیم نشان است ͳ٧.٣.١کاف تعریف بر بنا برهان.

دارد. قرار ١ z∣∣مرکز f ′

f
− ١
∣∣ = ∣∣zf ′ − f

f

∣∣ = ∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣
≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر م�ͳباشد ١− α بالای کران دارای قبل جمله آخرین
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین است. برقرار رابطه این فرض، بر بنا .
∑∞

n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل که
.|z f

′

f
− ١| ≤ ١− α

Kرده�ی ۴.١

به�هم را Dاز نقطه دو هر که ͳمستقیم خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان تعریف١.۴.١.
بΎیرد. قرار D در م�ͳکند وصل

میدان Έی بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تاب΄ .٢.۴.١ تعریف
. م�ͳدهیم نشان K با را S رده�ی زیر این شود، نΎاشته محدب

قرص هر f(z) اگر تنها اگرو f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D f(z)و ∈ K م�ͳکنیم فرض ابتدا برهان.
(٠ < t < ١) خط پاره که دهیم نشان باید م�ͳکنیم. انتخاب Drدر را w٢، w١ نقاط f(z)باشد.
به�طوری� هستند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط دارد. قرار Dr در هم tw١ + (١ − t)w٢،
آنΎاه |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون . ω٢ = f(z٢) و ω١ = f(z١) که

تاب΄ لذا است. واق΄ D در g(z) = tf

(
(
z١
z٢
)z

)
+ (١ − t)f(z) تاب΄ تحت |z| < ١ تصویر

و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است ͳتحلیل |z| < ١ در h(z) = f−١(g(z))

: به�ویژه .|h(z)| ≤ |z| شوارتز لم موجب به م�ͳکند، صدق h(٠) = ٠
|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)

ͳول tw١ + (١− t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در z٠ای نقطه�ی ، Dr ⊂ Dچون
پاره بر نقطه هر پس باشد. |z| < قرص١ در م�ͳبایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(٩.١)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢ خط
دو این بر مار پاره�خط که دارند وجود D در نقطه دو آنΎاه نباشد K رده�ی در f(z) اگر برعس،
شامل Dr تصویرش که م�ͳکنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند ͳقرص Έاین ندارد. قرار D در نقطه



١٠ ͳمقدمات تعاریف .١

در نم�ͳتواند م�ͳکند، وصل به�هم را نقطه دو این که ͳخط پاره Dr ⊂ D چون باشد. نقطه دو این
نم�ͳکند. تصویر محدب میدان Έی بر را |z| < rقرص f(z) لذا باشد، داشته قرار Dr

در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد ͳتحلیل |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۴.۴.١ قضیه
اگر: تنها و� اگر f(z) ∈ K این�صورت

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

میدان Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و f(z)اگر ∈ K قضیه�ی٩.١، بر بنا برهان.
بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تاب΄ که است ͳمعن بدان این ͳهندس نظر از باشد. محدب
حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θافزایش با مرز، این بر مماس و م�ͳنΎارد ساده مرز Έی

با: است برابر م�ͳسازد ͳحقیق محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای م�ͳدانیم م�ͳکند.
π

٢ + θ + arg f ′(z)

م�ͳگردد: مشخص زیر شرط با محدب تاب΄ لذا
∂

∂θ

(
π

٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

لذا: و

١+
∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
(ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

f ′(٠) = و f(٠) = ٠ با باشد D ِ در ͳتحلیل تاب΄ Έی f کنیم فرض (١الساندر) .۵.۴.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K این�صورت در .١

: این�صورت در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تاب΄ اگر تنها و اگر است مثبت و ͳتحلیل Dدر چب سمت تاب΄ لذا

،nهر برای این�صورت در باشد. K در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.۴.١ قضیه

.|an| ≤ ١

بر بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تاب΄ ۵.۴.١ قضیه به توجه با برهان.

. |an| ≤ ١ نتیجه در و |nan| ≤ n ،nهر برای ۶.٣.١ قضیه�ی

. |c| ≥ ١
٢ آنΎاه f(z) ̸= c باشیم |z|داشته < ١ برای f(z) ∈ K اگر .٧.۴.١ قضیه

١Alexander



١١ K رده�ی .۴.١

نقطه� دو ، است ارز Έت |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ ͳکم تاب΄ م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.
: این�صورت در م�ͳکنیم انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز

g(z٠)−g(z١) =
(
(c− f(z٠))

٢−(c− f(z١))
٢
)
=
(
f(z٠)−f(z١)

)(
f(z٠)+f(z١)−٢c

)
نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین م�ͳباشد. ارز Έت f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد. c مساوی نم�ͳتواند لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠

است. S در زیر نرمال تاب΄ g(z) = c٢−٢cz+ z٢+ · · · چون م�ͳشود. ثابت g(z) ارزی Έت لذا و

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · ·

ͳپوشش قضیه�ی بردن به��کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا ،h(z) ̸= c

٢ ، |z| < در١ بعلاوه

.|c| ≥ ١
٢ یا و | c٢ | ≥

١
۴ م�ͳیابیم در

:|z| = r < ١ برای آنΎاه باشد، f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢

واحد قرص و پوشاست و Έی به Έی ،ͳتحلیل w =
z + z٠
١+ z̄٠z

(|z٠| < ١) تاب΄ م�ͳدانیم برهان.

تاب΄ پس م�ͳنΎارد، خودش بر را

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢

: بنابراین است. ارز Έت و ͳتحلیل |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′z١)٠− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)

)
.

تاب΄ این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نم�ͳباشد نرمالیزه g(z) تاب΄ چون
g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

: قضیه�ی١.۶.۴ به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا م�ͳگیرد قرار Sدر
١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ≤ ١

داریم: ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣با ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم: است دلخواه z٠ چون zf∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢



١٢ ͳمقدمات تعاریف .١

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢

: م�ͳگیریم انتΎرال r تا ٠ از حال
−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

: لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

،|z| = r < ١ برای آنΎاه باشد f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم. |z| = r < ١ برای ٨.۴.١ قضیه�ی بر بنا برهان.

م�ͳگیریم: انتΎرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط Έی با

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.

اگر و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

۴ نامساوی

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یه دایره�ی داخل c مسیر ͳپوشش قضیه�ی طبق |f(z)| < ١
۴

این�صورت: در م�ͳپوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: قبل قضیه�ی بر بنا ͳطرف از
|f(z)| =

∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١
(١+ t)٢

dt =
r

١+ r

: داریم لذا
r

(١+ r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)
.

Tرده�ی ۵.١

Έی گوییم باشد. ͳمنف ضرایب با ͳتوابع شامل S از رده�ای زیر T کنیم فرض .١.۵.١ تعریف
f(z) = z −

∑∞
n=٢ |an|zn شل به را آن بتوانیم هرگاه دارد قرار T در f ͳتحلیل و ارز Έت تاب΄

کنیم. بیان
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∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ اگر تنها و اگر دارد قرار T در f(z) = z −

∑∞
n=٢ |an|zn تاب΄ .٢.۵.١ قضیه

.

در f(z) ، f(z) ∈ T چون .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ آنΎاه f(z) ∈ T اگر م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.
: بنابراین f ′(z) = ١−

∑∞
n=٢ n|an|zn−١ ̸= ٠ این�صورت در است ارز Έت ∆ واحد Έدیس

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ̸= ٠ (z = r).

به�طوری�که دارد وجود N مثبت اندیس این�صورت در .
∑∞

n=٢ n|an| > ١ کنیم فرض
N∑
n=٢

n|an| > ١

: لذا ١−
∑N

n=٢ n|an|rn−١٠ < ٠ که ٠ < r٠ < ١ دارد وجود بنابراین

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١٠ ≤ ١−
N∑
n=٢

n|an|rn−١٠ < ٠

و f ′(r١) = ٠ به�طوری�که ٠ < r١ < r٠ دارد وجود پس f ′(٠) = ١ و است پیوسته f ′(r) چون
.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ و باطل خلف فرض لذا م�ͳباشد. تناقض در f ′(z) ̸= فرض٠ با این
: این�صورت در

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ کنیم فرض عس، بر

Re
(
f ′(z)

)
= Re

(
١−

∞∑
n=٢

n|an|zn−١
)
> ١−

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ٠

، z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ ∆ برای پس

Re
f(z١)− f(z٢)

z١ − z٢
=

∫ ١

٠
Ref ′[z١ + t(z٢ − z١)]dt

.f(z) ∈ T و است ارز Έت ∆ در f(z) لذا

آنΎاه: باشد f(z) ∈ T اگر .٣.۵.١ قضیه
r − ١

٢r
٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١
٢r

٢ (|z| = r) (١٠.١)

: .بنابراین ٢
∑∞

n=٢ |an| ≤
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ داریم ٢.۵.١ قضیه�ی به بنا برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١
٢r

٢

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١
٢r

٢

داریم: لذا

r − ١
٢r

٢ ≤ |f(z)| ≤ r +
١
٢r

٢ (|z| = r).



١۴ ͳمقدمات تعاریف .١

هرگاه م�ͳباشد T رده�ی به متعلق f(z) = z − ١
٢z

٢ تاب΄ ،٢.۵.١ قضیه�ی بر بنا .۴.۵.١ مثال

صدق فوق شرط در f(z) تاب΄ وضوح به a٢ =
١
٢ و n = ٢ ͳزینΎجای با حال ،

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١

تعیین z = −r پایین کران و z = r در تاب΄ این مورد ٣.۵.١در قضیه�ی بالای کران لذا م�ͳکند.
م�ͳشود.

: آنΎاه باشد، f(z) ∈ T اگر .۵.۵.١ قضیه
١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

: م�ͳدانیم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١+ r

و

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− r

: داریم لذا
١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

پایین کران و z = r در ۵.۵.١ قضیه�ی بالای کران f(z) = z − ١
٢z

٢ تاب΄ برای .۶.۵.١ مثال
م�ͳشود. تعیین z = −r در

متعلق (m = ١,٢,٣, · · · , n) ،fm(z) = z −
∑∞

j=٢ |aj,m|zj تاب΄ کنیم فرض .٧.۵.١ قضیه
،h(z) =

∑n
m=١ cmfm(z) صورت به شده تعریف h(z) تاب΄ این�صورت در باشند. T رده�ی به

دارد. قرار T رده در نیز
∑n

m=١ cm = ١ آن در که (cm ≥ ٠)

داریم: h(z) تعریف طبق برهان.

h(z) = z −
∞∑
j=٢

(
n∑

m=١
cm|aj,m|)zj

که
∑∞

j=٢ j|aj,m| ≤ ١ داریم لذا دارد، قرار T در fm(z),m = ١,٢,٣, · · · , n هر برای چون
ببینیم: م�ͳتوانیم بنابراین m = ١,٢, · · · , n

∞∑
j=٢

j(
n∑

m=١
cm|aj,m|) =

n∑
m=١

cm(
∞∑
j=٢

j|aj,m|) ≤
n∑

m=١
cm = ١

دارد. قرار T در h(z) که م�ͳشود نتیجه ٢.۵.١ قضیه به توجه با حال

کنیم فرض اکسترمال). (تواب΄ .٨.۵.١ قضیه

fn(z) = z − ١
n
zn, f١(z) = z (n = ٢,٣, · · · )

کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شل به آن�را بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ Tاین�صورت در
.
∑∞

n=١ λn = ١، λn ≥ ٠ به�طوری�که



١۵ C(α)، T∗ رده�ی .۶.١

کنیم: فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λn(z −
١
n
zn)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn

=
∞∑
n=١

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn

این�صورت: در
∞∑
n=٢

λn
١
n
n =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

.f(z) ∈ T ،٢.۵.١ قضیه�ی بنابر لذا
م�ͳدهیم: قرار |an| ≤

١
n
(n = ٢,٣, · · · ) چون ،f(z) ∈ T کنیم فرض �عس، بر

لذا: ،λn = n|an| و λ١ = ١−
∑∞

n=٢ λn

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn = z −
∞∑
n=٢

١
n
λnz

n

= z −
∞∑
n=٢

λn[z − fn(z)] = z −
∞∑
n=٢

λnz +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

=
(
١−

∞∑
n=٢

λn

)
z +

∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z).

C(α)، T∗ رده�ی ۶.١

هرگاه: م�ͳشود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه�ی از ستاره�گون f(z) ∈ T تاب΄ تعریف١.۶.١.

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

م�ͳدهیم. نشان T∗(α) با را Tرده�ی زیر این

هرگاه م�ͳشود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه�ی از محدب f(z) ∈ T تاب΄ تعریف١.۶.٢.

Re

{
١+

zf ′′

f ′

}
> α (|z| < ١).

م�ͳدهیم. نشان C(α) با را T رده�ی زیر این
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: اگر تنها و اگر دارد قرار T∗(α) در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تاب΄ Έی .٣.۶.١ قضیه
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

: لذا f(z) ∈ T∗(α) کنیم فرض برهان.

Re
zf ′

f
= Re

{
z −

∑∞
n=٢ n|an|zn

z −
∑∞

n=٢ |an|zn

}
> α (|z| < ١) (١١.١)

داریم: ( ͳحقیق مقدار Έی z (که z → ١ هرگاه

١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین:
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

اگر حال
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

داریم: دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره Έی در zf
′

f
دهیم نشان است ͳکاف

|zf
′

f
− ١| = |zf

′ − f

f
| = |

∑∞
n=٢ anz

n

z +
∑∞

n=٢ anz
n
| ≤

∑∞
n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر م�ͳباشد ١− α بالا�ی کران دارای فوق عبارت
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|).

برقرار فرض به بنا نیز رابطه این و
∑∞

n=٢(n − α)|an| ≤ ١ − α با است معادل فوق رابطه�ی که
است.

: اگر تنها و اگر دارد قرار C(α) در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تاب΄ .۴.۶.١ نتیجه
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

م�ͳدانیم: (|z| < ١) برای . f(z) ∈ C(α) کنیم فرض برهان.

Re

{
١+

zf ′′

f ′

}
= Re

{
١−

∑∞
n=٢ n(n− ١)|an|zn−١
١−

∑∞
n=٢ n|an|zn−١

}
= Re

{
١−

∑∞
n=٢ n

٢|an|zn−١

١−
∑∞

n=٢ n|an|zn−١

}
> α

(١٢.١)
)داریم: ͳحقیق مقدار Έی z (که z → ١ هرگاه رابطه١٢.١ در

١−
∞∑
n=٢

n٢|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

n|an|)
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: بنابراین
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

اگر حال
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

: لذا دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره Έی در ١+
zf ′′

f ′ دهیم نشان است ͳکاف

|١+
zf ′′

f ′ − ١| = |zf
′′

f ′ | = |
∑∞

n=٢ n(n− ١)anzn−١
١−

∑∞
n=٢ nanz

n−١ |

≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ n|an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ n|an|

اگر م�ͳباشد ١− α بالای کران دارای فوق عبارت
∞∑
n=٢

n(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

n|an|).

برقرار فرض به بنا نیز رابطه این و
∑∞

n=٢ n(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل فوق رابطه�ی که
است.

: این�صورت در f(z) ∈ T∗(α) اگر .۵.۶.١ قضیه
r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r) (١٣.١)

: م�ͳدانیم ٣.۶.١ قضیه به بنا برهان.

(٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

بنابراین

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢− α
r٢

: مشابه به�طور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢− α
r٢

: م�ͳشود نتیجه لذا
r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r).

هرگاه است T∗ رده�ی به متعلق f(z) = z− (١− α)

(٢− α)
z٢ تاب΄ ٣.۶.١ قضیه�ی به بنا .۶.۶.١ مثال

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α



١٨ ͳمقدمات تعاریف .١

لذا م�ͳکند؛ صدق فوق شرایط در f(z) تاب΄ وضوح به a٢ =
(١− α)

(٢− α)
و n = ٢ ͳزینΎجای با حال

م��������ͳشود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تاب΄ این مورد در ۵.۶.١ قضیه�ی بالای کران

این�صورت: در f(z) ∈ T∗(α) اگر .٧.۶.١ قضیه

١− ١)٢− α)

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١)٢− α)

٢− α
r (|z| = r)

: داریم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| (١۴.١)

: ٣.۶.١م�ͳدانیم قضیه�ی طبق همچنین و
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١− α + α
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
=
١)٢− α)

٢− α
(١۵.١)

دیΎر: طرف از ؛ م�ͳشود نتیجه حم راست ١۴.١طرف (١۵.١)در عبارت ͳزینΎجای با

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١)٢− α)

٢− α
r

کران و z = r در ٧.۶.١ قضیه�ی بالای کران f(z) = z − (١− α)

(٢− α)
z٢ تاب΄ برای .٨.۶.١ مثال

م�ͳشود. تعیین z = −r در پایین

: این�صورت در f(z) ∈ C(α) اگر .٩.۶.١ نتیجه
r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r)

۴.۶.١داریم: نتیجه به بنا برهان.

٢)٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

بنابراین

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢)٢− α)
r٢

: مشابه به�طور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢)٢− α)
r٢

: م�ͳشود نتیجه لذا
r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r)



١٩ C(α)، T∗ رده�ی .۶.١

این�صورت: در f(z) ∈ C(α) اگر .١٠.۶.١ نتیجه
١− ١− α

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١− α

٢− α
r (|z| = r)

: داریم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an|

: م�ͳدانیم ۴.۶.١ نتیجه بنابر همچنین و
∞∑
n=٢

n٢|an| ≤ ١− α + ٢α
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
=
١)٢− α)

٢− α
(١۶.١)

یا
∞∑
n=٢

n|an| ≤
١− α

٢− α
(١٧.١)

دیΎر: طرف ؛از م�ͳشود نتیجه حم راست طرف در١٧.١ عبارت١.١۶ ͳزینΎجای با

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١− α

٢− α
r

کنیم فرض اکسترمال) (تواب΄ .١١.۶.١ قضیه

fn(z) = z − (١− α)

(n− α)
zn, f١(z) = z (n = ٢,٣, · · · )

بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شل به آن�را بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ T∗(α) این�صورت ∞∑در
n=١ λn = ١, λn ≥ ٠ به�طوری�که کنیم

کنیم: فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = z −
∞∑
n=٢

λn
(١− α)

(n− α)
zn

این�صورت: در
∞∑
n=٢

λn
١− α

n− α
(
n− α

١− α
) =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

.f(z) ∈ T∗(α) لذا
چون . f(z) ∈ T∗(α) کنیم فرض عس؛ بر

|an| ≤
١− α

n− α
(n = ٢,٣, · · · )

م�ͳدهیم: قرار

λn =
(n− α)|an|

١− α
, λ١ = ١−

∞∑
n=٢

λn (n = ٢,٣, · · · )

م�ͳشود. کامل برهان و f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) این�صورت در



٢٠ ͳمقدمات تعاریف .١

f(z) ∈ T ∗( ٢
٣−α) آنΎاه f(z) ∈ C(α) اگر .١٢.۶.١ قضیه

کنیم: ثابت ۴.۶.١باید نتیجه و ٣.۶.١ قضیه�ی به بنا برهان.
∞∑
n=٢

n(n− α)

١− α
|an| ≤ ١ ⇒

∞∑
n=٢

n−
٢

٣− α
١− ٢

٣−α
|an| ≤ ١

دهیم: نشان است ͳکاف
n(n− α)

١− α
≥
n− ٢

٣−α

١− ٢
٣−α

=
n(٣− α)− ٢

١− α
(n = ٢,٣, · · · )

.n٢ − ٣n+ ٢ ≥ ٠, (n = ٢,٣, · · · ) که اینست با معادل فوق عبارت و



فصل٢

ستاره�گون همساز تواب΄

α مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ ١.٢

در v و u هرگاه است مقدار مختلط همساز تاب΄ Έی L مختلط میدان در f = u+ iv پیوسته تاب΄
f = h+ ḡ به�صورت را f م�ͳتوان D ⊂ L ساده همبند دامنه هر در باشند. مقدار ͳحقیق همساز L

باشند. ͳحقیق همساز تواب΄ v و u کنیم فرض هستند. ͳتحلیل D در g و h که نوشت،
است این D در f همساز تاب΄ بودن جهت حافظ و ارز Έت موضعا برای ͳکاف و لازم شرط Έی

باشد. برقرار |h′(z)| > |g′(z)| رابطه که

Έت همساز ∆ = {z : |z| < ١} واحد Έدیس در که f = h + ḡ تواب΄ رده�ی تعریف١.١.٢.
م�ͳدهیم. نمایش SH با را h(٠) = f(٠) = fz(٠)− ١ = ٠ به�طوری�که هستند، جهت حافظ و ارز

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n (١.٢)

ͳتحلیل ارز Έت تواب΄ رده به رده این باشد، صفر SH اعضای ͳتحلیل مزدوج بخش صورت�ͳکه در
زیررده�های همراه به را SH رده�ی ٢ اسمال شیل ، ١ ͳکلون ،١٩٨۴ سال در م�ͳشود. تبدیل شده نرمال
این در شد. نوشته آن زیررده�های و SH با رابطه در مقاله چندین آن، از پس آوردند. به�وجود آن
انحراف کران�های و فرین نقاط ارزی، Έت شرایط و م�ͳپردازیم SH از زیررده چند ͳبررس به فصل،

م�ͳکنیم. مشخص را زیررده�ها این در تواب΄

α مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ شامل که SH از زیررده�ای ،٠ ≤ α < ١ برای تعریف٢.١.٢.
α مرتبه از ستاره�گون همساز را (١.٢) فرم به و f مانند ͳتابع م�ͳدهیم. نمایش S∗

H(α) با را است
اگر م�ͳنامیم، |z| = r < ١ و ٠ ≤ α < ١ که

١Clunie
٢Sheil-Small

٢١



٢٢ ستاره�گون همساز تواب΄ .٢

∂

∂θ
(argf(reiθ)) ≥ α, |z| = r < ١ (٢.٢)

زیر فرم به f = h + ḡ در g و h تواب΄ که است S∗
H(α) از زیررده�ای TH(α) .٣.١.٢ تعریف

هستند:

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn, g(z) =
∞∑
n=١

|bn|zn. (٣.٢)

م�ͳدهیم. نمایش S٠H با را است fz̄(٠) = ٠ آن در که SH از زیررده�ای تعریف١.٢.۴.

K∗٠
H و S∗٠

H م�ͳکنیم فرض م�ͳپردازیم. S٠H مختلف زیررده�های ͳبررس به نخست، بخش در
و ستاره�گون میدان�های روی به را ∆ که هستند f مانند ͳتوابع شامل که باشند S٠H از ͳزیررده�های
که م�ͳدهیم. نمایش TK٠

H و T∗٠
H با را K٠

H و S∗٠
H زیررده�های این، بر مضاف م�ͳنΎارند. محدب

هستند: زیر به�صورت f = h+ ḡ ضرایب

h(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n, an ≥ ٠; g(z) = −

∞∑
n=٢

bnz
n, bn ≥ ٠. (۴.٢)

و هستند (۴.٢) فرم به آن�ها ضرایب که f = h + ḡ همساز تواب΄ میان مقایسه�ای بخش این در
فرم به g و h که م�ͳگیریم نظر در را f = h + ḡ ادامه در داشت. خواهیم آن�ها ͳتحلیل همتای

است. (١.٢) یا (۴.٢)

S∗٠H زیرده�های ١.١.٢

باشد، f = h + ḡ ∈ S∗٠
H اگر که است شده داده نشان [١١] در ،(١.٢) فرم به f = h + ḡ برای

شده داده نشان نیز [٣] در است. |bn| ≤
(n− ٢)(١n− ١)

۶ و |an| ≤
(n+ ٢)(١n+ ١)

۶ آنΎاه

بود. خواهد |bn| ≤
(n− ١)

٢ و |an| ≤
(n+ ١)

٢ آنΎاه باشد، f = h + ḡ ∈ K٠
H اگر که است

حال داریم. رده�ها این برای را لازم ͳضریب شرایط بنابراین است. برقرار نتای; همه در تساوی
لازم شرایط این نیز (۴.٢) فرم به تواب΄ برای که داد خواهیم نشان و م�ͳدهیم ارایه را ͳکاف شرایط

هستند.

آنΎاه کند، صدق
∑∞

n=٢ n(|an| + |bn|) ≤ ١ شرط در f ∈ SH تاب΄ ضرایب اگر .۵.١.٢ قضیه
است. f ∈ S∗٠

H

که کنید توجه ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=١

n|an|rn−١ >
∞∑
n=٢

n|bn|rn−١ ≥ |g′(z)|,



٢٣ α مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ .١.٢

و ٠ < r < ١ که دهیم نشان کافیست است. جهت حافظ و ارز Έت موضعا f بنابراین

داریم: است. ∂
∂θ

(argf(reiθ)) > ٠ و ٠ ≤ θ < ٢π

f(reiθ) = reiθ +
∞∑
n=٢

(ane
inθ + b̄ne

−inθ)rn,

و

∂

∂θ
(argf(reiθ)) = Im

( ∂
∂θ

logf(reiθ)
)

= Re
{١+

∑∞
n=٢ n(ane

i(n−١)θ − b̄ne
−i(n+١)θ)rn−١

١+
∑∞

n=٢ n(ane
i(n−١)θ + b̄ne−i(n+١)θ)rn−١

}
= Re

١+ A(z)

١+B(z)

دادن قرار با
١+ A(z)

١+B(z)
=

١+ w(z)

١− w(z)

ͳول بود، خواهد ∂

∂θ
(argf(reiθ)) > ٠ آنΎاه باشد، |w(z)| ≤ r اگر داشت خواهیم

w(z) =
A−B

٢+ A+B

= Re

∑∞
n=٢

[
(n− ١)(anei(n−١)θ − (n+ ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

٢+
∑∞

n=٢

[
(n+ ١)(anei(n−١)θ − (n− ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

بنابراین

|w(z)| ≤

∑∞
n=٢

[
(n− ١)|an|+ (n+ ١)|bn|

]
r

٢−
∑∞

n=٢

[
(n+ ١)|an|+ (n− ١)|bn|

]
r
.

باشد.
∑∞

n=٢ n(|an|+ |bn|) ≤ ١ اگروتنهااگر است کراندار r توسط بالا از آخر عبارت

آنΎاه کند صدق
∑∞

n=٢ n
٢(|an|+ |bn|) ≤ ١ شرط در f ∈ SH تاب΄ ضرایب اگر .۶.١.٢ نتیجه

است. f ∈ K٠
H

م�ͳشود. حاصل نتیجه ۵.١.٢ قضیه و (الساندر) ۵.۴.١ قضیه از استفاده با برهان.

،|z| = R زمان�ͳکه محدب) همساز ͳحت (یا ستاره�گون همساز یΈتاب΄ ،ͳتحلیل برعسحالت
ͳشرط ۵.١.٢ قضیه در ͳضریب کران�های حال، �هر به باشد. ارز Έت نیست لازم |z| < R برای

م�ͳکند. فراهم بودن ارز Έت برای ͳکاف



٢۴ ستاره�گون همساز تواب΄ .٢

است. نیز ارز Έت همساز ∆ واحد Έدیس در f تاب΄ ،۵.١.٢ قضیه شرایط تحت .٧.١.٢ نتیجه

نتیجه آن بودن ستاره�گون از f ارزی Έت و است ͳتحلیل f(z) آنΎاه باشد، g(z) ≡ ٠ اگر برهان.
آنΎاه باشد، z١ ̸= z٢ و g(z) ̸≡ ٠ اگر م�ͳشود.

∣∣∣f(z١)− f(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣ ≥ ١−
∣∣∣ g(z١)− g(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣
= ١−

∣∣∣ ∑∞
n=٢ bn(z

n
١ − zn٢ )

(z١ − z٢) +
∑∞

n=٢ an(z
n
١ − zn٢ )

∣∣∣
> ١−

∑∞
n=٢ n|bn|

١−
∑∞

n=٢ n|an|
≥ ٠.

م�ͳکند. اثبات را ارزی Έت که

نتیجه�گیری م�ͳتوان شده، داده قرار ضرایب برای ۵.١.٢ قضیه در که ͳشرط با .٨.١.٢ ملاحظه
هستند. ارز Έت و ستاره�گون همساز نیز هستند f تاب΄ ضرایب دوران حاصل که ͳتوابع که کرد
بهبود قابل آمده�اند، بدست قبل قضیه در ضرایب برای که ͳکران�های که م�ͳکند ثابت بعد قضیه

نیستند.

است f ∈ T∗٠
H این�صورت، در کند. صدق (۴.٢) در f تاب΄ ضرایب کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه

باشد.
∑∞

n=٢ n(an + bn) ≤ ١ اگر اگروتنها

آنΎاه نباشد، برقرار قضیه شرط اگر دهیم نشان که است نیاز فقط ،۵.١.٢ قضیه دید از برهان.
z = r > ٠ انتخاب با نیست. ارز Έت ͳحت f که داد خواهیم نشان این�کار، برای . f /∈ T∗٠

H

داریم

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n(an + bn)r
n−١

موجود r٠-ای Έی باید است، f ′(١) < ٠ و f ′(٠) = ١ چون .f(r) = r−
∑∞

n=٢(an+ bn)r
n و

و است f(r) ͳموضع ماکزیمم Έی r٠ بنابراین است. f ′(r٠) = ٠ به�طوری�که r٠ < ١ که باشد
نیست. Έی به Έی (٠,١) ͳحقیق بازه روی f(r)

باشد. ارز Έت همساز f اگر اگروتنها است f ∈ T∗٠
H ، (۴.٢) فرم به f برای .١٠.١.٢ نتیجه

تساوی . r − r٢

٢ ≤ |f(z)| ≤ r + r٢

٢ (|z| = r) آنΎاه باشد، f ∈ T∗٠
H اگر .١١.١.٢ نتیجه

است. برقرار z − z̄٢

٢ و z − z٢

٢ برای نیز

داریم: است، ٢
∑∞

n=٢(an + bn) ≤
∑∞

n=٢ n(an + bn) ≤ ١ این�که به توجه با برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

(an + bn)r
n ≤ r + r٢

∞∑
n=٢

(an + bn) ≤
r + r٢

٢



٢۵ α مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ .١.٢

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

(an + bn)r
n ≥ r − r٢

∞∑
n=٢

(an + bn) ≥
r − r٢

٢

است. {w : |w| < ١
٢} ⊂ f(∆) آنΎاه باشد، f ∈ T∗٠

H اگر .١٢.١.٢ نتیجه

م�ͳآید. بدست ١١.١.٢ نتیجه در چپ سمت نامساوی از ،ͳپوشش نتیجه این برهان.

نتای; باشد، صفر ٩.١.٢ و ۵.١.٢ قضایای در f ͳتحلیل مزدوج بخش اگر .١٣.١.٢ ملاحظه
تفاوت Έی حال، هر به م�ͳشود. تبدیل ͳتحلیل تواب΄ بودن ستاره�گون برای ͳکاف ͳضریب شرایط به

داریم: ͳتحلیل حالت در همچنین دارد. وجود جالب

∣∣∣ ∂
∂θ

argf(reiθ)− ١
∣∣∣ = ∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− ١
∣∣∣ < ١, z ∈ ∆,

١ شعاع و مرکز به Έدیس شامل راست صفحه نیم از مجموعه�ای زیر در zf
′

z
از مقادیری بنابراین

(١.٢) فرم به f همساز حالت برای م�ͳگیرد. قرار

∂

∂θ
argf(reiθ)− ١

=

∑∞
n=٢

[
(n− ١)anei(n−١)θ − (n+ ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

١+
∑∞

n=٢

(
anei(n−١)θ + b̄ne−i(n+١)θ

)
rn−١

م�ͳآوریم بدست است. f(z) = z − z̄٢

٢ که

| ∂
∂θ

argf(reiθ)− ١| = |
٣r
٢

(١−e−٣iθr)
٢

|.

باشد. بزرگ ٣ اندازه به م�ͳتواند آخر عبارت که م�ͳبینیم ،r → ١ دادن قرار و θ = ٠ انتخاب ∞∑با
n=٢ n

٢(an+ bn) ≤ ١ اگر اگروتنها است f ∈ TK٠
H ، (۴.٢) فرم به f برای .١۴.١.٢ قضیه

باشد.

نباشد، برقرار ͳضریب نامساوی اگر که دهیم نشان باید فقط ۶.١.٢ نتیجه دید از برهان.
این بنΎارد محدب میدان Έی روی بر را |z| = r ،f این�که برای ͳکاف و لازم ͳشرط .f /∈ TK٠

H

که است
∂

∂θ

(
arg
{ ∂

∂θ
f(reiθ)

})
= Re

{١−
∑∞

n=٢ n
٢[ane

i(n−١)θ + bne
−i(n+١)θ]rn−١

١−
∑∞

n=٢ n[ane
i(n−١)θ − bne−i(n+١)θ]rn−١

}
> ٠.



٢۶ ستاره�گون همساز تواب΄ .٢

١ به Έنزدی ͳکاف اندازه به r و
∑∞

n=٢ n
٢(an + bn) > ١ برای آخر عبارت ،θ = ٠ دهیم قرار اگر

است. کامل برهان و f /∈ TK٠
H بنابراین است. ͳمنف

م�ͳنΎارد. محدب میدان Έی روی به را |z| < ١
٢ ،f آنΎاه باشد، f ∈ T∗٠

H اگر .١۵.١.٢ نتیجه

است. برقرار z − z̄٢

٢ و z − z٢

٢ فرین تواب΄ برای نیز تساوی حالت

داریم: است. ٢f(z٢) ∈ TK٠
H که دهیم نشان کافیست برهان.

٢f(z٢) = z −
∞∑
n=٢

an

٢n−١
zn −

∞∑
n=٢

bn

٢n−١
z̄n

و

∞∑
n=٢

n٢
( an

٢n−١
+

bn

٢n−١
)
≤

∞∑
n=٢

n(an + bn) ≤ ١.

فرین نقاط ٢.١.٢

از ͳی در ،ͳخط پیوسته Έتابع هر ͳحقیق بخش مینیمم یا ماکزیمم فشرده، خانواده هر برای
از هستند، محدب خانواده�های TK٠

H و T∗٠
H دوی هر چون م�ͳافتد. اتفاق محدب پوسته فرین نقاط

آن�ها فرین نقاط و م�ͳکنیم استفاده ١۴.١.٢ و ٩.١.٢ قضایای ͳکاف و لازم ͳضریب نامساوی�های
م�ͳآوریم. بدست را

و ،(n = ٢,٣, . . .) که h١(z) = z ،hn(z) = z − zn

n
دهید قرار الف) .١۶.١.٢ قضیه

gn(z) = z − z̄n

f(z) =
∑∞

n=١(λnhn+γngn) فرم به آن�را بتوان اگر اگروتنها است f ∈ T∗٠
H این�صورت در ،

{gn} و {hn} به�خصوص، نوشت. است، γ١ = ٠ و λ١ = ١−
∑∞

n=٢(λn + γn) ≥ ٠ که
هستند. T∗٠

H فرین نقاط

در . (n = ٢,٣, . . .) که gn(z) = z − z̄n

n٢
و hn(z) = z − zn

n٢
و h١(z) = z دهید قرار ب)

f(z) =
∑∞

n=١(λnhn + γngn) فرم به آن�را بتوان اگر اگروتنها است f ∈ TK٠
H این�صورت

{gn} و {hn} به�خصوص، نوشت. است، γ١ = ٠ و λ١ = ١−
∑∞

n=٢(λn + γn) ≥ ٠ که
هستند. f ∈ TK٠

H فرین نقاط

همان به ١۴.١.٢ قضیه از (ب) قسمت اثبات م�ͳکنیم. ثابت را (الف) قسمت فقط برهان.
کنید فرض م�ͳشود. نتیجه ٩.١.٢ قضیه از (الف) اثبات که است گونه
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f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn) = z −
∞∑
n=٢

(λn
n
zn +

γn
n
z̄n
)
.

این�صورت در
∞∑
n=٢

n
(λn
n

+
γn
n

)
=

∞∑
n=٢

(λn + γn) = ١− λ١ ≤ ١.

، λn = nan ، γn = nbn دهید قرار است. bn ≤ ١
n
و an ≤ ١

n
آنΎاه باشد، f ∈ T∗٠

H اگر برعس،
.f(z) =

∑∞
n=١(λnhn+γngn)این�صورت در .(n = ٢,٣, . . .) که γ١ = ٠ و λ١ = ١−

∑∞
n=٢ λn

α مرتبه ٣.١.٢

که کردند [١]ثابت ۴ Έیویزلوت و ٣ ͳآوج م�ͳپردازیم. SH از رده زیر دو ͳبررس به بخش این در
کافیست. S٠H(α) در f = h+ ḡ تاب΄ گرفتن قرار برای

∑∞
n=٢ n(|an|+ |bn|) ≤ ١ ͳضریب شرایط

ͳضریب شرایط این نیز باشند ͳمنف bn و an و b١ = ٠ ، (١.٢) در اگر کرد ثابت سیلورمن[١٣]۵
ͳΎبست b١ = ٠ محدودیت به موضوع آمده، بدست نتیجه دو هر در که کنید توجه است. نیاز مورد
فرم به f = h + ḡ تاب΄ قرارگیری برای ͳکاف ͳضریب شرایط بخش این در شده ارایه برهان دارد.
م�ͳدهیم نشان همچنین نیست. صفر لزوما b١ و ٠ ≤ α < ١ که م�ͳکند فراهم را S∗

H(α) در (١.٢)
است. لازم TH(α) در f گرفتن قرار برای شرایط همین که

همچنین باشد. (١.٢) در شده داده فرم به f ∈ SH تاب΄ ضرایب کنیم فرض .١٧.١.٢ قضیه
کنیم فرض

∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
≤ ٢ (۵.٢)

است. f ∈ S∗٠
H (α) و ارز Έت همساز ∆ در f این�صورت در باشد. ٠ ≤ α < ١ و a١ = ١ که

زیرا است. جهت حافظ و ارز Έت موضعا ∆ در f که کنید توجه ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ > ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an|

≥
∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn| ≥

∞∑
n=١

n|bn| >
∞∑
n=١

n|bn|rn−١ ≥ |g′(z)|.

٣Avci
۴Zlotkiewicz
۵Silverman
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ͳتحلیل f(z) آنΎاه g(z) ≡ ٠ اگر که م�ͳکنیم ملاحظه ∆ در f بودن ارز Έت دادن نشان برای
نشان آنΎاه باشد، g(z) ≡ ٠ اگر م�ͳشود. نتیجه ( ۵ (طبق بودن ستاره�گون از f ارزی Έت و است

است. f(z١) ̸= f(z٢) باشد، z١ ̸= z٢ ͳوقت که م�ͳدهیم
داریم است، محدب و ساده همبند ∆ چون است. z١ ̸= z٢ که باشد z١, z٢ ∈ ∆ کنیم فرض

نوشت: م�ͳتوان این�صورت در است. ٠ ≤ t ≤ ١ که z(t) = (١− t)z١ + tz٢ ∈ ∆

f(z٢)− f(z١) =

∫ ١

٠

[
(z٢ − z١)h

′(z(t)) + (z٢ − z١)g′(z(t))
]
dt.

داریم: ͳحقیق بخش گرفتن نظر در و z٢ − z١ ̸= ٠ بر فوق معادله تقسیم با

Re
f(z٢)− f(z١)

z٢ − z١
=

∫ ١

٠
Re
[
h′(z(t)) +

z٢ − z١
z٢ − z١

g′(z(t))
]
dt

>

∫ ١

٠
[Reh′(z(t))− |g′(z(t))|]dt.

(۶.٢)

دیΎر سوی از

Reh′(z)− |g′(z)| ≥ Reh′(z)−
∞∑
n=١

n|bn|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an| −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn|

≥ ٠ ۵.٢ از استفاده با

م�ͳشود. نتیجه f بودن ارز Έت ،۶.٢ نامساوی و اخیر رابطه از استفاده با
اگر که دهیم نشان کافیست فقط (٢.٢) شرط طبق است. f ∈ S∗

H(α) که م�ͳدهیم نشان حال
آنΎاه باشد، برقرار ۵.٢ قضیه

∂

∂θ

(
argf(reiθ)

)
= Im

( ∂
∂θ

logf(reiθ)
)
= Re

(zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

)
≥ α,

است. ٠ ≤ α < ١١ و ٠ ≤ r < ١ ،٠ ≤ θ ≤ ٢π ،z = reiθ که
ثابت کافیست ،|١−α+w| ≥ |١+α−w| اگر وتنها اگر Rew ≥ α که گزاره این از استفاده با

که کنیم

|A(z) + (١− α)B(z)| − |A(z)− (١+ α)B(z)| ≥ ٠ (٧.٢)

است. A(z) = zh′(z)− zg′(z) و B(z) = h(z) + g(z) که
داریم: (٧.٢) در A(z) و B(z) جایΎذاری با
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|A(z) + (١− α)B(z)| − |A(z)− (١+ α)B(z)|

= |(١− α)h(z) + zh′(z) + (١− α)g(z)− zg′(z)|

−|(١+ α)h(z)− zh′(z) + (١+ α)g(z) + zg′(z)|

= |(٢− α)z +
∞∑
n=٢

(n+ ١− α)anz
n −

∞∑
n=١

(n− ١+ α)bnzn|

− | − αz +
∞∑
n=٢

(n− ١− α)anz
n −

∞∑
n=١

(n+ ١+ α)bnzn|

≥ (٢− α)|z| −
∞∑
n=٢

(n+ ١− α)|an||z|n −
∞∑
n=١

(n− ١+ α)|bn||zn|

−α|z| −
∞∑
n=٢

(n− ١− α)|an||z|n −
∞∑
n=٢

(n+ ١+ α)|bn||z|n

= ١)٢− α)|z|
{
١−

∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an||z|n−١ −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn||z|n−١

}
≥ ١)٢− α)|z|

{
١−

( ∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an| −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn|
)}

≥ ٠ ۵.٢ از استفاده با

ستاره�گون همساز نΎاشت

f(z) = z +
∞∑
n=٢

١− α

n− α
xnz

n +
∞∑
n=١

١− α

n+ α
ȳnz̄

n (٨.٢)

است. برقرار نیز تساوی (۵.٢) در که م�ͳدهد نشان ،
∑∞

n=٢ |xn|+
∑∞

n=٢ |yn| = ١ که
زیرا هستند، S∗

H(α) در (٨.٢) فرم به تواب΄
∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
= ١+

∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn| = ٢.

نتیجه�گیری تا م�ͳسازد قادر را ما شده، داده قرار f = h+ḡ تاب΄ ضرایب برای قبل قضیه در که ͳشرط
هستند. ارز Έت و ستاره�گون همساز نیز هستند f تاب΄ ضرایب دوران حاصل که ͳتوابع که کنیم
بهبود قابل آمده�اند، بدست قبل قضیه در ضریب برای که ͳکران�های که م�ͳکند ثابت بعد قضیه

نیستند.

است f ∈ TH(α) این�صورت در باشند. (٣.٢) فرم به f = h + ḡ کنیم فرض .١٨.١.٢ قضیه
اگر اگروتنها

∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
≤ ٢ (٩.٢)
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است. ٠ ≤ α < ١ و a١ = ١ که

ͳتحلیل مزدوج و ͳتحلیل قسمت اگر که م�ͳشود نتیجه نته این و قبل قضیه از اگر قسمت برهان.
است. f ∈ TH(α) آنΎاه باشند، (٣.٢) فرم به f = h+ ḡ

.f /∈ TH(α) آنΎاه نباشد، برقرار (٩.٢) شرط اگر که م�ͳدهیم نشان اگر، تنها بخش برای
که α مرتبه از (٣.٢) فرم به f = h + ḡ تاب΄ این�که برای ͳکاف و لازم شرط Έی که کنید توجه
باشد. ∂

∂θ
(argf(reiθ)) − α > ٠ ،٠ ≤ α < ١ برای که است این باشد ستاره�گون ٠ ≤ α < ١

با است ارز هم شرط این

Re
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− α

= Re
(١− α)z −

∑∞
n=٢(n− α)|an|zn −

∑∞
n=١(n+ α)|bn|z̄n

z −
∑∞

n=٢ |an|zn +
∑∞

n=١ |bn|z̄n

≥ ٠.

روی که z از مقادیری انتخاب با باشد. برقرار |z| = r < ١ که z مقادیر تمام برای باید فوق شرط
باشیم داشته باید دارند قرار ٠ ≤ |z| = r < ١ که مثبت ͳحقیق محور

(١− α)−
∑∞

n=٢(n− α)|an|rn−١ −
∑∞

n=١(n+ α)|bn|rn−١

١−
∑∞

n=٢ |an|rn−١ +
∑∞

n=١ |bn|rn−١
≥ ٠. (١٠.٢)

خواهد ͳمنف (١٠.٢) در شمارنده ،١ به ͳکاف اندازه به r برای آنΎاه نباشد، برقرار (٩.٢) شرط اگر
Έی این و است ͳمنف (١٠.٢) در قسمت خارج که است موجود (٠,١) در z٠ = r٠ بنابراین بود.

م�ͳشود. کامل اثبات و است. f ∈ TH(α) برای لازم شرایط با تناقض

را بسته محدب پوسته این م�ͳکنیم. تعیین را TH(α) بسته�ی محدب پوسته فرین نقاط ادامه در
م�ͳدهیم. نمایش clcoTH(α) با

اگر تنها اگرو است f ∈ clcoTH(α) .١٩.١.٢ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn). (١١.٢)

h١(z) = z, hn(z) = z − ١−α
n−αz

n (n = ٢,٣, . . .) که
است.

∑∞
n=١(Xn + Yn) = ١, Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠ و gn(z) = z + ١−α

n+α
z̄n (n = ١,٢,٣, . . .) و

هستند. TH(α) فرین نقاط {gn} و {hn} به�خصوص

داریم: هستند (١١.٢) فرم به که f مانند ͳتوابع برای برهان.



٣١ α مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ .١.٢

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn) =
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z −
∞∑
n=٢

١− α

n− α
Xnz

n

+
∞∑
n=١

١− α

n+ α
Ynz̄

n.

پس

∞∑
n=٢

n− α

١− α

(١− α

n− α
Xn

)
+

∞∑
n=٢

n+ α

١− α

(١− α

n+ α
Yn

)
=

∞∑
n=٢

Xn +
∞∑
n=١

Yn = ١−X١ ≤ ١

است. f ∈ clcoTH(α) بنابراین و
و Xn =

n− α

١− α
|an|(n = ٢,٣, . . .) دهید قرار باشد. f ∈ clcoTH(α) کنیم فرض برعس،

(١٨.١.٢) قضیه از استفاده با این�صورت در Yn =
n+ α

١− α
|bn|(n = ١,٢,٣, . . .)

م�ͳکنیم تعریف .٠ ≤ Yn ≤ ١(n = ١,٢,٣, . . .) و ٠ ≤ Xn ≤ ١(n = ٢,٣, . . .)
نتیجه در است. X١ ≥ ٠ (١٨.١.٢) قضیه طبق کنید توجه و X١ = ١−

∑∞
n=٢Xn−

∑∞
n=١ Yn

قضیه از استفاده با م�ͳآوریم. بدست بود شده خواسته آنچه طبق را f(z) =
∑∞

n=١(Xnhn+Yngn)

است. clcoTH(α) = TH(α) بنابراین است. بسته و محدب TH(α) که دید م�ͳتوان ͳآسان به قبل،
است. برقرار f ∈ TH(α) برای واقعا قضیه حم پس

ͳپوشش نتای; به که م�ͳکنیم ارایه هستند TH(α) در که ͳتوابع برای را انحراف کران�های حال
م�ͳشود. ͳمنته TH(α) برای

آنΎاه باشد، f ∈ TH(α) اگر .٢٠.١.٢ قضیه

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢. |z| = r < ١.

و

|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢. |z| = r < ١.

داریم: f از گرفتن قدرمطلق با باشد. f ∈ TH(α) کنیم فرض برهان.



٣٢ ستاره�گون همساز تواب΄ .٢

|f(z)| ≤(١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(٢− α

١− α
|an|+

٢− α

١− α
|bn|
)
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

(
١− ١+ α

١− α
|b١|
)
r٢, (٩.٢) از استفاده با

= (١+ |b١|)r +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢,

و

|f(z)| ≥(١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= (١− |b١|)r −
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(٢− α

١− α
|an|+

٢− α

١− α
|bn|
)
r٢

≥ (١− |b١|)r −
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
r٢

≥ (١− |b١|)r +
١− α

٢− α

(
١− ١+ α

١− α
|b١|
)
r٢, (٩.٢) از استفاده با

= (١− |b١|)r −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|)r٢,

به تواب΄ برای شده، ارایه ٢٠.١.٢ قضیه در (٣.٢) فرم به f = h+ ḡ تاب΄ برای که ͳکران�های
تواب΄ باشد. برقرار ۶.١.٢ قضیه شرط صورت�ͳکه در م�ͳکند، صدق نیز (١.٢) فرم

f(z) = (z + |b١|)z̄ +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
z̄٢

و

f(z) = (z − |b١|)z −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
z٢

ͳپوشش نتیجه این م�ͳشود. برقرار ٢٠.١.٢ قضیه در کران�ها برای تساوی ،|b١| ≤
(١− α)

(١+ α)
ازای به

م�ͳآید. بدست ٢٠.١.٢ قضیه در چپ سمت نامساوی از آمده بدست



٣٣ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ .٢.٢

آنΎاه باشد، f ∈ TH(α) اگر .٢١.١.٢ نتیجه

{
w : |w| < ١

٢− α
(١+ (٢α− ١)|b١|)

}
⊂ f(∆).

مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ ٢.٢

واحد Έدیس در که م�ͳباشد f = h+ g شل به تواب΄ از خانواده�ای SH تعریف١.٢.٢.
م�ͳباشند. ارز Έت و جهت حافظ و همساز زیر، سازی نرمال با U = {z : |z| < ١}

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n, |b١| < ١. (١٢.٢)

م�ͳدهیم، نشان TSH با را هستند همساز U در که f = h+ g تواب΄ از خانواده�ای تعریف٢.٢.٢.
م�ͳباشند: زیر به�صورت g و h که

h(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n, g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n, an, bn ≥ ٠, b١ < ١. (١٣.٢)

در که م�ͳدهیم، نشان TS∗
H(γ) با را f = h+ g΄تواب شامل TSH از ͳکلاس زیر تعریف٣.٢.٢.

م�ͳکند: صدق زیر شرط

Re

{
١+

١
γ

(
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١
)}

> ٠, γ ∈ C \ {٠} . (١۴.٢)

تواب΄ شامل که است، TSHاز ͳکلاس زیر دهنده�ی نشان OS∗
H(γ) کنید فرض به�علاوه

f = h+ g ∈ TSH

م�ͳکنند: صدق زیر شرط در و م�ͳباشند
∞∑
n=١

[٢(n− ١+ |γ|)an + (n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn] ≤ ۴|γ|. (١۵.٢)

با را م�ͳکند صدق زیر شرط در که f = h + g تواب΄ TSHشامل از ͳکلاس زیر تعریف٢.٢.۴.
م�ͳدهیم. نشان PS∗

H(γ)
∞∑
n=١

[
(n− ١)Re(γ)

|γ|
+ |γ|

]
an +

[
(n+ ١)Re(γ)

|γ|
− |γ|

]
bn ≤ ٢|γ| (١۶.٢)

کردند. مطالعه را ستاره�گون همساز تواب΄ جهانΎیری٧ ، سیلورمن۶
ͳضریب شرایط که کردند ثابت ٩Έیویزلوت و ٨ͳآوج

∞∑
n=٢

n (|an|+ |bn|) ≤ ١, b١ = ٠ (١٧.٢)

۶Silverman
٧Jahangiri
٨Avci
٩Zlotkiewicz



٣۴ ستاره�گون همساز تواب΄ .٢

م�ͳباشد. ͳکاف S٠H(α) در f = h+ ḡ تاب΄ گرفتن قرار برای
است. نیاز مورد ͳضریب شرایط این نیز باشند ͳمنف bn و an و b١ = اگر٠ کرد ثابت سیلورمن
باشد. برقرار زیر شرایط اگر و باشد (١.٢) فرم به f = h+ g تاب΄ اگر داد نشان جهانΎیری

∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an|+

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn| ≤ ١, ٠ ≤ α < ١, (١٨.٢)

است. U در α مرتبه�ی از ستاره�گون همساز تاب΄ f آنΎاه

.۵.٢.٢ قضیه
OS∗

H(γ) ⊂ TS∗
H(γ). (١٩.٢)

رابطه�ی اگر دهیم نشان کافیست (١٣.٢) شرایط طبق باشد. f ∈ OS∗
H(γ) کنیم فرض برهان.
آنΎاه باشد، برقرار (١۵.٢)

Re

{
(γ − ١)(h(z) + g(z)) + zh′(z)− zg′(z)

γ(h(z) + g(z))

}
> ٠, (٢٠.٢)

،|١ + w| > |١ − w| اگر تنها و اگر Rew > ٠ که گزاره این از استفاده با .γ ∈ C \ {٠} که
که: کنیم ثابت کافیست

|(٢γ−١)(h(z)+g(z))+zh′(z)−zg′(z)|−|h(z)+g(z)−zh′(z)+zg′(z)| > ٠ (٢١.٢)

م�ͳگیریم: نتیجه ،(١٧.٢) در g(z) و h(z) جایΎذاری با
|(٢γ − ١)(h(z) + g(z)) + zh′(z)− zg′(z)| − |h(z) + g(z)− zh′(z) + zg′(z)|

= |٢γz −
∞∑
n=٢

(٢γ − ١+ n)anz
n −

∞∑
n=١

(n+ ١− ٢γ)bnzn|

− |
∞∑
n=٢

(n− ١)anzn +
∞∑
n=١

(n+ ١)bnzn|

≥ ٢|γ||z| −
∞∑
n=٢

٢(n− ١+ |γ|)an|z|n −
∞∑
n=١

(n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn|z|n

> ٢|γ| −
(

∞∑
n=٢

٢(n− ١+ |γ|)an +
∞∑
n=١

(n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn

)
≥ ٠.

(٢٢.٢)

تواب΄

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|γ|
n− ١+ |γ|

xnz
n +

∞∑
n=١

٢|γ|
n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|ynz

n (٢٣.٢)

و هستند ͳنامنف yn و xn که
∞∑
n=٢

xn +
∞∑
n=١

yn = ١ (٢۴.٢)



٣۵ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ .٢.٢

تواب΄ است. دقیق شده داده (١۵.٢) رابطه�ی به توجه با ضرایب برای که ͳکران�های م�ͳدهد نشان
زیرا هستند، TS∗

H در (٢٣.٢) فرم به
∞∑
n=٢

٢(n−١+|γ|)an+
∞∑
n=١

(n+١+|n+٢−١γ|)bn = ٢|γ|
(
١+

∞∑
n=٢

xn +
∞∑
n=١

yn

)
= ۴|γ|.

(٢۵.٢)

.۶.٢.٢ قضیه
TS∗

H(γ) ⊂ PS∗
H(γ) (٢۶.٢)

داریم: (١۴.٢) به توجه با باشد، f ∈ TS∗
H کنیم فرض برهان.

Re

{
١
γ

(−
∑∞

n=٢(n− ١)anzn −
∑∞

n=١(n+ ١)bnzn
١−

∑∞
n=٢ anz

n +
∑∞

n=١ bnz
n

)}
> −١. (٢٧.٢)

م�ͳدهیم: قرار ،z → ١− که ͳحقیق محور روی z از مقادیری انتخاب ∞∑با
n=٢(n− ١)an +

∑∞
n=١(n+ ١)bn

١−
∑∞

n=٢ an +
∑∞

n=١ bn
Re

(
١
γ

)
≤ ١, (٢٨.٢)

که ͳآن�جای ∞∑از
n=٢(n− ١)an +

∑∞
n=١(n+ ١)bn

١−
∑∞

n=٢ an +
∑∞

n=١ bn

Re(γ)

|γ|٢
≤ ١, (٢٩.٢)

بنابراین و
∞∑
n=٢

(n− ١)an +
∞∑
n=١

(n+ ١)bn ≤ |γ|٢

Re(γ)

(
١−

∞∑
n=٢

an +
∞∑
n=١

bn

)
(٣٠.٢)

م�ͳباشد. f ∈ PS∗
H(γ) که م�ͳگیریم نتیجه لذا است. ارز هم (١۶.٢) رابطه�ی با که

.OS∗
H(γ) = TS∗

H(γ) = PS∗
H(γ) آنΎاه باشد، γ ∈ اگر[٠,١) .٧.٢.٢ قضیه

بنابراین هستند. ارز هم (١۶.٢) و (١۵.٢) نامساوی آنΎاه باشد، γ ∈ اگر[٠,١) برهان.
OS∗

H(γ) = PS∗
H(γ)

م�ͳآوریم. بدست را زیر قضیه�ی ،۶.٢.٢ و ۵.٢.٢ قضایای از استفاده با است.

آنΎاه باشد، γ ∈ (
٣
٢ ,+∞) یا −١

٢ > Re(γ) ≤ اگر٠ .٨.٢.٢ قضیه
PS∗

H(γ) ⊈ TS∗
H(γ) (٣١.٢)

کنیم فرض برهان.
f(z) = z − z٢. (٣٢.٢)



٣۶ ستاره�گون همساز تواب΄ .٢

زیرا باشد. ͳم f ∈ PS∗
H(γ) آنΎاه Re(γ) < ٠ و γ ∈ C \ {٠} ͳوقت

∞∑
n=١

[
(n− ١)Re(γ)

|γ|
+ |γ|

]
an +

[
(n+ ١)Re(γ)

|γ|
− |γ|

]
bn

= |γ| · ١+
Re(γ)

|γ|
+ |γ| = ٢|γ|+ Re(γ)

|γ|
≤ ٢|γ|.

(٣٣.٢)

به�طوری�که م�ͳگیریم نظر در ͳمنف ͳحقیق عدد را s و باشد r = Re(γ) < کنیم٠ فرض حال
١+ ٢r(١− s) > ٠

داریم: (٣٢.٢) رابطه�ی در f برای و م�ͳباشد z ∈ U آنΎاه z = γ(١− s)

١+ γ(١− s)
انتخاب با

١+
١
γ

(
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١
)

= s < ٠, (٣۴.٢)

کنیم فرض مشابه به�طور .f /∈ TS∗
H(γ) بنابراین

f(z) = z + z٢. (٣۵.٢)

زیرا م�ͳباشد f ∈ PS∗
H(γ) آنΎاه ،γ ∈ (

٣
٢ ,+∞) ͳوقت

∞∑
n=١

[
(n− ١)Re(γ)

|γ|
+ |γ|

]
an +

[
(n+ ١)Re(γ)

|γ|
− |γ|

]
bn

= |γ| · ١+

(
٣Re(γ)

|γ|
− |γ|

)
· ١ = ٣Re(γ)

|γ|
≤ ٢|γ|.

(٣۶.٢)

با .γ + γ(s − ١) < ٠ به�طوری�که باشد ͳمنف ͳحقیق عدد s و γ ∈ (
٣
٢ ,+∞) کنیم فرض حال

داریم: (٣۵.٢) رابطه�ی در f برای و م�ͳباشد z ∈ U آنΎاه z = − γ(s− ١)
٣+ γ(s− ١) انتخاب

١+
١
γ

(
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١
)

= s < ٠ (٣٧.٢)

.f /∈ TS∗
H(γ) بنابراین

آنΎاه باشد، γ ∈ (−∞,−١) ∪ (−١
٢ اگر(٠, .٩.٢.٢ قضیه

TS∗
H(γ) ⊈ OS∗

H(γ). (٣٨.٢)

تواب΄ م�ͳدهیم نشان باشد، γ ∈ (−∞,−١) کنیم فرض برهان.
fλ(z) = z − λz٢ (٣٩.٢)

داریم: f /∈ OS∗
H که م�ͳباشد TS∗

H(γ) به متعلق λ >
γ

١+ γ
برای

∞∑
n=١

[٢(n− ١+ |γ|)an + (n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn] = ٢|γ|+ ١)٢+ |γ|)λ > ۴|γ|

(۴٠.٢)



٣٧ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز تواب΄ .٢.٢

داریم: همچنین م�ͳباشد. λ > γ
١+γ > ١ زیرا

Re

{
١+

١
γ

(
zh′λ(z)− zg′λ(z)

hλ(z) + gλ(z)
− ١
)}

= Re

{
١+

λz

γ(λz − ١)

}
> ٠, z ∈ U,

(۴١.٢)
و باشد γ ∈ (−١

٢ ,٠) م�ͳکنیم فرض حال .fλ ∈ TS∗
H(γ) بنابراین ،γ < −١ و λ > γ

١+ γ
برای

این�صورت در باشد، شده تعریف (٣٩.٢) رابطه�ی در fλ
− γ

١− γ
< λ < − γ

١+ γ
. (۴٢.٢)

نامساوی λ < − γ

١+ γ
برای و fλ /∈ OS∗

H(γ) و م�ͳگیریم نتیجه و م�ͳباشد λ > − γ

١− γ
آنΎاه

.fλ ∈ TS∗
H(γ) بنابراین است، برقرار



٣٨



فصل٣

Έدیس بر ستاره�گون شبه همساز تواب΄
واحد

مقدمه ١.٣

مولفه�ی دو هر اگر م�ͳنامیم، G دامنه بر مقدار مختلط همساز تاب΄ Έی را f = u+ iv پیوسته تاب΄
f = h+ g به�صورت را f م�ͳتوانیم D ⊂ G مانند ساده همبند دامنه�ی هر در باشند. همساز v و u

م�ͳباشند. ͳتحلیل D در g و h به�طوری�که بنویسیم
که است آن باشد، جهت حافظ و ارز Έت ͳموضع به�طور ،D در f آن�که برای ͳکاف و لازم شرط

رابطه
|h′(z)| > |g′(z)|

باشد. برقرار
حافظ و ارز Έت همساز U = {z : |z| < واحد{١ Έدیس در که f = h + g تواب΄ از خانواده�ای
م�ͳدهیم. نمایش Hنماد با را باشد f(٠) = h(٠) = ٠ = fz(٠)− ١ به�طوری�که هستند، جهت

برای بنابراین
f = h+ g (١.٣)

کرد: بیان صورت بدین م�ͳتوان را h و g تواب΄ لذا

h(z) = z +
∞∑
m=٢

amz
m , g(z) =

∞∑
m=١

bmz
m (٠ ≤ b١ < ١),

م�ͳباشد: زیر صورت به f(z) و

f(z) = z +
∞∑
m=٢

amz
m +

∞∑
m=١

bmzm , (|b١| < ١) (٢.٣)

دارند. وجود S در φ(z) =
∑∞

m=١ ψmz
m و ϕ(z) =

∑∞
m=١Φmz

m تاب΄ دو .١.١.٣ تعریف
م�ͳباشد: زیر به�صورت تاب΄ دو این هادامارد حاصل�ضرب

٣٩



۴٠ واحد Έدیس بر ستاره�گون شبه همساز تواب΄ .٣

(Φ ∗ ψ)(z) = Φ(z) ∗ ψ(z) =
∞∑
m=١

Φmψmz
m

م�ͳکنیم. ͳمعرف را α مرتبه از شبه�ستاره�گون تواب΄ از کلاس Έی پیچش این از استفاده با

باشد، α مرتبه از ستاره�گون f ∗Sα اگر گوییم α مرتبه از ستاره�گون شبه را f تاب΄ تعریف٢.١.٣.
که:

Sα(z) =
z

(١− z)٢(١−α)
, (z ∈ U,٠ ≤ α < ١) (٣.٣)

نوشت: زیر فرم به م�ͳتوان را Sα(z) همچنین

Sα(z) = z +
∞∑
m=٢

|Cm(α)|zm, (۴.٣)

که
Cm(α) =

∏m
j=٢(j − ٢α)
(m− ١)! (m ∈ N \ {١},N := {١,٢,٣, · · · }). (۵.٣)

م�ͳکند: صدق زیر رابطه�ی در و م�ͳباشد α مرتبه از Cm(α) که

lim
m→∞

Cm(α) =


∞ αاگر < ١

٢
١ αاگر =

١
٢

٠ αاگر > ١
٢

(۶.٣)

f = h+ g ستاره�گون شبه همساز تاب΄ ،(٠ ≤ α < ١) و (٢.٣) فرم به f = h+ g تاب΄ برای
م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به H در را

Sα(z) ∗ f(z) = Sα(z) ∗ h(z) + Sα(z) ∗ g(z) (٧.٣)

PSH(α, γ) به�عنوان را H از جدید کلاس Έی است. شده بیان (۴.٣) فرم به توجه با Sα که
م�ͳکنیم. ͳمعرف

به ستاره�گون شبه همساز تواب΄ از ͳکلاس زیر PSH(α, γ) کنیم فرض حال ،(٠ ≤ γ < ١) برای
به�طوری�که: باشد، (١.٣) فرم

∂

∂θ
(argSα(z) ∗ f(z)) > γ (٨.٣)

با است ارز هم

Re

{
z(Sα(z) ∗ h′(z))− z(Sα(z) ∗ g′(z))

Sα(z) ∗ h(z) + (Sα(z) ∗ g(z))

}
≥ γ (٩.٣)

م�ͳباشد. z ∈ U و است شده بیان (٧.٣) فرم به Sα(z) ∗ f(z) که
ͳحقیق عدد م�ͳباشد. همساز تواب΄ از ͳکلاس VH که PVH(α, γ) = PSH(α, γ)∩VH کنیم فرض

به�طوری�که: دارد وجود ϕ
ηm + (m− ١)ϕ ≡ π(mod٢π), δm + (m− ١)ϕ ≡ ٠(mod٢π),m ≥ ٢, (١٠.٣)

.δm = arg(bm) و ηm = arg(am) که



۴١ PSH(α,γ) کلاس .٢.٣

PSH(α,γ) کلاس ٢.٣

شرایط این که م�ͳدهیم نشان و م�ͳپردازیم PSH(α, γ)کلاس به متعلق تواب΄ ͳبررس به بخش این در
انحراف کران�های فرین، نقاط همچنین است. برقرار نیز ،PVH(α, γ) کلاس به متعلق تواب΄ برای

م�ͳکنیم. ͳبررس رده�ها این در را ارزی Έت شرایط و

اگر باشد. (٢.٣) فرم به f = h+ g کنیم فرض .١.٢.٣ قضیه
∞∑
m=٢

(
m− γ

١− γ
|am|+

m+ γ

١− γ
|bm|

)
Cm(α) ≤ ١− ١+ γ

١− γ
b١ (١١.٣)

م�ͳباشد. f ∈ PSH(α, γ) آنΎاه (٠ ≤ γ < ١)

�

آنΎاه کند، صدق f = h+ g ضرایب برای (١١.٣) نامساوی اگر که م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.
داریم: (٩.٣) و (٧.٣) روابط از استفاده با است. برقرار (٩.٣) رابطه

Re

{
z(Sα(z) ∗ h(z))′ − z(Sα(z) ∗ g(z))′

Sα(z) ∗ h(z) + Sα(z) ∗ g(z)

}
= Re

A(z)

B(z)
, (١٢.٣)

که
A(z) =

[
z(Sα(z) ∗ h(z))′ − z(Sα(z) ∗ g(z))′

]
(١٣.٣)

و
B(z) = Sα(z) ∗ h(z) + Sα(z) ∗ g(z). (١۴.٣)

دهیم: نشان −١|،کافیست γ + ω| ≥ |١+ γ − ω| اگر تنها و اگر Re(ω) ≥ γ که م�ͳکنیم ادعا
|A(z) + (١− γ)B(z)| − |A(z)− (١+ γ)B(z)| ≥ ٠. (١۵.٣)

داریم: (١۵.٣) رابطه�ی در B(z) و A(z) جایΎذاری با
|A(z) + (١− γ)B(z)| − |A(z)− (١+ γ)B(z)|

≥ (٢− γ)|z| −
∞∑
m=٢

(m+ ١− γ)Cm(α)|am||z|m −
∞∑
m=١

(m− ١+ γ)Cm(α)|bm||z|m

− γ|z| −
∞∑
m=٢

(m− ١− γ)Cm(α)|am||z|m −
∞∑
m=١

(m+ ١+ γ)Cm(α)|bm||z|m

= ١)٢− γ)|z|

{
١−

∞∑
m=٢

m− γ

١− γ
Cm(α)|am||z|m−١ −

∞∑
m=١

m+ γ

١− γ
Cm(α)|bm||z|m−١

}

≥ ١)٢− γ)|z|

{
١− ١+ γ

١− γ
b١ −

(
∞∑
m=٢

[
m− γ

١− γ
Cm(α)|am|+

m+ γ

١− γ
Cm(α)|bm|

])}
≥ ٠

(١۶.٣)

م�ͳباشد. f ∈ PSH(α, γ) که م�ͳگیریم نتیجه (١١.٣) نامساوی از بنابراین



۴٢ واحد Έدیس بر ستاره�گون شبه همساز تواب΄ .٣

تنها و اگر f ∈ PVH(α, γ) آنΎاه باشد. (٢.٣) فرم به f = h + g کنیم فرض .٢.٢.٣ قضیه
: اگر

∞∑
m=٢

{
m− γ

١− γ
|am|+

m+ γ

١− γ
|bm|

}
Cm(α) ≤ ١− ١+ γ

١− γ
b١ ٠ < γ < ١, (١٧.٣)

کنیم. اثبات را قضیه طرف Έی کافیست ،PVH(α, γ) ⊂ PSH(α, γ) آن�جای�ͳکه از برهان.
داریم: (٩.٣) و (٧.٣) روابط از استفاده با آنΎاه باشد. f ∈ PVH(α, γ) کنیم فرض

Re

{[
z(Sα(z) ∗ h(z))′ − z(Sα(z) ∗ g(z))′

Sα(z) ∗ h(z) + Sα(z) ∗ g(z)

]
− γ

}
≥ ٠ (١٨.٣)

با است ارز هم بالا نامساوی

Re

z +
(∑∞

m=٢(m− γ)Cm(α)|am|zm −
∑∞

m=١(m+ γ)Cm(α)|bm|z̄m
)

z +
∑∞

m=٢Cm(α)|am|zm +
∑∞

m=١Cm(α)|bm|z̄m


=Re


(١− γ) +

(∑∞
m=٢(m− γ)Cm(α)|am|zm−١ − z̄

z

∑∞
m=١(m+ γ)Cm(α)|bm|z̄m−١

)
١+

∑∞
m=٢Cm(α)|am|zm−١ +

z̄

z

∑∞
m=١Cm(α)|bm|z̄m−١

 ≥ ٠.

(١٠.٣) فرم به ϕانتخاب با م�ͳباشد. برقرار ،|z| = r < ١ که z مقادیر همه�ی برای شرایط این
داریم:

(١− γ)− (١+ γ)b١ −
(∑∞

m=٢(m− γ)Cm(α)|am|rm−١ + (m+ γ)Cm(α)|bm|rm−١)
١+ |b١|+

(∑∞
m=٢Cm(α)|am|+

∑∞
m=١Cm(α)|bm|

)
rm−١ ≥ ٠

(١٩.٣)
(١٩.٣) در شمارنده ،١ به Έنزدی ͳکاف اندازه�ی به r برای آنΎاه نباشد برقرار (١٧.٣) شرط اگر
(١٩.٣) در قسمت خارج که است موجود (٠,١) در z٠ = r٠ نقطه�ی بنابراین بود. خواهد ͳمنف

دارد. تناقض f ∈ PVH(α, γ) فرض با که است. ͳمنف
قضیه اثبات بنابراین و است. برقرار باشد، f ∈ PVH(α, γ) ͳوقت (١٧.٣) نامساوی ضرایب کران

م�ͳشود. کامل

فرین نقاط ٣.٣

ͳپوشش نتای; به که م�ͳآوریم بدست f ∈ PVH(α, γ) تواب΄ برای را انحراف کران�های بخش این در

را زیر نتیجه�ی آنΎاه دهیم قرار را ϕ =
٢π
k

(١٠.٣) در اگر م�ͳشود. ͳمنته PVH(α, γ) برای
داشت. خواهیم

به�صورت کند، صدق (١٧.٣) رابطه�ی در که f = h+ g برای ͳکاف و لازم شرط .١.٣.٣ نتیجه
م�ͳباشد: زیر



۴٣ فرین نقاط .٣.٣

arg(am) = π − ٢(m− ١)π
k
, (٢٠.٣)

arg(bm) = ٢π − ٢(m− ١)π
k

(k = ١,٢,٣, · · · ) (٢١.٣)

آنΎاه باشد. f ∈ PVH(α, γ) اگر .٢.٣.٣ قضیه
|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +

١
C٢(α١)

(
١− γ

٢− γ
− ١+ γ

٢− γ
|b١|
)
r٢

و
|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −

١
C٢(α)

(
١− γ

٢− γ
− ١+ γ

٢− γ
|b١|
)
r٢.

م�ͳکنیم. اثبات را قضیه راست طرف فقط برهان.
م�ͳآوریم: بدست f از گرفتن قدرمطلق با باشد. f ∈ PVH(α, γ) کنیم فرض

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
m=٢

(|am|+ |bm|)rm

≤ (١+ b١)r + r٢
∞∑
m=٢

(|am|+ |bm|).

که: م�ͳگیریم نتیجه
|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r

+
١

C٢(α١)

(
١− γ

٢− γ

) ∞∑
m=٢

[(
٢− γ

١− γ

)
C٢(α١)|am|+

(
٢− γ

١− γ

)
C٢(α١)|bm|

]
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١

C٢(α١)

(
١− γ

٢− γ

)[
١− ١+ γ

١− γ
|b١|
]
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١

C٢(α١)

(
١− γ

٢− γ
− ١+ γ

٢− γ
|b١|
)
r٢,

نتیجه ٢٠.٣ نتیجه و ٢.٣.٣ قضیه از استفاده با م�ͳباشد. برقرار نظر مورد نامساوی بنابراین
م�ͳآوریم. بدست را زیر

آنΎاه ،f ∈ PVH(α, γ) به�طوری�که باشد، (٢.٣) فرم به f = h+ g کنیم فرض .٣.٣.٣ }نتیجه
ω : |ω| < ٢C٢(α١)− ١− [C٢(α١)− ١] γ

(٢− γ)C٢(α١)
− ٢C٢(α١)− ١− [C٢(α١) + ١] γ

(٢− γ)C٢(α١)
b١

}
⊂ f(U).

از ͳی در پیوسته ͳخط Έتابع هر ͳحقیق بخش مینیمم یا ماکزیمم فشرده، خانواده هر برای
م�ͳآوریم. بدست PVH(α, γ) کلاس برای را فرین نقاط م�ͳافتد. اتفاق محدب پوسته فرین نقاط

به�صورت م�ͳدهیم نشان clcoPVH(α, γ) با که را PVH(α, γ)بسته��ی محدب پوسته .۴.٣.٣ قضیه
م�ͳباشد. }زیر

f(z) = z +
∞∑
m=٢

|am|zm +
∞∑
m=١

|bm|zm, :
∞∑
m=٢

m[|am|+ |bm|] < ١− b١

}
(٢٢.٣)



۴۴ واحد Έدیس بر ستاره�گون شبه همساز تواب΄ .٣

فرین نقاط ،b١ برای آنΎاه ، µm =
١− γ

(m+ γ)Cm(α)
و λm =

١− γ

(m− γ)Cm(α)
جایΎذاری با

م�ͳباشد: زیر به�صورت clcoPVH(α, γ) }برای
z + λmxz

m + b١z
}
∪
{
z + b١z + µmxzm

}
(٢٣.٣)

باشد. ͳم |x| = ١− |b١| و m ≥ ٢ که

م�ͳکنیم: بیان زیر به�صورت clcoPVH(α, γ) در را f تاب΄ برهان.

f(z) = z +
∞∑
m=٢

|am|eiηmzm + b١z +
∞∑
m=٢

|bm|eiδmzm,

م�ͳدهیم: قرار م�ͳکند. صدق (١١.٣) نامساوی در ضرایب که
h١(z) = z, g١(z) = b١z, hm(z) = z+λme

iηmzm, gm(z) = b١z+µme
iδmzm m = ٢,٣, · · ·

(٢۴.٣)
داریم:

Xm =
|am|
λm

, Ym =
|bm|
µm

,m = ٢,٣, · · · X١و = ١−
∞∑
m=٢

Xm, Y١ = ١−
∞∑
m=٢

Ym,

(٢۵.٣)
م�ͳدهیم: قرار

f(z) =
∞∑
m=١

(Xmhm(z) + Ymgm(z)) .

داریم: جایΎذاری با خاص حالت در

f١(z) = z + b١z fm(z) = z + λmxz
m + b١z + µmyzm,

(m ≥ ٢, |x|+ |y| = ١− |b١|) (٢۶.٣)

را f١(z) نیست، فرین نقطه f١(z) م�ͳباشد. clcoPVH(α, γ) ⊂ {fm(z)} فرین نقاط بنابراین
م�ͳکنیم: بیان زیر به�صورت

f١(z) =
١
٢
{
f١(z) + λ١)٢− |b١|)z٢

}
+
١
٢
{
f١(z)− λ١)٢− |b١|)z٢

}
(٢٧.٣)

fm باشد، |y| ̸= ٠ و |x| ̸= اگر٠ م�ͳباشد. clcoPVH تواب΄ از محدب ͳخط ترکیب Έی که
کنیم فرض م�ͳکنیم. بیان clcoPVH در را تواب΄ از محدب ͳخط ترکیب Έی نیست. فرین نقطه
B = ١−|ϵx

y
| و A = ١+ϵذاریΎجای با و باشد ϵ <

∣∣x
y

∣∣ به�طوری�که ϵ > انتخاب٠ با ،|x| ≥ |y|
داریم:

t١(z) = z + λmAxz
m + b١z + µmyBzm

و
t٢(z) = z + λm(٢− A)xzm + b١z + µmy(٢−B)zm



۴۵ شمول رابطه�ی .۴.٣

و م�ͳباشند، clcoPVH(α, γ) در که

fm(z) =
١
٢ {t١(z) + t٢(z)}

clcoPVH(α, γ) برای فرین نقاط (٢٣.٣) فرم به تواب΄ که م�ͳدهد نشان کران�ها ضرایب اکسترمم
م�ͳشود. کامل اثبات و م�ͳباشد

رابطه�یشمول ۴.٣

: م�ͳشود تعریف زیر به�صورت فرم(٢.٣) f(z)به تاب΄ برای ͳΎهمسای-δ

Nδ(f) =
{
F (z) = z +

∞∑
m=٢

Amz
m +

∞∑
m=١

Bmzm,
∞∑
m=٢

m (|am − Am|+ |bm −Bm|)

+ |b١ −B١| ≤ δ
}
.

م�ͳشود: بیان زیر صورت به f از نرمالیزه ͳΎهمسای δ خاص حالت در

Nδ(f) =
{
F :

∞∑
m=٢

Cm(α) [(m− γ)|am − Am|+ (m+ γ)|bm −Bm|]

+ (١− γ)|b١ −B١| ≤ (١− γ)δ
}

کند: صدق زیر شرایط در f اگر شود. بیان (٢.٣) فرم به f کنیم فرض .١.۴.٣ قضیه
∞∑
m=٢

m(m−γ)|am|Cm(α)+
∞∑
m=١

m(m+γ)|bm|Cm(α) ≤ (١−γ), ٠ ≤ γ < ١, (٢٨.٣)

δ =
١− γ

٢− γ

(
١− ١+ γ

١− γ
|b١|
)
, (٢٩.٣)

. Nδ(f) ⊂ PSH(α, γ) آنΎاه

باشد: زیر به�صورت F (z) و کند، صدق (٢٨.٣) در f کنیم فرض برهان.

F (z) = z +B١z +
∞∑
m=٢

(
Amz

m +Bmzm
)

(٣٠.٣)
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م�ͳآوریم: بدست م�ͳباشد، N(f) به متعلق که

(١+ γ)|B١|+
∞∑
m=٢

((m− γ)|Am|+ (m+ γ)|Bm|)Cm(α)

≤ (١+ γ)|B١ − b١|+ (١+ γ)|b١|+
∞∑
m=٢

Cm(α) [(m− γ)|Am − am|+ (m+ γ)|Bm − bm|]

+
∞∑
m=٢

Cm(α) [(m− γ)|am|+ (m+ γ)|bm|]

≤ (١− γ)δ + (١+ γ)|b١|+
١

٢− γ

∞∑
m=٢

mCm(α) ((m− γ)|am|+ (m+ γ)|bm|]

≤ (١− γ)δ + (١+ γ)|b١|+
١

٢− γ
[(١− γ)− (١+ γ)|b١|] ≤ ١− γ.

ترتیب بدین F (z) ∈ WSH(α, γ) که م�ͳگیریم نتیجه ،δ =
١− γ

٢− γ
(١− ١+ γ

١− γ
|bبرای(|١ بنابراین

م�ͳشود. کامل قضیه اثبات

م�ͳشود: تعریف زیر به�صورت Lc(f) لیبرا برناردی انتΎرال عملΎر
Lc(f) =

c+ ١
zc

∫ z

٠
tc−١f(t)dt, c > −١

Lc(f(z)) ∈ PVH(α, γ) آنΎاه باشد. f(z) ∈ PVH(α, γ) کنیم فرض .٢.۴.٣ قضیه

داریم: Lc(f(z)) تعریف از برهان.

Lc(f) =
c+ ١
zc

∫ z

٠
tc−١

[
h(t) + g(t)

]
dt

=
c+ ١
zc

∫ z

٠
tc−١

(
t−

∞∑
m=٢

amt
n

)
dt+

∫ z

٠
tc−١

(
∞∑
m=١

bmtm

)
dt


= z −

∞∑
m=٢

Amz
m +

∞∑
m=١

Bmz
m

(٣١.٣)

که
Am =

c+ ١
c+m

am;Bm =
c+ ١
c+m

bm (٣٢.٣)

بنابراین
∞∑
m=١

(
m+ γ

١− γ

c+ ١
c+m

|bm|
)
Cm(α)

≤
∞∑
m=١

(
m− γ

١− γ
|am|+

m+ γ

١− γ
|bm|

)
Cm(α) ≤ ١)٢− γ).

که م�ͳگیریم نتیجه ٢.٢.٣ قضیه از استفاده با و f(z) ∈ PVH(α, γ) این�که به توجه با
Lc(f(z)) ∈ PVH(α, γ)

م�ͳباشد.



۴٧ PGH(α, γ) سهم�ͳگون ناحیه در ستاره�گون شبه همساز تواب΄ .۵.٣

.f(z) ∈ PVH(α, γ), F (z) ∈ PVH(α, δ) کنیم فرض ،٠ ≤ δ ≤ γ < ١ برای .٣.۴.٣ قضیه
f(z) ∗ F (z) ∈ PVH(α, γ) ⊂ PVH(α, δ) آنΎاه

کنیم فرض برهان.

f(z) = z −
∞∑
m=٢

amz
m +

∞∑
m=١

bmz̄
m ∈ PVH(α, γ) (٣٣.٣)

و

F (z) = z −
∞∑
m=٢

Amz
m +

∞∑
m=١

Bmz̄
m ∈ PVH(α, δ). (٣۴.٣)

آنΎاه
f(z) ∗ F (z) = z −

∞∑
m=٢

amAmz
m +

∞∑
m=١

b̄mBmz̄
m. (٣۵.٣)

قضیه�ی طبق .حال |Bm| ≤ ١ و |Am| ≤ ١ که کنید توجه f(z) ∗ F (z) ∈ PVH(α, δ) برای
داریم: ٢.٢.٣

∞∑
m=٢

[m− δ]Cm(α)

١− δ
|am||Am|+

∞∑
m=١

[m+ δ]Cm(α)

١− δ
|bm||Bm|

≤
∑
m=٢

[m− δ]Cm(α)

١− δ
|am|+

∞∑
m=١

[m+ δ]Cm(α)

١− δ
|bm|

(٣۶.٣)

٠ ≤ δ ≤ γ < ١ و

≤
∞∑
m=٢

[m− γ]Cm(α)

١− γ
|am|+

∞∑
m=١

[m+ γ]Cm(α)

١− γ
|bm| ≤ ١ (٣٧.٣)

بنابراین م�ͳباشد. f(z) ∈ PVH(α, γ) ، ٢.٢.٣ قضیه�ی طبق
f(z) ∗ F (z) ∈ PVH(α, γ) ⊂ PVH(α, δ)

PGH(α, γ)گون�ͳناحیهسهم تواب΄همسازشبهستاره�گوندر ۵.٣

فرم به f ∈ H ستاره�گون شبه همساز تواب΄ از ͳزیرکلاس PGH(α, γ) کنیم فرض ،٠ ≤ γ < ١ برای
به�طوری�که: باشد، (١.٣)

Re

{
(١+ eiψ)

z(Sα(z) ∗ f(z))′

z′(Sα(z) ∗ f(z))
− eiψ

}
≥ γ (٣٨.٣)

(۴.٣) فرم به Sα(z) و z′ =
∂

∂θ
(z = reiθ) ، (Sα(z) ∗ f(z))′ =

∂

∂θ
(Sα(re

iθ) ∗ f(reiθ))که
است. شده تعریف

م�ͳباشد. همساز تواب΄ از ͳکلاس VH که VGH(α, γ) = PGH(α, γ)
∩

VH کنیم فرض همچنین
به�طوری�که است موجود ϕ ͳحقیق عدد

ηm + (m− ١)ϕ ≡ π(mod٢π), δm + (m− ١)ϕ ≡ ٠,m ≥ ٢ (٣٩.٣)
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.δm = arg(bm) و ηm = arg(am) که
شرایط این م�ͳدهیم نشان و م�ͳپردازیم PGH(α, γ) کلاس به متعلق تواب΄ ͳبررس به بخش، این در
انحراف کران�های و فرین نقاط همچنین است. برقرار نیز VGH(α, γ) کلاس به متعلق تواب΄ برای

م�ͳکنیم. ͳبررس رده این در را

اگر باشد. (٢.٣) فرم به f = h+ g کنیم فرض .١.۵.٣ قضیه

∞∑
m=٢

(
٢m− ١− γ

١− γ
|am|+

٢m+ ١+ γ

١− γ
|bm|

)
Cm(α) ≤ ١− ٣+ γ

٣− γ
b١ (۴٠.٣)

م�ͳباشد. f ∈ PGH(α, γ) ،آنΎاه ٠ ≤ γ < ١

آنΎاه کند، صدق f = h+ g ضرایب برای (١٠.٣) نامساوی اگر که م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.
داریم: (٨.٣) و (٧.٣) از استفاده با است. برقرار (٨.٣) رابطه

Re

{
(١+ eiψ)

[
(Sα(z) ∗ h(z))′−(Sα(z)∗g(z))′

(Sα(z) ∗ h(z)) + (Sα(z) ∗ g(z))

]
− eiψ

}
= Re

A(z)

B(z)
(۴١.٣)

که
A(z) = (١+eiψ)

[
(Sα(z) ∗ h(z))′ − z(Sα(z) ∗ g(z))′

]
−eiψ

[
(Sα(z) ∗ h(z)) + (Sα(z) ∗ g(z))

]
(۴٢.٣)

و
B(z) = (Sα(z) ∗ h(z)) + (Sα(z) ∗ g(z)) (۴٣.٣)

دهیم: نشان −١|،کافیست γ + ω| ≥ |١+ γ − ω| تنها و اگر Re(ω) ≥ γ که م�ͳکنیم ادعا
|A(z) + (١− γ)B(z)| − |A(z)− (١+ γ)B(z)| ≥ ٠ (۴۴.٣)

داریم: (١١.٣) نامساوی در B(z) و A(z) جایΎذاری با
|A(z) + (١− γ)B(z)| − |A(z)− (١+ γ)B(z)|

≥ (٢− γ)|z| −
∞∑
m=٢

(٢m− γ)Cm(α)|am||z|m −
∞∑
m=١

(٢m+ γ)Cm(α)|bm||z|m

− γ|z| −
∞∑
m=٢

(٢m− ٢− γ)Cm(α)|am||z|m −
∞∑
m=١

(٢m+ ٢+ γ)Cm(α)|bm||z|m

≥ ١)٢− γ)|z|

{
١− ٣+ γ

١− γ
b١ −

( ∞∑
m=٢

[
٢m− ١− γ

١− γ
Cm(α)|am|+

٢m+ ١+ γ

١− γ
Cm(α)|bm|

])}
≥ ٠

(۴۵.٣)

م�ͳباشد. f ∈ PGH(α, γ) که م�ͳگیریم نتیجه (١٠.٣) نامساوی به توجه با بنابراین

اگر تنها و اگر f ∈ VGH(α, γ) آنΎاه باشد. (٢.٣) فرم به f = h+ g کنیم فرض .٢.۵.٣ قضیه
∞∑
m=٢

{
٢m− ١− γ

١− γ
|am|+

٢m+ ١+ γ

١− γ
|bm|

}
Cm(α) ≤ ١− ٣+ γ

١− γ
b١ (۴۶.٣)
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٠ ≤ γ < ١

کنیم. اثبات را قضیه طرف Έی کافیست ،VGH(α, γ) ⊂ PGH(α, γ) این�که به توجه با برهان.
داریم: (٨.٣) و (۴.٣) طبق آنΎاه باشد، f ∈ VGH(α, γ) کنیم فرض

Re

{
(١+ eiψ)

[
z(Sα(α) ∗ h(z))′ − z(Sα(z) ∗ g(z))′

(Sα(z) ∗ h(z)) + (Sα(z) ∗ g(z))

]
− (eiψ + γ)

}
≥ ٠ (۴٧.٣)

با است ارز هم بالا نامساوی

Re

{
z +

(∑∞
m=٢[m(١+ eiψ)− γ − eiψ]Cm(α)|am|zm −

∑∞
m=١[m(١+ eiψ) + γ + eiψ]Cm(α)|bm|zm

)
z +

∑∞
m=٢ Cm(α)|am|zm +

∑∞
m=١ Cm(α)|bm|zm

}

= Re

 (١− γ) +
∑∞
m=٢ Cm(α)[m(١+ eiψ)− γ − eiψ]|am|zm−١

١+
∑∞
m=٢ Cm(α)|am|zm−١ +

z

z

∑∞
m=١ Cm(α)|bm|zm−١


+ Re


− z̄

z

∑∞
m=١[m(١+ eiψ) + γ + eiψ]|bm|zm−١

١+
∑∞
m=٢ Cm(α)|am|zm−١ +

z

z

∑∞
m=١ Cm(α)|bm|zm−١

 ≥ ٠.

(۴٨.٣)

با و (٩.٣) فرم به ϕ انتخاب با م�ͳباشد. برقرار .|z| = r < ١ که z مقادیر همه� برای شرایط این
داریم: بالا نامساوی از همچنین ، Re(−eiψ) ≥ −|eiψ| = −١ این�که به توجه

(b١ − γ)−
[∑∞

m=٢)٢m− ١− γ)Cm(α)|am|rm−١ + (٢m+ ١+ γ)Cm(α)|bm|rm−١]
١−

∑∞
m=٢Cm(α)|am|rm−١ +

∑∞
m=١Cm(α)|bm|rm−١ ≥ ٠

(۴٩.٣)
(۴٩.٣) در شمارنده ،١ به Έنزدی ͳکاف اندازه به r برای آنΎاه نباشد. برقرار (۴۶.٣) شرط اگر
(۴٩.٣) در قسمت خارج که دارد وجود (٠,١) در z٠ = r٠ نقطه�ی بنابراین بود. خواهد ͳمنف

فرض با که است، ͳمنف
f ∈ VGH(α, γ)

برقرار م�ͳباشد، f ∈ VGH(α, γ) ͳوقت (۴۶.٣) نامساوی ضرایب کران نتیجه در دارد. تناقض
م�ͳشود. کامل قضیه اثبات بنابراین و است

داشت. خواهیم را زیر نتیجه آنΎاه دهیم قرار را Φ =
٢π
k

،(٩.٣) رابطه در اگر

به�صورت کند، صدق رابطه�ی(٣.۴۶) در f = h+g این�که برای ͳوکاف لازم شرط .٣.۵.٣ نتیجه
م�ͳباشد. زیر

arg(am) = π − ٢(m− ١)π
k
, (k = ١,٢,٣, . . .) (۵٠.٣)

و
arg(bm) = ٢π − ٢(m− ١)π

k
(k = ١,٢,٣, . . .) (۵١.٣)

نتای; به که م�ͳآوریم بدست f ∈ VGH(α, γ) تواب΄ برای را انحراف کران�های بخش این در
م�ͳشود. ͳمنته VGH(α, γ) برای ͳپوشش
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آنΎاه باشد، f ∈ VGH(α, γ) اگر .۴.۵.٣ قضیه
|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +

١
C٢(α١)

(
١− γ

٣− γ
− ٣+ γ

٣− γ
|b١|
)
r٢ (۵٢.٣)

و
|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −

١
C٢(α)

(
١− γ

٣− γ
− ٣+ γ

٣− γ
|b١|
)
r٢. (۵٣.٣)

قدرمطلق با باشد، f ∈ VGH(α, γ) کنیم م�ͳکنیم.فرض اثبات را قضیه راست طرف فقط برهان.
م�ͳآوریم: بدست f از گرفتن

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
m=٢

(|am|+ |bm|)rm

≤ (١+ b١)r + r٢
∞∑
m=٢

(|am|+ |bm|).
(۵۴.٣)

م�ͳگیریم: نتیجه

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
١

C٢(α)

(
١− γ

٣− γ

) ∞∑
m=٢

[(
٣− γ

١− γ

)
C٢(α)|am|+

(
٣− γ

١− γ

)
C٢(α)|bm|

]
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١

C٢(α)

(
١− γ

٣− γ

)[
١− ٣+ γ

١− γ
|b١|
]
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١

C٢(α)

(
١− γ

٣− γ
− ٣+ γ

٣− γ
|b١|
)
r٢,

(۵۵.٣)

م�ͳباشد. برقرار نظر مورد نامساوی بنابراین

م�ͳآوریم. بدست را زیر نتیجه ٢.٣.٣ نتیجه و بالا قضیه از استفاده با

آنΎاه ، f ∈ VGH(α, γ) به�طوری�که باشد، (٢.٣) فرم به f = h+ g کنیم فرض .۵.۵.٣ }نتیجه
ω : |ω| < ٣Cm(α)− ١− [Cm(α)− ١]γ

(٣− γ)Cm(α)
(١− b١)

}
⊂ f(U). (۵۶.٣)

از ͳی در پیوسته ͳخط Έتابع هر ͳحقیق بخش مینیمم یا ماکزیمم فشرده، خانواده هر برای
م�ͳآوریم. بدست VGH(α, γ) کلاس برای را فرین نقاط م�ͳباشد. محدب پوسته فرین نقاط

به�صورت م�ͳدهیم نشان clcoVGH(α, γ) با که را VGH(α, γ) بسته�ی محدب پوسته .۶.۵.٣ قضیه
م�ͳباشد: }زیر

f(z) = z +
∞∑
m=٢

|am|zm +
∞∑
m=١

|bm|zm, :
∞∑
m=٢

m[|am|+ |bm|] < ١− b١

}
(۵٧.٣)

،b١ برای µm،آنΎاه =
(١+ γ)

(٢m+ ١+ γ)Cm(α)
و λm =

(١− γ)

(٢m− ١− γ)Cm(α)
جایΎذاری با

م�ͳباشد: زیر به�صورت clcoVGH(α, γ) برای فرین }نقاط
z + λmxz

m + b١z
}
∪
{
z + b١z + µmxzm

}
(۵٨.٣)

که
m ≥ و٢ |x| = ١− |b١|. (۵٩.٣)
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م�ͳکنیم: بیان زیر به�صورت clcoVGH(α, γ) در را f تاب΄ برهان.

f(z) = z +
∞∑
m=٢

|am|eiηmzm + b١z +
∞∑
m=٢

|bm|eiδmzm (۶٠.٣)

م�ͳدهیم: قرار م�ͳکند. صدق (١٠.٣) نامساوی در ضرایب که

h١(z) = z, g١(z) = b١z, hm(z) = z+λme
iηmzm, gm(z) = b١z+µme

iδmzm m = ٢,٣, . . .
(۶١.٣)
داریم:

Xm =
|am|
λm

, Ym =
|bm|
µm

,m = ٢,٣, · · ·X١ = ١−
∞∑
m=٢

Xm;Y١ = ١−
∞∑
m=٢

Ym, (۶٢.٣)

م�ͳدهیم: قرار

f(z) =
∞∑
m=١

(Xmhm(z) + Ymgm(z)). (۶٣.٣)

داریم: جایΎذاری با خاص، حالت در

f١(z) = z + b١z, fm(z) = z + λmxz
m + b١z + µmyzm, (۶۴.٣)

(m ≥ ٢, |x|+ |y| = ١− |b١|)

زیر به�صورت f١(z).نیست فرین نقطه f١(z) .clcoVGH(α, γ) ⊂ {fm(z)} فرین نقاط بنابراین
م�ͳشود: بیان

f١(z) =
١
٢
{
f١(z) + λ١)٢− |b١|)z٢

}
+
١
٢
{
f١(z)− λ١)٢− |b١|)z٢

}
(۶۵.٣)

است. clcoVGH(α, γ) در تواب΄ از محدب ͳخط ترکیب Έی که
در تواب΄ از محدب ͳخط ترکیب Έی نیست. فرین نقطه fm ، باشد، |y| ̸= ٠ و |x| ̸= اگر٠

و باشد ϵ < |x|
|y|

به�طوری�که ϵ > ٠ انتخاب |x|.با ≥ |y|کنیم فرض م�ͳکنیم. بیان clcoVGH(α, γ)

داریم: ،B = ١−
∣∣ϵx
y

∣∣ و A = ١+ ϵ جایΎذاری با

t١(z) = z + λmAxz
m + b١z + µmyBzm

و

t٢(z) = z + λm(٢− A)xzm + b١z + µmy(٢−B)zm

نشان کران�ها ضرایب اکسترمم fm(z) =
١
٢ {t١(z) + t٢(z)}و م�ͳباشند clcoVGH(α, γ) در که

کامل اثبات بنابراین و م�ͳباشد clcoVGH(α, γ) برای فرین نقاط (۴٩.٣) فرم به تواب΄ که م�ͳدهد
م�ͳشود.
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شمول رابطه ۶.٣
م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت (٢.٣) فرم به f(z) تاب΄ برای ͳΎهمسایδ

Nδ(f) =

{
F (z) = z +

∞∑
m=٢

Amzm +
∞∑
m=١

Bmzm,
∞∑
m=٢

m(|am −Am|+ |bm −Bm|) + |b١ −B١| ≤ δ

}
(۶۶.٣)

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت f از شده نرمالیزه ͳΎهمسای δ
Nδ(f) ={
F :

∞∑
m=٢

Cm(α)[(٢m− ١− γ)(|am −Am|+ (٢m+ ١+ γ)|bm −Bm|] + (١− γ)|b١ −B١| ≤ (١− γ)δ

}
(۶٧.٣)

کند: صدق زیر شرایط در f اگر شود. بیان (٢.٣) فرم به f کنیم فرض .١.۶.٣ قضیه
∞∑
m=٢

m(٢m− ١− γ)|am|Cm(α) +
∞∑
m=١

m(٢m+ ١+ γ)|bm|Cm(α) ≤ (١− γ) (۶٨.٣)

و
δ =

١− γ

٣− γ

(
١− ٣+ γ

١− γ
|b١|
)
,٠ ≤ γ < ١ (۶٩.٣)

آنΎاه
N(f) ⊂ PGH(α, γ) (٧٠.٣)

باشد. زیر به�صورت F (z) و کند صدق (١٧.٣) رابطه در f کنیم فرض برهان.
م�ͳآوریم: بدست م�ͳباشد. N(f) به متعلق که F (z) = z +B١z +

∑∞
m=٢(Amz

m +Bmzm)

(٣+ γ)|B١|+
∞∑
m=٢

((٢m− ١− γ)|Am|+ (٢m+ ١+ γ)|Bm|)Cm(α)

≤ (٣+ γ)|B١ − b١|+ (٣+ γ)|b١|

+
∞∑
m=٢

Cm(α)[(٢m− ١− γ)|Am − am|+ (٢m+ ١+ γ)|Bm − bm|]

+

∞∑
m=٢

Cm(α)[(٢m− ١− γ)|am|+ (٢m+ ١+ γ)|bm|]

≤ (١− γ)δ + (٣+ γ)|b١|+
١

٣− γ

∞∑
m=٢

mCm(α) ((٢m− ١− γ)|am|+ (٢m+ ١+ γ)|bm|)

≤ (١− γ)δ + (٣+ γ)|b١|+
١

٣− γ
[(١− γ)− (٣+ γ)|b١|] ≤ ١− γ.

(٧١.٣)

و م�ͳباشد F (z) ∈ PGH(α, γ)گیریم�ͳم δ،نتیجه =
١− γ

٣− γ

(
١− ٣+ γ

١− γ
|b١|
)
برای بنابراین

م�ͳشود. کامل قضیه اثبات
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Aabstract

Complex-valued harmonic functions that are univalent and sense- preserving in the unit
disk △ can be written in the form f = h + ḡ, where h and g are analytic in △. we give
univaalence criteria and sufficient coefficient conditions for normalized harmonic functions
that are pre starlike.
these coefficient conditions are also shown to be necessary when h has negative and g has
positive coefficients. these lead to extreme points and distortion bounds.
keywords:Harmonic Fuction, Univalent, Starlike Fuctions, Prestarlike Fuctions.
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