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ଘاঃیدభکراز୓یඛসھا਩یજऩیده�یآॶما਩ی࠙࡭ق
اଌنپایان�ଓฬراమ଒ه�ایازتلاشآدਗی

ୀایورودদଘو�ଛایاز੬ࣚਵو�ଓی୏رඣ໑ورازਠീ঒یا॥ترا
ஔଘهپاکا੩ॢوره�୓یධ්روو༙داری

،୓وبار୓رابار୓ی�ਠ൏।و୓ی�ਃمات،ت࢒৷ملاฬیਛد৯یز�ଏଷభ଒
ୀایඒࣂඩرभࢌ�୓یசاଌنඵෟࣹر،

৮دروما඼ෙय़భباৣمଘجانඟ໕ید৯د،
گا඼෻ঙଡاهو໇ریکز৯دਛی�ام، و৾

ঙࢡඥرฬزඇඓ࣒م
ৎقد৤مਗی�঍࣒م.



঒ࡣت. اඛ঺ඟ໋ھاଌୃنඛ঺ھاॴوم،بازم೯دا
گاها঴دی!৔وਗی৔وا਩یجا಻ඎিنૡঙه�یਟیসناਘی�ॴ୓وی.اଌننੀढبان ମناসی.ایਠീ঒ૼنୌذ৮ฬࢋ�ඇඋبانجاودانآ඼ෙय़و৔
سࢆوت،ॷࢣع॒ࢣࡁࢹتඛ঺ھاਪی�୓،را঑بൌग़بدخاड़و਍ی�୓،سالکراه඼່اड़و਍ی�୓،حاࣿبৗଧభوঃیدی،ࣼ࡫مଘراهਗஉی،

সیਔی،ਗඟ໋یبازوی඼ෙय़یඓࣂࡣت.
೯دایا!رਠേॐی૽نหا৷مان،ฬموฬنୀا৤مষیاورد.وलوৠمমࡑشฬหৣموਠনیफ़ฬمراෘ੢आభا৷ماناൊ༜࣒م،หازآن�୓باॵم
ඟ໖اروح�୓ی کارਗی�අ౶ند... راਗیඵවر৯دوୀایدଌنکارਗیඅ౶ند،ଡازآن�৖଒୓ولدଌنراਗی�ඵවر৯دوୀایدষیا ৖଒ولدষیا
بൎندودل�୓یਾࠫ࣪ق،ا৯دوه،پاඵුز،سࢆوتوହوبرادو॥ت�ਗୃی�دار৯د؟مࢂଡඟاଌنا॥تభ଒اଌنॺࡗ૗ه�॥୓ت،ऒ଒ود
راජ໑ଘزپایاناଌنعاॿمେدیک�ୃاࣹساسਗی�අ౶ند؟ازاিسان�ਖࠬ୓یଘدلنඵ෬ر؛زୌاऒودඵ෕زࠬم಻ൡنا৯د؛باآن�ඛ঺଒ھاশندوฮی

৯୍ඟدزୌاऒଘودوଘ࠙࡭قऒودوଘ਼ࣹࣣࡲتऒود໚دار৯د؛ ازऒودਗی໋�
باতند...! াسدوඋࢾشان঴داراଦඟ໋دوංඋࢌ৯دا૛তه

ଘૼنبࢉونࢉو،ਖ৶یদو৤م
نࢉوऻ৑ࢯم،଒ૼنਖ৶ی৔واৣمऻ৑ࢯࢦم اما

١ ૼنਗیवࢯࢦم!!!

شریعتی علی دکتر از ١مناجاتی



චاری ণپاس໋�

گاه، ণپاسઍ࡙ख़وص೯داو৯دیا॥تୀ଒ૼنग़قدرඟ໊دآن�ଦرا଒شایدୀایدیࢂඟیग़قدرنࢁඟده،ජ໑ااষࣇخابඟ໊دభหاଌنجا৾
باراঀھا،خاॲعاభୀଡگا঑تিඟ໊شਗی�঍࣒مୀ଒ૼنرऴمزدی باॵم଒آنऒودॣعادتਗی�ऒواগد. اभࣇخارع࢙م�ا৯دوزیدا૛তه
با॰د৔ଘ଒وେدیک�ॴୃوم.تࢁ৤ඟموৎࡁඣز඼່اوانख़ࡗතر آنඵෂزان৔واਪฬیراದหࣥواৣمభభیای঻یࢁඟانग़ࡁणජࢵتࠪور঍࣒م.
଒زॐ࢟ت دන඿رय़ھدیलو৳േند ঙࢠ಻ൾ൒ناণتادБЗرদوارمপنابآ༚ی دන඿رعਚیज़س�඼່وش، ارേ॒ندمপنابآ༚ی اণتاد
ज़شاورهاଌنپایان�ଓฬراୀ࠱ھدهداণ،௭پاسا৯د૙ীه�ی঻หنا঍تانජ໑଒اੀ४࣓مඟ໊دیدতభناࣾتآن�ऒଦودازিشا୓�ଡیاॽوඇඞࢌ
وഎࠝ࢟ت೯داو৯د඼ෙय़بانభکඟ໊ده�ایدواଌنঃباਦ୓یا॥تઈো଒ࢹبইଽسਖ৶ی�ॴود.৮دراदଡدمୀداಶඍنభدষیایریا઻یات

راୀاশتانآرزودارم. راୀૼنآड़و౻ංید.زباৣمඪ༚را॥توکلاफ़مال૰نণหپاਉیऒభورৎقدേ৷تاندارم.೯دا
భپایان،রوਗଖی�زৣمୀدণتان೯داو৯دگاران඼ෙय़و඼ෙय़با਩ی،৮دروماସభ୍موভعداز೯دا،ণتاীشਗی�঍࣒موओودग़قدس�شان
భودরمफ़دदمক଒باৣم඼ෙय़ ঙࢡඥر ଘم৤قدৎیਉپاণزඵ෕ و ع࢙م�آड़وزی، با را ঻یاলمৎࡺජب೯ଘداو৯د หیਕودঈ از ज़଒࡭وऴمরود৯د را

ඟ໊دهباॵم. ৎࡺୌජاଌنم਽ࣥوبड़وপباتऒوਭࣨودی�شانراੀय़یا گارشازآغازหوا಻ඌাنॺࡗظات.اঃیدوارمبا ৽
ඟمরوده�ا৯دراੌوੜیای೷ࣼماৣمਗی�঍࣒م.با॰دड़଒وൺঘࢾشانرا�஑گاه خاکپای৳ماਗیইسا਩یభ଒اଌنड़وनࡺࢹت඼෻ঙاهویاری໋�

ازیادධ෕رم.

آزاد ۱۳۹۳عا૑੎ه



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی آزاد عاطفه اینجانب
میلستین- محدود المان طرح پایداری و سازگاری عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه
علی دکتر راهنمایی تحت ، نیمه�خطی تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای گالرکین

می�شوم: متعهد مس�فروش

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

آزاد ۱۳۹۳عا૑੎ه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل به�خصوصمعادلات تصادفی، دیفرانسیل معادلات عددی پاسخ
نسبتا جواب�های که الگوریتم�هایی اکثر تقریبا است. جدید زمینه�ای غیرتصادفی نسخه�های به�نسبت
تصادفی نسخه برابر در ضعیف جواب�هایی می�دهند، به�دست معمولی دیفرانسیل معادلات برای مناسبی
برای رونگه�کوتا روش و میلستین روش و اویلر-مارایوما روش شده، معرفی راه�حل�های جمله از دارند. آن
میلستین-گالرکین محدود المان روش عمومی�ترین پایان�نامه دراین است. تصادفی دیفرانسیل معادلات

می�بریم. به�کار نیمه�خطی تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دسته در را
دیفرانسیل معادلات تعاریف بر گذرا مروری و نموده بیان را اولیه تعاریف و مفاهیم اول فصل در
به و کرده معرفی را اصلی طرح دوم فصل در کرد. خواهیم احتمال نظریه مفاهیم و جزیی مشتقات با
گالرکین محدود المان روش مهم المان�های همچنین پرداخت. خواهیم کاربرد مورد اصلی فرضیات بیان
می�کنیم معرفی هیلبرت فضای در را عددی یک�گامی طرح�های از دسته�ای سوم فصل در می�کنیم. بیان را
مناسب شرایط از مجموعه�ای با و می�دهیم توسعه کار چارچوب این در را پایداری و سازگاری تحلیل و
فصل در می�دهیم. ارایه برشی�محلی خطای از تجزیه�ای و می�رسانیم اتمام به دوپایداری به�اصطلاح برای
می�کنیم. بیان عددی طرح کار چارچوب� اساس بر را میلستین-گالرکین طرح سازگاری و دوپایداری آخر



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
معادلات برای میلستین-گالرکین محدود المان طرح پایداری و ”سازگاری مس�فروش.ع، عاطفه.آ، .١
شهریور ایران، ریاضی کنفرانس پنجمین و چهل نیمه�خطی”، تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل

١٣٩٣



مطالب فهرست

١ پیش�نیاز و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعی آنالیز ١.١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ١.١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعی فضاهای ٢.١.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات ٣.١.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین روش ۴.١.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال نظریه ٢.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ١.٢.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی دیفرانسیل معادلات ٢.٢.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میلستین روش ٣.٢.١

٢١ مقدمات ٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی فرضیات ١.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرگین محدود المان�های روش ٢.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . غیراحتمالی معادلات برای گالرکین روش خطای برآورد ٣.٢

۴٣ عددی یک�گامی طرح پایداری و سازگاری ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محض یک�گامی طرح تعریف ١.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی طرح فرضیات ٢.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی طرح دوپایداری ٣.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی طرح سازگاری ۴.٣

۵٧ میلستین-گالرکین محدود المان طرح ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوپایداری ١.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگاری ٢.۴

٧۵ مراجع

ح



خ مطالب فهرست

٧٩ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٨٣ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

٨٧ نمایه



١ فصل

پیش�نیاز و تعاریف

خواهیم تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات مطالعه در لازم پیش�نیازهای بیان به فصل این در
برای است. شده آورده جداگانه به�صورت احتمال نظریه و تابعی آنالیز بخش دو در تعاریف پرداخت.

است. شده استفاده [٢۵ ،١١ ،١۵ ،١٢] مراجع از فصل این گردآوری

تابعی آنالیز ١.١

و قضایا تعاریف، بیان به آغاز در لذا است، تابعی آنالیز پایان�نامه، این در استفاده مورد ابزار مهم�ترین
می�گیرند. قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که می�پردازیم لم�هایی

اولیه تعاریف ١.١.١

خطی) (فضای .١.١.١ تعریف
u, v ∈ V هر برای هرگاه می�شود نامیده حقیقی اسکالر�های با برداری) فضای (یا خطی فضای V

باشیم: داشته µ, λ ∈ R و
λu+ µv ∈ V.

خطی) (تابعک .٢.١.١ تعریف
برقرار زیر رابطه λ, µ ∈ R و u, v ∈ V هر برای هر�گاه می�نامیم خطی تابعک را L : V → R تابع

باشد:
L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v).

دوخطی) (فرم .٣.١.١ تعریف
خود آرگومان هر به نسبت که است، a : V × V → R مانند تابعی V روی a(·, ·) دوخطی فرم

باشند: برقرار زیر روابط λ, µ ∈ R و u, v, w ∈ V هر برای یعنی است، خطی

.a(λu+ µv, w) = λa(u,w) + µa(v, w) .١



٢ پیش�نیاز و تعاریف .١

.a(w, λu+ µv) = λa(w, u) + µa(w, v) .٢

هرگاه: می�گوییم متقارن را a(·, ·) دوخطی فرم
a(w, v) = a(v, w), ∀v, w ∈ V,

هرگاه: گوییم معین�مثبت و
a(v, v) > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠.

(نرم١) .۴.١.١ تعریف
که: گونه�ای به می�کنیم تعریف ∥ · ∥ : V → R+ تابع شکل به V خطی فضای در را نرم

.∥v∥ > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠ .١

.∥λv∥ = |λ|∥v∥, ∀λ ∈ R, v ∈ V .٢

. مثلث) v∥(نامساوی + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥, ∀v, w ∈ V .٣

شرط در تفاوت با باشند، برقرار بالا سه�گانه شرایط هرگاه می�شود، نامیده نیم�نرم | · | : V → R تابع
اول،

|v| ≥ ٠, ∀v ∈ V.

: نرم انواع

اقلیدسی: نرم •

∥p∥ =
√
p٢١ + p٢٢ + · · ·+ p٢n =

√
p · p.

می�شود. نامیده اقلیدسی بردار p

:Lp نرم •

∥f∥Lp =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
) ١

p

, ١ < p <∞.

:L∞ نرم •

∥f∥L∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

نورم�دار) خطی (فضای .۵.١.١ تعریف
می�شود. نامیده نرم�دار خطی فضای نرم، همراه به خطی فضای

١Norm



٣ تابعی آنالیز .١.١

داخلی٢) ضرب (فضای .۶.١.١ تعریف
می�شود. نامیده V روی داخلی ضرب باشد متقارن و معین�مثبت V خطی فضای روی که دوخطی فرم

می�شود. نامیده داخلی ضرب فضای داخلی، ضرب همراه به V خطی فضای
به داخلی ضرب این با متناظر نرم باشد، V روی داخلی ضرب ⟨·, ·⟩ و داخلی ضرب فضای V اگر

می�شود: تعریف زیر شکل
∥v∥ = ⟨v, v⟩

١
٢ , ∀v ∈ V.

کوشی-شوارتز٣) (نامساوی .١.۶.١.١ لم
است: زیر صورت به شوارتز کوشی- نامساوی ،v, w ∈ V هر برای

|⟨w, v⟩| ≤ ∥w∥∥v∥.

کوشی) (دنباله .٧.١.١ تعریف
هرگاه: می�دهیم نشان limi→∞ vi = v نماد با و می�گوییم همگرا را V در {vi}∞i=١ نامتناهی دنباله

∥vi − v∥ → ٠, i→ ∞.

هرگاه: می�شود نامیده کوشی دنباله این همچنین و
∥vi − vj∥ → ٠, i, j → ∞.

کامل) (فضای .٨.١.١ تعریف
باشد. همگرا V در کوشی دنباله هر اگر می�شود نامیده کامل فضای ،V داخلی ضرب فضای

هیلبرت۴) (فضای .٩.١.١ تعریف
می�شود. نامیده هیلبرت فضای کامل، داخلی ضرب فضای

باناخ۵) (فضای .١٠.١.١ تعریف
می�شود. نامیده باناخ فضای کامل، نورم�دار فضای

دوگان۶) (فضای .١١.١.١ تعریف
داده نمایش V ∗ با و شده نامیده V دوگان فضای ،V روی کران�دار خطی تابعک�های همه مجموعه

می�شود.
است: زیر شکل به V ∗ در نرم

∥L∥V ∗ = sup
v∈V⧹{٠}

|L(v)|
∥v∥V

.

٢Inner Product Space
٣Cauchy-Schwarz
۴Hillbert Space
۵Banach Space
۶Dual Space
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ریتس٧) (نمایش .١.١١.١.١ قضیه
روی L کران�دار خطی تابعک هر برای باشد. ⟨·, ·⟩ داخلی ضرب با هیلبرت فضای V کنید فرض

: v ∈ V هر برای به�گونه�ای�که است موجود u ∈ V یگانه عضو یک V
L(v) = ⟨u, v⟩.

به�علاوه:
∥L∥V ⋆ = ∥u∥V .

دامنه) و (مرز .١٢.١.١ تعریف
و حقیقی اعداد از مجموعه�ای R کنید فرض

Rd = {(x١, x٢, · · · xd)T , xi ∈ R, i = ١,٢, · · · d}

برای بازه، d = ١ برای دامنه این باشد. محدب و باز Ω ⊂ Rd هرگاه، می�شود نامیده دامنه Ω باشد،
نمایش Γ یا ∂Ω نماد با را Ω مرز فضاست. از زیرمجموعه�ای ،d = ٣ برای و صفحه، از بخشی d = ٢

می�شود. داده نمایش |Ω| نماد با Ω حجم و سطح طول، می�دهیم.

(بستار) .١٣.١.١ تعریف
می�دهیم: نمایش زیر صورت به و می�نامیم Ω بستار را Γ مرز و Ω دامنه اجتماع

Ω̄ = Ω ∪ Γ.

(چگال) .١۴.١.١ تعریف
. S̄ = E اگر است چگال E در �E نرم�دار فضای از S زیرفضای

(معین�چگال٨) .١۵.١.١ تعریف
مجموعه T دامنه اگر می�شود نامیده معین�چگال Y به X توپولوژی خطی فضای از T خطی عملگر

باشد. X در چگال

(خود�الحاقی٩) .١۶.١.١ تعریف
شود: می تعریف زیر صورت به A∗ الحاق شده، داده H در A معین�چگال خطی عملگر

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,A∗y⟩.

همه�جا١٠) (تقریبا .١٧.١.١ تعریف
آن�ها برای خاصیت آن که X از نقاطی مجموعه اگر است برقرار ( a.e همه�جا( تقریبا خاصیت، یک

شود. پوچ مجموعه یک نباشد برقرار
٧Riesz Representation Theorem
٨Given Density
٩Self-Adjoint

١٠Almost Everywhere
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(کران�داری) .١٨.١.١ تعریف
که: گونه�ای به باشد، موجود M ثابت مقدار هرگاه گویيم کران�دار را a(·, ·) خطی دو فرم

|a(v, w)| ≤M∥w∥V ∥v∥V ∀v, w ∈ V.

(هموار١١) .١٩.١.١ تعریف
باشد. داشته پیوسته مشتق کافی اندازه به هرگاه می�شود، نامیده هموار تابع یک

(پایداری١٢) .٢٠.١.١ تعریف
جواب در بزرگ تغییرات به منجر داده�ها، در کوچک تغییرات هرگاه می�شود نامیده پایدار مساله یک
مساله داده�های حسب بر جملاتی راست سمت در و جواب تابع چپ سمت در که نامساوی�هایی به نشود.

گوییم. پایداری برآورد باشد، داشته وجود

پیوسته مساله از تقریبی آن جواب که شود جایگزین گسسته مساله با باید پیوسته مسایل .١.٢٠.١.١ نکته
با دیفرانسیل معادلات مسایل حل در گسسته�سازی روش می�نامیم. گسسته�سازی را فرآیند این است.

می�شود. تقسیم دسته دو به جزیی مشتقات
یک با مکانی متغیر مثلا متغیر یک فقط است معروف نیم�گسسته�سازی روش به که اول روش در
به آمده به�دست دیفرانسیل معادلات دستگاه و می�شود گسسته�سازی ناپیوسته گالرکین روش مانند روش
گسسته�سازی روش به که دوم روش در می�شود. حل رانگ-کوتا روش مانند عددی روش یک کمک
و می�شوند گسسته�سازی عددی روش�های کمک به زمان متغیر هم و مکان متغیر هم است معروف کامل

می�شوند. حل عددی روش�های کمک به آمده به�دست (غیرخطی) خطی معادلات دستگاه

لیپ�شیتس١۴) و هولدر١٣ (شرایط .٢١.١.١ تعریف
ثابت اگر می�کند صدق [a, b] روی ٠ < α ⩽ ١ ، α مرتبه از پیوسته) (هولدر هولدر شرط در f

: x, y ∈ [a, b] هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود k > ٠
|f(x)− f(y)| ⩽ k|x− y|α.

: α = ١ با است هولدر شرط لیپ�شیتس، شرط
|f(x)− f(y)| ⩽ k|x− y|.

است. توابع برای یکنواخت پیوستگی از قوی�تری حالت پیوسته لیپ�شیتس

اندیسه١۵) (چند .٢٢.١.١ تعریف
گفته اندیسه چند α به و است نامنفی صحیح عناصر از dتایی بردار α = (α١, · · · , αd) کنید فرض

می�شود.

١١Smooth
١٢Stability
١٣Holder
١۴Lipschitz
١۵Multi Index
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شکل به و داده نشان |α| نماد با را α طول

|α| =
d∑

i=١
αi.

می�کنیم. تعریف
تعریف زیر صورت به را |α| مرتبه از جزیی مشتقات است. موجود f : Rd → R تابع کنید فرض

می�کنیم:

Dαv =
∂|α|v

∂x١α١ · · · ∂xdαd
.

(گرادیان) .٢٣.١.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به u گرادیان باشد اسکالری تابع u اگر

▽nu = gradu =

(
∂u

∂x١
,
∂u

∂x٢
, · · · , ∂u

∂xn

)
.

تابعی فضاهای ٢.١.١

: Ck فضای

می�شود. داده نشان C(M) با Mرا روی پیوسته توابع شامل خطی فضای .M ⊂ Rd کنید فرض

می�شود: تعریف زیر شکل به ماکزیمم نرم کران�دار، پیوسته توابع برای
∥v∥C(M) = sup

x∈M
|v(x)|.

Mمی�گیرد، در را خود ماکزیمم مقدار بالا نرم آنگاه باشد، فشرده یعنی باشد بسته و Mکران�دار اگر
لذا

∥v∥C(M) = max
x∈H

|v(x)|.

مجموعه باشد. نامنفی و صحیح عددی k و نیست کران�دار لزوما که باشد دامنه�ای Ω کنید فرض
می�شوند. داده نشان Ck(Ω) با باشند مشتق�پذیر Ω در پیوسته به�طور بار k که توابعی

آن�گاه: باشد کران�داری دامنه Ω اگر
Ck(Ω̄) = {v ∈ Ck(Ω) : Dαv ∈ C(Ω̄);∀|α| ⩽ k}

می�کنیم: استفاده زیر نرم از Ck(Ω̄) در توابع برای
∥v∥Ck = ∥v∥Ck(Ω̄) = max

|α|⩽k
∥Dαv∥C(Ω̄)

می�شود: تعریف زیر شکل به Ck روی نیم�نرم
|v|Ck = |v|Ck(Ω̄) = max

|α|=k
∥Dαv∥C(Ω̄)

می�باشد. مرتبه بالاترین از v مشتقات شامل که

نشان Ck
٠ (Ω) با را شود صفر Ω از فشرده�ای زیرمجموعه� خارج در که Ck(Ω) در توابع مجموعه

می�دهیم.
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:Lp فضای

می�شود: تعریف زیر شکل به LP فضای
Lp = Lp(Ω) = {v : ∥v∥Lp <∞}

آن، در که

∥v∥Lp =


(∫

Ω
|v(x)|pdx

) ١
p , ١ ⩽ p <∞

esssupΩ(|v(x)|), p = ∞

. f(x) ⩽M همه�جا تقریبا که به�گونه�ای است M عدد کوچکترین esssup که

صورت به داخلی ضرب ،L٢ مورد در
⟨v, w⟩ = ⟨v, w⟩L٢(Ω) =

∫
Ω

vwdx

است: زیر نرم پایه که می�شود تعریف

∥v∥ = ∥v∥L٢(Ω) = ⟨v, v⟩
١
٢ =

(∫
Ω

v٢dx

) ١
٢

.

سوبولوف١۶: فضای

می�شود. داده نمایش Hk(Ω) نماد با k ≥ ١ برای Ω دامنه روی سوبولوف فضای
Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L٢(Ω) : D

αv ∈ L٢(Ω), |α| ≤ k}.

می�شود: تعریف زیر صورت به فضا این برای داخلی ضرب
⟨v, w⟩k = ⟨v, w⟩Hk =

∑
|α|≤k

∫
Ω

DαvDαwdx.

به�صورت سوبولوف فضای در نرم

∥v∥k = ∥v∥Hk = ⟨v, v⟩
١
٢
k =

∑
|α|≤k

∥Dαv∥٢
 ١

٢

,

فضا این در نیم�نرم و

|v|k = |v|Hk =

∑
|α|=k

∥Dαv∥٢
 ١

٢

= ∥∇v∥.

می�شود. تعریف

آنگاه: k = ٠ اگر خاص حالت دو در
H٠ = H = L٢, ∥v∥H٠ = ∥v∥L٢

,

آنگاه: k = ١ اگر و
H١ = {v ∈ L٢, D

αv ∈ L٢, |α| ≤ ١}.
١۶Sobolev Space
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می�شود: تعریف زیر به�صورت H١
٠ همچنین

H١
٠ = {v ∈ H١, v|Γ = ٠}.

(p-انتگرال�پذیر) .٢۴.١.١ تعریف
v ∈ Lp(Ω) ، گوییم p-انتگرال�پذیر موضعی به�طور را v : Ω ⊂ Rn → R تابع ١ < p <∞ برای

به�طوری�که: باشد داشته وجود X حول Ω
′ باز همسایگی X ∈ Ω هر برای هرگاه

v ∈ Lp(Ω
′
) , Ω̄

′ ⊂ Ω

نظم١٧) ) .٢۵.١.١ تعریف
مانند f از مستقل ثابت بوده، u ∈ H٢ جواب آنگاه باشد) محدب چندضلعی یا ) باشد هموار Γ اگر

که: است موجود به�گونه�ای C
∥u∥٢ ⩽ C∥f∥.

متعامد) (تصویر .٢۶.١.١ تعریف

هر برای به�گونه�ای�که باشد داخلی ضرب به متناظر متعامد تصویر Rh : H١
٠ → sh کنید فرض •

آنگاه: a(Rhv − v, ϕ) = ٠ اگر ϕ ∈ Ah, v ∈ H١
٠

a(Rhv, ϕ) = a(v, ϕ).

می��نامیم. ١٨ ریتس نگاشت را Rh دراین�صورت

می�شود: تعریف زیر به�صورت می�شود داده نمایش Ph : L٢(Ω) → Ah شکل به که متعامد تصویر •

آنگاه: ⟨Phv − v, ψ⟩ = ٠ اگر ψ ∈ Ah و v ∈ L٢(Ω) هر برای
⟨Phv, ψ⟩ = ⟨v, ψ⟩.

هولدر١٩) (نامساوی .١.٢۶.١.١ قضیه
آنگاه f ∈ Lp(R) ،g ∈ Lq(R) اگر باشد. ،١ < p, q < ∞ و ١

p
+ ١

q
= ١ کنید فرض

و fg ∈ L١(R)

∥fg∥L١
≤ ∥f∥Lp

∥g∥Lq
.

(پوانکاره٢٠) .١.٢۶.١.١ لم
به�طوری�که: دارد وجود C = C(Ω) ثابت آنگاه باشد. کراندار دامنه ،Ω ⊂ Rn ∫اگر

Ω

|u(x)|٢dx ⩽ C

∫
Ω

|∇u(x)|٢dx.

١٧Regularity
١٨Riesz Projector
١٩Holder Inequality
٢٠Poincare
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(٢١ میانی (مقدار .٢.٢۶.١.١ قضیه
به�طوری�که: a < c < b که دارد وجود C ثابت باشد مشتق�پذیر (a, b) روی و پیوسته [a, b] روی f اگر

f(b)− f(a) = f
′
(c)(b− a).

هیلبرت-اشمیت٢٢) (عملگر .٢٧.١.١ تعریف
هیلبرت-اشمیتنامیده ، A ∈ L(U,H) عملگر باشند. U در متعامد پایه�های {ek}k∈N کنید فرض

اگر ∑می�شود
k∈N

⟨Aek, Bek⟩ <∞.

هستند. پایه انتخاب از مستقل ∥A∥L٢ :=
(∑

k∈N ∥Aek∥٢
) ١

٢ عدد و هیلبرت-اشمیت عملگر تعریف
داخلی ضرب با همراه H به U از هیلبرت-اشمیت عملگرهای همه از L٢(U,H) فضای بنابراین

⟨A,B⟩L٢ :=
∑
k∈N

⟨Aek, Bek⟩.

می�شود. مجزا هیلبرت فضای

پارسوال٢٣) (رابطه .١.٢٧.١.١ لم
داریم: {φj}∞j=١ متعامد مجموعه برای

∞∑
j=١

⟨v, φj⟩٢ = ∥v∥٢.

برقرار پارسوال رابطه v ∈ H هر برای اگر وتنها اگر می�باشد متعامد پایه {φj}∞j=١ متعامد مجموعه
باشد.

دیفرانسیل معادلات ٣.١.١

مرتبه�های مشتق�های و مستقل متغیر چند یا یک از مجهولی تابع میان رابطه�ای دیفرانسیل معادله
شیمی، فیزیک، در - طبیعت عمومی قوانین از بسیاری است. مستقل متغیرهای به نسبت آن مختلف
می�یابند. دیفرانسیل معادلات زبان در را خود ریاضی بیان طبیعی�ترین - ستاره�شناسی و زیست�شناسی
و اقتصاد و مهندسی در نیز و هندسه در به�ویژه ریاضیات در همچنین دیفرانسیل معادلات کاربردهای

فراوان�اند. علوم دیگر زمینه�های از بسیاری
با متغیر چند بین رابطه�ای که زمان هر می�دهد. رخ علوم پدیده�های بسیاری در دیفرانسیل معادلات
یا زمان�ها در متغیرها تغییرات نرخ و باشد داشته وجود مختلف زمان�های یا حالت�ها در مختلف مقادیر
دیفرانسیل معادلات کرد. بیان دیفرانسیل معادله با را پدیده آن می�توان باشد شده شناخته مختلف حالات

می�شوند: تقسیم دسته دو به کلی به�طور

٢١The Mean Value
٢٢Hilbert-Schmidt Operator
٢٣Parseval Identity
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معمولی٢۴) دیفرانسیل (معادلات .١

اختصار به معادلات این به است. مستقل متغیر یک تنها دارای جواب تابع معادلات، نوع این در
شود. می گفته ODE

جزیی٢۵) مشتقات با دیفرانسیل (معادلات .٢

در که است، علمی و مهندسی مساله�های از بسیاری فرمول�بندی برای زبانی معادلات، این
فلزات، کردن ذوب و کردن گرم ساختمان�ها، استاتیکی و دینامیکی خواص کنترل و پیش�بینی
می�ر�ود. کار به . . . و مغناطیسی تشدید عکس�برداری شهری، تسهیلات در آب و هوا آلودگی زدودن

توابع آن، در که هستند دیفرانسیل معادلات از دسته�ای جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
وجود متغیرها، آن به نسبت توابع جزیی مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول

می�شود. گفته PDE اختصار به معادلات این به باشد. داشته

به�صورت y و x مستقل متغیر دو از u تابع برای جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله کلی صورت
می�باشد: زیر

F (x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂٢u

∂x٢
,
∂٢u

∂x∂y
,
∂٢u

∂y٢
, · · · ) = ٠.

دیفرانسیلی معادله در اگر گویند. آن مرتبه را دیفرانسیل معادله یک در موجود مشتق بالاترین
غیر در و خطی معادله باشد، نشده ضرب هم در یا نرسیده توان به مشتق�هایش یا وابسته متغیر

باشند. متغیر یا ثابت می�تواند معادلات این ضرایب است. خطی غیر صورت این

که �است این جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات بین تفاوت تنها
معادلات و می�شود مدل�بندی یک�بعدی دینامیکی سیستم�های در اغلب معمولی دیفرانسیل معادلات

چندبعدی. سیستم�های در جزیی مشتقات با دیفرانسیل

اولیه) (شرایط .٢٨.١.١ تعریف
را (t = ٠) شروع زمان در شده داده ناحیه یک در آن جزیی مشتقات یا تابع مقادیر که شرایطی به

می�شود. گفته اولیه شرایط دهد، نشان

مرزی) (شرایط .٢٩.١.١ تعریف
گفته مرزی شرایط می�دهد، نشان مرزی نقاط در را آن جزیی مشتقات یا تابع مقادیر که شرایطی به

می�شود.

جزیی: مشتقات با دیفرانسیل معادلات در اصلی عمگر سه

.∆n = ∂٢

∂x٢١
+ · · ·+ ∂٢

∂x٢n
لاپلاس عملگر •

. d
dt
−∆n انتشار یا پخش عملگر •

٢۴Ordinary Differential Equation
٢۵Partial Differential Equation



١١ تابعی آنالیز .١.١

. d٢
d
t٢
−∆n دالامبرت عملگر •

.∆n = ▽n.▽n آن در که
می�شود: تقسیم زیر کلی رده� سه به جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلی، طور به

٢۶(IVP)اولیه مقدار مسائل .١
اولیه شرط این است، همراه اولیه شرط با دیفرانسیل معادله یک همواره مسایل از دسته این در

است. u(x٠) = u٠ شکل به

٢٧(BVP)مرزی مقدار مسائل .٢

و تعریف بازه انتهای و ابتدا نقطه یعنی مرز، روی مقادیر در باید R در BVP یک :R در –
باشد. مشخص u مقدار

می�دهیم، نشان Γ نماد با را آن که Ω ⊂ Rn ناحیه مرز سرتاسر روی باید u مقدار :Rn در –
باشد. معلوم

ویژه مقدار مسائل .٣

جزیی: مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای مرزی شرایط

دیریکله٢٨ مرزی شرط -١

u(x, t) = f(x), x = (x١, · · · , xn) ∈ Γ, t > ٠.

نویمن٢٩ مرزی شرط -٢

∂u

∂n
= n · ∇u = g(x), x ∈ Γ

است. x ∈ Γ در Ω بر عمود خارجی بردار n⃗ که

روبین٣٠ مرزی شرط -٣

∂u

∂n
+ k · u(x, t) = g(x), k > ٠ x ∈ Γ

٢۶Initial Value Problems
٢٧Boundary Value Problems
٢٨Dirichlet Boundary Condition
٢٩Neumans Boundary Condition
٣٠Robin Boundary Condition
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نیم�گروه مقایسه در ولی است، قوی پیوسته نیم�گروه از خاصی نوع تحلیلی نیم�گروه .١.٢٩.١.١ نکته
می�دهد. ارایه بهتر را اولیه مقدار مساله جواب نظم تحلیلی

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله

اگر شود می نامیده خطی •∑
|α|≤k

aα(x)D
αu(x) = f(x).

خطی آنگاه f ≡ ٠ اگر است. شده داده تابع f و ( است چنداندیسی α ،|α| ≤ k aα(با که
است. همگن

اگر است نیمه�خطی •∑
|α|=k

aα(x)D
αu(x) + E٠(x, u(x), Du(x), · · · , Dk−١u(x)) = ٠.

اگر است شبه�خطی •∑
|α|=k

aα(x, u(x), Du(x), · · · , Dk−١u(x))Dαu(x)+E٠(x, u(x), Du(x), · · · , Dk−١u(x)) = ٠.

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل عددی روش�های

مسایل از بسیاری تحلیل برای روش�ها محبوب�ترین و متداول�ترین از یکی عددی روش�های امروزه
دارند. پی در کمتری بسیار هزینه�های آزمایشگاهی و تجربی روش�های مقابل در زیرا می�باشند، مهندسی
شرایط در آن�ها دادن قرار که هستند کمیاب و باارزش آنچنان صنعتی قطعات از بسیاری این بر علاوه

است. ناممکن عملا و پرخطر بسیار آن�ها، تحلیل و تجزیه جهت آزمایشگاهی
و زمان گذر با ازین�رو و دارند نیاز بالایی پردازش قدرت و سخت�افزاری حافظه به عددی روش�های
در روز�به�روز عددی روش�های دلیل همین به گرفتند، قرار استقبال مورد پیش از بیش رایانه�ها پیشرفت
عمده گروه سه به می�توان را مهندسی مسایل حل برای متداول عددی روش�های هستند. گسترش حال

نمود: تقسیم�بندی زیر

محدود٣١ تفاضلات روش .١

محدود٣٢ المان�های روش .٢

مرزی٣٣ المان روش .٣

٣١Finite Difference Method
٣٢Finite Element Method
٣٣Boundary Element Method
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می�شود. ایجاد ناحیه در گره٣۴ سری یک نظر، مورد ناحیه شبکه�بندی با محدود تفاضلات روش در .١
را نظر مورد مشتقات دیفرانسیلی، معادلات سری یک به حاکم معادلات تبدیل از پس روش این در
اعمال گره�ها این از هریک روی و کرده تبدیل محدود تفاضلات شکل به تیلور٣۵ سری از استفاده با
ضعف روش، این عمده معایب از می�باشد. دیگر روش دو از ساده�تر کلی حالت در روش این می�نمایند.

می�باشد. پیچیده هندسه با مسایل تحلیل در آن
معادلات اعمال و کوچک المان�های محدودی تعداد به ناحیه تقسیم با ، محدود المان�های روش در .٢
تفاضلات روش محدودیت�های دیگر روش، این می�شود. حل مساله المان�ها، این از هریک روی حاکم

می�باشد. دارا را پیچیده هندسه�های با مسایل تحلیل برای مناسب کارایی و نداشته را محدود
انتگرالی معادلات فرم به حاکم معادلات تبدیل با پیداست نامش از که همان�گونه مرزی المان ٣.روش
مساله مرز تقسیم با روش این در می�پردازد. مساله حل به شده�اند، تعریف ناحیه) (مرز سطح روی بر که
بدین و تعیین تحلیلی یا عددی روشی با المان�ها، این روی فوق انتگرال�های المان، محدودی تعداد به
داخلی نقطه هر در تابع مقادیر دیگر مجهولات این تعیین با می�شوند. مشخص مرز روی مجهولات وسیله

می�باشد. تعیین قابل
استفاده میلستین-گالرکین٣۶ محدود المان ترکیبی روش از معادلات حل برای پایان�نامه، این در
می�کنیم. تعریف را گالرکین روش سپس کرده، معرفی را محدود المان�های روش شروع برای می�شود.

محدود المان�های روش

برای عددی روشی می�شود، نامیده FEM اختصار به که محدود المان�های روش یا محدود اجزای روش
است. انتگرالی معادله�های حل نیز و جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات تقریبی حل

شدن پیچیده�تر با می�شوند. پیچیده�تر روزبه�روز نیز مهندسی مسایل فناوری، و علوم رشد با هم�گام
جوامع افزون روز نیاز�های جواب�گوی دیگر تحلیلی، روش�های آن�ها، دقیق�تر و سریع�تر حل لزوم و مسایل
را عددی روش�های علوم، مبانی توسعه کنار در می�کنند سعی همواره محققان نگرشی، چنین با نیستند.

بخشند. توسعه نیز
از بسیاری مسایل حل در فراوانی کاربرد که است روش�هایی از یکی محدود، المان�های روش
از وسیعی طیف آنالیز برای روش این دارد. جامدات مکانیک مسایل به�خصوص و مهندسی رشته�های
میدان حرارت، انتقال مسایل حل تا اتومبیل و هواپیما پل، ساختمان�، سازه شکل تغییر و تنش مسایل
دیفرانسیل معادلات حل در روش این می�رود. به�کار مهندسی و علمی مسایل سایر و نشت مغناطیسی،

روی به�خصوص می�باشد مفید جزیی مشتقات با

( نفت انتقال لوله�های و نقلیه وسایل مانند ) پیچیده دامنه�های •

متغیر دامنه •

٣۴Node
٣۵Taylor Series
٣۶Milestein-Galerkin Finite Element
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نیست الزامی دامنه جای همه در بالا دقت وقتی�که •

ندارند را کافی یکنواختی و همبستگی نتایج، زمانی�که •

عقب در نتایج بالای دقت به نیازی ماشین، جلوی قسمت در تصادف یک سازی شبیه در مثال عنوان به
اهمیت خشکی�ها روی هوا زمین، کره روی هوا بینی پیش و سازی شبیه در همچنین نیست، ماشین

دارند. دریا�ها روی هوای از بیشتری

محدود المان�های روش تاریخچه

پیشنهاد ٣٧ کورانت ریچارد آلمانی، ریاضیدان توسط ١٩۴٣ سال در بار اولین برای محدود المان�های روش
متناهی زیردامنه�های روی قطعه�ای�خطی تقریب�های مینیمم�سازی اساس بر را پوآسون معادله او .[١٣] شد
کردند، استفاده هواپیماسازی صنعت در روش این از مهندسان که ١٩۵٠ سال تا بااین�حال کرد. حل

نشد. کار آن روی جدی به�طور

مارتین ، کلوچ۴١ ، تورنر۴٠ ، [۵ ،٢١] ٣٩ کلسی و ٣٨ آرگیریز توسط جدیدتر مقاله�های از تعدادی در
١٩۶٠ سال در محدود المان روش نام است. شده بحث محدود المان روش مورد در [٢٢] ۴٣ تاپ و ۴٢

[٢٨] ۴۴ زینکویز توسط موضوع این به راجع کتاب اولین بعد کمی .[٣٩] است شده استفاده کلوچ توسط
از استفاده با ۴۵ فردریک ١٩۶٢ سال در شد. ارایه ١٩۶٠ سال در روش این ریاضی آنالیز شد. نوشته
به�دست کلی دامنه روی مسایل حل برای را معادلات از سیستم یک مثلث�ها روی قطعه�ای�خطی توابه
نگرفته درنظر را همگرایی سرعت ولی کرده ثابت L٢ و H١ فضاهای در را همگرایی همچنین او آورد.

است.

ریاضی نظریه زمینه در چشمگیری پیشرفت�های و شد پیشنهاد ١٩۴٣ سال در محدود المان روش
مختلف مسایل در ملاحظه�ای قابل به�طور امروزه است شده باعث که آمده به�دست آن خطای تخمین و

رود. به�کار

داشت: مشترک ویژگی یک اما بود متفاوت کاملا هم با دانشمندان این کار روش این�که با

المان. نام به زیردامنه سری یک به پیوسته دامنه یک تقسیم

٣٧Richard Courant
٣٨Argyris
٣٩Kelsey
۴٠Turner
۴١Clough
۴٢Martin
۴٣Topp
۴۴Zienkiewiez
۴۵Friedrichs
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گالرکین روش ۴.١.١

تقریبی یافتن بر مبتنی روش این اساس شد. معرفی گالرکین توسط ١٩١۵ سال در بار نخستین روش این
به�گونه�ای�که: است جواب برای

گرفت. انتگرال یا مشتق آن از بتوان به�سادگی •

شوند. تولید متناهی بعد با متعامد تقریبا پایه�ای توابع از مجموعه�ای با •

بعدی فصل در می�رود. به�کار گسسته مساله به پیوسته مساله تبدیل برای گالرکین روش عددی، آنالیز در
می�دهیم. ارایه را روش این مهم المان�های

احتمال نظریه ٢.١

به احتمال نظریه دیگر، به�عبارت است. ریاضیات دیدگاه از احتمالی رویدادهای مطالعه احتمال نظریه
متغیرهای را احتمال نظریه هسته دارند. سروکار تصادفی وقایع تحلیل با که گویند ریاضیات از شاخه�ای

می�دهند. تشکیل پیشامدها و تصادفی فرآیندهای و تصادفی

اولیه تعاریف ١.٢.١

تصادفی) (آزمایش .١.٢.١ تعریف
شرایط در را آزمایش آن بتوان و نیست مشخص آزمایش انجام از قبل آن نتیجه که آزمایشی به

گوییم. تصادفی آزمایش داد انجام مختلف دفعات به و یکسان

نمونه) (فضای .٢.٢.١ تعریف
تصادفی) (پدیده تصادفی آزمایش یک از ممکن نتایج تمام مجموعه نمونه فضای احتمال، نظریه در

می�دهند. نشان U یا Ω و S نماد با را آن که است
نامید. پیشامد یک می�توان را نمونه فضای از زیرمجموعه�ای هر احتمالات، به ساده رویکرد یک در

تصادفی) (متغیر .٣.٢.١ تعریف
عضو هر یعنی می�شود. نامیده تصادفی متغیر شده، تعریف حقیقی اعداد بر نمونه فضای در که تابعی

می�دهیم. نشان X با معمولا را تصادفی متغیر می�کند. مربوط حقیقی عدد یک به را نمونه فضای از

(میدان۴۶) .۴.٢.١ تعریف
اگر: است میدان F

-١
∅,Ω ∈ F

۴۶Field
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پس B ∈ F و A ∈ F اگر -٢
A ∪B ∈ F , A ∩B ∈ F , A⧸B ∈ F

{D٠, · · · , DT}صورت به منحصربه�فرد درعین�حال و جامع زیرمجموعه�های از مجموعه�ای ،Ω از افرازی هر
که: است

Di ∩Dj = ∅,
∪
i

Di = Ω, i, j = ٠, · · · , T

. F٠, · · · ,FT یعنی می�شود تولید میدان یک از میدان هر باشد، متناهی Ω اگر

احتمال۴٧) (فضای .۵.٢.١ تعریف
را آزمایش) (یا واقعی دنیای در فرآیندی که است ریاضی ساختار احتمال فضای احتمال، نظریه در

می�کند. فرمول�بندی می�دهند، رخ تصادفی صورت به که حالاتی شامل
قسمت: ٣ شامل احتمال فضای

. Ω نمونه، فضای ١

. F میدان�ها، از مجموعه�ای ٢

.P میدان، در احتمال تخصیص ٣

(فیلتر۴٨) .۶.٢.١ تعریف
میدان�هاست از مجموعه�ای F فیلتر

F = {F٠,F١, · · · ,Ft, · · · ,FT} Ft ⊂ Ft+١

تصادفی) (فرآیند .٧.٢.١ تعریف
یک وضعیت که گوییم تصادفی فرآیند را زمان یا مرحله اندیس با تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای
متغیر X(t) و زمان متغیر t کنید فرض دهد. می نمایش دوره طول در را تصادفی آزمایش یا پدیده
{X(t)} تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای تصادفی، فرآیند صورت این در باشد. t با متناسب تصادفی

است. تصادفی متغیر (Ω,FT ) روی t ∈ {٠, · · · , T} هر ازای به X(t) آن در که است

تصادفی) فرآیند توسط شده تولید (فیلتر .٨.٢.١ تعریف
کنید فرض هم�چنین باشد. شده داده {X(t)} تصادفی فرآیند و (Ω,F) کنید فرض

Ft = σ({Xs,٠ ⩽ s ⩽ t}).

این . Ft ⊆ Ft+١ است واضح . باشد s = ٠, · · · , t ٰ ، Xs تصادفی متغیر توسط شده تولید میدان
می�شود. نامیده {X(t)} فرآیند از نرمال فیلتر فیلتر،

۴٧Probability Space
۴٨Filtration



١٧ احتمال نظریه .٢.١

(اندازه�پذیری) .٩.٢.١ تعریف
وصل w ∈ Ω هر به را عددی مقادیر Ω روی شده �Xتعریف تابع باشد، متناهی نمونه فضای Ω اگر
می�گیرد. را xi, i = ١, · · · , k مقادیر تعدادی متناهی به�طور فقط X است، متناهی Ω چون می�کند.

را Ω روی �X تابع می�گوییم. اندازه�پذیر مجموعه را آن در مجموعه هر باشد، معین F پیشامد میدان اگر
نامیم. می (Ω,F) روی تصادفی متغیر یا پذیر۴٩ F-اندازه

X(t) ، t = ٠,١, · · · , T هر برای اگر گوییم F فیلتر با سازگار را تصادفی فرآیند .١.٩.٢.١ نکته
باشد. Ft-اندازه�پذیر ، X(t) اگر یعنی باشد Ft روی تصادفی متغیر

پیش�بینی) قابل (فرآیند .١٠.٢.١ تعریف
پیش�بینی قابل را Ht فرآیند باشد. شده داده F = (F٠,F١, , · · · ,Ft, · · · ,FT فیلتر( کنید فرض

باشد. ١−Ft-اندازه�پذیر ، Ht ، t هر برای اگر فیلتر) این به (نسبت نامند

(σ-جبر۵٠) .١١.٢.١ تعریف
شرایط با است جبری

-١
∅,Ω ∈ F

-٢
A ∈ F → Ā ∈ F

-٣

A١, · · · , An, · · · ∈ F →
∞∪
n=١

An ∈ F (
∞∩
n=١

An ∈ F)

گوییم. اندازه�پذیر مجموعه را است F به متعلق که Ω از B زیرمجموعه هر

( بورل۵١ (σ-جبر .١٢.٢.١ تعریف
C توسط شده تولید σ-جبر کوچک�ترین باشد. بازه�ها تمام دسته C و (Rn (یا X = R کنید فرض

می�دهیم. نشان B با و می�نامیم بورل σ-جبر را

( به�طورحتم۵٢ تقریبا ) .١٣.٢.١ تعریف
می�افتد اتفاق (a.s) به�طورحتم تقریبا E ∈ F پیشامد باشد. احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض
می�دهد. رخ P − a.s پیشامد گوییم باشد، وابسته P احتمال اندازه به پیشامد اگر . P [E] = ١ اگر
۴٩F-measurable
۵٠σ-algebra
۵١Borel
۵٢almost surely



١٨ پیش�نیاز و تعاریف .١

ریاضی۵٣) (امید .١۴.٢.١ تعریف
با: است برابر X ریاضی امید باشد. F روی احتمال p و (Ω,F) روی تصادفی متغیر X اگر

EX =

∫
X(w)dp(w).

شرطی) ریاضی (امید .١۵.٢.١ تعریف
شده تولید Ω از {D١, · · · , Dk} افراز با G میدان و می�گیرد را x١, · · · , xk مقادیر X کنید فرض

می�شود: تعریف زیر به�صورت G به�شرط X شرطی ریاضی امید باشد.
∥E(X|G)∥ = E(∥X∥|G).

واریانس۵۴) ) .١۶.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت X تصادفی متغیر واریانس

var(X) = E[(X − EX)٢] = EX٢ − (EX)٢.

(کوواریانس۵۵) .١٧.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت Y و X انتگرال�پذیر تصادفی متغیر دو کوواریانس
cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = E(XY )− EXEY

کوواریانس) (عملگر .١٨.٢.١ تعریف
H در x, y, z هر برای ، ⟨·, ·⟩ داخلی ضرب با H هیلبرت فضای روی P احتمال اندازه برای

صورت: به است cov : H ×H → R دوخطی فرم P کوواریانس

cov(x, y) =

∫
H

⟨x, z⟩⟨y, z⟩dP (z).

می�شود: تعریف زیر صورت به Q کوواریانس عملگر
cov(x, y) = ⟨Qx, y⟩.

cov ازاین�رو، باشد. کران�دار cov اگر دارد وجود Q عملگر که داد نشان می�توان ریتس نمایش قضیه با
است: متقارن

(x, y) ∈ H 7→ ⟨Qx, y⟩H

داریم: x ∈ H هر برای هم�چنین
⟨Qx, y⟩H ⩾ ٠

است. نیمه�معین�مثبت Qپس

براونی۵۶) (حرکت .١٩.٢.١ تعریف
هرگاه: گوییم براونی حرکت یک را {X(t), t ⩾ ٠} تصادفی فرآیند

۵٣Expectation
۵۴Variance
۵۵Covariance
۵۶Brownian Motion



١٩ احتمال نظریه .٢.١

تصادفی متغیرهای ، t٠ < t١ < · · · < tn هر ازای به یعنی باشد مستقل نموهای دارای X(t) .١
X(t١)−X(t٠), X(t٢)−X(t١), · · · , X(tn)−X(tn−١)

مستقل نامتداخل، زمانی فاصله�های روی آن مقادیری تغییرات دیگر، به�عبارت باشند. مستقل
باشند.

توزیع دارای tها تمام برای X(t) − X(s), s ⩽ t یعنی باشد مانا نرمال نموهای دارای X(t) .٢
هر بین در مقادیر تغییرات توزیع یعنی مانا نمو باشد. t − s واریانس و صفر میانگین با نرمال

باشد. داشته بستگی نقطه دو آن فاصله به فقط نقطه دو

باشد. t از پیوسته تابعی X(t) .٣

( وینر۵٧ فرآیند ) .٢٠.٢.١ تعریف
استاندارد براونی حرکت را فرآیند آنگاه (X(٠) = ٠) شود شروع صفر نقطه در براونی حرکت اگر

می�دهند. نشان W با و گویند وینر فرآیند یا

Q-وینر) فرآیند ) .٢١.٢.١ تعریف
(استاندارد) Q-وینر فرآیند ، (Ω,F , P ) احتمال فضای روی W (t), t ∈ [٠, T ] تصادفی فرآیند

اگر می�شود نامیده

.١
W (٠) = ٠.

باشد. P − a.s پیوسته مسیر W .٢

باشند. مانا و �Wمستقل نموهای .٣

باشند: داشته را زیر گاوسی قانون ٠ ⩽ s ⩽ t ⩽ T هر برای نموها .۴
P ◦ (W (t)−W (s))−١ = N(٠, (t− s)Q).

چندسطحی۵٨) مونت�کارلوی (الگوریتم .٢٢.٢.١ تعریف
ممکن خروجی اما است غیراحتمالی اجرا، زمان در که است تصادفی الگوریتم مونت�کارلو، الگوریتم

باشد. نادرست ( کوچک� معمول به�طور ) معینی احتمال با است
درنظر را hℓ = ٢−ℓT, ℓ = ٠, · · · , L متفاوت زمانی گام با شده شبیه�سازی مونت�کارلوی طرح
آخر سطح روی حالی�که در می�شود استفاده زمانی گام یک فقط شبیه�سازی ℓ = ٠ سطح روی بگیرید.
کنید فرض ، شده داده W (t) وینر فرآیند برای می�شود. استفاده بار ٢ℓ زمانی گام شبیه�سازی ، ℓ = L

که: است واضح دهد. نشان را hℓ زمانی گام با عددی گسسته تقریب p̂ℓ و نهایی نتیجه p

E[p̂L] = E[p̂٠] +
L∑

ℓ=١
E[p̂ℓ − p̂ℓ−١].

۵٧Wiener prosses
۵٨Multilevel Monte Carlo



٢٠ پیش�نیاز و تعاریف .١

مقادیر برای کلی واریانس که به�صورتی را راست طرف امیدریاضی هر چندسطحی، مونت�کارلوی روش
می�زند. تقریب شود کم شده داده

تصادفی دیفرانسیل معادلات ٢.٢.١

در هستند. تصادفی فرآیند متغیر، چند یکیا آن در که ایست معادله SDE یا ۵٩ تصادفی دیفرانسیل معادله
مدل�سازی�های در SDEها از استفاده است. تصادفی فرآیند یک نیز خود معادلات نوع این جواب نهایت
فیزیکی مدل�سازی یا بازار نوسانات هزینه مدل�سازی در جمله از است. گسترده بسیار احتمال پیچیده

اشیا. دمایی نوسانات

(۶٠ تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل (معادلات .٢٣.٢.١ تعریف
تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات به شبیه SPDE یا جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
و هستند تصادفی ضرایبشان و جملات که هستند جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات آن�ها است.
و کوانتوم میدان نظریه با قوی ارتباط همچنین باشند. داشته مختلف جواب بی�نهایت می�توانند آن�ها

دارند. آماری مکانیک

میلستین روش ٣.٢.١

است. تصادفی دیفرانسیل معادله برای تقریبی عددی جواب برای تکنیکی میلستین روش ریاضیات در
کرد. ابداع ١٩٧۴ سال در را روش این میلستین

لبگ فضای

می�کنیم. بیان را است احتمال نظریه در استفاده مورد تابعی فضای که را لبگ فضای آخر، در

لبگ) (فضای .٢۴.٢.١ تعریف
که: است (X,M, µ) اندازه فضای به مربوط تابعی فضای لبگ فضای

است. مجموعه X •

است. X زیرمجموعه از σ-جبر ، M •

است. M روی شمارا جمعی� اندازه µ •

۵٩Stochastic Diffrentia Equation
۶٠Stochastic Partial Diffrential Equation)



٢ فصل

مقدمات

وقت و کار مستلزم و نیست مقرون�به�صرفه تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب تقریب
با را [٠, T ] بازه زمانی گسسته�سازی برای عددی طرح�های می�توان امر، این بهبود برای است. زیادی

�کرد. ترکیب مکانی گسسته�سازی برای گالرکین محدود المان�های روش�های
که باشد هیلبرت فضای در مقادیری با تصادفی فرآیند X : [٠, T ]×Ω → H کنید فرض مثال برای
تقریب می�تواند ما هدف پس است. تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل ازمعادله آمده به�دست جواب

از مناسبی
E[φ(X(T ))] (١.٢)

است. هموار کافی اندازه به نگاشتی φ : H → R آن در که باشد
از ساده�سازی برای ازاین�رو، دارد. زیادی وقت صرف به نیاز و است پیچیده (١.٢) مستقیم محاسبه

میشود.� استفاده MLMC اختصار به یا چندسطحی مونت�کارلوی الگوریتم
برای ضعیف١ همگرایی طرح�های به [٢ ،٢۶] چندسطحی مونت�کارلوی الگوریتم بردن به�کار از قبل
درونیاب با سپس و می�کند تضمین را X توزیع خوب تقریب طرح�ها این (١.٢)می�پردازیم. مساله

می�شوند. ترکیب (١.٢) از تقریبی محاسبه برای چندسطحی مونت�کارلوی
مونت�کارلوی الگوریتم با می�تواند (١.٢) مساله محاسباتی پیچیدگی که داد نشان [٢۶] در M.Giles
برای که می�دهد تعمیم بزرگتر زمانی شبکه با را مونت�کارلو درونیاب پس کند. پیدا کاهش چندسطحی
جواب برای خوبی تقریب می�تواند قوی همگرای طرح کل، در است. نیاز قوی٢ همگرایی مرتبه به این�کار

کنید. مراجعه [١۴] به ضعیف و قوی همگرایی در بیشتر جزییات برای کند. ایجاد X
مرتبه تغییر بدون که می�دهد نشان را بالاتر مرتبه قوی همگرایی طرح کاربرد [١٨] در M.Giles
SODE مساله روی [٢ ،١٨ ،٢۶] درحالی�که می�دهد. کاهش را محاسباتی پیچیدگی ضعیف، همگرایی
نتیجه، در می�آیند. به�دست [٧ ،٨] در SPDE جواب برای مشابهی نتایج می�کنند، بحث متناهی�بعد
برای آمده به�دست اولیه نتایج و نامتناهی بعد با میلستین طرح مشابه مدل مطالعه در مشاهدات این

١Weakly Convergent
٢Strong Convergent



٢٢ مقدمات .٢

می�روند. به�کار [٣ ،۴] در خطی تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات زمانی نیم�گسسته�سازی
معادلات روی و شده ترکیب گالرکین محدود المان�های روش با میلستین طرح ، [٢٠] در سپس
و سازگاری٣ روی پایان�نامه این در که است شده اعمال نیمه�خطی تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل
همگرایی خطای از بهتری برآورد غیرخطی�ها، روی فرضیاتی تحت به�علاوه، است. شده کار آن پایداری
قوی خطای و می�کنیم جایگذاری انتزاعی�تر کار چارچوب در را طرح این�کار، برای می�آوریم. به�دست قوی
بار، اولین برای و می�آید به�دست [١٧] از که می�کنیم بررسی سازگاری و دوپایداری۴ مفهوم به توجه با را
مانده عملگر ، ٣ فصل در است. شده برده به�کار [٩ ،٣٢] در تصادفی معمولی دیفرانسیل معادلات برای
چه ( زمانی شبکه به محدود )�X دقیق جواب اینکه تعیین برای عملگر این از می�کنیم. معرفی را Rk

می�شود نامیده برشی�محلی خطای مانده این می�کنیم. استفاده دارد، اختلاف Xk,h عددی جواب با مقدار
شود. استفاده قوی خطای برآورد برای می�تواند شود، اندازه�گیری (٣.٣) تصادفی نرم جملات در اگر و

می�کنیم: معرفی را نمادها از برخی ابتدا
فضای دو (U, (·, ·)U , ∥ · ∥U) و (H, (·, ·)H , ∥ · ∥H) و متناهی زمانی بازه [٠, T ] کنید فرض
(Ω,F ,P) احتمال فضای همچنین باشند. پیوسته قطعه�وار توابع فضای Vh و مجزا حقیقی هیلبرت
{W (t)}t∈[٠,T ] کنید فرض بگیرید. نظر در است، شده ترکیب {Ft}t∈[٠,T ] ⊂ F نرمال فیلتر با که را
کران�دار، Q : U → U کوواریانس عملگر اینجا، در باشد. {Ft}t∈[٠,T ] به نسبت U در Q-وینر فرآیند

باشد. tr <∞ نیست لازم ولی است شده فرض نیمه�معین�مثبت و متقارن
: [١٩] بگیرید نظر در را زیر نیمه�خطی تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله

داریم: ٠ ⩽ t ⩽ T برای ، X : [٠, T ]× Ω → H کنید فرض
X(٠) = X٠,

dX(t) + [AX(t) + f(X(t))]dt = g(X(t))dW (t).
(٢.٢)

اینجا در

است. H روی {S(t)}t⩾٠ تحلیلی نیم�گروه پایه −A : D(A) ⊂ H → H •

هستند. هموار و پیوسته لیپ�شیتس با غیرخطی g و f •

داریم: زیر به�صورت را نیمه�خطی تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب حال
می�شود: ٠ ⩽ t ⩽ T هر برای P − a.s ضعیف جواب ، X : [٠, T ]× Ω → H �کنید فرض

X(t) = S(t)X٠ −
∫ t

٠
S(t− σ)f(X(σ))dσ +

∫ t

٠
S(t− σ)g(X(σ))dW (σ) (٣.٢)

D ⊂ Rd آن در که می�گیریم درنظر مربعی انتگرال�پذیر توابع از L٢(D;R) فضای در Hرا اصلی، مثال در
لاپلاس عملگر −A همچنین، است. چندضلعی مرز با محدب دامنه یا ∂D هموار مرز با کران�دار دامنه

است. همگن دیریکله مرزی شرایط با
اگر کنیم. می معرفی را میلستین-گالرکین محدود المان طرح حال،

٣Consistency
۴Bistability



٢٣ اصلی فرضیات .١.٢

متساوی�الفاصله، زمانی گام اندازه k ∈ (٠, T ] •

،n = ١, · · · , Nk برای شبکه�ای نقاط tn = nk •

مکانی، گسسته�سازی برای عملگری h ∈ (٠,١] •

مشتقات با دیفرانسیل معادله زمانی�مکانی گسسته�سازی برای را زیر بازگشتی رابطه آنگاه باشند،
داریم: n ∈ {١, · · · , Nk} برای (٢.٢) تصادفی جزیی

Xk,h(t٠) =PhX٠,

Xk,h(tn) =Xk,h(tn−١)− k[AhXk,h(tn) + Phf(Xk,h(tn−١))]

+ Phg(Xk,h(tn−١))∆kW (tn)

+

∫ tn

tn−١

Phg
′
(Xk,h(tn−١))

[∫ σ١

tn−١

g(Xk,h(tn−١))dW (σ٢)

]
dW (σ١).

(۴.٢)

. ∆kW (tn) := W (tn)−W (tn−١) آن در که
نشان را Vh ⊂ H گالرکین محدود المان�های فضای درون متعامد۵ تصویر Ph, h ∈ (٠,١] همچنین،

است. �A پایه (مستقل) گسسته نوع Ah می�دهد.

اصلی فرضیات ١.٢

می�دهیم. ارایه (٢.٢) تصادفی جزیی مشتقات با معادله برای فرضیات از دقیقی فرمول بخش این در
می�کنیم: بحث خطی عملگر روی ابتدا

با معین�مثبت و خودالحاق و معین�چگال A : D(A) ⊂ H → H خطی عملگر .١.٠.١.٢ فرضیه
است. فشرده معکوس

در {S(t)}t∈[٠,T ] تحلیلی نیم�گروه پایه −A عملگر که می�شود داده نشان ١.٠.١.٢ فرضیه از [٢٩] در
متعامد پایه و limi∈N λi = ∞ با λi > ٠ ، {λi}i∈N صعودی حقیقی�مقدار دنباله همچنین است. H

باشد. برقرار Aei = λiei تساوی ،i ∈ N هر برای به�طوری�که دارد وجود H روی {ei}i∈N
: می�کنیم[٣١] تعریف زیر به�صورت را A کسری توان

با: می�شود تعریف x ∈ D(A
r
٢ ) برای A r

٢ : D(A
r
٢ ) ⊂ H → H عملگر ، r ≥ ٠ هر برای

A
r
٢x :=

∞∑
j=١

λ
r
٢
j xjej,

آن در که

x ∈ D(A
r
٢ ) = {x =

∞∑
j=١

xjej : (xj)j∈N ⊂ R با ∥x∥٢r =
∞∑
j=١

λrjx
٢
j <∞}.

۵Orthogonal projection



٢۴ مقدمات .٢

فضای Ḣr := D(A
r
٢ ) فضای ∥ · ∥r := ∥A r

٢ · ∥ نرم و (·, ·)r := (A
r
٢ ·, A r

٢ ·) داخلی ضرب با
می�شود. مجزا هیلبرت

تعمیم زیر به�صورت می�تواند که می�کنیم معرفی دوگان فضای عنوان به منفی توان با را Ḣ−r فضای
شود: داده

Ḣ−r = {x =
∞∑
j=١

xjej : (xj)j∈N ⊂ R, با
∞∑
j=١

λ−r
j x٢j <∞}.

محاسبه ∥x∥−r = ∥A− r
٢x∥ با Ḣ−r در نرم و می�دهد نشان را ایزومتری یک�ریختی تساوی، آن در که

می�دهیم: قرار x =
∑∞

j=١ xjej ∈ Ḣ−r هر برای می�شود.

A− r
٢x =

∞∑
j=١

λ
− r

٢
j xjej.

و p ∈ [٢,∞) پارامتر مقادیر می�کنیم فرض ، [٣٠ ،۶ ،٣۴] از باقیمانده فرضیات فرمول�بندی برای
است. شده داده r ∈ [٠,١)

با: است (r+Ḣ١)B/F٠-اندازه�پذیر تصادفی متغیر X٠ : Ω → Ḣ١+r اولیه مقدار .٢.٠.١.٢ فرضیه
E[∥X٢∥٠p١+r] <∞.

می�کند. بحث (٢.٢) در f : H → Ḣ−١+r غیرخطی عملگر روی بعدی فرضیه

به�طوری�که: دارد وجود Cf ثابت داریم. را f : H → Ḣ−١+r غیرخطی عملگر .٣.٠.١.٢ فرضیه
∥f(٠)∥−١+r ⩽ Cf ,

sup
x∈H

∥f ′
(x)∥L(H;Ḣ−١+r) ⩽ Cf ,

داریم: x١, x٢ ∈ H هر برای واقع در
∥f(x١)− f(x٢)∥−١+r ⩽ Cf∥x١ − x٢∥,

∥f ′
(x١)− f

′
(x٢)∥L(H,Ḣ−١+r) ⩽ Cf∥x١ − x٢∥.

(۵.٢)

دارد. سروکار (٢.٢) تصادفی انتگرالی قسمت در g غیرخطی عملگر با بعدی فرضیه
ضرب با همراه که است داده نشان U٠ := Q

١
٢ (U) مجزای هیلبرت فضای ، [١٩ ،١٢] در

Q− ١
٢ آن در که است شده داده نشان u٠, v٠ ∈ U٠ برای (u٠, v٠)U٠ := (Q− ١

٢u٠, Q
− ١

٢v٠)U داخلی
است. شبه�معکوس

نرم با همراه ϕ : U٠ → H هیلبرت-اشمیت عملگرهای همه فضای L٠
٢ := L٢(U٠, H) مجموعه

∥ϕ∥٢L٠
٢
:=

∞∑
j=١

∥ϕψj∥٢.

است. U٠ دلخواه متعامد پایه {ψj}j∈N آن در که است
همه زیرمجموعه که می�کنیم معرفی [١٢ ،٣٣] از را L٠

٢,r := L٢(U٠, Ḣ
r) زیرمجموعه همچنین

است: زیر نرم با همراه ϕ : U٠ → Ḣr هیلبرت-اشمیت عملگرهای
∥ϕ∥L٠

٢,r
:= ∥A

r
٢ϕ∥L٠

٢
.



٢۵ اصلی فرضیات .١.٢

موجود به�گونه�ای Cg ثابت است. شده داده g : H → L٠
٢ غیرخطی عملگر کنیم فرض .۴.٠.١.٢ فرضیه

که: است
sup
x∈H

∥g′
(x)∥L(H;L٠

٢)
≤ Cg,

∥g(٠)∥L٠
٢
≤ Cg,

داریم: x١, x٢ ∈ H هر برای دیگر به�عبارت
∥g(x١)− g(x٢)∥L٠

٢
≤ Cg∥x١ − x٢∥,

∥g′
(x١)− g

′
(x٢)∥L(H,L٠

٢)
≤ Cg∥x١ − x٢∥,

∥g′
(x١)g(x١)− g

′
(x٢)g(x٢)∥L٢(U٠,L٠

٢)
≤ Cg∥x١ − x٢∥.

و می�کند صدق g(x) ∈ L٠
٢,r در x ∈ Ḣr هر برای g : H → L٠

٢ نگاشت به�علاوه،
∥g(x)∥L٠

٢,r
≤ Cg(١+ ∥x∥r).

(٣.٢) شکل به (٢.٢) در X : [٠, T ]× Ω → H یکتای ضعیف جواب شده، ذکر فرضیات تحت
است. شده آورده [۶] در روشی پایه بر [٣١] در آن از اثباتی که دارد وجود

p ∈ [٢,∞) و r ∈ [٠,١) برای ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢ فرضیات طبق s ∈ [٠, r+١] برای به�علاوه،
داریم:

sup
t∈[٠,T ]

E[∥X(t)∥٢ps ] <∞, (۶.٢)

به�طوری�که: دارد وجود t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای C ثابت )و
E[∥X(t١)−X(t٢)∥٢ps ]

) ١
٢p ⩽ C|t١ − t٢|min( ١٢ ,

r+١−s
٢ ). (٧.٢)

شده�اند. اثبات [٣۴ ،۶] در نتایج این

۶ برخولدر-دیویس-گاندی نامساوی

می�شود. استفاده تصادفی انتگرال بالاتر مراتب گشتاورهای برآورد برای برخولدر-دیویس-گاندی نامساوی
است. نامساوی از خاص موردی شده، آورده [١٩] در اثباتش که بعدی گزاره

پیش�بینی قابل تصادفی فرآیند هر برای و ٠ ⩽ τ١ < τ٢ ⩽ T و p ∈ [٢,∞) هر برای .١.٠.١.٢ گزاره
در که Ψ : [٠, T ]× Ω → L٠

٢(∫ τ٢

τ١

∥Ψ(σ)∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dσ

) ١
٢

<∞.

داریم: می�کند، ∫∥∥∥صدق τ٢

τ١

Ψ(σ)dW(σ)
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C(p)

(
E

[(∫ τ٢

τ١

∥Ψ(σ)∥٢L٠
٢
dσ

) p
٢
]) ١

p

⩽ C(p)

(∫ τ٢

τ١

∥Ψ(σ)∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dσ

) ١
٢

,

۶Burkholder-Davis-Gundy



٢۶ مقدمات .٢

به�صورت شود انتخاب می�تواند ثابت که

C(p) =

(
p

٢(p− ١)
) ١

٢
(

p

p− ١

)( p١−٢)
.

گالرگین محدود المان�های روش ٢.٢

به بیشتر جزییات برای می�کنیم. بیان را گالرکین محدود المان�های روش مهم اجزای بخش این در
است. آمده [٣٨] پایه بر که کنید مراجعه [٣١ ،٣٣]

نگاشت h ∈ (٠,١] هر برای است. Ḣ١ بعد متناهی زیرفضای از {Vh}h∈(٠,١] دنباله شروع، نقطه
داخلی ضرب به نسبت Vh توی به متعامد تصویر Rh : Ḣ١ → Vh ریتس

a(x, y) := (A
r
٢x,A

r
٢ y), ∀x, y ∈ Ḣ١.

داریم: yh ∈ Vh و x ∈ Ḣ١ هر ازای به پس است.
a(Rhx, yh) = a(x, yh).

و Ḣ١ در المان�ها همه روی مناسبی تقریب شامل {Vh}h∈(٠,١] فضای که می�دهد نشان زیر فرضیه
. [٣۵] است Ḣ٢

برای به�طوری�که شده داده Ḣ١ بعد متناهی زیرفضای از {Vh}h∈(٠,١] دنباله کنید فرض .۵.٠.٢.٢ فرضیه
که: دارد وجود C ثابت h ∈ (٠,١] و x ∈ Ḣs و s ∈ هر{١,٢}
∥Rhx− x∥ ⩽ Chs∥x∥s. (٨.٢)

می�دهد. نشان را A از گسسته�ای نوع که است Ah : Vh → Vh خطی نگاشت دیگر، مهم عملگرهای
در yh ∈ Vh هر برای که می�کنیم تعریف Vh در یکتا المان صورت به را Ahxh شده، داده xh ∈ Vh برای

می�کند: صدق زیر رابطه
a(xh, yh) = (Ahxh, yh).

داریم: xh, yh ∈ Vh برای طرفی از
(Ahxh, yh) = a(xh, yh) = (xh, Ahyh).

داریم: xh ̸= ٠ و xh ∈ Vh برای همچنین،
(Ahxh, xh) = a(xh, xh) = ∥xh∥٢١ > ٠.

روی تحلیلی نیم�گروه پایه −Ah ازاین�رو است. Vh روی بودن معین�مثبت و Ah خودالحاقی معنای به که
می�آید. به�دست Sh(t) = e−Aht از که است Vh

داریم: t ∈ [٠, T ] برای را زیر ویژگی . ρ ⩾ ٠ کنید فرض
∥Aρ

hSh(t)yh∥ ⩽ Ct−ρ∥yh∥.

به�دست yh ∈ Vh ⊂ Ḣ١ برای Ah تعریف با سپس است. h ∈ (٠,١] از مستقل C = C(ρ) آن در که
: می�آید

∥A
١
٢
hyh∥

٢ = a(yh, yh) = ∥yh∥٢١.



٢٧ گالرگین محدود المان�های روش .٢.٢

به Ph تصویر [٢٣] در است. H در داخلی ضرب با Vh توی به متعامد تصویر Ph : Ḣ−١ → Vh

با: می�شود تعریف yh ∈ Vh و x ∈ Ḣ−١ هر ازای
(Phx, yh) = ⟨x, yh⟩.

. ⟨·, ·⟩ = a⟨A−١·, ·⟩ آن در که
x ∈ Ḣ−١ هر برای را زیر گسسته منفی نرم برآورد مکانی، تقریب برای عملگرها همه معرفی از بعد

می�دهیم: ارایه [٣٧] از

∥A− ١
٢

h Phx∥ = sup
zh∈Vh

|(A− ١
٢

h Phx, zh)|
∥zh∥

= sup
zh∈Vh

|(Phx,A
− ١

٢
h zh)|

∥zh∥

= sup
z
′
h∈Vh

|⟨x, z′

h⟩|

∥A
١
٢
hz

′
h∥

⩽ sup
z
′
h∈Vh

∥x∥−١∥z
′

h∥١
∥A

١
٢
hz

′
h∥

= ∥x∥−١.

(٩.٢)

می�آید: به�دست x ∈ Ḣ−١ برای زیر تقریب همچنین

∥Sh(t)Phx∥ = ∥A
١
٢Sh(t)A

− ١
٢

h Phx∥

⩽ Ct−
١
٢∥A− ١

٢
h Phx∥ ⩽ Ct−

١
٢∥x∥−١.

(١٠.٢)

به�گونه�ای�که باشد شده داده Ḣ١ بعد متناهی زیرفضای از {Vh}h∈(٠,١] دنباله فرضکنید .۶.٠.٢.٢ فرضیه
که: دارد وجود C ثابت x ∈ Ḣ١ و h ∈ (٠,١] برای

∥Phx∥١ ⩽ C∥x∥١. (١١.٢)

ویژگی می�کنیم. استفاده خطا اثبات در آن از و می�کنیم بیان زیر لم در را S(t) گروه نیم ویژگی�های
در باقیمانده گزینه�های اثبات شده�اند. اثبات [٢٩] در که هستند کلاسیکی نتایج (ب) و (الف) هموار

است. شده داده [٣۴]

صادق�اند: زیر ویژگی�های S(t) تحلیلی نیم�گروه برای .١.٠.٢.٢ لم

به�طوری�که: دارد وجود C = C(v) ثابت v ⩾ ٠ هر برای الف.
∥AvS(t)∥ ⩽ Ct−v, ∀t > ٠.

به�طوری�که: دارد وجود C = C(v) ثابت ٠ ⩽ v ⩽ ١ هر برای ب.
∥A−v(S(t)− I)∥ ⩽ Ctv, ∀t > ٠.

به�طوری�که: دارد وجود C = C(v) ثابت ٠ ⩽ v ⩽ ١ هر برای ∫ج. τ٢

τ١

∥A
v
٢S(τ٢ − σ)x∥٢dσ ⩽ C(τ٢ − τ١)

١−v∥x∥٢, ∀x ∈ H, ٠ ⩽ τ١ ⩽ τ٢.

به�طوری�که: دارد وجود C = C(v) ثابت ٠ ⩽ v ⩽ ١ هر برای Av∥∥∥د.

∫ τ٢

τ١

S(τ٢ − σ)xdσ
∥∥∥ ⩽ C(τ٢ − τ١)

١−v∥x∥, ∀x ∈ H, ٠ ⩽ τ١ ⩽ τ٢.



٢٨ مقدمات .٢

غیراحتمالی معادلات برای گالرکین روش خطای برآورد ٣.٢

می�پردازیم: زیر همگن مساله گسسته�سازی برای خطا برآورد به بخش، این در
u(٠) = x,

d

dt
u(t) + Au(t) = ٠.

(١٢.٢)

. t ∈ [٠, T ] و x ∈ Ḣ−١ آن در که
می�شود: t ∈ [٠, T ] هر برای (١٢.٢) جواب می�شوند، تولید −A با {S(t)}t∈[٠,T ] نیم�گروه جملات

u(t) = S(t)x.

مکانی نیم�گسسته تقریب برای خطا برآورد

می�شود: تعریف زیر به�صورت x ∈ Ḣ−١ برای مکانی نیم�گسسته حالت در معادله
uh(٠) = Phx,

d

dt
uh(t) + Ahuh(t) = ٠.

می�باشد. u جواب تقریب uh آن در که
می�شود: تعریف t ∈ [٠, T ] هر برای خطا عملگر

Fh(t) := Sh(t)Ph − S(t).

می�آید: به�دست Fh خطای عملگر برای زیر تقریب ۵.٠.٢.٢ فرضیه تحت .٢.٠.٣.٢ لم

به�طوری�که: دارد وجود C ثابت . ٠ ⩽ ν ⩽ µ ⩽ ٢ کنید فرض الف.

∥Fh(t)x∥ ⩽ Chµt−
µ−ν
٢ ∥x∥ν , ∀x ∈ Ḣν , t ∈ (٠, T ), h ∈ (٠,١].

به�طوری�که: دارد وجود C ثابت . ٠ ⩽ ρ ⩽ ١ کنید فرض ب.
∥Fh(t)x∥ ⩽ Ct−

ρ
٢ ∥x∥−ρ, ∀x ∈ Ḣ−ρ, t ∈ (٠, T ), h ∈ (٠,١].

به�طوری�که: دارد وجود C ثابت . ٠ ⩽ ρ ⩽ ١ کنید فرض ج.
∥Fh(t)x∥ ⩽ Ch٢−ρt−١∥x∥−ρ, ∀x ∈ Ḣ−ρ, t ∈ (٠, T ), h ∈ (٠,١].

است. شده آورده [٣٨] در اثبات الف. برهان.

می�دهد: (الف) ۵.٠.٢.٢ لم ، ρ = ١ مورد در می�شود. ثابت (الف) با ρ = ٠ برای ب.
∥S(t)x∥ = ∥A

١
٢S(t)A− ١

٢x∥ ⩽ Ct−
١
٢∥x∥−١. (١٣.٢)

می�آید: به�دست (١٠.٢) با همراه
∥Fh(t)x∥ ⩽ ∥Sh(t)Phx∥+ ∥S(t)x∥ ⩽ Ct−

١
٢∥x∥−١



٢٩ غیراحتمالی معادلات برای گالرکین روش خطای برآورد .٣.٢

از استفاده با کنیم. اثبات ρ = ١ برای کافیست پس می�آید. به�دست (الف) از ρ = ٠ مورد ج.
داریم: (٨.٢)

∥Fh(t)x∥ = ∥AhSh(t)A
− ١

٢
h Phx− AS(t)A−١x∥

⩽ ∥AhSh(t)Ph(RhA
−١x− A−١x)∥+ ∥(AhSh(t)Ph − AS(t))A−١x∥

⩽ Ct−١∥(Rh − I)A−١x∥+ ∥dFh

dt
(t)A−١x∥

⩽ Ct−١h∥A−١x∥١ + ∥dFh

dt
(t)A−١x∥.

داریم: دوم جمله برای

∥dFh

dt
(t)A−١x∥ ⩽ Cht−١∥A−١x∥١.

می�آید: به�دست ، ∥A−١x∥١ = ∥x∥−١ آنجایی�که از
∥Fh(t)x∥ ⩽ Cht−١∥x∥−١.

صدق زیر تقریب�های در Fh عملگر ۵.٠.٢.٢ فرضیه .تحت ٠ ⩽ ρ ⩽ ١ کنید فرض .٣.٠.٣.٢ لم
می�کند:

به�گونه�ای�که: است �Cموجود ثابت ∫∥∥∥الف. t

٠
Fh(σ)xdσ

∥∥∥ ⩽ Ch٢−ρ∥x∥−ρ, ∀x ∈ Ḣ−ρ, t ∈ (٠, T ), h ∈ (٠,١].

به�گونه�ای�که: است موجود C ثابت ∫)ب. t

٠
∥Fh(σ)x∥dσ

) ١
٢

⩽ Ch١+ρ∥x∥ρ, ∀x ∈ Ḣρ, t ∈ (٠, T ), h ∈ (٠,١].

داریم: ρ = ١ برای است. شده آورده [٣٨] در اثبات ρ = ٠ برای الف. ∫∥∥∥برهان. t

٠
Fh(σ)xdσ

∥∥∥ =
∥∥∥∫ t

٠
(AhSh(σ)A

−١
h Ph − AS(σ)A−١)xdσ

∥∥∥
⩽
∥∥∥∫ t

٠
AhSh(σ)Ph(Rh − I)A−١xdσ

∥∥∥
+
∥∥∥∫ t

٠
(AhSh(σ)Ph − AS(σ))A−١xdσ

∥∥∥
=
∥∥∥∫ t

٠

dSh

dσ
(σ)Ph(Rh − I)A−١xdσ

∥∥∥+ ∥∥∥∫ t

٠

dFh

dσ
(σ)A−١xdσ

∥∥∥.
داریم: y ∈ H برای طرفی از

∥Phy∥ ⩽ ∥y∥.

می�آید: به�دست اول جمله برای ۵.٠.٢.٢ فرضیه ∫∥∥∥با t

٠

dSh

dσ
(σ)Ph(Rh − I)A−١xdσ

∥∥∥ =∥(Sh(t)− I)P − h(Rh − I)A−١x∥

⩽Ch∥A−١x∥١ = Ch∥x∥−١.
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می�آید: به�دست می�شود، استفاده µ = ν = ١ با (الف) ٢.٠.٣.٢ لم از دوم جمله ∫∥∥∥برای t

٠

dFh

dσ
(σ)A−١xdσ

∥∥∥ =∥(Fh(t)− Fh(٠))A−١x∥

⩽∥Fh(t)A
−١x∥+ ∥(I − Ph)A

−١x∥ ⩽ Ch∥x∥−١.

است: شده استفاده زیر نکته از آخر گام در
∥(Ph − I)∥ ⩽ ∥(Rh − I)y∥ ⩽ Ch∥y∥١, ∀y ∈ Ḣ١.

داریم: را زیر نامساوی ∫ب. t

٠
∥Fh(σ)x∥٢dσ ⩽

∫ t

٠
∥(Rh − I)S(σ)x∥٢dσ.

داریم: ۵.٠.٢.٢ فرضیه با ρ ∈ {٠,١} زمانی�که
∥(Rh − I)S(σ)x∥ ⩽Ch١+ρ∥S(σ)x∥١+ρ

=Ch١+ρ∥A
١
٢S(σ)A

ρ
٢x∥ ⩽ C∥x∥٢.

می�شود. کامل اثبات ν = ١ با (ج) ١.٠.٢.٢ لم بردن به�کار با

کامل گسسته تقریب برای خطا برآورد

کنید فرض

باشد. متساوی�الفاصله زمانی گام اندازه k ∈ (٠, T ] •

باشیم. داشته Nk ∈ N با را kNk ⩽ T < k(Nk + ١) •

نشان tn = nk با Tk := {tn : n = ٠,١, · · · , Nk}به�صورت را زمانی شبکه�ای نقاط مجموعه •
�دهیم.

با k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] هر برای uk,h : τk → Vh زمانی�مکانی گالرکین محدود المان تقریب
می�شود: تعریف زیر بازگشتی دنباله

uk,h(t٠) = Phx,

uk,h(tn) + kAhuk,h(tn) = uk,h(tn−١), n = ١, · · · , Nk.
(١۴.٢)

می�کنیم: معرفی زیر گویای تابع با z ∈ R, z ̸= ١ هر برای را یک�گامی روش تعمیم [٣٨] از

Sz =
١

١+ z
.

که: موجودند به�گونه�ای c و C ثابت
|Sz − e−z| ⩽ Czq+١, (١۵.٢)

|Sz| ⩽ e−cz. (١۶.٢)
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می�آید: به�دست (١۴.٢) از
uk,h(tn) + kAhuk,h(tn) = uk,h(tn)(I + kAh) = uk,h(tn−١).

داریم: درنتیجه
uk,h(tn) = (I + kAh)

−١uk,h(tn−١).

داریم: tn−١ برای طرفی از
uk,h(tn−١) = (I + kAh)

−١uk,h(tn−٢).

می�آوریم: به�دست جایگذاری با
uk,h(tn) = (I + kAh)

−٢uk,h(tn−٢).

داریم: روند این ادامه با
uk,h(tn) = (I + kAh)

−nuk,h(t٠).

معادل�سازی زیر صورت به n ∈ {٠, · · · , Nk} هر برای را (١۴.٢) می�توان مساله شرط به توجه با که
کرد:

uk,h(tn) = Sn
k,hPhu٠. (١٧.٢)

. Sk,h = (I + kAh)
−١ با

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Sk,hx خطی عملگر

Sk,hx =

Nk∑
m=١

Sk,λh,m
(x, φh,m)φh,m. (١٨.٢)

{φh,m}Nk

m=١ ⊂ Vh متعامد ویژه بردارهای با Ah : Vh → Vh مثبت مقادیرویژه {λh,m}Nk

m=١ آن در که
. dim(Vh) = Nk و هستند

xh ∈ Vh و j ∈ {١, · · · , Nk} هر ازای به Sk,h گسسته عملگر ٬ {(t)}t∈[٠,T ] تحلیلی نیم�گروه مشابه
دارد: را زیر هموار ویژگی ρ ∈ [٠,١] و

∥Aρ
hS

j
k,hxh∥ ⩽ Ct−ρ

j ∥xh∥. (١٩.٢)

کنید. مراجعه [٣٨] به (١٩.٢) اثبات برای است. j, k, h از مستقل C = C(ρ) ثابت اینجا در
معرفی (١۴.٢)را و (١٢.٢) بین پیوسته زمانی خطای عملگر بعد فصل�های در خطا تحلیل برای

داریم: باشد j ∈ {١,٢, · · · , Nk} برای t ∈ [tj−١, tj) اگر می�کنیم.
Fk,h(t) := Sk,h(t)Ph − S(t), t ∈ [٠, T ). (٢٠.٢)

آن در که
Sk,h(t) := (IdH + kAh)

−j. (٢١.٢)

نامساوی�های هستند. پیوسته راست از چپ حد با t 7−→ Fk,h(t) ازاین�رو و t 7−→ Sk,h(t)نگاشت
j = ١,٢, · · · و t > ٠ با t ∈ [tj−١, tj) برای که هستند (٢٠.٢) و (١٩.٢) از منطقی نتایج زیر

: هستند برقرار
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: x ∈ H هر برای
∥Sk,h(t)Phx∥ ⩽ C∥x∥. (٢٢.٢)

: x ∈ Ḣ−هر١ برای و
∥Sk,h(t)Phx∥ = ∥A

١
٢
h (IdH + kAh)

−jA
− ١

٢
h Phx∥ ⩽ Ct

− ١
٢

j ∥x∥−١ ⩽ Ct−
١
٢∥x∥−١ (٢٣.٢)

شود. انتخاب k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] از مستقل می�تواند C ثابت نامساوی دو هر برای
می�کند: بیان x ناهموار٧ اولیه داده با Fk,h خطای عملگر برای برآورد چندین بعدی لم

می�آیند: به�دست Fk,h خطای عملگر برای زیر برآوردهای ۵.٠.٢.٢ فرضیات تحت .۴.٠.٣.٢ لم

به�طوری�که: دارد وجود C ثابت . ٠ ⩽ ν ⩽ µ ⩽ ٢ کنید فرض الف.
∥Fk,h(t)x∥ ⩽ C(hµ + k

µ
٢ )t−

µ−ν
٢ ∥x∥ν , ∀x ∈ Ḣν , t ∈ (٠, T ), h, k ∈ (٠,١].

که: دارد وجود C ثابت . ٠ ⩽ ρ ⩽ ١ کنید فرض ب.
∥Fk,h(t)x∥ ⩽ Ct−

ρ
٢ ∥x∥−ρ, ∀x ∈ Ḣ−ρ, t ∈ (٠, T ), h, k ∈ (٠,١].

که: دارد وجود C ثابت . ٠ ⩽ ρ ⩽ ١ کنید فرض ج.
∥Fk,h(t)x∥ ⩽ C(h٢−ρ + k

٢−ρ
٢ )t−١∥x∥−ρ, ∀x ∈ Ḣ−ρ, t ∈ (٠, T ), h, k ∈ (٠,١].

داریم: . x ∈ Ḣν و tj−١ ⩽ t < tj به�طوری�که باشد t > ٠ کنید فرض الف. برهان.
∥Fk,h(t)x∥ ⩽ ∥(Sk,h(t)Ph−S(t))x∥ ⩽ ∥(Sk,h(t)Ph−S(tj))x∥+∥(S(tj)−S(t))x∥.

داریم: (ب) و (الف) ١.٠.٢.٢ لم از دوم جمعوند برای
∥(S(tj)− S(t))x∥ =∥−

µ
٢ (S(tj − t)− I)− A

µ−ν
٢ S(t)A

ν
٢ x∥

⩽C(tj − t)
µ
٢ t−

µ−ν
٢ ∥A

ν
٢ x∥

⩽Ck µ
٢ t−

µ−ν
٢ ∥x∥ν .

tj زمان در (١٧.٢) کامل گسسته طرح و (١٢.٢) در u واقعی جواب بین خطای اول جمعوند
: [٣٨] ، می�آید به�دست زیر تقریب ، µ = ν = ٢ مورد برای است.

∥(Sk,h(t)Ph − S(tj))x∥ ⩽ C(h٢ + k)∥x∥٢.

داریم: µ = ν = ٠ مورد برای ρ = ٠ با (١٩.٢) در
∥Fk,h(tj)x∥ ⩽ C∥x∥. (٢۴.٢)

است. x و tj > ٠ و h, k ∈ (٠,١] از مستقل C ثابت و

داریم: پس می�رود. به�کار نیز µ ∈ [٠,٢] و µ = ν میانی مورد برای درونیابی روش همین
∥(Sk,h(t)Ph − S(tj))x∥ ⩽ C(hµ + k

µ
٢ )∥x∥µ. (٢۵.٢)

داریم: نیز µ = ٢ و ν = ٠ برای طرفی از
∥(Sk,h(t)Ph − S(tj))x∥ ⩽ C(h٢ + k)t−١

j ∥x∥.

٧Nonsmooth
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است. x و tj > ٠ و h, k ∈ (٠,١] از مستقل C ثابت آن در که

می�دهد: µ ∈ [٠,٢] برای (٢۴.٢) و تقریب این بین درونیابی
∥(Sk,h(t)Ph − S(tj))x∥ ⩽ C(hµ + k

µ
٢ )t

−µ
٢

j ∥x∥. (٢۶.٢)

با همچنین و (٢۵.٢) و (٢۶.٢) بین ν ∈ [٠, µ] به توجه با درونیابی�ها جمع با (الف) اثبات
می�شود. کامل t−

µ
٢

j ⩽ t−
µ
٢ گرفتن درنظر

می�دهد: به�دست (٢٣.٢) با ρ = ١ مورد و است درست (٢۴.٢) با ρ = ٠ مورد ب.
∥Fk,h(t)x∥ ⩽ ∥Sk,h(t)Phx∥+ ∥S(t)x∥ ⩽ Ct

−١
٢ ∥x∥−١.

می�آیند. به�دست درونیابی با میانی موارد

در می�ماند. باقی ρ = ١ اثبات بنابراین است. ν = ٠ و µ = ٢ با (الف) همان ρ = ٠ مورد ج.
داریم: tj−١ ⩽ t ⩽ tj با t > ٠ برای ±Sh(tj)Ph و ±S(tj) جملات کردن اضافه با (٢٠.٢)

∥Fk,h(t)x∥ ⩽ ∥(Sk,h(t)− Sh(tj))Phx∥+ ∥(Sh(tj)Ph − S(tj))x∥

+ ∥(S(tj)− S(t))x∥ := T١ + T٢ + T٣.

متعامد ویژه بردارهای با متناظر Ah مثبت مقادیرویژه {λh,m}Nk

m=١ که شد گفته (١٨.٢) در
و می�کنیم استفاده {φh,m}Nk

m=١ جملات در Ph بسط از T١ برای هستند. {φh,m}Nk

m=١ ⊂ Vh

می�آوریم: به�دست

T ٢
١ =

∥∥∥ Nk∑
m=١

λ
١
٢
h,m(S

j
k,λh,m

− e−λh,mtj)(Phx, λ
− ١

٢
h,mφh,m)φh,m

∥∥∥٢
=

Nk∑
m=١

λh,m|(Sj
k,λh,m

− e−kλh,mj)|٢(A− ١
٢

h Phx, φh,m)
٢.

و q = ١ با (١۵.٢) بردن به�کار به [٣٨] از بگیریم. درنظر kλh,m ⩽ ١ با را جمعوندها تمام اگر
می�آوریم: به�دست (١۶.٢)

|Sj
k,λh,m

− e−kλh,mj| = |(Sj
k,λh,m

− e−kλh,m)

j−١∑
i=٠

Sj−١−i
k,λh,m

e−kλh,mi|

⩽ Cj(kλh,m)
٢e−c(j−١)kλh,m .

(٢٧.٢)

داریم: tj = jk برای بنابراین،
λh,m|Sj

k,λh,m
− e−kλh,mj|٢ ⩽ C(jk)−٢k٢λh,m(jkλh,m)

۴e−٢cjkλh,me٢ckλh,m

⩽ Ct−٢
j k.

می�کنیم. استفاده supz⩾٠ z
۴e−٢cz <∞ از آن در که

می�آوریم: به�دست را زیر تقریب بگیریم. درنظر kλh,m > ١ با را جمعوندها اگر
λh,m|Sj

k,λh,m
− e−kλh,mj|٢ < ٢k−١(kλh.m)

٢
(
|Sj

k,λh,m
|٢ + |e−kλh,mj|٢

)
.
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داریم: c > ٠ با z ⩾ ١ هر برای ، [٣٨] از

|Sz| ⩽
١

١+ cz
. (٢٨.٢)

بنابراین

|kλh,mSj
k,λh,m

|٢ ⩽
(

kλh,m
١+ ckλh,m

)٢
(١+ ckλh,m)

−٢(j−١)

⩽ ١
c٢
(١+ c)−٢(j−١) =

١
c٢
e−٢(j−١) log(١+c) ⩽ Cj−٢.

داریم: بالا از همچنین،
|kλh,me−kλh,mj|٢ ⩽ Cj−٢.

بنابراین،
λh,m|Sj

k,λh,m
− e−kλh,mj|٢ ⩽ Ct−٢

j k.

داریم: پارسوال رابطه از

T ٢
١ ⩽ Ct−٢

j k

∞∑
m=١

(A
− ١

٢
h Phx, φh,m)

٢ = Ct−٢
j k∥A− ١

٢
h Phx∥٢ ⩽ Ct−٢k∥x∥١−٢.

داریم: T٢ جمله برای
T٢ ⩽ Cht−١

j ∥x∥−١ ⩽ Cht−١∥x∥−١.

می�آید: به�دست ν = ١
٢ با (ب) و ν = ١ با (الف) ١.٠.٢.٢ لم از T٣ جمله برای آخر در

T٣ = ∥AS(t)S− ١
٢ (S(tj − t)− I)A− ١

٢x∥ ⩽ Ct−١(tj − t)
١
٢∥x∥−١ ⩽ Ct−١k

١
٢∥x∥−١.

می�آید: به�دست T٣ و T٢ و T١ تقریب�های ترکیب با
∥Fk,h(t)x∥ ⩽ C(h+ k

١
٢ t−١∥x∥−١.

می�شود. کامل ρ = ١ با اثبات پس

لم اثبات در که ∥x∥١ گرفتن نظر در با می�کند بحث Ph متعامد تصویر پایداری درباره بعدی فرضیه
است. شده آورده [٣١] در و می�رود به�کار بعد

بحث (ج) و (الف) ۴.٠.٣.٢ لم در خطا برآورد از واضح انتگرال نوعی درباره بخش این بعدی لم
ببینید. را [٣١] می�کند.

صدق زیر برآوردهای در Fk,h عملگر ٬ ۵.٠.٢.٢ فرضیه تحت . ٠ ⩽ ρ ⩽ ١ کنید فرض .۵.٠.٣.٢ لم
می�کند:

به�طوری�که: دارد �Cوجود ثابت ∫∥∥∥الف. t

٠
Fk,h(σ)xdσ

∥∥∥ ⩽ C(h٢−ρ + k
٢−ρ
٢ )∥x∥−ρ, x ∈ Ḣ−ρ, t > ٠, h, k ∈ (٠,١].
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به�طوری�که: دارد وجود C ثابت ۶.٠.٢.٢ فرضیه طبق ∫)ب. t

٠
∥Fk,h(σ)x∥٢dσ

) ١
٢

⩽ C(h١+ρ+k
١+ρ
٢ )∥x∥ρ, x ∈ Ḣρ, t > ٠, h, k ∈ (٠,١].

مساله، کلیت از کاستن بدون است. (ج) ۴.٠.٣.٢ لم اثبات تکنیک شبیه (الف) اثبات الف. برهان.
داریم: tn < t < tn+١ اگر حقیقت در . n ⩾ ٠ هر برای t = tn که می�کنیم ∫∥∥∥فرض t

٠
Fk,h(σ)xdσ

∥∥∥ ⩽
∥∥∥∫ tn

٠
Fk,h(σ)xdσ

∥∥∥+ ∥∥∥∫ t

tn

Fk,h(σ)xdσ
∥∥∥ := T١ + T٢.

داریم: ±Fk,h(t)x کردن اضافه با و (ج) ۴.٠.٣.٢ لم از T٢ ∫∥∥∥برای t

tn

Fk,h(σ)xdσ
∥∥∥ ⩽

∥∥∥∫ t

tn

(Fk,h(σ)− Fk,h(t))xdσ
∥∥∥+ ∥∥∥∫ t

tn

Fk,h(t)xdσ
∥∥∥

=
∥∥∥∫ t

tn

(S(σ)− S(t))xdσ
∥∥∥+ (t− tn)∥Fk,h(t)x∥

⩽
∥∥∥S(tn)A ρ

٢

∫ t

tn

S(σ − tn)A
−ρ
٢ xdσ

∥∥∥C(t− tn)∥A
ρ
٢S(t)A

−ρ
٢ x∥

+ C(t− tn)(h
٢−ρ + k

٢−ρ
٢ )t−١∥x∥ρ.

(t− tn)t
−١ ⩽ ١ که حقیقت این و ν = ρ

٢ با (د) و (الف) ١.٠.٢.٢ لم بردن به�کار با ادامه، در
می�آید: ∫∥∥∥به�دست t

tn

Fk,h(σ)xdσ
∥∥∥ ⩽C((t− tn)

١− ρ
٢ + (t− tn)t

−ρ
٢ + h٢−ρ + k

٢−ρ
٢ )∥x∥−ρ

⩽C(h٢−ρ + k
٢−ρ
٢ )∥x∥−ρ.

داریم: ±Sh(σ)Phx کردن اضافه با T١ ∫∥∥∥برای tn

٠
Fk,h(σ)xdσ

∥∥∥ ⩽
∥∥∥∫ tn

٠
(Sk,h(σ)− Sh(σ))Phxdσ

∥∥∥
+
∥∥∥∫ tn

٠
(Sh(σ)Ph − S(σ))xdσ

∥∥∥.
کران دوم جمعوند ∫∥∥∥برای tn

٠
(Sh(σ)Ph − S(σ))xdσ

∥∥∥ ⩽ Ch٢−ρ∥x∥−ρ.

می�آ�ید. به�دست

دهیم: نشان اول جمعوند برای کافیست ∫∥∥∥بنابراین tn

٠
(Sk,h(σ)− Sh(σ))Phxdσ

∥∥∥ ⩽ Ck
٢−ρ
٢ ∥x∥−ρ.

.x ∈ Ḣ−ρ و است t > ٠ و h, k ∈ (٠,١] از مستقل C = C(ρ) ثابت آن در که
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داریم: Sk,h تعریف بسط ∫∥∥∥با tn

٠
(Sk,h(σ)− Sh(σ))Phxdσ

∥∥∥ ⩽
∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(Sj
k,h − Sh(tj))Phxdσ

∥∥∥
+
∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(Sh(tj)− Sh(σ))Phxdσ
∥∥∥ := I١ + I٢.

(٢٩.٢)

{φh,m}Nk

m=١ متعامد ویژه بردارهای با متناظر Ah مثبت مقادیرویژه {λh,m}Nk

m=١ (١٨.٢) در
می�دهد: I١ برای پارسوال رابطه شد. ∥∥∥تعریف n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(Sj
k,h − Sh(tj))Phxdσ

∥∥∥٢
=

Nk∑
m=١

∣∣∣k n∑
j=١

(Sj
k,λh,m

− e−λh,mtj)
∣∣∣٢(Phx, φh,m)

٢

⩽
Nk∑
m=١

k n∑
j=١

λ
ρ
٢
h,m|S

j
k,λh,m

− e−λh,mtj |

٢

(A
−ρ
٢

h Phx, φh,m)
٢.

مورد، این در می�کنیم. ثابت kλh,m ⩽ ١ با جمعوند برای ابتدا (ج) ۴.٠.٣.٢ لم اثبات مشابه
می�دهد: (٢٧.٢)

k
n∑

j=١
λ

ρ
٢
h,m|S

j
k,λh,m

− e−λh,mtj | ⩽Ck
n∑

j=١
λ

ρ
٢
h,mj(kλh,m)

٢e−c(j−١)kλh,m

= Cλ
ρ+۴
٢

h,me
ckλh,mk٢

n∑
j=١

jke−cjkλh,m

⩽ Cλ
ρ+۴
٢

h,mk

∫ ∞

٠
(σ + k)e−cλh,mσdσ

⩽ Cλ
ρ+۴
٢

h,mk

(
١

(cλh,m)٢
+

k

cλh,m

)
⩽ Ck

٢−ρ
٢ .

می�آید: به�دست را زیر تقریب بگیریم، درنظر kλh,m > ١ با را جمعوندها اگر

k

n∑
j=١

λ
ρ
٢
h,m|S

j
k,λh,m

− e−λh,mtj | < k
٢−ρ
٢

n∑
j=١

kλh,m(|Sj
k,λh,m

|+ e−kλh,mj)

⩽ k
٢−ρ
٢

 kλh,m
١+ ckλh,m

n∑
j=١

(١+ c)−(j−١)

+kλh,me
−kλh,m

n∑
j=١

e−(j−١)

 ⩽ Ck
٢−ρ
٢ .



٣٧ غیراحتمالی معادلات برای گالرکین روش خطای برآورد .٣.٢

می�آید: به�دست بنابراین، کردیم. استفاده e−kλh,m(j−١) < e−(j−١) و (٢٨.٢) ∥∥∥از n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(Sj
k,h − Sh(tj))Phxdσ

∥∥∥٢ ⩽ Ck٢−ρ

Nk∑
j=١

(A
−ρ
٢

h Phx, φh,m)
٢

= Ck٢−ρ∥A
−ρ
٢

h Phx∥٢.

(٣٠.٢)

رابطه از استفاده با می�ماند. باقی (٢٩.٢) در I٢ برای تقریبی یافتن اثبات شدن کامل برای
می�آید: به�دست ∥∥∥پارسوال، n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(Sh(tj)− Sh(σ))Phxdσ
∥∥∥٢

=

Nk∑
m=١

∣∣∣ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(e−λh,mtj − e−λh,mσ)dσ
∣∣∣٢(Phx, φh,m)

٢

=

Nk∑
m=١

∣∣∣λ ρ
٢
h,m

n∑
j=١

e−λh,mtj−١

∫ k

٠
(e−kλh,m − e−λh,mσ)dσ

∣∣∣٢(A−ρ
٢

h Phx, φh,m)
٢.

به توجه با طرفی، ∫از k

٠
(e−kλh,m − e−λh,mσ)dσ = ke−kλh,m − ١

λh,m
(١− e−kλh,m).

λ∣∣∣داریم: ρ
٢
h,m

n∑
j=١

e−λh,mtj−١

∫ k

٠
(e−kλh,m − e−λh,mσ)dσ

∣∣∣٢
=
∣∣∣λ ρ

٢
h,m

(
ke−kλh,m − ١

λh,m
(١− e−kλh,m)

) n∑
j=١

e−kλh,m(j−١)
∣∣∣٢

= λρ−٢
h,m |kλh,me−kλh,m − (١− e−kλh,m)|١)٢− e−kλh,m)−٢.

داریم: . kλh,m ⩽ ١ اگر
|kλh,me−kλh,m − (١− e−kλh,m)|٢ =e−٢kλh,m|ekλh,m − ١− kλh,m|٢

⩽ Ck۴λ۴h,m.

تقریب مورد این در λ∣∣∣بنابراین، ρ
٢
h,m

n∑
j=١

e−λh,mtj−١

∫ k

٠
(e−kλh,m − e−λh,mσ)dσ

∣∣∣٢
⩽ Ck٢−ρ(kλh,m)

ρ
λ٢h,mk

٢

(١− ekλh,m)٢
⩽ Ck٢−ρ.

است، کران�دار x ∈ (٠,١] هر برای که x 7→ x(١ − e−x)−١ تابع از آن در که می�آید به�دست
کرده�ایم. استفاده

باشیم داشته اگر می�گیریم. درنظر را kλh,m > ١
λρ−٢
h,m < k٢−ρ, sup

x⩾٠
xe−x <∞.
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و
(١− e−kλh,m)−٢ ⩽ (١− e−٢−(١.

λ∣∣∣داریم: ρ
٢
h,m

n∑
j=١

e−λh,mtj−١

∫ k

٠
(e−kλh,m − e−λh,mσ)dσ

∣∣∣٢
⩽ ٢λρ−٢

h,m

(
|kλh,me−kλh,m|٢ + |١− e−kλh,m|٢

)
(١− e−kλh,m)−٢ ⩽ Ck٢−ρ.

با: می�شود برابر I٢ نهایت ∥∥∥در n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(Sh(tj)− Sh(σ))Phxdσ
∥∥∥٢ ⩽Ck٢−ρ

Nk∑
m=١

(A
−ρ
٢

h Phx, φh,m)
٢

⩽ Ck٢−ρ∥A
−ρ
٢

h Phx∥٢.

دو جمع با (الف) اثبات نتیجه در می�شود. کامل (٢٩.٢) اثبات (٣٠.٢) با بالا فرمول ترکیب با
می�شود. کامل T٢ و T١ تقریب

داریم: (الف) اثبات مشابه . n ⩾ ٠ هر برای t = tn می�کنیم فرض مساله، کلیت از کاستن بدون ب.

(∫ t

٠
∥Fk,h(σ)x∥٢dσ

) ١
٢

⩽
(∫ tn

٠
∥Fk,h(σ)x∥٢dσ

) ١
٢

+

(∫ t

tn

∥Fk,h(σ)x∥dσ
) ١

٢

:= T١+T٢.

داریم: T٢ ∫)برای t

tn

∥Fk,h(σ)x∥٢dσ
) ١

٢

⩽
(∫ t

tn

∥S(σ)− S(t))x∥٢dσ
) ١

٢

+ (t− tn)
١
٢∥Fk,h(t)x∥.

(t − tn)t
−١ ⩽ ١ با همراه ν = ρ و µ = ١ + ρ با (الف) ۴.٠.٣.٢ لم از دوم جمعوند برای

می�آید: به�دست (ب) ١.٠.٢.٢ لم با اول جمعوند می�آید. به�دست تقریب و می�کنیم استفاده

(∫ t

tn

∥(S(σ)− S(t))x∥٢dσ
) ١

٢

=

(∫ t

tn

∥S(σ)A
−ρ
٢ (I − S(t− σ))A

ρ
٢x∥٢σ

) ١
٢

⩽
(∫ t

tn

(t− σ)ρdσ

) ١
٢

∥x∥ρ ⩽ Ck
١+ρ
٢ ∥x∥ρ.

داریم: ∫)پس t

tn

∥Fk,h(σ)x∥٢dσ
) ١

٢

⩽ Ck
١+ρ
٢ ∥x∥ρ + C(h١+ρ + k

١+ρ
٢ )∥x∥ρ.

داریم: T١ برای ∫)به�علاوه tn

٠
∥Fk,h(σ)x∥٢dσ

) ١
٢

⩽
(∫ tn

٠
∥(Sk,h(σ)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

) ١
٢

+

(∫ tn

٠
∥(Sh(σ)Ph − S(σ))x∥٢dσ

) ١
٢

.
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شکل به دوم جمعوند برای تقریبی (ب) ١.٠.٢.٢ لم ∫)و tn

٠
∥(Sh(σ)Ph − S(σ))x∥٢dσ

) ١
٢

⩽ Ch١+ρ∥x∥ρ.

می�دهد. به�دست

دهیم نشان کافیست اول جمعوند برای ∫)بنابراین tn

٠
∥Sk,h(σ)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

) ١
٢

⩽ Ck
١+ρ
٢ ∥x∥ρ.

به�دست را تقریب میانی موارد برای شد. اثبات تقریب این ρ ∈ {٠,١} برای (الف) اثبات در که
می�آید: به�دست (٢٩.٢) از آنالیزی Sk,h(t) تعریف با ∫)می�آوریم. tn

٠
∥Sk,h(σ)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

) ١
٢

⩽

 n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥Sj
k,h − Sh(tj))Phx∥٢dσ

 ١
٢

+

 n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥Sh(tj)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

 ١
٢

.

(٣١.٢)

Ah از {φh,m}Nk

m=١ ⊂ Vh متعامد ویژه پایه به نسبت را پارسوال رابطه اول، جمعوند مربع برای
می�آید: به�دست و برده به�کار

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥Sj
k,h − Sh(tj))Phx∥٢dσ

=
n∑

j=١
k

Nk∑
m=١

λ−ρ
h,m|S

j
k,λh,m

− e−kλh,mj|٢(A
ρ
٢
h,mPhx, φh,m)

٢.

می�آید: دست به می�بریم. به�کار را (٢٧.٢) kλh,m ⩽ ١ با جمعوندها تمام برای
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥(Sj
k,h − Sh(tj))Phx∥٢dσ

⩽ C

Nk∑
m=١

kλ−ρ
h,m

n∑
j=١

j٢(kλh,m)
۴e−٢c(j−١)kλh,m(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢

⩽ C

Nk∑
m=١

k٢λ۴−ρ
h,me

٢ckλh,m

∫ ∞

٠
(σ + k)٢e−٢cλh,mσdσ(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢

⩽ C

Nk∑
m=١

k٢λ۴−ρ
h,m

(
٢

(٢cλh,m)٣
+

٢k
٢cλh,m)٢

+
k٢

٢cλh,m

)
(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢

⩽ Ck١+ρ∥A
ρ
٢
hPhx∥٢.

داریم: پس
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥(Sj
k,h − Sh(tj))Phx∥٢dσ ⩽ Ck١+ρ∥A

ρ
٢
hPhx∥٢. (٣٢.٢)
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می�آوریم: به�دست و می�کنیم استفاده (٢٨.٢) از kλh,m > ١ با باقیمانده جمعوندهای برای
n∑

j=١
|Sj

k,λh,m
− e−kλh,mj|٢ ⩽ ٢

n∑
j=١

((١+ c)−٢j + e−٢j) ⩽ C.

داریم: مورد این برای ازاین�رو، است. n از مستقل C کران که
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥Sj
k,h − Sh(tj))Phx∥٢dσ

⩽ C

Nk∑
m=١

kλ−ρ
h,m(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢ < Ck١+ρ∥A
ρ
٢
hPhx∥٢.

(٣٣.٢)

(الف) قسمت اثبات در می�کنیم. اثبات را (٣١.٢) در دوم جمعوند مربع برای مشابه نتیجه حال،
می�آوریم: به�دست پارسوال رابطه بردن به�کار با

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥Sh(tj)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

=
n∑

j=١
k

Nk∑
m=١

λ− h,m−ρ

∫ tj

tj−١

|e−kλh,mj − e−λh,mσ|٢dσ(A
ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢.

که حقیقت این از استفاده ∫با tj

tj−١

|e−kλh,mj − e−λh,mσ|٢dσ ⩽ e−٢kλj,m(j−١)k(١− e−kλh,m)٢.

می�آوریم: به�دست
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥Sh(tj)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

⩽
Nk∑
m=١

kλ−ρ
h,mk(١− e−kλh,m)٢(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢
n∑

j=١
e−٢kλh,m(j−١)

⩽
Nk∑
m=١

kλ−ρ
h,m(١− e−kλh,m)٢(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

١)٢− e−٢kλh,m)−١.

داریم: ١− e−٢kλh,m = (١+ e−kλh,m)(١− e−kλh,m) جایی�که
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥Sh(tj)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

⩽
Nk∑
m=١

kλ−ρ
h,m(١− e−kλh,m)(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

١)٢+ e−kλh,m)−١

⩽ ١
٢k

Nk∑
m=١

kλ−ρ
h,m(١− e−kλh,m)(A

ρ
٢
hPhx, φh,m)

٢.

می�آید: دست به ،١− e−kλh,m ⩽ ١ چون ، ρ = ٠ اگر
١
٢k∥Phx∥٢.



۴١ غیراحتمالی معادلات برای گالرکین روش خطای برآورد .٣.٢

است کران�دار راست سمت طرف اینکه و ١− e−kλh,m ⩽ kλh,m از استفاده با پس ρ = ١ اگر
می�آید: به�دست . ١

٢k
٢∥A

١
٢
hPhx∥٢ با

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥Sh(tj)− Sh(σ))Phx∥٢dσ ⩽ Ck١+ρ∥A
١
٢
hPhx∥٢. (٣۴.٢)

می�دهد: (٣۴.٢) و (٣٣.٢) و (٣٢.٢) و (٣١.٢) از ترکیبی پایان، ∫)در tn

٠
∥Sk,h(σ)− Sh(σ))Phx∥٢dσ

) ١
٢

⩽ Ck
١+ρ
٢ ∥A

ρ
٢
hPhx∥ (٣۵.٢)

و می�کنیم استفاده ۶.٠.٢.٢ فرضیه از ρ = ١ مورد برای می�شود. کامل ρ = ٠ مورد اثبات که �
می�آوریم: به�دست

∥A
١
٢
hPhx∥ = ∥Phx∥١ ⩽ C∥x∥١.

می�شود. تمام لم اثبات و .x ∈ Ḣ١ هر برای



۴٢



٣ فصل

عددی یک�گامی طرح پایداری و سازگاری

به توجه با است. میلستین-گالرکین طرح مشابه مدل که می�کنیم معرفی را عددی طرح فصل این در
که می�دهیم نشان بعد، فصل در است. سازگار و پایدار طرح این می�کنیم ثابت عددی، طرح فرضیات

است. مناسب (١.٣) کار چارچوب برای میلستین-گالرکین محدود المان طرح

محض یک�گامی طرح تعریف ١.٣

کنید فرض

متساوی�الفاصله. زمانی گام اندازه k ∈ (٠, T ] •

زمانی. شبکه نقاط از مجموعه�ای Tk := {tn : n = ٠,١, · · ·Nk} •

.Nk ∈ N با Nkk ⩽ T ⩽ (Nk + ١)k •

Sk : H → H کراندار خطی عملگرهای از خانواده�ای می�کند تعیین را عددی طرح که اولیه مهم عنصر
است. {S(t)}t∈[٠,T ] نیم�گروه تقریب که است

می�شود: تعریف زیر به�صورت T ⊂ [٠, T )× (٠, T ] مجموعه کنید فرض همچنین،
T := {(t, k) ∈ [٠, T )× (٠, T ] : t+ k ⩽ T}.

هر برای به�گونه�ای�که است مفروض می�شود بیان Φ : H × T × Ω → H نگاشت با که رشد تابع
است. اندازه�پذیر ، B(H)⊗Ft+k⧸B(H) به نسبت (x, ω) 7→ Φ(x, t, k)(ω) نگاشت (t, k) ∈ T

Xk : Tk × Ω → H زمان در گسسته تصادفی فرآیند n ∈ {١, · · · , Nk} و k ∈ (٠, T ] هر برای
می�شود: بیان زیر بازگشتی رابطه با

Xk(t٠) := ξ,

Xk(tn) := SkXk(tn−١) + Φ(Xk(tn−١), tn−١, k).
(١.٣)
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است، -اندازه�پذیر Ft٠⧸B(H) تصادفی متغیر ، عددی طرح اولیه مقدار از نمایندگی به ξ : Ω → H

است. -اندازه�پذیر Ft٠⧸B(H) n ∈ {١, · · · , Nk} برای Xk(tn) که �است این نشان�دهنده که
از را یک�گامی روش�های برای پایداری و سازگاری مفهوم اساس عددی، طرح مفهوم معرفی از بعد
را p-انتگرال�پذیر شبکه تابع شده، تطبیق خطی فضای خانواده ابتدا، می�کنیم. یادآوری [٢٠] و [١۶]

می�کنیم: معرفی k ∈ (٠, T ] و p ∈ [٠,∞) هر برای

Gp(Tk) := {Z : Tk × Ω → H : Z(tn) ∈ Lp(Ω,Ftn ,P;H), ∀n ∈ {٠,١, · · · , Nk}}.

: می�شود تعریف زیر به�صورت Z ∈ Gp(Tk) هر برای Gp(Tk) فضای در نرم

∥Z∥٠,p := max
n∈{٠,··· ,Nk}

∥Z(tn)∥Lp(Ω;H). (٢.٣)

و

∥Z∥−١,p := ∥Z(t٠)∥Lp(Ω;H) + max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k Z(tj)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

. (٣.٣)

می�بریم. به�کار همگرایی خطای تقریب برای و می�نامیم تصادفی نرم را ∥ · ∥−١,p نرم
�بینید. را [١٧ ،٢٧ ،٣۶ ،٩ ،١۶] مثال برای

که می�کنیم تعریف را Rk : Gp(Tk) → Gp(Tk) غیرخطی عملگرهای خانواده ، p ∈ [٢,∞) برای
می�شود: داده نمایش زیر به�صورت n ∈ {١, · · · , Nk} و k ∈ (٠, T ] هر برای

Rk[Z](t٠) = Z(t٠)− ξ,

Rk[Z](tn) = Z(tn)− SkZ(tn−١)− Φ(Z(tn−١), tn−١, k).
(۴.٣)

تصادفی فرآیند Xk ∈ Gp(Tk) آن در که Rk[Xk] = ٠ ∈ Gp(Tk) کنید فرض Rk عملگر برای
طرح با متناظر باقیمانده Rkعملگر نگاشت است. (١.٣) عددی طرح توسط شده تولید زمان در گسسته

می�شود. نامیده (١.٣) عددی

و ∥ · ∥٠,p نورم به (نسبت دوپایدار (١.٣) عددی طرح .p ∈ [٢,∞) کنیم فرض .١.١.٣ تعریف
k ∈ (٠, T ] هر برای و خوش�تعریف Rk : Gp(Tk) → Gp(Tk) باقیمانده عملگر اگر است (∥ · ∥−١,p

باشد. دوسویی
و k ∈ (٠, T ] هر برای به�طوری�که دارد وجود k ∈ (٠, T ] از مستقل Cstab ثابت همچنین،

داریم: Y, Z ∈ Gp(Tk)

١
Cstab

∥Rk[Y ]−Rk[Z]∥−١,p ⩽ ∥Y − Z∥٠,p ⩽ Cstab∥Rk[Y ]−Rk[Z]∥−١,p. (۵.٣)

اندازه فاصله با می�تواند دلخواه شده تطبیق شبکه تابع دو بین فاصله دوپایدار، عددی طرح برای یعنی
برعکس. و شود زده تخمین تصادفی نرم به نسبت آن�ها باقیمانده

Z : [٠, T ] × Ω → H شده تطبیق و پیوسته تصادفی فرآیند را Z|Tk ∈ Gp(Tk) سازگاری، برای
یعنی می�کنیم، تعریف Gp(Tk) مجموعه در

Z|Tk(tn) := Z(tn).
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مشتقات با دیفرانسیل معادله به نسبت (١.٣) عددی طرح . p ∈ [٢,∞) کنیم فرض .٢.١.٣ تعریف
k ∈ (٠, T ] هر برای k از مستقل Ccons ثابت اگر است، γ > ٠ مرتبه از سازگار (٢.٢) تصادفی جزیی

به�طوری�که: باشد داشته وجود
∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ Cconsk

γ.

است. (٢.٢) ضعیف جواب X آن در که

مفهوم آخر در می�شود. نامیده سازگاری خطای یا برشی�محلی١ خطای ∥Rk[X|Tk ]∥−١,p جمله
می�کنیم. معرفی را قوی همگرایی

اگر است γ > ٠ مرتبه از قوی همگرای (١.٣) عددی طرح . p ∈ [٢,∞) کنید فرض .٣.١.٣ تعریف
به�طوری�که: باشد داشته وجود k از مستقل ثابت k ∈ (٠, T ] هر برای

∥Xk −X|Tk∥٠,p ⩽ Ckγ,

و باشند (١.٣) عددی طرح توسط شده تولید زمان در گسسته تصادفی فرآیند Xk ∈ Gp(Tk) آن در که
باشد. (٢.٢) ضعیف جواب X

سازگار اگر وتنها اگر است γ > ٠ مرتبه از قوی همگرای (١.٣) دوپایدار عددی طرح .١.٣.١.٣ قضیه
داریم: k ∈ (٠, T ] هر برای باشد. γ > ٠ مرتبه از

١
Cstab

∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ ∥Xk −X|Tk∥٠,p ⩽ Cstab∥Rk[X|Tk ]∥−١,p,

را (١.٣) عددی طرح توسط شده تولید زمان در گسسته تصادفی فرآیند Xk ∈ Gp(Tk) آن در که
است. (٢.٢) ضعیف جواب X و می�دهد نشان

صدق Rk[Xk] = ٠ در k ∈ (٠, T ] هر برای Rk : Gp(Tk) → Gp(Tk) باقیمانده عملگر برهان.
با عددی طرح دوپایداری تعریف از . X|Tk ∈ Gp(Tk) کنید فرض . Xk ∈ Gp(Tk) آن در که می�کند

می�آید: به�دست Z = X|Tk و Y = Xk جایگذاری
١

Cstab

∥Rk[Xk]−Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ ∥Xk −X|Tk∥٠,p ⩽ Cstab∥Rk[Xk]−Rk[X|Tk ]∥−١,p.

داریم: و می�شود ثابت حکم دهیم قرار را Rk[Xk] = ٠ اگر
١

Cstab

∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ ∥Xk −X|Tk∥٠,p ⩽ Cstab∥Rk[X|Tk ]∥−١,p.

عددی طرح فرضیات ٢.٣

می�شود. استفاده بعد بخش در (١.٣) عددی طرح پایداری اثبات برای بخش، این در شده ذکر فرضیات از

١The Local Truncation Error
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انتگرال�پذیر ، ξ : Ω → H اولیه مقدار . p ∈ (٠, T ] کنید فرض اولیه٢) (مقدار .١.٠.٢.٣ فرضیه
است. -اندازه�پذیر F٠⧸B(H) تصادفی متغیر و p-تایی

می�شود. مربوط Φ رشد تابع و Sk خطی عملگرهای خانواده به بعدی فرضیه دو

هر ازای به Sk : H → H کراندار خطی عملگرهای خانواده برای ( خطی٣ (پایداری .٢.٠.٢.٣ فرضیه
: به�طوری�که دارد وجود k از مستقل Cs ثابت ، k ∈ (٠, T ]

sup
k∈(٠,T ]

sup
n∈{١,··· ,Nk}

∥Sn
k ∥L(H) ⩽ Cs.

١.٠.٢.٣ فرضیه همانند شرایط و p ∈ [٢,∞) کنید فرض غیرخطی۴) (پایداری .٣.٠.٢.٣ فرضیه
B(H) ⊗ Ft+k⧸B(H) به نسبت Φ(·, t, k) : H × Ω → H نگاشت (t, k) ∈ T هر برای باشد.
n,m ∈ {١, · · · , Nk} و k ∈ (٠, T ] هر برای به�طوری�که دارد وجود CΦ ثابت به�علاوه است. اندازه�پذیر

داریم: n ⩾ m ∥∥با n∑
j=m

Sn−j
k Φ(٠, tj−١, k)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ CΦ(tn − tm−١)
١
٢ . (۶.٣)

داریم: Y, Z ∈ Gp(Tk) هر برای ∥∥∥درکل، n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Y (tj−١), tj−١, k)− Φ(Z(tj−١), tj−١, k))

∥∥∥٢
Lp(Ω;H)

⩽ C٢
Φk

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H).

(٧.٣)

هر و n ∈ {١, · · · , Nk} و k ∈ (٠, T ] هر برای ٣.٠.٢.٣ فرضیه از که می�دهیم نشان حال،
که می�آید به�دست Z ∈ Gp(Tk)

∥Φ(Z(tn−١), tn−١, k)∥Lp(Ω;H) ⩽ CΦk
١
۴ (T

١
۴ + ∥Z(tn−١)∥Lp(Ω;H)). (٨.٣)

می�شود: تعریف زیر به�صورت Ẑ ∈ Gp(Tk)

Ẑ(tj) =

Z(tn−١), j = n− ١

٠, j ̸= n− ١

می�آید: به�دست می�کنیم، جایگذاری را Z(tj−١) = ٠ و Y (tj−١) = Ẑ(tj−١) (٧.٣) ∥∥∥در n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Ẑ(tj−١), tj−١, k)− Φ(٠, tj−١, k))

∥∥∥٢
Lp(Ω;H)

= ∥Sn−١
k (Φ(Ẑ(t٠), t٠, k)− Φ(٠, t٠, k)) + Sn−٢

k (Φ(Ẑ(t١), t١, k)− Φ(٠, t١, k))

+ · · ·+ Sn−n+١
k (Φ(Ẑ(tn−١−١), tn−١−١, k)− Φ(٠, tn−١−١, k))

+ Sn−n
k (Φ(Ẑ(tn−١), tn−١, k)− Φ(٠, tn−١, k))∥.

٢Initial Value
٣Linear Stability
۴Nonlinear Stability
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داریم: Ẑ(tj) تعریف ∥∥∥از n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Ẑ(tj−١), tj−١, k)− Φ(٠, tj−١, k))

∥∥∥٢
Lp(Ω;H)

= ∥Sn−n
k (Φ(Ẑ(tn−١), tn−١, k)− Φ(٠, tn−١, k))∥

= ∥(Φ(Z(tn−١), tn−١, k)− Φ(٠, tn−١, k))∥.

داریم: نتیجه در

∥Φ(Z(tn−١), tn−١, k)∥Lp(Ω;H)

=
∥∥∥ n∑
j=١

[
Sn−j
k (Φ(Ẑ(tj−١), tj−١, k)− Φ(٠, tj−١, k))

]
+ Φ(٠, tn−١, k)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

داریم: (٧.٣) از طرفی ∥∥∥از n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Ẑ(tj−١), tj−١, k)− Φ(٠, tj−١, k))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ CΦk
١
٢

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

۴∥Ẑ(tj−١ − ٠)∥Lp(Ω;H)

= CΦk
١
٢

[
(tn − t٠)

− ١
۴∥Ẑ(t٠)∥Lp(Ω;H) + · · ·+ (tn − tn−٢)

− ١
۴∥Ẑ(tn−٢)∥Lp(Ω;H)

+(tn − tn−١)
− ١

۴∥Ẑ(tn−١)∥Lp(Ω;H)

]
.

داریم: Ẑ(tj) تعریف به توجه ∥∥∥با n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Ẑ(tj−١), tj−١, k)− Φ(٠, tj−١, k))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ CΦk
١
۴ (nk − (n− ١)k)− ١

۴∥Ẑ(tn−١)∥

= CΦk
١
۴∥Z(tn−١)∥.

داریم: بنابراین

∥Φ(Z(tn−١), tn−١, k)∥Lp(Ω;H)

⩽ CΦk
١
۴∥Z(tn−١)∥Lp(Ω;H) + ∥Φ(٠, tn−١, k)∥Lp(Ω;H).

می�دهد: n = m با (۶.٣) به�علاوه

∥Φ(٠, tn−١, k)∥Lp(Ω;H) ⩽ CΦ(tn − tn−١)
١
٢ = CΦT

١
۴k

١
۴ .

می�شود: اثبات جایگذاری با حکم بنابراین

∥Φ(Z(tn−١), tn−١, k)∥Lp(Ω;H)

⩽ CΦk
١
۴∥Z(tn−١)∥+ CϕT

١
۴k

١
۴

=⩽ CΦk
١
۴ (T

١
۴ + ∥Z(tn−١)∥Lp(Ω;H)).
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عددی طرح دوپایداری ٣.٣

مناسب عددی طرح دوپایداری برای ١.٠.٢.٣ ، ٣.٠.٢.٣ فرضیات که می�دهیم نشان بخش این در
این اثبات می�شود. استفاده آن از اثبات در که می�کنیم بیان را زیر لم دوپایداری اثبات از قبل می�باشند.

است. شده آورده [٢۴] در لم

نامنفی دنباله و η ∈ (٠,١] و k ∈ (٠, T ] و T > ٠ کنید فرض گسسته) گرونوال (لم .١.٠.٣.٣ لم
باشد داشته وجود C٢ و C١ ثابت�های اگر است. شده داده n ∈ {٠, · · · , Nk} با xn حقیقی�مقدار

به�طوری�که:

xn ⩽ C١ + C٢k
n∑

j=١
(tn − tj−١)

−١+ηxj−١.

به�طوری�که: دارد وجود k از مستقل C = C(C٢, T, η) ثابت n = ٠, · · · , Nk هر برای آنگاه
xn ⩽ CC١.

هر برای پس باشند. برقرار p ∈ [٢,∞) با ٣.٠.٢.٣ و ١.٠.٢.٣ فرضیات اگر .٢.٠.٣.٣ قضیه
عددی طرح به�علاوه می�باشد. دوسویی و خوش�تعریف Rk : Gp(Tk) → Gp(Tk) نگاشت k ∈ (٠, T ]

است. دوپایدار (١.٣)

Rk : Gp(Tk) → Gp(Tk) که می�کنیم ثابت ابتدا باشد. دلخواه k ∈ (٠, T ] کنید فرض برهان.
است. خوش�تعریف

است. Ftn-اندازه�پذیر ٬ Rk[Z](tn) تصادفی متغیر ، Z ∈ Gp(Tk) و n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای
انتگرال�پذیر n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای Rk[Z](tn) (٨.٣) و ٢.٠.٢.٣ و ١.٠.٢.٣ فرضیات با

. Rk[Z] ∈ Gp(Tk) بنابراین است. p-تایی
Rk[Y ] = Rk[Z] داریم Z, Y ∈ Gp(Tk) برای می�کنیم. ثابت استقرا با Rkرا بودن یک�به�یک حال

داریم: خاص به�طور پس .
Rk[Y ](t٠) = Rk[Z](t٠).

داریم: (۴.٣) از و
Y (t٠)− ξ = Z(t٠)− ξ.

می�دهد. نتیجه را Y (t٠) = Z(t٠) که
داریم: j ∈ {٠, · · · , n} و n ∈ {١, · · · , Nk − ١} برای می�کنیم فرض به�علاوه،

Y (tj) = Z(tj).

است. برقرار j = n+ ١ برای حکم کنیم ثابت باید
که: می�آید به�دست (۴.٣) با

Y (tn+١)− SkY (tn)− Φ(Y (tn), tn, k) = Z(tn+١)− SkZ(tn)− Φ(Z(tn), tn, k).

است. یک�به�یک Rk می�کند ثابت که Y (tn+١) = Z(tn+١) می�آید به�دست فرض طبق ازاین�رو
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n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای Z ∈ Gp(Tk) شبکه�ای تابع دلخواه، V ∈ Gp(Tk) برای به�علاوه
با شود می تعریف

Z(t٠) := V (t٠) + ξ,

Z(tn) := Sn
kZ(t٠) +

n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Z(tj−١), tj−١, k) + V (tj)).

(٩.٣)

نگاشت نتیجه در است. پوشا RN بنابراین می�آید. به�دست استقرا با که است، صادق RN [Z] = V

است. دوسویی Rk

معادل به�طور Z ∈ Gp(Tk) هر برای �کنیم. اثبات را (۵.٣) نامعادله کافیست دوپایداری اثبات برای
می�شود: تعریف زیر صورت به n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای (٩.٣) گسسته تغییرات

Z(t٠) = Rk[Z](t٠) + ξ,

Z(tn) := Sn
kZ(t٠) +

n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Z(tj−١), tj−١, k) +Rk[Z](tj)).

(١٠.٣)

می�آید: به�دست Y, Z ∈ Gp(Tk) هر برای ٢.٠.٢.٣ فرضیه و (٧.٣) و (١٠.٣) از استفاده با
∥Y (tn)− Z(tn)∥Lp(Ω;H) ⩽ ∥Sn

k (Y (t٠)− Z(t٠))∥Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Y (tj−١, tj−١, k))− Φ(Z(tj−١), tj−١, k))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (R[Y ](tj)−Rk[Z](tj))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ Cs∥Y (t٠)− Z(t٠)∥Lp(Ω;H)

+ CΦ

k n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H)

 ١
٢

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (Rk[Y ](tj)−Rk[Z](tj))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

داریم: یک�به�یک خاصیت طبق

∥Y (t٠)− Z(t٠)∥Lp(Ω;H) = ∥Rk[Y ](t٠)−Rk[Z](t٠)∥Lp(Ω;H).

می�آید: به�دست جایگذاری با
∥Y (tn)− Z(tn)∥Lp(Ω;H) ⩽Cs∥Rk[Y ](t٠)−Rk[Z](t٠)∥Lp(Ω;H)

+ CΦ

k n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H)

 ١
٢

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (Rk[Y ](tj)−Rk[Z](tj))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

.
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داریم: (٣.٣) در ∥ · ∥−١,p نرم تعریف از حال

∥Y (tn)− Z(tn)∥٢Lp(Ω;H) ⩽١)٢+ Cs)
٢∥Rk[Y ]−Rk[Z]∥١−٢,p

+ ٢C٢
Φk

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H).

داریم: ( ١.٠.٣.٣ لم ) گسسته۵ گرونوال لم بردن به�کار با
∥Y (tn)− Z(tn)∥Lp(Ω;H) ⩽ C∥Rk[Y ]−Rk[Z]∥−١,p.

می�شود. کامل (۵.٣) در راست طرف نامعادله اثبات ترتیب، این به�
می�آید: به�دست Y, Z ∈ Gp(Tk) و n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای (٧.٣) و (١٠.٣) از مشابه، به�طور

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (Rk[Y ](tj)−Rk[Z](tj))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ ∥Y (tn)− Z(tn)∥Lp(Ω;H) + ∥Sn
k (Y (t٠)− Z(t٠))∥Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (Φ(Y (tj−١), tj−١, k))− Φ(Z(tj−١, tj−١, k))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ ٢∥Y − Z∥٠,p + CΦ

k n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H)

 ١
٢

⩽

٢+ CΦ

k n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢

 ١
٢
 ∥Y − Z∥٠,p.

داریم: طرفی از

k
n∑

j=١
(tn − tj−١)

− ١
٢ ⩽

∫ tn

٠
σ− ١

٢dσ ⩽ ٢t
١
٢
n ⩽ ٢T ١

٢ . (١١.٣)

دادیم. نشان (۵.٣) چپ طرف از را نامعادله درستی

که باشد زمان در گسسته تصادفی فرآیند k ∈ (٠, T ] برای Xk ∈ Gp(Tk) �کنید فرض .١.٠.٣.٣ نتیجه
داریم: p ∈ [٢,∞) با ٣.٠.٢.٣ و ١.٠.٢.٣ فرضیات تحت است. شده تولید (١.٣) عددی طرح با

∥Xk∥٠,p ⩽ Cstab

(
∥ξ∥Lp(Ω;H) + CΦT

١
٢

)
.

پس Rk[Xk] = ٠ ∈ Gp(Tk) چون است. پایدار (١.٣) عددی طرح شده داده فرضیات تحت برهان.
داریم:

∥Xk∥٠,p = ∥Xk − ٠∥٠,p ⩽ Cstab∥Rk[Xk]−Rk[٠]∥−١,p

= Cstab∥Rk[٠]∥−١,p.

۵Discrete Gronwall Lemma



۵١ عددی طرح سازگاری .۴.٣

می�آید: به�دست (۶.٣) و نرم تعریف از

∥Rk[٠]∥−١,p = ∥ξ∥Lp(Ω;H) + max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k Φ(٠, tj−١, k)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ ∥ξ∥Lp(Ω;H) + CΦT
١
٢ .

می�آید: به�دست جایگذاری با

∥Xk∥٠,p ⩽ Cstab

(
∥ξ∥Lp(Ω;H) + CΦT

١
٢

)
.

عددی طرح سازگاری ۴.٣

سازگاری اثبات در که می�آوریم به�دست را ∥Rk[X|Tk ]∥−١,p برشی�محلی خطای از تجزیه�ای بخش این در
می�کند. بیان را برشی�محلی خطای تقریب زیر لم میرود. به�کار میلستین-گالرکین طرح

(١.٣) عددی طرح و (٢.٢) تصادفی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله اولیه شرایط اول، جمعوند
با {S(t)}t∈[٠,١] تحلیلی نیم�گروه جایگزینی از خطا اصل به بعدی جمعوند سه می�کند. مربوط به�هم را
تابع توسط خطا علت با آخر جمعوند نهایت، در و می�شود مربوط ، Sk کراندار خطی عملگرهای خانواده

دارد. سروکار Φ رشد

k ∈ (٠, T ] هر برای برشی�محلی خطای پس باشد. (٢.٢) ضعیف �Xجواب کنید فرض .٢.٠.۴.٣ لم
است: زیر تقریب به�صورت

∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ ∥X(t٠)− ξ∥Lp(Ω;H) + max
n∈{١,··· ,Nk}

∥(S(tn)− Sn
k )X٠∥Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )g(X(σ))dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k

[
−
∫ tj

tj−١

Skf(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

Skg(X(σ))dW (σ)− Φ(X(tj−١), tj−١, k)

]∥∥∥
Lp(Ω;H)

.
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می�آید: به�دست (۴.٣) و Rk[X|Tk ] تصادفی نرم تعریف از برهان.

∥Rk[X|Tk ]∥−١,p = ∥Rk[X|Tk ](t٠)∥Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k Rk[X|Tk ](tj)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

= ∥X(t٠)− ξ∥Lp(Ω;H) + max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k [X(tj)− SkX(tj−١)

−Φ(X(tj−١), tj−١, k)]
∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

می�دهیم: قرار دوم جمله در می�آید، به�دست (٣.٢) از که را زیر رابطه ابتدا

X(tj) =S(tj − tj−١)X(tj−١)−
∫ tj

tj−١

S(tj − σ)f(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

S(tj − σ)g(X(σ))dW (σ). P − a.s.

داریم: n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای پس

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k [X(tj)− SkX(tj−١)− Φ(X(tj−١), tj−١, k)]

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥Sn−j

k

[
S(k)X(tj−١)−

∫ tj

tj−١

S(tj − σ)f(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

S(tj − σ)g(X(σ))dW (σ)− SkX(tj−١)− Φ(X(tj−١), tj−١, k)

]∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

اضافه را ±
∑n

j=١ S
n−j
k

∫ tj
tj−١

Skg(X(σ))dW (σ) و ±
∑n

j=١ S
n−j
k

∫ tj
tj−١

Skf(X(σ))dσ جملات
داریم: فاکتورگیری از بعد و می�کنیم

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k [X(tj)− SkX(tj−١)− Φ(X(tj−١), tj−١, k)]

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k ((S(k)− Sk)X(tj−١)−

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)f(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)g(X(σ))dW (σ))
∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k

[
−
∫ tj

tj−١

Skf(X(σ))dσ +

∫ tj

tj−١

Skg(X(σ))dW (σ)

−Φ(X(tj−١), tj−١, k)]
∥∥∥
Lp(Ω;H)

.
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می�ماند: باقی اول جمعوند تقریب بنابراین است. آمده قبلا مطلوب شکل در آخری جمعوند

Θn :=
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k [(S(k)− Sk)X(tj−١)−

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)f(X(σ)]dσ

+

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)g(X(σ))dW (σ))
∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

می�آید: به�دست (٣.٢) از

X(tj−١) =S(tj−١)X٠ +

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)f(X(σ))dσ

+

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)g(X(σ))dW (σ).

داریم: فاکتورگیری از بعد و می�کنیم جایگذاری Θn در را بالا رابطه

Θn = ∥
n∑

j=١
Sn−j
k [(S(k)− Sk)(S(tj−١)X٠ +

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)f(X(σ))dσ

+

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)g(X(σ))dW (σ))]−

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)f(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)g(X(σ))dW (σ))∥Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (S(k)− Sk)S(tj−١)X٠

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+ ∥
n∑

tj−١

Sn−j
k

(
(S(k)− Sk)

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)f(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

(S(tj−١ − σ)− Sk)f(X(σ))dσ

)
∥Lp(Ω;H)

+ ∥
n∑

tj−١

Sn−j
k

(
(S(k)− Sk)

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)g(X(σ))dW (σ)

+

∫ tj

tj−١

(S(tj−١ − σ)− Sk)g(X(σ))dW (σ)

)
∥Lp(Ω;H) =: Θ١

n +Θ٢
n +Θ٣

n.

n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای طرفی از
n∑

j=١
Sn−j
k (S(k)− Sk)S(tj−١) = S(tn)− Sn

k . (١٢.٣)

است. برقرار
می�آید: به�دست زیر تقریب Θ١

n جمله برای پس

Θ١
n =

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k (S(k)− Sk)S(tj−١)X٠

∥∥∥
Lp(Ω;H)

= ∥(S(tn)− Sn
k )X٠∥Lp(Ω;H). (١٣.٣)
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می�آید: به�دست انتگرال و جمع جای کردن عوض با Θ٢
n برای

n∑
j=١

Sn−j
k (S(k)− Sk)

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)f(X(σ))dσ

=
n∑

j=١

∫ tn−١

٠
I[٠,tj−١]S

n−j
k (S(k)− Sk)S(tj−١ − σ)f(X(σ))dσ = I.

داریم: می�کنیم. استفاده (١٢.٣) از و می�کنیم اضافه را ±tℓ(σ) ، S(tj−١ − σ) در

I =

∫ tn−١

٠

n∑
j=ℓ(σ)+١

Sn−j
k [S(k)− Sk)S(tj−١ − tℓ(σ))− S(tℓ(σ) − σ)f(X(σ)]dσ

=

∫ tn−١

٠
(S(tn − tℓ(σ))S

n−ℓ(σ)
k )S(tℓ(σ) − σ)f(X(σ))dσ

=
n−١∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − tj)− Sn−j
k )S(tj − σ)f(X(σ))dσ.

داریم: بنابراین
n∑

j=١
Sn−j
k

[
(S(k)− Sk)

∫ tj−١

٠
S(tj−١ − σ)f(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)f(X(σ))dσ

]

=
n−١∑
j=١

∫ tj

tj−١

[
S(tn − tj)− Sn−j

k )S(tj − σ)f(X(σ))dσ

+
n∑

j=١
Sn−j
k

∫ tj

tj−١

(S(tj − σ)− Sk)f(X(σ)

 dσ

=
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )f(X(σ))dσ.

داریم: n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای کل در

Θ٢
n =

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

. (١۴.٣)

�شود. تعیین tℓ(σ)−١ ⩽ σ ⩽ tℓ(σ) با ℓ(σ) ∈ N کنید فرض شده، داده σ ∈ (٠, tNk
] هر برای

می�آید: به�دست n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای آخر در و می�دهیم انجام را کار همین نیز Θ٣
n برای

Θ٣
n =

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )g(X(σ))dWσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

. (١۵.٣)



۵۵ عددی طرح سازگاری .۴.٣

می�آید: به�دست Θ٣
n و Θ٢

n و Θ١
n جمعوند سه جمع� از Θn تقریب حال

Θn =∥(S(tn)− Sn
k )X٠∥Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )g(X(σ))dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

می�آید: به�دست جایگذاری با ∥∥∥حال n∑
j=١

Sn−j
k (X(tj)− SkX(tj−١)− Φ(X(tj−١), tj−١, k))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽∥(S(tn)− Sn
k )X٠∥Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )g(X(σ))dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j
k

[
−
∫ tj

tj−١

Skf(X(σ))dσ +

∫ tj

tj−١

Skg(X(σ))dW (σ)

−Φ(X(tj−١), tj−١, k)] ∥Lp(Ω;H).

داریم: آخر در و
∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ ∥X(t٠)− ξ∥Lp(Ω;H) + max

n∈{١,··· ,Nk}
∥(S(tn)− Sn

k )X٠∥Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k )g(X(σ))dWσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥
n∑

j=١
Sn−j
k

[
−
∫ tj

tj−١

Skf(X(σ))dσ

+

∫ tj

tj−١

Skg(X(σ))dW (σ)− Φ(X(tj−١), tj−١, k)

]
∥Lp(Ω;H).



۵۶



۴ فصل

میلستین-گالرکین محدود المان طرح

بگیرید: نظر در را میلستین-گالرکین محدود المان طرح
Xk,h(t٠) =PhX٠,

Xk,h(tn) =Xk,h(tn−١)− k[AhXk,h(tn) + Phf(Xk,h(tn−١))]

+ Phg(Xk,h(tn−١))∆kW (tn)

+

∫ tn

tn−١

Phg
′
(Xk,h(tn−١))

[∫ σ١

tn−١

g(Xk,h(tn−١))dW (σ٢)

]
dW (σ١).

می�کنیم. اثبات شده ذکر فرضیات با را طرح سازگاری و دوپایداری فصل این در

دوپایداری ١.۴

به�دست را طرح دوپایداری درنتیجه و هستند برقرار ٣.٠.٢.٣ و ١.٠.٢.٣ فرضیات که می�کنیم ثابت
می�آوریم.

می�کنیم: تعریف h ∈ (٠,١] هر ازای به باشد. ξh = PhX٠ �کنید فرض
Sk,h := (IdH + kAh)

−١Ph ∈ L(H).

عملگری بنابراین و می�شود Ph متعامد نگاشت شامل Sk,h عملگر ٢.۴ بخش با مقایسه در کنید توجه
می�کند. تعریف H به H از

داریم: زیر به�صورت x ∈ H و (t, k) ∈ Tهر برای را ΦH : H ×T×Ω → H رشد تابع به�علاوه،

Φh(x, t, k) =− kSk,hf(x) + Sk,hg(x)(W (t+ k)−W (t))

+ Sk,h

∫ t+k

t

g
′
(x)

[∫ σ١

t

g(x)dW (σ٢)

]
dW (σ١).

(۴.٢) میلستین-گالرکین محدود المان طرح ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢ فرضیات تحت .٣.٠.١.۴ قضیه
شود. انتخاب h از مستقل می�تواند Cstab پایداری ثابت است. دوپایدار h ∈ (٠,١] هر برای
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قضیه با است. ثابت مکانی گسسته�سازی عملگر مقدار ولی باشد دلخواه h ∈ (٠,١] کنید فرض برهان.
هستند. برقرار ٣.٠.٢.٣ و ١.٠.٢.٣ فرضیات دهیم نشان کافیست ٢.٠.٣.٣

p-تایی انتگرال�پذیر ξh = PhX٠ که می�آید به�دست ٢.٠.١.٢ فرضیه از ١.٠.٢.٣ فرضیه درخصوص
داریم: به�علاوه است. F⧸B(H)-اندازه�پذیر و

∥ξh∥Lp(Ω;H) ⩽ ∥X٠∥Lp(Ω;H). (١.۴)

است. X٠ نرم با کران�دار h ∈ (٠,١] از مستقل ξh نرم یعنی

هر برای می�آید به�دست ρ = ٠ با (١٩.٢) از k ∈ (٠, T ] با Sk,h خطی عملگرهای خانواده پایداری
داریم: x ∈ H و n ∈ {١, · · · , Nk}

∥Sn
k,hx∥ = ∥((IdH + kAh)

−١Ph)
nx∥ = ∥(IdH + kAh)

−nPhx∥ ⩽ C∥x∥.

k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] از مستقل ثابت، و است صادق Cs = C با ٢.٠.٢.٣ فرضیه درنتیجه
است.

n ⩾ m m,nبا ∈ {١, · · · , Nk} و p ∈ [٢,∞) هر برای Φh تعریف طبق ،٣.٠.٢.٣ فرضیه برای
∥∥∥داریم: n∑

j=m

Sn−j
k,h Φh(٠, tj−١, k)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥ n∑
j=m

Sn−j+١
k,h f(٠)k

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=m

Sn−j+١
k,h g(٠)(W (tj)−W (tj−١))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=m

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

g
′
(٠)
[∫ σ١

tj−١

g(٠)dW (σ٢)

]
dW (σ١)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

=: I١ + I٢ + I٣.

می�شود. تعیین I١ جمله (٢٣.٢) و (٢١.٢) از

I١ =
∥∥∥∫ tn

tm−١

Sk,h(tn − σ)Phf(٠)dσ
∥∥∥

⩽
∫ tn

tm−١

(tn − σ)−
١
٢∥f(٠)∥−١dσ

= ٢(tn − tm−١)
١
٢∥f(٠)∥−١.

داریم: پس

I١ ⩽ ٢(tn − tm−١)
١
٢∥f(٠)∥−١. (٢.۴)

به�کار با سپس می�آید. به�دست (٢١.٢) دادن قرار و تصادفی انتگرال با مجموع ابتدا I٢ تقریب برای
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داریم: (٢٢.٢) و ١.٠.١.٢ بردن

I٢ =
∥∥∥∫ tn

tm−١

Sk,h(tn − σ)Phg(٠)dWσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C(p)

(∫ tn

tm−١

∥Sk,h(tn − σ)Phg(٠)∥٢L٠
٢
dσ

) ١
٢

⩽ C

(∫ tn

tm−١

∥g(٠)∥٢L٠
٢
dσ

) ١
٢

= C(tn − tm−١)
١
٢∥g(٠)∥L٠

٢
.

داریم: پس
I٢ ⩽ C(tn − tm−١)

١
٢∥g(٠)∥L٠

٢
. (٣.۴)

است. k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] از مستقل C ثابت
Y ∈ Gp(Tk) برای ΓY : [٠, T ]×Ω → H تصادفی فرآیند (I٣) سوم جمله تقریب برای ادامه، در

می�شود: تعریف زیر به�صورت ،

ΓY (σ) :=

٠ ∈ H, σ = ٠.∫ σ

tj−١
g(Y (tj−١))dW (τ), σ ∈ (tj−١, tj], j ∈ {١, · · · , Nk}.

(۴.۴)

گزاره با به�علاوه است. پیش�بینی قابل این و است پیوسته راست از چپ حد وجود با ΓY که کنید توجه
: داریم p ∈ [٢,∞) هر برای ١.٠.١.٢

sup
σ∈[٠,T ]

∥ΓY (σ)∥Lp(Ω;L٠
٢)
⩽ C(p)k

١
٢ max
j∈{١,··· ,Nk}

∥g(Y (tj−١))∥Lp(Ω;L٠
٢)

: می�آید به�دست I٣ برای ، ۴.٠.١.٢ فرضیه از

I٣ =
∥∥∥∫ tn

tm−١

Sk,h(tn − σ)Phg
′
(٠)[Γ٠(σ)]dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C(p)

(∫ tn

tm−١

∥Sk,h(tn − σ)Phg
′
(٠)[Γ٠(σ)]∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
dσ

) ١
٢

⩽ C

(∫ tn

tm−١

∥g′
(٠)[Γ٠(σ)]∥٢L(Ω;L٠

٢)
dσ

) ١
٢

⩽ C(tn − tm−١)
١
٢k

١
٢∥g′

(٠)∥L(H;L٠
٢)
∥g(٠)∥L٠

٢

⩽ CC٢
gT

١
٢ (tn − tm−١)

١
٢ .

داریم: پس
I٣ ⩽ CC٢

gT
١
٢ (tn − tm−١)

١
٢ . (۵.۴)

: داریم (۵.۴) و (٣.۴) و (٢.۴) ترکیب با ∥∥∥حال n∑
j=m

Sn−j
k,h Φh(٠, tj−١, k)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ ٢(tn − tm−١)
١
٢∥f(٠)∥−١

+ C(tn − tm−١)
١
٢∥g(٠)∥L٠

٢
+ CC٢

gT
١
٢ (tn − tm−١)

١
٢ .
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می�آید: به�دست فاکتورگیری با نهایت در

∥
n∑

j=m

Sn−j
k,h Φh(٠, tj−١, k)∥Lp(Ω;H)

⩽ (tn − tm−١)
١
٢

[
٢∥f(٠)∥−١ + C∥g(٠)∥L٠

٢
+ CC٢

gT
١
٢

]
.

می�شود. ثابت (۶.٣) ، CΦ = ٢∥f(٠)∥−١ + C∥g(٠)∥L٠
٢
+ CC٢

gT
١
٢ گرفتن درنظر با

و Y, Z ∈ Gp(Tk) و p ∈ [٢,∞) برای کند. صدق (٧.٣) در Φh که می�کنیم بررسی حال
داریم: n ∈ {١, · · · , Nk}∥∥∥ n∑

j=١
Sn−j
k,h (Φh(Y (tj−١), tj−١, k)− Φh(Z(tj−١), tj−١, k))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h (f(Y (tj−١))− f(Z(tj−١))) k

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h (g(Y (tj−١))− g(Z)(tj−١)))(W (tj)−W (tj−١))

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

g
′
(Y (tj−١))[ΓY (σ)]− g

′
(Z(tj−١))[Γz(σ)]dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

=: I۴ + I۵ + I۶

می�آید: به�دست (١٩.٢) و (٩.٢) از ،I۴ برای

I۴ ⩽ k

n∑
j=١

∥A
١
٢
hS

n−j+١
k,h A

− ١
٢

h Ph(f(Y (tj−١))− f(Z(tj−١)))∥Lp(Ω;H)

⩽ k
n∑

j=١
(tn − tj−١)

− ١
٢∥f(Y (tj−١))− f(Z(tj−١))∥Lp(Ω;Ḣ−١).

داریم: کوشی-شوارتز نامساوی و ٣.٠.١.٢ فرضیه به�کارگیری با بنابراین

I٢۴ ⩽ C٢
f k

٢

 n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

۴ (tn − tj−١)
− ١

۴∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥Lp(Ω;H)

٢

⩽ C٢
f k

٢
n∑

j=١
(tn − tj−١)

− ١
٢

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H).

می�شود. دیده (٧.٣) مطلوب شکل در I٢۴ جمله (١١.٣) بردن به�کار از بعد

I٢۴ ⩽ ٢C٢
fT

١
٢

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H). (۶.۴)

و Y ∈ Gp(Tk) هر برای کرد. بیان جمله هر انتگرال به�عنوان را مجموع می�توان ،I۶ و I۵ برای
می�شود: تعریف σ ∈ [٠, T ]

gY (σ) := I(tj−١,tj ](σ)g(Y (tj−١)),

g
′

Y (σ) := I(tj−١,tj ](σ)g
′
(Y (tj−١))[ΓY (σ)].
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داریم: پس می�شود. زده تقریب (٢٢.٢) و ١.٠.١.٢ گزاره با I۵ سپس

I۵ =
∥∥∥∫ tn

٠
Sk,h(tn − σ)Ph(gY (σ)− gZ(σ))dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C(p)

(∫ tn

٠
∥Sk,h(tn − σ)Ph(gY (σ)− gZ(σ))∥Lp(Ω;L٠

٢)
dσ

) ١
٢

⩽ C

(∫ tn

٠
∥gY (σ)− gZ(σ)∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
dσ

) ١
٢

= C

k n∑
j=١

∥g(Y (tj−١))− g(Z(tj−١))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)

 ١
٢

.

می�دهد: ۴.٠.١.٢ فرضیه

I٢۵ ⩽ C٢Cgk
n∑

j=١
∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H)

⩽ C٢T
١
٢Cgk

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H).

(٧.۴)

می�آید: به�دست (٢٢.٢) و ١.٠.١.٢ گزاره از I۶ تقریب برای

I۶ =
∥∥∥∫ tn

٠
Sk,h(tn − σ)Ph(g

′

Y (σ)− g
′

Z(σ))dW (σ)
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽

 n∑
j=١

∫ tj

tj−١

∥g′
(Y (tj−١))[ΓY (σ)]− g

′
(Z(tj−١))[ΓZ(σ)]∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
dσ

 ١
٢

.

چون بعد

g
′
(Y (tj−١))[ΓZ(σ)] =

∫ σ

tj−١

g
′
(Y (tj−١))g(Y (tj−١))dW (σ٢) ∈ Lp(Ω;L٠

٢).

داریم: ۴.٠.١.٢ فرضیه و ١.٠.١.٢ گزاره دوباره بردن به�کار با

I٢۶ ⩽ Ck٢
n∑

j=١
∥g′

(Y (tj−١))g(Y (tj−١))− g
′
(Z(tj−١))g(Z(tj−١))∥٢Lp(Ω;L٢(U٠,L٠

٢))

⩽ CT
٣
٢Cgk

n∑
j=١

(tn − tj−١)
− ١

٢∥Y (tj−١)− Z(tj−١)∥٢Lp(Ω;H).

h ∈ (٠,١] از مستقل می�تواند CΦ ثابت که می�شود کامل (٧.٣) اثبات و(۴.٧) (۶.۴) با ازاین�رو،
شود. انتخاب

داریم (x, t, k) ∈ H × T هر برای ، Φh اندازه�پذیری درخصوص
Φh(x, t, k) ∈ Lp(Ω,Ft+k,P;H).

نگاشت اندازه�پذیری که داریم Lp(Ω;H) به H از نگاشتی به�عنوان را x 7→ Φh(x, t, k) درکل،
می�دهد. به�دست را B(H)⊗Ft+k⧸B(H) به نسبت (x, ω) 7→ Φh(x, t, k)(ω)

درمی�یابیم: ٢.٠.٣.٣ قضیه اثبات از کوچکی بررسی از بعد پایان، در
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پایداری ثابت برای انتخاب یک شوند انتخاب h ∈ (٠,١] از مستقل می�توانند ثابت�ها آن�جایی�که از
پارامتر از مستقل می�تواند همچنان که دارد وجود (۴.٢) میلستین-گالرکین محدود المان طرح برای Cstab

باشد. h ∈ (٠,١]

سازگاری ٢.۴

مختصر زیر قضیه در را نتیجه است. میلستین-گالرکین طرح سازگاری بررسی بخش این از کلی هدف
٢.٠.۴.٣ لم در که برشی�محلی خطای جمعوندهای همگرایی کافیست قضیه این اثبات برای می�کنیم. بیان

کردیم. بیان زیر در لم عنوان تحت را برشی�محلی خطای جمعوندهای شود. بررسی شده، داده

اگرفرضیات باشند. برقرار مکانی١ گسسته�سازی با ؟؟ و ۵.٠.٢.٢ فرضیات فرضکنید .۴.٠.٢.۴ قضیه
k ∈ (٠, T ] و h ∈ [٠,١) هر برای (۴.٢) طرح برشی�محلی خطای باشند، برقرار ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢

از: است عبارت
∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ ).

میلستین-گالرکین طرح پس شوند. جفت h := ck
١
٢ به�صورت c ∈ R مثبت ثابت برای k, h اگر به�ویژه

است. ١+r
٢ مرتبه از سازگار

تحت باشد. برقرار r ∈ [٠,١] با ٢.٠.١.٢ فرضیه کنید فرض اولیه) شرایط (سازگاری .٣.٠.٢.۴ لم
داریم: h ∈ (٠,١] هر برای ۵.٠.٢.٢ فرضیه

∥X(٠)− ξh∥Lp(Ω;H) ⩽ Ch١+r.

. ξh = PhX٠ آن در که

داریم: h ∈ (٠,١] هر برای ۵.٠.٢.٢ فرضیه با و Ph : H → Vh متعامد نگاشت از برهان.
∥X(٠)− ξh∥Lp(Ω;H) = ∥(IdH − Ph)X٠∥Lp(Ω;H)

⩽ ∥(IdH −Rh)X٠∥Lp(Ω;H)

⩽ Ch١+r.

می�پردازد. h ∈ (٠,١] و k ∈ (٠, T ] با Sk,h خطی عملگرهای خانواده سازگاری به بعدی لم سه

در مکانی گسسته�سازی اگر باشد. برقرار r ∈ [٠,١] برای ٢.٠.١.٢ فرضیه کنید فرض .۴.٠.٢.۴ لم
داریم: کند، صدق k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] هر برای ۵.٠.٢.٢ فرضیه

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥(S(tn)− Sn
k,h)X٠∥Lp(Ω;H) ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ )∥A

١+r
٢ X٠∥Lp(Ω;H).

است. n ∈ {١, · · · , Nk} از مستقل C ثابت
١Spatial Discretization
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متغیر اولیه شرط در (١٢.٢) مساله برای کامل گسسته تقریب خطای نامساوی چپ سمت برهان.
داریم: ω ∈ Ω برای ٢.٠.١.٢ فرضیه با است. تصادفی

X٠(ω) ∈ Ḣ١+r.

به�دست h ∈ (٠,١] و k ∈ (٠, T ] هر برای µ = ν = ١ + r با (الف) ۴.٠.٣.٢ لم از خطا تقریب
می�آید:

∥(S(tn)− Sn
k,h)X٠∥Lp(Ω;H) ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ )∥X١∥٠+r.

داریم: ∥A ν
٢ x∥Lp(Ω;H) = ∥x∥ν گرفتن درنظر با

∥(S(tn)− Sn
k,h)X٠∥Lp(Ω;H) ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ )∥A

١+r
٢ X٠∥Lp(Ω;H).

است. n ∈ {١, · · · , Nk} از مستقل C ثابت آن در که

گسسته�سازی اگر باشند. برقرار r ∈ [٠,١] برای ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢ فرضیات فرضکنید .۵.٠.٢.۴ لم
داریم: k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] هر برای باشد، صادق ۵.٠.٢.٢ فرضیه روی مکانی

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ ).

داریم: n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای (٢٠.٢) از استفاده با برهان.
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )f(X(σ))dσ =

∫ tn

٠
Fk,h(tn − σ)f(X(σ))dσ.

می�آید: به�دست فاکتورگیری و ±f(X(tn)) جمله کردن اضافه ∥∥∥با n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

=
∥∥∥∫ tn

٠
Fk,h(tn − σ) (f(X(σ))− f(X(tn)) + f(X(tn))) dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥∫ tn

٠
Fk,h(tn − σ)(f(X(σ))− f(X(tn)))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥∫ tn

٠
Fk,h(tn − σ)f(X(tn))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

:= J١
n + J٢

n .

می�آوریم: به�دست و می�بریم به�کار ρ = ١− r با را (ج) ۴.٠.٣.٢ لم J١
n برای

J١
n ⩽

∫ tn

٠
∥Fk,h(tn − σ)(f(X(σ))− f(X(tn)))∥Lp(Ω;H)dσ

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ )

∫ tn

٠
(tn − σ)−١∥f(X(σ))− f(X(tn))∥Lp(Ω;Ḣ−١+r)dσ

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ )

∫ tn

٠
(tn − σ)−١+ ١

٢dσ

⩽ CT
١
٢ (h١+r + k

١+r
٢ ).
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بردیم. به�کار را (٧.٢) و (۵.٢) آن در که

و ٣.٠.١.٢ فرضیه می�شود. زده تقریب ρ = ١ − r با (الف) ۵.٠.٣.٢ لم به�کارگیری با J٢
n جمله

می�آید: به�دست پس داریم. نیز را (۶.٢)

J٢
n ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ )∥f(X(tn))∥Lp(Ω;Ḣ−١+r)

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ )

(
١+ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;H)

)
.

می�آید: به�دست J٢
n و J١

n ترکیب با

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )f(X(σ))dσ

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ CT
١
٢ (h١+r + k

١+r
٢ ) + C(h١+r + k

١+r
٢ )

(
١+ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;H)

)
= C(h١+r + k

١+r
٢ ).

است. کامل اثبات . C = CT
١
٢ + C

(
١+ supσ∈[٠,T ] ∥X(σ)∥Lp(Ω;H)

)
آن در که

گسسته�سازی اگر باشند. برقرار r ∈ برای(٠,١] ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢ فرضیات فرضکنید .۶.٠.٢.۴ لم
داریم: k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] هر برای کند، صدق ؟؟ و ۵.٠.٢.٢ فرضیات در مکانی

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )g(X(σ))dW (σ)

∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ ).

داریم: (٢٠.٢) و ۵.٠.٢.۴ لم اثبات از استفاده با برهان.

n∑
j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )g(X(σ))dW (σ) =

∫ tn

٠
Fk,h(tn − σ)g(X(σ))dW (σ).
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می�آید: به�دست ١.٠.١.٢ گزاره با

∥
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )g(X(σ))dW (σ)∥Lp(Ω;H)

⩽ C(p)

(
E

[(∫ tn

٠
∥Fk,h(tn − σ)g(X(σ))∥٢L٠

٢
dσ

) p
٢
]) ١

٢

⩽ C(p)

(
E

[(∫ tn

٠
∥Fk,h(tn − σ)(g(X(σ))− g(X(tn)))∥٢L٠

٢
dσ

) p
٢
]) ١

٢

+ C(p)

(
E

[(∫ tn

٠
∥Fk,h(tn − σ)g(X(tn))∥٢L٠

٢
dσ

) p
٢
]) ١

٢

⩽ C(p)

(∫ tn

٠
∥Fk,h(tn − σ)g(X(σ))∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
dσ

) ١
٢

+

(∫ tn

٠
∥Fk,h(tn − σ)g(X(tn))∥٢Lp(Ω;L٠

٢
dσ

) ١
٢

=: C(p)(J٣
n + J۴

n).

۴.٠.١.٢ فرضیه با می�بریم. به��کار ν = ٠ و µ = ١ + r با را (الف) ۴.٠.٣.٢ لم J٣
n تقریب برای

می�آید: به�دست (٧.٢) و

J٣
n ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ )

(∫ tn

٠
(tn − σ)−١−r∥g(X(σ))− g(X(tn))∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
dσ

) ١
٢

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ )

(∫ tn

٠
(tn − σ)−rdσ

) ١
٢

⩽ CT
١−r
٢ (h١+r + k

١+r
٢ ).

هر برای (٧.٢) و ١.٠.١.٢ فرضیه از می�بریم. به�کار ρ = r با را (ب) ۵.٠.٣.٢ لم ،J۴
n تقریب برای

داریم: n ∈ {١, · · · , Nk} و k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠٫ ١]

J۴
n ⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ )∥g(X(tn))∥Lp(Ω;L٠

٢,r)

⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ )

(
١+ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;Ḣr)

)
.

می�آید: به�دست J۴
n و J٣

n ترکیب با

∥
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

(S(tn − σ)− Sn−j+١
k,h )g(X(σ))dW (σ)∥Lp(Ω;H)

⩽ C(p)CT
١−r
٢ (h١+r + k

١+r
٢ )

+ C(p)C(h١+r + k
١+r
٢ )

(
١+ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;Ḣr)

)
⩽ C(h١+r + k

١+r
٢ ).



۶۶ میلستین-گالرکین محدود المان طرح .۴

است. کامل اثبات . C = C(p)CT
١−r
٢ + C(p)C

(
١+ supσ∈[٠,T ] ∥X(σ)∥Lp(Ω;Ḣr)

)
آن در که

اثبات مطلب این J٣
n جمله تقریب در نمی�شود. ۶.٠.٢.۴ لم مشمول r = ١ مورد .١.٠.٢.۴ نکته

شود. الغا g روی قوی�تری فرضیات تحت می�تواند مسئله این می�شود.
:x١, x٢ ∈ Ḣs هر برای به�طوری�که دارد وجود s ∈ (٠,١] پارامتر مثال برای

∥g(x١)− g(x٢)∥L٠
٢,r

⩽ Cg∥x١ − x٢∥s

است. شده داده نشان [٣٣] در که می�کند صدق خطی g برای اغلب این

دو با Φh دادن قرار از بعد که می�ماند، باقی آخر جمله همگرایی بررسی ٢.٠.۴.٣ لم از استفاده با
می�یابد: تحقق زیر جمعوند

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥
n∑

j=١
Sn−j
k,h

[
−
∫ tj

tj−١

Skf(X(σ))dσ +

∫ tj

tj−١

Skg(X(σ))dW (σ)

−Φh(X(tj−١), tj−١, k)] ∥Lp(Ω;H)

⩽ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− f(X(tj−١))dσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

+ max
n∈{١,··· ,Nk}

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫
tj−١

(g(X(σ))− g(X(tj−١))

−g′
(X(tj−١))[ΓX|T (σ)]

)
dW (σ)∥Lp(Ω;H).

(٨.۴)

داریم: (۴.۴) از که

ΓX|Tk (σ) :=

٠ ∈ H, σ = ٠.∫ σ

tj−١
g(X(tj−١))dW (τ), σ ∈ (tj−١, tj], j ∈ {١, · · · , Nk}.

(٩.۴)

هستند. مربوط (٨.۴) در جمعوند دو تقریب به بخش این در باقی�مانده لم دو

گسسته�سازی اگر باشند. برقرار r ∈ برای[٠,١) ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢ فرضیات فرضکنید .٧.٠.٢.۴ لم
داریم: k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] هر برای کند، صدق ۵.٠.٢.٢ فرضیه در مکانی

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− f(X(tj−١))dσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ Ck
١+r
٢ .

فاکتورگیری از بعد کرده، کم و اضافه را شرطی امیدریاضی ابتدا ، n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای برهان.
داریم:

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− f(X(tj−١))dσ∥Lp(Ω;H)

⩽
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]dσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

+
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

E[f(X(σ))|Ftj−١ ]− f(X(tj−١))dσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

.

(١٠.۴)
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می�شود: نتیجه ℓ < j با j, ℓ{١, · · · , n} هر برای اول جمله جمعوندهای برای بنابراین

E

[
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]dσ|Ftℓ

]
= ٠ ∈ H.

داریم: و می�رود به�کار (٩.٢) و (١٩.٢) با همراه ، ([٣١] ) برخولدر نامساوی

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]dσ∥Lp(Ω;H)

⩽ C

E


 n∑

j=١

∥∥∥Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]dσ
∥∥∥٢


p
٢



١
p

⩽ C

 n∑
j=١

∥∥∥A ١
٢
hS

n−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

A
− ١

٢
h Ph(f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]dσ

∥∥∥٢
Lp(Ω;H)

 ١
٢

⩽ C

 n∑
j=١

t−١
n−j+١k

∫ tj

tj−١

∥f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]∥
٢
Lp(Ω;Ḣ−١)

dσ

 ١
٢

.

داریم: G ∈ Lp(Ω; Ḣ
−١) هر ازای به چون طرفی، از

∥E[G|Ftj−١ ]∥Lp(Ω;Ḣ−١) ⩽ ∥G∥Lp(Ω;Ḣ−١).

می�آید: به�دست σ ∈ [tj−١, tj] برای
∥f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]∥Lp(Ω;Ḣ−١)

= ∥f(X(σ))− f(X(tj−١)) + E[f(X(tj−١))− f(X(σ))|Ftj−١ ]∥Lp(Ω;Ḣ−١)

⩽ ∥f(X(σ))− f(X(tj−١))∥Lp(Ω;Ḣ−١) + ∥f(X(tj−١))− f(X(σ))∥Lp(Ω;Ḣ−١)

⩽ ٢∥f(X(σ))− f(X(tj−١))∥Lp(Ω;Ḣ−١)

⩽ C|σ − tj−١|
١
٢ .

(١٠.۴) در اول جمعوند تقریب (١١.٣) از بنابراین است. شده استفاده (٧.٢) و (۵.٢) از آن در که
با: می�شود کامل

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− E[f(X(σ))|Ftj−١ ]dσ∥Lp(Ω;H)

⩽ C

 n∑
j=١

t−١
n−j+١k

٣

 ١
٢

⩽ C

k٣ n∑
j=١

t−r
n−j+١t

−١+r
n−j+١

 ١
٢

⩽ C

k٣ n∑
j=١

t−r
n−j+١k

−١+r

 ١
٢

⩽ Ck
١+r
٢ .

داریم: τ١, τ٢ ∈ [٠, T ] هر برای می�شود. استفاده میانی مقدار قضیه از (١٠.۴) در دوم جمعوند برای

f(X(τ١)) = f(X(τ٢)) +

∫ ١

٠
f

′
(X(τ٢) + s(X(τ١)−X(τ٢))) [X(τ١)−X(τ٢)]ds.
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می�شود: sتعریف ∈ [٠,١] و τ١, τ٢ ∈ [٠, T ] هر برای زیر نکته راحتی، برای

f
′
(τ١, τ٢; s) := f

′
(X(τ٢) + s(X(τ١)−X(τ٢))).

می�آید: به�دست (٣.٢) دادن قرار با پس

E[f(X(σ))|Ftj−١))− f(X(tj−١))]

= E
[∫ ١

٠
f

′
(σ, tj−١; s)[(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)]ds|Ftj−١

]
− E

[∫ ١

٠
f

′
(σ, tj−١; s)

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)f(X(τ))dτ

]
ds|Ftj−١

]

+ E

[∫ ١

٠
f

′
(σ, tj−١; s)

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)

]
ds|Ftj−١

]
=:Θ١(σ, tj−١) + Θ٢(σ, tj−١) + Θ٣(σ, tj−١).

: در می�کند صدق (١٠.۴) در دوم جمعوند ازاین�رو،

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

E[f(X(σ))|Ftj−١ ]− f(X(tj−١))dσ∥Lp(Ω;H)

=
∥∥∥ n∑
j=١

Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

Θ١(σ, tj−١) + Θ٢(σ, tj−١) + Θ٣(σ, tj−١)dσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C
n∑

j=١
t
− ١

٢
n−j+١

∫ tj

tj−١

∥Θ١(σ, tj−١) + Θ٢(σ, tj−١) + Θ٣(σ, tj−١)∥Lp(Ω;Ḣ−١)dσ

(١١.۴)

داریم: . می�بریم به�کار را (١٩.٢) و (٩.٢) دوباره بعدی گام در

∥Θi(σ, tj−١)∥Lp(Ω;Ḣ−١) ⩽ C|σ − tj−١|
١+r
٢ , ∀i ∈ {١,٢,٣}. (١٢.۴)

داریم: (١١.۴) تقریب کردن کامل برای بنابراین

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

E[f(X(σ))|Ftj−١ ]− f(X(tj−١))dσ∥Lp(Ω;H)

⩽ C

n∑
j=١

t
− ١

٢
n−j+١

∫ tj

tj−١

|σ − tj−١|
١+r
٢ dσ ⩽ Ck

١+r
٢ .

می�شود. اثبات حکم کنیم ثابت را (١٢.۴) اگر بنابراین است. شده استفاده (١١.٣) از آن در که

داریم G ∈ Lp(Ω; Ḣ
−١) هر برای Θ١ تقریب برای

∥E[G|Ftj−١ ]∥Lp(Ω;Ḣ−١) ⩽ ∥G∥Lp(Ω;Ḣ−١).



۶٩ سازگاری .٢.۴

می�آید: به�دست و

∥Θ١(σ, tj−١)∥Lp(Ω;Ḣ−١)

⩽
∥∥∥∫ ١

٠
f

′
(σ, tj−١; s)[(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)]ds

∥∥∥
Lp(Ω;Ḣ−١)

⩽
∫ ١

٠

(
E
[
∥f ′

(σ, tj−١; s)∥pL(H,Ḣ−١)
∥(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)∥p

]) ١
p
ds

⩽ C sup
x∈H

∥f ′
(x)∥L(H,Ḣ١+r)∥(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)∥Lp(Ω;H).

می�آید: به�دست σ ∈ [tj−١, tj] هر برای [٨] از بنابراین

∥(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)∥Lp(Ω;H) ⩽ C(σ − tj−١)
١+r
٢ ∥X(tj−١)∥Lp(Ω;Ḣ١+r)

⩽ C(σ − tj−١)
١+r
٢ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;Ḣ١+r).

داریم: Θ٢ برای می�شود. کامل i = ١ با (١٢.۴) اثبات (١٢.۴) بردن به�کار با

∥Θ٢(σ, tj−١)∥Lp(Ω,Ḣ−١)

⩽ C sup
x∈H

∥f ′
(x)∥Lp(H,Ḣ−١+r)∥

∫ σ

tj−١

S(σ − τ)f(X(τ))dτ∥Lp(Ω;H).

که حقیقت این بردن به�کار با اکنون

∥A
١−r
٢ S(σ − τ)∥L(H) ⩽ C(σ − τ)−

١−r
٢ , ∀tj−١ ⩽ τ < σ ⩽ tj.

می�آید: به�دست σ ∈ [tj−١, tj] هر ∫∥∥∥برای σ

tj−١

S(σ − τ)f(X(τ))dτ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ C

∫ σ

tj−١

(σ − τ)−
١−r
٢ ∥f(X(τ))∥Lp(Ω;Ḣ−١+r)dτ

⩽ C

(
١+ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;H)

)
k

١+r
٢ .

می�آید: به�دست ، Θ١ مشابه

∥Θ٢(σ, tj−١)∥Lp(Ω;Ḣ−١) ⩽ Ck
١+r
٢ , ∀σ ∈ [tj−١, tj].

که: می�رود به�کار حقیقت این ابتدا Θ٣ تقریب برای

E

[∫ ١

٠
f

′
(X(tj−١))

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)

]
ds|Ftj−١

]
= ٠.
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می�آید: به�دست پس

∥Θ٣(σ, tj−١)∥Lp(Ω;Ḣ−١)

= E

[∫ ١

٠
f

′
(σ, tj, s)

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)

]
ds|Ftj−١

]

− E

[∫ ١

٠
f

′
(X(tj−١))

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)

]
ds|Ftj−١

]

= E

[∫ ١

٠
(f

′
(σ, tj, s)− f

′
(X(tj−١)))

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)

]
ds|Ftj−١

]

⩽
∫ ١

٠

∥∥∥(f ′
(σ, tj, s)− f

′
(X(tj−١)))

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)

]∥∥∥
Lp(Ω;Ḣ−١)

ds.

می�آید: به�دست هولدر نامساوی از s ∈ [٠,١] هر برای به�علاوه

∥(f ′
(σ, tj, s)− f

′
(X(tj−١))) [S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)] ∥Lp(Ω;Ḣ−١)

⩽
(
E
[
∥f ′

(σ, tj, s)− f
′
(X(tj−١))∥pL(H,Ḣ−١)

∥S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)∥p
]) ١

p

⩽ ∥f ′
(X(tj−١) + s(X(σ)−X(tj−١)))− f

′
(X(tj−١))∥L٢p(Ω;L(H,Ḣ−١))

×
∥∥∥∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)
∥∥∥
L٢p(Ω;H)

.

داریم: σ ∈ [tj−١, tj] و s ∈ [٠,١] هر برای (٧.٢) و (۵.٢) از

∥f ′
(X(tj−١) + s(X(σ)−X(tj−١)))− f

′
(X(tj−١))∥L٢p(Ω;L(H,Ḣ−١))

⩽ Cf∥X(σ)−X(tj−١)∥L٢p(Ω;H) ⩽ C(σ − tj−١)
١
٢ .

داریم: ١.٠.١.٢ گزاره با

∥
∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)∥L٢p(Ω;H)

⩽ C

(∫ σ

tj−١

∥S(σ − τ)g(X(τ))∥٢Lp(Ω;H)dτ

) ١
٢

⩽ C

(
١+ sup

τ∈[٠,T ]

∥X(τ)∥Lp(Ω;H)

)
k

١
٢ .

(١٠.۴) در بنابراین می�شود. اثبات (١١.۴) تقریب ترتیب این به و می�شود کامل Θ٣ تقریب نهایت در
∥∥∥داریم: n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

f(X(σ))− f(X(tj−١))dσ
∥∥∥
Lp(Ω;H)

⩽ Ck
١+r
٢ .
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گسسته�سازی اگر باشند. برقرار r ∈ برای(٠,١] ۴.٠.١.٢ و ٢.٠.١.٢ فرضیات فرضکنید .٨.٠.٢.۴ لم
داریم: k ∈ (٠, T ] و h ∈ (٠,١] هر برای باشد، برقرار ۵.٠.٢.٢ فرضیه مکانی

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

(g(X(σ))− g(X(tj−١))

−g′
(X(tj−١))

[∫ σ

tj−١

g(X(tj−١))dW (τ)

])
dW (σ)∥Lp(Ω;H) ⩽ Ck

١+r
٢ .

j ∈ {١, · · · , n} هر برای است. شده تعریف n ∈ {١, · · · , Nk} هر برای (۴.۴) در ΓX برهان.
داریم:

E

[
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

g(X(σ))− g(X(tj−١))− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)]dW (σ)|Ftj−١

]
= ٠.

می�آید: به�دست ١.٠.١.٢ گزاره با و برده به�کار را برخولدر نامساوی بنابراین،

∥
n∑

j=١
Sn−j+١
k,h

∫ tj

tj−١

g(X(σ))− g(X(tj−١))− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)]dW (σ)∥Lp(Ω;H)

⩽ C(E[(
n∑

j=١
∥Sn−j+١

k,h

∫ tj

tj−١

(g(X(σ))− g(X(tj−١))

− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)])dW (σ)∥٢)

p
٢ ])

١
p

⩽ C(
n∑

j=١
∥
∫ tj

tj−١

(g(X(σ))− g(X(tj−١))

− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)])dW (σ)∥ − Lp(Ω;H)٢)

١
٢

⩽ C(
n∑

j=١

∫ tj

tj−١

∥g(X(σ))− g(X(tj−١))− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)]∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
dσ)

١
٢ .

به�طوری�که: دارد وجود σ ∈ [tj−١, tj] هر برای ثابت که دهیم نشان اگر درنتیجه،

∥g(X(σ))− g(X(tj−١))− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)]∥٢Lp(Ω;L٠

٢)
⩽ Ck١+r. (١٣.۴)

می�شود. کامل اثبات

می�آید: به�دست و می�شود استفاده g عملگر برای میانی مقدار قضیه (١٣.۴) اثبات برای

g(X(σ))− g(X(tj−١)) =

∫ ١

٠
g

′
(σ, tj−١, s)[X(σ)−X(tj−١)]ds.

s ∈ [٠,١] و τ١, τ٢ ∈ [٠, T ] هر برای آن در که

g
′
(τ١, τ٢, s) := g

′
(X(τ٢) + s(X(τ١)−X(τ٢))).
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می�آید: به�دست زیر تقریب (٣.٢) دادن قرار از بعد

∥g(X(σ))− g(X(tj−١))− g
′
(X(tj−١))[ΓX(σ)]∥Lp(Ω;L٠

٢)

⩽
∫ ١

٠
∥g′

(σ, tj−١, s)[(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)∥Lp(Ω;L٠
٢)
ds

+

∫ ١

٠
∥g′

(σ, tj−١, s)

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)f(X(τ))dτ

]
∥Lp(Ω;L٠

٢)
ds

+

∫ n

٠
∥g′

(σ, tj−١, s)

[∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)− ΓX(σ)

]
∥Lp(Ω;L٠

٢)
ds

+

∫ ١

٠
∥(g′

(σ, tj−١, s)− g
′
(X(tj−١)))[ΓX(σ)]∥Lp(Ω;L٠

٢)
ds

=: J۵ + · · ·+ J٨.

لم اثبات در Θ١ جمله به شبیه J۵ مطلوب تقریب بگیرید. درنظر را Ji, i ∈ {۵, · · · ,٨} جملات
یعنی: می�آید. به�دست ٨.٠.٢.۴

j۵ ⩽
∫ ١

٠
(E[∥g′

(σ, tj−١, s)∥pL(H,L٠
٢
∥(S(σ − tj−١)− IdH)X(tj−١)∥p])

١
pds

⩽ C sup
x∈H

∥g(x)∥L(H,L٠
٢)
∥(S(σ − tj−١)− IdH)(X(tj−١)∥Lp(Ω;H)

⩽ C sup
x∈H

∥g(x)∥L(H,L٠
٢)

sup
τ∈[٠,T ]

∥X(τ)∥Lp(Ω;Ḣ١+r)k
١+r
٢ .

داریم: بنابراین است. آمده ٨.٠.٢.۴ لم اثبات در Θ٢ جمله شبیه عینا J۶ تقریب

J۶ ⩽ C sup
x∈H

∥g(x)∥L(H,L٠
٢)

(
١+ sup

σ∈[٠,T ]

∥X(σ)∥Lp(Ω;H)

)
k

١+r
٢ .

با: است برابر J٧ جمله تقریب

J٧ ⩽ C sup
x∈H

∥g(x)∥Lp(H,L٠
٢)
∥
∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)− ΓX(σ)∥Lp(Ω;H).

می�آید: به�دست ١.٠.١.٢ گزاره بردن به�کار و ΓX در (۴.۴) تعریف دادن قرار از بعد

∥
∫ σ

tj−١

S(σ − τ)g(X(τ))dW (τ)− ΓX(σ)∥Lp(Ω;H)

⩽ C

(∫ σ

tj−١

∥S(σ − τ)g(X(τ))− g(X(tj−١))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dτ

) ١
٢

⩽ C

(∫ σ

tj−١

∥(S(σ − τ)− IdH)g(X(τ))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dτ

) ١
٢

+ C

(∫ σ

tj−١

∥g(X(τ))− g(X(tj−١))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dτ

) ١
٢

.



٧٣ سازگاری .٢.۴

می�آید: به�دست می�رود. به�کار ۴.٠.١.٢ فرضیه جمعوند اولین برای
(

∫ σ

tj−١

∥(S(σ − τ)− IdH)g(X(τ))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dτ)

١
٢

⩽ C(

∫ σ

tj−١

(σ − τ)r∥g(X(τ))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dτ)

١
٢

⩽ C(١+ sup
τ∈[٠,T ]

∥X(τ)∥Lp(Ω;Ḣr))k
١+r
٢ .

داریم: می�آید. به�دست (٧.٢) و ۴.٠.١.٢ فرضیه با دوم جمعوند برای مشابه ∫)تقریب σ

tj−١

∥g(X(τ))− g(X(tj−١))∥٢Lp(Ω;L٠
٢)
dτ

) ١
٢

⩽ C

(∫ σ

tj−١

(τ − tj−١)dτ

) ١
٢

⩽ Ck
١+r
٢ .

می�آید: به�دست نتیجه در

J٧ ⩽ C sup
x∈H

∥g(x)∥Lp(H,L٠
٢)

(
C(١+ sup

τ∈[٠,T ]

∥X(τ)∥Lp(Ω;Ḣr))k
١+r
٢ + Ck

١+r
٢

)
.

می�ماند. باقی J٨ تقریب و آمده به�دست J٧ برای مطلوب تقریب که است مشخص
هولدر نامساوی بردن به�کار از بعد است. ٨.٠.٢.۴ لم اثبات در Θ٣ تقریب شبیه بسیار J٨ تقریب

که: می�آید به�دست

J٨ ⩽
∫ ١

٠
∥g′

(X(tj−١) + s(X(σ)−X(tj−١)))− g
′
(X(tj−١)∥L٢p(Ω;L(H,L٠

٢))
ds

× ∥
∫ σ

tj−١

g(X(tj−١))dW (τ)∥L٢p(Ω;H).

داریم: (٧.٢) و ۴.٠.١.٢ فرضیه از آخر در
∥g′

(X(tj−١) + s(X(σ)−X(tj−١)))− g
′
(X(tj−١))∥L٢p(Ω;L(H,L(H,L٠

٢))
⩽ C(σ − tj−١)

١
٢ .

که: می�آید به�دست σ ∈ [tj−١, tj] هر برای ۴.٠.١.٢ فرضیه و ١.٠.١.٢ گزاره از

∥
∫ σ

tj−١

g(X(tj−١))dW (τ)∥L٢p(Ω;H) ⩽ C

(∫ σ

tj−١

∥g(X(tj−١))∥٢L٢p(Ω;L٠
٢)
dτ

) ١
٢

⩽ C

(
١+ sup

τ∈[٠,T ]

∥X(τ)∥L٢p(Ω;H)

)
k

١
٢ .

می�شود. ثابت (١٣.۴) حکم Ji, i ∈ {۵, · · · ,٨} جایگذاری با شد. اثبات نیز J٨ برای حکم بنابراین

دادیم: نشان درواقع لم دو این اثبات با

max
n∈{١,··· ,Nk}

∥
n∑

j=١
Sn−j
k,h

(
−
∫ tj

tj−١

Skf(X(σ))dσ +

∫ tj

tj−١

Skg(X(σ))dW (σ)

)
⩽ Ck

١+r
٢

h ∈ [٠,١) هر برای که رسیدیم ۴.٠.٢.۴ قضیه اثبات به حقیقت در لم�ها، این اثبات با است ذکر به لازم
: k ∈ (٠, T ] و
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∥Rk[X|Tk ]∥−١,p ⩽ C(h١+r + k
١+r
٢ )

است. ١+r
٢ مرتبه از سازگار میلستین طرح پس
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Aabstract

A solution of stochastic differential equations, particular stochastic partial differ-
ential equations,relatively new versions of non pitches. Almost all relatively good
algorithms for ordinary differential equations. They provide answers, answers
that are weak against accidental release. Among the solutions presented, and the
method of Euler-Marayvma Milstein and methods for stochastic differential equa-
tion is Ronge koota. In this thesis use the most common Milstein-Galerkin finite
element method to semilinear stochastic partial differential equations.

In the first chapter the basic concepts and definitions of words and a brief
overview of the concepts and definitions of partial differential equations, probabil-
ity theory will. The second chapter introduces the design and application of the
basic assumptions stated below. Also important element Galerkin finite element
method to apply.

The final chapter bistability and consistency of Milstein-Galerkin scheme to
express the numerical scheme based on the framework.
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