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ৎقد৤مଘروحپاکماభم
او଒آभتاب඼ෙय़شୀآণتاଡقൎ࣍مকم�ফنانپاୀجا॥توହච໋ଽوب৅࡜واগدඟ໊د.

ৎقد৤م৮ଘدرБЗرদوارم
ଘپاسعا૑੎هໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشభ଒اଌنໆردଌୃنروزگارانන෤঳رଌن௵نૼنরودها॥ت.

ৎقد৤مঙଘࢡඥرସ୍م
اوభ଒ساേঙଢیاریوঙمدฮی�اشଘاଌن੬ࣚਵورয়ฬل॰دم.

ৎقد৤مଘد౱ඁندم
او଒وओودشিشا੪ॸଡفاਙঀیభز৯دਛیૼنا॥ت.
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ث

චاری... ণپاس໋�

است... باقی برایم کردن صعود برای پله�هایی و پیمودن برای راه�هایی هنوز که سپاس�گزارم را خدا

دلسوز؛ مادری هم و بود فداکار پدری هم که او صبوری�اش و مهربانی�ها تمام نازنینم...بابت پدر از

برایم آرامش از سرشار محیطی معرفت و عشق از کنده آ قلبی با که او بودنم امید زندگی�ام، مهربانم...اسطوره همسر از

است؛ آورده فراهم

راضیه و زهرا خانم�ها بزرگوارم خواهران و مقدم عربشاهی عبدالهادی آقای بزرگوارم برادر خصوص محترمم...به خانواده از

داشته�اند؛ پیشرفت�هایم در به�سزایی سهم که مقدم عربشاهی

این در کمکی هیچ از خلق حسن و صدر سعه کمال در که ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب فرزانه و کمالات با استاد از

است؛ بوده نامه پایان اکمال و اتمام در نگارنده راه�گشای و راهنما همواره و ننمودند دریغ عرصه

پایان این داوری زحمت که غزنوی مهرداد دکتر آقای جناب و فتحعلی جعفر دکتر آقای جناب دلسوز و فرزانه اساتید از

شدند؛ متقبل را نامه

مرتضایی مرضیه سرایی، سوخت سمیرا سابقی، عطیه خلیفی، شهلا خانم��ها: جمله از بودند همیارم که عزیزم دوستان تمامی از

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد دارم. را قدردانی و تشکر کمال

যଷشاਘیग़قدم ଓوઍ࠳ग़
۱۳۹۳



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی مقدم عربشاهی معصومه اینجانب
حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم
می�شوم: متعهد ناظمی علیرضا دکتر راهنمایی تحت ، دوم درجه ریزی برنامه مسائل از ای رده

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

যଷشاਘیग़قدم ଓوઍ࠳ग़
۱۳۹۳

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
استفاده به نیاز سازمانی بین و سازمانی درون ارتباط توسعه و وارتباطات اطلاعات فن�آوری پیشرفت با
این است. داده گسترش شده فراهم اطلاعات و داده�ها از منطقی استفاده برای را بهینه�سازی مدل�های از
شرایط این در بود. خواهد دارند وجود عمل در که بهینه�سازی مسائل اندازه شدن بزرگ متضمن مطلب
قبول قابل کیفیت با را بزرگ بسیار مسائل بالا سرعت با بتوانند که کارآمدی روش�های کارگیری به لزوم

می�شود. احساس بیش از بیش کنند حل
موفقیت�های یافته�اند، توسعه مصنوعی هوش رویکرد پایه بر که بهینه�سازی روش�های اخیر دهه چند در

آورده�اند. به�دست بهینه�سازی مسائل وکارای مؤثر حل در چشم�گیری
قابلیت�های و... عصبی شبکه تبریدی، شبیه�سازی ممنوع، جست�وجوی ژنتیک، الگوریتم چون روش�هایی

داده�اند. نشان خوبی به عملی بزرگ مسائل حل در را خود
فراهم تحقیقات از وسیعی حوزه� در را آنها کاربرد امکان عصبی شبکه�های در موجود ویژه�ی امتیازات
ورودی داده�های براساس عملکرد بهبود و یادگیری امکان به می�توان امتیازات آن جمله از است. ساخته
که است دیگری امتیاز عصبی شبکه�های در موازی به�صورت محاسبات انجام امکان همچنین کرد. اشاره
ممکن رویکرد این توسط را بزرگ بسیار مسائل حل امکان موازی، سخت�افزارهای گسترش به توجه با

می�سازد.
تحلیل می�شود. ارائه بهینه�سازی مسائل از رده�ای حل برای بازگشتی عصبی شبکه مدل دو پایان�نامه این در
ارائه روش�های عملکرد و می�گیرند قرار بررسی مورد جواب�ها سراسری همگرای و پایداری یکتایی، وجود

می�شود. داده نشان محدب دوم درجه برنامه�ریزی مسائل از مثال چند کارگیری به با شده
می�دهیم. ارائه آتی کارهای برای پیشنهاداتی و کار نتایج انتها در
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٢٠ . . . . . . . . ٢.۶.٣ مثال در دوگان مسأله متغیرهای از y(t) گذرای مسیرهای ٣.٣

٢٣ . . . . . . . . . . . (١٠.۴) (٩.۴) عصبی شبکه برای شده ساده بلوکی نمودار ١.۴
مثال در متفاوت اولیه نقطه پنج با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه صوری دیاگرام ٢.۴

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.۴
متفاوت اولیه نقطه ٢٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه از x(t) گذرای رفتارهای ٣.۴

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ مثال در
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال۴.٢.٣ در ∥x(t)− x∗∥٢ همگرایی رفتار ۴.۴
٣٠ . . . . متفاوت اولیه نقطه ٢٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه از گذرا رفتارهای ۵.۴

y٠ = [−۵, ۴,−٣, ١−,٢, ٠, ٢−,١, ٣,−۴, ۵]T با ٣.٣.۴ مثال در ∥x(t)−x∗∥٢ همگرای رفتار ۶.۴
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
٣٢ . . . . .۴.٣.۴ مثال (١٠.۴) و (٩.۴) در اولیه نقطه هشت با عصبی شبکه نمودار ٧.۴
٣٢ ۵.٣.۴ مثال در تصادفی اولیه نقطه ۵٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه از گذرا رفتار ٨.۴
٣٣ y٠ = [−٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢]T با ۵.٣.۴ مثال ٢∥∗x(t)−x∥در همگرای رفتار ٩.۴

در متفاوت اولیه نقطه ۵٠ با (٢٢.۴) چوآ کندی عصبی شبکه از x(t) گذرای رفتار ١٠.۴
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.٣.۴ مثال

(١٠.۴) و (٩.۴) پیشنهادی عصبی شبکه از استفاده با رگرسیون پشتیبانی بردار نتایج ١١.۴
٣۴ . . . . . . . . ε متفاوت پارامتر سه و δ = ١ و ξ = ١٠٠ که RBF کرنل یک با

داده معرف دایره که .۵.٣.۴ مثال در (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه تقریب نتایج ١٢.۴
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. تقریب تابع خم و تقریب های

مثال در η = ١٠ و x٠ = [١−,١, ١−,١, ١]T با ∥x(t) − x∗∥٢ همگرایی رفتار ١٣.۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۵.٣.۴

د



جداول لیست

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y٠ = [٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠]T اولیه نقطه ١.٣
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . y٠ = [١٠, ١٠, ١٠, ١٠, ١٠, ١٠]T اولیه نقطه ٢.٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y٠ = [٠, ٠, ٠, ٠]T اولیه نقطه ٣.٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیونی های داده ١.۴
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی های داده ٢.۴

ذ



١ فصل

مقدمه

کنیم. می ارائه دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای عصبی١بازگشتی شبکه مدل دو نامه پایان این در
برای کمتری پیچیدگی قبلی عصبی شبکه�های با مقایسه در نامه پایان این در شده ارائه عصبی های شبکه
مسأله بهینه جواب به سراسری همگرای پیشنهادی عصبی های شبکه این، بر علاوه دارد. سازی پیاده
شبکه درست عملکرد تا اند گرفته قرار بحث مورد پایه مشکلات اساس بر سازی شبیه های نمونه هستند.

دهند. نشان را پیشنهادی عصبی

تحقیق تاریخچه ١.١

برگزاری راکفلر بنیاد ١٩۵۶ سال در گردد. می بر میلادی ۵٠ دهه به مصنوعی عصبی شبکه�های قدمت
بود: زیر صورت به چشم�اندازش که داشت عهده بر را کنفرانسی

آموزش. حوزه�های سایر و یادگیری از زمینه هر در سازی شبیه و کامپیوتر�ها از استفاده امکان
هوش کلی بطور گرفت. قرار عمومی استفاده مورد مصنوعی هوش اصطلاح که بود کنفرانس همین در

نمود: تعریف می�توان زیر صورت به را مصنوعی
که فعالیت�هایی با فرایند�ها این نمایند، تقلید را انسان تفکر دارند سعی که کامپیوتری فرایند�های

ارتباطند. در دارند هوش از استفاده به نیاز
بازی صدا، تشخیص و بینایی طبیعی، زبان فهم خودکار، یادگیری زمینه�های شامل تعریف این عموماً
شبکه�های محققان، برای اخیر سال�های در است. خبره سیستم�های و رباتیک ریاضی، مسائل حل کردن،
که حالی در می�گیرند. نظر در مصنوعی هوش از بخشی عنوان به را آن با مرتبط فناوری�های و عصبی
مصنوعی هوش زیرمجموعه را عصبی شبکه�های پزشکی، علوم در خود سررشته به توجه با دیگر بعضی

نمی�دانند.

١neural network

١



٢ مقدمه .١

دوم درجه ریزی برنامه مسائل کاربرد ٢.١

داده بندی طبقه رگرسیون، مانند مهندسی و علوم مختلف های زمینه در دوم درجه ریزی برنامه مسأله
از بسیاری و مهندسی در بالاخص دارد. فراوانی کاربرد و... مالی ریاضی مسائل تصویر، پردازش ها،
نیازمند اغلب است، داده�ها واقعی زمان در پردازش نیازمند کاربردی برنامه�های که نظامی کاربردهای
زمان چون هستیم. واقعی زمان جواب�های یافتن در کارا ابزار یک عنوان به عصبی شبکه�های از استفاده
معمولا لذا دارد مسأله ساختار و بعد به زیادی وابستگی دوم درجه ریزی برنامه مسأله حل برای نیاز مورد
عبارت کننده امیدوار رهیافت یک نیستند. مؤثر چندان واقعی کاربردهای در مرسوم عددی روش�های

الکترونیکی. مدارهای با دوری سازی پیاده بر مبنی بازگشتی عصبی شبکه�های از استفاده از است



٢ فصل

پیش�نیاز�ها و اولیه مفاهیم

تعاریف ١.٢

مرتبط تعاریف ابتدا است. شده آورده مختصر به�طور بعدی فصل�های در نیاز مورد تعاریف فصل این در
کافی و لازم شرایط ذکر به نامقید و مقید بهینه�سازی مسائل خصوص در و نموده بیان را ١ محدب تابع با
می�دهیم. ارائه را دینامیکی سیستم�های در انرژی تابع و ٣ پایداری مفاهیم انتها در می�پردازیم. ٢ بهینگی

محدب و آفین توابع ٢.٢

Rn برداری فضای در عملیات حافظ هرگاه می�گوییم، خطی تابع را f : Rn → R تابع .١.٢.٢ تعریف
یعنی: باشد،

f(x+ y) =f(x) + f(y),

f(αx) =αf(x).

. α ∈ R هر و x, y ∈ Rn هر برای

و خطی تابع یک مجموع به�صورت هرگاه می�گوییم، آفین تابع را f : Rn → Rl تابع .٢.٢.٢ تعریف
است. آفین تابع b ∈ Rl و A ∈ Rl×n که f(x) = Ax+ b مثال عنوان به باشد. ثابت تابع یک

اگر: می�گوییم محدب را E ⊂ Rnمجموعه .٣.٢.٢ تعریف

∀x, y ∈ E, λ ∈ (٠, ١) : λx+ (١ − λ)y ∈ E.

١Convex
٢Optimality
٣Stability

٣



۴ پیش�نیاز�ها و اولیه مفاهیم .٢

تابع یک E ⊂ Rn محدب مجموعه در واقع نقاط مجموعه روی بر f : Rn → R تابع .۴.٢.٢ تعریف
اگر: می�شود، نامیده محدب

∀x, y ∈ E, λ ∈ (٠, ١) : f(λx+ (١ − λ)y) ≤ λf(x) + (١ − λ)f(y).

باشد. محدب −f هرگاه گوییم مقعر E روی را f تابع

x ∈ هر ازای به که باشد موجود Nε(x̄) مثل x̄ از ε−همسایگی و x̄ ∈ X اگر .۵.٢.٢ تعریف
است. f برای موضعی کمینه یک x̄ آنگاه، f(x̄) ≤ f(x) باشیم داشته X ∩Nε(x̄)

نیاز مورد ریاضی اصلی مفهوم یک عنوان به همواره محدب تابع غیر�خطی، برنامه�ریزی توسعه در
است.

: α ∈ Rو x, y ∈ R هر ازای به هرگاه گوییم نرم تابع را ∥.∥ : Rn → R تابع .۶.٢.٢ تعریف
∥x∥ ⩾ ٠, ∀ x,

∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠,
∥αx∥ = |α|∥x∥,
∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥.

می�شوند، تعریف زیر صورت Lrبه L٢و ،L١ نرم�های x ∈ Rn بردار برای

∥x∥١ = |x١|+ ...+ |xn|,

∥x∥٢ =
√
xTx =

√
x١٢ + ...+ xn

٢,

∥x∥r = r

√
|xr

١|+ ...+ |xr
n| = r

√√√√ n∑
i=١

|xr
i |, r ≥ ١.

پوشش هر اگر می�گوییم فشرده مجموعه یک را X متریک فضای از E مجموعه زیر یک .٧.٢.٢ تعریف
�باشد. داشته متناهی باز پوشش زیر یک E باز

نامقید مسائل برای کافی و لازم شرایط

مسأله باشد. Rn در باز مجموعه یک X کنید فرض :([۴] اول مرتبه لازم (شرط .٨.٢.٢ قضیه
بگیرید: نظر در را زیر برنامه�ریزی

minimize f(x) (١.٢)

subject to

x ∈ X (٢.٢)

.∇f(x̂) = ٠ آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂ اگر است. مشتق�پذیر x̂ در f : Rn → R آن در که



۵ محدب و آفین توابع .٢.٢

توابعی (i, j = ١, ..., n) mij آن عناصر که n×n اندازه در M(X) ماتریس یک [٩] .٩.٢.٢ تعریف
هستند، E ⊂ Rn روی

اگر می�شود، نامیده E روی ۴ مثبت معین نیمه الف.
∀ V ∈ Rn, V ̸= ٠, X ∈ E : V TM(X)V ≥ ٠.

اگر می�شود، نامیده E روی ۵ مثبت معین ب.
∀ V ∈ Rn, V ̸= ٠, X ∈ E : V TM(X)V > ٠.

باشد. موجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض : ( [۴] دوم مرتبه لازم (شرط .١٠.٢.٢ قضیه

است. مثبت معین نیمه x̂ در f ۶ هسین ماتریس و ∇f(x̂) = ٠ آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂ اگر

اگر باشد. وجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض :([۴] کافی (شرط .١١.٢.٢ قضیه
است. اکید موضعی کمینه یک x̂ آنگاه باشد، مثبت معین x̂ در f هسین ماتریس و ∇f(x̂) = ٠

باشد: زیر بصورت E مجموعه کنید فرض : ([۴]) .١٢.٢.٢ قضیه
E = {x ∈ Rn | gk(x) ≤ ٠, k = ١, · · · ,m, hp(x) = ٠, p = ١, · · · , l}

یک E آنگاه، باشند آفین p = ١, · · · , l ،hp(x) و محدب توابعی k = ١, · · · ,m ،gk(x) اگر
است. محدب مجموعه

یک دارای f(x) آنگاه باشد محدب تابعی E محدب مجموعه بر f(x) اگر :([۴]) .١٣.٢.٢ قضیه
مجموعه روی بر و است ٨ سراسری کمینه یک شود، یافت کمینه�ای چنین اگر است. موضعی٧ کمینه

می�شود. آورده به�دست محدب

آنگاه: باشد M(X)n×n متقارن ماتریس ویژه مقدار کوچکترین γ(x) اگر [٩] .١۴.٢.٢ قضیه

.γ(x) ≥ ٠, x ∈ E هر ازای به اگر فقط و اگر مثبت معین نیمه E روی M(X)n×n الف.

.γ(x) > ٠, x ∈ E هر ازای به اگر فقط و اگر مثبت معین E روی M(X)n×n ب.

مقید مسائل برای کافی و لازم شرایط

در باز مجموعه یک X کنید فرض :([۴]،(K.K.T ) ٩ کروش-کان-تاکر لازم (شرایط .١۵.٢.٢ قضیه
بگیرید: نظر در را زیر مقید کمینه�سازی مسأله باشد. Rn

۴Positive semi-defnite
۵Positive defnite
۶Hessian
٧Local minimum
٨Global minimum
٩Karush-Kuhn-Tucker



۶ پیش�نیاز�ها و اولیه مفاهیم .٢

minimize f(x) (٣.٢)

subject to 
gk(x) ≤ ٠, k = ١, · · · ,m,

hj(x) = ٠, j = ١, · · · , l,
x = (x١, x٢, ..., xn)

T ∈ X,

(۴.٢)

hj : Rn → R j = ١, ..., l و gk : Rn → R k = ١, ...,m ، f : Rn → R آن در که
کنید فرض همچنین . K = {k : gk(x̂) = ٠} و باشد مسأله این شدنی جواب یک x̂ کنید فرض .
(j = ١, ..., l) برای hj و پیوسته x̂ در k /∈ K برای gk ، پذیر مشتق x̂ در k ∈ K برای gk و f

(j = ١, ..., l) برای ∇hj(x̂) و k ∈ K برای ∇gk(x̂) کنید فرض به�علاوه باشند. پیوسته مشتق دارای
اسکالر�های آن�گاه باشد، (۴.٢) و (٣.٢) مسأله برای موضعی کمینه x̂ اگر باشند. مستقل�خطی مجموعاً

که: به�طوری هستند موجود (j = ١, ..., l) برای v̂j ≥ ٠ و k ∈ K برای ûk ≥ ٠ }یکتای
∇f(x̂) +

∑
k∈K ûk∇gk(x̂) +

∑l
j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,

ûk ≥ ٠, k ∈ K.

کروش-کان-تاکر شرایط آن�گاه باشد، مشتق�پذیر x̂ در k /∈ K برای gk اگر بالا فرض�های بر علاوه
شود: نوشته زیر به�صورت می�تواند

∇f(x̂) +
∑m

k=١ ûk∇gk(x̂) +
∑l

j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,
ukgk(x̂) = ٠, k = ١, ...,m,

ûk ≥ ٠, k = ١, ...,m.

شود: نوشته زیر ماتریسی به�فرم می�تواند کروش-کان-تاکر شرایط همچنین
∇f(x̂) +∇g(x̂)Tu+∇h(x̂)Tv = ٠,
uTg(x̂) = ٠,
u ≥ ٠,

تایی m بردار یک û و است l×n ژاکوبی ماتریس ∇h(x̂) و m×n ژاکوبی ماتریس ∇g(x̂) آن در که
است. شده نامیده لاگرانژ ضرایب بردار (ûT , v̂T )T است. تایی l بردار یک v̂ و

در باز مجموعه یک X کنید فرض :([۴]،(K.K.T ) کروش-کان-تاکر کافی (شرایط .١۶.٢.٢ قضیه
فرض همچنین باشد، شدنی جواب یک x̂ کنید فرض بگیرید. نظر در را (۴.٢) و (٣.٢) مسأله باشد، Rn

آفین توابعی (j = ١, · · · , l) برای ها hj و محدب توابعی (k = ١, · · · ,m) برای ها gk و f کنید
اسکالر�های یعنی باشد، برقرار x̂ در کروش-کان-تاکر شرایط اگر ، K = {k : gk(x̂) = ٠} و باشند

، که به�طوری باشند موجود (j = ١, ..., l) برای v̂j ≥ ٠ و k ∈ K برای ûk ≥ ٠

∇f(x̂) +
∑
k∈K

ûk∇gk(x̂) +
l∑

j=١

v̂j∇hj(x̂) = ٠,



٧ پایداری .٣.٢

بود. خواهد (۴.٢) و (٣.٢) برای موضعی کمینه یک x̂ آن�گاه

ها hj و محدب (k = ١, · · · ,m) gkها ،(۴.٢) و (٣.٢) مسأله در اگر :([۴]) .١٧.٢.٢ قضیه
هستند. کافی و لازم کروش-کان-تاکر شرایط باشند، آفینی (j = ١, · · · , l)
می�شود: بیان زیر به�صورت کلی حالت در QP دوم١٠ درجه برنامه�ریزی مسأله

minimize q(x) = ١
٢x

TQx+ xT c

subject to

aTi xi = bi, i ∈ ε,

aTi xi ≥ bi, i ∈ η.

و x ،c و هستند اندیس�ها از متناهی مجموعه η و ε است. n × n متقارن ماتریس یک Q آن در که
ریزی برنامه مسأله آن�گاه باشد نیمه�معین�مثبت Qماتریس اگر هستند. Rn در بردار�هایی i ∈ ε∪η ai

چون شد، خواهد برانگیز چالش کمی مسأله آن�گاه باشد نامعین Q ماتریس اگر و است محدب دوم درجه
باشد. داشته موضعی مینیمم نقطه چندین می�تواند مسأله

پایداری ٣.٢

بگيريد: نظر در را زير ديناميکي ẋسيستم = f(x(t)),

x(t٠) = x٠ ∈ Rn.
(۵.٢)

است. f : Rn → Rn آن در که

.f(x∗) = ٠ اگر می�شود نامیده (۵.٢) برای ١١ تعادل نقطۀ یک x∗ .١.٣.٢ تعریف

مفهوم به پايدار ،x∗ تنها تعادل نقطۀ باشد، (۵.٢) جواب يک x(t) که کنید فرض .٢.٣.٢ تعریف
وجود δ > ٠ يک ، ε > هر٠ و x(t٠) = x٠ هر برای اگر ببینید)، را (١.٢ ) (شکل است ١٢ لياپانوف

آن�گاه ∥ x(t)− x٠ ∥≤ δ اگر که به�طوری باشد داشته
∀t ≥ t٠, ∥ x(t)− x∗ ∥< ε .

مجموعه به سراسری١٣ همگرای (۵.٢) ديناميکی سيستم .٣.٣.٢ تعریف

١٠Quadratic programming
١١Equilibrium point
١٢Lyapunov
١٣Global convergance



٨ پیش�نیاز�ها و اولیه مفاهیم .٢

لیاپانوف پایداری :١.٢ شکل

مجانبی پایداری :٢.٢ شکل

Ω∗ = {x | دارد جواب (۵.٢) سيستم }.

کند: صدق زير رابطه در سيستم از x(t) دلخواه جواب هر اگر می�شود گفته
lim
t→∞

dist(x(t),Ω∗) = ٠.

آن در که
dist(x,Ω∗) = inf

y∈Ω∗
∥ x− y ∥ .

مي�شود ناميده ١۴ سراسری مجانبی پايدار x∗ یکتا تعادل نقطۀ در ديناميکی سيستم .۴.٣.٢ تعریف
كند: صدق زير شرط در و باشد پايدار لياپانوف مفهوم به x∗اگر

lim
t→∞

x(t) = x∗.

ببینید. را (٢.٢) شکل

اگر می�شود گفته (۵.٢) سيستم به نسبت پايدار١۵ مجموعه يک ، M ⊆ Rnمجموعه .۵.٣.٢ تعریف
باشد. x(t) ∈ M ،t ≥ t٠ هر ازای به آن�گاه ،t٠ ≥ ٠ و x(t٠) ∈ M

باشد، داشته وجود L ثابت عدد اگر می�کند صدق شيتز١۶ ليپ شرط در F نگاشت .۶.٣.٢ تعریف
١۴Globally asympotically stable
١۵Invariant set
١۶Lipschitz



٩ انرژی تابع .۴.٢

باشيم: داشته x, y ∈ Rn نقطه دو هر برای که به�طوری
∥ F (x)− F (y) ∥≤ L ∥ x− y ∥ .

مانند همسايگی يک ،R از نقطه هر ازای به اگر ناميم Rn روی محلی شيتز ليپ را F .٧.٣.٢ تعریف
باشد. برقرار x, y ∈ D٠ نقطه دو هر برای بالا نامساوی که به�طوری باشد داشته وجود� D٠ ⊂ Rn

x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر برای اگر می�شود، گفته يکنوا١٧ F : Rn → Rn نگاشت .٨.٣.٢ تعریف
باشيم: داشته

(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ ٠.

باشد. برقرار x ̸= y هر برای اکيد به�صورت فوق نامساوی اگر است، ١٨ يکنوا اکيداً Rn روی همچنین
باشد، داشته وجود β > ٠ ثابت x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر برای اگر است قوی یکنوای Rn روی F و

که: به�طوری
(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ β ∥ x− y ∥٢ .

پذير مشتق پيوسته به�طور تابع يک ، F : K ⊂ Rn → Rn که می�کنيم فرض :([١]) .٩.٣.٢ قضیه
آن�گاه باشد، مثبت) (معين مثبت معين نيمه نیست، متقارن لزوماً که F ژاکوبين ماتريس و باشد Kروی

است. ( قوی (يکنوای يکنوا F (x)

پيوسته تابع يک f : Rn −→ Rn که می�کنيم فرض (۵.٢) ديناميکی سيستم در :([١]) .١٠.٣.٢ قضیه
τ > t٠ که t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t) ١٩ محلی جواب يک ، x٠ ∈ Rn و t٠ > ٠ هر برای آن�گاه باشد،
بود خواهد يکتا جواب آن�گاه کند صدق محلی شيتز ليپ شرط در xدر٠ f اگر اين بر علاوه دارد. وجود

شود. داده توسعه +∞ تا می�تواند τ آنگاه کند صدق شيتز ليپ شرط در Rn در f اگر و

انرژی تابع ۴.٢

تابع و (۵.٢) سیستم برای تعادل نقطۀ یک x = ٠ که کنید فرض :([١]) .١.۴.٢ قضیه
اگر باشد پذیر مشتق پیوسته به�طور E : Ω ⊆ Rn → R

،E(٠) = ٠ .١

،E(x) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٢

، Ė(x) ≤ ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٣

انرژی» «تابع یا لیاپانوف» تابع را« E(x) و بود خواهد سیستم لیاپانوف پایداری نقطۀ x = ٠ آن�گاه
نامیم. (۵.٢) سیستم برای

١٧Monotone
١٨Strictly monotonic
١٩Local solution



١٠ پیش�نیاز�ها و اولیه مفاهیم .٢

V : Rn → R تابع می�کنیم فرض : ٢٠ لازال ( ناوردای ) تغییرناپذیری اصل [١] : .٢.۴.٢ قضیه
می�کنیم فرض همچنین باشد، پذیر مشتق پیوسته به�طور

باشد، (۵.٢) سیستم جواب به نسبت پایدار و فشرده مجموعه یک M ⊆ Rn .١

،V̇ (x) ≤ ٠ ، x ∈ M هر ازای به .٢

،V̇ (x) = ٠ که به�طوری باشد M نقاط همه مجموعه E .٣

باشد ، N ⊆ Rn در پایدار مجموعه بزرگ�ترین E .۴

داریم: باشد، t٠ ≥ ٠ که x(t٠) ∈ M هر ازای به آن�گاه
lim
t→∞

dist(x(t), N) = ٠.

٢٠Lasalle’s invariance principle



٣ فصل

حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک
دوم درجه ریزی برنامه مسائل

مقدمه ١.٣

جواب و می�شود زده تقریب دوم مرتبه سیستم یک با اغلب خطی غیر هدف تابع با سازی بهینه مسائل
یک به دوم درجه ریزی برنامه می�آید. به�دست استاندارد دوم درجه ریزی برنامه روش با تقریبی به�طور
خطی قیدها و است دوم درجه هدف تابع آن در که می�کند اشاره خطی غیر ریزی برنامه از خاصی رده
تکرار فرایند یک شامل معمول به�طور دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای مرسوم روش هستند.
معمول های الگوریتم زیرا می�کند، محدود را آن�ها از استفاده طولانی محاسباتی زمان اما است، شونده
حد تا حل، راه یک برای نیاز مورد محاسبات زمان همچنین نیستند. مؤثر دیجیتال کامپیوترهای برای
سازی بهینه مسائل حل برای کننده امیدوار حل راه یک است. وابسته مسأله ساختار و ابعاد به زیادی
سازی بهینه مسأله یک کردن فرموله برای است. مصنوعی عصبی های شبکه بردن به�کار واقعی١ زمان
مسأله یک به را مقید سازی بهینه مسأله اول روش دارد. وجود روش نوع دو عصبی شبکه نظریه در
روش می�کنند. پیشنهاد گرادیان روش با را عصبی شبکه یک آن�گاه و می�کند تبدیل نامقید سازی بهینه
به�طوری است دوگان نظریه مبنای بر دیفرانسیلی معادلات از مجموعه یک شامل دیگر[٩]،[١٢]،[٣٠]
به�طوری مناسب لیاپانف تابع یک آن�گاه است. اصلی مسأله بهینه جواب شده ارائه مدل تعادل نقاط که
عصبی های شبکه حاضر حال در می�کنیم. پیدا باشد، تعادل نقاط به همگرا سیستم مسیرهای تمام که

می�شود. استفاده مقید سازی بهینه مسائل از وسیعی بسیار رده در مصنوعی

١Real-time optimization

١١



١٢ دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک .٣

عصبی شبکه های مدل بررسی ٢.٣

هاپ و تنک ١٩٨۵ سال در . [١٠] کنیم می بررسی را پیشین عصبی شبکه مدل�های برخی بخش این در
با خطی غیر نویسی برنامه مسائل حل برای جدید روش یک آن در که [٢٨] کردند منتشر ای مقاله فیلد
از توانستند ٢ فیلد هاپ و تنک سنتی، های روش برخلاف است. شده مطرح عصبی شبکه از استفاده
چوا و کندی ١٩٨٧ سال در کنند. استفاده می�کنند، عمل موازی به�صورت که آنالوگ الکترونیکی قطعات
خطی غیر ریزی برنامه مسأله می�کند. تضمین را همگرایی همیشه که کردند ارائه را بهتری مدل ٣ [١٧]

: می�کنیم بررسی را زیر
minimize f(x)

subject to g(x) = [g١(x), · · · , gm(x)] ≤ ٠

f(x), gj(x) : Rn → R١, j = ١, ٢, · · · ,m,

f(x), g(x) ∈ C٢.

شود: می تشریح زیر شکل به [١٧] چوا و کندی مدل
ẋ = C−١{−∇f(x)− s∇g(x)g+(x)}, (١.٣)

و است جریمه پارامتر یک s است، n× n ماتریس یک C آن در که
g+(x) = [g+١ (x), g

+
٢ (x), . . . , g

+
m(x)],

که
g+j (x) = max{٠, gj(x)},

می�شود: تعریف زیر به�صورت (١.٣) مدل برای انرژی تابع

E(x) = f(x) +
s

٢

m∑
j=١

(
g+j (x)

)٢
. (٢.٣)

همکاران و زیا ١٩٩۶ سال در این بر علاوه همگراست. بهینه جواب از تقریب یک به تنها مدل این
می�کنیم: بررسی زیر شکل به را QP مسأله کردند. برطرف را اشکال این و معرفی جدید مدلی [٣٢]

minimize f(x) =
١
٢
xTAx+ aTx

subject to g(x) = Dx− b = ٠, x ⩾ ٠,
(٣.٣)

و b ∈ Rn ، rank(D) = m و n ×m ماتریس D مثبت، معین نیمه m × n ماتریس A آن در که
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را DQP ،(٣.٣) مسأله دوگان .a ∈ Rm

maximize f(x) = −١
٢
xTAx+ bTy

subject to g(x) = DTy − Ax− a ≤ ٠.
(۴.٣)

٢Hopfield and Tank
٣Kennedy and Chua



١٣ مسأله بیان .٣.٣

می�شود: توصیف زیر به�شکل همکاران و زیا تاکر،مدل کان شرایط طبق

dx

dt
= −

{
DT (Dx− b) + γ

(
−DTy + Ax+ a

)
+ γA

[
x−

(
x+DTy − Ax− a

)+]}
,

(۵.٣)
dy

dt
= −γ

{
Dx− b+D

[
(x+DTy − Ax− a)+ − x

]}
, (۶.٣)

آن در که

γ = ∥(x+DTy − Ax− a)+ − x∥٢
٢, (x, y)T ∈ G = {(x, y)T |x ≥ ٠}.

نیاز و کند می حل هم با را دوم درجه ریزی برنامه مسئله ودوگان اولیه مسئله دو هر وهمکاران زیا مدل
که کردند تعریف دینامیکی مدل ۵یک وبایمانی عفتی ٢٠٠۵ سال در ندارد. ۴ سازی میزان پارامتر به
سیستم با [٨] بایمانی و عفتی مدل کند. می حل سریع�تر همگرایی با را دوگان و اولیه مسئله دو هر

می�شود: تشریح زیر خطی غیر دینامیکی

dx

dt
= −a− A

(
x+ k

dx

dt

)
+DT

(
y + k

dy

dt

)
, x ≥ ٠, (٧.٣)

dy

dt
= b−D

(
x+ k

dx

dt

)
, (٨.٣)

مدل ببینید) را [١٢] ) وهمکاران ۶ اسکویی ٢٠٠٧ سال در است. مثبت ثابت یک k ضریب آن در که
این می�کند. استفاده اختیاری اولیه شرایط از که کردند معرفی دینامیکی خطی غیر سیستم یک با دیگری

همگراست. ودوگان اولیه دقیق جواب�های به هم�زمان مدل

مسأله بیان ٣.٣

: می�کنیم بررسی زیر شکل به یکتا جواب داشتن فرض با را دوم درجه ریزی برنامه مسأله

minimize f(x) =
١
٢
xTHx+ cTx

subject to Ax− b ≤ ٠,
(٩.٣)

است. محدب اکیدا هدف تابع بنابراین است. مثبت معین متقارن n×n ماتریس یک H آن در که
از است عبارت لاگرانژ دوگان مسئله .c ∈ Rn و b ∈ Rm ،rank(A) = mو m× n ماتریس یک A

آن: در که y ≥ ٠ روی θ(y) کردن ماکزیمم

θ(y) = inf

{
١
٢
xTHx+ cTx+ yT (Ax− b) : x ∈ Rn

}
. (١٠.٣)

۴Tunning
۵Effati and Baymani
۶Oskoei



١۴ دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک .٣

مینیمم و است محدب اکیدا ١
٢x

THx+ cTx+ yT (Ax− b) تابع مفروض، y یک برای کنید توجه
است: صادق زیر رابطه در که می�آید دست به مناسب نقطه یک در آن

Hx+ ATy + c = ٠. (١١.٣)

�شود: نوشته زیر به�شکل می�تواند دوگان مسأله بنابراین
maximize ١

٢
xTHx+ cTx+ yT (Ax− b)

subject to Hx+ ATy = −c,

y ≥ ٠.

(١٢.٣)

H−١ پس است معین مثبت ماتریس H چون می�کنیم. بررسی را دوگان مسأله از دیگری شکل حال
بنابراین: دارد، وجود

x = −H−١(c+ ATy). (١٣.٣)

است: زیر مسئله با هم�ارز (١٢.٣) مسأله .١.٣.٣ لم

maximize θ(y) =
١
٢
yTDy + yTd− ١

٢
cTH−١c

subject to y ≥ ٠.
(١۴.٣)

d = −b− AH−١c و D = −AH−١AT آن در که

داریم: (١٠.٣) در (١٣.٣) جای�گذاری با برهان.

θ(y) =
١
٢
[
(−H−١(c+ ATy)T )TH(−H−١(c+ ATy))

]
+ cT (−H−١(c+ ATy)) + yT [A(−H−١(c+ ATy))− b]

=− ١
٢
yTAH−١ATy − yT b− yTAH−١c− ١

٢
cTH−١c.

ثابت لم و می�آید دست به (١۴.٣) مسأله ،d = −b−AH−١c و D = −AH−١AT گرفتن نظر در با
می�شود.

عصبی شبکه مدل ۴.٣

زیر به�شکل ساده خطی غیر دینامیکی سیستم یک با (١۴.٣) مسئله طبق بر عصبی شبکه جدید مدل
: می�شود تشریح

dy

dt
= Dy + d, y ≥ ٠. (١۵.٣)

شکل در ای لایه تک بازگشتی عصبی شبکه یک با آسانی به می�تواند (١۵.٣) با شده تشریح سیستم
شود. داده نشان (١.٣)



١۵ عصبی شبکه جدید مدل پایداری تحلیل .۵.٣

(١۵.٣) از شده ارائه عصبی های شبکه معماری :١.٣ شکل

عصبی شبکه جدید مدل پایداری تحلیل ۵.٣

می�کنیم. مطالعه را (١۵.٣) عصبی شبکه همگرایی و تعادل نقطه پایداری بخش این در

اگر تنها و اگر است (١۵.٣) عصبی شبکه تعادل نقطه y∗ الف. .١.۵.٣ قضیه
y∗ ∈ Y ∗ = {y| است (١۴.٣) مسأله بهینه {yجواب

وجود [t٠,+∞) روی (١۵.٣) معادله برای یکتا پیوسته جواب یک y٠ = y(t٠) ∈ R+
m هر برای ب.

دارد.

اگر y∗ ∈ R+
m برای G(y∗) = ٠ بنابراین . G(y) = Dy + d و y ∈ R+

m کنید فرض الف. برهان.
.y∗ ∈ Y ∗ اگر وتنها

داریم: u و v ∈ R+
m برای ب.

∥G(u)−G(v)∥ = ∥Du+ d−Dv − d∥ = ∥Du−Dv∥ = ∥D∥ ∥u− v∥

سیستم ٢ فصل از (١٠.٣.٢) قضیه طبق است ∥D∥ ثابت با شیتز لیپ پیوسته G بنابراین
دارد. یکتا جواب (١۵.٣)

است. پایدار مجانبی طور به (١۵.٣) دیفرانسیل معادله می�دهیم نشان زیر قضیه در

y∗ ∈ Y ∗ به مجانبی پایدار (١۵.٣) دیفرانسیل معادله با شده توصیف عصبی شبکه .٢.۵.٣ قضیه
است.



١۶ دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک .٣

[t٠,+∞) روی (١۵.٣) از y(t) یکتا و پیوسته جواب یک می�دانیم (١.۵.٣) قضیه از استفاده با برهان.
می�کنیم: بررسی را زیر انرژی تابع دارد. وجود y(t٠) ∈ R+

m اولیه نقطه با

E(y) = e−( ١
٢y

TDy+yT d) − e−( ١
٢y

∗T Dy∗+y∗
T
d). (١۶.٣)

.E(y∗) = ٠ ، y∗ تعادل نقطه در است. (١۵.٣) سیستم لیاپانف تابع یک E(y) می�دهیم نشان
نشان است کافی . E(y) > ٠ زیرا است y∗ همسایگی در مثبت معین و پذیر مشتق E(y) همچنین

داریم: می�کنیم، پیدا t زمان به نسبت را E(y) مشتق .d(E(y(t)))

dt
≤ ٠ دهیم

dE(y)

dt
=

dE(y)

dy

dy

dt
= −(Dy+d)e−( ١

٢y
TDy+yT d)(Dy+d) = −∥Dy+d∥٢e−( ١

٢y
TDy+yT d) ≤ ٠.

. است y∗ به مجانبی همگرای y(t) بنابراین . y ̸= y∗ برای جز به dE(y)

dt
< ٠ لذا

اجرای سازی پیاده زیر مطلب کد می�شود. استفاده اویلر روش از (١۵.٣) عصبی شبکه حل برای
می�دهد. شرح را عصبی شبکه

for i = ١ : n;

dy = dt(Dy + d);

dy = max(y + dy, ٠)− y;

y = y + dy;

x = −H−١(c+ ATy);

z = θ(y) =
١
٢
yTDy + yTd− ١

٢
cTH−١c;

Y (:, i) = y;

end.

عددی محاسبات ۶.٣

بگیرید: نظر در را زیر مسأله .١.۶.٣ مثال

minimize x٢
١ + x٢

٢ + x١x٢ − ٣٠x١ − ٣٠x٢

subject to ۵
١٢

x١ − x٢ ≤ ٣۵
١٢

,

۵
٢
x١ + x٢ ≤ ٣۵

٢
− x١ ≤ ۵,

x٢ ≤ ۵,

x١, x٢ ≥ ٠,

شود: تبدیل زیر مسأله به تواند می بالا مسأله



١٧ عددی محاسبات .۶.٣

minimize f(x) = x٢
١ + x٢

٢ + x١x٢ − ٣٠x١ − ٣٠x٢

subject to g١(x) =
۵

١٢
x١ − x٢ ≤ ٣۵

١٢
,

g٢(x) =
۵
٢
x١ + x٢ ≤ ٣۵

٢
g٣(x) = −x١ ≤ ۵,

g۴(x) = x٢ ≤ ۵,

g۵(x) = −x١ ≤ ٠,

g۶(x) = −x٢ ≤ ٠,

شود: نوشته زیر به�صورت می�تواند QP مسأله

minimize f(x) =
١
٢
xTHx+ cTx

subject to Ax− b ≤ ٠,

آن در که

cT =
[
−٣٠−,٣٠

]
, A =



۵
١٢ −١
۵
٢ ١
−١ ٠

٠ ١
−١ ٠

٠ −١


, b =



٣۵
١٢
٣۵
٢

۵
۵
٠
٠


, H =

[
٢ ١
١ ٢

]
.

است: آمده به�دست زیر شکل به DQP و QP مسائل دقیق جواب

x =
[

۵, ۵
]T

, y =
[

٠,−۶, ٠, ٩, ٠, ٠
]T

.

می�کنیم: استفاده زیر به�شکل QP مسأله حل برای عصبی شبکه جدید مدل از حال
dy

dt
= Dy + d, y ≥ ٠,

عصبی شبکه حل برای اویلر روش از استفاده با . d = −b− AH−١c و D = −AH−١ATآن در که
شکل به DQP مسأله بهینه جواب y٠ = [٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠]T و dt = ٠٫ ٢ ، n = ١٠٠ انتخاب با فوق

می�آید: به�دست (٢.٣)

y∗ = [٠, ۶, ٠, ٩, ٠, ٠]T

می�آید: به�دست اصلی مسأله بهینه جواب (١١.٣) در y∗ جای�گذاری با
x∗ = [۵, ۵]T .



١٨ دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک .٣

زیا مدل بایمانی عفتی مدل شده ارائه مدل
٢٠٠, ٠٠٠ ١۵٠٠ ١٠٠ تکرارها تعداد

x∗ = [۵٫ ٠٠۴۵, ۴٫ ٩٩٠۶]T x∗ = [۵, ۵]T x∗ = [۵, ۵]T QP جواب
y∗ = [٠٫ ١١٨, ۵٫ ٩٣٨, ٠٫ ٠۵١, ٩٫ ٣۶٢]T y∗ = [٠, ۶, ٠, ٩]T y∗ = [٠, ۶, ٠, ٩, ٠, ٠]T DQP جواب

٩٢۵٫ ٠٣ ١٫ ۶۵ ٠٫ ٠١١٢۵ (s) زمان

y٠ = [٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠]T اولیه نقطه :١.٣ جدول

زیا مدل بایمانی عفتی مدل شده ارائه مدل
٢٠٠, ٠٠٠ ١۵٠٠ ١٠٠ تکرارها تعداد

x∗ = [۴٫ ٩٩٨, ۵٫ ٠٠۴]T x∗ = [۵, ۵]T x∗ = [۵, ۵]T QP جواب
y∗ = [٠٫ ٠٣٣, ۶٫ ٠۴٠, ٠٫ ٠۵١, ٨٫ ٨٣۴]T y∗ = [٠, ۶, ٠, ٩]T y∗ = [٠, ۶, ٠, ٩, ٠, ٠]T DQP جواب

٩٢٠٫ ٧۴ ١٫ ۵٩ ٠٫ ٠٠٩٢ (s) زمان

y٠ = [١٠, ١٠, ١٠, ١٠, ١٠, ١٠]T اولیه نقطه :٢.٣ جدول

مقایسه، در همگراست. ١٠٠تکرار حدود از پس جدید مدل ثابت، شش و متغیر دو با QP مسأله برای
را می�کشد.([٨] طول عفتی-بایمانی مدل از مسأله همان حل برای تکرار ٢٠٠٠٠٠ و ١۵٠٠ از بیشتر
عملیات تعداد بیشتر، همگرایی سرعت ساده�تر، شکل قبلی مدل�های به نسبت مدل این کنید). مشاهده
سرعت غیرخطی پویای سیستم اولیه، نقطه هر از شروع با همچنین دارد. کمتری متغیرهای و محاسباتی

کنید). مشاهده را (٢.٣) و (١.٣) (جدول دارد خوبی همگرایی

است: مفروض زیر مسأله .٢.۶.٣ مثال

minimize − ٢x١ − ۶x٢ + x٢
١ − ٢x١.x٢ + ٢x٢

٢

subject to x١ + x٢ ≤ ٢,

− x١ + ٢x٢ ≤ ٢,

x١, x٢ ≥ ٠.

است. x∗ = [٠٫ ٨, ١٫ ٢]T مسأله دقیق جواب

می�کنیم: بررسی زیر به�صورت را QP مسأله ماتریسی شکل

minimize f(x) =
١
٢
xTHx+ cTx

subject to Ax− b ≤ ٠,



١٩ عددی محاسبات .۶.٣

١.۶.٣ مثال در دوگان مسأله متغیرهای از y(t) گذرای مسیرهای :٢.٣ شکل

آن در که

cT =
[
−٢,−۶

]
, A =


١ ١
−١ ٢
−١ ٠

٠ −١

 , b =


٢
٢
٠
٠

 , H =

[
٢ −٢
−٢ ۴

]
.

می�کنیم: استفاده زیر به�شکل QP مسئله حل برای عصبی شبکه جدید مدل از حال
dy

dt
= Dy + d, y ≥ ٠,

شبکه حل برای ٧ اویلر روش از استفاده با و .d = −b − AH−١c و D = −AH−١AT آن در که
شکل به DQP مسأله بهینه جواب y٠ = [٠, ٠, ٠, ٠]T و dt = ٠٫ ٢ ، n = ٢٠ انتخاب با فوق عصبی

می�آید: به�دست (٣.٣)
y∗ = [٢٫ ٨, ٠, ٠, ٠]T

می�آید: به�دست زیر به�صورت اصلی مسأله بهینه (١١.٣)جواب در y∗ جای�گذاری با
x∗ = [٠٫ ٨, ١٫ ٢]T .

مقایسه، در همگراست. تکرار ٢٠ حدود از پس جدید مدل ثابت، چهار و متغیر دو با QP مسأله برای
مشاهده را (٣.٣) (جدول می�کشد طول بایمانی عفتی مدل از مسأله همان حل برای تکرار ٢٠٠ از بیشتر

کنید).

٧Euler method



٢٠ دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای دوگانی عصبی شبکه مدل یک .٣

٢.۶.٣ مثال در دوگان مسأله متغیرهای از y(t) گذرای مسیرهای :٣.٣ شکل

بایمانی عفتی مدل شده ارائه مدل
٢٠٠ ٢٠ تکرارها تعداد

x∗ = [٠٫ ٨, ١٫ ٢]T x∗ = [٠٫ ٨, ١٫ ٢, ٠, ٠٫ ٠٠٢٢]T QP جواب
y∗ = [٢٫ ٨, ٠]T y∗ = [٢٫ ٨, ٠, ٠, ٠]T DQP جواب

٠٫ ٠٠۴٠ ٠٫ ٠٠٠۶ (s) زمان

y٠ = [٠, ٠, ٠, ٠]T اولیه نقطه :٣.٣ جدول



۴ فصل

حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک
کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل

مقدمه ١.۴

محدودیتهای با محدب دوم درجه برنامه�نویسی مسائل حل برای عصبی شبکه یک توانایی فصل این در
جواب به و است پایدار لیاپانف مفهوم به شده ارائه عصبی شبکه مدل شود. می بیان کلی خطی
بسیاری می�شود. داده نیز پیشنهادی مدل بلوکی نمودار شود. می همگرا اصلی مساله�ی دقیق بهینه
یک شوند. حل واقعی زمان در باید آنها بنابراین دارند، زمان با متغیر ماهیتی بهینه�سازی، مسائل از
شبکه که است این پیچیده ساختار و بالا ابعاد با بهینه�سازی مسائل بررسی برای امیدوارکننده روش
این بهینه�سازی برای عصبی شبکه اصلی هدف بگیریم. به��کار مداری اجرای اساس بر را مصنوعی عصبی
می�دهد. ارائه را مصنوعی عصبی شبکه که کند ایجاد پویا سیستمی و بسازد نامنفی انرژی تابع که است
می�رود انتظار این بر علاوه است، اول درجه معمولی دیفرانسیل معادلات شکل در معمولا پویا سیستم
اولین ریاضی برنامه�نویسی مسائل حل برای عصبی شبکه شود. همگرا تعادل حالت به پویا سیستم که
متفاوتی انواع حل برای عصبی شبکه�های بعد به آن از شد. مطرح [٢٨] ١ فیلد هاپ و تنک توسط بار
آمده به�دست نیز مهم نتایج از برخی و است شده بررسی گسترده به�طور دوم درجه سازی بهینه مسائل از

([٢۵]− [٢٧], [٢٢]− [٢٣], [١۴]− [٢٠], [٧]− است.([١٢]

عصبی شبکه مدل ٢.۴

بگیرید: نظر در را زیر مسأله

minimize ١
٢
xTQx+DTx (١.۴)

١Tank and Hopfield

٢١



٢٢ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴

subject to Ax− b ≤ ٠ (٢.۴)

Ex− f = ٠ (٣.۴)

،f ∈ Rl ، E ∈ Rl×m ، b ∈ Rm ، A ∈ Rm×n مثبت، معین متقارن ماتریس Q ∈ Rn×n که
.rank(A,E) = m+ l و x ∈ Rn، D ∈ Rn

بگیرید: نظر در را زیر لاگرانژ تابع

L(x, u, v) =
١
٢
xTQx+DTx+

١
٢

m∑
k=١

u٢
k(ak.x− bk) +

l∑
p=١

vp(ep.x− fp) (۴.۴)

است (٣.۴)-(١.۴) بهینه جواب x∗ ∈ Rn ، [۴] در (٣.۴)-(١.۴) مسئله برای KKT شرایط طبق بر
کند: صدق زیر در (x∗T , u∗T , v∗T )T به�طوری�که باشد داشته وجود v∗ ∈ Rl و u∗ ∈ Rm اگروتنهااگر

u∗ ≥ ٠, Ax∗ − b ≤ ٠, u∗T (Ax∗ − b) = ٠,

Qx∗ +D + ATu∗ + ETv∗ = ٠,

Ex∗ − f = ٠.

(۵.۴)

است. x∗ به مرتبط لاگرانژ ضریب بردار (u∗T , v∗T )T و می�شود نامیده (٣.۴)-(١.۴) KKT نقطه x∗

باشد. (٣.۴)-(١.۴) KKT نقطه x∗ اگروتنهااگر است (٣.۴)-(١.۴) بهینه جواب x∗ [۴] به توجه با
یک از استفاده منظور به باشند. زمان به وابسته متغیرهای برخی v(.) و u(.), x(.) می�کنیم فرض حال
به دینامیکی سیستم یک می�کند، حل را (٣.۴)-(١.۴) دوم درجه بهینه�سازی مسأله که عصبی شبکه

بگیرید: نظر در زیر صورت
dx

dt
=−▽xL(x, u, v) = −(Qx+D +

١
٢

m∑
k=١

u٢
ka

T
k. +

l∑
p=١

vpe
T
p.), (۶.۴)

du

dt
=−▽uL(x, u, v) = diag(u١, · · · , um)(Ax− b), (٧.۴)

dv

dt
=−▽vL(x, u, v) = Ex− f, (٨.۴)

y = (xT , uT , vT )T ∈ Rm+n+l کنید فرض .u(t٠) > ٠ و (x(t٠)
T , u(t٠)

T , v(t٠)
T )T اولیه نقطه با

کنید فرض و است آن دوگان و (٣.۴)-(١.۴) بهینه نقاط مجموعه به�عنوان D∗ و

F (y) =


−(Qx+D +

١
٢
ATu٢ + ETv)

diag(u١, · · · , um)(Ax− b)

Ex− f

 .

شود: نوشته می�تواند زیر شکل به (٨.۴)-(۶.۴) عصبی شبکه بنابراین

dy

dt
= ηF (y), (٩.۴)

y(t٠) = y٠, u(t٠) > ٠, (١٠.۴)



٢٣ عصبی شبکه مدل .٢.۴

برای می�دهد. نشان را (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه همگرایی سرعت و است مقیاس پارامتر η که
(١.۴) شکل در (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه افزاری سخت اجرای .η = ١ می�کنیم فرض سادگی

شود. می داده نشان

(١٠.۴) (٩.۴) عصبی شبکه برای شده ساده بلوکی نمودار :١.۴ شکل

کنیم. می مقایسه موجود های مدل برخی با را آن (١٠.۴) و (٩.۴) مدل کارایی بررسی منظور به
گیریم: می نظر در را زیر مسأله ابتدا

minimize ١
٢
xTQx+DTx (١١.۴)

subject to Ax− b ≤ ٠ (١٢.۴)

x ≥ ٠ (١٣.۴)

عصبی شبکه مدل یک b ∈ Rm و A ∈ Rm×n است، مثبت معین متقارن ماتریس Q ∈ Rn×n که
بگیرید: نظر در زیر به�صورت (١٣.۴)-(١١.۴) برای اولیه-دوگان

d

dt

[
x

u

]
=

[
Q+ In AT

−A Im

]
×

[
−x+ (x− (Qx+D) + ATu)+

u− (u− Ax+ b)+

]
, (١۴.۴)

(١٣.۴)-(١١.۴) حل برای عصبی شبکه پیشنهادی مدل m×mهستند. و n×nبه�ترتیب Im و In که
: [٣٢] می�شود داده زیر صورت به

dx

dt
= −

(
Qx+D +

١
٢

(
m∑
k=١

u٢
ka

T
k. −

m+n∑
k=m+١

u٢
ke

T
(k−m)

))
, (١۵.۴)



٢۴ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴

du

dt
= diag (u١, · · · , um, um+١, · · · , um+n)

(
Âx− b̂

)
, (١۶.۴)

همه است، یک iام (مولفه استاندارد واحد بردار ei ∈ R١×nو Â =

[
A

−In

]
و b̂ =

[
b

٠

]
که

و ضرب ٣m + ٣n + ٣mn + n٢ به (١۶.۴) و (١۵.۴) در حالت معادله است) صفر دیگر مولفه�های
و ضرب ۶mn+n٢ به (١۴.۴) در حالت معادله حالی�که در دارد، نیاز جمع/تقسیم ٢n+m+mn+n٢

(١۶.۴) و (١۵.۴) در شده ارائه عصبی شبکه بنابراین دارد. نیاز تکرار هر در جمع/تقسیم ۴mn+ ٢n٢

دارد. (١۴.۴) در موجود شبکه به نسبت اجرا برای را کمتری پیچیدگی
می�گیریم: نظر در را زیر مسأله

minimize ١
٢
xTA٠x+ aTx (١٧.۴)

subject to x ∈ Ω٠ (١٨.۴)

Dx = b (١٩.۴)

مجموعه Ω٠ ⊂ Rm و n ×m ماتریس D است، مثبت معین نیمه متقارن ماتریس A٠ ∈ Rm×m که
به (١٩.۴)-(١٧.۴) حل برای عصبی شبکه [٢٧] در است. x = (x١, · · · , xm)

T و محدب بسته
است: زیر صورت

dx

dt
= P.

(
x− A٠x+DTy − a

)
− x (٢٠.۴)

dx

dt
= −DP.

(
x− A٠x+DTy − a

)
+ b (٢١.۴)

همگرا متناهی زمان در (٢١.۴)-(٢٠.۴) عصبی شبکه مدل است، Ω٠ در تصویر عملگر P. آن در که
محدب خطی غیر برنامه�نویسی مسائل حل برای را عصبی شبکه مدل یک [١٧] چوآ و کندی نیست.

می�شود: استفاده زیر شکل به (٣.۴)-(١.۴) حل برای شبکه این کردند. پیشنهاد

dx

dt
= −

(
Qx+D + s

(
AT (Ax− b)+ + ET (Ex− f)

))
, (٢٢.۴)

که

(Ax− b)+ =
(
[a١.x− b١]

+ , [a٢.x− b٢]
+ , · · · , [am.x− bm]

+) ,
[ak.x− bk] = max {(ak.x− bk) , ٠} , k = ١, · · · ,m,

دقیق بهینه جواب نیست قادر مشخص جریمه پارامتر دلیل به شبکه این است. جریمه پارامتر s آن در که
تنها (٢٢.۴) شبکه بنابراین است. سخت آن اجرای باشد بزرگ خیلی جریمه پارامتر که زمانی و بیابد را
عصبی شبکه مقایسه، در همگراست. متناهی جریمه پارامتر هر برای (٣.۴)-(١.۴) تقریبی جواب به

همگراست. (٣.۴)-(١.۴) بهینه جواب به سراسری به�طور (١٠.۴)-(٩.۴) در شده ارائه



٢۵ عصبی شبکه مدل .٢.۴

عصبی شبکه تعادل نقطه یک u∗ ≥ ٠ با y∗ =
(
x∗T , u∗T , v∗T

)T کنید فرض الف. .١.٢.۴ قضیه
است. (٣.۴)-(١.۴) مسأله KKT نقطه x∗ آن�گاه باشد (١٠.۴) و (٩.۴)

اولیه نقطه با (١٠.۴) و (٩.۴) مسیر منحنی y(t) = (x(t)T , u(t)T , v(t)T )T کنید فرض ب.
.u(t) ⩾ ٠ آن�گاه u(t٠) > ٠ اگر باشد. y(t٠) = (x(t٠)

T , u(t٠)
T , v(t٠)

T )T

ثابت ماند می باقی (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی پویای معادله با (۵.۴) سیستم مقایسه با الف. برهان.
کنیم

u∗
k(ak.x

∗ − bk) = ٠, ak.x∗ − bk ≤ ٠, (k = ١, · · · ,m).

است: زیر صورت به (٧.۴) معادله تحلیلی جواب

uk(t) = uk(t٠)e
∫ t
t٠ (ak.x−b)dt, (k = ١, · · · ,m). (٢٣.۴)

برآورده نامساوی قیدهای اگر که می�دهد نشان عبارت این است. uk(t) اولیه مقدار uk(t٠) که
تابع در ١

٢
u٢
k(ak.x − bk) عبارت (ak.x − bk > ٠ که دارد وجود k یک حداقل (یعنی نشوند

مدت از پس است، L(x, u, v) سازی مینیم هدف چون می�یابد افزایش زمان با (۴.۴) لاگرانژ
،t → +∞ ، t ≥ t٠ ازای به بنابراین می�کند. حرکت شدنی ناحیه سمت به x(t) محدود زمان

. u∗
k(ak.x

∗ − bk) = ٠ نتیجه .در uk(t) → ٠

چون ،(٢٣.۴) از و u(t٠) > ٠ با y(t٠) شده داده اولیه نقطه برای ب.

e
∫ t
t٠ (ak.x−bk)dt ≥ ٠, (k = ١, · · · ,m)

. uk(t) ≥ ٠ t ≥ t٠ هر برای نتیجه در

برای y(t) یکتا پیوسته جواب y(t٠) = (x(t٠)
T , u(t٠)

T , v(t٠)
T )T اولیه نقطه هر برای .٢.٢.۴ لم
دارد. وجود (١٠.۴) و (٩.۴) سیستم

شیتز لیپ پیوسته Ex− f و diag(u١, · · · , um)(Ax− b) و Qx+D +
١
٢
ATu٢ +ETv برهان.

(٩.۴) عصبی شبکه معمولی، دیفرانسیل معادلات جواب یکتایی و وجود قضیه به توجه با است. موضعی
دارد. τ > t٠ از برخی برای را y(t) ،t ∈ [t٠, τ) بفرد منحصر پیوسته جواب (١٠.۴) و

مفهوم به (١٠.۴) و (٩.۴) در پیشنهادی عصبی شبکه آن�گاه باشد مثبت معین Q اگر .٣.٢.۴ قضیه
تعادل نقطه y∗ آن در �که همگراست y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T به سراسری به�طور و است پایدار لیاپانف

است. (١٠.۴) و (٩.۴)

کنید: تعریف را زیر لیاپانف تابع برهان.

E(y) =∥ F (y) ∥٢ +
١
٢
∥ y − y∗ ∥٢ (٢۴.۴)



٢۶ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴

آن�گاه
dF

dt
=

∂F

∂y

dy

dt
= ∇F (y)F (y)

است: زیر به�صورت F نگاشت ژاکوبین ماتریس که

∇F (y) =


−Q −ATS −ET

STA K Qm×١

E Ql×m Ql×l

 , (٢۵.۴)

K = diag(a١.x− b١, · · · , am.x− bm), S = diag(u١, · · · , um)

داریم:

dE(y(t))

dt
= (

dF

dt
)TF + F T (

dF

dt
) + (y − y∗)

dy(t)

dt

= F T (∇F (y)T +∇F (y))F + (y − y∗)TF (y)

= −٢(Qx+D +
١
٢
ATu٢ + ETv)TQ(Qx+D +

١
٢
ATu٢ + ETv)

+ ٢
m∑
k=١

(uk(ak.x− bk))
٢(ak.x− bk) + (y − y∗)TF (y)

≤ ٢
m∑
k=١

(uk(ak.x− bk))
٢(ak.x− bk) + (y − y∗)TF (y)

.
∑m

k=١(uk(ak.x − bk))
٢(ak.x − bk) ≤ ٠ آن�گاه (ak.x − bk) ≤ ٠, (k = ١, · · · ,m) اگر حال

بنابراین است. یکنواخت اکیدا F (y) و است منفی معین ∇F (y) این بر علاوه
(y − y∗)T (F (y)− F (y∗)) = (y − y∗)TF (y) ≤ ٠,

نتیجه در

(
dE(y(t))

dt
) ≤ ٠. (٢۶.۴)

متناهی زمان مدت از بعد آن�گاه .k ∈ {١, · · · ,m} از برخی برای (ak.x − bk) > ٠ اگر ازطرفی،
به�دست را dE(y(t))

dt
≤ ٠ متناهی زمان یک از بعد نتیجه در می�گیرد. قرار شدنی ناحیه در نهایتا x(t)

چون است. پایدار لیاپانف مفهوم به (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه بنابراین می�آوریم.

E(y) ≥ ١
٢
∥ y − y∗ ∥٢, (٢٧.۴)

[t٠, τ) در y(t)جواب u(t٠) > ٠ با y٠ = (x(t٠)
T , u(t٠)

T , v(t٠))
T ∈ Rn+m+l اولیه نقطه هر برای

دارد. وجود زیر صورت به همگرا زیردنباله�ای و τ → +∞ بنابراین می�شود }کراندار
(x(tk)

T , u(tk)
T , v(tk))

T

∣∣∣∣t٠ < t١ < · · · < tk < tk+١, tk → و∞ k → ∞
}



٢٧ محاسباتی مثال�های .٣.۴

آن�چنان�که:
lim
k→∞

(
x(tk)

T , u(tk)
T , v(tk)

)T
=
(
xT , uT , vT

)T
ω نقطه یک

(
xT , uT , vT

)T بنابراین کند. می صدق dE(y(t))

dt
= ٠ در

(
xT , uT , vT

)T آن در �که

تغییرناپذیری مجموعه قضیه از استفاده با است.
{
(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T

∣∣∣∣t ≥ t٠

}
مجموعه از حدی

در ناپذیر تغییر مجموعه بزرگترین M که
{
(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T

}
→ M} لازال

K =

{
(x(t)T , u(t)T , v(t)T )T

∣∣∣∣dE(y(t))

dt
= ٠
}

که می�گیریم نتیجه (٢۶.۴) و (١٠.۴) ، (٩.۴) از است.
dx

dt
=

du

dt
=

dv

dt
= ٠ ⇐⇒ dE(y(t))

dt
= ٠

(١٠.۴) و (٩.۴) در شده ارائه عصبی شبکه لذا M ⊆ K ⊆ D∗ با (xT , uT , vT )T ∈ D∗ بنابراین
همگراست. y تعادل نقطه به سراسری به�طور

،D∗ = {(x∗T , u∗T , v∗T )T} اگر باشند، برقرار (٣.٢.۴) قضیه شرایط که کنید فرض .۴.٢.۴ نتیجه
نقطه به مجانبی سراسری پایدار به�طور (٣.۴)-(١.۴) حل برای (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه آن�گاه

است. y∗ = (x∗T , u∗T , v∗T )T فرد به منحصر تعادل

محاسباتی مثال�های ٣.۴

می�کنیم. آزمایش را مثال چندین (١٠.۴) و (٩.۴) شده ارائه عصبی شبکه قابلیت دادن نشان برای
مختلف مقادیر با را (١٠.۴) و (٩.۴) شده ارائه عصبی شبکه عملکرد مسائل، از برخی آزمایش برای
به�عنوان را مهندسی در کاربردی مثال دو همچنین می�کنیم. مقایسه x(٠) مختلف اولیه حالت�های و η

می�دهیم. ارائه را شده محدود تقریبی مربعات حداقل مسأله و رگرسیون

[٢۶] .١.٣.۴ مثال

minimize x٢
١ + ٢x٢

٢ − ٢x١x٢ − ٢x١ − ۶x٢

subject to


x١ + x٢ ≤ ٢,

−x١ + ٢x٢ ≤ ٢,

x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠.

می�کند بیان (۴.٢.۴) نتیجه و (٣.٢.۴) قضیه دارد. x∗ = [٠٫ ٨, ١٫ ٢]T جواب یک تنها مسأله این
متغیرهای نمودار (٢.۴) شکل همگراست. x∗ به سراسری به�طور (١٠.۴) و (٩.۴) در شده بیان مدل که
این است. شدنی ناحیه S که می�کشد، تصویر به مختلف اولیه نقطه پنج با را (x١(t), x٢(t))

T حالت
همگراست. x∗ دقیق جواب به سراسری به�طور بردارها



٢٨ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴
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١.٣.۴ مثال در متفاوت اولیه نقطه پنج با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه صوری دیاگرام :٢.۴ شکل
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مثال در متفاوت اولیه نقطه ٢٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه از x(t) گذرای رفتارهای :٣.۴ شکل
٢.٣.۴



٢٩ محاسباتی مثال�های .٣.۴

[٣۴] .٢.٣.۴ مثال

minimize x٢
١ + x٢

٢ + x١x٢ − ٣٠x١ − ٣٠x٢

subject to


۵

١٢
x١ − x٢ ≤ ٣۵

١٢
,

۵
٢
x١ + x٢ ≤ ٣۵

٢
,

−۵ < x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ۵.

را (١٠.۴) و (٩.۴) در شده ارائه عصبی شبکه است. x∗ = [۵, ۵]T مسأله این برای بهینه جواب
خروجی که می�دهد نشان محاسباتی مثال�های نتایج می�بریم. به�کار ریاضی ریزی برنامه این حل برای
(٣.۴) شکل مثال به�طور همگراست. y∗ = [x∗T , u∗T ]T به همیشه اولیه نقطه هر با (١٠.۴) و (٩.۴)
همگرایی رفتار می�دهد. نشان تصادفی اولیه نقطه ٢٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) اساس بر را x(t) رفتار
و ٢ ما در بالا مسأله مقایسه، برای می��شود. داده نشان (۴.۴) شکل در نیز x∗ و x خطای نرم l٢

تعادل نقطه به s = ۵٠ با شبکه این می�شود. حل چوآ کندی- شبکه از استفاده با ،[٢٢] ٣ شنبلت
این و شود دیده بالا مسأله تقریبی جواب به�عنوان می�تواند که همگراست، x̃ = [۴٫ ٩٧٧٧٨, ۵٫ ١٧۴۵]T

نیست. شدنی تعادل نقطه

[٢۶] .٣.٣.۴ مثال

minimize x٢
١ + x٢

٢ + ٠٫ ۵x٢
٣ + x١x٢ − ۴x١ − ٣x٢ − ٢x٣

subject to


x١ + x٢ + ٢x٣ ≤ ٣,

٣x١ − ٩x٢ + ٩x٣ = ١,

٠ ≤ xi ≤
۴
٣

(i = ١, ٢, ٣).

مسیرهای که می�دهد نشان (۵.۴) شکل است. x∗ = [
۴
٣
,

٧
٩
,

۴
٩
]T مسأله این برای بهینه جواب

به کرد، حل اولیه تصادفی نقطه ٢٠ با را بالا مسأله که (١٠.۴) و (٩.۴) در شده ارائه عصبی شبکه
مقدار روی بر (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه در را η پارامتر تاثیر همگراست. مسأله این بهینه جواب
همگرایی سرعت ،η = ٠٫ ١ با که است واضح (۶.۴) شکل از می�کنیم. آزمایش ∥ x(t) − x∗ ∥٢

می�شود. اختیار η = ۵ �که است زمانی از کمتر ∥ x(t)− x∗ ∥٢

٢Maa
٣Shanblatt



٣٠ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴

0 5 10 15
0

5

10

15

20

25

30

35

40

 t

||x
(t)

−x
* ||2

مثال۴.٢.٣ در ∥x(t)− x∗∥٢ همگرایی رفتار :۴.۴ شکل
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متفاوت اولیه نقطه ٢٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه از گذرا رفتارهای :۵.۴ شکل

[٣٠] .۴.٣.۴ مثال

minimize ١٠x٢
١ + ٢x٢

٢ + ٢x٢
٣ − ٢(x١x٢ + ٣x١x٣ − x٢x٣)



٣١ محاسباتی مثال�های .٣.۴
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η=0.1
η=0.5
η=1.5
η=5

y٠ = با ٣.٣.۴ مثال در ∥x(t) − x∗∥٢ همگرای رفتار :۶.۴ شکل
[−۵, ۴,−٣, ١−,٢, ٠, ٢−,١, ٣,−۴, ۵]T

subject to


−١ ≤ x٢ − x١ ≤ ٠,

−١ ≤ x٣ − ٣x١ ≤ ١,

١ ≤ x٢ + x٣ ≤ ٢.

بهینه جواب به شده ارائه مدل x(t) خروجی مسیر خط که می�دهد نشان محاسباتی مثال�های نتایج
نشان را تصادفی اولیه نقطه هشت با همگرایی (٧.۴) شکل مثلا همگراست. مسأله این x∗ = [١

۴ ,
١
۴ ,

٣
۴ ]

T

به هم�چنان شبکه مسیرهای شود، انتخاب نشدنی نقطه به�عنوان اولیه نقطه وقتی این، بر علاوه می�دهد.
همگراست. x∗

[٣۵] .۵.٣.۴ مثال

minimize ١٠x٢
١ − x٢

٢ + x٢
٣ + x٢

۴ − ٢x١ − x۴

subject to



٢x١ + x٢ + x٣ + ۴x۴ = ٧,

٠٫ ٢x١ + ٢x٢ + ٢x۴ = ۶,

x١ ≤ ١۵, +x٢ ≤ ٠٫ ۵,

x٣ ≤ ١٫ ۵, x۴ ≤ ١.

را x(t) همگرایی رفتار (٨.۴) شکل دارد. x∗ = [١٫ ۵, ٠٫ ۵,−٠٫ ۵, ١]T بهینه جواب یک مسأله این
صورت هر در که می�کنیم کید تأ می�دهد. نشان تصادفی اولیه نقطه ۵٠ با شده ارائه عصبی شبکه اساس بر



٣٢ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴
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.۴.٣.۴ مثال (١٠.۴) و (٩.۴) در اولیه نقطه هشت با عصبی شبکه نمودار :٧.۴ شکل
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۵.٣.۴ مثال در تصادفی اولیه نقطه ۵٠ با (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه از گذرا رفتار :٨.۴ شکل

x∗ بهینه جواب به همیشه شده ارائه شبکه می�شود، گرفته شدنی فضای خارج یا داخل اولیه نقطه اگر
اولیه نقطه و مختلف های η با را ،∥ x(t)− x∗ ∥٢ خطای همگرای رفتار نیز (٩.۴) شکل همگراست.

y٠ = [−٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢]T



٣٣ محاسباتی مثال�های .٣.۴
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η=0.1
η=0.5
η=1.5
η=10

y٠ = با ۵.٣.۴ مثال x(t)∥در − x∗∥٢ همگرای رفتار :٩.۴ شکل
[−٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢−,٢, ٢]T
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مثال در متفاوت اولیه نقطه ۵٠ با (٢٢.۴) چوآ کندی عصبی شبکه از x(t) گذرای رفتار :١٠.۴ شکل
۵.٣.۴



٣۴ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴

١٢٫ ٧ ١١٫ ۵ ١١٫ ٠ ١٠٫ ٢ ٧٫ ٨ ۵٫ ۶ ۴ ٣٫ ٠ ١٫ ٠ x

−٢٫ ٠ ۴٫ ٠ ١٢٫ ٨ ١٧٫ ۶ ٢٠ ٨٫ ٠ −٢٫ ۴ −٢٫ ٨ −٣٫ ٢ y

رگرسیونی های داده :١.۴ جدول

شبکه مقایسه، برای می�شود. بهتر همگرایی میزان به منجر بزرگتر η که است بدیهی می�دهد. نشان
اساس بر که را گذرا رفتار (١٠.۴) شکل می�بریم. به�کار مثال این حل برای را (٢٢.۴) در کندی-چوا
این از می�دهد. نشان s = ١۵٠٠٠٠ و تصادفی اولیه نقطه ۵٠ با را است (٢٢.۴) در کندی-چوا مدل

نیستند. همگرا x∗ به (٢٢.۴) کندی-چوا مدل مسیرهای که است واضح شکل

بگیرید: درنظر را داده�ها مجموعه� از تقریبی رگرسیون مسأله .۶.٣.۴ مثال
{(x١, y١), (x٢, y٢), · · · , (xn, yn)} , (٢٨.۴)

باشد: زیر به�شکل رگرسیونی تابع کنید فرض

ϕ(x) =
N∑
i=١

αiϕi(x) + β (٢٩.۴)
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ε=100
ε=10
ε=0.01

با (١٠.۴) و (٩.۴) پیشنهادی عصبی شبکه از استفاده با رگرسیون پشتیبانی بردار نتایج :١١.۴ شکل
. ε متفاوت پارامتر سه و δ = ١ و ξ = ١٠٠ که RBF کرنل یک

در عصبی شبکه می�توانیم اینجا در می�شوند. زده تخمین که هستند مدل این پارامترهای β و αi و
رگرسیونی تابع ۴ هابر کاهش تابع از استفاده با ببریم به�کار پارامترها این تخمین برای (١٠.۴) و (٩.۴)

۴Huber



٣۵ محاسباتی مثال�های .٣.۴

۴٫ ۵ ۴ ٣٫ ۵ ٣ ٢٫ ۵ ٢ ١٫ ۵ ١ ٠٫ ۵ ٠ x

۵٫ ٨ ١٫ ٢ ٠٫ ٨ ٣ ۶٫ ٢ ۶٫ ٢ ٨ ٧٫ ٩ ٧٫ ٢ ٧٫ ۶ y

تقریبی های داده :٢.۴ جدول

می�شود: تبدیل زیر به�شکل شد، تعریف (٢٩.۴) در که

ϕ(x) =
N∑
i=١

θiK(x, xi) + β,

و است کرنل تابع K(x, y) که
K(xi, xj) = ϕ(xi)

Tϕ(xj).

است: زیر به�شکل دوم درجه سازی بهینه مسأله بهینه جواب ،θi(i = ١, · · · , N) [٢۶] برطبق

minimize ١
٢

N∑
i=١

N∑
j=١

θiθjK(xi, xj)−
N∑
i=١

θiγi +
ε

٢ξ

N∑
i=١

θ٢
i

subject to


∑N

i=١ θi = ٠,

−ξ ≤ θi ≤ ξ, (i = ١, · · · , N),

همچنین است. مشخص پارامتر یک ξ > ٠ و تقریب برای نیاز مورد دقیق پارامتر ε > ٠ آن در که
بهینه�سازی مسأله حل برای شده ارائه عصبی شبکه مدل تعادل نقطه v∗ که β = v∗ که می�شود داده نشان
عصبی شبکه می�گیریم. نظر در را (١.۴) جدول در رگرسیون های داده مثال به�عنوان است. دوم درجه

: می�گیریم نظر در زیر گوسین RBF کرنل یک با (١٠.۴) و (٩.۴) شده ارائه

K(x, y) = exp

(
−∥ x− y ∥٢

٢δ٢

)
می�دهد نشان ε مختلف پارامتر سه و δ = ١ و ξ = ١٠٠ برای را رگرسیون نتیجه (١١.۴) شکل

است. دقیق�تر تقریب می�کند میل صفر به ε وقتی که است واضح

(a٠, a١, a٢, a٣, a۴)
T پارامترهای بگیرید. نظر در را تقریبحداقل-مربعاتمحدود مسأله .٧.٣.۴ مثال

: تابع برای را
y(x) = a۴e

x + a٣x
٣ + a٢x

٢ + a١x+ a٠

بیابید: زیر محدودیت�های به توجه با و است (٢.۴) جدول در مفروض داده�های با متناسب که
٨٫ ١ ≤ y(١٫ ٣) ≤ ٨٫ ٣, ٢٫ ٢۵ ≤ y(۴٫ ٢) ≤ ٢٫ ٢۶, ٣٫ ۴ ≤ y(٢٫ ٨) ≤ ٣٫ ۵

شود: فرموله زیر به�شکل می�تواند مسأله این

minimize ∥ Cx− d ∥٢

subject to Ax ∈ Ω,



٣۶ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴
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های داده معرف دایره که .۵.٣.۴ مثال در (١٠.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه تقریب نتایج :١٢.۴ شکل
است. تقریب تابع خم و تقریب

آن در که
x = (x١, x٢, x٣, x۴, x۵)

T = (a۴, a٣, a٢, a١, a٠)
T ,

C =



١ ١٫ ۶۴٩ ٢٫ ٧١٨ ۴٫ ۴٨٢ ٧٫ ٣٨٩ ١٢٫ ١٨٣ ٣٣٫ ١١۶ ۵۴٫ ۵٩٨ ٩٠٫ ٠١٧
٠ ٠٫ ١٢۵ ١ ٣٫ ٣٧۵ ٨ ١۵٫ ۶٢۵ ۴٢٫ ٨٧۵ ۶۴ ٩١٫ ١٢۵
٠ ٠٫ ٢۵ ١ ٢٫ ٢۵ ۴ ۶٫ ٢۵ ١٢٫ ٢۵ ١۶ ٢٠٫ ٢۵
٠ ٠٫ ۵ ١ ١٫ ۵ ٢ ٢٫ ۵ ٣٫ ۵ ۴ ۴٫ ۵
١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١



T

,

d = [٧٫ ٢, ٧٫ ٢, ٧٫ ٩, ٨, ۶٫ ٢, ٠٫ ٨, ١٫ ٢, ۵٫ ٨]T ,

A =


٣٫ ۶۶٩ ٢٫ ١٩٢ ١٫ ۶٩ ١٫ ٣ ١

١۶٫ ۴۴٩ ٢١٫ ٩۵٢ ٧, ٨۴ ٢٫ ٨ ١
٩۶٫ ۶٨۶ ٧۴٫ ٠٨٨ ١٧٫ ۶۴ ۴٫ ٢ ١

 ,

و
Ω =

{
x ∈ R٣ : ٨٫ ١ ≤ x١ ≤ ٨٫ ٣, ٣٫ ۴ ≤ x٢ ≤ ٣٫ ۵,≤ ٢٫ ٢۵ ≤ x٣ ≤ ٢٫ ٢۶

}
x بین l٢ نرم خطای می�دهد. نمایش شده ارائه عصبی شبکه از استفاده با را تقریب نتایج (١٢.۴) شکل

می�شود. داده نشان (١٣.۴) شکل در نیز x٠ = [١−,١, ١−,١, ١]T اولیه نقطه با x∗ و



٣٧ محاسباتی مثال�های .٣.۴
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.۵.٣.۴ مثال در η = ١٠ و x٠ = [١−,١, ١−,١, ١]T با ∥x(t)− x∗∥٢ همگرایی رفتار :١٣.۴ شکل

دهیم. می پاسخ زیر سوال به بخش، این به دادن پایان برای

به دادن جواب برای دارد؟ وجود موجود های مدل با مقایسه در شده ارائه عصبی شبکه مزایای آیا
کنیم: می خلاصه را شده ارائه نظری مباحث و عددی آزمایش�های از آمده دست به نتایج سوال این

مسائل در بالقوه مزیت چند عصبی شبکه روش سنتی، عددی بهینه�سازی الگوریتم�های با مقایسه در
دارد: واقعی زمان

و بزرگ بسیار مقیاس در یکپارچه�سازی از استفاده با موثر به�طور می�تواند عصبی شبکه ساختار •
را بهینه�سازی مسائل از بسیاری می�توانند عصبی شبکه�های دوم، شود. اجرا نوین فن�آوری�های
مستقیما می�تواند ODE روش�های و پویا روش�های سوم، کند. حل زمان-متغیر پارامترهای با

کنند. سازی پیاده موثر به�طور مسائل حل برای را زمان-پیوسته عصبی شبکه

بهینه�سازی مسایل برای که می�کنیم مقایسه موجود مدل�های برخی با را شده ارائه عصبی شبکه مدل •
می�شود. استفاده (٢٢.۴) و (٢١.۴) ، (٢٠.۴) در که هایی مدل مثلا می�کند، کار نیز دوم درجه
با باشند. داشته کمتری پیچیدگی�های عصبی شبکه مدل�ها�ی این که می�رسد نظر به اول، نگاه در
دوم درجه بهینه�سازی مسایل برخی آزمایش با شده ارائه مدل عملکرد تفاوت که می�بینیم حال این

است. واضح بسیار

مدل�های برخی برای حالی�که در ندارد، شده ارائه عصبی شبکه مدل بر زیادی اثر اولیه نقاط تغییر •
بهینه جواب به سراسری به�طور شده ارائه مدل که است دلیل این به دارد. وجود تأثیر این موجود

همگراست. مسأله



٣٨ کلی دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای لاگرانژی عصبی شبکه مدل یک .۴

عصبی شبکه دادن نشان برای محدود مربعات حداقل تقریب مسأله و رگرسیون برای مثال دو •
است. شده بیان شده ارائه

رفتار و مسیرها همگرایی میزان درباره (١٠.۴) و (٩.۴) پویای مدل در را η پارامتر تاثیر مقاله این در
همگرایی میزان به منجر بزگتر η که است واضح کردیم. تحلیل و تجزیه نیز ∥ x(t) − x∗ ∥٢ همگرایی
را شده ارائه عصبی شبکه جذابیت و همگرایی رفتار مثال، چندین در شبیه�سازی نتایج می�شود. بهتری

می�دهد. نشان وضوح به

آتی کارهای برای پیشنهادات و نتیجه�گیری

به کارا عصبی شبکه مدل دو از استفاده با و داشته عصبی شبکه�های بر مروری ابتدا نامه پایان این در
جواب به سراسری و همگرایی و پایداری هم�چنین پرداختیم. محدب دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان شده ارائه مدل مزیت�های جمله از دادیم. قرار بررسی مورد را بهینه

انگشتی چند ربات مسأله حل •

۴ فصل مدل از استفاده با QP مسائل حل برای دوگان مدل یک ارائه •

تصویر پردازش مسائل در ۴ فصل از شده ارائه مدل کاربرد •

٣ فصل مدل دادن توسعه با داده�ها طبقه�بندی و رگرسیون مسأله حل •

سهام سبد بهینه�سازی مسائل حل •

ندارد جریمه پارامتر به نیاز مدل این •

است استفاده قابل محدب بهینه�سازی مسائل از بسیاری رده در مدل، این سادگی وجود با •

و شدنی ناحیه از خارج میتواند نقطه این و نداشته شروع نقطه به وابستگی هیچ�گونه مدل این •
باشد تصادفی نقطه�ای

باشد بزرگ ابعاد با مسائل و زمان به وابسته مسائل حل به قادر می�تواند مدل این •
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Aabstract

This involves enlarging the size of the optimization problems that exist in practice. The
necessary conditions of efficiency in the use of techniques that enable high-speed, very
large problems solved with acceptable quality can be felt more than.
Recently methods of optimization based on artificial intelligence approaches have been de-
veloped remarkable success in solving optimization problems efficiently acquired. Methods
such as Genetic Algorithms, Tabu Search, refrigeration simulation and neural networks,
their ability to solve large problems have good action. Special rates available on the pos-
sible application of neural networks in a wide range of research has provided. It points to
the possibility of learning and performance improvement based on the input data point. It
also allows parallel computations in a neural network is another advantage of the parallel
hardware, enabling very large problems by this approach possible.
In this thesis, we tried a model of recursive neural network is presented to solve optimiza-
tion problems in the traces. Analysis of uniqueness, stability and convergence of global
solutions are examined and the performance of the proposed method using several exam-
ples of convex quadratic programming problems is shown.
Finally, we provide conclusions and recommendations for future work.
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