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چൊیده
شده پرداخته دینامیکی سیستم�های تحلیل و تجزیه در خطی ماتریسی نامساوی� به پایان�نامه این در
به کنترل مهندسی در خاص عملی مسائل از برخی برای که گردیده مطرح لیاپانوف توسط روشی است.

است. گردیده اعمال خاص عملگری با کنترل سیستم�های پایداری مساله �ویژه
موجود بهینه راه�حل برای لازم شرایط یافتن به علاقه�مند شده، فرموله عینا بهینه�سازی مسائل در
فراهم را شرایط این که شویم تحلیل و تجزیه از شاخه�ای به متوسل که است طبیعی ازاین�رو هستیم.

نماید.
مثال�های با آن کاربردی زمینه�های و خطی ماتریسی نامساوی حل روش� شده تلاش پایان�نامه این در
توصیفی سیستم�های برای خطی ماتریسی نامساوی خصوصیات بررسی به ضمن در گردد، بیان عینی
در و شده پرداخته روش این از استفاده با مقاوم خروجی پس�خورد کنترلگر طراحی و خطی زمان گسسته
داده�ایم. قرار بررسی مورد خطی حالت پس�خورد کنترل طریق از را دوخطی سیستم�های پایداری نهایت

محدب. پایداری، کنترل، مستقیم، خطی دو نامساوی، خروجی، پس�خورد، خطی، کلیدی: کلمات
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١ فصل

تعاریف و مقدمه

تاریخچه ١.١

سال ١٠٠ از بیش به دینامیکی سیستم�های تحلیل و تجزیه در خطی ماتریسی نامساوی تاریخچه�ی
نظریه به حاضر حال در که را خود اصلی کار ١ لیاپانوف نام به فردی ١٨٩٠ سال از .[۵] می�رسد

دیفرانسیل: معادله�ی که داد نشان وی نمود؛ ارائه است معروف لیاپانوف

d

dt
x(t) = Ax(t) (١.١)

باشد: برقرار زیر نامساوی طوریکه به یافت بتوان �Pای مثبت معین ماتریس اگر تنها و اگر است، پایدار

ATP + PA < ٠

خطی ماتریسی نامساوی از خاصی فرم که می�شود �گفته P روی بر لیاپانوف نامساوی فوق نامساوی به
انتخاب با که است خطی ماتریسی نامساوی نخستین این داد نشان صراحت به لیاپانوف هم�چنین است.

نمود. حل را آن می�توان ATP + PA = −Q خطی معادله حل سپس و مناسب Q = QT > ٠
روش�های آنها افتاد، اتفاق ٣ پاسنیکاو و ٢ لرر توسط ١٩٨٠ سال در بعدی مهم عطف نقطه�ی
سیستم�های پایداری مسأله ویژه به کنترل مهندسی در خاص عملی مسائل از برخی برای را لیاپانوف

نمودند. اعمال خاص شرایط با کنترل

۴،کالمن یاکوبوویچ چون پژوهشگرانی که زمانی داد؛ رخ ١٩۶٠ دهه�ی اوایل در بعدی بزرگ موفقیت
با را بوده موجود لرر مسأله�ی در که خطی ماتریسی نامساوی رابطه توانستند محققان دیگر و ۶ پاپاو ،۵

١Lyapunov
٢Lur’r
٣Posnikow
۴Yakubovich
۵Kalman



٢ تعاریف و مقدمه .١

دهند. کاهش ٧ (pr) مثبت حقیقی لم نام به گرافیکی ساده�ی معیار�های از استفاده
در شد. شناخته رسمیت به کنترل نظریه در خطی ماتریسی نامساوی مهم نقش ،١٩۶٠ سال اوایل در
می�توان تنها نه را شده بیان مثبت حقیقی لم در که خطی ماتریسی نامساوی گردید مشخص ١٩٧١ سال
است. بوده حل قابل ٨ ARE ریکاتی جبری معادله�ی توسط بلکه نمود؛ حل گرافیکی برنامه�های طریق از
درجه�ی بهینه�ی کنترل مسائل روی بر را خطی ماتریسی نامساوی ٩ ویلمز سی. جی. سال، همین در

�طوریکه: به نمود بررسی دوم

[
AT + PA+Q PB + CT

BTP + C R

]
≥ ٠ (٢.١)

نوشت: زیر صورت به می�توان را بالا LMI

ATP + PA− (PB + CT )R−١(BTP + C) +Q = ٠

که یافتند خطی ماتریسی نامساوی از خاصی انواع برای را روش چندین پژوهشگران سال�ها این در
ریکاتی معادلات طریق از حل گرافیکی، روش کوچک)، سیستم�های (برای مستقیم روش به می�توان

نمود. اشاره

به گردیده مطرح کنترل تئوری در که خطی ماتریسی نامساوی تاریخچه از کلیدی وقایع از خلاصه�ای
می�باشد: زیر قرار

گردید. مطرح لیاپانوف معادله وسیله به خطی ماتریسی نامساوی اولین :١٨٩٠ سال ◀در

شد. بیان کنترل مهندسی مسائل در کاربردی صورت به لیاپانوف روش :١٩۴٠ سال ◀در

نامساوی از گروهی حل برای را گرافیکی تکنیک�های مثبت حقیقی لم :١٩۶٠ سال اوایل ◀در
گرفت. قرار استفاده مورد گسترده�ای سطح در که نمود بیان خطی ماتریسی

خطی ماتریسی نامساوی�های از گروهی ریکاتی جبری معادله�ی وسیله به :١٩۶٠ سال اواخر ◀در
گردید. حل

به خطی ماتریسی نامساوی�های از بسیاری محدب برنامه�نویسی طریق از :١٩٨٠ سال اوایل ◀در
گردید. حل آسانی

۶Popov
٧Positive real
٨Algebraic Riccati Equation
٩J.C. Willems



٣ اولیه تعاریف .٢.١

شد. طرح�ریزی خطی ماتریسی نامساوی برای درونی نقطه الگوریتم روش :١٩٨٠ دهه اواخر ◀در

اولیه تعاریف ٢.١

حرکت معادله�ی .١.٢.١ تعریف

توصیف زیر صورت به دیفرانسیل معادلات دستگاه با می�توان را فیزیکی سیستم�های از بسیاری
نمود:

dx١
dt

= f١(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), . . . , um(t), t)

...
dxn

dt
= fn(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), . . . , um(t), t)

(٣.١)

بگیرید: نظر در را زیر روابط (٣.١) دیفرانسیل معادلات دستگاه برای

x(t) =


x١(t)
...

xn(t)

 , u(t) =


u١(t)
...

um(t)


داد: نمایش زیر صورت به می�توان را آن آنگاه

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) (۴.١)

m ستونی برداری u(t) و حالت بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار x(t) زمان، متغیر t آن در که
سیستم حالت معادله�ی را فوق دیفرانسیل معادله�ی می�باشد. کنترل متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی

.[٣٢] می�نامند

خروجی بردار .٢.٢.١ تعریف

t و u(t) و x(t) به زیر صورت به و می�کند تغییر زمان با که باشد بعدی r بردار y(t) کنیم فرض
است: وابسته

y١(t) = g١(x١(t), . . . , u١(t), . . . , um(t), t)

...

yr(t) = gr(x١(t), . . . , u١(t), . . . , um(t), t)



۴ تعاریف و مقدمه .١

y(t) =


y١(t)
...

yr(t)

 = g(x(t), u(t), t) (۵.١)

.[٣٢] می�گویند خروجی بردار y(t) به

سیستم معادلات .٣.٢.١ تعریف

می�دهیم[٣٢]: نمایش زیر صورت به و گوئیم سیستم معادلات را خروجی معادلات و حالت معادلات

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)

y(t) = g(x(t), u(t), t)
(۶.١)

خطی زمان پیوسته ناوردای سیستم .۴.٢.١ تعریف
:[٣٢] می�کنیم تعریف زیر صورت به خروجی و حالت معادلات پیوسته، سیستم برای

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (٧.١)

y(t) = Cx(t) (٨.١)

خطی زمان گسسته ناوردای سیستم .۵.٢.١ تعریف
می�کنیم[٣٢]: تعریف زیر صورت به خروجی و حالت معادلات گسسته، سیستم برای

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) (٩.١)

y(k) = Cx(k) (١٠.١)

کنترل�پذیر سیستم .۶.٢.١ تعریف
دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان اگر گویند، کنترل�پذیر را (۶.١) معادلات با شده تولید سیستم
در تعادل (حالت x(V ) مانند دیگری دلخواه بردار به متناهی، زمان در ( t٠ لحظه در اولیه (حالت x(٠)

می�گیریم. نظر در صفر بردار را x(V ) معمولا رساند. (tv لحظه
معادلات سیستم و می�نامیم سیستم، کنترل�پذیری ماتریس را Q = [B,AB, . . . , An−١B]ماتریس
تولید را R فضای سیستم کنترل�پذیری ماتریس ستون�های اگر تنها و گر�� ا گویند کنترل�پذیر را (۶.١)

کند[١۶].



۵ خطی ماتریسی نامساوی ویژه�ی تعاریف .٣.١

خطی ماتریسی نامساوی ویژه�ی تعاریف ٣.١

می�شود[۵]: بیان زیر شکل به خطی ماتریسی نامساوی .١.٣.١ تعریف

F (x) = F٠ +
m∑
i=١

xiFi > ٠

. F (x) = F (x)T داشت خواهیم فوق تعریف به توجه با x ∈ Rm ،Fi ∈ Rn×n ،Fi = F T
i آن در که

تعادل .٢.٣.١ تعریف
همان در و باشد خروجی دارای اغتشاش هرگونه و ورودی اعمال بدون سیستمی اگر طور�کلی به

.[۵] می�گوییم تعادل حالت در را سیستم بماند باقی حالت

پایداری .٣.٣.١ تعریف
به نهایت در آن خروجی و گیرد قرار اغتشاش تأثیر تحت زمان از مستقل خطی کنترل سیستمی اگر

.[۵] می�خوانیم پایدار را سیستم گردد باز تعادل حالت

خروجی و گرفته قرار اغتشاش تأثیر ١٠تحت LTI خطی زمانی ناوردای سیستم اگر .۴.٣.١ تعریف
نشان را فوق تعریف سه شکل، ارائه�ی با می�خوانیم. ناپایدار را سیستم آنگاه کند، نوسان همیشه برای

می�دهیم[۵].

LTI سیستم بررسی :١.١ شکل

می�گویند. تعادل نقاط D و B بین و G ،F ،E ،A ◀

١٠Linear T ime− Invariant



۶ تعاریف و مقدمه .١

هستند. ناپایدار نقاط A و F مانند نقاطی ◀

هستند. پایدار نقاط E و G مانند نقاطی ◀

خطی زمان ثابت سیستم .۵.٣.١ تعریف
ثابت زمان با ناپذیر تغییر خطی سیستم خروجی و ورودی میان رابطه�ی ریاضی نمایش سیستم این

می�باشد.
: خطی سیستم

قیاس : T [ax(t)] = aT [x(t)]

انطباق : T [x١(t) + x٢(t)] = T [x١(t)] + T [x٢(t)]

ثابت: زمان سیستم
که است این سیستم خاصیت است. y(t − s) = T [x(t− s)] آنگاه باشد y(t) = T [x(t)] اگر

می�گرداند: بر زیر فرم به را خروجی تابع و کرده دریافت را ورودی تابع

y(t) = T [x(t)]

دوخطی ماتریسی نامساوی .۶.٣.١ تعریف
می�شود[٣٩]: تعریف زیر صورت به ١١ BMI خطی دو ماتریسی نامساوی سیستم ساختار

F (x, y) = F (x, y)T = F٠ +
n∑

i=١
xiFi +

m∑
j=١

yjGj +
n∑

i=١

m∑
j=١

xiyjHij < ٠

ریکاتی معادله�ی .٧.٣.١ تعریف
و می�باشند ماتریسی نامساوی که می�شوند استفاده بهینه کنترل در وسیعی به�طور ریکاتی معادلات

:[۵] می�شود داده نمایش زیر صورت به

ATP + PA+ PBR−١BTP +Q < ٠

مجهول Q = QT > ٠ و R = RT > ٠ و P = P T > ٠ و معلوم B و A ماتریس�های آن در که
هستند.

١١Bilinear Matrix Inequality



٧ خطی ماتریسی نامساوی ویژه�ی تعاریف .٣.١

پایداری .٨.٣.١ تعریف
زمان با پذیر تغییر خطی غیر سیستم با متناظر معادله ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] دیفرانسیل معادله
متغیر نشانگر u(t) بعدی، n حالت بردار و زمان با تغییرپذیر ستونی بردار x(t) زمان، متغیر t است.

.[۵] است سیستم کننده توصیف خطی غیر تابع f و کنترل یا ورودی

بگیرید: نظر در را ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] .٩.٣.١ تعریف
داشته وجود δای > ٠ ،ϵ > ٠ هر و t٠ هر برای اگر گویند، لیاپانوف مفهوم به پایدار را xe تعادل نقطه
توان می یعنی ∥ x(t٠)− xe ∥< ٠ باشیم: داشته t ⩾ t٠ برای ∥ x(t٠)− xe ∥< p ازای به که باشد
جلوگیری تعادل نقطه از حالت شدن دور از تعادل نقطه به نزدیک کافی اندازه به اولیه حالت انتخاب با
از ناشی سیستم پاسخ هرگاه گوییم، پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل حالت دیگر، عبارت به کرد.

نشود. دور تعادل نقطه از گاه هیچ باشد، xe به نزدیک که اولیه حالت هر
نزدیک بر علاوه پاسخ که است وقتی عملی�تر و قوی�تر صورت است، پایداری ضعیف صورت تعریف این

.[۵] کند میل نیز آن سمت به تعادل، حالت به ماندن

اگر است، مجانبی پایدار تعادل نقطه .١٠.٣.١ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

t٠ هر ازای به ب)
باشد: برقرار زیر رابطه t −→ ∞ هر برای و ∥ x(t٠)−xe ∥< ρ ازای به که دارد وجود ρ(t٠) > ٠

∥ x(t٠)− xe ∥−→ ٠
نیز را تعادل نقطه به سیستم همگرایی لیاپانوف، مفهوم به پایداری بر علاوه مجانبی پایداری بنابراین

.[۵] کند می تضمین

لیاپانوف پایداری اصلی قضیه .١١.٣.١ تعریف
بگـــیرید: نظر در را زیر شده داده سیستــــم

ẋ(t) = f(x, t)

f(٠, t) = ٠

باشد. پیوسته آن جزئی مشتقات که باشد داشته وجود V (x) مانند اسکالری تابع اگر
باشد. مثبت معین V (x, t) الف)
. باشد منفی معین V̇ (x, t) ب)



٨ تعاریف و مقدمه .١

پایداری تعاریف بررسی :٢.١ شکل

است. یکنواخت مجانبی پایداری دارای مبدأ تعادل حالت آنگاه
آن زمانی مشتق که یافت ای گونه به را V (x) معین اسکالر تابع بتوان مشخص سیستم برای اگر یعنی
می صفر به سرانجام و شود می کوچکتر زمان گذشت با V (x) آنگاه باشد منفی همواره مسیری، روی
است. یکنواخت مجانبی پایداری حالت دارای مبدأ لذا است، مثبت معین V (x) که آنجایی از و رسد
قسمت که است آن پایداری کافی و لازم شرط ẋ = Ax زمانی مستقل خطی سیستم در مثال، عنوان به

باشد. منفی A ویژه مقادیر تمام حقیقی
حالت بردار x آن در که ẋ(t) = Ax(t) فرم به شده توصیف سیستم ویژه، مقادیر محاسبه از فرار برای
به که است آن x = ٠ تعادل حالت پایداری برای کافی و لازم شرط است، نامنفرد ثابت ماتریس A و
باشد موجود P هرمیتی ماتریس Q مثبت معین ماتریس و (ĀT ) = A⋆ = A هرمیتی ماتریس هر ازای

که، گونه�ای به

ATP + PA = −Q

صورتی در و یابد ادامه همیشه برای خروجی نوسانات هرگاه گوییم، بحرانی پایدار را خطی کنترل سیستم
شود. واگرا بیکران طور به خروجی آن، به جدید اولیه شرط اعمال هنگام که است ناپایدار

u(t) = Kx(t) (١١.١)



٩ خطی ماتریسی نامساوی ویژه�ی تعاریف .٣.١

را K ∈ Rn ماتریس کنیم، تعریف زیر صورت x(t)به حالت بردار با متناسب u(t)را ورودی متغیر اگر
خروجی بردار با متناسب u(t) چنانچه نامیم. می کنترل قانون را فوق رابطه و حالت خورد پس ماتریس
و خروجی پس�خورد با کنترل سیستم را کنترل سیستم آنگاه u(t) = Ky(t) یعنی شود، انتخاب y(t)

گویند. خروجی پس�خورد ماتریس را K ∈ Rm×p

آید: می دست به زیر رابطه نتیجه در
ẋ(t) = (A+BK)x(t) (١٢.١)

سیستم باز حلقه سیستم ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و باز حلقه ماتریس را Aماتریس رابطه، این در
حلقه سیستم ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و بسته حلقه ماتریس را A+BK ماتریس همچنین گویند.

.[۵] گویند می بسته

انتقال تابع .١٢.٣.١ تعریف
سیستم معادلات در

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

در می�دهیم. نمایش G(t) =
Y (t)

U(t)
صورت به و می�نامیم انتقال تابع را خروجی به ورودی نسبت

داشت: خواهیم بگیریم لاپلاس تبدیل سیستم، معادلات از صورتیکه

SX(s)−X(٠) = AX(s) +BU(s)

Y (s) = CX(s) +DU(s)

از: است عبارت انتقال تابع حالت این در

G(s) =
Y (s)

U(s)

داریم: X(٠) = ٠ فرض و فوق معادلات به توجه با

SX(s)− AX(s) = BU(s)

(SI − A)X(s) = BU(s)

X(s) = (SIA)
−١BU(s)

Y (s) = (C(SIA)
−١B +D)U(s)

G(s) =
Y (s)

U(s)
= C(SI − A)−١ +D



١٠ تعاریف و مقدمه .١

می�گردد[٣١]. محاسبه G(t) فوق، رابطه لاپلاس معکوس از استفاده با

پاپاو کالمن-یاکوبوویچ- لم .١٣.٣.١ تعریف
کنترل�پذیر سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = cx(t) +Du(t)

کنید: فرض و بگیرید نظر در را

G(S) = C(SI − A)−١B +D

مثبت ثابت و P = P T > ٠ و L ،ω ماتریس�های اگر تنها و اگر است اکید مثبت حقیقی G(S)

:[٣٢] باشد برقرار زیر روابط طوریکه به�� باشند موجود ε

PA+ ATP = −LTL− εP

PB = CT − LTω

ωTω = D +DT



٢ فصل

خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی

معرفی ١.٢

است. گرفته قرار استفاده [۵]مورد مرجع از قضایا و تعاریف تمام فصل این در
و دارد، وجود تصمیم�گیری فرآیندهای و بهینه�سازی زمینه�ی در فراوانی سؤالات روزمره�، زندگی در
شده کاندید تصمیمات از مجموعه�هایی یا گزینه�ها تعدادی از که تصمیم�هاست منتخب�ترین شامل همواره
برق و شیمی مهندسی هم�چون فنی علوم در می�توان را موضوع این از بسیاری نمونه�های می�باشند.
و زیستی فرآیندهای در بیولوژیک، اجتماعی، علوم در هم��چنین و اقتصاد در معماری، در مکانیک،

یافت. سازمانی مسائل و محیطی زیست

نیازهای بیشترین که شده�اند تبدیل محور بازار به بیشتر صنعت در تولید فرآیندهای مثال، عنوان به
مشتری خواسته��های به توجه با محصولات مشخصات و محصول تغییرات خصوص در انعطاف�پذیری آنها

است. آنها خصوصیات و قیمت کیفیت، مورد در
به می�یابد. تحقق فرآیند عملیاتی شرایط در مناسب تصمیم�گیری نتیجه�ی در تنها اقتصادی مهم نتایج
بهتر کنترل و بهره�وری افزایش جهت تولید، پروسه�های انعطاف�پذیری و ایمنی ملزومات افزایش علت

می�باشیم. بیشتر، بهینه�سازی برای ثابتی تعداد نیازمند فرآورده�ها،

رسمی، �طور به مهم�تر، همه از و تصمیم کاندیدهای تعیین شامل ریاضیات در بهینه�سازی مسأله سبک
مشخص H با را تصمیم کاندیدای از مجموعه��ای می�باشد. بهینه تصمیم�گیری یا حالت بهترین مفهوم شامل
برای x ∈ H متغیر از اجرایی کمیت تعیین برای روندی آنگاه نامحدود)؛ یا محدود صورت (به نماییم
نظر در را می�باشد f : H −→R و حقیقی تابع f که f(x) منفرد حقیقی کمیت برحسب آن مقدار بیان

می�گیریم.

است ممکن ،f هدف تابع تفسیر به توجه با است. شده داده f(x) توسط x ∈ H تصمیم�گیری مقدار



١٢ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

H از بهینه، تصمیم�گیری در باشیم. خواستار را H کاندیدهای تمامی f رساندن حداکثر یا حداقل به برای
می�رسد. حداکثر یا حداقل به f شدنی گزینه�های همه�ی روی

مختلف خاص سؤالات شامل H روی به f هدف تابع رساندن حداقل به جهت بهینه�سازی مسأله�ی
می��باشد: زیر

می�نماید. تعیین را بهینه مقدار که است؟ چقدر شدنی هزینه�ی حداقل ١ـ

Vopt := inf
x∈H

f(x) = inf{f(x) | x ∈ H}

مسأله در که حالی در Vopt؛ = +∞ با است برابر بهینه مقدار باشد، تهی H اگر قرارداد، اساس بر
است. نامحدود جواب Vopt = −∞ اگر گردیده: عنوان

نظر در را دلخواه ε > ٠ برای مثال عنوان به نماییم؟ تعیین را بهینه جواب از تقریبی چگونه ٢ـ
باشد. برقرار Vopt ⩽ f(x) ⩽ Vopt + ε طوریکه به می�کنیم تعیین را xε ∈ H می�گیریم:

کمینه گوئیم است، چنین اگر دارد؟ وجود چگونه f(xopt) = Vopt با xopt ∈ H بهینه�ی جواب ٣ـ
است: زیر قرار به آن شده�ی (مینیمال)

f(x٠) = min
x∈H

f(x)

می�دهیم. نشان minx∈H آرگومان با را بهینه جواب�های تمام از مجموعه�ای

است؟ یکتا آن پس باشد داشته وجود بهینه حل راه xopt اگر ۴ـ

محدب تحلیل و تجزیه از حقایقی ٢.٢

موجود بهینه جواب�های برای لازم شرایط یافتن به علاقه��مند شده، فرموله بهینه�سازی مسائل به توجه با
موجود شرایط به توجه با محدب تحلیل و تجزیه از شاخه�ای به متوسل که است طبیعی رو این از هستیم.

گردیم.
برخی خلاصه�ی با می�باشند. کاربردی و مهم بسیار و پایه عمده �طور به� بخش این در تعاریف و نتایج
فضای در Y و X که کنید فرض می�کنیم. شروع تابعی آنالیز و خطی جبر از ابتدایی خواص و تعاریف از
برای اگر باشد. پیوسته x٠ ∈ X در هرگاه می�شود گفته Y به X نگاشت که f تابع باشند. نورم خطی

طوریکه: به باشد داشته وجود δ = δ(x٠, ε) ،ε > ٠ هر

∥f(x)− f(x٠)∥ < ε هرگاه ∥x− x٠∥ < δ (١.٢)



١٣ محدب تحلیل و تجزیه از حقایقی .٢.٢

است یکنواخت پیوسته �طور به f نهایت، در باشد. پیوسته X تمام در اگر است، پیوسته f تابع
در (١.٢) در طوریکه به نیست، وابسته x٠ به که باشد، داشته وجود δ = δ(ε) ، ε > ٠ برای اگر،
تابع دارد. بستگی Y و X نورم فضای در نورم تعریف به پیوستگی است، بدیهی است. شده گرفته نظر
که xn ∈ X ، {xn}∞n=١ دنباله�ی هر برای اگر تنها و اگر است پیوسته x٠ ∈ X روی بر f : X −→ Y

. شده�اند. گرفته نظر در f(xn) −→ f(x٠) در آنها که همگراست، n −→ ∞ از x٠ به
وجود {xnm}∞m=١ متوالی دنباله�ای زیر {xn}∞n=١ دنباله�ی هر برای اگر می�شود، نامیده فشرده H

باشد. همگرا x٠ ∈ H عنصر به طوریکه به داشته،
واقع در نمود، مشخص راحتی به می�توان را متناهی بعد با برداری فضاهای در فشرده مجموعه�های
محدود و بسته H اگر تنها و اگر است فشرده X از H مجموعه�ی زیر پس باشد، متناهی بعد با ،X اگر

باشد.
قابل جواب بهینه�سازی مسأله�ی آیا اینکه تعیین برای مناسبی ابزار ١ وایرشتراس معروف قضیه�ی

می�نماید. بررسی را قضیه این می�باشد، خیر یا می�پذیرد را قبول

وایرشتراس .١.٢.٢ قضیه
نورم خطی فضای از H فشرده مجموعه�ی زیر در شده تعریف پیوسته تابعی f : H −→ R اگر

: طوریکه به دارد وجود xmax, xmin ∈ H پس باشد، X

f(xmin) = inf f(x) ≤ f(x) ≤ sup f(x) = f(xmax)

باشد. می x ∈ H همه�ی برای

محدود حد از بیش شرایط به فشردگی) و (پیوستگی شرایط بهینه�سازی مسائل از بسیاری برای
می�شویم. متوسل محدب مجموعه�های به بنابراین می�شوند. تبدیل کننده�ای

محدب مجموعه���های .٢.٢.٢ تعریف
اگر، می�شود گفته محدب خطی برداری فضای در H مجموعه

{x١, x٢ ∈ H} −→ {x := αx١ + (١− α)x٢ ∈ H همه αبرای ∈ (٠,١)}

به متعلق نقطه دو این به متصل خط پاره نیز محدب مجموعه�ی از نقطه دو هر برای هندسی، نظر از
است) نقطه یک شامل فقط که (مجموعه�های منفرد و تهی مجموعه�ای �طورکلی به می�باشد. مجموعه�ای�

می�شود. گرفته نظر در محدب

محدب ترکیبات .٣.٢.٢ تعریف

١werierstrass



١۴ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

از محدب ترکیبی x =
∑n

i=١ αixi نقطه�ی می�گیریم، نظر در برداری فضای از مجموعها�ی زیر را H
می�شود. نامیده x١, x٢ . . . xn ∈ H

مجموعه که نمود مشاهده می�توان راحتی به باشد،
∑n

i=١ αi = ١ و i = ١, . . . , n برای αi ⩾ ٠ اگر
می�باشند. محدب H در x١, . . . xn نقاط n از محدب ترکیبات تمام برای

بنابراین شوند. می گرفته نظر در X نورم برداری فضای در محدب مجموعه�ای H و τ .۴.٢.٢ گزاره
است. محدب α که αγ := {x | x = αγ}, γ ∈ H ◀

است. محدب H+ τ := {x|x = γ + t, γ ∈ H, t ∈ τ} ◀جمع
می�باشد. محدب که (α١ + α٢)H = α١H+ α٢H داریم: α٢ ⩾ ٠ و α١ ⩾ ٠ هر برای ◀

هستند. محدب باشند درونی بسته τ و H اگر ◀
معکوس تصویر و TH = {x|x = Tγ, γ ∈ H} تصویر T : X −→ X خطی تبدیل هر برای ◀

می�باشد. محدب آن T−١H = {x|Tx ∈ H}
است. محدب H

∩
τ = {x|x ∈ H, x ∈ τ} اشتراک ◀محل

در خاصیت آخرین دارد. بستگی H تحدب به و بوده بی�اهمیت گزینه سومین مورد در توزیع خاصیت
دارد. اشاره محدب مجموعه�های از دلخواه مجموعه�ای اشتراک به واقع

محدب توابع .۵.٢.٢ تعریف
همه برای اگر و غیر��تهی محدب مجموعه H اگر می�شود، نامیده محدب f : H −→ R تابع

باشیم. داشته α ∈ (٠,١) و x١, x١ ∈ H

f(αx١ + (١− α)x٢) ≤ αf(x١) + (١− α)f(x٢) (٢.٢)

اکید α ∈ (٠,١) و x١ ̸= x٢ و x١, x٢ ∈ H همه�ی برای (٢.٢) نامساوی اگر است. محدب اکیداً f
باشد.

گردد. می تعریف محدب مجموعه وسیله به محدب تابع دامنه که باشید داشته توجه

محدب: توابع از ساده�ای نمونه�ی

▶ f(x) = x٢ روی R

▶ f(x) = sin x روی [Π,٢Π]

▶ f(x) = − log x روی x > ٠

باشد. محدب −f اگر می�شود، نامیده مقعر f : H −→ R تابع
و f١ اگر مثال برای می�کنند. حفظ را تحدب طبیعی �طور به محدب توابع در عملیات از بسیاری
به است. محدب f١ + f٢ : x −→ f١(x) + f٢(x) تابع پس باشند؛ H دامنه�ی با محدب توابع f٢



١۵ محدب تحلیل و تجزیه از حقایقی .٢.٢

غیرنزولی تابع هر و α٢ و α١ منفی غیر اعداد تمامی برای g(f١) ترکیبی تابع و αf١+αf٢ کلی�تر، �طور
محدب�اند. g : R −→ R

آفینی توابع .۶.٢.٢ تعریف
اگر است آفینی f : H −→ τ تابع

f(αx١ + (١− α)x٢) = αf(x١) + (١− α)f(x٢)

آفینی تابع آنگاه باشند، متناهی بعد دارای τ و H اگر داریم. α ∈ R و x١, x٢ ∈ H همه�ی برای
خطی نگاشت T : H −→ τ و f٠ ∈ τ که f(x) = f٠ + T (x) صورت به تواند می f : H −→ τ

می�دهد. نمایش را T (x) = f(x)− f(٠) و f٠ = f(٠) موقعیت واقع، در می�شود. داده نمایش است
طوریکه به باشد، داشته وجود x٠ ∈ Rn اگر تنها و اگر است آفینی f : Rn −→ Rm ویژه به

است. m× n ابعاد با ماتریسی T که f(x) = f(x٠) + T (x− x٠)

مقعر�اند. و محدب آفینی توابع همه .٧.٢.٢ ملاحظه

محلی و سراسری کمینه�ی ١.٢.٢

کمینه�ی در موجود چالش�های با باشد، داشته را عددی بهینه�سازی روش�های با کار تجربه که فردی هر
کمینه�ی فقدان به مربوط محدب توابع مطالعه�ی برای مهم بسیار دلایل از یکی آشناست. محلی و سراسری

است. محلی

سراسری و محلی بهینگی .٨.٢.٢ قضیه
از محلــــــی بهینه جواب x٠ ∈ H عنصــر بوده، X نورم�دار فضای مجموعه�ی زیر H کنید فرض
∥x−x٠∥ < ε که x ∈ H همه ازای به طوریکه به باشد موجود ε > ٠ اگر می�شود، نامیده f : H −→ R

باشیم: داشته داریم

f(x٠) ⩽ f(x) (٣.٢)

می�نامیم. سراسری بهینه جواب را آن باشد، برقرار (٣.٢) رابطه x ∈ H همه برای اگر و
به باشد داشته وجود x٠ از همسایگی اگر می�شود نامیده محلی بهینه جواب x٠ ∈ H عبارتی به
بهینه جواب تعریف، این طبق باشد برقرار x٠ به نزدیک نقاط همه برای f(x٠) ⩽ f(x) رابطه طوریکه

می�باشد. نیز محلی بهینه جواب سراسری

سراسری بهینه جواب f از محلی بهینه جواب هر باشد. محدب f : H −→ R کنید فرض .٩.٢.٢ قضیه
است. یکتا سراسری بهینه جواب پس باشد محدب اکیداً f اگر این بر علاوه است.
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همه�ی برای باشد؛ f از محلی بهینه جواب x٠ ∈ H می�کنیم فرض و گرفته نظر در محدب را f برهان.
داریم. کوچک کافی قدر به α ∈ (٠,١) و x ∈ H

f(x٠) ⩽ f(x٠ + α(x− x٠)) = f((١− α)x٠ + αx) ⩽ (١− α)f(x٠) + αf(x) (۴.٢)

یعنی:

٠ ⩽ α(f(x)− f(x٠)) (۵.٢)

باشد، محدب اکیداً f اگر می�باشد، f از سراسری بهینه جواب x٠ بنابراین .f(x٠) ⩽ f(x) یا
بنابراین می�باشد. اکید x ∈ H همه برای (۵.٢) طوریکه به است اکید (۴.٢) در دوم نامساوی سپس

باشد. یکتا باید x٠

می�پردازیم. خطی ماتریسی نامساوی شرح به بعدی قسمت در

خطی ماتریسی نامساوی به مربوط استاندارد مسائل از برخی ٣.٢

زیر صورت به خطی ماتریس نامساوی

F (x)
∆
= F٠ +

m∑
i=١

xiFi > ٠ (۶.٢)

متقارن ماتریس�های Fi = F T
i ∈ Rn×n, i = ٠, . . . ,m و متغیر x ∈ Rm که می�شود معرفی

یعنی بوده، �مثبت معین F (x) که معناست بدین عبارت در نامساوی علامت می�باشند. شده داده
ذکر عبارت در خطی ماتریسی نامساوی البته است. صفر مخالف u ∈ Rn همه برای uTF (x)u > ٠
باشند. مثبت باید F (x) مینورهای اصلی�ترین یعنی ،x در جمله�ای چند نامساوی n با است برابر شده

F (x) ≥ ٠ (٧.٢)

{x|F (x) > ٠} مجموعه�ی یعنی می�باشد، x روی به محدب قید (۶.٢) خطی ماتریسی نامساوی
در ماتریسی قید�های فرم نامساوی دوم، درجه نامساوی خطی، نامساوی خاص، ��طور به است. محدب
را آنها همه که دوم درجه�ی محدب ماتریسی نامساوی و لیاپانوف قبیل از است؛ موجود کنترل تئوری

نمود. تبدیل خطی ماتریسی نامساوی فرم به می�توان

نامساوی �صورت به می�توان را F (١)(x) > ٠, . . . , F (p)(x) > ٠ چندگانه خطی ماتریسی نامساوی
بین تمایزی هیچ بنابراین داد. نشان diag(F (١)(x), · · · , F (p)(x)) > ٠ از یکتا خطی ماتریسی
نامساوی یعنی داشت، نخواهیم یکتا خطی ماتریسی نامساوی و خطی ماتریسی نامساوی از مجموعه�ای
diag(F (١)(x), . . . , F (p)(x)) > ٠ معنای به F (١)(x) > ٠, . . . , F (p)(x) > ٠ خطی ماتریسی
نامساوی باشند، قطری Fi ماتریس�های که وقتی بود. خواهد F (x) > ٠ خطی ماتریسی نامساوی



١٧ خطی ماتریسی نامساوی به مربوط استاندارد مسائل از برخی .٣.٢

(محدب) غیرخطی نامساوی�های است. خطی نامساوی از مجموعه�ای تنها F (x) > ٠ خطی ماتریسی
است: زیر شرح به اولیه ایده می�شود. تبدیل خطی ماتریسی نامساوی فرم به ٢ شور متمم از استفاده ]با

Q(x) S(x)

S(x)T R(x)

]
> ٠ (٨.٢)

با: است برابر و دارد x روی به آفینی وابستگی S(x) و R(x) = R(x)T و Q(x) = Q(x)T که

R(x) > ٠, Q(x)− S(x)R(x)−١S(x)T > ٠ (٩.٢)

خطی ماتریسی نامساوی عنوان به می�توان را (٩.٢) خطی غیر نامساوی مجموعه دیگر، عبارت به
می�نماییم. بررسی را ایده این مثال چند ذکر با اکنون داد. نشان (٨.٢) در

تکین مقدار بیشترین .١.٣.٢ مثال
روی به آفینی وابسته که گرفته نظر در را Z(x) ∈ Rp×q که ∥Z(x)∥ < ١ نورم�دار ماتریس قید�های
تبدیل خطی ماتریسی نامساوی به مستقیم صورت به را آن نمی�توان و بوده غیرخطی قید این می�باشد x

طوریکه: به می�بریم بهره شور متمم از نتیجه در نمود

[
I Z(x)

Z(x)−١ I

]
> ٠

داشت. خواهیم را

. I− ZZT با است برابر ∥Z∥ < ١ که می�دانیم طرفی از .٢.٣.٢ ملاحظه

داد. کاهش x در دوم درجه نامساوی صورت به می�توان را q = ١ طور�کلی به

بگیرید: نظر در را c(x)TP (x)−١c(x) < ١ قید این اکنون .٣.٣.٢ مثال
که است؛ x روی به آفینی وابسته P (x) = P (x)T ∈ Rn×n و c(x) ∈ Rn P (x) > ٠ که،

می�باشد: زیر قرار به آن شده بیان خطی ماتریسی ]نامساوی
P (x) c(x)

c(x)T ١

]
> ٠

قید اکنون .۴.٣.٢ مثال

TrS(x)TP (x)−١S(x) < ١, P (x) > ٠
٢schur



١٨ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

توسط می�کنیم، بررسی را دارد x روی به آفینی وابستگی S(x)n×p و P (x) = P (x)T ∈ Rn×n که
می�باشد: زیر شرح به آن خطی ماتریسی نامساوی و X = XT ∈ Rp×p جدید کمکی متغیر ماتریس

TrX < ١,
[

X S(x)−١

S(x) P (x)

]
> ٠

ماتریسی متغیر ۴.٢

لیاپانوف نامساوی مثال، عنوان به مواجه�ایم. است، ماتریسی متغیر دارای که مسائلی با اغلب

ATP + PA < ٠ (١٠.٢)

است. متغیر P = P T و بوده A ∈ Rn∗n که
اما بنویسیم، F (x) > ٠ فرم به را خطی ماتریسی نامساوی صریح �طور به نمی�توانیم مورد این در
ATP + PA خطی ماتریسی نامساوی عبارت است. نمایان� وضوح به ماتریسی متغیر�های عوض در

می�باشد. ماتریسی متغیر P که است این نمایانگر
و F٠ = ٠ آنگاه باشد. m = n(n+١)

٢ و متقارن n × n ماتریس برای پایه�ای P١, . . . , Pm فرض
می�باشد. شده فشرده (١٠.٢) فرم به خطی ماتریسی نامساوی خروجی Fi = −ATPi − PiA

بگیرید: درنظر را دوم درجه ماتریسی نامساوی .١.۴.٢ مثال

ATP + PA+ PBR−١BTP +Q < ٠ (١١.٢)

ذکر به لازم است. متغیر P = P T و متناظر اندازه با ماتریسی A,B,Q = QT , R = RT > ٠ که
به خطی ماتریسی نامساوی عنوان به را آن می�توان و داشته قرار دوم درجه نامساوی در P متغیر است،

نمود. بیان زیر قرار

[
−AT − PA−Q PB

BTP R

]
> ٠

استاندارد مسائل از برخی ۵.٢

می�کنیم: بیان اینجا در را شد خواهیم مواجه آن با که �محدب شبه و محدب رایج مسائل از برخی



١٩ استاندارد مسائل از برخی .۵.٢

خطی ماتریسی نامساوی مسائل ١.۵.٢

خطی ماتریسی نامساوی اینکه کردن مشخص یا باشد موجود F (xfeas) طوریکه به xfeas کردن پیدا برای
معناست: بدان این که می�بریم؛ بهره دوگان روش از است، نشدنی

و i = ١, . . . ,m برای TrGFi = ٠ طوریـــکه به می�کــنیم پیدا را صفــــری غیر G ≥ ٠
باشیم. داشته TrGF٠ ≤ ٠

ویژه مقدار مسائل ٢.۵.٢

وابسته که می�باشد، ماتریس از ویژهای مقدار حداکثر رساندن حداقل به برای ٣ EVP ویژه مقدار مسائل
موجود ( نشدنی قید تعیین (یا خطی ماتریسی نامساوی قید اینکه شرط به بوده آفینی متغیرهای به

باشد:

min λ

s.t : λI − A(x) > ٠, B(x) > ٠

می�باشند. x بهینه�ی متغیر روی بر آفینی وابسته که بوده متقارن ماتریس�های B و A که
یعنی: خطی ماتریسی نامساوی عنوان تحت خطی تابعی رساندن حداقل به با است معادل EVP

min cTx

s.t : F (x) > ٠
(١٢.٢)

مسئله این باشند، قطری کاملا Fi ماتریس�های که وقتی خاص موارد در است. x از آفینی تابعی F که
نامساوی� از مجموعه�ای به را cTx خطی تابع یعنی می�یابد کاهش متداولی خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به

می�دهیم. کاهش x در خطی

EVP یافته تعمیم ویژه مقادیر برای معادل فرم�های از دیگر یکی

min λ

s.t : A(x, λ) > ٠

است. آفینی (x, λ) روی به A که می�باشد

٣Eigenvalu problems



٢٠ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

نمایید: مشاهده زیر در را EVP از مثالی

min γ

s.t :

[
−AT − PA− CTC PB

BTP γI

]
> ٠, P > ٠

⋎ و P طرفی، از داشت. خواهیم را C ∈ Rm×n و B ∈ Rn×p و A ∈ Rn×n ماتریس�های که
نمود: تبدیل دوم درجه نامساوی به زیر قرار به می�توان نیز را EVP باشند. می بهینه�سازی متغیر�های

min γ

s.t : ATP + PA+ CTC + γPBBTP < ٠, P > ٠

یافته تعمیم ویژه مقدار مسائل ٣.۵.٢

می�شود. گفته یافته تعمیم ویژه مقدار مسئله ۴ GEVP به
قید از متغیر تحت است آفینی وابسته که ماتریسی از �یافته تعمیم ویژه مقدار رساندن حداقل به برای

می�شود. استفاده خطی ماتریسی نامساوی

است: زیر صورت به GEVP یافته تعمیم ویژه مقدار مسأله کلی فرم

min λ

s.t : λB(x)− A(x) > ٠, B(x) > ٠, C(x) > ٠

دهیم: شرح را آنها نحو این به می�توانیم و هستند x آفینی تابع تحت متقارن ماتریس�های B و A که

min λmax(A(x), B(x))

s.t : B(x) > ٠, C(x) > ٠

مقدار اینکه یعنی است، Y > ٠ با λY − X از دسته�ای ویژه مقدار بزرگترین نماد λmax(X, Y )

می�باشد. Y −١
٢ XY

−١
٢ ماتریس ویژه

یافتن هدف اینجا در است. محدب شبه بهینه�سازی GEVP مسئله باشند، محدب قید�ها که زمانی
باشد. ٠شدنی ⩽ θ ⩽ ١ با x̃ و x هر برای که معنا بدین بوده، محدب شبه λmax(A(x), B(x))

۴Generalized eigenvalu problems



٢١ استاندارد مسائل از برخی .۵.٢

λmax(A(θx+(١−θ)x̃, B(θx+(١−θ)x̃)) ≤ max{λmax(A(x), B(x)), λmax(A(x̃), B(x̃))}

را مسئله این هستند، اسکالر B(x) و A(x) قطری ماتریس�های همه که هنگامی باشید داشته توجه
مجموعه�ای به را خطی کسری تابع یعنی می�دهیم کاهش عمومی کسری خطی برنامه�نویسی مسئله به
را غیرخطی محدب شبه توابع از بسیاری دیگر عبارت به می�رسانیم. حداقل به خطی نامساوی�های از

داد. نمایش C Bو و A با GEVP مناسب فرم به می�توان

با است معادل GEVP جایگزینی فرم

min λ

s.t : A(x, λ) > ٠

صدق یکنواختی شرایط در و است ثابت x برای λ روی به آفینی و x روی به آفینی A(x, λ) که
می�کند.

λ > µ =⇒ A(x, λ) ⩾ A(x, µ)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را GEVP مسأله مثال عنوان به .١.۵.٢ مثال

min α

s.t : −ATP − PA− ٢αP > ٠, P > ٠

می�باشد. اسکالر α و P متقارن ماتریس بهینه�سازی متغیر�های و ماتریس A که

محدب مسئله�ی ۴.۵.٢

که کرد خواهیم برخورد محدبی مسئله با ادامه در مواجه�ایم، GEVPs و EVPs و LMIs با اغلب اگرچه
می�شود: داده نمایش زیر صورت به و گوییم ۵ CP آن به اختصار به
min log detA(x)−١

s.t : A(x) > ٠, B(x) > ٠
(١٣.٢)

می�باشند. x روی به آفینی وابسته که بوده متقارن ماتریس�های B و A که

است. A از محدب تابعی log detA(x)−١ و A > ٠ فوق رابطه در .٢.۵.٢ ملاحظه

بر علاوه نمود، تبدیل EVP به می�توان را باشد detA(x) > ٠ وقتی�که CP مسأله در .٣.۵.٢ ملاحظه
ماتریسی که متغیرهایی با که آنجایی از داد. نشان λ و x در را خطی ماتریسی نامساوی می�توان این

می�کنیم. بیان ساده�تری فرم به را مسأله می�توان داریم کار و سر هستند

۵Convex problem



٢٢ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

بگیرید: نظر در را CP از مثالی
min log detP−١

s.t : P > ٠, vTi Pvi ≤ ١, i = ١, · · ·L
(١۴.٢)

مواجه مسأله این از مختلف تغییرات با است. متغیر P = P T ∈ Rn×n و بوده vi ∈ Rn اینجا در
است: زیر ویژگی�های دارای که شد، خواهیم

بیضی ε ∆
= {z|zTPz ≤ ١} و P توسط شده تعیین مبدأ در بیضی مرکز نشان�دهنده�ی ε کنید فرض

به log detP−١ باشد، (detP )
−١
٢ با متناسب ε اندازه که زمانی هستند، ساده�ای قید�های vi ∈ ε باشد.

می�رسد. حداقل
در که بیضی اندازه حداقل ،(١۴.٢) حل با بنابراین است. ε اندازه رساندن حداقل به همان این که
Co{v١, . . . , vL} با معادل که است v١, . . . , vL نقاط برگیرنده در که می�کنیم پیدا را شده متمرکز مبدأ

است. محدب پوسته نشان�دهنده که می�باشد Co یا

بیضوی الگوریتم روش ۶.٢

ازای به قید�ها اینکه یعنی باشیم داشته بهینه نقطه� یک حداقل می�کنیم حل را مسئله که زمانی کنیم فرض
ایده می�گیریم) نظر در بهینه نقطه عنوان به را شدنی نقطه�ی هر شدنی مسائل (در باشند. شدنی نقطه آن
سپس می�کنیم. آغاز است شدنی بهینه نقطه شامل که بیضی Eبا٠ است. زیر شرح به الگوریتم این اصلی
بردار اینکه یعنی این می�نماییم. بهینه را مسئله می�کند، عبور E٠ از و x٠ مرکز از که سطح در برشی با
نیم�فضای یا {z|g(٠)T (z− x(٠)) ⩽ ٠} فضای نیم در درونی و بهینه نقطه�ای طوریکه به را g٠ صفر غیر

می�نماییم. پیدا شرایط به بسته را است {z|g(٠)T (z − z(٠)) ⩽ ٠}

نیم�بیضــی برش که می�دانیـــم

E(٠) ∩ {z|g(٠)T (z − x(٠)) ≤ ٠}

است نیم�بیضی برش شامل اندازه�اش حداقل که را بیضی E١ اکنون است. بهینه نقطه�ای شامل
می�دهیم. شرح را الگوریتم صریح روند اکنون می�گردد. تکرار فرآیند این ترتیب بدین و می�آوریم بدست

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را بیضی E

E = {z|(z − a)TA−١(z − a) ≤ ١}

می�باشد: نیم�بیضی شامل که است بیضــی اندازه حداقل A = AT > ٠ که

{z|(z − a)TA−١(z − a) ≤ ١, gT (z − a) ≤ ٠}



٢٣ خطی ماتریسی نامساوی به مربوط استاندارد مسائل از برخی .٧.٢

که: می�شود داده
Ẽ = {z|(z − ã)T Ã−١(z − ã) ≤ ١}

که
ã = a− Ag̃

m+ ١ , Ã =
m٢

m٢ − ١(A− ٢
m+ ١Ag̃g̃

TA)

است: زیر قرار به
g̃ =

g√
gTAg

. است برقرار m ≥ ٢ برای تنها فرمول�ها این .١.۶.٢ ملاحظه

آن با متناظر بهینه نقطه شامل بیضی طوریکه به می�کنیم آغاز A(٠) و x(٠) با را بیضوی الگوریتم
باشد.

بیان را xk سطح از برشی gk محاسبه که است زیر شرح به k = ١,٢, . . . برای الگوریتم نتایج
می�کند:

g̃ := (g(k)TA(k)g(k))
−١
٢ g(k)

x(k+١) := x(k) − ١
m+ ١A

(k)g̃

A(k+١) :=
m٢

m٢ − ١(A
(k) − ٢

m+ ١A
(k)g̃g̃TA(k))

نظر به می�باشد. شده تضمین بهینه�ی نقطه�ی شامل که نموده ایجاد را بیضی�هایی بازگشتی دنباله�ای این
داریم: طوریکه به می�یابد کاهش هندسی بیضی�های این اندازه�ی می�رسد

vol(E(k) ≤ e
−k
٢mvol(E(٠)))

خطی ماتریسی نامساوی به مربوط استاندارد مسائل از برخی ٧.٢

بگیرید: نظر در را زیر خطی ماتریسی نامساوی

F (x) = F٠ +
m∑
i=١

xiFi > ٠

طوریکه: به است، موجود صفری غیر u نباشد، صادق خطی ماتریسی نامساوی این در x اگر

uTF (x)u = uT

(
F٠ +

m∑
i=١

xiFi

)
u ≤ ٠



٢۴ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

در می�نماییم. تعیین کند، صدق z هر در که i = ١, . . . ,m برای gi = −uTFiu وسیله�ی به را g
: داریم gTباشد، (z − x) ≥ ٠ صورتیکه

uTF (z)u = uT

(
F٠ +

m∑
i=١

ziFi

)
u = uTF (x)u− gT (z − x) ≤ ٠

است: زیر شرح به نیم�فضا در شدنی درونی نقطه�ی هر حالت این در

{z|gT (z − x) < ٠}

است. شده تعریف x نقطه در که می�باشد خطی ماتریسی نامساوی برای سطحی برش g این که یعنی

بگیرید: نظر در را زیر EVP مسأله

min cTx

s.t : F (x) > ٠

. F (x) ≯ ٠ یعنی باشد، نشدنی نقطه�ای x که می�کنیم فرض ابتدا
نامساوی توصیف برای فوق روش از استفاده با مسئله این برای سطحی برشی می�توانیم سپس
می�باشیم، {z|gT (z − x) ⩾ ٠} نیم�فضا دور اندازه�گیری پی در مورد، این در بسازیم. خطی ماتریسی

هستند. نشدنی نقاط همه�ی زیرا
برشی g = c برای مورد این در باشیم. داشته را F (x) > ٠ یعنی x شدنی نقطه می�کنیم فرض حالا
زیرا می�باشد، فضا نیم دور اندازه {z|gT (z − x) > ٠} می�کنیم، تعریف x نقطه در EVP برای سطحی

می�باشند. نشدنی یا شدنی قبیل از نقاط تمام شامل

بگیرید: نظر در را زیر GEVP مسأله

minλmax(A(x), B(x))

s.t : B(x) > ٠, C(x) > ٠

اینجا در

A(x) = A٠ +
m∑
i=١

xiAi, B(x) = B٠ +
m∑
i=١

xiBiC(x) = C٠ +
m∑
i=١

xiCi.

نامساوی برای شــده داده شرح روش از کرد نقض را قید�ها اگر باشیم، داشته را x نقطه کنید فرض
باشد، شدنی x کنید فرض حال می�کنیـــم. استفــاده x در سطحــی برشـــی ایجـــاد جهت خطی ماتریسی

که: می�کنیم انتخاب طوری را u ̸= ٠ هر



٢۵ درونی نقطه روش .٨.٢

(λmax(A(x), B(x))(B(x)− A(x))u = ٠

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را g حال باشیم، داشته

gi = −uT (λmax(A(x), B(x))(Bi − Ai)u i = ١, . . .m

z هر برای کنید توجه است. x نقطه در GEV P برای سطحی برشی g که نمود ادعا می�توان

gi = −uT (λmax(A(x), B(x))(Bi − Ai)u i = ١, . . .m

می�نماییم: پیدا را gT (z − x) ⩾ ٠ اکنون،

λmax(A(z), B(z)) ≥ λmax((Ax), B(x))

می�باشد. شده عنوان ادعای نشان�دهنده فوق رابطه

بگیرید: نظر در را (١٣.٢) CP استاندارد فرم
وسیله به x در سطحی برش مد�نظر، هدف طبق بر حالت، این در باشد. شدنی x می�کنیم فرض

می�آید: بدست گرادیان

− log detA(x) = − log det

(
A٠ +

m∑
i=١

xiAi

)

است: زیر قرار به باشد محدب z همه برای هدف تابع که زمانی gi = -TrAiA(x)
−١ یعنی

− log detA(z)−١ ≥ log detA(x)−١ + gT (z − x)

می�گیریم: نتیجه gT (z, x) > ٠ از خاص �طور به

log detA(z)−١ > log detA(x)−١

باشد. بهینه نمی�تواند z �رو این از

درونی نقطه روش ٨.٢

نقطه ساده روش بخش این در یافت. گسترش استاندارد مسائل برای درونی نقطه روش ،١٩٨٨ سال از
باشیم. داشته را شدنی اولیه نقطه�ی کنید فرض می�دهیم، شرح EVP حل برای را درونی
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خطی ماتریسی نامساوی آنالیزی مرکز ١.٨.٢

خود نوع در و دارد درونی نقطه روش�های در مهمی نقش خطی ماتریسی نامساوی روی آنالیزی مرکز
بگیرید: نظر در را خطی ماتریسی نامساوی است، مهم بسیار

F (x) = F٠ +
m∑
i=١

xiFi > ٠

تابع Fi
T ∈ Rn×n که

Φ(x)
∆
=

log detF (x)−١ F (x) > ٠

∞ درغیراین�صورت
(١۵.٢)

نماید، میل {x|F (x) > ٠} شدنی مجموعه�ای به x اگر و باشد F (x) > ٠ اگر تنها و اگر است، متناهی
است. نامتناهی

مستقل F١, . . . , Fm که است این از حاکی که باشد، محدود و پوچ شدنی مجموعه می�کنیم فرض
مجموعه روی به Φ که دهیم نشان می�توانیم می�باشد) خط شامل شدنی مجموعه دیگر عبارت (به خطی�اند.

می�دهیم: نشان x⋆ با که می�باشیم یکتا کاهنده�ای دنبال به است. محدب اکیداً شدنی

x⋆ ∆
= argminΦ(x)

x
(١۶.٢)

با: است معادل که می�کنیم تعیین F (x) > ٠ آنالیزی مرکز عنوان به را x⋆

x⋆ =argmax detF (x)

F (x) > ٠
(١٧.٢)

ماکزیمم تعیین�کننده�ی که است F (x) فرم به مثبت معین ماتریس�های تمام میان در F (x⋆) که
می�باشد.

یکسان، شدنی مجموعه�های اما متفاوت تحلیلی مراکز با را خطی ماتریسی نامساوی .١.٨.٢ گزاره
گویند. آنالیزی مرکز

نوعی این ) است. خطی ماتریسی نامساوی برای آنالیزی مرکز مسئله� محاسبه�ی به نوبت اکنون
( می�باشد CP مسئله از خاص

استفاده مورد x⋆ محاسبه�ی در مؤثرتری فرم به می�تواند مناسب گام طول انتخاب با نیوتن، روش
می�گیریم: نظر در را زیر الگوریتم می�کنیم، آغاز اولیه شدنی نقطه�ی با گیرد. قرار



٢٧ درونی نقطه روش .٨.٢

x(k+١) := x(k) − α(k)H(x(k))−١g(x(k)) (١٨.٢)

و g(x)k با ترتیب به را Φ از هسین و گرادیان و است Kام تکرار مرتبه از نوسانی عامل ،αk که
می�دهیم. نمایش H(x)k

نوسان: عامل علت که

α(k) :=

١ δ(x(k)) ≤ ١
۴

١
(١+δ(x(k)))

درغیراین�صورت
(١٩.٢)

که
δ(x)

∆
=
√

g(x)TH(x)−١g(x)

می�شود. نامیده x در Φ از نیوتن کاهش δ(x)

مرکز از مسیرهایی ٢.٨.٢

بگیرید: نظر در را EVP استاندارد حالت

min cTx

s.t :F (x) > ٠

زیر: خطی ماتریسی نامساوی بنابراین باشد، λ > λopt هر برای بهینه مقدار λopt کنید فرض

F (x) > ٠ cTx < λ (٢٠.٢)

محدود شدنی مجموعه�ای (٢٠.٢) خطی ماتریسی نامساوی که می�کنیم فرض همچنین است. شدنی
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را x⋆(λ) آنالیزی مرکز نتیجه در و بوده

x∗(λ)
∆
= argmin(log detF (x)−١ + log

١
λ− cTx

)

x

نشان�دهنده�ی و می�شود نامیده EVP مرکز از مسیری λ > λopt برای x⋆(λ) توسط شده داده منحنی
می�کنیم. تعریف بهینه نقطه�ی را xopt که است λ → λopt عنوان به محدودیتی دارای و آن بودن آنالیزی
�توصیف زیر رابطه�ی وسیله�ی به را x⋆(λ) می�رساند). حداقل به را محدود دنباله دقیق�تر، �طور به (یا

می�نماییم:
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∂

∂xi

|x⋆(λ)

(
log detF (x)−١ + log

١
λ− cTx

)
= −TrF (x⋆(λ))−١Fi +

ci
λ− cTx⋆(λ)

= ٠, i = ١, . . . ,m
(٢١.٢)

مرکزی روش ٣.٨.٢

نقطه�ای با می�نماییم، بررسی EVP مسأله روی بر که است ساده درونی نقطه الگوریتم مرکزی، روش
cTx(٠) < λ(٠) و F (x٠) > ٠ با x(٠) و λ(٠) اولیه�ی مقداردهی با الگوریتم این می�کنیم. آغاز شدنی

شده: بیان زیر شرح به آن مراحل که می�گردد، آغاز

λ(k+١) := (١− θ)cTx(k) + θλ(k)

x(k+١) := x⋆(λ(k+١))

می�باشد. ٠ < θ < ١ بین پارامتری θ که
CP دنباله�ای جواب طریق از می�توان باشد، CP از خاصی نوع خود مرکزی آنالیز محاسبه زمانی�که
صورت نیوتن روش از استفاده با (که است EVP مسأله حل برای راهی مرکزی روش که داد نشان را

می�پذیرد).

به جمع حاصل و (xi
(k) − xi

opt) در (٢١.٢) رابطه ضرب با را همگرایی از ساده�ای اثبات حال
می�دهیم: نشان i روی

TrF (x(k))−١ (F (x(k))− F (xopt)
)
=

١
λ(k) − cTxk

cT (xk − xopt)

می�گیریم: نتیجه TrF (x(k))− F (x(opt)) ⩾ ٠ که آنجایی از

n ≥ ١
λ(k) − cTxk

(cTxk − λopt)

داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی cTx(k) جای به (λ(k+١)−θλ(k))
(١−θ)

(λ(k+١) − λopt) ≤ n+ θ

n+ ١(λ
(k) − λopt)

نامساوی می�توانیم که باشید داشته توجه می�شود. نزدیک λopt به همگرایی مرکز کوچکترین با λk

نماییم: بیان بدین�گونه را بالا

cTx(k) − λopt ≤ n(λ(k) − cTx(k))



٢٩ ماتریسی نامساوی در دیگر نتایج .٩.٢

نشان می�گردد، یافت E در بهینه�ای مقدار و بوده توقف شرط معرف که (λ(k) − cTx(k)) < ε
n

می�دهد.
خطی ماتریسی نامساوی آنالیزی مرکز عنوان به را cTx < λ Fو (x) > ٠ خطی ماتریسی نامساوی

دیگر: عبارت به می�باشد صحیح عدد q > ١ که می�کنیم، تعریف F (x) > ٠

x⋆(λ)
∆
= argmin

(
log detF (x)−١ + q log

١
λ− cTx

)
x

بسیار λ کاهش روند تکرار، هر در F (x) ∈ Rn×n که q ≈ n داشت، خواهیم q > ١ از استفاده با
و مناسب مرکزی روش استاندارد، مسائل برای درونی نقطه روش�های میان در می�گیرد. صورت سریع�تر

می�باشد. کارآمد

ماتریسی نامساوی در دیگر نتایج ٩.٢

�معین نیمه جمله از حذف ١.٩.٢

F با متناظر ضریب متغیر، هر برای می�توانیم باشد. F (x) > ٠ که می�یابیم به�گونه�ای را x ،LMIP در
نماییم. حذف است �معین نیمه که را

در با جزئیات، از نظر صرف باشد. r < n مرتبه�ی دارای و Fm ≥ ٠ کنید فرض مثال عنوان به
�مثبتی معین F ساختن با بنابراین است. �مثبت معین Fm محدوده در F بزرگ، بسیار xm گرفتن نظر

می�یابد. کاهش LMIP ،Fm پوچ فضای در

از متعامدی متمم Ũ که فرض و است کاملی مرتبه U با Fm = UUT کنید فرض دقیق�تر به�طور
غیرمنفرد که است معنی بدین [U, Ũ ] (که داراست را مرتبه بیشترین [U, Ũ ] و UUT = ٠ باشد، U

داریم: البته می�باشد).

F (x) > ٠ ⇐⇒
[
Ũ U

]T
F (x)

[
Ũ U

]
> ٠

که زمانی

[
Ũ U

]T
F (x)

[
Ũ U

]
=

[
ŨT F̃ (x̃)Ũ ŨT F̃ (x̃)U

UT F̃ (x̃)Ũ UT F̃ (x̃)U + xm(U
TU)٢

]

اگر تنها و اگر F (x) > ٠ و F̃ (x̃)
∆
= F٠ + x١F١ + . . . + xm−١Fm−١ و x̃ = [x١ . . . xm−١]

T که



٣٠ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

داریم: بزرگ کافی به�اندازه xm برای و UT F̃ Ũ(x̃) > ٠

UT F̃ (x̃)U + xm(U
TU)٢ > UT F̃ (x̃)Ũ(ŨT F̃ (x̃)Ũ)−١ŨT F̃ (x̃)U

با: است برابر LMIP مسأله بنابراین
باشد. ŨT F̃ (x١ . . . xm−١Ũ > ٠ که به�گونه�ای x١ . . . xm−کردن١ پیدا

ماتریسی متغیرهای حذف ٢.٩.٢

نامساوی معادل می�توانیم که می�شوند ظاهر خاصی فرم به متغیرها از برخی گاهی ماتریسی نامساوی در
باشید: داشته نظر در آوریم. �دست به متغیرها آن بدون را

G(z) + U(z)XV (z)T + V (z)XT (z)T > ٠ (٢٢.٢)

نمی�باشند. وابسته V (z) و U(z) و G(z) ∈ Rn×n هستند؛ متغیر مستقل ماتریس X و بردار z
رابطه�ی پس باشند، V (z) و U(z) از متعامدی مکمل Ṽ (z) و Ũ(z) ،z هر برای کنید فرض

نامساوی اگر تنها و اگر می�کند، صدق z = z٠ و Xها از برخی برای (٢٢.٢)

Ũ(z)TG(z)Ũ(z) > ٠ Ṽ (z)TG(z)Ṽ (z) > ٠ (٢٣.٢)

،z و X متغیرهای با (٢٢.٢) ماتریس نامساوی بودن شدنی دیگر عبارت به باشد. برقرار z = z٠ با
برای V (z) و U(z) اگر باشید داشته توجه .(٢٣.٢) رابطه�ی بودن شدنی با است معادل می�باشد شدنی

می�ٰرود. بین از (٢٣.٢) در دوم یا اول نامساوی آنگاه باشد؛ n مرتبه دارای zهای همه�ی

کنیم: بیان σ ∈ R هر برای دیگری شکل به را (٢٣.٢) می�توانیم

G(z)− σU(z)U(z)T > ٠, G(z)− σV (z)V (z)T > ٠

: می�شویم مواجه زیر خطی ماتریسی نامساوی با LMIP مسأله در مثال عنوان به

Q > ٠, AQ+QAT +BY + Y TBT < ٠ (٢۴.٢)

است: زیر خطی ماتریسی نامساوی با LMIP معادل LMIP این هستند. متغیر Y و Q که

Q > ٠, AQ+QAT < σBBT

است: معادل زیر LMIP با و بوده متغیر σ ∈ R و Q که

Q > ٠, B̃T (AQ+QAT )B̃ < ٠



٣١ غیرخطی سیستم�های جزئی پایداری .١٠.٢

(٢۴.٢) فرم در بنابراین است. B̃TB = ٠ �طوریکه به دارد را مرتبه حداکثر B̃ ماتریس هر که Q متغیر با
می�دهیم. کاهش را خطی ماتریسی نامساوی در ماتریس اندازه و نموده حذف را Y متغیر

غیرخطی سیستم�های جزئی پایداری ١٠.٢

لیاپانوف پایداری ١.١٠.٢

را ϕ : T × T × X −→ X نگاشتی جریان می�گیریم، نظر در را T ⊆ R مجموعه و X مجموعه
باشد: برقرار زیر شرایط که می�کنیم تعریف به�گونه�ای

ϕ(t, t, x) = x سازگاری: ◀
نگاشت x٠ ∈ X و t−١ ≤ t٠ ≤ t١ همه برای نیم�گروه: ◀

ϕ(t١, t−١, x٠) = ϕ(t١, t٠, ϕ(t٠, t−١, x٠)

باشیم. داشته
تعریف حالت فضای تکاملی سیر نگاشت عنوان به را جریان و می�نامیم حالت فضای را X مجموعه
ورودی نوع با کامل طور به که می�شود گفته جریانی تکاملی سیر به مستقل دینامیکی سیستم می�کنیم.
از نمونه�ای زیر شکل به دیفرانسیل معادله جواب مثال عنوان به می�گردد. تعیین آن خروجی خاص،

است: جریان

ẋ(t) = f(x(t), t) (٢۵.٢)

جوابی با می�باشد. نظر مورد تابع f : X × T → X و بوده متناهی بعد با حالت فضای X = Rn که
بوده مشتق�پذیر جا همه که داشت خواهیم x : T → X تابع ،T ⊂ R زمانی فاصله روی بر (٢۵.٢) از

می�کند. صدق (٢۵.٢) رابطه�ی در t ∈ T همه برای و
جوابی R یا و R+,R− مجموعه�های از یک هر روی بر ،T متناهی فواصل تمامی برای می�توان

آورد. بدست

زوج برای باشد. (٢۵.٢) از جوابی T زمان در x(t٠) = x٠ اولیه شرایط با ϕ(t, t٠, x٠) فرض
از یکتایی جواب ϕ(t, t٠, x٠) که نمود تضمین را جواب یکتایی وجود می�توان (t٠, x٠) ∈ T × X
بنابراین می�کند صدق نیم�گروه و سازگاری خاصیت در ϕ نگاشت سپس است. بوده t ∈ T با (٢۵.٢)
داشته اگر می�شود گفته (٢۵.٢) دیفرانسیل معادله با مرتبط جریان ،ϕ به حالت این در است. جریان

باشیم:

ϕ = (t+ τ, t٠ + τ, x٠) = ϕ(t, t٠, x٠) (٢۶.٢)
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خطی (٢۶.٢) به باشد t٠, T٠ زمان�های همه برای خطی نگاشت ϕ(t, t٠, .) و برداری فضای X اگر
گوییم.

f �طوریکه به می�گیریم. نظر در ابتدایی زمان عنوان به را t٠ = ٠ معمولا ثابت زمان جریان برای
با نورم�دار برداری فضای از ساختاری دارای X اینکه یعنی می�کند. صدق �شیتز لیپ عمومی شرایط در

داریم: را زیر نامساوی L > ٠ از برخی برای و می�باشد. ∥.∥ نورم

∥f(x, t)− f(y, t)∥ ⩽ L∥x− y∥

از تعادل نقطه یا ثابت نقطه�ی x∗ عنصر به که می�باشد موجود f(x∗, t) = ٠ ،t ∈ T همه برای
می�شود. گفته (٢۵.٢)

است. (٢۵.٢) از جوابی t, t٠ همه برای ϕ(t, t٠, x∗) = x∗ اگر تنها و اگر است ثابتی نقطه�ی x∗

دارند. وجود آغاز لحظه در ،x∗ در (٢۵.٢) جواب�های سایر دیگر عبارت به

لیاپانوف پایداری تعریف ٢.١٠.٢

تعاریف باشند، ثابت نقطه x∗ و نورم�دار برداری فضای X ،T = R جریان، ϕ : T ×T ×X کنید فرض
بگیرید: نظر در را زیر شرح به پایداری

باشد موجود δ = δ(ε, t٠) که است لیاپانوف) مفهوم (در پایدار t٠ ∈ T و ε > ٠ هر برای اگر ◀
داریم: را زیر رابطه t ≥ t٠ هر برای طوریکه به

∥x٠ − x∗∥ < δ =⇒ ∥ϕ(t, t٠, x٠)− x∗∥ ≤ ε (٢٧.٢)

باشد: موجود زیر خاصیت با δ = δ(t٠) > ٠ ، t٠ ∈ T همه برای اگر است (جاذب) کششی ◀

∥x٠ − x∗∥ ≤ δ =⇒ lim
t→∞

∥ϕ(t, t٠, x٠)− x∗∥ = ٠ (٢٨.٢)

β = β(t٠) > ٠ و α = α(t٠) > ٠ ،δ = δ(t٠) ، t٠ ∈ T همه�ی برای اگر است پایدار نمایی ◀
باشیم: داشته t ≥ t٠ هر برای طوریکه به باشد موجود

∥x٠ − x∗∥ =⇒ ∥ϕ(t, t٠, x٠)− x∗∥ ≤ β∥x٠ − x∗∥e−α(t−t٠) (٢٩.٢)

(٢۵.٢) رابطه طوریکه به ( نیست t٠ به (وابسته باشد موجود δ > ٠ اگر است کششی یکنواخت ◀
باشد. موجود t٠ ∈ T همه برای

t٠ ∈ T همه برای (٢۵.٢) طوریکه به باشد موجود δ > ٠ اگر است یکنواخت نمایی پایدار ◀
باشیم. داشته

داشته یکنواخت کششی و یکنواخت پایدار هر برای را آن اگر است پایدار یکنواخت مجانب ◀
باشیم.
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به کافی اندازه به می�گردد نمودار وارد که جریان�هایی همه�ی اگر است، پایدار ثابت نقطه عبارتی به
است. محفوظ t ≥ t٠ زمان�ها همه برای نظر مورد x∗ نزدیکترین عنوان به باشند؛ نزدیک t٠ زمان در x∗

�طور به x∗ در ϕ(t, t٠, .) نگاشت اگر است پایدار ثابت نقطه�ای می�نماییم، اعلام صورت این غیر در
باشد. پیوسته t ≥ t٠ به یکنواخت

خطی ϕ اگر بوده، ثابت نقطه x∗ و T = R با جریانی ϕ : T × T × X کنید فرض .١.١٠.٢ گزاره
آنگاه: باشد

باشد. کششی عمومی سطح در x∗ اگر تنها و اگر است کششی x∗◀
باشد. پایدار و مجانبی عمومی سطح در اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی طور به x∗◀

باشد. پایدار و نمایی عمومی سطح در اگر تنها و اگر است نمایی پایدار x∗◀

آنگاه: باشد ثابت زمان ϕ اگر

باشد. یکنواخت پایدار x∗ اگر تنها و اگر است پایدار x∗◀
باشد. پایدار مجانبی به�طور و یکنواخت صورت به x∗ اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به�طور x∗◀

باشد. یکنواخت نمایی پایدار x∗ اگر تنها و اگر است نمایی پایدار x∗◀

معین توابع تعریف ٣.١٠.٢

که: بگیرید نظر در را V : H× T −→ R تابع باشد، T ⊂ R درونی نقطه�ی x∗ و H ⊂ Rn کنید فرض

به� باشد داشته وجود افزایشی اکیداً تابعی پیوسته، �طور به اگر ( x∗ به (باتوجه است مثبت معین ◀
طوریکه:

خواهیم a : R+ −→ R+ با a(٠) = ٠ که V (x, t) ≥ a(∥x− x∗∥) ،(x, t) ∈ H× T هر برای
داشت.

باشد. موجود V (x, t) ≥ ٠ ،(x, t) ∈ H× T هر برای اگر است مثبت معین نیمه ◀

طوریکه: به باشد داشته وجود کاهشی اکیداً تابعی پیوسته، �طور به اگر ( x به توجه با ) است ◀کاهشی
باشیم. داشته را b : R+ −→ R+ با b(٠) = ٠ که V (x, t) ≤ b(∥x−x∗∥)، (x, t) ∈ H×T هر برای

باشد. مثبت معین نیمه یا مثبت معین −V اگر ( x محدوده (در است منفی معین نیمه یا منفی ◀



٣۴ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

خطی سیستم�های از جزئی پایداری ۴.١٠.٢

بگیرید: نظر در را زیر خطی مستقل سیستم

ẋ = Ax (٣٠.٢)

از x∗ ∈ X تعادل نقطه�ی اطراف f : X −→ X تابع از آمده بدست خطی تصویر A : Rn −→ Rn که
داریم: x∗ ∈ X هر برای دقیقاً که می�باشد (٢۵.٢)

f(x) = f(x∗) +
n∑

j=١

∂f

∂xj

(x∗) [x− x∗] + ...

معین A با (٣٠.٢) توسط را x∗ حول خطی f باشد. مشتق�پذیر بار یک حداقل f می�کنیم فرض و
می�کنیم: تعریف n× n حقیقی ماتریس توسط

A := ∂xf(x∗)

x∗ = ٠ تعادل درنقطه (٣٠.٢) پایداری اکنون می�باشند. تعادل نقاط شامل A هسته در عناصر تمام
عنوان به که V (x) = xTXx با را V : X −→ R مثبت معین دوم درجه تابع می�نماییم. بررسی را
است، پیوسته x∗ = ٠ در V واقع، در می�نماییم. تعریف می�شود، برده کار به دوم درجه لیاپانوف تابع
V از قوی سراسری کمینه�ی این حقیقت (در باشیم داشته را x = ٠ در محلی کمینه نقطه که قوی فرض

توسط برداری میدان جهت در V (x) مشتق که حالی در می�باشد)،

VxAx = xT
[
ATx+XTA

]
x

نماید. تضمین را (٣٠.٢) از پایدار تعادل مجانبی نقطه منشأ تا باشد منفی بایستی

گزاره�های باشد. (٢۵.٢)موجود از x∗ تعادل نقطه�ی در (٣٠.٢) خطی� سیستم فرضکنید .٢.١٠.٢ گزاره
هستند: معادل هم با زیر

است. پایدار ،(٣٠.٢) رابطه�ی برای مجانبی به�طور تعادل منشأ ◀
است. پایدار (٣٠.٢) برای مجانبی به�طور عمومی سطح در تعادل منشأ ◀
است. منفی اکیداً حقیقی قسمت دارای A از λ(A) ویژه مقادیر کلیه�ی ◀

خطی ماتریسی ◀نامساوی

ATX +XA < ٠ X > ٠

جریان از x∗ تعادل نقطه�ی آنگاه باشیم، داشته را بالا گزاره�های از یکی اگر این، �بر علاوه است. شدنی
است. پایدار مجانبی به�طور (٢۵.٢)



٣۵ غیرخطی سیستم�های جزئی پایداری .١٠.٢

LTI سیستم برای عمومی پایدار نواحی ۵.١٠.٢

A ویژه مقادیر تمام اگر تنها و اگر می�باشند پایدار مجانبی �طور به ẋ = Ax مستقل خطی سیستم�های
باشند. داشته قرار C− مختلط صفحه�ی� چپ سمت باز نیمه�ی در

باشیم: داشته زیر خاصیت دو با را Cstab ⊆ C مجموعه زیر از پایدار ناحیه�ی کنید فرض

١ خاصیت : λ ∈ Cstab ⇒ λ̄ ∈ Cstab

٢ خاصیت : Cstab است محدب

از: عبارتند پایداری مجموعه�های از رایجی مثال�های

▶ Cstab١ = C̄ مختلط صفحه�ی چپ سمت باز نیمه�ی

▶ Cstab٢ = C پایداری به نیاز بدون

▶ Cstab٣ = {H ∈ C | Re(H) < −α} شده تضمین میرایی

▶ Cstab۴ = {H ∈ C | |H| < r} مبدأ مرکز به دایره�ای

▶ Cstab۵ = {H ∈ C | α١ < Re(H) < α٢} عمودی نوار

▶ Cstab۶ = {H ∈ C | Re(H) tan(θ) < |Im(H)} مخروطی پایدار ناحیه�ی

هستند. حقیقی اعداد r, α, α١, α٢ ، θ ∈ (٠, π٢) جا، این در

است: زیر شرح به LMI ناحیه مفهوم

می�گیریم: نظر در را زیر مختلط اعداد مجموعه ، P ∈ S٢m×٢mماتریسمتقارن برای تعریف٣.١٠.٢.

Lp := {H ∈ C |

(
I

HI

)∗

p

(
I

HI

)
< ٠}

آنگاه کنیم، تقسیم�بندی P =

(
Q S

ST R

)
صورت به را P اگر می�شود. گفته LMI ناحیه این به که

هر برای H ∈ C توسط LMI ناحیه�ی

Q+HS + H̄ST + H̄RH < ٠

می�شود. تعریف
زیر مجموعه�های از استفاده با واقع، در است. منطبق تعریف این بر بالا مثال�های تمام

P١ =

(
٠ ١
١ ٠

)
, P٢ =

(
−١ ٠
٠ ٠

)
, P٣ =

(
٢α ١
١ ٠

)



٣۶ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

P۴ =

(
−r٢ ٠
٠ ١

)
, P۵ =


٢α١ ٠ −١ ٠
٠ −٢α١ ٠ ١
−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠



P۶ =


٠ ٠ sin(θ) cos(θ)

٠ ٠ − cos(θ) sin(θ)

sin(θ) − cos(θ) ٠ ٠
cos(θ) sin(θ) ٠ ٠


می�آوریم. بدست را Cstab = Lpi

هیپربولیک و سهمی نوار، بیضی، دایره�ها، توسط که بوده قسمت�هایی شامل LMI نواحی �ویژه به
محدب منطقه هر در می�توان را LMI ناحیه از متناهی اشتراک محل نوع هر طرفی از است. شده احاطه
کرونکر حاصل برای نمادی معرفی نیازمند که را اصلی نتیجه�ی آورد. بدست مختلط صفحه در تقریبی

می�دهیم. ارائه بخش این در می�باشد،
ماتریسی B و A از کرونکر حاصل می�گیریم، نظر در را B ∈ Ck×ℓ و A ∈ Cm×n ماتریس دو

می�باشد: زیر شرح به mk × nℓ

A⊗B =


A١١B . . . A١nB

... ...
Am١B . . . AmnB


می�گیریم: نظر در زیر قرار به کرونکر حاصل به مربوط خواص از برخی

▶ ١⊗ A = A⊗ ١
▶ (A+B)⊗ C = (A⊗ C) + (B ⊗ C)

▶ (A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD)

▶ (A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗

▶ (A⊗B)−١ = A−١ ⊗B−١

▶ (A⊗B) ̸= B ⊗ A

شده لیاپانوف نامساوی از زیر کلی تعمیم به منجر که داده شرح LMI ناحیه�ی توسط پایدار نواحی
است.

است: موجود LMI از ناحیه این در A ∈ Rn×n ویژه مقادیر تمام .۴.١٠.٢ قضیه



٣٧ غیرخطی سیستم�های جزئی پایداری .١٠.٢

{
H ∈ C |

(
I

HI

)∗(
Q S

ST R

)(
I

HI

)}
< ٠

: طوریکه به باشد موجود x > ٠ اگر تنها و اگر

(
I

A⊗ I

)∗(
X ⊗Q X ⊗ S

X ⊗ ST X ⊗R

)(
I

A⊗ I

)
< ٠

بگیرید: نظر در را I و S = I ،Q = ٠ باشیم، داشته
مجموعه�ی پایداری بوده ۴.١٠.٢ قضیه پوشش تحت که LMI نواحی توجه� خاصجالب موارد جمله از
استفاده مورد x(t+ ١) = Ax(t) گسسته سیستم پایداری توصیف جهت که می�باشد r = ١ با Cstab۴

گرفته قرار واحدی دایره�ی داخل در A ویژه مقادیر اگر تنها و اگر است پایدار سیستم این می�گیرد. قرار

اگر می�شود. گفته ارز هم ۴.١٠.٢ قضیه با P =

(
−١ ٠
٠ ١

)
که λ(A) ∈ Lp با است معادل باشد؛

داشت: خواهیم طوریکه به باشد موجود X > ٠

(
I

A

)∗(
−X ٠
٠ X

)(
I

A

)
= A∗XA−X < ٠

دوم درجه جزئی عملکرد ۶.١٠.٢

بگیرید. نظر در T انتقال تابع با را (٢۵.٢) سیستم .۵.١٠.٢ گزاره
باشد. x(٠) = ٠ و بوده C− در ویژه مقادیر دارای کنید فرض

هستند: معادل هم با زیر عبارات
داریم: ω ∈ ℓ٢ طوریکه به ،ε > ٠ هر برای :١

∫ ∞

٠

(
ω

Z

)(
Q S

ST R

)(
ω

Z

)
dt ⩽ −ε٢

∫ ∞

٠
ωT (t)ω(t)dt (٣١.٢)

داریم: ω ∈ R ∪ {∞} همه برای :٢(
I

T (iω)

)∗(
Q S

ST R

)(
I

T (iω)

)
< ٠



٣٨ خطی ماتریسی نامساوی� و محدب بهینه�سازی .٢

طوریکه: به است موجود k = kT ∈ Rn×n :٣

F (K) =

(
ATK +KA KB

BTK ٠

)
+

(
٠ I

C D

)T (
Q S

ST R

)(
٠ I

C D

)

=

(
I ٠
A B

)T (
٠ K

K ٠

)(
I ٠
A B

)
+

(
٠ I

C D

)T (
Q S

ST R

)(
٠ I

C D

)

=


I ٠
A B

٠ I

C D


T 

٠ k ٠ ٠
k ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Q S

٠ ٠ ST R




I ٠
A B

٠ I

C D



کافی و لازم شرایط که معنا این به است، (٢۵.٢) دوم درجه�ی سیستم عملکرد ویژگی نتیجه این
سیستم مربعی انتگرال سیستم�های همه برای را J :=

∫∞
٠ H(ω, z)dt دوم درجه تابع عملکرد جهت

می�نماید. فراهم منفی اکیداً

H∞ جزئی عملکرد ٧.١٠.٢

تعریف زیر صورت به که بوده آن انتقال تابع از H∞ نورم خطی، ثابت زمان سیستم عمومی عملکرد معیار
می�کنیم:

H ∈ C همه�ی برای T (H) حالت این در بگیرید. نظر در هم با را T انتقال تابع و (٢۵.٢) سیستم
برای σmax(T (H)) یکتای مقدار بزرگترین وسیله بدین است. شده محدود مثبت حقیقی قسمت با که

می�باشد. H∞ تابع از نمونه�ای که بوده ReH > ٠ با H ∈ C همه�ی

فضای باشد. مثبــت حقیقــی قسمت با مختلط اعداد از مجموعه�ای نشان�دهنده�ی C+ کنید فرض
برای و آنالیزی که T : C+ −→ CP×mمختلط توابع همه�ی شامل H∞ هاردی

∥T∥∞ := sup
H∈C+

(T (H)) < ∞

اگرچه می�کند. صدق T از H∞ نورم تعریف و نورم موضوع اصل بر عبارت این چپ سمت در
با یکتایی بسط به می�توان را تابع هر بنابراین می�شوند تعریف مختلط راست سمت در H∞ تابع��های



٣٩ غیرخطی سیستم�های جزئی پایداری .١٠.٢

می�آوریم: بدست را H∞ فرم که می�شود) داده نشان T با معمولا) داد، نشان موهومی تابع

∥T∥∞ := sup
ω∈R

(T (iω)) < ∞

پهنای سود، مانند خواصسیستم بررسی گویای گرافیکی، نمایش از فرکانسی پاسخ�های .۶.١٠.٢ گزاره
است. غیره و باند

از تابعی عنوان به که باشند، σj(T (iω)) مقدار�های فرد به منحصر طرح�های مهم�ترین از یکی شاید
وجود یکتا مقداری تنها خروجی تک و ورودی تک سیستم�های برای می�گردد. مشاهده ω ∈ R فرکانس

است: زیر قرار به که دارد

σ(T (iω)) = |T (iω)|

تعیین و نموده فراهم را مفیدی اطلاعات که است ω 7→ |T (iω)| نگاشت از حاکی سیستم، نمودار
می�باشد. ω ∈ R فرکانس با هارمونیک ورودی سیگنال�های تقویت جهت اندازه�ای کننده�ی

معادل زیر عبارات سپس باشد، γ > ٠ و پایدار مجانب (٢۵.٢) سیستم کنید فرض .٧.١٠.٢ گزاره
یکدیگرند:

∥T∥∞ < γ ◀
داریم: ω همه برای ◀

sup
٠<∥ω∥٢<∞

∥z∥٢
∥ω∥٢

< γ

. است (٢۵.٢) رابطه�ی خروجی z باشد، ω ورودی اگر
: یعنی می�باشد اتلافی کاملا منبع تابع به توجه با (٢۵.٢) سیستم ◀

H(ω, z) = γ٢∥ω∥٢ − ∥z∥٢.

است: موجود زیر LMI در k = kT جواب ◀(
ATK +KA+ CTC KB + CTD

BTK +DTC DTD − γ٢I

)
< ٠



۴٠



٣ فصل

برای خطی ماتریسی نامساوی خصوصیات
خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم�های

خطی زمان گسسته سیستم�های برای مثبت حقیقی لم ١.٣

توصیفی سیستم�های برای می�پردازیم. کنترل تئوری در مثبت حقیقی لم مفهوم بررسی به فصل این در
به منجر و بوده (LMI) غیراکید خطی ماتریسی نامساوی شامل مثبت حقیقی لم خطی زمان ـ گسسته
گسسته توصیفی سیستــم�های برای را اکیـــد (LMI) مشخصــه�های می�گردد. بسیاری عددی مسائل
وسیله به کارآمدتری صورت به می�توان را مشخصه�ها این می�دهیم شرح قضیه�ای توسط خطی زمان ـ
بسیاری برای می�توانند توصیفی سیستم�های نمود. حل متلب �افزار نرم در (LMI) استاندارد ابزار جعبه
سیستم�های و [٣٧] بیولوژیکی سیستم�های ،[١٣] قدرت سیستم�های شامل که دینامیکی سیستم�های از
مسائل از بسیاری گذشته دهه چند طول در رو این از گیرند، قرار استفاده مورد است [٣٣] اقتصادی
و تجزیه قبیل از مسائلی به می�توان میان این از است. یافته گسترش توصیفی سیستم�های برای کنترل
تکانه حذف و تکانه تحلیل و تجزیه ،[۵۵] ویژه منابع تخصیص ،[۵٠] و [٣۶] ثبات و پایداری تحلیل
و [١١] H∞ کنترلر ،[۵٨] H٢ کنترلر ،[۵۴] مطلق پایداری ،[١٩] خطا برابر در ـ مقاوم کنترلر ،[۵٩]

نمود. اشاره غیره

از کاربردی برنامه�های از بسیاری و کنترل تئوری در مثبت، حقیقی دینامیکی سیستم�های کاربرد
لم برد. نام می�توان را [٢٨] مطلق پایداری و [٣] سازگار کنترل ،[٢] مداری تحلیل و تجزیه قبیل
مثبت خطی سیستم�های مثبت حقیقی حالت فضای توصیف به (KYP) ١ پاپاو ـ یاکابوویچ ـ کالمن
ماتریسی نامساوی لم این می�گیرد. بر در را مسائل ترکیب و تحلیل و تجزیه در مهمی توابع و پرداخته
در که همان�طور نمود. حل استاندارد LMI توسط مستقیم صورت به را آن نمی�توان که بوده اکید غیر
از گردد عددی نامساوی شرایط بررسی در مشکلاتی باعث است ممکن غیراکید LMI شد، اشاره [۵۶]

١Kalman - Yakubovich - Popov
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،det(A) ،AT از فصل، این در نمود. اشاره دیجیتالی محاسبه در کردن گرد خطای به می�توان دست آن
A ماتریس مزدوج ترانهاده�ی و رتبه دترمینان، ترانهاده، ترتیب به که شده، استفاده AH و rank(A)

نماد است. گردیده استفاده α(s) از درجه�ای مفهوم به deg(α(s)) از ،α(s) جمله�ای چند برای می�باشد.
مناسب ابعاد با ماتریسی نماد I و متقارن مثبت معین ماتریس X که بوده این معنای به X > (⩾)٠
با E⊥ باشد، rank(E) = r < min{m,n} که کنیم فرض ،E ∈ Rm×n ماتریس برای می�باشد.

است. صادق rank(E⊥) = m− r و E⊥E = ٠ در که است ماتریسی (m− r)×m درجه�ی

که می�پردازیم خطی زمانی ـ گسسته توصیفی سیستم�های خصوص در اساسی نمادهای از برخی به
می�شود: داده نشان حالت معادلات توسط

Ex(k + ١) = Ax(k) +Bu(k)

y(k) = Cx(k) +Du(k)
(١.٣)

است، خروجی سیگنال y(k) ∈ Rpو ورودی متغیر u(k) ∈ Rm،حالت متغیر x(k) ∈ Rn که
و شــــده داده D ∈ Rp×mو C ∈ Rm×m، B ∈ Rn×m، E,A ∈ Rn×n ماتریـــــــس�های
مخالف det(zE − A) جمله�ای چند هرگاه بوده، منظم (١.٣) سیستم می�باشد. rank(E) = r < n

[١٧] و [١٣] باشد. صفر

زیر رابطه�ی اگر می�شود، نامیده فیزیکال (١.٣) خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم .١.١.٣ تعریف
باشد: برقرار

deg(det(zE − A)) = rank(E) = r

اگر باشد. بسته واحد دایره�ای درون det(zE − A) ریشه�های تمامی اگر می�شود، گفته پایدار و
می�گوییم. قبول قابل را آن آنگاه، باشد، پایدار و فیزیکال (١.٣) خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم

نمود: تبدیل وایرشتراس استاندارد فرم به می�توان را خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم

(ς,A,B, C) = (MEN,MAN,MB,CN)

با

ς =

[
In١ ٠
٠ N

]
, A =

[
A١ ٠
٠ In٢

]

B =

[
B١

B٢

]
, C =

[
C١ C٢

]
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گسسته توصیفی سیستم است. توان پوچ ماتریس N و نمی�باشند یکتایی ماتریس�های N و M که
باشد.[١٧] پایدار شور A١ و N = ٠ اگر تنها و اگر است، شدنی (١.٣) خطی زمان ـ

:[۵٧] سیستم این بگیرید نظر در را خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم .٢.١.٣ تعریف

|z| > ١ برای و بوده تحلیلی |z| > ١ در G(z) مربوطه انتقال تابع اگر است، مثبت حقیقی ◀
باشد. برقرار G(z) +GH(z) > ٠ رابطه�ی

G(ejθ)+GH(ejθ) > ٠ و بوده تحلیلی |z| ⩾ ١ در آن انتقال تابع اگر است، اکید مثبت حقیقی ◀
باشد. برقرار θ ∈ [٠,٢π] همه�ی برای

G(∞)+GH(∞) > ٠ در و بوده اکید مثبت حقیقی اگر بوده، یافته گسترش اکید مثبت حقیقی ◀
کند. صدق

می�باشد. p = m که است آن بر فرض داریم کار و سر مثبت حقیقی توابع با وقتی

اکید مثبت حقیقی خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم از اکید غیر LMI مشخصه�های زیر لم
می�دهد. شرح را یافته گسترش

است، یافته گسترش اکید مثبت حقیقی و شدنی (١.٣) خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم .٣.١.٣ لم
:[۵٧] طوریکه به باشد موجود P مثبت معین ماتریس اگر تنها و اگر

ETPE ≥ ٠ (٢.٣)

]و
ATPA− ETPE CT − ATPB

C −BTPA −(DT +D −BTPB)

]
< ٠ (٣.٣)

کاهش نرمال خطی زمان ـ گسسته سیستم به (١.٣) توصیفی سیستم باشد، E = I اگر باشد.
زیر شرح به بالا لم نتیجه�ی است، شده شناخته KYP معروف لم عنوان به که، معنا بدین می�یابد.

می�باشد:

حقیقی G(z) باشد، نظر مورد انتقال تابع G(z) = D+C(zI−A)−١ که فرض [۵٧] .۴.١.٣ نتیجه
طوریکه: به باشد داشته وجود P مثبت ماتریس اگر تنها و اگر است، یافته گسترش اکید مثبت
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[
ATPA− P ATPB − CT

BTPA− C −DT −D +BTPB

]
< ٠

اکید غیر ماتریسی نامساوی شامل لم این گرفت، نظر در نتیجه این از کلیتی عنوان به می�توان را بالا لم
در مشکلی بدین�سان نمود، حل LMI استاندارد حل�های راه توسط مستقیم به�طور را آن نمی�توان که بوده،
.[٢۴] می�گردد موجب دیجیتالی محاسبات در کردن گرد خطای علت به عددی نامساوی شرایط بررسی
زیر قضیه است. اکید LMI جدید شرایط ایجاد و غیراکید نامساوی�های چنین حذف بخش این در هدف

می�نماید. حل را مشکل این

است یافته گسترش مثبت حقیقی و شدنی (١.٣) �خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم .۵.١.٣ قضیه
طوریکه�: به باشد موجود S ∈ R(n−r)×(n−r) و P ∈ Rn×n مثبت معین ماتریس دو اگر تنها و اگر

[
ATQA− ETQE CT − ATQB

C −BTQA −(DT +D −BTQB)

]
< ٠ (۴.٣)

آن: در که

Q = P − E⊥TSE⊥ (۵.٣)

می�توان آشکارا سپس باشد. صادق P > ٠ و S > ٠ از برخی در (۴.٣) رابطه�ی که فرض برهان.
می�باشد. صادق (٣.٣) و (٢.٣) رابطه�ی دو هر در ،ETQE = ETPE ⩾ ٠ رابطه�ی که نمود مشاهده
گسترش اکید مثبت حقیقی و شدنی (١.٣) خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم بالا، لم به توجه با سپس

است. یافته

یافته گسترش اکید مثبت حقیقی (١.٣) خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم که فرض (برعکس):
طوریکه: به است موجود N و M یکتا غیر ماتریس دو سپس باشد، شدنی و

ζ = MEN =

[
I ٠
٠ ٠

]
,A = MAN =

[
A١ ٠
٠ I

]
(۶.٣)

B = MB =

[
B١

B٢

]
, C = CN =

[
C١ C٢

]
(٧.٣)

نوشت: زیر صورت به می�توان را G(z) انتقال تابع
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G(z) = C(zE − A)−١B +D

= C١(zI − A١)
−١B١ − C٢B٢ +D

(٨.٣)

دارد: زیر رابطه�ی به اشاره رابطه�ی(٣.۶) این، بر علاوه�

ζ⊥ =
[
٠ I

]
(٩.٣)

مثبت معین ماتریس اگر تنها و اگر است یافته گسترش اکید مثبت حقیقی G(z) بالا، نتیجه�ی به توجه با
کند: صدق زیر LMI در طوریکه به باشد داشته وجود P١ > ٠[

AT
١P١A١ − P١ AT

١P١B١ − CT
١

BT
١ P١A١ − C١ R

]
< ٠ (١٠.٣)

که

R = −DT −D +BT
١ P١B١ + C٢B٢ +BT

٢ C
T
٢

طوریکه: به دارد وجود بزرگی ε > اسکالر٠ است، اکید نامساوی (١٠.٣) رابطه�ی LMI که آنجایی از

[
AT

١P١A١ − P١ AT
١P١B١ − CT

١

BT
١ P١A١ − C١ R

]
+ ε−١

[
٠
C٢

] [
٠ CT

٢

]
< ٠ (١١.٣)

رابطه: به توجه با

ε−١C٢C
T
٢ = −εBT

٢ B٢ − C٢B٢ −BT
٢ C

T
٢ + εBT

٢ B٢ + ε−١C٢C
T
٢ +BT

٢ C
T
٢ + C٢B٢

= −εBT
٢ B٢ − (C٢B٢ +BT

٢ C
T
٢ ) + ε−١(εBT

٢ + C٢)(εB٢ + CT
٢ )

با: است معادل (١١.٣) رابطه�ی در LMI بالا، رابطه از استفاده ]با
AT

١P١A١ − P١ AT
١P١B١ − CT

١

BT
١ P١A١ − C١ R١

]
+ ε−١ ×

[
٠

εBT
٢ + C٢

] [
٠ εB٢ + CT

٢

]
< ٠

که

R١ = −DT −D +BT
١ P١B١ − εBT

٢ B٢

با: است معادل بالا LMI شور، متمم روش از استفاده با


AT

١P١A١ − P١ AT
١P١B١ − CT

١ ٠
BT

١ P١A١ − C١ R١ εBT
٢ + C٢

٠ εB٢ + CT
٢ −εI

 < ٠
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با: است معادل یا


AT

١P١A١ − P١ ٠ AT
١P١B١ − CT

١

٠ −εI εB٢ + CT
٢

BT
١ P١A١ − C١ εBT

٢ + C٢ R١

 < ٠

نوشت: بدین�گونه می�توان را بالا نامساوی

[
ATQA− ζTQζ CT −ATQB
C − BTQA −(DT +D) + BTQB

]
< ٠ (١٢.٣)

می�باشند. (٧.٣) و (۶.٣) فرم به ζ,A,B, C ماتریس�های که

Q =

[
P١ ٠
٠ −εI

]
= P − ζ⊥TSζ⊥

با
S = P٢ + εI

P =

[
P١ ٠
٠ P٢

]

P٢ > ٠

است: زیر رابطه�ی با معادل (١٢.٣)LMI ،(٧.٣) و (۶.٣) روابط از استفاده با سپس

[
NT ٠
٠ I

][
ATQA− ETQE CT − ATQB

C −BTQA −(DT +D) + BTQB

]
×

[
N ٠
٠ I

]
< ٠ (١٣.٣)

آن در که

Q = MTQM (١۴.٣)

رابطه�ی با واضح �طور به (١.٣) رابطه�ی در LMI نمی�باشد، منحصر�به�فرد N که آنجایی از می�باشد.
هم با (۵.٣) و (١.٣) رابطه�های که دهیم نشان است کافی اثبات تکمیل برای است. معادل (۴.٣)

داریم: ζ⊥M = E⊥ که آنجایی از می�باشند. معادل
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Q = MT (P − ζ⊥TSζ⊥)M

= MTPM −MT ζ⊥TSζ⊥M

= MTPM − E⊥TSE⊥

= P − E⊥TSE⊥

می�باشند. مثبت معین ماتریس�های S = Sو P = MTPM که

سیستم�های در اکید مثبت حقیقی لم گسترش و بررسی در اکید غیر ماتریسی نامساوی .۶.١.٣ ملاحظه
توانستیم شده بیان قضیه در E⊥TSE⊥ عبارت معرفی با است. دخیل (١.٣) گسسته ـ زمان توصیفی
را آن می�توان LMI استاندارد ابزار جعبه از استفاده با که نماییم بیان اکید LMI قالب در جدیدی معیار

نمود. حل کارآمدتری

بگیرید: نظر در زیر داده�های با را (١.٣) خطی -زمان گسسته توصیفی سیستم .٧.١.٣ مثال

E =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠

A =


−٠٫ ٣ ٠٫ ۶ −١
٠٫ ۶ −٠٫ ۵ −٠٫ ۴
٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠٫ ٣

B =


٠٫ ٢ −٠٫ ۴
٠ −٠٫ ۵

−٠٫ ۵ ٠٫ ۴


C =

[
−٠٫ ۴ ٠٫ ۶ ٠٫ ۴
٠٫ ۵ ٠٫ ٢ −٠٫ ٣

]

فرض

E⊥ =
[
٠ ٠ ١

]

S = ۵١٫ ۶۴٢٩ قضیه�ی در شده مطرح LMI شرایط بررسی با سپس نماییم. انتخاب اینگونه را
می�آید: بدست P مقدار زیر برنامه از استفاده با و می�باشد

setlmis ([])
p=lmivar (1,[ 3 1]
lmiterm([ 1 1 1 p] ,A',A)
lmiterm([ 1 1 1 p] ,-E',E)
lmiterm([1 2 1 0] ,C)



۴٨ خطی زمان ـ گسسته توصیفی سیستم�های برای خطی ماتریسی نامساوی خصوصیات .٣

lmiterm([ 1 2 1 p] ,B',A)
lmiterm([ 1 2 2 0] ,-D'-D)
lmiterm([ 1 2 2 p] ,B',B)
lmis=getlmis
[ tmin ,xfeas] =feasp (lmi)
p=dec2mat(lmis,xfeasp,p)

p =


٢٫ ٨٣ −٢٫ ٩٣ ۴٫ ٢٧
−٢٫ ٩٣ ۴٫ ٢٠ −٢٫ ٣٢
۴٫ ٢٧ −٢٫ ٣٢ ٣۶٫ ٩

 > ٠

شده: بیان زیر صورت به سیستم انتقال تابع

G(z) = C(zE − A)−١B +D

=

[
٢۵٠٠z٢+۵٨٠z−٨٠٧
١۵٠٠z٣٠٠−٢z−٣۶۵

−١٢٧z+۶۶٨٠٠−٩z٢
١۵٠٠z٣٠٠−٢z−٣۶۵

−۴۵٠٠z٢٩٠٠−٢z−١٠۵٣
٣٠٠٠z٢−۶٠٠z−٧٣٠

١۴۴٠z٢+٢۶۶z+٧٧
۶٠٠z١٢٠−٢z−١۴۶

]

می�آید. بدست

است. تحلیلی |z| ≥ ١ در G(z) که می�دانیم است، پایدار شور A که آنجایی از

lim
z−→∞

(G(z) +GH(z)) =

[
١٠
٣

−۶١
٣٠

−۶١
٣٠

٢۴
۵

]
> ٠

است. شده رسم ١.۴ شکل در θ ∈ [٠,٢π] همه ازای به G(ejθ)+GH(ejθ) از ویژه مقادیر حداقل
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θ ∈ [٠,٢π]ازای به G(ejθ) +GH(ejθ) از مینیمال ویژه�ی مقادیر :١.٣ شکل



۵٠



۴ فصل

با مقاوم خروجی پس�خورد کنترلگر طراحی
خطی ماتریسی نامساوی روش از استفاده

دو می�گردد. ارائه خروجی پس�خورد کنترل مسائل برای خطی ماتریس نامساوی شرایط فصل، این در
با که می�نماییم پیشنهاد را تکراری) غیر و تکراری V − K) ساده پایه�ای ـ LMI محاسباتی الگوریتم

است. مرتبط شدیداً ١ LQR دوم مرتبه خطی حالت پس�خورد طراحی و لیاپانوف پایداری تئوری

مقاوم خروجی پس�خورد ١.۴

خروجی پس�خورد پایداری مسئله�ی می�گردد، اشاره آن به کنترل نظریه�ی در اغلب که گسترده��ای مشکلات از
مورد پایداری مسائل از جنبه دو مطالعه�ی برای متفاوتی روش�های تاکنون ٢می�باشد. (ROFSC) مقاوم
طریق از می�توان را حالت فضای در خطی سیستم آن تحت که شرایطی یعنی است، گرفته قرار استفاده

داد. شرح مقاوم پایدار کنترل آوردن دست به جهت مربوطه روش�های و پایدار، خروجی پس�خورد

گسسته سیستم�های و پیوسته خطی، زمان ثابت از خروجی پس�خورد پایداری برای کافی و لازم شرایط
و وجود مقاله، دو این در شده ارائه نتایج اگرچه، است. آمده دست به [۴١] و [٣۵] منابع در ترتیب به
طراحی مسائل از گسترده�ای طیف که شده داده نشان اخیراً نمی�نماید. حل را مسئله محاسباتی جنبه�های
کاهش BMI آفینی دو ماتریسی نامساوی قید تحت شدنی نقطه�ی به می�توان را خروجی پس�خورد کنترل

.[۴٨] هستند معروف سخت» ـ NP » به BMI مسائل حال، این با داد.
ایستایی، خروجی پس�خورد طریق از هم�زمان �طور به پایداری که شده داده نشان [۴٨] منبع در
آوردن دست به موجود مسئله� ،N ساختار�های به توجه با یعنی، می�باشد. سخت» ـ NP» مسئله�ی
باشند. پایدار هم�زمان طور به مسأله N همه که می�نماید بررسی را F ایستایی خروجی پس�خورد ماتریس

١Linear Quadratic Regulator
٢Robust output feedback system controller



۵٢ خطی ماتریسی نامساوی روش از استفاده با مقاوم خروجی پس�خورد کنترلگر طراحی .۴

خطی، ماتریسی نامساوی به که شده طراحی خروجی پس�خورد کنترلگر از BMI مسئله�ی فصل، این در
می�یابد. کاهش

[٢٠] منبع در است. شده ارائه خروجی پس�خورد کنترل برای LMI نظریه [۴] [١٢]،[٨]و منابع در
مورد آمده بدست کنترلگر ماتریس یا لیاپانوف ماتریس تثبیت وسیله به که V −K تکراری الگوریتم

است. گرفته قرار استفاده

مسئله فرمول�بندی ٢.۴

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را هم�زمان سیستم N شامل G دستگاه

G : ẋ =
N∑
i=١

αi(Aix +Biu) y = Cix

N∑
i=١

αi = ١ برای αi ∈ ⟨٠,١⟩ و i = ١,٢, . . . , N
(١.۴)

G از مرتبه�ای N و خروجی بردار y ∈ Rl ورودی، متغیر u ∈ Rm حالت، متغیر x ∈ Rn که
می�باشد.

با که مقاوم ایستائی خروجی پس�خورد ماتریس (١.۴) خطی زمان ـ پیوسته ناوردای سیستم برای
است: شده طراحی زیر فرم به کنترل الگوریتم

u = FCix (٢.۴)

باشد: پایدار زیر رابطه�ی بسته�ی حلقه سیستم طوریکه به

ẋ =
N∑
i=١

αi(Aix +BiFCi)x =
N∑
i=١

αiACix (٣.۴)

ACi = Ai +BiFCi

می�شود: تعریف زیر صورت به (١.۴) سیستم با مرتبط هزینه�ی تابع



۵٣ مقاوم خروجی پس�خورد ماتریس طراحی .٣.۴

J =

∫ ∞

٠
(xTQx + uTRu)dt (۴.۴)

سازگاراند. ابعاد با ماتریس�هایی R = RT > ٠ و Q = QT ⩾ ٠ که

مثبت اسکالر J∗ و موجود کنترل قانون u∗ اگر بگیرید. نظر در (١.۴)را نامعین سیستم .١.٢.۴ تعریف
(۴.۴) رابطه�ی هزینه�ی تابع و بوده پایدار بسته حلقه نامعین سیستم�های همه�ی برای طوریکه به باشد
برای شده تضمین هزینه�ی کنترل قانون u∗ و شده تضمین هزینه�ی J∗ سپس نماید، صدق J ⩽ J∗ در

گویند. (١.۴) نامعین سیستم

زیر: رابطه�ی اگر باشد، زیر لیاپانوف ماتریسی معادله برای جوابی P > ٠ کنید فرض .٢.٢.۴ لم

ATP+PA+Q = ٠ (۵.۴)

ماتریس باشند، موجود Q و P اگر باشد، Q > ٠ اگر تنها و اگر است پایدار A آنگاه باشیم، داشته را
می�شود. گفته دوم درجه�ی پایدار A

مثبت معین ماتریس اگر تنها و اگر است دوم درجه�ی پایدار (٣.۴) بسته�ی حلقه سیستم .٣.٢.۴ نتیجه
باشد: برقرار را زیر نامساوی طوریکه به باشد موجود P > ٠

AT
ciP+PAci < ٠, i = ١,٢ . . . , N. (۶.۴)

آن از رئوسی می�توان بالا، نتیجه�ی به توجه با است. بخشی چند خطی سیستم (١.۴) شده ارائه سیستم
نمود: لیست زیر قرار به را

{(A١, B١, C١), (A٢, B٢, C١), . . . , (AN , BN , C١)} (٧.۴)

مقاوم خروجی پس�خورد ماتریس طراحی ٣.۴

یکدیگرند: معادل زیر عبارات آنگاه گرفته، نظر در را (١.۴) خطی نامعین سیستم .١.٣.۴ قضیه

می�باشد. دوم درجه�ی از مقاوم ایستایی خروجی پس�خورد (١.۴) سیستم ◀



۵۴ خطی ماتریسی نامساوی روش از استفاده با مقاوم خروجی پس�خورد کنترلگر طراحی .۴

ماتریسی نامساوی طوریکه به� است موجود F ماتریس و P = PT > ٠ مثبت معین ماتریس ◀
باشد: برقرار زیر

(Ai +BiFC)TP+P(Ai +BiFC) < ٠, i = ١,٢, . . . , N (٨.۴)

یکدیگرند: معادل زیر عبارات گرفته، نظر در را (٧.۴) سیستم .٢.٣.۴ قضیه

می�باشند. زیر شده تضمین هزینه�ی با پایدار هم�زمان� ایستایی خروجی پس�خورد ،(٧.۴) سیستم ◀

∫ ∞

٠
(xTQx + uTRu)dt ⩽ xT٠Px٠ = J∗ و P > ٠ (٩.۴)

صدق زیر نامساوی در طوریکه به موجودند F ماتریس و P > ٠,Q > ٠,R > ٠ ماتریس�های ◀
می�کنند:

(Ai +BiFC)TP+P(Ai +BiFC) +Q+CTFTRFC ≤ ٠, i = ١,٢, . . . , N
(١٠.۴)

زیر نامساوی�های در طوریکه به موجودند F ماتریس و P > ٠,Q > ٠,R > ٠ ماتریس�های ◀
می�کنند: صدق

AT
i P+PAi −PBiR

−١BiP+Q ⩽ ٠ (١١.۴)

(BT
i P+RFC)Φ−١

ui (B
T
i P+RFC)T −R ⩽ ٠ (١٢.۴)

آن در که

Φui = −(AT
i P+PAi −PBiR

−١BT
i P+Q), i = ١,٢, . . . , N

پس�خورد پایداری برای B و A روند دو طراحی به منجر ٢.٣.۴ و ١.٣.۴ قضایای (٧.۴) سیستم برای
می�باشد. (٧.۴) سیستم از شده تضمین هزینه�ی با هم�زمان ایستایی خروجی



۵۵ مقاوم خروجی پس�خورد ماتریس طراحی .٣.۴

تکراری) (الگوریتم A روند

می�گیریم: نظر در
.j = ٠,F٠ = ٠ اول: گام

می�گردد: محاسبه زیر نامساوی از Pj = PT
j > ٠ پایه، ـ LMI الگوریتم از استفاده با دوم: گام

(Ai +BiFC)TPj +Pj(Ai +BiFC) +Q+CTFT
j−١RFj−١C ⩽ ٠,

i = ١,٢, . . . , N, Pj > ٠, Pj ⩽ ρI

است. واحد ماتریس I و مثبت ثابت ρ که

می�گردد: محاسبه زیر نامساوی وسیله�ی به پایه ـ LMI الگوریتم از استفاده با Fj ماتریس سوم: گام
.[

(Ai +BiFjC)TPj +Pj(Ai +BiFjC) +Q CTFT
j R

RFjC −R

]
⩽ ٠ (١٣.۴)

الگوریتم �آنگاه باشد er < error اگر می�نماییم محاسبه را er = ∥Fj −Fj−١∥ مقدار : چهارم گام
حداقل به می�توان را ρ دوم، گام در می�کنیم. مراجعه دوم گام به صورت این غیر در می�شود، متوقف

می�نماییم. اعمال زیر صورت به را کنترلگر ماتریس نورم حدود شرط سوم، گام در و رسانید

FTF < Fmax

تکراری) غیر (الگوریتم B روند

محاسبه زیر نامساوی از S = ST > ٠ ماتریس پایه، ـ LMI الگوریتم از استفاده با اول: گام
می�گردد:

[
SAT

i +AiS−BiR
−١BT

i SQ

QS −Q

]
< ٠ γ < S, i = ١, . . . , N (١۴.۴)



۵۶ خطی ماتریسی نامساوی روش از استفاده با مقاوم خروجی پس�خورد کنترلگر طراحی .۴

می�باشد. S = P−١ و منفی غیر ثابت γ ≥ ٠ که

می�گردد: محاسبه زیر نامساوی از F ماتریس پایه، ـ LMI الگوریتم از استفاده با دوم: ]گام
−R BT

i P+RFC

(BT
i P+RFC)T −Φui

]
< ٠ i = ١,٢, . . . , N (١۵.۴)

پس�خورد F روی بر را نورم حدود می�توان ،٢ گام در و رسانید حداکثر به می�توان را γ ،١ گام در
نمود. اعمال ایستایی خروجی

مشخص تضمینی هزینه�ی با (٧.۴) سیستم نباشند، شدنی (١۵.۴) ـ (١٢.۴) روابط حل نتایج اگر
جواب�های اگر داد. تغییر را γ و ρ و Q,R شدنی جواب یافتن منظور به است لازم نیست، پایدار شده

نظر مورد J∗ و شده تضمین هزینه�ی کنترل قانون u = Fy سپس باشند، شدنی (١۵.۴) ـ (١٢.۴)

J∗ = xT٠Px٠ ≥
∫ t

٠
(xTQx + uTRu)dt

گویند. شده تضمین هزینه�ی را

مثال�ها ۴.۴

موتور سرعت کنترل جهت PI شده طراحی کنترلگر شده، ارائه روند دو دادن نشان برای .١.۴.۴ مثال
می�گیریم: نظر در را کوچک DC

Ai = A٠ + ε١AV ١ + ε٢AV ٢

Bi = B٠ + ε١BV ١ + ε٢BV ٢ i = ١, . . . ,۴
(١۶.۴)

که

A٠ =


−٠٫ ٩٢٣۵ ١ ٠
−٠٫ ٢٣۶٣ ٠ ٠

١ ٠ ٠

 ,B٠ =


٠

٠٫ ۴٢٢١
٠

 ,C =

[
١ ٠ ٠
٠ ٠ ١

]

AV ١ =


٠٫ ١١ ٠ ٠

−٠٫ ٠١٧٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,BV ١ =


٠

−٠٫ ٠۵٢٩
٠





۵٧ مثال�ها .۴.۴

AV ٢ =


٠٫ ۴٠۶۵ ٠ ٠

−٠٫ ٠۶۴٣٣ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ,BV ٢ =


٠

٠٫ ٢۵٢٢
٠



εi ∈ ⟨εi, εi⟩, i = ١,٢, |εi| = ١.

دو از که مختلف جایگشت�های برای را رئوس که موجود بخشی چهار سیستم ،(٧.۴) رابطه��ی طبق
یعنی: می�گیریم نظر در حداکثر و حداقل ترتیب به و نموده محاسبه را می�باشد i = ١,٢ ،εi متغیر

A١ = A٠ + ε١AV ١ + ε٢AV ٢

A٢ = A٠ + ε١AV ١ + ε٢AV ٢

A٣ = A٠ + ε١AV ١ + ε٢AV ٢

A۴ = A٠ + ε١AV ١ + ε٢AV ٢.

(١٧.۴)

است. شده داده نشان Q = Iq,R = Ir, ε١ = ε٢ = ١ گرفتن نظر در با ١.۵ جدول در نتایج
همه در که است بسته حلقه ویژه�ی مقادیر از حقیقی بخش حداکثر نشان�دهنده�ی ویژه مقدار بیشترین

است. شده گرفته نظر در بخشی چهار سیستم�های
٧⧸A مشابه �طور به و ٣⧸B یعنی B الگوریتم از استفاده با ٣ ردیف در نتایج ١.۵ جدول طبق

است. آمده دست به ٧⧸Bو
می�باشد: زیر شرح به F ماتریس محاسبه�ی

٣⧸B : F =
[
−۴٫ ٨۶٩۶ −٠٫ ٨۴۶٩

]

٧⧸A : F =
[
−٢٫ ٢۴٠٣ −٠٫ ۶٠٩۴

]

٧⧸B : F =
[
−٠٫ ٠۵۴۴ −٠٫ ٠٨۵٢

]

که: می�دهد نشان جدول این نتایج �علاوه، به

می�باشد. سخت» - NP» مقاوم ایستایی خروجی پس�خورد ماتریس طراحی ♦

،(٣.۴) ،(٢.۴)،(١.۴) (روابط می�آید. دست به طراحی نتایج در کلی تغییرات γ و ρ انتخاب با ♦
نمایید.) مشاهده را (١٣.۴) ،(١٢.۴)،(۶.۴)
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No r q ρ γ MaxEig
Procedure A Procedure B

1 1 1 1⧸γ 0.01 -0.0256 0.1984
2 1 5 1⧸γ 0.001 -0.0518 0.7266
3 1 5 1⧸γ 0.01 0.285 -0.1349
4 1 10 1⧸γ 0.001 -0.0496 1.2416
5 1 10−7 1⧸γ 0.001 -0.0029 −3.614× 10−4

6 1 1 106 0.03 -0.0207 -0.0484
7 1 1 106 0.03 -0.2543 -0.1689
8 1 0.01 106 0.03 -0.0198 -0.0152
9 1 0.0001 106 0.03 -0.0205 -0.0132
10 2 1 106 0.03 -0.0209 -0.047
11 5 1 106 0.03 -0.0207 -0.0162
12 10 1 106 0.03 -0.0247 -0.055
13 10 1 103 0.03 -0.0331 -0.055
14 1 1 104 0.03 -0.0231 -0.0484

B و A روند�های از استفاده با آمده دست به محاسبات نتایج :١.۴ جدول

را (١٢.۴)،(١١.۴) ،(١٠.۴) (رابطه�های است. موجود LMI بهینه�سازی برای محلی جواب�های ♦
نمایید.) مشاهده

می�آید: بدست زیر صورت به ،(١۶.۴) بخشی چند سیستم به مربوط انتقال تابع

G(s) = (٠٫ ۴٢٢٩+ ε٠٫−)١ ٠۵٢٩) + ε٠٫)٢ ٢۵٢٢))⧸(s٢+

٠٫ ٩٢٣۵s+ ٠٫ ٢٣۶٣+ ε٠٫)١ ١١s− ٠٫ ٠١٧٢) + ε٠٫−)٢ ۴٠۵۵s− ٠٫ ٠۶۴٣))

می�باشد: زیر قرار به PI کنترلگر فرکانسی حوزه�ی از نتایجی

FR١(s) =
٢٫ ۵s+ ٠٫ ۵

s
ویژه مقدار با = −٠٫ ١١١ یا

FR٢(s) =
۴٫ ٨٧s+ ٠٫ ٨۵

s
ویژه مقدار با = −٠٫ ١٢.



۵٩ مثال�ها .۴.۴

FR2 کنترلر و PI تحت نامعین سیستم :١.۴ شکل

است. شده استفاده متلب �افزار نرم در زیر برنامه از P١ ماتریس� آوردن بدست برای

setlmis ([])
p1=lmivar (1,[3 1])
lmiterm([1 1 1 p1],1,A1,'S')
lmiterm([1 1 1 p1],1,B1*(F0)*C,'S')
lmiterm([1 1 1 0],Q)
lmiterm([1 1 1 0],C'*(F'0)*R*F0*C)
lmis=getlmis
[ tmin , xfeas] =feasp(lmi)
p1=dec2ma(lmis,xfeasp,p1)

می�نماییم. استفاده زیر برنامه�ی از F١ آوردن دست به برای آنگاه و

setlmis ([])
F1=lmivar (2,[1 2])
lmiterm([1 1 1 0],A1*p1*'S')
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lmiterm([1 1 1 F1],p1*(B'1),C','S')
lmiterm([1 1 1 0],Q)
lmiterm([1 2 1 F1],R,C,'S')
lmiterm([1 2 2 0]-R)
lmis=getlmis
[ tmin ,xfeas] =feasp(lmi)
F1=dec2mat(lmis,xfeasp,F1)

می�باشند. بالا در شده ذکر روندهای همانند F٢, F٣ و P٢, P٣, P۴ سیستم مقادیر آوردن دست به روند

پارامتر مقادیر می�پردازد. مقاوم خطی سیستم�های برای مقاوم کنترلگر طراحی به دوم مثال .٢.۴.۴ مثال
است. آمده دست به [۴۴] منبع از عملیاتی نقطه�ی و محرک با هم�زمان ژنراتور از عددی خطی مدل

می�باشد. ذیل شرح به مقادیر که آمده دست به (١۶.۴) به توجه با بخشی چند سیستم

A٠ = ١٠٣ ×

٠٫ ٠۴٠٣ −٠٫ ٠۴ −٠٫ ٠٠٩٣ ٠٫ ٠٣٧٧ −٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠١۶٣ −٠٫ ٠۴٠٩ −٠٫ ٠٠۶١
٠٫ ٠۶٠٢ −٠٫ ٠٧٩٧ −٠٫ ٠٢١۵ ٠٫ ٠٧۴۶ −٠٫ ٠٠٠١ ٢٫ ٨٧٣٣ −٠٫ ٠۶ −٠٫ ٠١۴٧

٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
١٫ ٢٠٨۵ −١٫ ٠٧٨٨ −٠٫ ١٩۵٨ ٠٫ ٩۶١ −٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠١١٢ −١٫ ٠٧٩۵ −٠٫ ١۶۴۶
−٠٫ ٣٠٢١ ٠٫ ٢٨٩۵ −٠٫ ٠٢٢۶ −٠٫ ٣۵٣٣ ٠٫ ٠٠٠٧ ٠٫ ٠٠۴٣ ٠٫ ٢٨٩٢ ٠٫ ٠١٠۶

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −٠٫ ٠٠٢١ ٠ ٠
٠٫ ٩۶٨٨ −١٫ ١۵١٨ −٠٫ ٣۴۶١ ١٫ ٢٠١ −٠٫ ٠٠١۴ −٢٫ ٨۴۵۴ −١٫ ١٧٣٣ −٠٫ ٢٣۶۶
٠٫ ۶٠٠۶ ٠٫ ٠۶٣ ٠٫ ٢٨٧٢ −٠٫ ٣٩٧٩ −٠٫ ٠٠٠٢ −٠٫ ٠٠٨۵ ٠٫ ٠۶٣۵ ٠٫ ١٢۶٨



BT
٠ =

[
٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٩٨٩۶ ٠ ٠ ٠
٠٫ ٢ ۶۶٩ ٠ ٠ ١١٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]

C =


١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠


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xT = [ut ifd δ ω ufdikd ikq]

yT = [ut ifd δ it] uT =
[
∆ui ∆Pm

]

A١ = ٠٫ ١A٠B١ = ٠٫ ١B٠ ε١ = ١, ε٢ = ٠

Q = ١٠−۵I R = I

A روند طریق از آمده دست به محاسبات نتایج ١.۴.۴

F =

[
−١۵٫ ٩٠٣٧ −٢٫ ۶٧٣۶ −٢۵٫ ٣٣٢١ ٠٫ ٧٧۵۵
−١٫ ٢٩۴٩ ٠٫ ١۶٠٢ ٠٫ ٨۶۶۵ ١٫ ۶٩٨۶

]

ویژه مقدار ماکسیمم = −١٫ ۶٩۵٢

شده: تضمین هزینه�ی

J∗ =

∫ ∞

٠

[
xT (Q+CTFTRFC)x

]
dt ≤ ٩٫ ١٠۶٩× ١٠٣∥x٢∥٠

B روند طریق از آمده دست به محاسبات نتایج ٢.۴.۴

F =

[
−٠٫ ٠٠٨٧ −٠٫ ٠١٩۶ −٠٫ ٠۴١۴ −٠٫ ٠١٠۶
−٠٫ ٠۶٨ ٠٫ ٠٠٨٩ −٠٫ ١٠٢٨ −٠٫ ٠٠۵٧

]

ویژه مقادیر ماکسیمم = −٠٫ ٨۶۶٩

شده: تضمین هزینه�ی

J∗ =

∫ ∞

٠

[
xT (Q+CTFTRFC)x

]
dt ≤ ۶٢۴٫ ٩۴۶٣∥x٢∥٠



۶٢



۵ فصل

خطی دو سیستم�های

حالت پس�خورد کنترل طریق از خطی دو سیستم پایداری ١.۵
خطی

بررسی خطی حالت پس�خورد کنترل از استفاده با را خطی دو سیستم پایداری مسأله فصل این در
به کنترلگری اگر می�نماییم، پیدا حالت فضای حوالی در بخشی چند P که گردیده ارائه روشی می�نماییم.
پایدار مجانبی �طور به بسته حلقه سیستم در صفر تعادل نقطه طوریکه، به باشد موجود u = Kx فرم
محدب بهینه�سازی مسأله�ی حل به نیاز کنترلگر طراحی باشد. داشته قرار تعادل جاذبه�ی دامنه�ی در Pو

می�دهیم. نشان را پیشنهادی روش کاربرد مثالی عنوان به دارد. خطی ماتریسی نامساوی به مربوط

نظر در خطی غیر و خطی سیستم بین گذرگاهی عنوان به ١٩۶٠ سال اوایل از خطی دو سیستم
در عملی کاربرد�های که خطی مدل�های محدوده�های از خطی دو سیستم مطالعه�ی محور است. شده گرفته
،[۴٢] هسته�ای شکافت در همچنین و [۴٣] زیست�شناسی جمعیت، مدل�های �شناسی، جامعه زمینه�ی

می�گردد. ناشی قدرت سیستم�های و انتقال

در می�نماییم. اشاره است خطی دنیای به نزدیک که خطی غیر سیستم�های کلاس از نوعی به ابتدا، در
در را آنالیزی روش�های و تعاریف از بسیاری خطی دو سیستم�های تعمیم برای بتوان است ممکن حقیقت
پذیری کنترل و مدلسازی نظر از مهمی مزایای خطی غیر ساختار طرفی از داد. توسعه خطی چهارچوب
مانند مختلف روش�های از استفاده با خطی دو سیستم کنترل مسأله�ی ١٩٨٠ سال از می�دهد. ارائه را
[٢٢] مدل کنترل و [٣٣] خطی حالت پس�خورد ،[٢٣] دوم درجه�ی پس�خورد ،[٣٨] حالت کنترل اسلاید
بوده، دخیل امر این در دیگری شده طراحی روش�های آن از پس دهه�های در گرفت. قرار بررسی مورد
همچنین و ،[۴١] ،[٣٠] ،[٢٩] ٢ مولر و ١ کاپلاو تثبیت روش و کیفی تحلیل و تجزیه مثال عنوان به

١Khapalov
٢Mohler
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است. یافته گسترش خطی دو چهارچوب در بهینه کنترل تکنیک�های

تحت ٣ GAS سراسری مجانبی پایداری شرایط یافتن جهت متعددی مسائل پایداری، خصوص در
ویژه مجموعه�های زیر به نتایج این چند هر است. گرفته قرار بررسی مورد ،[٢۵] ،[٣٩] حالت پس�خورد
از استفاده با خطی دو سیستم پایداری بررسی اصلی هدف اینجا در می�شود. محدود خطی دو سیستم
حالت پس�خورد کنترل قانون طراحی از عملی�تری مسأله�ی فصل این در می�باشد. خطی حالت پس�خورد
تعیین پیش از بخشی چند ناحیه�ی b و مجانبی پایدار (محلی) بسته�ی حلقه سیستم کننده�ی تضمین که
(DA) جاذب دامنه�ی به متعلق که نظر) مورد سیستم از وسیعی (طیف تعادلی با حالت فضای شده�ی
شدنی مسئله�ی (LMI) خطی ماتریسی نامساوی قالب در طراحی شرایط می�گیریم. نظر در را است ۴

به فصل این ساختار نمود. حل مؤثری صورت به را آن عددی الگوریتم از استفاده با می�توان که است،
می�باشد: زیر شرح

دقیق �طور به را حالت معادله�ی با کنترل مسئله�ی و پرداخته اولیه تعاریف از برخی به دوم بخش در
مثالی با را روش بودن مؤثر چهارم بخش در و می�گردد ارائه سوم بخش در اصلی نتیجه�ی می�کنیم. بیان

است. شده داده شرح پنجم بخش در نتایج از برخی نهایت، در می�نماییم. ارائه

مسئله ارائه�ی دوم: بخش

بگیرید: نظر در را زیر فرم به خطی دو سیستم

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) +N(x, u) (١.۵)

و کنترل ورودی u(t) ∈ Rm بوده حالت سیستم x(t) ∈ Rn که

N(x, u) =


xTN١

xTN٢
...

xTNn

 u (٢.۵)

حالت پس�خورد کنترلگر طریق از را (١.۵) پایدار سیستم می�باشد. Ni ∈ Rm×n , i = ١, · · · , n که
می�گیریم: نظر در زیر فرم به خطی

u(t) = Kx(t) (٣.۵)

٣Global Asymptotic Stability
۴Domain of Attraction
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به دوم) (درجه�ی خطی غیر سیستم به منجر (٣.۵) کنترلگر تحت (١.۵) سیستم است. K ∈ Rm×nکه
می�شود: زیر فرم

ẋ(t) = (A+Bk)x(t) +


xTN١K

xTN٢K
...

xTNnK

 x (۴.۵)

از را K ماتریس مقادیر ،(۴.۵) سیستم ساده نسبت با تقریبی پایداری از اطمینان حصول جهت
سیستم پایداری تضمین کاربردی، مهندسی برنامه�ی در .[١٨] می�نماییم پیدا هوریتز A + BK رابطه�ی
محدوده�ی یعنی است، لازم حالت فضای از نقطه�ای اغلب که نیست، کافی ساده مجانب بسته�ی حلقه
بخشی، چند مسئله�ی دقیق تعریف منظور به می�باشد. DA به متعلق تعادل نقطه��ی از سیستم عمل

می�گیریم: نظر در زیر صورت به P ∈ Rn

P = conv{x(١), x(٢), . . . , x(p)} (۵.۵)

= {x ∈ Rn : aTk x ≤ ١, k = ١,٢, . . . , q} (۶.۵)

عملیات conv{.} و ak ∈ Rn بخشی چند P iام رأس دهنده�ی نشان x(i) صحیح، اعداد q و p که
R٢ فضای جعبه�ی در مثال عنوان به می�باشند. محدب بخش

P = [−١,٢]× [−١,٣]

داد: شرح زیر صورت به (۵.۵) فرم به را بازه دو هر می�توان

x(١) =
(
٢ −١

)T
, x(٢) =

(
٢ ٣

)T

x(٣) =
(
−١ ٣

)T
, x(۴) =

(
−١ −١

)T
داریم: را زیر روابط (۶.۵) فرم و

aT١ =
(
١
٢ ٠

)
, aT٢ =

(
−١ ٠

)

aT٣ =
(
٠ ١

٣

)
, aT۴ =

(
٠ −١

)

نقطه x = ٠ �طوریکه به شده، تعریف (۶.۵) و (۵.۵) رابطه�ی در بخشی چند P و (١.۵) سیستم
رابطه�ی بسته�ی حلقه� سیستم طرفی از می�نماید پیدا (٣.۵) رابطه�ی فرم به را کنترلگر می�باشد، P از درونی

است. متعادل DA به متعلق P و بوده پایدار (۴.۵)



۶۶ خطی دو سیستم�های .۵

است) هوریتزی A اینکه معنی (به باشد باز حلقه مجانبی پایدار (١.۵) سیستم هنگامی .١.١.۵ ملاحظه
برای بیشتری قید�های به کنترلگری مسئله�ی می��گردد، حل بدیهی صورت به K = ٠ برای بالا مسأله
دیگری قبول قابل جواب K = ٠ حالت واقع در می�باشد؛ نیازمند بسته حلقه سیستم در کردن صدق

است.

اصلی نتایج سوم: بخش

ماتریس A + BK یعنی ) بگیرید نظر در را (۴.۵) بسته�ی حلقه سیستم صورت به را Kماتریس
است). هوریتز

درونی نقطه�ی x = ٠ طوریکه به بگیرید؛ نظر در را E ⊂ Rn بسته�ی مجموعه�ی [٢٧] .٢.١.۵ قضیه
اگر: است متعادل (۴.۵) سیستم از DA برآورد بوده، E از

باشد؛ (۴.۵) سیستم برای ثابت مجموعه�ای E (i

طوریکه؛ به باشد موجود v(x) لیاپانوف تابع (ii

باشد؛ متناهی مثبت E روی بر v(x) (•
باشد؛ منفی معین E بر (۴.۵) سیستم از مسیری طول در v̇(x) (•

که شده متصل Ω مجموعه�ی بزرگ��ترین به DA داریم، یاد به را مجانبی پایدار سیستم .٣.١.۵ قضیه
بسته، E ناحیه�ی هر در می�کند. میل صفر به Ω همگرایی شروع با جواب هر طوریکه به بوده مبدأ حاوی
اطمینان، جهت می�باشد. DA از تخمینی که است موجود Ω باشد E از درونی نقطه�ی x = ٠ اگر
روی بر منفی معین مشتق با مثبت معین لیاپانوف تابع یافتن و است، DA از تخمینی E مجموعه�ی
را E است نیاز اطمینان حصول برای شد، بیان ٢.١.۵ قضیه در که همان�طور واقع، در نیست. کافی E

بگیریم. نظر در ثابت مجموعه�ای

فرم(۵.٣) در حالتخطی پس�خورد برای کافی شرط می�باشد. فصل این اصلی نتیجه�ی زیر قضیه�ی
مجانبی پایدار (۴.۵) رابطه�ی بسته�ی حلقه سیستم بخشی، چند P به توجه با طوریکه، به می�گردد فراهم

می�باشد. بخشی چند P تعدادی شامل DAو

که بوده منفی معین مشتق با لیاپانوف دوم درجه�ی تابع ساخت شامل نتیجه اصلی ایده�ی بنای زیر
تابع از سطحی منحنی به مربوط موجود، مدنظر منطقه�ی (یعنی می�باشد� ثابت مجموعه�ی یک از بیش

است. شده محصور بخشی چند P در که می�باشد) آن لیاپانوف
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مسئله�ی است، شده تعریف و(۶.۵) (۵.۵) رابطه�ی در چندبخشی P و (١.۵) سیستم .۴.١.۵ قضیه
به بوده موجود W ∈ Rm×n ماتریس و Rn×n متقارن ماتریس γ, c اسکالر�های اگر بوده حل قابل بالا

�طوریکه:

٠ < γ < ١ (٧.۵)

c > ٠ (٨.۵)

P > ٠ (٩.۵)

(
١ γaTk c

cPakγ Pc

)
≥ ٠, k = ١,٢, · · · , q (١٠.۵)

(
١ xT

(i)

x(i) cP

)
≥ ٠, i = ١,٢, · · · , p (١١.۵)

γ(AP + PAT ) + γ(BW +W TBT ) +


xT
(i)N١

xT
(i)N٢
...

xT
(i)Nn

W

+
(
W T (NT

١ x(i) NT
٢ x(i) · · · NT

n x(i)

)
< ٠ i = ١,٢, . . . , p (١٢.۵)

می�نماییم. حل K = WP−١ با (٣.۵) رابطه�ی وسیله�ی به را بالا مسئله�ی کنترلگر حالت این در

گرفته، نظر در را (٣.۵) کنترلگر و (١.۵) سیستم از اتصال توسط (۴.۵) بسته�ی حلقه سیستم برهان.
چند ρP تعریف و ρ := ١

γ
> ١ کنید فرض می�کند، صدق قضیه در فرضیات در شده داده γ اسکالر

جزئیات از نظر صرف آمده�اند. دست به P رئوس مختصات با ρ از مضربی عنوان به که است بخشی
است. P بخشی چند از کوچکی نسخه�ی ρP بخشی چند

معین مثبت v(x) در (١٢.۵) و (٩.۵) شرایط بگیرید. نظر در را v(x) = xTP−١x لیاپانوف تابع
معین مثبت b(x) ،(٩.۵) شرط واقع در است. شده تضمین ρP روی به منفی معین مشتق با که است
رابطه�ی به منجر که می�کنیم ضرب P−١ در را (١٢.۵) عبارت بعد و قبل این بر علاوه� می�کند. تضمین را

داریم: می�گردد K = WP−١
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P−١(A+BK) + (A+BK)TP−١ + ρP−١


xT
(i)N١

xT
(i)N٢
...

xT
(i)Nn

K

+ ρKT
(
NT

١ x(i) NT
٢ x(i) · · · NT

n x(i)

)
P−١ < ٠, i = ١,٢, . . . , P (١٣.۵)

با: است برابر آخر نامساوی

P−١(A+BK) + (A+BK)TP−١ + ρP−١


xTN١

xTN٢
...

xTNn

K

+ρKT
(
NT

١ x NT
٢ . . . NT

n x
)
P−١ < ٠, ∀x ∈ P . (١۴.۵)

شکافت ماتریسی تابع که است این واقعیت می�باشد زیر شرح به (١۴.۵) و (١٣.۵) رابطه�ی بین معادله
P رئوس در بودن منفی معین بنابراین می�باشد؛ حالت x روی به آفینی تابع (١۴.۵) رابطه�ی در تک

.[١٨] است بخشی چند P کل بر بودن معین برای کافی و لازم شرط بخشی چند

نمود: بازنویسی می�توان گونه بدین را (١۴.۵) رابطه�ی نهایت در

P−١(A+BK) + (A+BK)TP−١ + P−١


xTN١

xTN٢
...

xTNn

K

+KT
(
NT

١ x NT
٢ x · · · NT

n x
)
P−١ < ٠, ∀x ∈ ρP (١۵.۵)

بگیرید: نظر در (١.۵) سیستم مدار امتداد در را v(x) مشتق حال

v̇(x) = ẋTP−١x+ xTP−١ẋ

= xT


[
(A+BK)T +KT

(
NT

١ x NT
٢ . . . NT

n x
)]

P−١ + P−١

A+BK +


xTN١

xTN٢
...

xTNn

K




x

(١۶.۵)
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لیاپانوف منتخب تابع از سطحی منحنی شامل که P بودن بخشی چند دادن نشان به اثبات بقیه
نشان (١١.۵) شرط واقع در می�باشد. P بخشی چند شامل خود نوبه�ی به و شده داده اختصاص است

زیر: رابطه�ی بیضی که می�دهد

ε := {x ∈ Rn : xTP−١x ≤ c} (١٧.۵)

.[۶] است بخشی چند P شامل
نمود: بیان زیر شرح به معادل، صورت به می�توان را بخشی چند ρP داریم توجه حاضر حال در

ρP = {x ∈ Rn : aTk ≤ ρ, k = ١,٢, . . . , q}

= {x ∈ Rn :
aTρ
ρ
x ≤ ١, k = ١,٢, . . . , q} (١٨.۵)

نمود: بازنویسی زیر معادل صورت به می�توان شور متمم از استفاده با را (١٠.۵) شرط بنابراین،

aTk
ρ
cP

ak
ρ

≤ ١ k = ١,٢, . . . , q (١٩.۵)

می�باشد. بیضی ε شامل بخشی چند ρP که گرفت نتیجه می�توان [۶] به توجه با �
به می�باشد، ε روی بر منفی مشتق دارای و است مثبت معین v(x) از تضمینی شامل ρP ⊃ ε

این می�باشد. ثابت مجموعه�ای ε نتیجه در و است v(x) منحنی از سطحی بیضی ε مرز دیگر عبارتی
باشد. DA از تخمینی ε کننده�ی تضمین که ببندیم کار به گونه�ای به را قضیه این تا می�شود داده اجازه

و کنند صدق (١٢.۵)-(٧.۵) رابطه�ی در W و γ, c, P اگر است ساده این تشخیص .۵.١.۵ ملاحظه
از بدون بنابراین، باشند. برقرار W̃ := Wc و γ̃ = γ, c̃ = ١, P̃ := Pc, گانه چهار روابط همچنین

نمود. عنوان را ۴.١.۵ قضیه از c = ١ مجموعه�ی می�توانیم کلیت دادن دست

مثال چهارم: بخش

بگیرید: نظر در زیر مقادیر با را (١.۵) فرم به خطی دو سیستم .۶.١.۵ مثال
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A =


−٠٫ ۵ ١٫ ۵ ۴٫ ٠
۴٫ ٣ ۶٫ ٠ ۵٫ ٠
٣٫ ٢ ۶٫ ٨ ٧٫ ٢

 , B =


−٠٫ ٧ −١٫ ٣
٠ −۴٫ ٣
٠٫ ٨ −١٫ ۵



N١ =


−١ ٠
٠ ١
٠ ٠

 , N٢ =


٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠

 , N٣ =


٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠


(٢٠.۵)

می�باشد. ناپایدار باز حلقه سیستم ،١٣٫ ٩۶,−٠٫ ۶±٠٫ ٧i برابر Aماتریس ویژه� مقادیر که آنجایی از
به: توجه با می�باشد، (٢٠.۵)،(٢.۵) و (١.۵) سیستم�های بررسی و (١.۵) مسئله�ی حل هدف

P := [−٠٫ ۴,٠٫ ٩]× [−٠٫ ۶,٠٫ ۴]× [−٠٫ ۶,٠٫ ۴] (٢١.۵)

که است، نیاز مورد کنترل تضمین�های حداقل بسته، حلقه سیستم از بهتر دینامیکی عملکرد منظور به
می�باشد. α = ٢٫ ۵ و z ∈ C با ،Re(z) < −α فضای نیم به متعلق کنترل سیستم از خطی بخش قطب

. است[٩] شده زده تخمین A+BK بسته�ی حلقه� ماتریس در بیشتر محدودیت این

٢αP + (A+BK)P + P (A+BK)T < ٠ (٢٢.۵)

نمود: بازنویسی بدین�گونه می�توان را (٢٢.۵) نامساوی ،KP = W فرض با

٢αP + AP + PAT +BW +W TBT < ٠ (٢٣.۵)

P جعبه�ی از راس� ٢٣ = ٨ و k = ١,٢, . . . ,۶ برای ak بردار�های تعریف به نیاز ۴.١.۵ قضیه
می�باشد: زیر قرار به قبول قابل جواب سیستم این برای دارد.

γ = ٠٫ ٢٠
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P =


٣٫ ٩۵۶٩ ٠٫ ٣٧١٧ −١٫ ٢٩٣۵
٠٫ ٣٧١٧ ٣٫ ٧١٠٨ −٠٫ ٣۵٩٩
−١٫ ٢٩٣۵ −٠٫ ٣۵٩٩ ١٫ ١١٣١

 ,W =

(
١٫ ٣٢١۶ ٠٫ ٩٧١۶ −١٫ ٠۶۴٠
۴٫ ٣١٢٧ ١٢٫ ٢۴٣٨ ۴٫ ٢۶٨١

)

را (٣.۵) فرم به کنترلگری می�توانیم که می�دهیم نشان ،K = WP−١ با بنابراین است. موجود
بیابیم:

K =

(
٠٫ ٠٣٨٠ ٠٫ ١٧۵١ −٠٫ ٨۵۵١
٣٫ ٨۵١۴ ٣٫ ٨۴٠٠ ٩٫ ۵۵١٠

)
.

DA با را P عملی جعبه�ی است، بسته حلقه سیستم به مرتبط که کننده� تضمین شده طراح کنترلگر
Re(z) < −٢٫ ۵ مجموعه�ی زیر به بسته حلقه سیستم از بخشی خطی، قطب�های و نموده محصور تعادلی

می�باشد.
جعبه�ی در xT

٠ =
[
٠٫ ۴ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣

]
شرایط با بسته حلقه سیستم حالت متغیر�های زمانی رفتار

است. شده داده گزارش ٢.۶ شکل در مربوطه کنترل متغیر و شده رسم ١.۶ شکل در ،P
لذا می�کنند میل صفر به شده ارائه شکلهای در کنترل متغیر�های و حالت متغیر�های اینکه به توجه با

می�باشد. پایدار سیستم

اولیه اختلالات از کنترل سیستم حالت واکنش :١.۵ شکل



٧٢ خطی دو سیستم�های .۵

بسته حلقه سیستم از کنترل متغیرهای :٢.۵ شکل



۶ فصل

نتیجه�گیری

قرار بررسی مورد خطی زمان گسسته توصیفی سیستم�های برای را LMI خصوصیات نامه، پایان این در
به را آنها نمی�توانستیم که می�شویم مواجه اکید غیر LMI با گاهی خطی زمان گسسته سیستم در دادیم.
که است خطی ماتریسی نامساوی�های دسته این از KYP لم مثال عنوان به نماییم حل �افزار نرم وسیله

نماییم. حل را نظر مورد LMI توانستیم و بردیم بهره مثبت حقیقی لم از مشکل این رفع برای

ـ پیوسته سیستم برای ایستایی خروجی پس�خورد طریق از مقاوم کنترل طراحی برای جدیدی روش
جایگزین راه�حل بر مبتنی الگوریتم این می�باشد. تکراری وغیر تکراری الگوریتم که گردید ارائه خطی زمان
V −K کنترلگر ماتریس یا لیاپانوف ماتریس تثبیت توسط که بوده محدبی دو LMI بهینه�سازی مسئله
پس�خورد کنترلگر هم�زمان پایدار دستگاه توسط زمان - پیوسته ناوردای سیستم برای که است. آمده بدست
را مقاوم کنترل می�توان بدین�گونه و گردید طراحی کنترل الگوریتم از استفاده با مقاوم ایستایی خروجی

نمود. حل
قرار بررسی مورد خطی حالت پس�خورد کنترل از استفاده با را خطی دو سیستم پایداری مسأله
فرم به کنترلگری اگر می�نمود، پیدا حالت فضای حوالی در را بخشی چند P که گردید ارائه روشی . دادیم
P و پایدار مجانبی �طور به بسته حلقه سیستم در صفر تعادل نقطه طوریکه، به باشد موجود u = Kx

بهینه�سازی مسأله�ی حل نیازمند کنترلگر طراحی که می�دانیم باشد. داشته قرار تعادل جاذبه�ی دامنه�ی در
نقطه��ی از سیستم عمل محدوده�ی است کافی فقط می�باشد. خطی ماتریسی نامساوی به مربوط محدب
خطی حالت پس�خورد کنترلگر طریق از را خطی دو پایدار سیستم آنگاه باشد. DA به متعلق تعادل،

می�نماییم. محاسبه

٧٣



٧۴



آ� پیوست

در خطی ماتریسی نامساوی روند از مطالبی
متلب افزار نرم

خطی ماتریسی نامساوی در کاربردی توابع آ�.١

لحاظ matlab �افزار نرم در که خطی ماتریسی نامساوی کاربردی توابع بررسی به ابتدا بخش این در
می�پردازیم. شده

می�پردازیم. کاربردی تابع چند معرفی به lmisolvers قسمت در

setlmi آ�.١.١

می�شود. استفاده برنامه آغاز برای تابع این از

getlmi آ�.٢.١

کنیم. می استفاده تابع این از برنامه اجرای به دادن خاتمه برای

lmiterm آ�.٣.١

است: زیر صورت به آن ساختار

lmiterm(termID,A,B,flag)

می�نماید. مشخص زمانی در را lmi عبارت محتوای تابع این
برنامه setlmi فرمان با سپس و نموده درج را ماتریس داده�های بایستی تابع این استفاده�ی از قبل

می�کنیم. اعلام را نظر مورد متغیر ماتریس lmivar دستور با و آغاز را
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شود: می داده شرح بعدی قسمت�های در تفضیل به بالا دستورات

TermID(١) =

+p

−p

از باشد داشته قرار چپ سمت در نظر مورد معادله اگر می�کند مشخص را معادله نوع بالا، عبارت
می�کنیم. استفاده −p از باشد راست سمت در اگر و +p

TermID(٢ : ٣) =

[٠,٠] خارجی فاکتورهای برای

[i, j] دارند. قرار طرف دو در داخلی فاکتور�های که (i،j) بلوک�های از نوعی

TermID(۴) =


٠ خارجی فاکتورهای برای

x AxBحالت برای

−x AxTBحالت برای

است: زیر قرار به عبارت حاصل که می�دانیم داریم را AxB + (AxB)T عبارت آ�.١.١. مثال

AxB +BTxTAT

و کنیم استفاده ′S ′ عبارت از flag قسمت در است کافی پس است. متقارن بالا حاصل کنیم دقت اگر
می�نویسیم. نرم�افزار در زیر صورت به را دستور این پس نداریم. دیگر lmiterm تعریف به نیاز دیگر

lmiterm([1 1 1 X],A,1,'S')

عدد دو Bو A ماتریس�های برای ترتیب به و TermID(1) نشان�دهنده چپ سمت از یک اولین که
خارج در است کافی حال می�باشد مسأله مجهول متغیر نشان�دهنده X چنین هم و می�گیریم نظر در را یک

دهیم. انجام را ضرب عملیات ترتیب به براکت

خودداری دیگر lmiterm نوشتن از تا نمودیم استفاده ′S ′ از بودن متقارن علت به باشید داشته توجه
نماییم.
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بگیرید: نظر در را زیر lmi آ�.٢.١. مثال

[
٢AX٢A

T −X٣E +DDT BTX١

X١B −I

]
< MT

[
CX١C

T + CXT
١ + CXT

١ C
T ٠

٠ −FX١

]
M

تابع این کامل شرح که کنیم معرفی lmivar با بایستی را X٣ و X٢ X١و متغیر سه مثال این در
شد. خواهد بیان تفضیل به

است: زیر قرار به برنامه در چپ سمت ماتریس نوشتن طریقه

lmiterm([1 1 1 X2],2*A,A')
lmiterm([1 1 1 X3],-1,B)
lmiterm([1 1 0],D*D')
lmiterm([1 2 1 -X1],1,B)
lmiterm([1 2 2 0],-1)

نامساوی: راست سمت حال

lmiterm([-1 0 0 0 ],M)
lmiterm([-1 1 1 1 X1],C,C','S')
lmiterm([-1 2 2 X2],-F,1)

lmivar آ�.١.۴

است: زیر قرار به که داریم خاص متغیر با دستور دو تابع این برای

X = lmivar(type,struct)[X n sX]=lmivar(type,struct)

lmivar آ�.١.۵

هستیم. مواجه ساختار نوع دو با تابع این در

(1) x=lmivar(type , struct)
(2) [ x ,n ,sx] =lmivar(type ,struct)
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می�دهیم: قرار بررسی مورد می�باشد قسمت سه شامل که را Type نوع ابتدا

داریم: struct برای باشیم، داشته قطری بلوکی ساختار با متقارن ماتریس که حالتی برای :Type=1
داشت: خواهد حالت دو R ماتریس ساختار باشد قطری بلوک R دارای X اگر

می�کنیم. درج را نظر مورد بلوک سایز r :struct (r,1)
قسمت در را عدد١− بود صفر اگر و ٠ عدد بود اسکالر اگر ١ عدد بود full بلوک اگر :struct (r,2)

میدهیم. قرار r
می�شود: تعریف اینگونه آن ساختار که m,n مستطیلی ماتریس معرفی برای :Type =2

struct=[m , n]

:Type =3
ساختار اساس این می�کنیم.بر استفاده مورد این از پیچیده�تر حالات یا و دیگر ساختار�های برای

بطوریکه: است x ابعاد همان از ماتریس

(1) struct (i,j)=0
(2) struct (i,j)=xn
(3) struct (i,j)=-xn

باشیم. داشته مطلق صفر x(i, j) در اگر ،١ ساختار در
باشد. داشته وجود x(i, j) = xn در اگر ،٢ ساختار در
باشیم. داشته را x(i, j) = −xn در اگر ،٣ ساختار در

زیر قرار به x٣ ماتریس و ٢∗۴ ماتریس x٢ و باشد ٣∗٣ متقارن ماتریس x١ می�کنیم فرض آ�.٣.١. مثال
باشد:


∆ ٠ ٠
٠ δ١ ٠
٠ ٠ δ٢I٢



است. دوم مرتبه از همانی ماتریس I٢ و اسکالر δ٢ و δ١ و ۵∗۵ متقارن ماتریس ∆ که

می�نویسیم: نحو بدین را آن کد قطعه که



٧٩ خطی ماتریسی نامساوی در کاربردی توابع آ�.١.

setlmis ([ ])
x1 =lmivar(1,[3 1])
x2=lmivar(2,[2 4])
x3=lmivar(1,[5 1 1 0 2 0])

داریم: را زیر ماتریس آ�.١.۴. مثال

X =

[
X١ ٠
٠ X٢

]

که هستند و٢∗٣ ٣∗٢ ماتریس�های ترتیب به X٢ و X١ که باشد می Type =3 نوع از بالا ماتریس
استفاده آن کد قطعه نوشتن برای دوم فرم از باشد می پیچیده ماتریسی نظر مورد ماتریس اینکه بعلت

است: زیر شرح به که می�کنیم

setlmis ([ ])
[x1 n sX1]=lmivar(2,[2 3])
[x2 n sx2]=lmivar(2,[3 2])

می�آید: بدست صورت بدین آن خروجی که

sX١ =

[
١ ٢ ٣
۴ ۵ ۶

]

sX٢ =


٧ ٨
٩ ١٠
١١ ١٢



feasp آ�.١.۶

حل برای که می�رسد برنامه اجرای به نوبت نظر مورد نامساوی�های نوشتن و داده�ها نمودن وارد از پس
است: زیر قرار به فراخوانی نحوه می�کنیم استفاده تابع این از lmi



٨٠ متلب افزار نرم در خطی ماتریسی نامساوی روند از مطالبی آ�.

[tmin,xfeas] = feasp(lmisys,options,target)

می�کنیم. بیان را روند مثالی با
بطوریکه: باشد P > I می�کنیم فرض

AT
١P + PA١ < ٠

AT
٢P + PA٢ < ٠

AT
٣P + PA٣ < ٠

بگیرید: نظر در زیررا ماتریس�های و

A١ =

[
−١ ٢
١ −٣

]
, A٢ =

[
−٠٫ ٨ ١٫ ۵
١٫ ٣ −٢٫ ٧

]
, A٣ =

[
−١٫ ۴ ٠٫ ٩
٠٫ ٧ −٢٫ ٠

]

آوریم: بدست را آن ویژه مقادیر و پایداری می�خواهیم

خروجی زیر کد قطعه از وسپس می�کنیم وارد را نظر مورد ماتریس�های ابتدا کد قطعه نوشتن از قبل
می�گیریم.

setlmis ([ ])
p= lmivar(1,[2 1])
lmiterm([1 1 1 p],1, A1,'S')
lmiterm([2 1 1 p],1,A2,'S')
lmiterm([3 1 1 p],1 A3,'S')
lmiterm([-4 1 1 0],1)
lmis= getlmis
p = dec2mat(lmis,xfeas,p)

است: زیر قرار به خروجی

tmin = −٣٫ ١٣۶٣

P =

[
٢٧٠٫ ٨ ١٢۶٫ ۴
١٢۶٫ ۴ ١۵۵٫ ١

]



٨١ خطی ماتریسی نامساوی در کاربردی توابع آ�.١.

dellmi آ�.٧.١

می�کنیم. استفاده تابع این از کنیم حذف را lmi معادلات از یکی بخواهیم اگر

: مثال عنوان به

AT
١X١ +X١A١ +Q١ < ٠

AT
٢X٢ +X٢A٢ +Q٢ < ٠

AT
٣X٣ +X٣A٣ +Q٣ < ٠

: زیر دستور از استفاده با

lmis=dellmi(lmisys,lmi2)

داریم:
AT

١X١ +X١A١ +Q١ < ٠
AT

٢X٢ +X٢A٢ +Q٢ < ٠
نوشت: هم زیر صورت به می�توان را بالا دستور

lmis=dellmi(lmisys,2)

delmvar آ�.٨.١

کنیم: حذف را متغیری می�توانیم زیر دستور اجرای با

lmisys=delmvar(lmisys,X)

بگیرید: نظر در را زیر lmi مثال عنوان به

٠ <

[
ATy +BTyA+Q CX +D

XTCT +DT X +XT

]

داشت: خواهیم بالا دستور اجرای با

٠ <

[
ATy +BTyA+Q D

DT ٠

]



٨٢ متلب افزار نرم در خطی ماتریسی نامساوی روند از مطالبی آ�.

نمود. حذف بالا دستور با می�توان را دلخواه متغیر هر نتیجه در
بگیرید: نظر در را زیر دستور

[lopt,xopt] = gevp(lmisys,nlfc,options,linit,xinit,target)

می�کند. حل را λ مینیمال شده داده توسعه ویژه مقادیر gevp
C(x) < D(x) : کنید فرض
٠ < B(x)

A(x) < λ(Bx)

می�باشد. lmi سیستم از نمایشی A(x) < λB(x) و C(x) < D(x) که
می�گیرد. بر در را x تصمیم متغیر از بردار و مینیمال مقدار xopt و کلی مینیمال lopt ، gevp در

پایداری اثبات برای v(x) = xTpx لیاپانوف تابع یافتن هدف مسأله این در آ�.١.۵. مثال
می�باشد. ẋ = Aix (i = ١,٢,٣)

داریم: را زیر های ماتریس

A١ =

[
−١ ٢
١ −٣

]
, A٢ =

[
−٠٫ ٨ ١٫ ۵
١٫ ٣ −٢٫ ٧

]
, A٣ =

[
−١٫ ۴ ٠٫ ٩
٠٫ ٧ −٢٫ ٠

]

بگیرید: نظر زیردر های نامساوی
I < P

AT
١P + PA١ < αP

AT
٢P + PA٢ < αP

AT
٣P + PA٣ < αP

است. شده گرفته�� نظر در α = ١ مثال این در می�گیریم، اجرا زیر کد قطعه از سپس و داده�ها ابتدا در

setlmis ([])
p=lmivar (1,[2 1])
lmiterm([1 1 1 0],1)
lmiterm([-1 1 1 p],1 1)
lmiterm([2 1 1 p],1,A1,'S')
lmiterm([-2 1 1 p],1 ,1)



٨٣ خطی ماتریسی نامساوی در کاربردی توابع آ�.١.

lmiterm([3 1 1 p],1,A2,'S')
lmiterm([-3 1 1 p],1 1)
lmiterm([4 1 1 p],1,A3,'S')
lmis=getlmis
[alpha, pop] =gevp(lmis,3)

با: است برابر خروجی نتیجه در

p =

[
۵٫ ۵٨ −٨٫ ٣۵
−٨٫ ٣۵ ١٨٫ ۶۴

]
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Aabstract

In this thesis the linear matrix inequality analysis of dynamical system investigated.lyapunov
method that has been raised by a number of specific practical problems in engineering con-
trols, particulary the stabikity control system have been applied to aparticular function.

formulated identically in optimization problem, are intersted in finding conditions for
optimal solutions are available. Hence it is natural to resort a branch of analysis that
provide these conditions.

In this thesis, we have tried solving linear matrix inequality and its application fields
have expressed a concrete example,in addition to the charcterization for linear system,
descriptive and design of robust output feedback controller using this method the stability
of the linear state feedback control via a linear investigated.

keywords: Linear, Feedback, Output, Inequality, Bilinear, Control,Stability,Convex
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