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චاری... ণپاس໋�
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با॰د଒اଌنඟ໕دଌୃن،মࡑ਌یاززॐماتآฬنراণپاسদوید.
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ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی قزل�سفلی اینجانبرقیه
دکتر راهنمایی تحت ، گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد راد جعفری نادر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
همسایه�های دارای D هرگاه نامیم، دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک را G گراف رئوس از D زیرمجموعه�
دلپذیر احاطه�گری عدد را Gگراف در دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک اندازه کوچکترین باشند. D در یکسان
اختصار به را fd (G) اندازه از دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک می�دهیم. نشان fd (G) با را آن و نامیده G
در که گراف نظریه مقدمات و مفاهیم پایان�نامه این اول فصل در می�دهیم. نشان fd-مجموعه (G) با
را گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری مفهوم دوم فصل در می�کنیم. یادآوری را نیازمندیم آن�ها به بعد فصل�های
احاطه�گری عدد بین تساوی اثبات ما هدف سوم فصل� در می�پردازیم. آن به مربوط مسائل به و کرده بیان
در آن�ها� به توجه با و نموده تعریف را عملگر تعدادی منظور بدین می�باشد. دلپذیر احاطه�گری عدد و
دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین قدرتمند تساوی چهارم فصل در هستیم. قضیه اثبات صدد
پایان�نامه این در بار اولین برای چهارم و سوم فصل�های در حاصله نتایج می�دهیم. قرار بررسی مورد را

است. شده انجام
دلپذیر. احاطه�گری احاطه�گری، کلیدی: کلمات



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت

درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین تساوی بررسی .١

درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین قدرتمند تساوی بررسی .٢



مطالب فهرست

ح تصاویر لیست

١ تعاریف و مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی نماد�های و تعاریف ١.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه�گری ٢.١

٩ گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی نتایج و تعاریف ٢.٢
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلپذیر احاطه�گری روی کران�هایی ٣.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت�ها ۴.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال بیرونی مسطح گراف�های ۵.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گادوم نردهوس کران�های ۶.٢

٢٧ درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین تساوی بررسی ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و تعاریف ١.٣

۴١ درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین قدرتمند تساوی ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا و تعاریف ١.۴

۴٨ نماد�ها جدول آ�

۵٠ مراجع

۵١ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

۵۴ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

۵٧ نمایه

چ



تصاویر لیست

٢ . . . . . . . . . . . . . مولفه�ای دو ناهمبند گراف (ب) و همبند گراف (الف) ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ḡ گراف (ب) و G گراف (الف) ٢.١
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١ فصل

تعاریف و مقدمات

نیاز آن�ها به بعد فصل�های در که قضایایی هم�چنین و گراف نظریه اولیه� مفاهیم و تعاریف به فصل این در
می�باشند. [١١] و [٢] مراجع از برگرفته فصل این قضایای و تعاریف می�پردازیم. داریم،

مقدماتی نماد�های و تعاریف ١.١

راس�ها، مجموعه V (G) که است (V (G), E(G),ΨG) مرتب سه�تایی یک G گراف .١.١.١ تعریف
را مجزا) لزوما (نه نامرتب زوج یک G یال هر به که است، وقوع تابع ΨG و یال�ها مجموعه E(G)

،e می�گویند آن�گاه ،ΨG(e) = uv که قسمی به باشند راس�هایی v و u و یال یک e اگر می�دهد. نسبت
می�نامند. e انتهای دو را v و u راس�های و می�کند وصل v به را u

G = (V,E) یا (V (G), E(G)) با خلاصه به�طور را G = (V (G), E(G),ΨG) گراف معمولا
می�دهند. نشان

می�شود. داده نشان n یا n(G) با و می�باشد G گراف رئوس تعداد G گراف مرتبه .٢.١.١ تعریف

و راس�ها از v٠, e١, v١, e٢, . . . , ek, vk متناوب دنباله� یک ،k طول به گشت یک .٣.١.١ تعریف
باشد. یال یک ei = vi−١vi ،i = ١, . . . , k هر ازای به به�طوریکه یال�هاست،

گراف یک در را مسیر یک باشد. نداشته تکراری راس هیچ که است گشتی مسیر، یک .۴.١.١ تعریف
هر ازای به به�طوریکه می�گیریم، نظر در v٠, v١, . . . , vn متمایز راس�های از مرتبی فهرست به�صورت

می�دهیم. نشان Pn با را راسی n مسیر یک باشد. یال یک vi−١vi ،١ ≤ i ≤ n

بر انتهایی راس و ابتدایی راس آن در که است یک حداقل طول به مسیری دور، یک .۵.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان Cn با را راسی n دور یک نداریم. دیگری تکراری راس هیچ و هستند منطبق یکدیگر

است. یک طول به دوری طوقه



٢ تعاریف و مقدمات .١

بیش آن راس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ که است گرافی ساده، گراف یک .۶.١.١ تعریف
نباشد. موجود یال یک از

می�باشد. ساده گراف ،G گراف از منظور پایان�نامه، این در

با را آن و است واقع آن�ها بر v که می�باشد G گراف یال�های تعداد G در v راس درجه .٧.١.١ تعریف
درجه کوچکترین و ∆(G) با را G گراف رئوس درجات میان در درجه بزرگترین می�دهیم. نمایش dG(v)

می�دهیم. نمایش δ(G) با را

با و می�گوییم G گراف درجه میانگین را رئوس تعداد به یال�ها تعداد برابر دو نسبت .٨.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش d(G)

باشد. k آن راس هر درجه هرگاه می�نامیم، k−منتظم گراف یک را G گراف .٩.١.١ تعریف

v راس باز همسایگی را باشند مجاور v راس با که G گراف رئوس از مجموعه�ای .١٠.١.١ تعریف
نمایش N [v] با و نامیده v راس بسته همسایگی را N(v) ∪ {v} می�دهیم. نمایش N(v) با و نامیده

می�دهیم.

مسیری G از v و u متمایز راس دو هر ازای به هرگاه می�شود، نامیده همبند G گراف .١١.١.١ تعریف
ناهمبند گراف هر که است بدیهی است. ناهمبند G گراف صورت این غیر در باشد. موجود v به u از
به گرفت. نظر در مجزا رئوس مجموعه با همبند گراف�های از متناهی تعداد اجتماع به�صورت می�توان را

((١.١) (شکل می�نامیم. G گراف از مولفه� یک همبند، گراف�های این از یک هر

................

(الف)

.

(ب)

مولفه�ای دو ناهمبند گراف (ب) و همبند گراف (الف) :١.١ شکل

عبارت می�شود، داده نمایش dG(u, v) با که G گراف در v و u راس دو بین فاصله .١٢.١.١ تعریف
.v و u راس دو بین مسیر کوتاه�ترین طول از است

diam(G) با و نامیده Gگراف قطر را مسیر بزرگترین طول مسیرها، کوتاه�ترین بین در .١٣.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش



٣ مقدماتی نماد�های و تعاریف .١.١

.
∑

v∈V dG(v) = ٢|E(G)| داریم، G = (V,E) دلخواه گراف برای [١١] .١۴.١.١ قضیه

لانه�ای آن�گاه ،k < n که کنند اشغال را لانه k تعداد کبوتر n تعداد اگر کبوتر. لانه اصل .١۵.١.١ اصل
است. موجود کبوتر ٢ حداقل با

گراف باشند، شده متصل یکدیگر به یال یک توسط متمایز راس دو هر آن در که گرافی .١۶.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Kn با را راسی n کامل گراف یک می�شود. نامیده کامل

چنان Y و X زیرمجموعه دو به آن راس�های مجموعه که است گرافی دو�بخشی گراف .١٧.١.١ تعریف
با دوبخشی گراف یک باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در G یال�های تمام سر یک که شود، افراز
نامیده کامل بخشی دو گراف باشد، شده وصل Y راس هر به ،X راس هر آن� در که ،Y و X بخش�های
Km,n با را Y و X بخش�های با کامل بخشی دو گراف آن�گاه ،|Y | = n و |X| = m اگر می�شود.
Km,١ یا K١,n با و می�شود نامیده ستاره گراف باشد، |Y | = ١ یا و |X| = ١ هرگاه می�دهیم. نمایش

می�شود. داده نشان

داده نشان G با را G گراف ( مکمل یا ) متمم باشد، راسی n گرافی G کنید فرض .١٨.١.١ تعریف
و اگر هستند مجاور G در v و u مانند راس دو هر و V (G) = V (G) می�کنیم، تعریف بدین�صورت و

نباشند. مجاور G در اگر فقط

می�دهد. نشان را آن متمم و G گراف (٢.١) شکل

......

=⇒

.

(الف)

.....

(ب)

Ḡ گراف (ب) و G گراف (الف) :٢.١ شکل

V (H) ⊆ V (G) که است H مانند گرافی ،G گراف از زیرگراف یک .١٩.١.١ تعریف
.V (H) ̸= ∅ به�طوریکه E(H) ⊆ E(G) و

زیرگرافی H هرگاه می�دهیم، نمایش G[V (H)] با و نامیده G القایی زیرگراف را H .٢٠.١.١ تعریف
.xy ∈ E(H) آن�گاه xy ∈ E(G) اگر ،H از y و x راس دو هر برای و باشد G از

می�دهد. نشان را آن القایی زیرگراف یک و G گراف شکل(٣.١)



۴ تعاریف و مقدمات .١

...............

=⇒

........

(الف)

.

(ب)

G القایی زیر�گراف یک (ب) و G گراف (الف) :٣.١ شکل

یال��ها که کرد ترسیم صفحه روی بر طوری آن�را بتوان که است گرافی مسطح، گراف .٢١.١.١ تعریف
نکنند. قطع را همدیگر رئوس، در تلاقی به�جز

وجه�های را شده�اند افراز شده مسطح گراف یک یال�های توسط که صفحه از ناحیه�هایی .٢٢.١.١ تعریف
می�نامیم. بیکران وجه را مسطح گراف یک بیرونی وجه می�نامیم. مسطح گراف یک

است. بیکران وجه F٢ و کراندار وجه F١ ،(۴.١) شکل در

...
F٢.. F١......

:۴.١ شکل

صفحه در طوری شده مسطح طور به آن�را بتوان که است گرافی خارجی، مسطح گراف .٢٣.١.١ تعریف
باشد. بیکران وجه مرز روی آن، راس هر که کرد ترسیم

درجه از راسی آویزان) (راس برگ یک می�شود. نامیده درخت دور فاقد و همبند گراف .٢۴.١.١ تعریف
می�دهیم.(شکل(١.۵)) نمایش L(T ) با را برگ�ها مجموعه� هم�چنین است. یک

به�طوریکه است�، برگ غیر راس دو با درختی ،S (r, s) ٢−ستاره یک ،r, s ≥ ١ برای .٢۵.١.١ تعریف
است.(شکل(١.۶)) برگ s به مجاور برگ، غیر دیگر راس و برگ r به مجاور راس یک



۵ مقدماتی نماد�های و تعاریف .١.١

...............

T درخت :۵.١ شکل

.............

S (٢,٢) :۶.١ شکل

مرتب زوج�های از مجموعه�ای آن یال�های مجموعه که است درختی جهت�دار، درخت .٢۶.١.١ تعریف
باشد.

و صفر ریشه نام به راس یک ورودی درجه که است جهت�دار درختی ریشه�دار، درخت .٢٧.١.١ تعریف
است. غیر�صفر راس�ها سایر ورودی درجه

می�گیریم، نظر در پایین به رو را رشد جهت و گرفته نظر در درخت بالای قسمت را ریشه پس این از
می�کنیم. خودداری (جهت) فلش رسم از همچنین

مجموعه دارد. نام پشتیبان راس باشد، داشته قرار برگ یک همسایگی در که راسی .٢٨.١.١ تعریف
دو حداقل همسایگی در که راسی هم�چنین می�دهند. نمایش S(T ) با را T درخت در پشتیبان� رئوس

دارد. نام قوی پشتیبان راس باشد، داشته قرار برگ

مرتبه از گرافی می�شود، داده نمایش cor(H) با که H مانند گراف یک در تاج .٢٩.١.١ تعریف
خاطر به هم�چنین می�آید. به�دست H گراف از راس هر به برگ یک کردن اضافه با که است ٢|V (H)|
همسایه برگ یک دقیقا با که پشتیبان راس یا و است برگ یک یا cor(H) از راس هر که می�سپاریم

می�دهند. نشان را cor(H) و H گراف (٧.١) شکل است.



۶ تعاریف و مقدمات .١

..

=⇒

.

(الف)

.

(ب)

cor(H) (ب) و H درخت (الف) :٧.١ شکل

آن� از راس دو هیچ که می�باشد رئوس از مجموعه�ای ،Gگراف در مستقل مجموعه یک .٣٠.١.١ تعریف
نمایش α(G) با و نامیده G گراف استقلال عدد را مجموعه�ای چنین یک اندازه ماکزیمم نباشد. مجاور

می�دهند.

همچنین و نامیم Gگراف برای راسی رنگ�آمیزی یک را f : V (G) −→ A ̸= ∅ تابع .٣١.١.١ تعریف
y و x مجاور راس دو هر برای هرگاه نامیم، معتبر را f رنگ�آمیزی می�نامیم. رنگ�ها مجموعه را A

.f(x) ̸= f(y)

.|f(V (G))| = k که باشد موجود f معتبر رنگ�آمیزی یک هرگاه نامیم، k−رنگ�پذیر را G گراف
نشان χ(G) با را آن و باشد پذیر k−رنگ ،G که k مقدار مینیمم از است عبارت G گراف رنگی عدد

می�دهیم.

می�دهند. تشکیل مستقل مجموعه ،Gگراف معتبر رنگ�آمیزی یک در رنگ هم راس�های که شود توجه
رنگی عدد گراف این در دید می�توان راحتی به که می�دهد نشان را G گراف رنگ�آمیزی شکل(٨.١)

می�باشد. ٣ برابر

...٣..

٢

..

١

..١ .. ٢..

١

..

٢

χ(G) = ٣ :٨.١ شکل

و y جدید راس کردن اضافه ،e یال حذف از است عبارت e یال ١ زیرتقسیم یک .٣٢.١.١ تعریف
(٩.١ e.(شکل سر دو با y کردن مجاور



٧ احاطه�گری .٢.١

..

e

.

=⇒

.

x

e یال زیر�تقسیم :٩.١ شکل

گوییم G در گستردگی٢ درجات، دنباله در تکرار بدون متمایز راس�های درجه تعداد به .٣٣.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Span(G) با و

.span(G) = ٣ نتیجه در و ٣٢٢١ از، است عبارت راس�ها درجات دنباله (١٠.١) شکل در

.........

span(G) = ٣ :١٠.١ شکل

rep(G) با اختصار به و گوییم تکرار٣ عدد راسی، درجات دنباله در تکرار ماکزیمم به .٣۴.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش

.rep(G) = ٢ قبل مثال در

حداقل دارای یال هر هرگاه گوییم، راسی پوشش G گراف در رئوس از مجموعه�ای به .٣۵.١.١ تعریف
نمایش β(G) با و نامیده G راسی پوششی عدد را راسی پوشش یک اندازه مینیمم باشد. آن در انتها یک

می�دهیم.

احاطه�گری ٢.١

همچون مختلف زمینه�های در آن زیاد کاربردهای دلیل به گراف�ها در احاطه�گری مفهوم اخیر، سال�های در
داشته چشمگیری رشد و گرفته قرار زیادی محققین توجه مورد الکترونیکی شبکه�های و کامپیوتر علوم

١Subdividing
٢Span(G)
٣Repetition number



٨ تعاریف و مقدمات .١

استفاده مورد شطرنج صفحه� روی دوجکنیش۴ توسط ١٨۶٢ سال در بار نخستین برای مفهوم این است.
تاکنون و گردید مطالعه و بررسی گراف�ها نظریه در نظری بحث یک عنوان به بعد�ها اما گرفت. قرار

است. رسیده چاپ به زمینه این در متعددی مقالات
صفحه� روی گرفتن قرار جهت نیاز مورد وزیر مهره�های تعداد کمترین مساله بال۵ ١٨۶٢ سال در
دیگری وزیر حمله مورد وزیری هیچ و گرفته قرار وزیر یک حمله مورد خانه�ای هر که قسمی به را شطرنج
در می�توان آن دیگر کاربردهای جمله از شد. مشهور ۵−وزیر مساله به مساله این کرد. مطرح نباشد،
بیمارستان احداث برای مکان�ها بهترین انتخاب یا شهر از مناطقی در آنتن دکل�های نصب برای مخابرات

نمود. اشاره . . . و آتش�نشانی مراکز یا

راس هر برای هرگاه نامیم، احاطه�گر مجموعه یک را G گراف رئوس از D زیرمجموعه .١.٢.١ تعریف
باشد. داشته قرار D از راس یک همسایگی در یا و باشد D در راس آن یا ،v ∈ V

γ(G) با را آن و نامیده G احاطه�گری عدد را G گراف در احاطه�گر مجموعه یک اندازه کوچکترین
می�هیم. نمایش

می�دهیم. نشان γ(G)-مجموعه یک با اختصار به را γ(G) اندازه از احاطه�گر مجموعه یک
می�دهد. نشان را احاطه�گر مجموعه کوچکترین شکل(١١.١)

...........

γ(G) = ١ :١١.١ شکل

۴De Jacnish
۵W. W. Rouse Ball



٢ فصل

گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری

مقدمه ١.٢

ابتدا منظور بدین می�دهیم. قرار بررسی مورد گراف�ها از انواعی روی بر را دلپذیر احاطه�گری فصل این در
این می�کنیم. مطرح آن�را به مربوط قضایای و روابط سپس و می�پردازیم دلپذیر احاطه�گری تعریف به

می�باشد. [١٢] مرجع از برگرفته فصل

مقدماتی نتایج و تعاریف ٢.٢

یک D هرگاه نامیم، دلپذیر١ احاطه�گر مجموعه� یک را G گراف رئوس از D زیرمجموعه� .١.٢.٢ تعریف
باشند. D در همسایه یکسانی تعداد دارای D خارج راس دو هر و باشد احاطه�گر مجموعه�

و نامیده G دلپذیر احاطه�گری عدد را G گراف در دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک اندازه کوچک�ترین
یک با اختصار به را fd (G) اندازه از دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک می�دهیم. نشان fd (G) با را آن

می�دهیم. نشان مجموعه -fd (G)

می�دهد. نشان را نظر مورد گراف در دلپذیر احاطه�گر مجموعه� کوچک�ترین (١.٢) شکل

...............

fd(G) = ١ :١.٢ شکل

١Fair dominating set

٩



١٠ گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری .٢

D هرگاه نامیم، دلپذیر٢ k−احاطه�گر مجموعه� یک را G گراف رئوس از D زیرمجموعه .٢.٢.٢ تعریف
باشند. D در همسایه k دقیقا دارای D خارج راس دو هر و باشد احاطه�گر مجموعه� یک

G دلپذیر k−احاطه�گری عدد را G گراف در دلپذیر k−احاطه�گر مجموعه� یک اندازه کوچک�ترین
می�دهیم. نشان fdk (G) با را آن و نامیده

نشان fdk−مجموعه (G) یک با اختصار به را fdk (G) اندازه از دلپذیر k−احاطه�گر مجموعه� یک
می�دهیم.

می�دهد. نشان را نظر مورد گراف در دلپذیر ٢-احاطه�گر مجموعه� (٢.٢) شکل

...............

fd٢ = ۴ :٢.٢ شکل

-FD (G) از منظور و دلپذیر احاطه�گر مجموعه� مینیمم مجموعه، -fd (G) از منظور پایان�نامه این در
بود. خواهد دلپذیر احاطه�گر مجموعه� مجموعه،

.fd (G) = n آن�گاه ،G = Kn اگر .٣.٢.٢ نتیجه

بود. خواهند برقرار زیر روابط آن�گاه باشد، n مرتبه از گراف یک G اگر .۴.٢.٢ قضیه

.γ (G) ≤ fd (G) الف)

.G = Kn اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و fd (G) ≤ n ب)

است. برقرار حکم لذا است، احاطه�گر مجموعه� یک خود دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک چون الف) برهان.
اثبات برای .fd (G) ≤ n لذا است، دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک V (G) مجموعه بوضوح ب)
از x مانند راسی آن�گاه ،G ̸= Kn اگر باشد. fd (G) = n با گرافی G کنید فرض تساوی، حالت
که است دلپذیر احاطه�گر مجموعه� یک V (G)−{x} این�صورت در بگیرید. نظر در را یک حداقل درجه

است. برقرار ٣.٢.٢ قرارداد به توجه با بالعکس، .G = Kn لذا است. تناقض

یک D هرگاه نامیم، تام٣ احاطه�گر مجموعه� یک را G گراف رئوس از D زیرمجموعه� .۵.٢.٢ تعریف
یک بنابراین باشد. داشته D در همسایه یک دقیقا D خارج راس هر و باشد احاطه�گر مجموعه�

((٣.٢) بود.(شکل خواهد تام احاطه�گر مجموعه� یک ١FD(G)−مجموعه،

٢K-Fair dominating set
٣Perfect dominating set



١١ مقدماتی نتایج و تعاریف .٢.٢

.................

fd١ = ٢ :٣.٢ شکل

فاصله هستند، S به متعلق که راس دو هر به�ازای هرگاه نامیم، بسته�بندی۴ یک را S .۶.٢.٢ تعریف
باشد. ٣ حداقل آن�ها

یک S هرگاه نامیم، کارامد۵ احاطه�گر مجموعه� یک را G گراف رئوس از S زیرمجموعه� .٧.٢.٢ تعریف
یک بنابراین باشد. ٣ حداقل آن�ها فاصله ،u, ν ∈ S راس دو هر برای و باشد تام احاطه�گر مجموعه�

((۴.٢) (شکل بود. خواهد مجموعه -١FD(G) یک کارآمد، احاطه�گر مجموعه�

.....................

کارآمد احاطه�گر مجموعه� :۴.٢ شکل

برابر کارامد مجموعه� هر اندازه آن�گاه باشد، کارامد احاطه�گر مجموعه� یک دارای G اگر [١] .٨.٢.٢ لم
است. γ (G) با

آن�گاه باشد، کارامد احاطه�گر مجموعه� یک دارای G گراف اگر .٩.٢.٢ قضیه
γ (G) = fd١ (G) = fd (G) .

-١FD یک S تعریف، طبق باشد. G برای کارامد احاطه�گر مجموعه� یک S کنید فرض برهان.
داریم، ٨.٢.٢ لم طبق طرفی از .fd(G) ≤ fd١(G) = |S| داشت خواهیم لذا می�باشد، نیز مجموعه
عکس اثبات .fd(G) ≤ fd١(G) = |S| = γ (G) داشت، خواهیم این�صورت در .|S| = γ (G)

است. برقرار تساوی نتیجه در بود. خواهد برقرار ۴.٢.٢ قضیه به توجه با نیز رابطه

.fd (G) = γ (G) آن�گاه ،G ∈
{
Kn, Kn, Km,n

}
اگر ،m,n ≥ ١ برای .١٠.٢.٢ قضیه

۴Packing
۵Efficient dominating set



١٢ گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری .٢

این�صورت در باشد. n = ١ یا و m = ١ یا m = n = ١ کنید فرض ،Km,n اثبات برای برهان.
γ(Km,n) = می�دانیم .m ≥ n ≥ ٢ کنید فرض حال .fd (G) = γ (G) = ١ که دید می�توان به�راحتی
بالعکس، .fd(Km,n) ≤ γ(Km,n) داشت خواهیم لذا ،fd(Km,n) ≤ fd١(Km,n) = ٢ طرفی از ،٢
به Km,n برای حکم نتیجه در .γ(Km,n) ≤ fd(Km,n) داریم، (الف) قسمت ۴.٢.٢ قضیه به توجه با

می�رسد. اثبات
قرارداد طبق طرفی از .γ

(
Kn

)
= n بنابراین ندارد، یالی Kn گراف می�دانیم ،Kn اثبات برای

است. واضح اثبات نتیجه در .fd
(
Kn

)
= n داریم، ٣.٢.٢

داشت خواهیم لذا ،fd(Kn) ≤ fd١(Kn) = ١ طرفی از .γ(Kn) = ١ می�دانیم ،Kn اثبات برای
در .γ(Kn) ≤ fd(Kn) داریم، (الف) قسمت ۴.٢.٢ قضیه به توجه با طرفی از .fd(Kn) ≤ γ(Kn)

می�رسد. اثبات به نیز Kn برای حکم نتیجه

و n ≥ ۵ اگر و fd (Cn) = γ (Cn) آن�گاه ،n ̸≡ ٢ (mod٣) و n ≥ ٣ اگر [١] .١١.٢.٢ قضیه
.fd (Cn) = γ (Cn) + ١ آن�گاه ،n ≡ ٢ (mod٣)

داشت: خواهیم این�صورت در باشد، n ≥ ٢ مرتبه از همبند گرافی G هرگاه .١٢.٢.٢ قضیه

.fd (G) = fd
(
G
)
آن�گاه باشد، همبند G اگر الف)

.fd (G) ≤ n

q
≤ n

٢ آن�گاه باشد، مولفه q ≥ ٢ دارای G اگر ب)

باشد. G در دلپذیر احاطه�گر مجموعه یک D کنید فرض و باشد همبند G کنید فرض الف) برهان.
آن�گاه ،k = |D| اگر .١ ≤ k ≤ |D| که دارد، D در همسایه k دقیقا v ∈ V \D راس هر این�صورت در
بنابراین است، G بودن همبند با متناقض این و ندارد وجود V \ D و D بین یالی هیچ G گراف در
دارد، D در همسایه |D| − k > ٠ دقیقا D خارج راس هر G گراف در این�صورت در اما .k < |D|
همانند بالعکس، .fd

(
G
)
≤ |D| = fd (G) بنابراین است، G برای FD-مجموعه یک D بنابراین

.fd (G) = fd
(
G
)
نتیجه در .fd (G) ≤ fd

(
G
)
کرد، ثابت می�توان بالا اثبات

n/q حداکثر با برابر Gبخش کوچک�ترین بوضوح دارد. بخش q و است ناهمبند G کنید فرض ب)
هر این�صورت در .D = V (F ) کنید فرض و باشد G در بخش کوچک�ترین F کنید فرض حال است.
خواهد G برای FD-مجموعه یک D بنابراین است. مجاور D راس�های همه با G در V \ D راس

.fd (G) ≤ |D| ≤ n/q ≤ n/٢ نتیجه در بود،

دلپذیر احاطه�گری روی کران�هایی ٣.٢

کران، این و fd (G) ≤ n−٢ آن�گاه باشد، δ (G) ≥ ١ با n ≥ ٣ مرتبه از گرافی G اگر .١.٣.٢ قضیه
می�باشد. دسترس قابل کران یک
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نشان می�توان به�راحتی n ∈ {٣,۴} اگر استقرا، آزمون می�کنیم. ثابت n ≥ ٣ روی استقرا به برهان.
که n′ مرتبه از G′ گراف� برای حکم و n ≥ ۵ کنید فرض استقرا، فرض .fd (G) ≤ n − ٢ که داد
فرض استقرا، حکم .fd

(
G

′) ≤ n
′ − ٢ یعنی باشد. برقرار ندارد، منفردی راس هیچ و ٣ ≤ n

′ ≤ n

درجه� با راس دو حداقل دارای G بوضوح باشد. منفرد راس بدون n مرتبه از گرافی G = (V,E) کنید
این�صورت در باشند، G در یکسان درجه� با راس دو v و u کنید فرض این�صورت در است. یکسان
و نباشند مجاور G در v و u راس دو اگر حال .١ ≤ k ≤ n − ١ آن در که dG (u) = dG (v) = k

FD-مجموعه یک D = V \ {u, v} آن�گاه باشد، k ≥ ٢ و باشند مجاور G در راس دو این اگر یا
بدان این .k = ١ و مجاورند G در v و u کنید فرض حال .fd (G) ≤ |D| = n− ٢ بنابراین است،
n

′
= n−٢ ≥ ٣ مرتبه از G′

= G−{u, v}گراف این�صورت در است. ناهمبند Gگراف که معناست
با می�توان حال .fd

(
G

′) ≤ n
′ − ٢ داریم، G′ گراف برای استقرا فرض طبق بگیرید. نظر در را

می�رساند این و داد تعمیم G در FD-مجموعه یک به را fd-مجموعه
(
G

′) هر ،v و u رئوس افزودن
بالاست. کران یک این و fd (G) ≤ fd

(
G

′)
+ ٢ ≤ n

′
= n− ٢ که

نامتناهی خانواده از ساختاری منظور بدین است. تیز بالا قضیه کران که دهیم نشان می�خواهیم حال
، که می�دهیم نشان سپس و می�گیریم نظر در را δ(G) ≥ ١ با n ≥ ٣ مرتبه از G گراف�های از

.fd (G) = n− ٢

.fd (H) = |V (H)| − ٢ که موجودند زوج مرتبه از H گراف�های از نامتناهی خانواده�ای .٢.٣.٢ ادعا

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را راس n(H) = ٢n مرتبه از H = Hn گراف n ≥ ٣ برای اثبات.
مجاورند هم با yj و xi و Y = {y١, . . . , yn} Xو = {x١, . . . , xn} �که V (H) = X∪Y کنید فرض
مجاورند. xj و xi ،i, j > ١ برای و است مستقل مجموعه� یک Y به�علاوه .i ≥ j اگر فقط و اگر
،١ ≤ j ≤ n برای حالی�که در ،dH (xi) = i + n − ٢ و dH (x١) = ١ ،١ < i < n برای بنابراین
و dH (y١) = dH (x٢) = n و dH (x١) = dH (yn) = ١ داشت خواهیم لذا .dH (yj) = n− j + ١
ما حال می�کنید. مشاهده (۵.٢) شکل در را H گراف از کلی شکلی متمایزند. H در راس�ها همه درجه�
در دلخواه fd-مجموعه یک S کنید فرض .fd (H) = ٢n− ٢ = n(H)− ٢ دهیم نشان می�خواهیم

می�گیریم. نظر در را زیر حالت سه منظور بدین .|S| ≥ n(H)− ٢ که می�دهیم نشان ما باشد. H

،i ≥ ٢ برای اگر است. Hn برای ١FD-مجموعه یک S و y١ ∈ S این�صورت در .x١ /∈ S (١
احاطه S توسط y٢ هنگامی�که .y٢ /∈ S بنابراین و N (xi) ∩ S = {y١} آن�گاه xi /∈ S

که می�رساند این و xl ∈ S بنابراین .l ̸= i به�طوریکه دارد وجود l ≥ ٢ تعدادی می�شود،
برای علاوه�براین، .X \ {x١} ⊆ S بنابراین است. تناقض یک این و y١, xl ∈ N (xi) ∩ S

|N (yj) ∩ S| ≥ لذا می�شود، ایجاد تناقض این�صورت غیر در زیرا ،yj ∈ S ،١ < j < n

نتیجه در است. ١FD-مجموعه یک S و |N (yj) ∩ (X \ {x١}) | = n − j + ١ ≥ ٢
.|S| ≥ n(H)− ٢ و V \ {x١, yn} ⊆ S

هنگامی�که Hnاست. برای یک١FD-مجموعه S و xn ∈ S این�صورت در .yn /∈ S و x١ ∈ S (٢
راس دو توسط y١ این�صورت غیر در زیرا ،y١ ∈ S که می�دهد نتیجه این x١, xn ∈ N (y١)∩ S
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.xn, y١ ∈ N (xi) ∩ S ،١ < i < n هر برای بنابراین است. تناقض این که می�شود، احاطه
بنابراین و yj ∈ S ،١ < j < n هر برای که می�رساند این .X ⊆ S گرفت نتیجه می�توان لذا

.|S| ≥ n(H)− ١ ≥ n(H)− ٢ داشت خواهیم نتیجه در .V \ {yn} ⊆ S

می�کنیم. بررسی قسمت سه در را حالت این .x١, yn ∈ S (٣

زمانی تا بنابراین .yj ∈ S ،١ < j < n هر برای این�صورت در ،y١ /∈ S کنید فرض الف)
|N (y١) ∩ S| > داشت، خواهیم x١ ∈ N (y١) \ N (yj) و N (yj) ⊂ N (y١) �که
که می�رساند این و N (xi) ⊂ N (xi+١) ،١ < i < n − ١ هر برای لذا .|N (yj) ∩ S|
داشت خواهیم نتیجه در .xi /∈ S به�طوریکه دارد، وجود ١ < i < n اندیس یک حداکثر

.|S| ≥ n(H)− ٢

و N (xi) ⊂ N (xn) ،١ < i < n هر برای این�صورت در ،xn /∈ S و y١ ∈ S کنید فرض ب)
این�صورت غیر در زیرا ،X\{xn} ⊂ S که می�رساند این و yn ∈ S∩(N (xn)−N (xi))

تناقض این و می�شوند احاطه راس n−١ توسط ١ < i < n برای xi و راس n توسط xn

دارد، وجود X \ {xn} در همسایگی�ها از متفاوتی مقدار یک yj هر برای بنابراین است.
از متفاوتی تعداد توسط yj هر این�صورت غیر در زیرا ،yj ∈ S ،١ < j < n هر برای لذا
.|S| ≥ n(H)− ١ داشت، خواهیم نتیجه در است. تناقض این و می�شود احاطه xiها

هر برای آن�گاه xi /∈ S ،١ < i < n تعدادی برای اگر .xn ∈ S و y١ ∈ S کنید فرض ج)
خواهیم ،y١ ∈ S ∩ (N (xi)−N (yj)) و N (yj) ⊂ N (xi) �که زمانی تا ،١ < j < n

برقرار اثبات لذا .|S| ≥ n(H) − ١ و X − {xi} ⊂ S این�صورت در .yj ∈ S داشت
شد.

راس دو این�صورت غیر در ،|Y ∩S| ≥ n− ١ آن�گاه ،X ⊂ S که می�رسد �نظر به بنابراین
.|S| ≥ n(H)−١ بنابراین شوند. احاطه دلپذیر به�صورت S توسط نمی�توانند Y از متفاوت

H برای دلخواه یکfd-مجموعه S �که زمانی تا .|S| ≥ n(H)−٢ کنیم ثابت توانستیم حالت سه هر در
.fd (H) ≤ n(H)−٢ داریم، ١.٣.٢ قضیه طبق طرفی از .fd (H) ≥ n(H)−داشت٢ خواهیم است،

شد. کامل اثبات لذا .fd (H) = n(H)− ٢ نتیجه در

...
x١..

x٢..
x٣. . . ...

xn..

y١

..

y٢

..

y٣

.

. . .

..

yn

H گراف :۵.٢ شکل
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.fd (F ) = |V (F )| − ٢ که موجودند فرد مرتبه از F گراف�های از نامتناهی خانواده�ای .٣.٣.٢ ادعا

F کنید فرض بگیرید. نظر در را راس n(F ) = ٢n+ ١ با F = Fn گراف ،n ≥ ٣ برای اثبات.
جدید راس یک کردن اضافه با شد، تعریف ٢.٣.٢ قضیه در که n(H) = ٢n زوج مرتبه از Hn گراف از
برای .XF = X ∪{xn+١} کنید فرض آید. به�دست X \ {x١, yn} راس هر به آن شدن ملحق و xn+١

زیرا .|S| ≥ n(F )− ٢ داشت خواهیم ٢.٣.٢ قضیه برهان مشابه ،F از S دلخواه FD-مجموعه� یک
قضیه طبق طرفی از می�گیرد. قرار راس آن پوشش تحت شود، وصل X \ {x١, yn} راس هر به xn+١

می�شود. ثابت حکم لذا .fd (H) = n(H)− ٢ نتیجه در .fd (H) ≤ n(H)− ٢ داریم، ١.٣.٢

که است G از زیرگرافی G∗ کنید فرض باشد. یال دو حداقل با n مرتبه از گرافی G کنید فرض
قضیه به توجه با .n∗ ≥ ٣ و γ(G∗) ≥ ١ این�صورت در می�آید. به�دست G در منفرد رئوس حذف با
هر منفرد، رئوس افزودن با می�توان حال .fd(G∗) ≤ n∗ − ٢ داشت، خواهیم G∗ گراف برای ١.٣.٢
زیر نتیجه بنابراین .fd(G) ≤ n− ٢ لذا داد. تعمیم G در FD-مجموعه یک به را fd-مجموعه (G∗)

داشت. خواهیم را

.fd (G) ≤ n− ٢ آن�گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از گرافی G اگر .۴.٣.٢ نتیجه

،n مرتبه از G گراف هر برای [١٠ ،٣] .۵.٣.٢ لم

α (G) ≥
∑

u⊂V (G)

١
١+ dG(v)

≥ n

d (G) + ١

.rep(G) ≥ n/
(
٢d(G)− ٢δ(G) + ١

)
آن�گاه باشد، n مرتبه از گرافی G اگر [۴] .۶.٣.٢ لم

.α(G) ≥ n

χ(G)
آن�گاه باشد، n مرتبه از گرافی G اگر [١١] .٧.٣.٢ لم

بود. خواهند برقرار زیر نتایج این�صورت در باشد، n مرتبه از گرافی G کنید فرض .٨.٣.٢ گزاره

.fd(G) ≤ n− n/
((
d(G) + ١

)
∆(G)

)
آن�گاه ،δ(G) ≥ ١ و n ≥ ٢ اگر الف)

.fd(G) ≤ n− n/(
(
٢d(G)− ٢δ(G) + ١

)
χ(G)) ب)

.fd(G) ≤ rn/r + ١ آن�گاه باشد، r−منتظم گراف یک G اگر ،r ≥ ٢ برای ج)

ندارد، منفردی راس G هنگامی�که باشد. G در مستقل مجموعه� بزرگ�ترین B کنید فرض الف) برهان.
بگیرید. نظر در را B رئوس درجات حال بود. خواهد G در احاطه�گر مجموعه� یک V \B مجموعه�
کبوتری لانه� اصل طبق بنابراین دارد، وجود درجات برای ممکن متمایز مقادیر ،span(G) حداکثر
واقع راس�های درجات دنباله در بار α(G)/span(G) حداقل که دارد وجود q مانند مقدار یک
آن�گاه باشد، q درجه� با B در رئوس همه از مجموعه�ای Q کنید فرض است. شده ظاهر B در

بنابراین بود. خواهد FD-مجموعه یک D آن�گاه ،D = V −Q کنید فرض . Q ⊆ B

fd(G) ≤ n− |Q| ≤ n− α(G)

span(G)
(١.٢)
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داشت: خواهیم ۵.٣.٢ قضیه و span(G) ≤ ∆(G) اینکه به توجه با لذا
α(G)

span(G)
≥ n(

d+ ١
)
span(G)

≥ n(
d+ ١

)
∆(G)

(٢.٢)

می�شود. کامل اثبات (٢.٢) و (١.٢) روابط به توجه با بنابراین

G در یکسان درجه� با رئوس از مجموعه�ای X = {v١, . . . , vm} و rep(G) = m کنید فرض ب)
و χ(H) ≤ χ(G) بوضوح باشد، X مجموعه� توسط القایی زیرگراف H = G[X] هرگاه باشند.

داشت: خواهیم ٧.٣.٢ لم و ۶.٣.٢ لم به توجه با بنابراین
α(H) ≥ m

χ(H)
≥ m

χ(G)
≥ n(

٢d(G)− ٢δ(G) + ١
)
χ(G)

فرض .|Q| = α(H) بنابراین باشد، H در ماکزیمم مستقل مجموعه� Q کنید فرض حال
بنابراین بود. خواهد G برای FD-مجموعه یک D این�صورت در ،D = V (G) − Q کنید

می�شود. ثابت حکم لذا .fd(G) ≤ n− |Q| ≤ n− α(H)

r−منتظم گراف�های در که می�شویم متذکر باشد. r−منتظم گراف یک G کنید فرض ج)
داشت: خواهیم (ب) قسمت به توجه با لذا .χ(G) ≤ r + ١ و d(G) = δ(G)

fd(G) ≤ n− n(
٢d(G)− ٢δ(G) + ١

)
χ(G)

≤ n− n

r + ١ ≤ rn

(r + ١)
شد. ثابت حکم نتیجه در

درخت�ها ۴.٢

از نتیجه�ای ابتدا در منظور بدین می�دهیم. قرار بررسی مورد را درخت�ها روی بر احاطه�گری بخش این در
۶ اور

داشت خواهیم آن�گاه باشد، تنها راس بدون n مرتبه� از گرافی اگر که بدین�صورت می�کنیم، یادآوری را
برای بالا رابطه� که همبندی گراف�های تنها که دادند نشان زنون٨ و ٧ پایان به�علاوه .[٨] γ(G) ≤ n/٢
نیز ادامه در .[٩] Hاست همبند گراف یک در cor(H) و C۴ گراف است، برقرار تساوی به�صورت آن�ها
مربوط قضایای و نتایج و داده قرار بررسی مورد را درخت�ها روی بر دلپذیر احاطه�گری برای کرانی�هایی

می�کنیم. بیان را آن به

است. قوی پشتیبان رئوس تمام شامل گراف یک در ١FD-مجموعه هر .١.۴.٢ قضیه

یک v کنید فرض باشد. G در ١FD-مجموعه یک D کنید فرض بگیرید. نظر در را G گراف برهان.
می�شود، احاطه همسایه�اش برگ توسط v آن�گاه ،v /∈ D اگر باشد. G در دلخواه قوی پشتیبان راس

۶Ore
٧Payan
٨xoung
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خواهیم آن�گاه باشد، همسایه برگ دو حداقل دارای v اگر است. D به متعلق v از همسایه برگ هر لذا
.v ∈ D بنابراین است، تناقض این و |N(v) ∩D| ≥ ٢ داشت

V (T ) به�علاوه، .fd(T ) = n/٢ آن�گاه باشد، n مرتبه� از و درخت یک از تاجی T اگر .٢.۴.٢ قضیه
شود. افراز fd-مجموعه دو به می�تواند

در n ≥ ۴ مرتبه از و درخت یک از تاجی را T بنابراین است. بدیهی n = ٢ برای نتیجه برهان.
که می�شویم یادآور و γ(T ) = n/٢ داریم، پایان و زنون نتایج به توجه با این�صورت در می�گیریم. نظر
١FD-مجموعه یک به متعلق L(T ) و S(T ) مجموعه دو هر به�علاوه .|S(T )| = |L(T )| = n/٢
FD-مجموعه هر تازمانی�که طرفی از .fd(T ) ≤ fd١(T ) ≤ n/٢ = γ(T ) بنابراین هستند. T از
نتیجه در .n/٢ = γ(T ) ≤ fd(T ) ≤ n/٢ داشت خواهیم باشد، احاطه�گر مجموعه� یک T برای
-fd(T ) ،L(T ) و S(T ) مجموعه دو هر fd(T ) = n/٢ که خاص حالت این در .fd(T ) = n/٢

هستند. مجموعه�ها

و برگ یک x به�طوریکه است، T درخت در xyz مانند مسیری نهایی٩، ٣−مسیر .٣.۴.٢ تعریف
می�نامیم. نهایی ٣−مسیر برای پایه�ای راس را z هم�چنین است. dT (z) ≥ ٢ و N(y) = {x, z}

( (شکل(٢.۶)

... z....
y

........

x

G گراف در نهایی مسیر −٣ :۶.٢ شکل

برقرار تساوی هم�چنین و fd١(T ) ≤ n/٢ آن�گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه از درختی T اگر .۴.۴.٢ قضیه
باشد. درخت یک از تاجی T اگر فقط و اگر است

٩3-end-path
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استقرا به حال .fd(T ) = n/٢ آن�گاه باشد، درخت یک از تاجی T اگر ٢.۴.٢ قضیه به توجه با برهان.
درخت�های کردن چک وسیله� به این�صورت در ،٢ ≤ n ≤ ٧ اگر استقرا، آزمون می�کنیم. ثابت n روی
n′ مرتبه از T ′ درخت هر برای و n ≥ ٨ کنید فرض استقرا، فرض شد. خواهد برقرار نتیجه احتمالی
درخت از تاجی T ′ که است برقرار زمانی تساوی حالت و fd١(T ) ≤ n′/٢ داریم ،٢ ≤ n′ ≤ n که
راس آن�گاه باشد، K١,n ستاره� یک T اگر باشد. n مرتبه از درختی T کنید فرض استقرا، حکم باشد.
T کنید فرض حال .fd١(T ) = ١ ≤ n/٢ این�صورت در است. ١FD-مجموعه یک ستاره مرکزی
y که آن�ها از یکی بجز همسایه�هایش همه� که است w مانند راسی شامل T این�صورت در نباشد. ستاره
حال .t = d(w)− ١ یعنی باشد، t با برابر w همسایه� برگ�های تعداد کنید فرض باشد. برگ می�نامیم،

بگیرید. نظر در را زیر حالت دو

در است. متصل w به که باشد برگی z کنید فرض .d(w) = ٢ آن�گاه ،t = ١ کنید فرض (١
کنید فرض است. آن پایه�ای راس y که است T در نهایی ٣-مسیر یک ywz این�صورت

روی استقرا فرض گرفتن نظر در با باشد. n∗ = n − ٢ مرتبه از T ∗ و T ∗ = T − {w, z}
نیز تساوی حالت .fd١(T ∗) ≤ n∗/٢ = (n − ٢/(٢ = (n/٢ − ١) داشت، خواهیم T ∗

fd(T-مجموعه ∗) یک D∗ کنید فرض باشد. درخت یک از تاجی T ∗ که است برقرار زمانی
.|D∗| < n/٢ − ١ این�صورت در نباشد، درخت یک از تاجی T ∗ کنید فرض ابتدا در باشد.
y /∈ D∗ اگر .D = D∗ ∪ {w} آن�گاه y ∈ D∗ اگر نیست. درخت یک از تاجی نیز T بعلاوه
بنابراین بود، خواهد T برای ١FD-مجموعه یک D حالت دو هر در .D = D∗ ∪ {z} آن�گاه
یک از تاجی T ∗ که می�کنیم فرض ما حال .fd١(T ) ≤ |D| < (n/٢ − ١) + ١ = n/٢
فرض است. T ∗ پشتیبان رئوس از یکی یا و است برگ یک یا y این�صورت در باشد. درخت
٣−مسیر تا دو حداقل شامل آن دارد، راس پنج حداقل T ∗ که زمانی باشد. T ∗ از برگی y کنید
٣−مسیر یک شامل T ∗ بنابراین است. مشترک پایه�ای رئوس حداکثر یا مجزا راس�های با نهایی،
درخت حال ندارد. N [y] با اشتراکی هیچ و است مسیر برای پایه�ای c که است abc مانند نهایی
برگ و است دو درجه� از y راس T ∗∗ در که کنید توجه بگیرید. نظر در را T ∗∗ = T − {a, b}
داشته آویزان برگ یک باید راس هر چون نیست، درخت از تاجی T ∗∗ رو این از ندارد. همسایه
حال نمی�باشد. برگ نیز خود و ندارد آویزانی برگ هیچ y حالی�که در شود، محسوب تاج تا باشد
که همان�طور و fd١(T ∗∗) ≤ n/٢− ١ داشت، خواهیم T ∗∗ روی استقرا فرض گرفتن نظر در با
١FD-مجموعه یک به می�تواند b یا a به شدن اضافه طریق از fd١(T ∗∗) هر شد، اشاره بالا در
کنید فرض حال .fd١(T ) < n/٢ که دارد این بر اشاره موضوع این و شود داده تعمیم T برای
از استفاده با و است درخت یک از تاجی نیز T بنابراین است. T ∗ برای پشتیبان راس یک y که

رسید. اثبات به مورد این خصوص در حکم لذا .fd(T ) = n/٢ داشت خواهیم ٢.۴.٢ قضیه

برگ t ،x١, . . . , xt کنید فرض نیست. درخت یک از تاجی T بنابراین ،t ≥ ٢ کنید فرض (٢
از تاجی T ∗ کنید فرض ابتدا .T ∗ = T − {x١, . . . , xt} کنید فرض و باشند w برای همسایه
.fd١(T ∗) < (n− t)/٢ داشت، خواهیم T ∗ برای استقرا فرض از استفاده با نباشد، درخت یک
حال .D = D∗∪{w} آن�گاه ،y ∈ D∗ اگر باشد. T)fd١-مجموعه یک(∗ D∗ کنید فرض حال
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یک D مورد دو هر در .D = D∗ داشت خواهیم بنابراین ،w ∈ D∗ این�صورت در ،y /∈ D∗ اگر
بود. خواهد T برای ١FD-مجموعه

می�کنیم فرض ما حال .fd١(T ) ≤ |D| ≤ |D∗| + ١ < (n − t)/٢ + ١ ≤ n/٢ بنابراین
یک L(T ∗) و fd١(T

∗) = (n − t)/٢ قضیه٢.۴.٢، از استفاده با باشد، درخت از تاجی T ∗

T برای ١FD-مجموعه یک L(T ∗) پس ،w ∈ L(T ∗) چون بود. خواهد T)fd١-مجموعه ∗)

شد. ثابت حکم نتیجه در .fd١(T ) ≤ (n− t)/٢ < n/٢ بنابراین می�باشد. نیز

داشت. خواهیم را زیر نتیجه ، ۴.۴.٢ قضیه و ٢.۴.٢ قضیه به توجه با حال

اگر است برقرار تساوی و fd(G) ≤ n/٢ آن�گاه باشد، n ≥ ٢ مرتبه� از درختی T اگر .۵.۴.٢ نتیجه
باشد. درخت یک از تاجی T اگر فقط و

رابطه� راس n با T درخت هر برای که دادند نشان جیکوبسن١١ و فینک١٠
کنیم ثابت تا می�کند کمک ما به ۴.۴.٢ قضیه و رابطه این .[٧] است برقرار γ٢(T ) ≥ ⌈(n + ٢/(١⌉

است. ١FD-مجموعه یک درخت، یک در FD-مجموعه هر مینیمم که

است. ١FD-مجموعه یک FD-مجموعه هر مینیمم درخت، یک در .۶.۴.٢ نتیجه

یک D ،k ≥ ١ برای بنابراین باشد. fd(T-مجموعه ) یک D و درخت یک T کنید فرض برهان.
داشت خواهیم ،x ∈ V \D تمام به�ازای این�صورت در ،k ≥ ٢ کنید فرض بود. خواهد kFD-مجموعه

بنابراین و است T برای ٢-احاطه�گر مجموعه� یک D که می�رساند این و |N(x) ∩ D| = k ≥ ٢
داشت، خواهیم جیکوبسن و فینک نتیجه توسط این�رو از .|D| ≥ γ٢(T )

نتیجه در است. ۴.۴.٢ قضیه با متناقض این و fd(T ) = |D| ≥ γ٢(T ) ≥ ⌈(n + ٢/(١⌉ > n/٢
است. ١FD-مجموعه یک D و k = ١

تام احاطه�گر مجموعه یک صریح به�طور ١FD-مجموعه یک شد، بیان اول فصل در که همانطور
را درختان خصوص در دلپذیر احاطه�گری روی نتایج همه� می�توان قبل نتیجه از استفاده با بنابراین است،
یکFD-مجموعه درخت، یک داخلی رئوس مجموعه کرد. بیان نیز تام احاطه�گری برای معادل به�صورت

دارد. زیر نتیجه به اشاره این که است، درخت در

.fd(T ) ≤ n− L آن�گاه باشد، برگ L و راس n ≥ ٣ با درختی T اگر .٧.۴.٢ نتیجه

−FD یک V (T ) − A این�صورت در می�دهیم. نشان A با را برگ�ها مجموعه کنید فرض برهان.
.fd(T ) ≤ n− L نتیجه در بود، خواهد T برای مجموعه

١٠Fink
١١Jacobson



٢٠ گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری .٢

مقدار روی بالا کران آن�گاه باشد، داشته داخلی رئوس از بیش برگ�هایی درختی اگر که می�شویم متذکر
قضیه بود. خواهد ۴.۴.٢ قضیه کران از بهتر شد حاصل ٧.۴.٢ نتیجه از که درختی از دلپذیر احاطه�گری

نیستند. FD-مجموعه مینیمم غیربرگ�ها مجموعه آن در که است درختانی مشخصه بعدی

معادلند. زیر احکام آن�گاه باشد، برگ L و راس n ≥ ٣ با درختی T = (V,E) اگر .٨.۴.٢ قضیه

.fd(T ) < n− L الف)

هستند. مجاور هم با که موجودند V \D در راس دو D مانند fd(T-مجموعه ) هر برای ب)

است. ویژه تاجی زیردرخت یک شامل T درخت ج)

یک D مجموعه� ،۶.۴.٢ نتیجه به توجه با باشد. دلخواه fd(T-مجموعه ) یک D کنید فرض برهان.
معادلند. بالا احکام که می�کنیم ثابت حال است. T برای ١FD-مجموعه

D ⊂ V \ L(T ) یا بنابراین .D ̸= V \ L(T ) این�صورت در ،fd(T ) < n − L کنید فرض ب) ⇐ الف
کنید فرض و D ⊂ V \ L(T ) کنید فرض .L(T ) ∩ D ̸= ∅ یا و (D ̸= V − L(T ))

وجود y مانند راس یک ،|N(x) ∩D| = ١ و dT (x) ≥ ٢ زمانی�که .x ∈ V \ (D ∪ L(T ))

.L(T )∩D ̸= ∅ کنید فرض حال است. برقرار (ب) بنابراین و y ∈ N(x)−D به�طوریکه دارد
یک D \ {z} آن�گاه ،y ∈ D اگر .N(z) = {y} کنید فرض و z ∈ L(T ) ∩ D کنید فرض
در ،y /∈ D بنابراین دارد. D بودن مینیمم با تناقض این و بود خواهد T برای ١FD-مجموعه

بنابراین .x ∈ N(y) \D راس دارد وجود ،n ≥ ٣ زمانی�که .N(y) ∩ D = {z} این�صورت
می�رسد. اثبات به (ب)

مجاورند. هم با که دارند وجود V −D در راس دو D مانند fd−مجموعه هر برای کنید فرض ج) ⇐ ب
که می�کنیم یادآوری باشند. V −D در مجاور راس دو y و x کنید فرض

زیردرخت هم�چنین .y′ ∈ N(y) ∩D و x′ ∈ N(x) ∩D کنید فرض .x, y ∈ V − L(T )

و L(T ′) = V (T ′) ∩ D = {x′, y′} لذا بگیرید. نظر در را T از T ′ = T [{x, x′, y, y′}]
y و x شامل که T زیردرخت�های همه میان این در .S(T ′) = V (T ′) − L(T ′) = {x, y}
از یکی H که کنید فرض هستند، D از راس�هایی زیردرخت برگ�های که احتمال این با و هستند
H و L(H) = V (H)∩D و {x, y} ⊂ V (H) بنابراین باشد. ماکزیمم مرتبه از زیردرخت�هایی
H که می�دهیم نشان ما .S = V (H)− L(H) کنید فرض است. ماکزیمم مرتبه از درخت یک
.|N(u)∩L(H)| = ١ داریم، u ∈ S هر برای که دهیم نشان باید یعنی است. یکدرخت از تاجی
مانند راسی ،L(H) = V (H) ∩ D هنگامی�که .N(u) ∩ L(H) = ∅ کنید فرض ابتدا در
uy یال و y راس افزودن با اما .y ∈ N(u) و y ∈ D به�طوریکه دارد، وجود y ∈ V − V (H)

L(H ′) = V (H ′)∩D و {x, y} ⊂ V (H ′) به�طوریکه می�شود حاصل H ′ درخت ،H درخت به
.|N(u)∩L(H)| ≥ ١ داریم u ∈ S هر برای بنابراین Hاست. بودن ماکزیمم با تناقض در این و
تناقض در این و |N(u)∩D| > ١ این�صورت در .|N(u)∩L(H)| > ١ ،u ∈ S هر برای اگر
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H لذا .|N(u) ∩ L(H)| = ١ ،u ∈ S هر برای بنابراین دارد. D بودن ١FD-مجموعه با
طبق این�صورت در باشد، درخت یک از تاجی T اگر .S(H) = S و است درخت یک از تاجی
تناقض در (ب) قسمت با این که بود خواهد fd(T-مجموعه ) یک S(T ) مجموعه ٢.۴.٢ قضیه
و z ∈ V (H) کنید فرض حال .H ̸= T لذا نیست. درخت یک از تاجی T بنابراین است.
D از راسی w کنید فرض .v ∈ N(z) ∩ S به�طوریکه دارد، وجود v مانند راس یک کنید فرض
اضافه با اما .w ∈ V − V (H) است، دور بدون T وقتی است. T در z همسایگی در که باشد
و {x, y} ⊂ V (H ′) به�طوریکه می�شود حاصل H ′ درخت ،H درخت به wz یال و z راس کردن
.N(z) ∩ S = ∅ بنابراین است. H بودن ماکزیمم با تناقض در این و L(H ′) = V (H ′) ∩D

ویژه تاجی زیردرخت یک H نتیجه در است. صادق z ∈ V −V (H) راس هر برای حقیقت این
می�شود. کامل اثبات بنابراین و است

است. H مانند ویژه تاجی زیردرخت یک شامل T درخت کنید فرض الف) ⇐ ج
v ∈ V −D = کنید فرض و D = (V − (L(T ) ∪ S(H)) ∪ (L(H) ∩ L(T )) کنید فرض
تاجی زیردرخت یک H وقتی�که این�صورت در ،v ∈ S(H) اگر .S(H) ∪ (L(T ) − V (H))

اگر .|NT (v) ∩ D| = |NT (v) ∩ L(H)| = ١ داریم ،L(H) ⊆ D و است T از ویژه�
داریم مجددا است، D به متعلق T در v همسایه وقتی�که این�صورت در ،v ∈ L(T ) − V (H)

و است T برای ١FD-مجموعه یک D بنابراین .|NT (v) ∩D| = ١
زیردرخت یک H وقتی�که .fd(T ) ≤ |D| = |V − L(T )| − |S(H)| + |L(H) ∩ L(T )|

بنابراین نمی�باشد. H از برگی که دارد وجود T از برگ یک حداقل است T از ویژه تاجی
fd(T ) < |V −L(T )| = n−L که می�رساند این .|L(H)∩L(T )| < |L(H)| = |S(H)|

می�شود. کامل اثبات نتیجه در و

-FD مینیمم آن، غیربرگ�های مجموعه که درختانی برای ،٨.۴.٢ قضیه براساس نتیجه�گیری یک ما
می�آوریم. به�دست هستند، مجموعه

معادلند. زیر احکام آن�گاه باشد، برگ L و راس n ≥ ٣ با درختی T = (V,E) اگر .٩.۴.٢ نتیجه

.fd(T ) = n− L الف)

است. راسی پوشش یک D به�طوریکه دارد، وجود D مانند fd(T-مجموعه ) یک ب)

نیست. ویژه�ای تاجی زیردرخت هیچ شامل T درخت ج)

ماکسیمال بیرونی مسطح گراف�های ۵.٢

مطالعه مورد را ماکسیمال بیرونی مسطح گراف�های روی بر دلپذیر احاطه�گری مقدار ما بخش، این در
و مفهوم به سپس و می�کنیم بیان را بیرونی منظم مجموعه یک مفهوم ابتدا منظور، بدین می�دهیم. قرار



٢٢ گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری .٢

می�پردازیم. ماکسیمال بیرونی مسطح �گراف�های به مربوط قضایای

هر برای هرگاه نامیم، بیرونی١٢ منظم مجموعه یک را G گراف رئوس از Q زیرمجموعه .١.۵.٢ تعریف
آن اختصار به که .|N(u) ∩ (V \Q)| = |N(v) ∩ (V \Q)| > ٠ باشیم، داشته u, v ∈ Q راس دو

می�دهیم. نمایش OR-مجموعه با �را

می�دهیم. نمایش ξor با �را آن و نامیده بیرونی منظم عدد را بیرونی منظم مجموعه یک اندازه بزرگ�ترین
می�دهیم. نشان مجموعه -ξor یک با اختصار به را ξor اندازه از بیرونی منظم مجموعه�

.ξor(K۵) = ۴ آن در که می�دهد نشان را K۵ کامل گراف (٧.٢) شکل

...........

ξor(K۵) = ۴ :٧.٢ شکل

.ξor(G) = ٠ آن�گاه ،G = Kn اگر .٢.۵.٢ نتیجه

اگر فقط و اگر است برقرار تساوی ،ξor ≥ ٠ آن�گاه باشد، n مرتبه از گرافی G هرگاه .٣.۵.٢ قضیه
.G = Kn

.fd(G) + ξor(G) = n داریم، n ≥ ٢ مرتبه از G گراف هر برای .۴.۵.٢ قضیه

حاصل نتیجه لذا .ξor(G) = ٠ ،٢.۵.٢ قرارداد طبق و fd(G) = n آن�گاه ،G = Kn اگر برهان.
قضیه طبق باشد. fd(G)−مجموعه یک D کنید فرض .G ̸= Kn می�کنیم فرض بنابراین می�شود.
یک Q این�صورت در ،Q = V − D کنید فرض .fd(G) < n داشت، خواهیم (ب) قسمت ۴.٢.٢

داشت خواهیم لذا بود. خواهد G در OR−مجموعه

ξor(G) ≥ |Q| = n− fd(G) ⇒ fd(G) + ξor(G) ≥ n. (٣.٢)

با طرفی از ξor(G) > ٠ ،٣.۵.٢ قضیه طبق باشد. ξor(G)-مجموعه یک Q کنید فرض بالعکس،
FD-مجموعه یک D این�صورت در ،D = V −Q کنید فرض .ξor(G) < n داریم تعریف، از استفاده

داشت خواهیم لذا بود. خواهد G گراف برای
fd(G) ≥ |D| = n− ξor(G) ⇒ fd(G) + ξor(G) ≤ n. (۴.٢)

.fd(G) + ξor(G) = n داشت، خواهیم (۴.٢) و (٣.٢) روابط به توجه با نتیجه در
١٢Out-regular set



٢٣ ماکسیمال بیرونی مسطح گراف�های .۵.٢

مثلثی می�دهیم، نمایش MOP با اختصار به که ماکسیمال١٣ بیرونی مسطح گراف یک .۵.۵.٢ تعریف
است. مثلث یک آن کران�دار وجه هر که است منتظم ضلعی چند گراف یک کردن

n ≥ ۴ که بود خواهند مستقل زمانی دو درجه� از رئوس و است ٢ MOPبرابر هر روی درجه حداقل
است. d(G) = ۴− ۶/n و ٢n− ٣ با برابر MOP یک یال�های تعداد باشد.

می�دهد. نشان را منتظم ضلعی شش یک برای بیرونی مسطح گراف یک شکل(٨.٢)

.............

ماکسیمال بیرونی مسطح گراف :٨.٢ شکل

دوبخشی گراف یک سه درجه از رئوس آن�گاه باشد، n ≥ ٣ روی MOP یک G اگر [١٢] .۶.۵.٢ لم
می�کنند. القا را

.fd(G) < ١٧n/١٩ آن�گاه باشد، n ≥ ٣ روی MOP یک G اگر .٧.۵.٢ قضیه

کنید فرض .n ≥ ۴ که می�کنیم فرض ما بنابراین .fd(G) = ١ < ١٧n/١٩ ،n = ٣ برای برهان.
.|Vi| = ni می�کنیم فرض و i = ٢,٣,۴,۵ که می�دهیم نمایش Vi با را G در i درجه� از رئوس مجموعه�
یال�ها و رئوس تعداد برای آن�گاه باشد، G در ۶ حداقل درجه� از رئوس تعداد t کنید فرض علاوه�براین
٢n٣+٢n٣+۴n۴+۵n۵+۶t ≤ ٢m = و n٢+n٣+n۴+n۵+ t = n داشت، خواهیم به�ترتیب
اگر می�شود. محاسبه اول فصل در ١۴.١.١ قضیه به توجه با یال�ها تعداد که ،٢)٢n− ٣) = ۴n− ۶

داشت خواهیم آن�گاه ،n۵ ≤ ۶n/١٩ و n۴ ≤ ۶n/١٩ ،n٣ ≤ ۴n/١٩ ،n٢ ≤ ٢n/١٩

۴n− ۶ ≥ ٢n٢ + ٣n٣ + ۴n۴ + ۵n۵ + ۶t

= ٢n٢ + ٣n٣ + ۴n۴ + ۵n۵ + ۶(n− (n٢ + n٣ + n۴ + n۵))

= ۶n− ۴n٢ − ٣n٣ − ٢n۴ − n۵

≥ ۶n− ٨
١٩n− ١٢

١٩n− ١٢
١٩n− ۶

١٩n

= ۴n.

در .n۵ > ۶n/١٩ و n۴ > ۶n/١٩ ،n٣ > ۴n/١٩ ،n٢ > ٢n/١٩ بنابراین است. تناقض این و
MOP تعریف طبق V٢ مجموعه� ،n ≥ ۴ وقتی�که بنابراین ،n٢ > ٢n/١٩ که فرض�کنید ابتدا این�صورت
داشت خواهیم لذا می�دهد، تشکیل را بیرونی منظم مجموعه� یک بنابراین و است مستقل مجموعه� یک

١٣Maximal Outerplanar



٢۴ گراف�ها در دلپذیر احاطه�گری .٢

.fd(G) = n − ξor(G) < ١٧n/١٩ داریم، ۴.۵.٢ قضیه طبق بنابراین .ξor(G) ≥ n٢ > ٢n/١٩
لم طبق باشد. V٣ از ماکسیمال مستقل زیرمجموعه� یک V ′

٣ کنید فرض .n٣ > ۴n/١٩ کنید فرض
بنابراین .|V ′

٣ | ≥ |V٢/|٣ > ٢n/١٩ بنابراین بود، خواهد دوبخشی گراف یک G[V٣] گراف ،۶.۵.٢
طبق بنابراین .ξor(G) ≥ |V ′

٣ | > ٢n/١٩ داشت خواهیم لذا بود، خواهد بیرونی منظم مجموعه� یک V ′

٣

فرض ،n۴ > ۶n/١٩ کنید فرض حال .n − ξor(G) = fd(G) < ١٧n/١٩ داریم، ۴.۵.٢ قضیه
داشت خواهیم باشد، ٣-رنگ�پذیر G زمانی�که باشد. V۴ از ماکسیمال مستقل مجموعه� یک V ′

۴ کنید
ξor(G) ≥ لذا بود، خواهد بیرونی منظم مجموعه� یک V ′

۴ مجموعه بنابراین .|V
′

۴ | ≥ |V۴|/٣ > ٢n/١٩
.n− ξor(G) = fd(G) < ١٧n/١٩ که گرفت نتیجه می�توان ۴.۵.٢ قضیه طبق لذا .|V ′

۴ | > ٢n/١٩
داریم مورد چهار هر در .fd(G) < ١٧n/١٩ آن�گاه ،n۵ > ۶n/١٩ اگر مشابه به�طور

.fd(G) < ١٧n/١٩

گادوم نردهوس کران�های ۶.٢

بررسی مورد ،G گراف در دلپذیر احاطه�گری عدد برای را گادوم١۴ نردهوس کران�های ما بخش این در
می�دهیم. قرار

داشت. خواهیم را زیر نتایج آن�گاه باشد، راس n روی گراف یک G هرگاه .١.۶.٢ قضیه

هستند. تیز کران دو هر و ٣ ≤ fd(G) + fd(G) ≤ ٢n− ۴ آن�گاه ،n ≥ ۵ اگر الف)

هستند. تیز کران دو هر و ٢ ≤ fd(G) · fd(G) ≤ (n− ٢(٢ آن�گاه ،n ≥ ۴ اگر ب)

و باشد همبند G می�کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون می�کنیم. ثابت را بالا کران دو ابتدا برهان.
نتیجه طبق آن�گاه ،m(G) ≥ ٢ ،G گراف در اگر .fd(G) ≤ n− ٢ داریم، ١.٣.٢ قضیه طبق هم�چنین
.fd(G) · fd(G) ≤ (n− ٢(٢ و fd(G) + fd(G) ≤ ٢n− ۴ بنابراین و fd(G) ≤ n− ٢ ،۴.٣.٢�
بنابراین .G = Kn−e و G = Kn−٢∪K٢ Knداریم، از eمشخص یال برای آن�گاه ،m(G) = ١ اگر
و fd(G) + fd(G) = n ≤ ٢n− ۴ ،n ≥ ۴ هنگامی�که نتیجه در ،fd(G) = n− ١ و fd(G) = ١
.G = Kn و G = Kn آن�گاه ،m(G) = ٠ اگر انتها، در .fd(G) · fd(G) = n− ١ ≤ (٢n− ۴)٢

داریم، n ≥ ۴ برای و fd(G) + fd(G) = ١ + n ≤ ٢n − ۴ داریم، n ≥ ۵ برای این�صورت در
fd(G)+fd(G) ≤ ٢n−۴ داریم، n ≥ ۵ برای حالت�ها، همه� در .fd(G)·fd(G) = n ≤ (n−٢)٢

.fd(G) · fd(G) ≤ (n− ٢(٢ داریم، n ≥ ۴ برای و
فرض باشند، زوج که n ≥ ۶ برای منظور بدین هستند. تیز بالا کران�های که می�دهیم نشان حال
Hn گراف�های به��طوری�که ،G = F(n−١)/٢ باشیم، داشته فرد n ≥ ٧ برای حالی�که در ،G = Hn/٢ کنید
١.٣.٢ قضیه در چنانچه بود، خواهد n مرتبه از G آن�گاه �شوند، تعریف ١.٣.٢ قضیه برهان همانند Fn و
(الف) قسمت ١٢.٢.٢ قضیه طبق است، همبند G گراف زمانی�که .fd(G) = n − ٢ دادیم، نشان
.fd(G) · fd(G) = (n− ٢(٢ و fd(G) + fd(G) = ٢n− ۴ بنابراین .fd(G) = n− ٢ داریم

١۴Nordhaus-Gaddum



٢۵ گادوم نردهوس کران�های .۶.٢

بنابراین .fd(G) = fd(G) = n − ٢ که بگیریم نظر در را G = Cn کافیست ،n = ۴,۵ برای
شد. اثبات قسمت دو بالای کران�های

این�صورت در ،fd(G) ≥ ٢ اگر .١ ≤ fd(G) کنید، فرض کلیت از کاستن بدون پایین کران برای
این�صورت در اما .fd(G) = ١ کنید فرض بنابراین .fd(G) · fd(G) ≥ ٢ و fd(G)+ fd(G) ≥ ٣
fd(G) ≥ ٢ بنابراین نیست. همبند G که می�گیریم نتیجه بنابراین است، n−١ درجه از G از راس یک
نشان آن�که برای حال .fd(G) · fd(G) ≥ ٢ و fd(G) + fd(G) ≥ ٣ داشت، خواهیم بنابراین و
و fd(G) = ٢ آن در که می�گیریم، نظر در را G = K١,n−١ گراف هستند، تیز پایین کران�های دهیم
.fd(G)·fd(G) = ٢ و fd(G)+fd(G) = ٣ داشت، خواهیم پایین کران برای بنابراین .fd(G) = ١

شد. ثابت حکم نتیجه در

در زیرا باشند، داشته وجود باید n ≥ ۴ و n ≥ ۵ شرط��های ١.۶.٢ قضیه در که می�کنیم یادآوری
خواهیم این�صورت در است. ۴ مرتبه� از G که ،G = K۴ کنید فرض حالت(الف) برای این�صورت غیر
قسمت(الف) در n ≥ ۵ شرط لذا .fd(G) + fd(G) = ١ + ۴ = ۵ > ٢n − ۴ = ۴ داشت،
این�صورت در بگیریم، نظر در را G = K٣ اگر نیز قسمت(ب) برای علاوه�براین شود. حذف نمی�تواند
لذا .fd(G) · fd(G) = ٣ > (n − ٢(٢ = ١ بنابراین .fd(G) = ٣ و fd(G) = ١ داشت خواهیم

شود. حذف نمی�تواند نیز شرط این



٢۶



٣ فصل

عدد و احاطه�گری عدد بین تساوی بررسی
درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری

ارائه را می�کند مشخص را fd(T ) = γ(T ) آن�ها در که درخت�هایی از ساختاری ابتدا فصل این در
می�پردازیم. آن�ها به مربوط نتایج و عملگرها تعریف به سپس و می�دهیم

از خانواده�ای T کنید فرض می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را درخت�ها از خانواده�ای منظور بدین
آید. به�دست T١, T٢, . . . , Tk = T (k ≥ ١) درخت�های از دنباله�ای از می�تواند که باشد T درخت�های
توسط Ti از بازگشتی به�صورت می�تواند Ti+١ هم�چنین بود. خواهد t ≥ ١ با K١,t ستاره�ای T١ اینجا در

آید. به�دست ١ ≤ i ≤ k − ١ برای زیر عملگر�های از یکی

نتایج و تعاریف ١.٣

گرفته�اند قرار ریشه از ٢ فاصله به برگ هر که است ریشه�داری درخت�های از کلاسی F٠ خانواده •
است. ٢ پشتیبان�ها همه� درجه و

به�طوریکه است، F١ = Fa ∪ Fb به�صورت ریشه�دار درخت�های از کلاسی F١ خانواده •

و گرفته�اند قرار ریشه از ٢ فاصله به برگ هر که است ریشه�داری درخت�های از کلاسی Fa -
است. ٢ حداقل پشتیبان هر درجه

باشد. آمده به�دست Fa ریشه به برگ�هایی کردن اضافه از Fb درخت هر -

به�طوریکه است، F٢ = Fc ∪ Fd به�صورت ریشه�دار درخت�های از کلاسی F٢ خانواده •

و گرفته�اند قرار ریشه از ٢ فاصله به برگ هر که است ریشه�داری درخت�های از کلاسی Fc -
است. ٢ برابر پشتیبان هر درجه

٢٧



٢٨ درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین تساوی بررسی .٣

باشد. آمده به�دست Fc ریشه به برگ یک کردن اضافه از Fd درخت هر -

.γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) که باشد راسی w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O١ عملگر
شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم وصل w به را K١,١ ستاره از راس یک این�صورت در

می�کنید. مشاهده (١.٣)

.....
Ti

.w

Ti+١ درخت :١.٣ شکل

نباشد γ(Ti)-مجموعه هیچ به متعلق w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O٢ عملگر
تا می�کنیم وصل w به را K١,r(r ≥ ٢) ستاره از برگ یک این�صورت در .γ(Ti)− ١ ≤ γ(Ti −w) و

می�کنید. مشاهده (٢.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت

...........
Ti

.w

Ti+١ درخت :٢.٣ شکل

یا که باشد پشتیبان راسی w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O٣ عملگر
ستاره مرکز این�صورت در باشد. γ(Ti)-مجموعه هر در w و dTi

(w) = ٢ یا و dTi
(w) ≥ ٣

می�کنید. مشاهده (٣.۴) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم وصل w به را K١,r(r ≥ ٢)

.......
Ti

.w .w ...

Ti+١ درخت :٣.٣ شکل

باشد γ(Ti)-مجموعه یک حداقل در w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O۴ عملگر
به را K١,r(r ≥ ٢) ستاره از برگ یک این�صورت در .γ(Ti) − ١ ≤ γ(Ti − w) که باشد راسی و
(۴.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم زیرتقسیم را جدید یال سپس می�کنیم، وصل w

می�کنید. مشاهده



٢٩ نتایج و تعاریف .١.٣

.............
Ti

.w

Ti+١ درخت :۴.٣ شکل

و باشد یکγ(Ti)-مجموعه به متعلق w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O۵ عملگر
درخت تا می�کنیم وصل w به را F٠ از درختی مرکز این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti −w) که باشد راسی

می�کنید. مشاهده (۵.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١

...............
Ti

.w

Ti+١ درخت :۵.٣ شکل

نباشد γ(Ti)-مجموعه هیچ به متعلق w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O۶ عملگر
سپس می�کنیم، وصل w به را F٠ از درختی مرکز این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti −w) که باشد راسی و

می�کنید. مشاهده (۶.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم زیرتقسیم را جدید یال

.................
Ti

.w

Ti+١ درخت :۶.٣ شکل

یکγ(Ti)-مجموعه حداقل به متعلق w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O٧ عملگر
می�کنیم وصل w به را F٢ از درختی مرکز این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) که باشد راسی و باشد

می�کنید. مشاهده (٧.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا

.................
Ti

.w

Ti+١ درخت :٧.٣ شکل

نباشد γ(Ti)-مجموعه هیچ به متعلق w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O٨ عملگر
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سپس می�کنیم، وصل w به را F٢ از درختی مرکز این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti −w) که باشد راسی و
می�کنید. مشاهده (٨.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم زیرتقسیم را جدید یال

...................
Ti

.w

Ti+١ درخت :٨.٣ شکل

باشد γ(Ti)-مجموعه یک حداقل در w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O٩ عملگر
تا می�کنیم وصل w به را F١ از درختی مرکز این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) که باشد راسی و

می�کنید. مشاهده (٩.٣) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت

.......................
Ti

.w

Ti+١ درخت :٩.٣ شکل

فصل در ۶.۴.٢ قضیه به توجه با زیرا هستیم، fd١(T ) = γ(T ) تساوی اثبات به�دنبال فصل این در
است. ١FD-مجموعه یک FD-مجموعه هر مینیمم درخت، یک در دوم

آن�گاه باشد، آمده به�دست O١ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .١.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

فرض بنامیم. y را دیگر راس و x را می�شود متصل w به که K١,r ستاره از راسی کنید فرض برهان.
داشت: خواهیم را زیر مورد دو این�صورت در باشد، fd(Ti)-مجموعه یک S کنید

لذا بود، خواهد Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ {x} این�صورت در ،w ∈ S اگر (١

.fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١

لذا بود، خواهد Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ {y} این�صورت در ،w /∈ S اگر (٢

.fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد، (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال



٣١ نتایج و تعاریف .١.٣

Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در و x ∈ D آن�گاه ،w ∈ D اگر .y ∈ D مورد١.
است. تناقض یک این و fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ٢ ≤ fd(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد

FD-مجموعه یک نیز D ∩ V (Ti) آن�گاه ،x ∈ D اگر این�صورت در .w /∈ D کنید فرض لذا
O١ عملگر طبق طرفی از .fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − ٢ لذا بود، خواهد Ti − w برای
خواهیم لذا .fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم، fd(T ) ≥ γ(T ) و
این�صورت در ،x /∈ D بنابراین است. تناقض یک این و .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − ٢ داشت،

.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti)

Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه ،w ∈ D اگر .x ∈ D این�صورت در .y /∈ D مورد٢.
D∩V (Ti)این�صورت در .w /∈ D کنید فرض حال .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)−١ لذا بود، خواهد
طرفی از اما .fd(Ti −w) ≤ fd(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد Ti −w برای FD-مجموعه یک
.fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti −w) ≤ fd(Ti −w) داریم، fd(T ) ≥ γ(T ) و O١ عملگر طبق

.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ داشت، خواهیم لذا

فرض .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ می�کنیم ثابت حال .fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١ کردیم ثابت ما بنابراین
خواهد Ti+١ برای احاطه�گر مجموعه یک S ′ ∪ {x} این�صورت در باشد، γ(Ti)-مجموعه یک S ′ کنید
باشد. (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال .γ(Ti+١) ≤ γ(Ti) + ١ داشت، خواهیم لذا بود.
احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) آن�گاه ، w /∈ D

′ اگر این�صورت در .{x, y} ∩D
′ ̸= ϕ بوضوح

داریم، O١ عملگر طبق طرفی از اما .γ(Ti − w) ≤ γ(Ti+١) − ١ لذا بود، خواهد Ti − w برای
.γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ نتیجه در .γ(Ti) ≤ γ(Ti − w)

خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D
′ کنیم فرض اگر حال

بنابراین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ داشت خواهیم این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١) − ١ لذا بود،
شد. ثابت حکم لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ = fd(Ti) + ١ = fd(Ti+١) کنیم ثابت توانستیم

آن�گاه باشد، آمده به�دست O٢ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .٢.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

S کنید فرض می�شود. متصل w به که باشد آن از برگی y و k١,r ستاره ریشه x کنید فرض برهان.
Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪{x} این�صورت در نیست، w شامل که باشد fd(Ti)-مجموعه یک

.fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١ لذا بود، خواهد
داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال

مجاور برگ x١ اگر حال .dTi+١(x) = dTi+١(y) = ٢ الزاما این�صورت در .x /∈ D کنید فرض مورد١.
متعلق نمی�تواند y بنابراین است، (١+Ti)fd-مجموعه یک D چون و x١ ∈ D آن�گاه باشد، x به
بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در .w ∈ D لذا باشد، D به
که بود خواهد fd(Ti)-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ لذا

نمی�دهد. رخ حالت این لذا است، O٢ عملگر با متناقض این و است w شامل
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k١,r ستاره از برگی x١ اگر صورت این غیر در زیرا ،w /∈ D آن�گاه ،y /∈ D کنید فرض .x ∈ D مورد٢.
Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) بنابراین .|N(x١) ∩D| ̸= |N(y) ∩D| آن�گاه باشد،

. fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد

Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D اگر .y ∈ D کنید فرض حال
بنابراین است. تناقض این و fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − ٢ ≤ fd(Ti+١) − ١ لذا بود، خواهد

لذا بود، خواهد Ti − w برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w /∈ D

داریم، γ(T ) ≤ fd(T ) و O٢ عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − ٢
بنابراین .fd(Ti)− ١ = γ(Ti)− ١ ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w)

.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١

.fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١ کردیم ثابت نتیجه در
لذا باشد، γ(Ti)-مجموعه یک S ′ کنید فرض لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ که می�دهیم نشان حال

.γ(Ti+١) ≤ γ(Ti) + ١ لذا است، Ti+١ برای احاطه�گر مجموعه یک S ′ ∪ {x} داشت خواهیم
،x ∈ D

′ اگر بنابراین ،N [x]∩D
′ ̸= ∅ بوضوح باشد. یک(١+Ti)γ-مجموعه D′ کنید فرض حال

.γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) این�صورت در
.x١ ∈ D′ و dTi+١(x) = ٢ نتیجه در ،N(x) − {y} ⊆ D

′ این�صورت در .x /∈ D
′ اگر حال

بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩V (Ti) نتیجه در .w ∈ D
′ آن�گاه ،y /∈ D

′ اگر بنابراین
w شامل که بود خواهد γ(Ti)-مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) این�صورت در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ لذا
w ∈ D

′ اگر ،y ∈ D
′ بنابراین نمی�دهد. رخ حالت این لذا است، O٢ عملگر با متناقض این و است

احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) آن�گاه ،w /∈ D
′ لذا می�رسیم. بالا تناقض به مجددا این�صورت در

داریم، O٢ عملگر طبق طرفی از اما .γ(Ti − w) ≤ γ(Ti+١) − ٢ لذا بود، خواهد Ti − w برای
.γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ لذا .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ بنابراین .γ(Ti)− ١ ≤ γ(Ti − w)

ثابت حکم لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ = fd(Ti) + ١ = fd(Ti+١) کردیم ثابت نتیجه در
شد.

آن�گاه باشد، آمده به�دست O٣ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .٣.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

w شامل که باشد fd(Ti)-مجموعه یک S کنید فرض باشد. K١,r ستاره مرکز x کنید فرض برهان.
داشت: خواهیم بنابراین بود، خواهد Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ {x} این�صورت در است،

fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١. (١.٣)

الزاما آن�گاه ،x /∈ D اگر این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال
بوضوح .x ∈ D بنابراین .r ≥ ٢ ،O٣ عملگر طبق زیرا است، تناقض این و dTi+١(x) = ٢
خواهیم این�صورت در بود، خواهد Ti برای یکFD-مجموعه D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D

که گرفت نتیجه می�توان (١.٣) رابطه به توجه با لذا ،fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ داشت،
رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+١ که می�کنیم ثابت حال .fd(Ti+١) = fd(Ti)+١
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حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)+١ = γ(Ti)+١ داشت، خواهیم γ(T ) ≤ fd(T ) و (١.٣)
مجموعه یک D′ ∩V (Ti)این�صورت در است، w شامل که باشد یک(١+Ti)γ-مجموعه D′ کنید فرض
در .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ لذا .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ بنابراین بود، خواهد Ti برای برای احاطه�گر

شد. ثابت حکم لذا .fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١ = γ(Ti+١) که کردیم ثابت نتیجه

آن�گاه باشد، آمده به�دست O۴ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .۴.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

زیرتقسیم از که راسی و می�شود وصل w به که باشد آن از برگی y و k١,r ستاره ریشه x کنید فرض برهان.
w شامل که باشد fd(Ti)-مجموعه یک S کنید فرض حال بنامیم. z را می�آید به�دست wy یال کردن

لذا بود، خواهد Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ {x} این�صورت در است،
fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١. (٢.٣)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال

به مجاور برگ x١ اگر حال ،dTi+١(x) = dTi+١(y) = ٢ الزاما این�صورت در ،x /∈ D کنید فرض مورد١.
این�صورت در ، w ∈ D اگر .z ∈ D و y /∈ D بوضوح .x١ ∈ D آن�گاه باشد، k١,r ستاره در x
fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − ٢ ≤ بنابراین بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti)

است. تناقض یک این و fd(Ti+١)− ١

خواهد Ti−w برای FD-مجموعه یک D∩V (Ti)این�صورت در ،w /∈ D کنید فرض بنابراین
γ(T ) ≤ fd(T ) و O۴ عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti−w) ≤ fd(Ti+١)−٢ بنابراین بود،
داشت خواهیم لذا .fd(Ti) − ١ = γ(Ti) − ١ ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم،

.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١

γ(T ) ≤ fd(T ) و (٢.٣) رابطه طبق منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+١ که می�کنیم ثابت حال
D′ کنید فرض حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١ داشت، خواهیم
مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) این�صورت در است، z و x١ شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک
O٣ عملگر طبق طرفی از .γ(Ti −w) ≤ γ(Ti+١)− ٢ لذا بود. خواهد Ti −w برای احاطه�گر
ثابت نتیجه در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ داشت، خواهیم لذا .γ(Ti)− ١ ≤ γ(Ti − w) داریم،
.γ(Ti+١) = γ(Ti)+١ = fd(Ti)+١ = fd(Ti+١) بنابراین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+١ کردیم

-FD یک D ∩ V (Ti) نتیجه در .w ∈ D بوضوح ،y /∈ D اگر .x ∈ D کنید فرض مورد٢.
که می�کنیم ثابت حال .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − ١ بنابراین بود، خواهد Ti برای مجموعه
داشت، خواهیم γ(T ) ≤ fd(T ) و (٢.٣) رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+١
-γ(Ti+١) یک D′′ کنید فرض حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١
Ti برای احاطه�گر مجموعه یک D′′∩V (Ti)این�صورت در است، w و x شامل که باشد مجموعه
بنابراین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ کردیم ثابت نتیجه در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد

.γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ = fd(Ti) + ١ = fd(Ti+١)
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FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) لذا .w /∈ D این�صورت در ،z /∈ D کنید فرض .y ∈ D اگر
در است. w شامل که باشد fd(Ti)−مجموعه یک D١ کنید فرض حال بود. خواهد Ti برای
اندازه با Ti+١ برای FD−مجموعه یک D١ ∪ {x} اما .|D١| ≤ fd(Ti+١ − ٢ این�صورت
،w ∈ D اگر این�صورت در .z ∈ D بنابراین است. تناقض این و است fd(Ti+١)− ١ حداکثر
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ٣ بنابراین بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه
|D٢| ≤ این�صورت در است، w شامل که باشد fd(Ti)-مجموعه یک D٢ کنید فرض حال
fd(Ti+١)− ١ حداکثر اندازه با Ti+١ برای FD-مجموعه یک D٢ ∪ {x} اما ،fd(Ti+١)− ٣
برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه .w /∈ D بنابراین است. تناقض یک این و است
و O۴ عملگر طبق طرفی از اما fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − ٣ لذا بود، خواهد Ti − w

بنابراین .fd(Ti)− ١ = γ(Ti)− ١ ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم، γ(T ) ≤ fd(T )

است، w شامل که باشد یکfd(Ti)-مجموعه D٣ کنید فرض حال .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)−٢
اندازه با Ti+١ برای FD-مجموعه یک D٣ ∪ {x} اما |D٣| ≤ fd(Ti+١) − ٢ این�صورت در

نمی�دهد. رخ حالت این لذا است، fd(Ti+١)− ١ حداکثر

ثابت حکم لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ = fd(Ti) + ١ = fd(Ti+١) که کردیم ثابت نتیجه در
شد.

آن�گاه باشد، آمده به�دست O۵ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .۵.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

و A را x فرزندان مجموعه و گرفتیم نظر در F٠ خانواده از که باشد درختی مرکز x کنید فرض برهان.
این�صورت در است. w شامل که باشد یکfd(Ti)-مجموعه S کنید فرض بنامیم. B را برگ�ها مجموعه

بنابراین است، Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪B

fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |B|. (٣.٣)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال

توسط که راسی تک بجز نیز B و w /∈ D این�صورت در ،A ∩D ̸= ∅ اگر .x /∈ D کنید فرض مورد١.
Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) لذا بود. خواهد D در می�شود، احاطه A از راس یک
fd−مجموعه یک D∩V (Ti) لذا .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)−١− |B|+١ بنابراین بود. خواهد

است. O۵ عملگر با متناقض این و نیست w شامل که بود خواهد Ti برای

FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) لذا .w ∈ D و B ⊆ D این�صورت در ،A ∩D = ∅ اگر حال
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |B| بنابراین بود. خواهد Ti برای

γ(T ) ≤ و (٣.٣) رابطه طبق منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |B| که می�کنیم ثابت حال
فرض حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)+ |B| = γ(Ti)+ |B| داشت، خواهیم fd(T )

D′′ ∩ V (Ti) این�صورت در است، B و w شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′′ کنید
کردیم ثابت نتیجه در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− |B| لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک
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.γ(Ti+١) = γ(Ti)+ |B| = fd(Ti)+ |B| = fd(Ti+١) بنابراین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+ |B|

D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D اگر .A ⊆ D الزاما این�صورت در .x ∈ D کنید فرض مورد٢.
یک این و fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − |A| − ١ بنابراین بود. خواهد Ti برای FD-مجموعه یک

است. تناقض

بنابراین بود. خواهد Ti − w برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه ،w /∈ D اگر حال
داریم، γ(T ) ≤ fd(T ) و O۵ عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti−w) ≤ fd(Ti+١)−|A|−١
fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ١ بنابراین .fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti −w) ≤ fd(Ti −w)

است. تناقض یک این و

ثابت حکم لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti)+ |B| = fd(Ti)+ |B| = fd(Ti+١) که کردیم ثابت نتیجه در
شد.

آن�گاه باشد، آمده به�دست O۶ عملگر عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .۶.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

و A را x فرزندان مجموعه و گرفتیم نظر در F٠ خانواده از که باشد درختی مرکز x کنید فرض برهان.
کنید فرض بنامیم. y را می�آید به�دست wx یال کردن زیرتقسیم از که راسی و بنامیم B را برگ�ها مجموعه
FD-مجموعه یک S ∪ A ∪ {x} این�صورت در نیست. w شامل که باشد fd(Ti)-مجموعه یک S

بنابراین است، Ti+١ برای
fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |A|+ ١. (۴.٣)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. fd(Ti+١) یک D کنید فرض حال

FD-مجموعه یک D∩V (Ti) آن�گاه ،y /∈ D اگر .A ⊆ D این�صورت در .x ∈ D کنید فرض مورد١.
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ١ بنابراین بود. خواهد Ti برای

و (۴.٣) رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A| + ١ که می�کنیم ثابت حال
حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)+|A|+١ = γ(Ti)+|A|+١ داریم، γ(T ) ≤ fd(T )

D′ ∩ V (Ti) این�صورت در است، A و x شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض
کردیم ثابت نتیجه در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)−|A|−١ لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر یکمجموعه
γ(Ti+١) = γ(Ti)+ |A|+١ = fd(Ti)+ |A|+١ = بنابراین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+ |A|+١

.fd(Ti+١)

بنابراین بود. خواهد Ti − w برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه ،y ∈ D اگر حال
γ(T ) ≤ fd(T ) و O۶ عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − |A| − ٢

بنابراین .fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم،
است. تناقض این و fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ٢ ≤ fd(Ti+١)− |A| − ١
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راسی تک نیز B و w ∈ D و y /∈ D این�صورت در ،A ∩ D ̸= ∅ اگر .x /∈ D کنید فرض مورد٢.
FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) لذا بود، خواهد D در می�شود، احاطه A از راس یک توسط که

است. تناقض این و fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)− |A| بنابراین بود. خواهد Ti برای

این�صورت در ،w ∈ D اگر .y ∈ D و B ⊆ D این�صورت در .A ∩ D = ∅ بنابراین
.fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)−|A|−١ بنابراین بود. خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D∩V (Ti)

متناقض این و است w شامل که بود خواهد fd(Ti)-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در
است. O۶ عملگر با

بنابراین بود. خواهد Ti − w برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه ،w /∈ D بنابراین
γ(T ) ≤ fd(T ) و O۶ عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − |B| − ١

بنابراین .fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم،
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |B| − ١ = fd(Ti+١)− |A| − ١

و (۴.٣) رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A| + ١ که می�کنیم ثابت حال
حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |B|+ ١ = γ(Ti) + |A|+ ١ ،γ(T ) ≤ fd(T )

D′′∩V (Ti)این�صورت در است، B و y شامل که باشد یک(١+Ti)γ-مجموعه D′′ کنید فرض
γ(Ti) ≤ γ(Ti+١) − |B| − ١ = γ(Ti+١) − لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک

کردیم ثابت نتیجه در .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ بنابراین .|A| − ١
شد. ثابت حکم لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti+١)

آن�گاه باشد، آمده به�دست O٧ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .٧.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

و A را x فرزندان مجموعه و گرفتیم نظر در F٢ خانواده از که باشد درختی مرکز x کنید فرض برهان.
حال بنامیم. x١ را می�باشد متصل x به که تک�برگی و B را هستند متصل A به که برگ�هایی مجموعه
Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪A∪{x} این�صورت در باشد. fd(Ti)-مجموعه یک S کنید فرض

بنابراین است،
fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |A|+ ١. (۵.٣)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال

یک D ∩ V (Ti) این�صورت در .w /∈ D و B ⊆ D و x١ ∈ D آن�گاه .x /∈ D کنید فرض مورد١.
توجه با حال .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − |B| − ١ بنابراین بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه

D ∩ V (Ti) این�صورت در .fd(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti+١) داشت، خواهیم (۵.٣) رابطه به
است.، O٧ عملگر با متناقض این و نیست w شامل که بود خواهد Ti برای fd-مجموعه یک

نمی�دهد. رخ حالت این لذا
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-FD یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w /∈ D اگر .A ⊆ D بوضوح .x ∈ D کنید فرض مورد٢.
طرفی از اما .fd(Ti−w) ≤ fd(Ti+١)−|A|−١ بنابراین بود. خواهد Ti−w برای مجموعه
.fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti −w) ≤ fd(Ti −w) داریم، γ(T ) ≤ fd(T ) و O٧ عملگر طبق
fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − بنابراین و fd(Ti) ≤ fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − |A| − ١ حال
در .fd(Ti) + |A| + ١ = fd(Ti+١) داشت، خواهیم (۵.٣) رابطه به توجه با حال .|A| − ١
متناقض این و نیست w شامل که بود خواهد Ti برای fd-مجموعه یک D∩ V (Ti) این�صورت

نمی�دهد. رخ حالت این لذا است.، O٧ عملگر با

بنابراین بود. خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D اگر حال
بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ که می�کنیم ثابت حال .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ١
γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ داشت، خواهیم γ(T ) ≤ fd(T ) و (۵.٣) رابطه به توجه با منظور
باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال .fd(Ti) + |A| + ١ = γ(Ti) + |A| + ١
خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) صورت این در است، A و w و x شامل که

.γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ بنابراین .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− |A| − ١ لذا بود،

لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti+١) که کردیم ثابت نتیجه در
شد. ثابت حکم

آن�گاه باشد، آمده به�دست O٨ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .٨.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

و A را x فرزندان مجموعه و گرفتیم نظر در F٢ خانواده از که باشد درختی مرکز x کنید فرض برهان.
از که راسی و x١ را می�باشد متصل x به که تک�برگی و B را هستند متصل A به که برگ�هایی مجموعه
که باشد fd(Ti)-مجموعه یک S کنید فرض حال بنامیم. y را می�آید به�دست wx یال کردن زیرتقسیم

بنابراین است، Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ A ∪ {x} این�صورت در نیست. w شامل
fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |A|+ ١. (۶.٣)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال

-FDیکD∩V (Ti)این�صورت در .w ∈ D و B ⊆ D و x١ ∈ D آن�گاه .x /∈ D فرضکنید مورد١.
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)−|B|−١ = fd(Ti+١)−|A|−١ بنابراین بود. خواهد Ti برای مجموعه
تناقض یک این و است w شامل که بود خواهد یکfd(Ti)-مجموعه D∩V (Ti)این�صورت در

است.

D∩VیکFD-مجموعه (Ti)این�صورت در ،y /∈ D اگر .A ⊆ D بوضوح .x ∈ D فرضکنید مورد٢.
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ١ بنابراین بود. خواهد Ti برای

و (۶.٣) رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A| + ١ که می�کنیم ثابت حال
حال .γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)+|A|+١ = γ(Ti)+|A|+١ داریم، γ(T ) ≤ fd(T )

D′ ∩ V (Ti) این�صورت در است، A و x شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض



٣٨ درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین تساوی بررسی .٣

نتیجه در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١) − |A| − ١ لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک
.γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١

.γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti+١) بنابراین

برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w /∈ D کنید فرض .y ∈ D اگر حال
عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti −w) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ٢ بنابراین بود. خواهد Ti −w

نتیجه در .fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم، γ(T ) ≤ fd(T ) و O٨

است. تناقض یک این و fd(Ti) ≤ fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ٢

بنابراین بود. خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D بنابراین
است. O٨ عملگر با تناقض در این و fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− |A| − ٢

لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti+١) که کردیم ثابت نتیجه در
شد. ثابت حکم

آن�گاه باشد، آمده به�دست O٩ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) = γ(Ti) اگر .٩.١.٣ لم
fd(Ti+١) = γ(Ti+١).

و A را x فرزندان مجموعه و گرفتیم نظر در F١ خانواده از که باشد درختی مرکز x کنید فرض برهان.
پشتیبان x اگر زیرا است، پشتیبان x کنید فرض بنامیم. B را هستند متصل A به که برگ�هایی مجموعه
یک S کنید فرض بنابراین دادیم. قرار بررسی مورد ۵.١.٣ لم در را حالت این ،|A| = |B| و نباشد
بنابراین است، Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ A ∪ {x} این�صورت در باشد. fd(Ti)-مجموعه

fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |A|+ ١. (٧.٣)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال

که گرفت نتیجه می�توان لذا ،w ∈ D اگر .A ⊆ D این�صورت در .x ∈ D کنید فرض مورد١.
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)−|A|−١ بنابراین بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D∩V (Ti)

و (٧.٣) رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A| + ١ که می�کنیم ثابت حال
.γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + |A|+ ١ = γ(Ti) + |A|+ ١ داریم، γ(T ) ≤ fd(T )

این�صورت در است، A و w ،x شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال
در .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− |A| − ١ لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti)

بنابراین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ کردیم ثابت نتیجه
.γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti) + |A|+ ١ = fd(Ti+١)

بنابراین بود، خواهد Ti − w برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) آن�گاه ،w /∈ D اگر حال
γ(T ) ≤ fd(T ) و O٩ عملگر طبق طرفی از اما .fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١) − |A| − ١

بنابراین .fd(Ti) = γ(Ti) ≤ γ(Ti − w) ≤ fd(Ti − w) داریم،
.fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)−|A|−١ نتیجه در ،fd(Ti) ≤ fd(Ti−w) ≤ fd(Ti+١)−|A|−١
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عملگر با تناقض در این و نیست w شامل که بود خواهد یکfd(Ti)−مجموعه D∩V (Ti) لذا
است. O٩

در است. D به متعلق بوضوح که داریم x به مجاور برگ یک دقیقا آن�گاه ،x /∈ D اگر حال مورد٢.
گرفت. قرار بررسی مورد لم٧.١.٣ در را حالت این که ،|A| = |B| الزاما این�صورت

لذا .γ(Ti+١) = γ(Ti) + |A| + ١ = fd(Ti) + |A| + ١ = fd(Ti+١) کردیم ثابت نتیجه در
شد. ثابت حکم

بالا لم��های و T درخت ساخت برای رفته کار به� عملگرهای تعداد روی بر ساده استقرا یک با حال
می�شود. حاصل زیر نتیجه

.fd(T ) = γ(T ) آن�گاه ،T ∈ T اگر باشد. درخت یک T کنید فرض .١٠.١.٣ قضیه



۴٠



۴ فصل

عدد و احاطه�گری عدد بین قدرتمند تساوی
درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری

رابطه آن�ها در که درخت�هایی از ساختاری و کرده بیان را قدرتمند تساوی تعریف ابتدا فصل این در
آن�ها به مربوط نتایج و عملگرها تعریف به سپس می�دهیم. ارائه را است برقرار fd(T ) ≡ γ(T )

می�پردازیم.

قضایا و تعاریف ١.۴

گراف مثال برای نیست. fd(G)-مجموعه یک لزوما γ(G)-مجموعه هر آن�گاه ،fd(G) = γ(G) اگر
که است γ-مجموعه یک P۴ می�کنید، مشاهده شکل(۴.١) در که همانطور بگیرید. نظر در را P۴

.........

fd(P۴) ̸≡ γ(P۴) :١.۴ شکل

با که احاطه�گری عدد و دلپذیر احاطه�گری عدد بین قدرتمند١ تساوی بنابراین نیست. fd-مجموعه
یک γ-مجموعه هر و fd(G) = γ(G) که است برقرار زمانی� می�شود، داده نمایش fd(G) ≡ γ(G)

باشد. fd-مجموعه

بدین می�دهیم. ارائه می�کنند، مشخص را fd(T ) ≡ γ(T ) آن�ها در که درخت�هایی از ساختاری حال
درخت�های از خانواده�ای T کنید فرض می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را درخت�ها از خانواده�ای منظور
T١ اینجا در آید. به�دست T١, T٢, . . . , Tk = T (k ≥ ١) درخت�های از دنباله�ای از می�تواند که باشد T
درجه� از دیگر مرکز و ٣ درجه از آن مرکز یک که ٢-ستاره یک یا و بود خواهد t ≥ ٢ با K١,t ستاره�ای یا

١ Strongly equal
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عملگر�های از یکی توسط Ti از بازگشتی به�صورت می�تواند Ti+١ هم�چنین بود. خواهد است، ٣ حداقل
آید. به�دست ١ ≤ i ≤ k − ١ برای زیر

γ(Ti)-مجموعه هیچ به متعلق w که w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O١ عملگر •
w به را K١,r(r ≥ ٢) ستاره از برگ یک این�صورت در .γ(Ti) − ١ ≤ γ(Ti − w) و نباشد

می�کنید. مشاهده (٢.۴) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم وصل

...........
Ti

.w

Ti+١ درخت :٢.۴ شکل

یا که باشد پشتیبان راسی w ∈ V (Ti) و باشد درختی Ti کنید فرض .O٢ عملگر •

ستاره مرکز این�صورت در باشد. γ(Ti)-مجموعه هر در w و dTi
(w) = ٢ یا و dTi

(w) ≥ ٣
مشاهده (٣.۴) شکل در که آید، به�دست Ti+١ درخت تا می�کنیم وصل w به را K١,r(r ≥ ٢)

می�کنید.

.......
Ti

.w .w ...

Ti+١ درخت :٣.۴ شکل

فصل در ۶.۴.٢ قضیه به توجه با زیرا هستیم، fd١(T ) ≡ γ(T ) تساوی اثبات به�دنبال فصل این در
است. ١FD-مجموعه یک FD-مجموعه هر مینیمم درخت، یک در دوم

آن�گاه باشد، آمده به�دست O١ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) ≡ γ(Ti) اگر .١.١.۴ لم
fd(Ti+١) ≡ γ(Ti+١).

ستاره مرکز x و می�شود وصل w به O١ عملگر طبق که باشد، K١,r ستاره از برگی y کنید فرض برهان.
در نیست. w شامل ،O١ عملگر فرض طبق که باشد fd(Ti)-مجموعه یک S کنید فرض باشد. K١,r

داشت خواهیم بنابراین بود، خواهد Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ {x} این�صورت
fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١. (١.۴)

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد، (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال



۴٣ قضایا و تعاریف .١.۴

درخت در x به مجاور برگ x١ کنید فرض .dTi+١(x) = dTi+١(y) = ٢ بوضوح .x /∈ D (١
بنابراین است، FD-مجموعه یک D چون و x١ ∈ D که است بدیهی آن�گاه باشد، Ti+١

در بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) بنابراین .w ∈ D آن�گاه ،y /∈ D

که گرفت نتیجه می�توان (١.۴) رابطه به توجه با طرفی از .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − ١ نتیجه
است. O١ عملگر با متناقض این و است w شامل که است fd(Ti)-مجموعه یک D ∩ V (Ti)

نمی�دهد. رخ حالت این لذا

خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در .y /∈ D کنید فرض .x ∈ D (٢
که گرفت نتیجه می�توان (١.۴) رابطه به توجه با لذا .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ لذا بود،

به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+١ که می�کنیم ثابت حال .fd(Ti+١) = fd(Ti)+١
.γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti)+١ = γ(Ti)+١ داریم، γ(T ) ≤ fd(T ) و (١.۴) رابطه
D

′ ∩ V (Ti) این�صورت در است، x شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال
.γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک

کنید فرض حال .fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١ = γ(Ti+١) کردیم ثابت نتیجه در
بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D اگر .y ∈ D

کنید فرض پس است، تناقض یک این و fd(Ti) ≤ fd(Ti+١) − ٢ ≤ fd(Ti+١) − ١ لذا
fd(Ti−w) ≤ لذا بود، خواهد Ti برای FD-مجموعه یک D∩V (Ti)این�صورت در ،w /∈ D

بنابراین .fd(Ti − w) ≥ γ(Ti − w) ≥ γ(Ti) − ١ = fd(Ti) − ١ اما .fd(Ti+١) − ٢
داشت خواهیم نتیجه در ،fd(Ti)− ١ ≤ fd(Ti − w) ≤ fd(Ti+١)− ٢

که گرفت نتیجه می�توان (١.۴) رابطه به توجه با لذا .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١
طبق منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ که می�کنیم ثابت حال .fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١
γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١ = داشت، خواهیم γ(T ) ≤ fd(T ) و (١.۴) رابطه
در است، y و x شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال .γ(Ti) + ١
داشت خواهیم بنابراین بود، خواهد Ti −w برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∩ V (Ti) این�صورت
γ(Ti)−١ ≤ γ(Ti−w) ≤ بنابراین .γ(Ti−w) ≥ γ(Ti)−١ اما .γ(Ti−w) ≤ γ(Ti+١)−٢
.γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ که کردیم ثابت لذا .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ نتیجه در .γ(Ti+١)− ٢

.fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١ = γ(Ti+١) یعنی

حال .fd(Ti+١) ̸≡ γ(Ti+١) کنید فرض منظور بدین .fd(Ti+١) ≡ γ(Ti+١) می�کنیم ثابت حال
فرض .x ∈ S١ کنید فرض نیست. (١+Ti)fd-مجموعه که باشد یک(١+Ti)γ-مجموعه S١ کنید فرض
نیست fd(Ti)-مجموعه که است مجموعه -γ(Ti)یک S١∩V (Ti) آن�گاه ،w ∈ S١ اگر .y /∈ S١ کنید
-fd(Ti) که است مجموعه -γ(Ti)یک S١∩V (Ti) آن�گاه ،w /∈ S١ بنابراین است. تناقض یک این و
که درمی�یابیم و y ∈ S١ بنابراین .fd(Ti) ≡ γ(Ti) چون است، تناقض یک این و نیست مجموعه
-fd(Ti) که است γ(Ti)-مجموعه یک (S١ ∩ V (Ti))∪{w} و N(x)∩S١ = {y} آن�گاه ،w /∈ S١

.dTi+١(x) = ٢ الزاما این�صورت در ،x /∈ S١ کنید فرض حال است. تناقض یک این و نیست مجموعه
آن�گاه ،y /∈ S١ اگر .x١ ∈ S١ بوضوح است، x به مجاور که باشد Ti+١ از برگی x١ کنید فرض
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بنابراین است. تناقض یک این و نیست fd(Ti)-مجموعه که است مجموعه -γ(Ti) یک S١ ∩ V (Ti)

داشت خواهیم لذا بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه یک S١∩V (Ti) آن�گاه ،w ∈ S١ اگر .y ∈ S١

آن�گاه ،N(w) ∩ S١ ̸= {y} اگر .w /∈ S١ بنابراین است. تناقض یک این و γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ٢
است. تناقض یک این و بود خواهد γ(Ti) حداقل اندازه� با Ti برای احاطه�گر مجموعه یک S١ ∩V (Ti)

w شامل که است γ(Ti)-مجموعه یک (S١ ∩ V (Ti)) ∪ {w} آن�گاه ،N(w) ∩ S١ = {y} بنابراین
.fd(Ti) ≡ γ(Ti) که کردیم ثابت بنابراین است. تناقض یک این و است

آن�گاه باشد، آمده بدست O٢ عملگر تحت Ti از Ti+١ و fd(Ti) ≡ γ(Ti) اگر .٢.١.۴ لم
fd(Ti+١) ≡ γ(Ti+١).

w شامل که باشد fd(Ti)-مجموعه یک S کنید فرض باشد. K١,r ستاره مرکز x کنید فرض برهان.
داشت. خواهیم بنابراین بود، خواهد Ti+١ برای FD-مجموعه یک S ∪ {x} این�صورت در است،

fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١. (٢.۴)

الزاما آن�گاه ،x /∈ D اگر این�صورت در باشد. (١+Ti)fd-مجموعه یک D کنید فرض حال
بوضوح .x ∈ D بنابراین .r ≥ ٢ ،O٢ عملگر طبق زیرا است، تناقض این و dTi+١(x) = ٢
خواهیم این�صورت در بود، خواهد Ti برای FD−مجموعه یک D ∩ V (Ti) این�صورت در ،w ∈ D

که گرفت نتیجه می�توان (٢.۴) رابطه به توجه با لذا .fd(Ti) ≤ fd(Ti+١)− ١ داشت،
رابطه به توجه با منظور بدین .γ(Ti+١) = γ(Ti)+١ که می�کنیم ثابت حال .fd(Ti+١) = fd(Ti)+١
.γ(Ti+١) ≤ fd(Ti+١) ≤ fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١ داشت، خواهیم γ(T ) ≤ fd(T ) و (٢.۴)
یک D′ ∩ V (Ti) این�صورت در است، w شامل که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال
.γ(Ti+١) = γ(Ti) + ١ لذا .γ(Ti) ≤ γ(Ti+١)− ١ بنابراین بود، خواهد Ti برای احاطه�گر مجموعه

.fd(Ti+١) = fd(Ti) + ١ = γ(Ti) + ١ = γ(Ti+١) که کردیم ثابت نتیجه در
حال .fd(Ti+١) ̸≡ γ(Ti+١) کنید فرض منظور بدین .fd(Ti+١) ≡ γ(Ti+١) می�کنیم ثابت حال
اگر .x ∈ D١ بوضوح نیست. (١+Ti)fd-مجموعه که باشد (١+Ti)γ-مجموعه یک D١ کنید فرض
تناقض یک این و نیست fd(Ti)مجموعه که است γ(Ti)-مجموعه یک D١ ∩ V (Ti) آن�گاه ،w ∈ D١

((D١∩V (Ti))−L(w))∪{w} آن�گاه باشد، قوی پشتیبان راس یک w اگر .w /∈ D١ بنابراین است.
یک w بنابراین تناقضاست. یک این و بود خواهد γ(Ti) حداقل اندازه� با Ti برای احاطه�گر یکمجموعه
D١ ∩ V (Ti) و w١ ∈ D١ بوضوح باشد. w به مجاور برگ w١ کنید فرض نیست. قوی پشتیبان راس
یک D٢ = ((D١ ∩ V (Ti)) − {w١}) ∪ {w} یا D١ ∩ V (Ti) حال است. γ(Ti)-مجموعه یک
که کردیم ثابت ما بنابراین است. تناقض یک این و نیست fd(Ti)-مجموعه که است γ(Ti)-مجموعه

.fd(Ti) ≡ γ(Ti)

١.١.۴ لم��های و T درخت ساخت برای رفته کار به� عملگرهای تعداد روی بر ساده استقرا یک با حال
می�شود. حاصل است، شده آورده لم به�صورت که زیر نتیجه� ٢.١.۴ و

.fd(T ) ≡ γ(T ) آن�گاه ،T ∈ T اگر باشد. درخت یک T کنید فرض .٣.١.۴ لم
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اگر فقط و اگر fd(T ) ≡ γ(T ) آن�گاه باشد، n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض .۴.١.۴ قضیه
.T ∈ T

n روی استقرا به باشد. fd(T ) ≡ γ(T ) با n ≥ ٣ مرتبه از درخت یک T کنید فرض برهان.
اگر .T ∈ T بنابراین و است ستاره یک T آن�گاه ،diam(T ) = ٢ اگر .T ∈ T که می�دهیم نشان
مرکز دو هر درجه که دهیم نشان می�توانیم به�راحتی ما و است ٢−ستاره یک T آن�گاه ،diam(T ) = ٣
طبق آن�گاه ،dT (y) = ٣ یا dT (x) = ٣ اگر باشند. T مرکزهای y و x کنید فرض است. ٣ حداقل آن
از جزئی T١ کنید فرض .dT (y) ≥ ۴ و dT (x) ≥ ۴ که می�کنیم فرض ما بنابراین .T ∈ T فرض

می�آید. به�دست O٢ عملگر توسط Ti از T آن�گاه است، x شامل که باشد T − xy

قطری مسیر یک x٠, x١, . . . , xd و d = diam(T ) کنید فرض .diam(T ) ≥ ۴ کنید فرض بنابراین
فرض حال می�کنیم. ریشه�دار x٠ از را T درخت بنابراین باشند. T از برگ دو xd و x٠ که باشد T در

داشت: خواهیم را زیر موارد این�صورت در باشد. fd(T-مجموعه ) یک S کنید

اگر .dT (xd−٢) = ٢ که کنید فرض .xd−١ ∈ S بوضوح .dT (xd−١) ≥ ٣ مورد١.
-γ(T ) یک (S −{xd−٢})∪ {xd−٣} آن�گاه ،xd−٣ /∈ S کرد فرض می�توان آن�گاه ،xd−٢ ∈ S

بنابراین .γ(T ) ≡ fd(T ) چون است، تناقض این و نیست fd(T-مجموعه ) که است مجموعه
FD-مجموعه یک S ∩ V (T١) این�صورت در ،T١ = T − Txd−٢ کنید فرض .xd−٢ =/∈ S

لذا بود، خواهد T١ برای
fd(T١) ≤ fd(T )− ١. (٣.۴)

تبدیل T برای FD-مجموعه یک به می�توان xd−١ کردن اضافه با را fd(T١) هر طرفی از
که می�کنیم ثابت حال .fd(T ) = fd(T١) + ١ نتیجه در .fd(T ) ≤ fd(T١) + ١ لذا کرد،
داشت، خواهیم γ(T ) ≤ fd(T ) و (٣.۴) رابطه طبق منظور بدین .γ(T ) = γ(T١) + ١
(T١)γ-مجموعه یک D′ کنید فرض حال .γ(T١) ≤ fd(T١) ≤ fd(T ) − ١ = γ(T ) − ١
γ(T ) ≤ بنابراین بود، خواهد T برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∪{xd−١} این�صورت در باشد،

که کردیم ثابت نتیجه در .γ(T ) = γ(T١) + ١ لذا .γ(T١) + ١
.fd(T١) = γ(T١) یعنی .fd(T١) + ١ = fd(T ) = γ(T ) = γ(T١) + ١

فرض حال .fd(T١) ̸≡ γ(T١) کنید فرض منظور بدین .fd(T١) ≡ γ(T١) می�کنیم ثابت حال
این�صورت در نیست. (T١)fd-مجموعه که باشد (T١)γ-مجموعه یک D١ کنید

است. تناقض یک این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک D١ ∪ {xd−١}
T گرفت نتیجه می�توان لذا ،T١ ∈ T استقرا فرض به بنا نتیجه در .fd(T١) ≡ γ(T١) بنابراین

می�آید. به�دست O٢ عملگر تحت T١ از

با u ̸= xd−١ مانند فرزندی xd−٢ کنید فرض .dT (xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض حال

آن�گاه ،dT (u) = ٢ اگر باشد. u به مجاور برگ u١ کنید فرض باشد. داشته dT (u) ≥ ٢
تناقض یک این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک (S − {u١}) ∪ {u}
نباشد، پشتیبان راس xd−٢ اگر .xd−٢ ∈ S بوضوح .u ∈ S لذا ،dT (u) ≥ ٣ بنابراین است.



۴۶ درخت�ها در دلپذیر احاطه�گری عدد و احاطه�گری عدد بین قدرتمند تساوی .۴

این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک (S − {xd−٢}) ∪ {xd−٣} آن�گاه
آن�گاه ،T٢ = T − Txd−١ کنید فرض است. پشتیبان راس xd−٢ بنابراین است، تناقض یک

داشت خواهیم لذا است، T٢ برای FD-مجموعه یک S ∩ V (T٢)

fd(T٢) ≤ fd(T )− ١. (۴.۴)

تبدیل T برای FD-مجموعه یک به می�توان xd−١ کردن اضافه با را fd(T٢) هر طرفی از
حال .fd(T ) = fd(T١) + ١ نتیجه در .fd(T ) ≤ fd(T٢) + ١ داشت خواهیم لذا کرد،
γ(T ) ≤ fd(T ) و (۴.۴) رابطه طبق منظور بدین .γ(T ) = γ(T٢) + ١ که می�کنیم ثابت
S

′ کنید فرض حال .γ(T٢) ≤ fd(T٢) ≤ fd(T ) − ١ = γ(T ) − ١ داشت، خواهیم
خواهد T برای احاطه�گر مجموعه یک S ′ ∪ {xd−١} این�صورت در باشد، (T٢)γ-مجموعه یک
که کردیم ثابت نتیجه در .γ(T ) = γ(T٢) + ١ لذا ،γ(T ) ≤ γ(T٢) + ١ بنابراین بود.

.fd(T٢) = γ(T٢) یعنی ،fd(T٢) + ١ = fd(T ) = γ(T ) = γ(T٢) + ١

فرض حال .fd(T٢) ̸≡ γ(T٢) کنید فرض منظور بدین .fd(T٢) ≡ γ(T٢) می�کنیم ثابت حال
این�صورت در نیست. (T٢)fd-مجموعه که باشد (T٢)γ-مجموعه یک D٢ کنید

است. تناقض یک این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک D٢ ∪ {xd−١}
T گرفت نتیجه می�توان لذا ،T٢ ∈ T استقرا فرض به بنا نتیجه در .fd(T٢) ≡ γ(T٢) بنابراین

می�آید. به�دست O٢ عملگر تحت T٢ از

قبل همانند .xd−٢ ∈ S بوضوح باشد. برگ xd−١ از غیر xd−٢ فرزند هر کنید فرض حال
آن�گاه ،dT (xd−٢) ≥ ۴ اگر .T٢ ∈ T که دید می�توان به�راحتی آن�گاه ،T٢ = T − Txd−١ اگر
اگر .dT (xd−٢) = ٣ که کنید فرض بنابراین می�آید. به�دست O٢ عملگر توسط T٢ از T
D

′

١ ∪ {xd−١} آن�گاه نباشد، xd−٢ شامل که باشد داشته وجود D′

١ مانند (T٢)γ-مجموعه یک
هر بنابراین است. تناقض یک این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک

می�آید. بدست O٢ عملگر تحت T٢ از T نتیجه در است. xd−٢ شامل (T٢)γ-مجموعه

داشته v ̸= xd−١ مانند فرزندی xd−١ اگر .dT (xd−٢) ≥ ٣ کنید فرض .dT (xd−١) = ٢ مورد٢.
کلیت از کاستن بدون .dT (v) = ٢ که کنید فرض (١) مورد مطابق آن�گاه نباشد، برگ که باشد
این�صورت در .xd−٢ ∈ S بنابراین است، FD-مجموعه یک S چون v, xd−١ ∈ S کنید فرض
تناقض یک این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه یک( (S−{xd−١})∪{xd}
می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون است. برگ xd−١ به�جز xd−٢ فرزند هر بنابراین است.
fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک (S − {xd−١}) ∪ {xd} بنابراین .xd−٢ ∈ S

آن�گاه ،xd−٢ ∈ S اگر .dT (xd−٢) = ٢ کنید فرض بنابراین است. تناقض یک این و نیست
تناقض یک این و نیست fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه یک( (S−{xd−١})∪{xd}
،|N(xd) ∩ S| = |N(xd−٢) ∩ S| FD-مجموعه تعریف بنابر .xd−٢ /∈ S بنابراین است.

.xd /∈ S و xd−١ ∈ S این�صورت در .xd−٣ /∈ S که گرفت نتیجه می�توان بنابراین

است، T٣ برای FD-مجموعه یک S ∩ V (T٣) این�صورت در .T٣ = T − Txd−٢ کنید فرض



۴٧ قضایا و تعاریف .١.۴

داشت خواهیم لذا
fd(T٣) ≤ fd(T )− ١. (۵.۴)

T برای FD-مجموعه یک به می�توان xd−١ کردن اضافه با را (T٣)fd-مجموعه هر طرفی از
حال .fd(T ) = fd(T٣) + ١ نتیجه در .fd(T ) ≤ fd(T٣) + ١ بنابراین کرد، تبدیل
γ(T ) ≤ fd(T ) و (۵.۴) رابطه طبق منظور بدین .γ(T ) = γ(T٣) + ١ که می�کنیم ثابت
D

′ کنید فرض حال .γ(T٣) ≤ fd(T٣) ≤ fd(T ) − ١ = γ(T ) − ١ داشت، خواهیم
خواهد T برای احاطه�گر مجموعه یک D′ ∪ {xd−١} این�صورت در باشد، (T٣)γ-مجموعه یک
که کردیم ثابت نتیجه در .γ(T ) = γ(T٣) + ١ لذا .γ(T ) ≤ γ(T٣) + ١ بنابراین بود،

.fd(T٣) = γ(T٣) یعنی ،fd(T٣) + ١ = fd(T ) = γ(T ) = γ(T٣) + ١

فرض حال .fd(T٣) ̸≡ γ(T٣) کنید فرض منظور بدین .fd(T٣) ≡ γ(T٣) می�کنیم ثابت حال
یک R∪ {xd−١} این�صورت در نیست. fd(T-مجموعه ) که است γ(T-مجموعه ) یک R کنید

بنابراین است. تناقض یک این و نیست fd(T−مجموعه ) که است γ(T-مجموعه )

T٣ از T گرفت نتیجه می�توان لذا ،T٣ ∈ T استقرا فرض به بنا نتیجه در .fd(T٣) ≡ γ(T٣)

می�آید. به�دست O١ عملگر تحت

می�شود. اثبات ٣.۴ لم توسط قضیه این عکس طرفی از



آ� پیوست

نماد�ها جدول

G گراف مرتبه n(G)

G گراف در درجه dG(v)

گراف در درجه ماکزیمم ∆

گراف در درجه مینیمم δ

گراف در درجه میانگین d

(G) گراف در راس دو بین فاصله dG(u, v)

گراف قطر diam

راسی n مسیر Pn

راسی n دور Cn

رنگی عدد χ

استقلال عدد α

گستردگی span

تکرار عدد rep

G زیر�گراف H H ⊆ G

G القایی زیرگراف H G[V (H)]

|Y | = m و |X| = n که Y و X بخش�های با کامل دو�بخشی گراف Km,n

راسی n کامل گراف Kn

G گراف مکمل G

۴٨



۴٩

r, s ≥ ١ برای ٢-ستاره S(r, s)

T درخت در برگ�ها مجموعه L(T )

T درخت در پشتیبان رئوس مجموعه S(T )

تاج cor
(G) گراف در احاطه�گری عدد γ(G)

(G) گراف در دلپذیر احاطه�گری عدد fd(G)

(G) گراف در دلپذیر k-احاطه�گری عدد fdk(G)

بیرونی منظم مجموعه OR− set

بیرونی منظم عدد ξor

ماکسیمال بیرونی مسطح گراف MOP

قدرتمند تساوی ≡
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١٧ ، نهایی ٣−مسیر

١١ بسته�بندی،

۴٠ ، قدرتمند تساوی

١٠ ، دلپذیر k−احاطه�گری عدد�

٢٢ ، بیرونی منظم عدد�

٩ ، دلپذیر k−احاطه�گر مجموعه�

١٠ ، تام احاطه�گر مجموعه�

١١ ، کارآمد احاطه�گر مجموعه�

٢٢ ، بیرونی منظم مجموعه�

٢٣ ، ماکسیمال بیرونی مسطح گراف

۵ ، تاج

٢ ، راس درجه

۴ ، درخت

۵ ریشه�دار، درخت

١ ، دور

۵ پشتیبان، راس

۵ قوی، پشتیبان راس

۶ ، رنگ�آمیزی

٣ ، زیرگراف

٣ ، القایی زیرگراف

۶ ، زیر�تقسیم

٨ ، احاطه�گری عدد

٧ ، تکرار عدد

٩ ، دلپذیر احاطه�گری عدد�

٢ ، راس دو بین فاصله

٢ گراف، قطر

۴ ، مثلث�بندی

٨ ، احاطه�گر مجموعه

۶ مستقل، مجموعه

٩ ، دلپذیر احاطه�گر مجموعه�

١ مرتبه،

١ ، مسیر

٢ ، درجه میانگین

٢ ، ناهمبند

٢ همبند،

٢ ، باز همسایگی

٢ ، بسته همسایگی

۴ ، وجه

٧ ، راسی پوشش

٣ ، دو�بخشی گراف

٢ ، ساده گراف

٣ ، متمم گراف

۴ ، مسطح گراف

۴ خارجی، مسطح گراف

٣ ، کامل گراف

٧ ، گستردگی

١ ، گشت

۵ ، ٢-ستاره

۵٧



Abstract

A fair dominating set in a graph G (or FD-set) is a dominating set D such that all
vertices not in D are dominated by the same number of vertices from D; that is, every
two vertices not in D have the same number of neighbors in D. The fair domination
number, fd(G), of G is the minimum cardinality of a FD-set. A fair dominating set of
cardinality fd(G) is called a fd(G)-set. In chapter 1, we review theory graph concepts
that we need them in the future chapters. In chapter 2, we represent fair domination
concepts in graphs and we prover problems about it. In chapter 3, our purpose is to
present equality between the domination number and fair domination number. Therefore
we define some operations and we want to prover this theorem. In chapter 4, our
purpose is to present strong equality between the domination number and fair
domination number. Results in chapter 3 and 4 are presented for first time in this thesis.

Keywords: Domination, Fair domination.
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