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චاری... ণپاس໋�
او حق کوشندگان و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان بمانند، او ستودن در سخنوران که را خدای سپاس

نتوانند. گزاردن
جاودانه. ديگری از و می�شوم زاده يکی از هستند. من تولد سر�آغاز که هستم کسانی سپاسگزار

نگاشت. زندگيم سياه تخته بر را سپيدی که طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب مهربانم، استاد
نماند. سياه من پای به آن�ها از مويی تار که مادری و پدر

بوده�است. من همگام و همراه معرفت، و عشق از آکنده قلبی با تحصيل طول تمام در که همسرم
که داشتشان بی�چشم راهنمايی�های و ياری��ها دليل به رضايی نويد مهربانم، برادر و طهماسبی ندا خانم سرکار

نمودند. آسان برايم را سختی�ها از بسياری
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چൊیده
می�دهيم. شرح جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله برای را حالت پسخورد ماتريس يافتن پايان�نامه، اين در
کردن خارج و حالت پسخورد کنترل با خطی سيستم باز حلقه ماتريس طيف از بخش يک داشتن نگه ثابت مسئله
می�رود کار به سيستم�هايی برای مسئله اين اصل می�نامند. جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله را طيف باقيمانده
تخصيص به نياز مقادير همين تنها که باز، حلقه طيف ويژه مقادير از تعدادی و نيستند پايدار کامل طور به که
اهميت از سازی بهينه و کنترل نظريه در مسئله اين که آن�جايی از ندارند. قرار پايداری ناحيه در دارند، دوباره
آن�ها از برخی پايانامه اين ابتدای در که شده�است ارائه آن حل برای گوناگونی روش�های است، برخوردار بالايی
استفاده با که است گونه�ای به پايانامه اين در شده برده کار به روش اختصار به است. گرفته� قرار بررسی مورد
تبديل ويژه مقدار تخصيص مسئله يک به را مسئله ، ناپايدار ويژه مقادير به وابسته چپ سمت ويژه بردار�های از
که می�کنيم محاسبه را حالتی پسخورد ماتريس خطی، کنترل سيستم�های در تشابهی تبديلات کاربرد با و می�کنيم

می�دهد. اختصاص بسته حلقه سيستم به را نظر مورد ويژه مقادير
اهميت دارای خطی، کنترل سيستم سازی بهينه در حالت پس�خورد ماتريس نورم مينيمم�سازی که آن�جايی از
می�آوريم به�دست را حالتی خورد پس ماتريس حالت، انتقال گراف و پيشنهادی روش از استفاده با است، فراوانی
ارائه خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس يافتن برای نو روشی نيز ادامه در است. نورم کم�ترين دارای که

شده�است. آورده نيز عددی مثال بيش�تر شرح برای بحث، هر انتهای در می�دهيم.

گراف تشابهی، تبديلات حالت، پسخورد ماتريس جزئی، ويژه مقادير تخصيص پايداری، کليدی: کلمات
نورم. مينيمم حالت، انتقال



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
پارامتری حالت پسخورد ماتريس ”محاسبه ،(۱۳۹۳) ح، طهرانی. احسنی و ب حسن�کياده. حسين�نيای .۱
،۱۰۴-۱۰۷ ص ايران، رياضی کنفرانس پنجمين و چهل جزئی”، ويژه مقادير تخصيص مسئله در خطی

سمنان.

غير پارامتری جزئی ويژه مقادير ”تخصيص ،(۱۳۹۳) ح، طهرانی. احسنی و ب حسن�کياده. حسين�نيای .۲
رفسنجان. عصر(عج) ولی دانشگاه ،۲۸-۳۱ آن،ص کاربرد�های و عددی آناليز همايش پنجمين خطی”،

سيستم�های در جزئی ويژه مقادير ”تخصيص ،(۱۳۹۳) ح، طهرانی. احسنی و ب حسن�کياده. حسين�نيای .۳
آن،ص کاربرد�های و عددی آناليز همايش پنجمين حالت”، پسخورد ماتريس از استفاده با خطی کنترل

رفسنجان. عصر(عج) ولی دانشگاه ،۲۴-۲۷

تاخيری سيستم�های همزمان کنترل ” ،(۱۳۹۳) ب، حسن�کياده. حسين�نيا و زری ممرآبادی. مقدم شجايی .۴
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١ فصل

مقدمات و تعاريف

مقدمه ۱.۱

ديرباز از که می�باشد سازی بهينه و کنترل نظريه در اساسی مسائل از يکی جزئی۱، ويژه مقادير تخصيص مسئله
به نزديک که می�رود به�کار خطی کنترل دستگاه�های برای مسئله اين است. بوده محققان و نويسندگان توجه مورد
ندارد قرار پايداری ناحيه در کامل به�طور باز حلقه ماتريس طيف که دستگاه�هايی ديگر به�عبارت هستند. پايداری

داد. تغيير را آن باز حلقه ماتريس طيف از بخشی دستگاه پايدارسازی برای که است لازم و
شبکه�های نيرو، خطوط برق، شبکه�های پراکنده، و بزرگ سازه�های مانند، عملی برنامه�های از بسياری
عددی روش�های که می�شود فراوانی مشکلات و اسپارس و بزرگ ماتريس�های ايجاد باعث . . . کامپيوتری،

نمی�کنند. عمل خوبی به ويژه، مقدار تخصيص برای مرسوم
تغيير به نياز می�باشند، بی�ثباتی مسئول که ويژه مقادير از اندکی تعداد تنها کاربردی، مسائل اين از بسياری در
نامطلوب ويژه مقادير از اندکی تعداد فقط که زمانی مورد در ويژه مقادير کامل تخصيص که است بديهی دارند.
ميان به خطی کنترل دستگاه برای جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله مواقعی، چنين در نيست. مناسب هستند،
برای پيشنهادی روش يک شده�است. پيشنهاد مسئله اين حل برای مختلفی روش�های اخير دهه چند در می�آيد.
معادله حل به و شده�است ارايه [۸] ۳ داتا و سعد۲ توسط که است آرنولدی الگوريتم از استفاده مسئله اين حل
جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله سپس می�پردازد، آرنولدی الگوريتم از استفاده با خطی کنترل دستگاه سيلوستر۴
و AT ماتريس برای جزئی شور تجزيه از استفاده با نيز [۲۲] سعد می�نمايد. حل معادله اين جواب توسط را
فرايند روش از [۲] ۶ لوييز ب. و کالواتی۵ د. پرداخت. مسئله اين حل به ويژه، مقدار معکوس مسئله کاربرد
روش همان روی پايه�ای روش، اين نمودند. استفاده مسئله اين حل برای شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی

۱Partial eigenvalue assignment problem
۲Yousef Saad
۳B. N.Datta
۴Silvester equation
۵D.Calvetti
۶B.Lewis



۲ مقدمات و تعاريف .۱

شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی فرايند در که تفاوت اين با بردند، به�کار را آن سعد و داتا که است آرنولدی
فرايند باشند، مثبت حقيقی قسمت دارای ماتريس آمده به�دست ويژه مقدار m چنانچه مرحله ۲m اجرای از بعد
می�شود. انجام آغازين بردار تعريف با دوباره (A ماتريس ناپايدار ويژه مقادير تعداد k) l = min{k,m} از
اهاب و ۷ محمد.ا.رمضان است. طولانی بسيار آن محاسبات اما است آرنولدی روش از کاراتر روش اين گرچه
ويژه�های بردار ماتريس Y H

۱ ) fT = βY H
۱ A تعريف با آن در که دادند ارايه را الگوريتمی [۲۰] ۸ ا.ال-سعيد

که آورد به�دست به�صورتی می�توان را حالت خورد پس بردار ،β پارامتر محاسبه و ({λi}ki=۱ به وابسته چپ
حقيقی حالت خورد پس بردار که دادند نشان نيز ادامه در می�دهد، اختصاص دستگاه به را موردنظر ويژه مقادير

است.
مقادير تخصيص مسئله حل حالت پسخورد ماتريس آوردن به�دست برای جديد روشی نيز پايان�نامه اين در

می�دهيم. شرح جزئی ويژه

می�دهيم. شرح را نياز مورد مقدماتی تعاريف يک، فصل ادامه در •

هر در را جواب يکتايی و جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله ويژه، مقادير تخصيص مسئله دوم، فصل در •
موجود روش�های برخی و داده�ايم قرار بررسی مورد خطی کنترل های دستگاه در کامل به�طور مسئله، دو

شده�است. ارايه مثال با مسئله اين حل برای

چپ سمت ويژه بردار�های و دستگاه باز حلقه ماتريس مثبت ويژه مقادير از استفاده با سوم، فصل در •
کرده تجزيه کوچک�تر ابعاد با ماتريس�هايی به را دستگاه باز حلقه ماتريس مثبت، ويژه مقادير با متناظر
ماتريس تشابهی عمليات از استفاده با داده، تشکيل افزوده�ای ماتريس جديد ماتريس�های توسط سپس و
مفاهيم، اين از استفاده با کنيم. می تبديل برداری همدم به�فرم سپس و اشلون استاندارد به�فرم را افزوده
در دهد. اختصاص دستگاه به را دلخواه ويژه مقادير که می�آوريم به�دست را حالتی پس�خورد ماتريس

می�آوريم. روش شرح برای را پايداری نمودار و مثال� نيز ادامه

به ابتدا منظور، بدين می�کنيم. بررسی را حالت پس�خورد ماتريس نورم مينيمم�سازی چهارم، فصل در •
ماتريسپس�خورد بهينه�سازی در پارامتری�سازی زيرا می�پردازيم، حالت ماتريسپس�خورد پارامتری�سازی
گراف و سوم فصل در شده داده شرح روش از استفاده با ابتدا فصل� اين در بنابراين است. مؤثر حالت
دهد، اختصاص دستگاه به را نظر مورد ويژه مقادير که را پارامتری حالت پسخورد ماتريس حالت، انتقال

باشد. داشته کمينه نورم که می�آوريم به�دست را حالتی پس�خورد ماتريس سپس می�آوريم. به�دست

فصل انتهای در می�آوريم. به�دست جديد روش با را خطی غير پارامتری پسخورد ماتريس پنجم، فصل در •
می�کنيم. تشريح را روش اين عددی مثال با نيز

۷Mohamed.A.Ramadan
۸EhabA. El - Sayed
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مقدماتی تعاريف ۲.۱

بردار ۱.۲.۱

کنيد. مراجعه [۱۸] به مبحث اين بيشتر توضيحات برای

داشتن با v بردار می�شوند. ناميده بردار عناصر اعداد اين و نامند بردار را اعداد از منظم مجموعه�ای .۱.۲.۱ تعريف
می�شود: داده نشان زير صورت به عنصر n

v =


v۱

v۲

...
vn

 (۱.۱)

می�شود. نوشته نيز v = (v۱, v۲, . . . , vn)
T صورت به بالا v بردار

همه مجموعه می�شود. ناميده سطری بردار آن، ترانهاده و ستونی بردار ،(۱.۱) صورت به شده اشاره بردار
با را v مختلط مزدوج - ترانهاده و vT با را v بردار ترانهاده می�دهند. نشان Rn با را n بعد با حقيقی بردار�های

می�دهند. نشان vH

می�شود: ناميده اسکالر ضرب ،v و u بردار دو داخلی ضرب .۲.۲.۱ تعريف
⟨u, v⟩ = ū۱v۱ + ū۲v۲ + · · ·+ ūnvn

است.
√
vHv برابر و می�شود داده نشان ∥v∥ با v بردار طول .۳.۲.۱ تعريف

∥v∥ =
√
|v۱|۲ + |v۲|۲ + · · ·+ |vn|۲

ماتريس ۲.۲.۱

است ستون n و سطر m از متشکل مستطيلی، آرايه يک در مرتبط عنصر mn از مجموعه�ای A .۴.۲.۱ تعريف
می�شود: داده نمايش زير صورت به و می�شود ناميده m× n مرتبه ماتريس يک که

A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

... . . . ...
am۱ am۲ . . . amn

 .

مجموعه می�شود. داده نشان نيز (j = ۱,۲, . . . , n ،i = ۱,۲, . . . ,m) ،A = (aij)m×n صورت به که
Cm×n با مختلط، عناصر با ماتريس�ها، همه مجموعه و Rm×n با طبيعی، عناصر با ،m× n ماتريس�های همه

می�شوند. داده نشان
روی عناصر تمام که مربعی ماتريس می�شود. ناميده مربعی ماتريس برابر، ستون و سطر تعداد با A ماتريس

می�دهند. نشان I با و می�نامند واحد ماتريس را باشد صفر آن عناصر ساير و يک آن اصلی قطر
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آن: در که است ماتريس يک B = (bij) و A = (aij) ماتريس دو جمع
A+B = (aij + bij)

است: ماتريس يک cA سپس باشد، اسکالر يک c اگر
cA = (caij)

می�شود. داده نشان AT با و است n×m ماتريس يک Am×n ، ماتريس ترانهاده

AT =


a۱۱ a۲۱ . . . am۱

... . . . ...
a۱n a۲n . . . amn


است Aماتريس از شده تشکيل ماتريس ،Ā آن در که است AH = (Ā)T ماتريس ،Aماتريس مزدوج ترانهاده

باشد. A = AT اگر است، متقارن A مربعی ماتريس شده�اند. مختلط مزدوج آن، عناصر که

ماتريس يک ،AB سپسضرب باشد. n×pماتريسB m×nو مربعی Aماتريس کنيد فرض .۵.۲.۱ تعريف
می�آيد: به�دست زير �صورت به که است m× p

AB = (
n∑

k=۱

aikbkj) ; i = ۱,۲, · · · ,m, j = ۱,۲, · · · , p

است. ستونی بردار يک Ab باشد، ستونی بردار يک b اگر

به�طوری�که: است ∥ . ∥: Rm×n −→ R نگاشت ماتريس۹، [۱۸]نورم .۶.۲.۱ تعريف

، A = ۰ اگر اگروفقط� ∥ A ∥= ۰ و A ∈ Rm×n ازای به ،∥ A ∥≥ ۰ .۱

همگنی)، (خاصيت A ∈ Rm×n و α ∈ R ازای به ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ .۲

. مثلثی) (نامساوی A,B ∈ Rm×n ازای به ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .۳

∥ A.B ∥≤∥ A ∥ . ∥ B ∥ .۴

نورم .۷.۲.۱ تعريف

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i,j=۱

∥aij∥۲ = tr(AAH), (۲.۱)

می�شود[۱۸]. ناميده (Cn۲ ۱۱در اقليدسی نورم (يا فروبينيوس۱۰ نورم است، ماتريسی نورم يک که

تابع باشد، برداری نورم يک ∥ . ∥ کنيد فرض .۸.۲.۱ قضيه

∥ A ∥= sup
x̸=۰

∥ Ax ∥
∥ x ∥

, (۳.۱)

۹Matrix norm
۱۰Frobenius norm
۱۱Euclidean norm
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.[۱۸] می�شود ناميده (۱۳ طبيعی ماتريسی (نورم ۱۲ القايی ماتريسی نورم که است ماتريسی نورم يک

ارز هم (۳.۱) که می�کنيم توجه نکته اين به ابتدا برهان.

∥ A ∥= sup
∥x∥=۱

∥ Ax ∥,

به�صورت (۳.۱) به�طوری�که می�کنيم تعريف را u = x
∥x∥ واحد بردار x ̸= ۰ هر برای واقع، در است.

∥ A ∥= sup
∥u∥=۱

∥ Au ∥=∥ Aw ∥, ∥ w ∥= ۱. (۴.۱)

داريم: ۶.۲.۱ تعريف از استفاده با است. نورم يک ((۴.۱) معادل به�طور (يا (۳.۱) می�دهيم نشان حال باشد.

به�علاوه . ∥ A ∥= sup∥x∥=۱ ∥ Ax ∥≥ ۰ که می�شود نتيجه آن�گاه ، ∥ Ax ∥≥ ۰ اگر .۱

∥ A ∥= sup
x ̸=۰

∥ Ax ∥
∥ x ∥

= ۰⇐⇒∥ Ax ∥= ۰, x ̸= ۰

.∥ A ∥= ۰⇔ A = ۰ بنابراين A؛ = ۰ اگروتنهااگر x ̸= ۰ برای Ax = ۰ و

پس می�گيريم، نظر در را α اسکالر .۲
∥ αA ∥= sup

∥x∥=۱
∥ αAx ∥= |α| sup

∥x∥=۱
∥ Ax ∥= |α| ∥ A ∥ .

آن�گاه x ̸= ۰ اگر سوپريمم، تعريف از استفاده با زيرا، است. برقرار مثلثی نامساوی خاصيت سرانجام، .۳
∥ Ax ∥
∥ x ∥

≤∥ A ∥=⇒∥ Ax ∥≤∥ A ∥∥ x ∥,

می�آوريم: به�دست يک، نورم با x فرض با بنابراين،
∥ (A+B)x ∥≤∥ Ax ∥ + ∥ Bx ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥,

نتيجه در
∥ A+B ∥= sup

∥x∥=۱
∥ (A+B)x ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .

می�شوند: تعريف زير به�صورت بينهايت۱۵ نورم و يک۱۴ نورم .۹.۲.۱ تعريف

∥ A ∥۱= max
j=۱,...,n

m∑
i=۱

| aij |, ∥ A ∥∞= max
i=۱,...,m

n∑
j=۱

| aij | . (۵.۱)

۱۲Induced matrix norm
۱۳Natural matrix norm
۱۴1-norm
۱۵Infity norm
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می�شوند. ناميده ۱۷نيز سطری مجموع نورم ۱۶و ستونی مجموع نورم به�ترتيب و
.∥ A ∥۱=∥ A ∥∞ باشد حقيقی متقارن يا خودمزدوج A اگر و ∥ A ∥۱=∥ AT ∥∞ داريم: به�علاوه

داد نسبت می�توان دترمينان عنوان به را منحصربه�فردی اسکالر ،An×n مربعی ماتريس هر برای .۱۰.۲.۱ تعريف
می�شود. داده نمايش det(A) صورت به که

det(A) = |A| =
n∑

j=۱

aij(−۱)i+jdet(Aij) (۶.۱)

An×n ماتريس از jام ستون و iام سطر حذف از که است (n− ۱)× (n− ۱) مربعی ماتريس ،Aij آن در که
می�آيد. به�دست

از: است عبارت دترمينان خواص

می�کند. تغيير A ماتريس دترمينان علامت تنها ،A ماتريس در ستون يا سطر دو جای تعويض با .۱

.det(A) = det(A)T .۲

ضرب k در نيز ماتريس آن دترمينان آنگاه شود، ضرب k اسکالر در ماتريس ستون يا سطر يک اگر .۳
می�شود.

.|AB| = |A|.|B| داريم: Bn×n و An×n مربعی ماتريس دو برای .۴

است. صفر آن دترمينان آنگاه باشد، داشته يکسان ستون يا سطر دو ماتريس يک اگر .۵

در نيز ماتريس آن دترمينان آنگاه شوند، ضرب k اسکالر در ،An×n مربعی ماتريس درايه�های تمامی اگر .۶
.|kA| = kn|A| شد: خواهد ضرب kn

می�باشد. آن قطری درايه�های حاصل�ضرب برابر مثلثی ماتريس دترمينان .۷

برداری فضای ۳.۲.۱
شده�است. گرفته [۴] و [۱۸] از فصل اين قضايای و تعاريف

جمع عمل دو با که است بردار�ها از مجموعه�ای ،F ميدان روی بر ،V مانند برداری فضای يک .۱۱.۲.۱ تعريف
می�سازند: برآورده را زير شرايط ضرب، و

.∀u, v ∈ V =⇒ u+ v ∈ V .۱

.∀u ∈ V, ∀α ∈ F =⇒ αu ∈ V .۲

.∀u, v ∈ V =⇒ u+ v = v + u .۳
۱۶Column sum norm
۱۷Row sum norm
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.∀u, v, w ∈ V =⇒ u+ (v + w) = (u+ v) + w .۴

.∀u ∈ V, ∃۰ ∈ V =⇒ u+ ۰ = ۰ + u = u .۵

.∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V =⇒ u+ (−u) = (−u) + u = ۰ .۶

.∀u, v ∈ V, ∀α, β ∈ F =⇒ (α + β)u = αu+ βu, α(u+ v) = αu+ αv .۷

.∀u ∈ V, ∀α, β ∈ F =⇒ α(βu) = (αβ)u .۸

.∀u ∈ V, ∀۱ ∈ F =⇒ ۱u = u .۹

را S باشد، V از تهی غير زير�مجموعه يک S و F ميدان روی بر برداری فضای يک V اگر .۱۲.۲.۱ تعريف
هر�گاه: می�نامند، V از زير�فضا يک

.∀s, t ∈ S −→ s+ t ∈ S .۱

.∀s ∈ S,∀α ∈ F −→ αs ∈ S .۲

ترکيب را ν ∈ V بردار باشد. V از نامتناهی زيرمجموعه يک S و برداری فضای V کنيم فرض .۱۳.۲.۱ تعريف
وجود an, . . . , a۱ اسکالرهای و un, . . . , u۱ مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوييم V اعضای از خطی

به�طوری�که: باشند داشته
ν = a۱u۱ + a۲u۲ + . . .+ anun.

تمام مجموعه آن�گاه باشد، F ميدان روی V برداری فضای از ناتهی زيرمجموعه�ای S کنيد فرض .۱۴.۲.۱ قضيه
است. V زيرفضای S اعضای از خطی ترکيبات

خطی ترکيبات تمام شامل زيرفضای باشد. V برداری فضای از ناتهی زيرمجموعه S کنيد فرض .۱۵.۲.۱ تعريف
می�شود. ناميده S توسط شده توليد زيرفضای S اعضای از

اگر ،(i = ۰,۱, . . . , n) ،ci اسکالر�های برای بگيريد. نظر در را V فضای از S زيرمجموعه .۱۶.۲.۱ تعريف
شکل به معادله

∀u۱, u۲, · · · , un ∈ S , c۱u۱ + c۲u۲ + · · ·+ cnun = ۰

خطی مستقل را u۱, u۲, . . . , un بردار�های آنگاه باشد، برقرار c۱ = c۲ = . . . = cn = ۰ اين�که شرط به فقط
نامند.

گويند. خطی وابسته را u۱, u۲, . . . , un بردار�های غير�اين�صورت در

S هرگاه گوييم V پايه را S مجموعه باشد. F ميدان روی برداری فضای يک V کنيد فرض .۱۷.۲.۱ تعريف
می�کند. توليد را V که باشد V خطی مستقل زيرمجموعه يک

V فضای بعد را V پايه بردارهای تعداد باشد متناهی بعد با برداری فضای يک V کنيد فرض .۱۸.۲.۱ تعريف
می�دهند. نشان dimV با و ناميده
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ماتريس پوچ فضای و برد رتبه،

است ماتريس آن در خطی مستقل سطر�های يا ستون�های تعداد ماکزيمم با برابر A ماتريس رتبه .۱۹.۲.۱ تعريف
می�شود. داده نشان rank(A) با که

An×n منفرد غير −→ |A| ̸= ۰ −→ rank(A) = n کامل) (رتبه

Am×n →

rank(A) = min(m,n) −→ کامل) (رتبه
rank(A) < min(m,n) −→ رتبه) (نقص

است. ماتريس آن گسترده فضای بعد با معادل ماتريس يک رتبه .۲۰.۲.۱ نکته
dim[R(A)] = rank(A)

است: زير صورت به خطی نگاشت ،Am×n ماتريس پوچ فضای .۲۱.۲.۱ تعريف
N(A) = {x ∈ Rn | Ax = ۰}

جواب تنها اگر و است Ax = ۰ همگن معادله صفر غير پاسخ�های تمامی مجموعه پوچ، فضای .۲۲.۲.۱ نکته
است. کامل ،A رتبه باشد، صفر بديهی جواب همان ،Ax = ۰ معادله

نام A برد که دارد وجود ماتريس پوچ فضای به وابسته زيرفضای ،m × n مرتبه از A ماتريس هر برای
می�شود. داده نمايش R(A) توسط و دارد

R(A) = {b ∈ Rm | b = Ax, x ∈ Rnمانند برداری هر ازای ,{به

داشته وجود n × n مرتبه از B ماتريس اگر است معکوس�پذير n × n، مرتبه از A ماتريس .۲۳.۲.۱ تعريف
طوری�که: به باشد

AB = BA = I

ماتريس اغلب معکوس�پذير ماتريس و است فرد منحصربه ماتريس معکوس می�شود. داده نمايش A−۱ توسط و
می�شود. ناميده نامنفرد

که: قسمی به داشته وجود T نامنفرد ماتريس اگر می�شوند ناميده مشابه B و A ماتريس دو .۲۴.۲.۱ تعريف
T−۱AT = B

هستند. يکسان ويژه مقادير دارای که است اين مشابه ماتريس�های مهم خاصيت يک

اگر علاوه به باشد، νT
i νj = ۰ اگر است متعامد Rn در {ν۱, . . . , νm} بردارهای مجموعه .۲۵.۲.۱ تعريف

پايه باشد، نيز يکامتعامد که زيرفضا برای پايه يک نامند. يکامتعامد را آن�ها آن�گاه ، i هر ازای به νT
i νj = ۱

می�شود. ناميده زيرفضا برای يکامتعامد



۹ مقدماتی تعاريف .۲.۱

خاص ماتريس چند معرفی

باشد. صفر اصلی قطر روی درايه�های جز به آن درايه�های تمام که مربعی ماتريس قطری۱۸: ماتريس .۱

A = diag(a۱۱, a۲۲, · · · , ann) = , aij = ۰ i ̸= j

است. صفر آن اصلی قطر زير درايه�های تمام که است مربعی ماتريسی بالامثلثی۱۹: ماتريس .۲

U =

aij i ⩽ j

۰ i > j

است. صفر آن اصلی قطر بالای درايه�های تمام که است مربعی ماتريسی پايين�مثلثی۲۰: ماتريس .۳

L =

aij i ⩾ j

۰ i < j

کند: برآورده را زير رابطه و بوده حقيقی اگر است، متعامد A ماتريس متعامد۲۱: ماتريس .۴
ATA = AAT = I

ترانهاده . aij = ۰ ،i > j + ۱ ازای به هرگاه است بالاهسنبرگی A مربعی ماتريس هسنبرگی: ماتريس .۵
اگر است هسنبرگی پايين A = (aij) ماتريس يعنی است، هسنبرگی پايين بالاهسنبرگی ماتريس يک
سه باشد، هسنبرگی پايين هم و بالاهسنبرگی هم که مربعی ماتريس يک . j > i+ ۱ ازای به aij = ۰

است. قطری

ويژه ومقدار ويژه بردار ۴.۲.۱

جمله�ای چند ،PA(λ) = det(λI−A) چند�جمله�ای باشد. n×nماتريس Aيک کنيد فرض .۲۶.۲.۱ تعريف
می�شود. ناميده مشخصه

با: است معادل اين هستند. A ويژه مقادير مشخصه، جمله�ای چند های صفر
به�طوری�که: داشته�باشد، وجود x صفر غير بردار اگر، وتنها اگر است، A ماتريس از ويژه مقدار يک ،λ ∈ C

Ax = λx

۱۸Diagonal
۱۹Upper triangular
۲۰Lower triangular
۲۱Orthogonal



۱۰ مقدمات و تعاريف .۱

اگر: است، A ماتريس ويژه بردار ،x ̸= ۰ بردار .۲۷.۲.۱ تعريف
Ax = λx

اگر: می�شود، ناميده چپ ويژه بردار ،y ̸= ۰ بردار .۲۸.۲.۱ تعريف
yHA = λyH

حقيقی ضرايب با ای جمله چند يک | λI−A |= ۰ مشخصه معادله An×n حقيقی ماتريس برای .۲۹.۲.۱ نکته
است. α± iβ مختلط صورت به يا حقيقی صورت به ويژه مقادير کليه بنابراين است.

محاسبه قابل زير صورت به ماتريس اثر و دترمينان λ۱, λ۲, · · · , λn ويژه مقادير با An×n ماتريس برای
است:

| A |= λ۱λ۲ · · ·λn

trace(A) = λ۱ + λ۲ + · · ·+ λn

است. n مرتبه از ای جمله چند يک An×n ماتريس هر برای مشخصه ای جمله چند
| λI − A |= λn + Cn−۱λ

n−۱ + Cn−۲λ
n−۲ + · · ·+ C۲λ

۲ + C۱λ+ C۰

داد: نمايش زير صورت به توان می را ای جمله چند اين
| λI − A |= (λ− λ۱)(λ− λ۲) · · · (λ− λn)

حال باشند. تکراری يا متمايز و مزدوج مختلط يا حقيقی توانند می که هستند ای ويژه مقادير λ۱, λ۲, · · · , λn

آيد: می دست به | A | مقدار دهيم، قرار را λ = ۰ بالا رابطه در اگر

| A |= (λ۱)(λ۲) · · · (λn) =
n∏

i=۱

λi

ماتريس ويژه مقادير همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پايين و مثلثی بالا قطری، های ماتريس در .۳۰.۲.۱ نکته
هستند.

خطی کنترل دستگاه ۵.۲.۱
شده�است. انتخاب [۵] و [۶] از بخش اين قضايای و تعاريف

بعدی يک دستگاه

گرفت: نظر در می�توان زير به�صورت را آن ديفرانسيل معادله فيزيکی، دستگاه�های از بسياری برای •

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),
(۷.۱)

آن در که



۱۱ مقدماتی تعاريف .۲.۱

زمان، متغير t –

حالت، بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار يک x(t) –

، کنترل متغير يا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار يک u(t) –

خروجی بردار به�نام زمان با متغير بعدی r بردار يک y(t) –

هستند.

خطی دستگاه را حاصل دستگاه باشند، ثابت و t از مستقل D و C و Bو A ماتريس�های حالتی�که در
می�ناميم. زمان۲۲ ناوردای

گويند. پيوسته دستگاه معادله را (۷.۱) معادله

يا محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر يا و ورودی بردار يا حالت بردار دستگاه�ها، از برخی برای
اين در است. دسترس در کميت�ها اين i = ۰,۱, . . . , n ،ti نقاط از دنباله�ای در بلکه نيستند، اندازه�گيری

است: زير اول مرتبه تفاضلی معادله صورت به هم�ارز طور به دستگاه حالت ديفرانسيل معادله +x(iموارد، ۱) = Ax(i) +Bu(i)

y(i) = Cx(i) +Du(i)
(۸.۱)

هستند. ti زمان در ورودی و حالت بردار�های ترتيب، به u(i) و x(i) آن در که

خاصی زمانی نقاط در فقط دستگاه حالت تغيير و هستند زمانی گسسته ذاتا�� دستگاه�ها از برخی .۳۱.۲.۱ نکته
است: زير خطی گسسته صورت به دستگاه حالت، اين در می�پذيرد. صورت
x(k + ۱) = Ax(k) + Bu(k) (۹.۱)

کنترل�پذيری ۶.۲.۱

انتخاب با ،x(۰) اوليه حالت از شروع با اگر می�شود، ناميده کنترل�پذير ، (۷.۱) معادله با شده توصيف دستگاه
هدايت x۱ = x(t۱) نهايی گام هر به را دستگاه بتوان ،t۱ متناهی زمان در ،۰ ⩽ t ⩽ t۱ ،u(t) مناسب ورودی

کرد.

دارد. اشاره (A,B) زوج کنترل�پذيری به اغلب ،(۷.۱) دستگاه کنترل�پذيری .۳۲.۲.۱ نکته

کنترل�پذير ،A از λ ويژه مقدار معادل، طور به يا و (۷.۱) زمانی پيوسته دستگاه ماتريسAدر حالت .۳۳.۲.۱ نکته
غير صورت، اين غير در باشد. نامتعامد B ماتريس ستون�های با λ با متناظر چپ سمت ويژه بردار اگر است،

هستند. کنترل قابل
۲۲Time invariant
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کنترل�پذيری ماتريس

کنيم: می تعريف زير به�صورت را کنترل�پذيری ماتريس (۷.۱) تفاضلی معادله با شده توصيف دستگاه برای

Q =
[
B AB A۲B . . . An−۱B

]
(۱۰.۱)

زمانی)[۵] پيوسته دستگاه کنترل�پذيری (معيار .۳۴.۲.۱ قضيه
هستند: معادل زير عبارت�های باشد، (m ⩽ n) ،B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n کنيد فرض

است. کنترل�پذير (۷.۱) دستگاه .۱

است. n کامل رتبه ،Qn×nm کنترل�پذيری ماتريس .۲
rank(Q) = n

آنگاه: ،xTA = λxT که معنی اين به باشند، AT ماتريس ويژه جفت ،(λ, x) اگر .۳

xTB ̸= ۰

، A ماتريس از λ ويژه مقدار هر برای .۴

rank(A− λI,B) = n

داد. تخصيص دلخواه مقادير به می�توان را A−BK ماتريس ويژه مقادير ،K ماتريس مناسب انتخاب با .۵

ادامه برای می�دهيم. قرار بررسی مورد را برعکس و سوم به دوم قسمت ارزی هم اثبات تنها اينجا در برهان.
می�گيريم. نظر در را x(۰) = ۰ .t۰ = ۰ می�کنيم فرض کنيد. مراجعه [۵] به می�توانيد اثبات

يعنی می�گيريم، نظر در λ ويژه مقدار با متناظر AT ويژه بردار را x :۲ −→ ۳

xTA = λxT .

آن�گاه xTB = ۰ می�کنيم فرض خلف برهان به

xTQ = [xTB, λxTB, λ۲xTB, . . . , λn−۱xTB] = ۰. (۱۱.۱)

است. تناقض يک اين که بود خواهد �x = ۰ پس، است کامل رتبه ،Q ماتريس چون
k < n برابر Q رتبه اما نباشد. متعامد B ستون�های با A ويژه بردار�های از هيچ�يک کنيد فرض :۳ −→ ۲

به�طوری�که: [۵] دارد وجود T نامنفرد ماتريس بنابراين باشد.

Ā = TAT−۱ =

[
Ā۱۱ Ā۱۲

۰ Ā۲۲

]
, B̄ = TB =

[
B̄۱

۰

]
, (۱۲.۱)

.k = rank(Q) و است (n− k) مرتبه از Ā۲۲ به�طوری�که
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آن�گاه می�گيريم، نظر در λ ويژه مقدار با متناظر (Ā۲۲)
T ويژه بردار را v۲

(Ā)T

[
۰

v۲

]
=

[
ĀT

۱۱ ۰

ĀT
۲۱ ĀT

۲۲

][
۰

v۲

]
=

[
۰

ĀT
۲۲v۲

]
= λ

[
۰

v۲

]
.

به�علاوه

[۰, vT۲ ]

[
B̄۱

۰

]
= ۰.

کنترل�پذير (Ā, B̄) زوج بنابراين است. متعامد B ستون�های با که دارد وجود (Ā)T از
[

۰

v۲

]
ويژه بردار يعنی،

نمی�دهد. تغيير را کنترل�پذيری تشابهی تبديل زيرا است تناقض که نيست

کرونکر ناورداهای ۷.۲.۱
کنترل�پذيری ماتريس

Q =
[
B AB A۲B . . . An−۱B

]
, (۱۳.۱)

می�توان بنابراين باشند، B ماتريس mام تا اول ستون�های به�ترتيب b۱, . . . , bm می�کنيم فرض بگيريد. نظر در را
نوشت:

Q =
[
b۱ . . . bm Ab۱ . . . Abm . . . An−۱b۱ . . . An−۱bm

]
, (۱۴.۱)

که آورد به�دست طوری را Q ستون�های اولين از ستون n می�توان پس است، کنترل�پذير دستگاه آن�جايی�که از
دارد ستون m و سطر n که مستطيلی بلوک يک در را Q ستون�های آسان�تر، نمايش برای باشند. خطی مستقل

می�دهيم: نمايش زير به�صورت

Q =



b۱ . . . bm

Ab۱ . . . Abm

A۲b۱ . . . A۲bm
... ...

An−۱b۱ . . . An−۱bm


. (۱۵.۱)

از خطی�اند، وابسته قبل بردار با که بردارهايی پايين، و راست به�طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با
عمل اين و می�شوند حذف بلوک از نيز آن زير در واقع بردارهای همه�ی شد حذف بردار اگر و می�کنيم حذف بلوک
باقيمانده بردارهای همه�ی اين�حالت در باشد. بردار n خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهيم ادامه جايی تا را
ستون�های ترتيب به را خطی مستقل بردار n اين اگر می�کنيم. حذف بلوک از را آمده به�دست بردار nاز غير

می�آيد. به�دست موردنظر تبديل و بود خواهد معکوس�پذير P آن�گاه دهيم قرار P ماتريس

P =
[
b۱ . . . bm Ab۱ . . . Abm . . . Ap۱−۱b۱ . . . Apm−۱bm

]
. (۱۶.۱)
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مانند صحيح عددی است B ماتريس از ستونی متناظر که بلوک از ستون هر به (۱۵.۱) رابطه در .۳۵.۲.۱ تعريف
می�کند: صدق زير رابطه در که می�شود مربوط pi

۱ ≤ pi ≤ n i = ۱,۲, . . . ,m (۱۷.۱)

پس است، بلوک ام i ستون در باقيمانده بردارهای تعداد pi طرفی از می�ناميم. کرونکر ناورداهای را ها pi اين
: با است برابر بلوک ستون�های در واقع بردارهای تعداد

p۱ + p۲ + . . .+ pm, (۱۸.۱)

نتيجه در است، nبرابر تعداد اين طرفی از

p۱ + p۲ + . . .+ pm = n, (۱۹.۱)

(کمترين زمان کوتاه�ترين در را دستگاه حالت که هستيم به�گونه�ای F ماتريس يافتن به�دنبال بهينه کنترل در
می�کنيم: تعريف ناميم. می کنترل�پذيری انديس را v برسد). تعادل حالت (به نمايد ميل صفر به v مانند مرحله)

v = max{pi | i = ۱, . . . ,m}, (۲۰.۱)

يک حداکثر آن�ها min و max بين اختلاف هرگاه گوييم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای .۳۶.۲.۱ تعريف
گويند. نامنظم را کرونکر ناورداهای اين�صورت غير در باشد.

پايداری ۸.۲.۱

شده�است. انتخاب [۵] و [۶] از بخش اين قضايای و تعاريف

هرگاه: می�نامند، تعادل نقطه را xe نقطه بگيريد. نظر در را ẋ = f(x(t)) ديفرانسيل معادله .۳۷.۲.۱ تعريف

f(xe) = ۰

بگيريد: نظر در را زير ديناميکی دستگاه .۳۸.۲.۱ تعريف
ẋ = f(x(t)),

x(t۰) = xe = ۰ ∈ Rn
(۲۱.۱)

:t ≥ t۰ تمامی برای ، ϵ > ۰ و t۰ ازای به اگر گوييم، پايدار لياپانوف مفهوم به را xe تعادل نقطه

∃δϵ > ۰ ; ∀ ∥ x(t۰)− xe ∥< δ(ϵ) −→∥ x(t)− xe ∥≤ ϵ



۱۵ مقدماتی تعاريف .۲.۱

انتخاب و باشد مشخص x(t) حالت بردار می�کنيم فرض بگيريد. نظر در را (۷.۱) پيوسته خطی دستگاه
می�کنيم:

u(t) = v(t)−Kx(t) (۲۲.۱)

گرفت. نظر در صفر را آن می�توان که است مرجع ورودی بردار يک v(t) و ثابت ماتريس يک K آن، در که
می�آوريم: �دست به (۷.۱) دستگاه در (۲۲.۱) معادله جاگذاری از

ẋ(t) = (A−BK)x(t) +Bv(t)

y(t) = (C −DK)x(t) +Dv(t)
(۲۳.۱)

باشد، پايدار (۲۳.۱) دستگاه که به�گونه�ای ،K ماتريس کردن پيدا مسئله به ،(۷.۱) دستگاه پايداری مسئله سپس
ديگر: بيان به می�شود. تبديل

پايدار A− BK که می�يابيم به�گونه�ای را K حالت پسخورد ماتريس ،(A,B) ماتريس جفت به توجه با
داد. نشان زير شرح به می�توان را حالت پسخورد مسئله گرافيک باشد.

حالت پسخورد ساختار :۱.۱ شکل

می�نامند. بسته حلقه ماتريس را A−BK ماتريس و بسته حلقه دستگاه يک (۲۳.۱) دستگاه .۳۹.۲.۱ تعريف

کنترل�پذيری و پايداری

می�کنيم: بيان را باشند پايدار جفت ،(A,B) ماتريس زوج آن�که برای لازم و کافی شرايط قسمت، اين در

معادلند: زير موارد [۵] .۴۰.۲.۱ قضيه

هستند. پايدار (A,B) جفت •

،A ماتريس ناپايدار حالت�های ديگر، عبارت به .rank(A − λI,B) = n ،Re(λ) ⩾ ۰ هر برای •
هستند. کنترل قابل



۱۶ مقدمات و تعاريف .۱

داريم: ،Re(λ) ⩾ ۰ و xHA = λxH که x ̸= ۰ و λ هر برای •
xHB ̸= ۰

باشد. پايدار بايد زوج اين آنگاه باشند، کنترل�پذير (A,B) زوج اگر .۴۱.۲.۱ نتيجه

است ممکن مطلب اين عکس . دارد دلالت پايداری بر کنترل�پذيری که می�کند بيان را نکته اين بالا نتيجه
باشد. پايدار اما نباشد کنترل�پذير دستگاه است ممکن يعنی، نباشد. صحيح

باشند. کنترل�پذير ناپايدار، حالت�های که زمانی شده�است، تضمين پايداری .۴۲.۲.۱ نکته

لياپانوف معادله با پايداری ۹.۲.۱
(A,B) جفت کنيم، فرض توانيم می شده�، داده (A,B) جفت برای K پايدار پسخورد ماتريس کردن پيدا برای
از استفاده با کنترل�پذير زوج يک چگونه می�دهيم نشان می�شود، بيان ادامه در که قضيه�ای در است. کنترل�پذير

می�رسد. پايداری به لياپانوف معادله

که: به�گونه�ای باشد، اسکالر يک β که کنيد فرض و باشد کنترل�پذير (A,B) کنيد فرض [۵] .۴۳.۲.۱ قضيه
β > |λmax(A)|

به را K کنيد فرض است. حقيقی بخش بزرگ�ترين دارای که است A ماتريس از ويژه�ای مقدار ،λmax(A) که
کنيم: تعريف زير صورت

K = BTZ−۱ (۲۴.۱)

می�کند. صدق زير لياپانوف معادله در Z که
− (A+ βI)Z + Z[−(A+ βI)]T = −۲BBT (۲۵.۱)

می�رسد. پايداری به نيز (A,B) و است پايدار A−BK بنابر�اين

(A,B) که آن�جايی از همچنين، است. پايدار −(A+ βI)ماتريس ،β > |λmax(A)| که آن�جايی از برهان.
جواب دارای (۲۵.۱) لياپانوف معادله بنابر�اين است. کنترل�پذير نيز (−(A + βI), B) جفت است، کنترل�پذير

کرد: نويسی باز زير صورت به می�توان را (۲۵.۱) معادله است. Z منحصربه�فرد مثبت متناهی متقارن
(A−BBTZ−۱)Z + Z(A−BBTZ−۱)T = −۲βZ (۲۶.۱)

داريم: بالا معادله در (۲۴.۱) معادله دادن قرار با
(A−BK)Z + Z(A−BK)T = −۲βZ (۲۷.۱)

سپس باشد. ويژه مقدار اين با متناظر ويژه بردار y و باشد A − BK ماتريس از ويژه�ای مقدار µ کنيد، فرض
می�دهد: ،y در راست سمت از سپس و yH در چپ سمت از ابتدا ،(۲۶.۱) معادله طرف دو هر ضرب

۲Re(µ)yHZy = −۲βyHZy (۲۸.۱)

پايدار A − BK بنابر�اين .Re(µ) < ۰ نتيجه در و yHZy > ۰ است، متناهی مثبت Z که آن�جايی از
است.



۱۷ مقدماتی تعاريف .۲.۱

پايداری برای لياپانوف معادله روش الگوريتم

می�کند.[۵] محاسبه را پايا�ساز حالت پسخورد ماتريس زير، الگوريتم باشد. کنترل�پذير زوج (A,B) کنيد فرض
.β > |λMax(A)| که می�کنيم انتخاب گونه�ای به را β عدد اول: گام

می�کنيم. حل Z برای را (۲۵.۱) لياپانوف معادله دوم: گام
می�کنيم. محاسبه را پاياساز حالت پسخورد ماتريس سوم: گام
K = BTZ−۱

بگيريد: نظر در را زير زمان با ناپذير تغيير خطی دستگاه .۴۴.۲.۱ قضيه
ẋ(t) = Ax(t) (۲۹.۱)

اگر: فقط و اگر است لياپانوف مفهوم به پايدار دستگاه اين

باشد. داشته غيرمثبت حقيقی قسمت�های Aويژه مقادير کليه الف)

باشند. مشخصه چندجمله�ای ساده صفرهای دارند صفر حقيقی قسمت�های که A ويژه مقادير از دسته آن ب)
قسمت�های که ويژه�ای مقادير با متناظر جردن بلوک�های مرتبه جردن فرم به A تبديل در ديگر به�عبارت

باشد. يک است، صفر آن حقيقی



٢ فصل

جزئی ويژه مقدار تخصيص

جزئی ويژه مقدار تخصيص و ۱(EVA) ويژه مقدار تخصيص مسئله و خطی کنترل دستگاه ابتدا فصل، اين در
بر مروری ادامه در می�پردازيم. فوق مسائل برای جواب يکتايی و وجود بررسی به و کرده معرفی (PEVA)۲را
مسائل اين برای عددی مثال چند پايان در داشت. خواهيم PEV A مسئله حل برای قبلی شده ارائه روش�های

می�دهيم. ارائه
بگيريد: نظر در را زير زمان با متغير خطی کنترل دستگاه

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(۰) = x۰;

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(۱.۲)

x(t) ،n×m Dماتريسی ،r×n ماتريسی C ،n×mماتريس B ، بزرگ n×nماتريس ،يک A آن در که
که است ورودی بردار به مرسوم بعدی m ستونی بردار يک u(t) و حالت بردار به مرسوم بعدی n ستونی بردار

می�کند. تغيير زمان با

ويژه مقدار تخصيص ۱.۲
زمينه دو هر در گسترده به�طور که است کنترل دستگاه طراحی در اساسی مسئله يک ويژه مقدار تخصيص مسئله

است. گرفته قرار مطالعه مورد محاسباتی و تئوری
،(۲۲.۱) کنترل قانون از استفاده با مختلط صفحه در مورد�نظر، خاص مکان�های در ويژه مقدار تخصيص مسئله
دقيق بيان به قسمت اين در می�شود. ناميده (EVA) اختصار به يا حالت پسخورد با ويژه مقدار� تخصيص مسئله

می�پردازيم: رياضی زبان به مسئله

داريم: زير خطی دستگاه در .۱.۱.۲ تعريف
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۲.۲)

۱Eigenvalue assignment
۲Partial eigenvalue assignment



۱۹ جزئی ويژه مقدار تخصيص .۲.۲

است. بسته مختلط ترکيب به نسبت S که ،S = {λ۱, . . . , λn} و B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n

که: کنيم پيدا گونه�ای به را K ∈ Rm×n بايد ادامه برای
Ω(A−BK) = S (۳.۲)

طوری�که: به

است. R طيف برای پايه��ای ،Ω(R) -

می�شود. ناميده حالت پسخورد ماتريس K -

ويژه مقدار تخصيص مسئله برای جواب يکتايی و وجود ۱.۱.۲
ابتدا منظور، اين برای می�کنيم. بررسی ويژه مقدار تخصيص مسئله برای را جواب يکتايی و وجود بخش اين در

است. مهم بسيار ويژگی دو اين بررسی برای که می�پردازيم کنترل�پذيری مفهوم بيان به

A ماتريس از λ ويژه مقدار به نسبت (A,B) ماتريس زوج معادل طور به يا (۲.۲) دستگاه [۵] .۲.۱.۲ قضيه
اگر: است، کنترل�پذير

∀y ̸= ۰ =⇒ yHB ̸= ۰ که طوری به yHA = λyH (۴.۲)

ماتريس طيف از {λ۱, . . . , λp} زير�مجموعه به نسبت (A,B) ماتريس زوج يا (۲.۲) دستگاه .۳.۱.۲ تعريف
باشد. کنترل�پذير j = ۱,۲, . . . , p ،λj ويژه مقدار هر به نسبت اگر است، کنترل�پذير جزئی طور به A

مقدار هر به نسبت هرگاه است، کنترل�پذير کامل طور به (A,B) ماتريس زوج يا (۲.۲) دستگاه .۴.۱.۲ تعريف
باشد. کنترل�پذير A ماتريس از ويژه

تخصيص مسئله ،S دلخواه مجموعه هر برای ويژه):[۹] تخصيصمقدار مسئله برای يکتايی و (وجود .۵.۱.۲ قضيه
باشد. کنترل�پذير کامل طور به (A,B) زوج اگر تنها و اگر است حل�پذير (A,B)ماتريس زوج برای ويژه مقدار
صورتی در ورودی، چند حالت در باشد). بردار يک B)باشد ورودی تک دستگاه اگر تنها و اگر است يکتا جواب

است. موجود جواب بی�نهايت باشد، داشته وجود جواب که
شود. مراجعه [۳] يا [۵] به اثبات برای

جزئی ويژه مقدار تخصيص ۲.۲
وجود ،(۵.۱.۲) قضيه مشابه سپس می�پردازيم. جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله اصل بيان به ابتدا بخش اين در

می�کنيم. بررسی جزيی ويژه مقدار تخصيص مسئله برای را جواب يکتايی و
طيف�های بگيريد. نظر در را (A,B) ماتريس زوج کلی، طور به

Ω(A) = {λ۱, λ۲, . . . , λp, λp+۱, . . . , λn} (۵.۲)



۲۰ جزئی ويژه مقدار تخصيص .۲

و
S = {µ۱, µ۲, . . . , µp} (۶.۲)

که: می�کنيم پيدا گونه�ای به را F حالت پسخورد ماتريس هستند. بسته مختلط ترکيب تحت

Ω(A−BF ) = {µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn} (۷.۲)

خارج حالت، کنترل ماتريس با خطی دستگاه حلقه�باز ماتريس طيف از بخش يک داشتن نگه ثابت مسئله
اين اصل می�شود. ناميده جزئی ويژه تخصيصمقدار مسئله پايدار طيف با آن کردن جايگزين و طيف باقيمانده کردن
حلقه ماتريس طيف ويژه مقادير از تعدادی و نيستند پايدار کامل طور به که می�رود کار به دستگاه�هايی برای مسئله
محققان، از بسياری ندارند. قرار پايداری ناحيه در دارند، تخصيص به نياز مقادير همين تنها که ،(A (ماتريس �باز
تخصيص مسئله .([۲۲] ،[۱۹] کرده�اند([۸]، طراحی جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله حل برای الگوريتمی
معادله حل به ابتدا پيشنهادی، روش اين در شده�است[۸]. مطرح داتا۳، و سعد توسط بار نخستين ويژه، مقادير
الگوريتم از استفاده با که است هسنبرگی بالا ماتريس يک ،H) می�شود. AX−XHپرداخته� = GC سيلوستر
صورت به ماتريسخاص ماتريسGيک است. {µ۱, µ۲, . . . , µp} Hبرابر طيف شده�است. ساخته آرنولدی۴
V HAV = H در که ،v نرمال ماتريس توسط که، است �شده نرمال ماتريس يک X و G = (۰, ۰, . . . , ۰, b)

em = (۰, ۰, . . . , ۰,۱) که ،f = Xem حالت پسخورد بردار روش، اين با می�آيد.) دست به می�کند، صدق
از يکی است. {µ۱, µ۲, . . . , µp} شامل ،A− bfT ويژه مقادير طيف حالت اين در می�کنيم. محاسبه را است
ديگر روش يا آرنولدی[۱۹] الگوريتم از استفاده با نرمال�کردن مفهوم اساس بر عمده طور به پيشنهادی، روش�های

است. [۲۲] QR جزئی تجزيه از استفاده با

جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله برای جواب يکتايی و وجود ۱.۲.۲
ويژه مقادير شامل که Λ = diag(λ۱, λ۲, . . . , λp, λp+۱, . . . , λn) قطری ماتريس [۹] .۱.۲.۲ قضيه
{λ۱, λ۲, . . . , λp}مجموعه�های که به�گونه�ای بگيريد، نظر در را Aاست ∈ Cn×n ماتريس از λ۱, λ۲, . . . , λn

هستند. گسسته هم از {λp+۱, . . . , λn} و
يعنی A ماتريس ويژه مقادير باقی و يابد تغيير µ۱, µ۲, . . . , µp به λ۱, λ۲, . . . , λP مقادير که کنيد فرض
ويژه مقدار انتخاب هر ازای به جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله نتيجه در بماند. ثابت λp+۱, . . . , λn مقادير
به نسبت جزئی به�طور (A,B) زوج اگر تنها و اگر است جواب دارای (A,B) زوج برای µ۱, µ۲, . . . , µp

دستگاه يک دستگاه، اگر تنها و اگر است، منحصربه�فرد جواب باشد. کنترل�پذير {λ۱, λ۲, . . . , λP} مجموعه
کنترل�پذير کاملا دستگاه که زمانی ورودی�ها، تک و ورودی چند حالت در باشد. کنترل�پذير کاملا ورودی تک

دارد. وجود جواب بی�نهايت جواب، وجود صورت در نباشد،

کنترل�پذير λj از برخی ازای به (A,B) زوج کنيد فرض خلف: برهان می�کنيم. اثبات را ضرورت ابتدا برهان.
نتيجه: در ،(۱ ⩽ j ⩽ p)نباشد

۳Saad and Datta
۴Arnoldi’s algorithm



۲۱ جزئی ويژه مقدار تخصيص .۲.۲

∃y ̸= ۰ که طوری به yHB = ۰, yH(A− λjI) = ۰ (۸.۲)

λj که فرض اين با نتيجه در . yH(A−BF − λjI) = ۰ داريم: ،F هر برای که است معنا اين به بالا رابطه
شود. داده تخصيص دوباره نمی�تواند است، A−BF بسته حلقه ماتريس ويژه مقدار

بايد اکنون .Λ۲ = diag(λp+۱, . . . , λn) و Λ۱ = diag(λ۱, λ۲, . . . , λp) می�کنيم تعريف کفايت:
تخصيص Λ۱ جای به را دلخواهی ويژه مقادير به�طوری�که دارد وجود Fای حالت پسخورد ماتريس دهيم نشان

می�گذارد. باقی تغيير بدون را ديگر ويژه مقادير تمام که حالی در می�دهد،
ويژه بردارهای ماتريس�های ترتيب به Y = (y۱, y۲, . . . , yn) و X = (x۱, x۲, . . . , xn) کنيد فرض
که آن�جايی از .Y۱ = (y۱, y۲, . . . , yp) که کنيد فرض و باشند A ماتريس چپ سمت و راست سمت
به نسبت (A,B) ماتريس جفت جزئی کنترل�پذيری از نتيجه در ،Y HAX = diag(Λ۱,Λ۲) و Y HX = I

می�گيريم. نتيجه را مقادير همان به نسبت (diag(Λ۱,Λ۲), Y
HB) زوج جزئی کنترل�پذيری ، Λ۱ ويژه مقادير

. {λ۱, λ۲, . . . , λp}
∩
{λp+۱, . . . , λn} = ∅ زيرا: است، کنترل�پذير کاملا (Λ۱, Y

H
۱ B) زوج بنابر�اين،

بسته حلقه ماتريس به�طوری�که، دارد وجود Φ حالت پسخورد ماتريس ،(۵.۱.۲) قضيه بنابه
می�کنيم: تعريف باشد. µ۱, µ۲, . . . , µp ويژه مقادير دارای Λ۱ − Y۱

HBΦ

F = ΦY۱
H (۹.۲)

است: نياز مورد مقادير همان حلقه�بسته ماتريس ويژه مقادير پس

{µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn} = Ω(diag(Λ۱,Λ۲)− Y HB(Φ, ۰)) =

Ω(Y H(A−B((Φ, ۰)Y H))X) = Ω(A−B(ΦY۱
H)).

(۱۰.۲)

باشد، ورودی چند که زمانی است. منحصر�به�فرد جواب باشد، کنترل�پذير کاملا تک�ورودی دستگاه که مواردی در
می�شود. نتيجه (۵.۱.۲) قضيه از مستقيم به�طور که دارد وجود جواب بی�نهايت

داشته وجود جزئی ويژه مقدار تخصيص دستگاه برای جواب بی�نهايت است ممکن که می�دهيم نشان ادامه در
وجود k ⩾ p برای نا�پذير کنترل λk ويژه مقدار و باشد ورودی) تک (موارد بردار يک B زمانی�که باشد،

داشته�باشد.
(. ykHB = ۰ و ykHA = λkyk

H که گونه�ای به ،yk راست سمت ويژه بردار با است متناظر ،Kth )
که Xc و Yc باشد. جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله برای حالت پسخورد ماتريس يک ،F که کنيد فرض
می�کنيم. تعريف را هستند Ac = A − BF حلقه�بسته ماتريس راست و چپ سمت ويژه بردار�های ترتيب به

است. Yc ستون k،ykامين نتيجه در و ykHAc = yk
H(A−BF ) = λkyk به�وضوح

از استفاده با که داد نشان می�توان (۱۰.۲) از است. دلخواه عددی α آن در که ،Fα = αyk
H کنيد فرض

بدون Ac از µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λk−۱, λk+۱, . . . , λn ويژه مقادير ،Fα حالت پسخورد ماتريس
تغيير بدون Fα حالت پسخورد ماتريس از استفاده با نيز Ac از λk ويژه مقدار علاوه�بر�اين، می�ماند. باقی تغيير

نيست. کنترل�پذير قضيه، اين ضرورت قسمت طبق ،λk ويژه مقدار به نسبت (Ac, B) زوج می�ماند.
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Ω(A−BF ) = Ω(Ac) = Ω(Ac −BFα) = Ω(A−B(F + αyk
H)) (۱۱.۲)

است. جواب يک دلخواه، α هر ازای به نيز F + αyk
H بنابر�اين باشد، جواب يک F اگر نتيجه در

شده ارائه قبلی روش�های ۳.۲
مقادير تخصيص مسئله حل برای اين از پيش که می�پر�دازيم عددی روش�های از مختصری بيان به بخش اين در

شده�است. مطرح جزئی ويژه

متعامد روابط روش ۱.۳.۲
تنها روش اين درک .([۲۴] است([۴]، A ماتريس ويژه بردار�های بين متعامد روابط پايه بر روش اين اساس
ابتدا روش، بيان برای می�شود. حاصل A ماتريس ويژه بردار�های و ويژه مقادير مبحث از دانش�جزئی داشتن با

می�کنيم. بيان را Ax = λx ويژه مقادير مسئله برای ويژه، بردار�های بين متعامد روابط

صفر غير بردار است. A از ويژه مقدار يک λ اسکالر باشد. n× n ماتريس يک A کنيد فرض .۱.۳.۲ تعريف
که: می�کنيم تعريف گونه�ای به را Y

Y HA = λY H (۱۲.۲)
است. Y بردار ترانهاده مزدوج ،Y H و λ ويژه مقدار به وابسته چپ سمت بردارويژه Y

است. A ماتريس چپ و راست سمت ويژه جفت ،(λ, Y ) و (λ,X) جفت .۲.۳.۲ تعريف

سمت ويژه بردار�های نيز Y ،X و A ماتريس ويژه مقادير λ۱, λ۲, . . . , λn کنيد فرض [۲۰] .۳.۳.۲ قضيه
می�گيريم: نظر در باشد. A ماتريس چپ و راست

{λ۱, λ۲, . . . , λm} ∩ {λm+۱, . . . , λn} = ϕ (۱۳.۲)
می�کنيم: تعريف

Y = (Y۱, Y۲), X = (X۱, X۲) (۱۴.۲)
آن در که

X۱ = (x۱, x۲, . . . , xm), X۲ = (xm+۱, . . . , xn) (۱۵.۲)
Y۱ = (y۱, y۲, . . . , ym), Y۲ = (ym+۱, . . . , yn) (۱۶.۲)

طوری�که: به
Y۱

HX۲ = ۰, Y۱
HAX۲ = ۰ (۱۷.۲)

:( [۲۴] ، آن�گاه([۴] باشد، متقارن حقيقی A ماتريس بالا، فرضيات علاوه�بر اگر
X۱

TX۲ = ۰, X۱
TAX۲ = ۰ (۱۸.۲)
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مقادير از شده تشکيل قطری ماتريس ،Λn×n می�کنيم، فرض و بگيريد نظر در را (۳.۳.۲) قضيه فرضيات
طوری�که: به باشد، A ماتريس ويژه

Λ = diag(Λ۱,Λ۲) (۱۹.۲)

Λ۱ = diag(λ۱, λ۲, . . . , λm), Λ۲ = diag(λm+۱, . . . , λn) (۲۰.۲)

که باشد، حالت پسخورد بردار f و {λ۱, λ۲, . . . , λm} ∩ {λm+۱, . . . , λn} = ϕ کنيد فرض .۴.۳.۲ قضيه
می�شود: تعريف زير صورت به

fT = βY۱
HA. (۲۱.۲)

،A−bfT ماتريس از λm+۱, . . . , λn يعنی ويژه، مقدار (n−m) آخرين ،β از انتخاب هر برای صورت اين در
هستند[۲۰]. A ماتريس ويژه مقادير همان برابر

نتيجه: در باشند، A ماتريس ويژه مقادير - ويژه بردارهای ماتريس جفت ،(X,Λ) کنيد فرض برهان.
AX −XΛ = ۰ (۲۲.۲)

است: زير رابطه اثبات هدف
(A− bfT )X۲ −X۲Λ۲ = ۰. (۲۳.۲)

داريم: (۲۳.۲) معادله چپ سمت در fT = βY۱
HA جايگذاری با

(A− bfT )X۲ −X۲Λ۲ = AX۲ −X۲Λ۲ − bβ(Y۱
HAX۲). (۲۴.۲)

داريم: قضيه(۳.۳.۲) از
Y۱

HAX۲ = ۰, AX۲ −X۲Λ۲ = ۰ (۲۵.۲)

بنابر�اين
(A− bfT )X۲ −X۲Λ۲ = ۰ (۲۶.۲)

می�شود. ثابت قضيه نتيجه در

داريم. β آوردن به�دست به نياز ابتدا جزئی، ويژه مقدار تخصيص مسئله حل جهت بالا قضيه از استفاده برای
،Z ∈ Cn×m ويژه بردار�های ماتريس داشته�باشد، وجود β چنين اگر

Z = (z۱, z۲, . . . , zm), zj ̸= ۰ (j = ۱,۲, . . . ,m).

طوری�که: به دارد، وجود D = diag(µ۱, µ۲, . . . , µm) ماتريس و
(A− bfT )Z − ZD = ۰. (۲۷.۲)

داريم: (۲۷.۲) معادله در fT = βY۱
HA جايگذاری با

AZ − bβY۱
HAZ − ZD = ۰ (۲۸.۲)

سپس
AZ − ZD = bβY۱

HAZ = bβWH = bCH (۲۹.۲)
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صورت به را C بردار ،Z ويژه بردار آوردن به�دست برای هستند. بردار C = WβH و WH = Y۱
HAZ که

می�شود: تبديل زير صورت به (۲۹.۲) معادله اين�صورت، در می�گيريم. نظر در C = (۱,۱, . . . ,۱)T

AZ − ZD = b(۱,۱, . . . ,۱) (۳۰.۲)

نمود: حل را زير معادله می�توان ،zj ويژه بردار هر برای

(A− µjI)zj = b , j = ۱,۲, . . . ,m (۳۱.۲)

حل با ،W آوردن به�دست از پس ،WH = Y۱
HAZ رابطه از و کرده محاسبه را Z بردار�ويژه طريق اين از
می�آوريم. به�دست را βH زير، m×m مربعی خطی دستگاه

WβH = (۱,۱, . . . ,۱)T (۳۲.۲)

را β می�توان روشن و صريح طور به می�شود، بيان ادامه در که قضيه�ای در نمود. محاسبه را f می�توان اين�رو از
آورد. به�دست

Axi = λixi باشيم: داشته (۲۲.۲) معادله از ۱ ⩽ i ⩽ n برای کنيد فرض [۲۰] .۵.۳.۲ قضيه
تعريف زير صورت به که باشد β دهنده تشکيل اجزای βj می�کنيم فرض باشد. (۲۱.۲) معادله از انتخابی f و

می�شود.

βj =
۱

bT ŷj

λj − µj

λj

m∏
i=۱,i̸=j

λj − µi

λj − λi

(۳۳.۲)

اولين و است {µ۱, µ۲, . . . , µm, λm+۱, . . . , λn} طيف دارای A− bfT حلقه�بسته ماتريس صورت اين در
می�کند. صدق زير معادله در ويژه مقادير m

(A− µjI)zj = b , j = ۱,۲, . . . ,m. (۳۴.۲)

داريم. زير معادله دادن نشان به نياز تنها اثبات برای برهان.

Φk(β) = [(A− bfT )− µkI]zk , k = ۱,۲, . . . ,m. (۳۵.۲)

آن: در که

(A− µkI)zk = b (۳۶.۲)

می�کنيم: جايگذاری را fT = βY۱
HA ،(۳۵.۲) رابطه معادله در

Φk(β) = [(A− µjI)− bβY۱
HA]zk. (۳۷.۲)

داريم: آن جايگذاری و (۳۶.۲) معادله به توجه با

Φk(β) = b− [bβY۱
HA]zk. (۳۸.۲)
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می�کنيم. جايگذاری (۳۸.۲) معادله در را (۳۳.۲) معادله ادامه در

Φk(β) = b−

[
b(

m∑
j=۱

۱

bT ȳj

λj − µj

λj

m∏
i=۱,i̸=j

λj − µi

λj − λi

Y۱
HA)

]
zk

= b−

[
b(

m∑
j=۱

۱

bT ȳj

λj − µj

λj − λk

m∏
i=۱,i̸=j

λj − µi

λj − λi

yj
H(λj − µk))

A

λj

]
zk

= b−

[
b(

m∑
j=۱

۱

bT ȳj

λj − µj

λj − λk

m∏
i=۱,i̸=j

λj − µi

λj − λi

)yj
H(λj − µk)

A

λj

]
zk. (۳۹.۲)

نوشت: می�توان Y HA = Y Hλ ستون Jامين از
yj

HI = yj
H A

λj

, λj ̸= ۰. (۴۰.۲)

داريم: ،۱ ⩽ k, j ⩽ m از انتخاب هر برای
yj

H(A− µkI) = yj
H

(
A− µk(

A

λj

)

)
. (۴۱.۲)

سپس
yj

H(A− µkI) = yj
H(λj − µk)(

A

λj

). (۴۲.۲)

داريم: (۳۹.۲) در (۴۲.۲) معادله جايگذاری با

Φk(β) = b−

[
b(

m∑
j=۱

۱

bT ȳj

λj − µj

λj − λk

m∏
i=۱,i ̸=j,k

λj − µi

λj − λi

)yj
H(A− µkI)

]
zk. (۴۳.۲)

داريم: (۳۶.۲) معادله به توجه با

Φk(β) = b− b
m∑
j=۱

۱

bT ȳj

λj − µj

λj − λk

m∏
i=۱,i ̸=j,k

λj − µi

λj − λi

yj
Hb

= b− b

m∑
j=۱

۱

bT ȳj

λj − µj

λj − λk

m∏
i=۱,i ̸=j,k

λj − µi

λj − λi

(bT ȳj)
T

(۴۴.۲)

نتيجه در
Φk(β) = b(۱−

m∑
j=۱

∏m
i=۱,i̸=k λj − µi∏m
i=۱,i ̸=j λj − λi

) (۴۵.۲)

داريم: هستند، مشخص λiها که ،{µi}mi=۱ و {λi}mi=۱ مجموعه هر برای که شده�است ثابت [۷] مرجع در
m∑
j=۱

∏m
i=۱,i ̸=k λj − µi∏m
i=۱,i̸=j λj − λi

= ۱, k = ۱,۲, · · · ,m. (۴۶.۲)

می�شود. کامل اثبات و می�کند ميل صفر به Φ(k)(β) نتيجه در

مقدار تخصيص مسئله حل نتيجه در و β وجود برای کافی شرايط که است روشن (۳۳.۲) معادله روی از
است�از: عبارت جزئی ويژه

.λj ̸= ۰, j = ۱,۲, . . . ,m •
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هستند. متمايز (i = ۱,۲, . . . ,m) λiها، •

هستند. نامتعامد هم به نسبت (j = ۱,۲, . . . ,m) ،ȳj و b بردار •

بگيريد: نظر در زير صورت به b۴×۱ و A۴×۴ ماتريس .۶.۳.۲ مثال

A =


−۴ ۰ ۰ ۱

۰ −۱ −۴ ۱

۰ ۰ ۴ −۱

−۲ −۱ −۲ −۱

 , b =


۱

۲

۰

۱

 .

{−۴/۵۷۳۲,−۰/۸۳۲۶+۰/۳۶۳۷i,−۰/۸۳۲۶−۰/۳۶۳۷i,۴/۲۳۸۴} ماتريسAبرابر ويژه مقادير
گونه�ای به را f حالت ماتريسپسخورد متعامد روشروابط با بگيريد. نظر در را µ = −۱ دلخواه ويژه مقدار است،
λ۴ = ۴/۲۳۸۴ جايگزين ،µ = −۱ ،A− bf بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير طيف در که، می�آوريم به�دست

شود.

می�آوريم. دست به را λ = ۴/۲۳۸۴ ويژه مقدار با متناظر چپ سمت ويژه بردار ابتدا حل.

y۴ =


−۰/۰۴۵۹

−۰/۰۳۶۱

−۰/۹۸۰۲

۰/۱۸۹۰

 .

می�کنيم: تعيين (۳۳.۲) معادله طبق را β ،y۴ از استفاده با اکنون

β =
۱

bT ȳ۴

λ۴ − µ

λ۴
= ۱۷/۴۳۱۶

با: است برابر f پسخورد ماتريس انتها در
fT = βy۴

HA

= ۱۷/۴۳۱۶
[
−۰/۰۴۵۹ −۰/۰۳۶۱ −۰/۹۸۰۲ ۰/۱۸۹۰

]
×


−۴ ۰ ۰ ۱

۰ −۱ −۴ ۱

۰ ۰ ۴ −۱

−۲ −۱ −۲ −۱


=
[
−۳۳۸۸۷ −۲/۶۶۵۳ −۷۲/۴۱۷۸ ۱۳/۹۶۲۷

]
پيدا زيرا نيست. مناسب بزرگ اندازه با ماتريس�هايی برای روش اين که باشيم داشته� توجه نکته اين به بايد

بود. خواهد دشوار f کردن پيدا نتيجه در و βj مؤلفه�های کردن

جزئی شور تجزيه روش ۲.۳.۲
می�کنيم. بيان را روش روند اصل سپس و جزئی۵ شور تجزيه ابتدا روش، اين توضيح برای

۵Partial Shur decomposition
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به�طوری�که: دارد، وجود Q يکانی ماتريس يک n× n ،A مربعی ماتريس هر برای .۷.۳.۲ قضيه

QHAQ = R, (۴۷.۲)

است[۲۳]. مثلثی بالا ماتريسی

برای کنيد فرض است. برقرار نتيجه n = ۱ برای وضوح به می�دهيم. انجام را اثبات ،n روی استقرا از برهان.
A از λ ويژه مقدار به وابسته ويژه بردار يک را u می�کنيم. ثابت An × n برای اکنون باشد، برقرار نيز n− ۱

يعنی می�کنيم. کامل متعامد، يکا مجموعه يک با را u بردار ابتدا .∥ u ∥۲= ۱ که می�کنيم فرض بگيريد. نظر در
آنگاه: باشد. يکانی n× n ماتريس يک ،U = [u, v] کنيد فرض

AU = [λu,Av], (۴۸.۲)

بنابراين: و

UHAU =

[
uH

vH

] [
λu Av

]
=

(
λ uHAv

۰ vHAv

)
. (۴۹.۲)

که B = vHAv ماتريس برای نتيجه در است، برقرار (n − ۱) × (n − ۱) ماتريس برای حکم آن�جايی از
به�طوری�که، است موجود Q۱ ،(n− ۱)× (n− ۱) يکانی ماتريس يک است، بعدی (n− ۱)× (n− ۱)

است. بالامثلثی Q۱
HBQ۱ = R۱

است. n× n که می�کنيم تعريف زير صورت به را Q̂۱ ماتريس اکنون

Q̂۱ =

[
۱ ۰

۰ Q۱

]
. (۵۰.۲)

حاصل که ماتريسی آن�گاه می�کنيم. ضرب Q̂۱ در راست سمت از و Q۱
H در چپ سمت از را (۴۹.۲) رابطه

است، يکانی ماتريس يک که Q = Q̂۱گرفتن نظر در با ،Aماتريس برای و است بالامثلثی ماتريس يک می�شود
می�شود. حاصل نتيجه

قطر روی درايه�های نتيجه در است، A ماتريس مشابه و مثلثی ماتريس يک R ماتريس اين�که به توجه با
تحت ،Q اول ستون p توسط شده توليد زيرفضای ،p ⩽ n هر برای است. Aماتريس ويژه مقادير برابر R اصلی

که: می�دهد نتيجه AQ = QR رابطه� واقع در ناوارداست. A

∀۱ ⩽ j ⩽ p; Aqj =

j∑
i=۱

rijqi. (۵۱.۲)

می�توان باشد، R ماتريس p بعد از و پيشرو اصلی ماتريس زير Rp اين�که و Q = [q۱, q۲, . . . , qp] فرض با
نوشت: زير صورت به را بالا رابطه

AQp = QpRP , (۵۲.۲)
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زمانی تجزيه اين حالت ساده�ترين می�نامند. شور بردار�های را qi بردار�های می�شود. ناميده جزئی شور تجزيه که
مقادير برای که مرتبه�ای به و نيستند يکتا شور بردار�های است. ويژه بردار يک q۱ آن در که است p = ۱ که است

وابسته�اند. می�شود، انتخاب ويژه
وابسته Aماتريس ناوردای چپ فضای به جزئی، شور روش به جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله حل برای
صورت به را AT ماتريس جزئی شور تجزيه ابتدا روش اين در داريم[۲۳]. نياز λ۱, λ۲, . . . , λp ويژه مقادير به

می�کنيم. محاسبه ATQ = QR

فضای زير برای متعامد پايه يک تشکيل ،Q ستون�های به�طوری�که است n × p ماتريس يک Q آن در که
ماتريس گرفتن نظر در با است. p×p بالامثلثی ماتريس يک R و می�دهند را (۱ ⩽ i ⩽ p) ،λi به وابسته چپ

است: زير صورت به پسخورد ماتريس تعريف و Z = A−BF T

F = QS. (۵۳.۲)
نوشت: می�توان

ZTQ = (AT − FBT )Q = QR−QSBTQ = Q(R− SET ) = QCp
T , (۵۴.۲)

داريم: بالا معادله در که
Cp = RT − EST , E = QTB, (۵۵.۲)

است.
با Z ماتريس ويژه مقدار p نتيجه در و بوده مشابه Cp و Z ماتريس دو است، Z = QCpQ

T آنجايی�که از
ماتريس ابتدا گرفت. نظر در زير صورت به را تخصيص مسئله می�توان لذا می�باشد، برابر Cp ماتريس ويژه مقادير
به توجه با باشد. {µ۱, µ۲, . . . , µp} ويژه مقادير دارای Cp = QTZQ ماتريس که می�يابيم گونه�ای به را S
از ،(۱ ⩽ i ⩽ p) ،λi ويژه مقدار که کرد اختيار طوری را S ماتريس می�توان می�شود، بيان ادامه در که قضيه�ای

می�ماند. باقی تغيير بدون A ويژه مقادير ما�بقی و داد تغيير ،(۱ ⩽ i ⩽ p) ،µi به را A

آن�گاه آيد، به�دست (۵۴.۲) از F و کند صدق (۵۵.۲) معادله در که باشد ماتريسی S کنيد فرض .۸.۳.۲ قضيه
است[۲۲]. {µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn} ويژه مقادير دارای A−BF T ماتريس

ديگر عبارت به باشد. (i > p)،λi باقيمانده شور بردار�های w = [w۱, w۲, . . . , wn−p] کنيد فرض برهان.
است. يکانی X = [Q,w] طوری�که به است، spanQ متعامد متمم از متعامد پايه يک w

داريم: (۵۴.۲) از استفاده با

QTZTQ = Cp
T ; wTZTQ = ۰. (۵۶.۲)

می�آوريم: به�دست (۵۳.۲) از استفاده با

QTZTw = QT (AT −QSBT )w =

QTATw − SBTw = QTATw + ET ,
(۵۷.۲)

wTZTw = wT (AT −QSBT )w =

wTATw − wTQSBTw = wTATw,
(۵۸.۲)



۲۹ شده ارائه قبلی روش�های .۳.۲

بنابر�اين

XTZX =

(
Cp ۰

wTAQ+ E wTAw

)
, (۵۹.۲)

می�شود. کامل اثبات و

دارای RT −EST بسته حلقه ماتريس به�طوری�که می�شود، S ماتريس کردن پيدا به تبديل مسئله نتيجه در
باشد. (۱ ⩽ i ⩽ p)،µi ويژه مقادير

بگيريد: نظر در زير به�صورت را b و A ماتريس .۹.۳.۲ مثال

A =



۰ ۵ ۴ ۶ ۳ ۳ ۶ ۲ ۶ ۸

۳ ۷ ۶ ۸ ۵ ۹ ۰ ۸ ۱ ۴

۶ ۶ ۲ ۹ ۱ ۳ ۵ ۹ ۰ ۹

۶ ۱ ۰ ۰ ۰ ۲ ۷ ۸ ۲ ۰

۵ ۵ ۵ ۴ ۹ ۱ ۲ ۵ ۸ ۳

۴ ۳ ۲ ۵ ۲ ۳ ۴ ۲ ۹ ۵

۲ ۰ ۹ ۶ ۵ ۳ ۵ ۷ ۶ ۰

۵ ۱ ۹ ۷ ۹ ۱ ۰ ۲ ۷ ۷

۷ ۱ ۳ ۶ ۱ ۴ ۴ ۹ ۲ ۵

۷ ۶ ۰ ۷ ۱ ۰ ۶ ۶ ۵ ۵



, b =



۸

۹

۱

۹

۶

۰

۲

۵

۹

۹



.

از: است عيارت A ويژه مقادير طيف
{۴۲/۶۷۸۰,۶/۲۱۵۵± ۲/۳۲۱۰i,۱/۰۳۷۷,−۹/۹۹۷۰,

−۱/۸۸۶۰± ۵/۳۱۷۸i,−۰/۷۹۶۱,−۳/۲۹۰۸± ۰/۶۱۹۸i}.

مجموعه ،A − bf حلقه�بسته ماتريس ويژه مقادير طيف در که می�يابيم به�گونه�ای را f حالت پسخورد ماتريس
شود. ،{۴۲/۶۷۸۰,۶/۲۱۵۵± ۲/۳۲۱۰i,۱/۰۳۷۷} جايگزين ،{−۱∓ ۰/۳i,−۲,−۰/۵} دلخواه

می�شوند. محاسبه زير صورت به جزئی شور تجزيه از R ، Q ماتريس�های حل.

Q =



−۰/۳۳۴۰ ۰/۰۱۵۴ + ۰/۰۲۰۰i ۰/۰۱۵۶− ۰/۰۳۶۷i −۰/۲۸۵۰

−۰/۲۳۶۵ −۰/۵۳۰۲− ۰/۰۰۴۵i −۰/۳۵۲۰ + ۰/۱۵۰۹i ۰/۱۳۴۹

−۰/۲۹۰۰ ۰/۲۴۰۵− ۰/۱۸۱۷i ۰/۱۰۹۹ + ۰/۲۲۹۶i ۰/۴۳۵۱

−۰/۴۰۹۲ ۰/۰۲۲۶ + ۰/۰۱۹۹i ۰/۰۲۰۳− ۰/۰۳۸۴i ۰/۲۵۶۷

−۰/۲۵۹۶ −۰/۱۴۳۹− ۰/۳۱۱۸i −۰/۱۷۹۵ + ۰/۵۴۴۸i −۰/۲۲۱۱


,

R =


۴۲/۶۷۸۰ ۳/۹۹۰۱ + ۰/۴۴۷۱i ۲/۷۶۰۵− ۱/۸۰۵۴i −۱/۱۱۵۳ + ۰/۰۰۰۰i

−۰/۰۰۰۰− ۰/۰۰۰۰i ۶/۲۱۵۵ + ۲/۳۲۱۰i ۱/۲۵۶۴− ۲/۲۳۰۳i −۰/۵۰۹۸− ۰/۳۴۳۵i

−۰/۰۰۰۰ + ۰/۰۰۰۰i −۰/۰۰۰۰− ۰/۰۰۰۰i ۶/۲۱۵۵− ۲/۳۲۱۰i −۰/۲۴۴۳ + ۰/۴۱۹۴i

−۰/۰۰۰۰− ۰/۰۰۰۰i −۰/۰۰۰۰− ۰/۰۰۰۰i −۰/۰۰۰۰ + ۰/۰۰۰۰i ۱/۰۳۷۷ + ۰/۰۰۰۰i





۳۰ جزئی ويژه مقدار تخصيص .۲

: با است برابر نيز S و E ماتريس

E =


−۱۸/۹۲۷۰

−۴/۱۸۹۳ + ۰/۱۳۷۳i

−۲/۸۰۸۵ + ۱/۳۵۶۷i

۶/۲۲۶۴

 ,

St =
[
−۳/۸۳۶۴ ۱/۷۵۹۲ + ۰/۲۱۵۴i ۱/۲۲۲۰− ۰/۸۲۵۶i ۰/۰۰۲۱

]
می�آيد. به�دست حالت پسخورد ماتريس ،f = QS دادن قرار با انتها در

f =



۱٫ ۳۶۱۷

−۰٫ ۵۸۰۸

۱٫ ۴۴۲۲

۱٫ ۶۷۰۹

۰٫ ۰۰۶۲

۰٫ ۲۷۹۳

۲٫ ۳۸۳۳

۱٫ ۸۶۳۹

۱٫ ۵۴۰۵

۱٫ ۱۶۸۰



.



٣ فصل

تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص
تشابهی

محاسبه چگونگی سپس، می�پردازيم. (A,B) زوج برداری همدم و اشلون استاندارد فرم بيان به ابتدا فصل اين در
ماتريس برای دلخواه، ويژه مقدار تخصيص و صفر ويژه مقدار تخصيص مبحث برای را حالت پسخورد ماتريس
ويژه مقدار تخصيص مسئله حل نيز انتها در می�کنيم. بيان غيرجزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در حلقه�بسته
بيشتر درک به کمک برای پايان در می�کنيم. مطرح شده، بيان تشابهی تبديلات از استفاده با را پارامتری غير جزئی

می�پردازيم. عددی مثال ارائه به روش�، اين

اشلون استاندارد فرم ۱.۳

زير صورت به را دستگاه حالت معادله شده�است. تعريف Rn فضای بر که باشد تشابهی تبديل T که کنيد فرض
می�گيريم: نظر در

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t). (۱.۳)

يعنی: شود، تبديل جديد فضای به T−۱ تبديل ماتريس توسط دستگاه حالت بردار می�کنيم فرض حال

x̂(t) = T−۱x(t) يا x(t) = T x̂(t). (۲.۳)

داشت: خواهيم (۱.۳) حالت معادله در (۲.۳) جايگذاری با

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) +Bu(t),

ˆ̇x(t) = T−۱ATx̂(t) + T−۱Bu(t).
(۳.۳)

داريم: (۳.۳) معادله در B̂ = T−۱B و Â = T−۱AT گرفتن نظر در با



۳۲ تشابهی تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص .۳

ˆ̇x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t) (۴.۳)

به�اين کرد. مشخص پذيری کنترل ماتريس از استفاده با منحصر�به�فردی به�صورت می�توان را T تبديل ماتريس
صورت اين در می�دهيم. قرار T تبديل ماتريس ستون�های را Q ماتريس خطی مستقل ستون n اولين که ترتيب

می�کنيم: تعريف زير صورت به را اشلون استاندارد فرم

T = [b۱ b۲ . . . bm . . . Aq−۱b۱ . . . A
q−۱br Aq−۱br+۱ . . . A

q−۱bm Aqb۱ . . . A
qbr].

ماتريس اگر می�دهيم. تشکيل را است ستون n + m و سطر n دارای که ،[B,A] افزوده ماتريس
داشت: خواهيم دهيم، تشکيل را [T−۱B, T−۱AT ]

T−۱[B,AT ] = T−۱[b۱ b۲ . . . bm Ab۱ . . . A
qb۱ . . . A

qbr Aqbr+۱ . . . A
qbm Aq+۱b۱ . . . A

q+۱br]

= T−۱[T,Aqbr+۱ . . . A
q+۱br] = [I, T−۱Aqbr+۱ . . . T

−۱Aq+۱br] = [In×n, Vn×m].

(۵.۳)

می�کنيم: تعريف زير صورت به را نظير ستونی و سطری تشابهی تبديلات اکنون

.۱
r(i)←→ r(j), c(i)←→ c(j)

.۲
r(i)←→ ar(i), c(i)←→ ۱

a
c(i)

.۳
r(i)←→ r(i) + kr(j), c(j)←→ c(j)− kc(i)

افزوده ماتريس ابتدا نماييم، تبديل [I, V ] اشلون استاندارد فرم به را (B,A) زوج بخواهيم که صورتی در
ستونی و Q ماتريس روی مقدماتی سطری عمليات از استفاده با سپس می�دهيم. تشکيل را Q = [B,A, I]

در می�کنيم. تبديل I به را Q ماتريس اول ستون n مرحله، هر در حاصل A ماتريس روی نظير مقدماتی
می�شود. تبديل زير صورت به Q̂ افزوده ماتريس اين�صورت

Q̂ = [B̂, Â, T−۱] = [In, Vn×m, T
−۱], (۶.۳)

هستند: زير صورت به B̂ و Â های ماتريس که



۳۳ اشلون استاندارد فرم .۱.۳

Â =



۰m×m ۰ . . . ۰m×r v(۱)m×m

Im ۰ . . . ۰ v(۲)m×m

۰m×m Im . . . ۰ v(۳)m×m

... ... ... ...
۰ ۰ . . . ۰ v(q)m×m

۰r×m ۰r×m . . . Ir v(q+۱)
r×m


, B̂ =



Im

۰m×m

۰m×m

...
۰m×m

۰r×m


(۷.۳)

می�آوريد. به�دست را زير خطی دستگاه در ،(B,A) زوج اشلون استاندارد فرم .۱.۱.۳ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

B =


۱ ۲

۱ ۰

۰ ۰

 , A =


۰ ۱ ۰

−۲ ۳ ۲

−۲ −۱ ۳


حل.

Q =


۱ ۲

... ۰ ۱ ۰
... ۱ ۰ ۰

۱ ۰
... −۲ ۳ ۲

... ۰ ۱ ۰

۰ ۰
... −۲ −۱ ۳

... ۰ ۰ ۱



r(۲)−r(۱)→r(۲) on(Q)−−−−−−−−−−−−→
c(۱)+c(۲)→c(۱) onA


۱ ۲

... ۱ ۱ ۰
... ۱ ۰ ۰

۰ −۲
... ۰ ۲ ۲

... −۱ ۱ ۰

۰ ۰
... −۳ −۱ ۳

... ۰ ۰ ۱



−۱
۲ r(۲)→r(۲) on(Q)
−−−−−−−−−−−→
−۲c(۲)→c(۲) onA


۱ ۲

... ۱ −۲ ۰
... ۱ ۰ ۰

۰ ۱
... ۰ ۲ −۱

... −۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... −۳ ۲ ۳

... ۰ ۰ ۱



r(۱)−۲r(۲)→r(۱) on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(۲)+۲c(۱)→c(۲) onA


۱ ۰

... ۱ −۴ ۲
... ۰ ۱ ۰

۰ ۱
... ۰ ۲ −۱

... −۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... −۳ −۴ ۳

... ۰ ۰ ۱



−۱
۳ r(۳)→r(۳) on(Q)
−−−−−−−−−−−→

−۳c(۳)→c(۳) onA


۱ ۰

... ۱ −۴ −۶
... ۰ ۱ ۰

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... −۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۴

۳ ۳
... ۰ ۰ ۱





۳۴ تشابهی تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص .۳

r(۱)−۲r(۳)→r(۱) on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(۳)+۲c(۱)→c(۳) onA


۱ ۰

... ۰ −۱۶
۳ −۹

... ۰ ۱ ۱
۳

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... ۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۴

۳ ۴
... ۰ ۰ −۱

۳

 = Q̂ = [I, V, T−۱].

برداری همدم فرم ۲.۳
بردار اکنون شده�است. تعريف Rn فضای بر که می�گيريم نظر در را S مانند تشابهی خطی تبديل ماتريس يک
فضای به S−۱ تبديل ماتريس توسط آورديم، در اشلون استاندارد فرم به را آن بخش۱.۳ در که دستگاه حالت

می�گردد: تبديل جديد

x̃(t) = S−۱x̂(t) = S−۱T−۱x(t) (۸.۳)

داريم: (۴.۳) معادله در فوق معادله جايگذاری با

S ˜̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t)

⇒ ˜̇x(t) = S−۱ÂSx̃(t) + S−۱B̂u(t)
(۹.۳)

(۹.۳) معادله در B̃ = S−۱B̂ = S−۱T−۱B و Ã = S−۱ÂS = S−۱T−۱ATS گرفتن نظر در با
داريم:

˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (۱۰.۳)

هم�ارز (۱۰.۳) و (۱.۳) معادلات که آن�جايی از می�باشد[۱۰]. (B,A) زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã) زوج
است. يکسان نيز آن�ها جواب هستند، يکديگر

عددی روش به برداری همدم فرم آوردن به�دست ۱.۲.۳

مقدماتی سطری و Â ماتريس روی مقدماتی ستونی عمليات از استفاده با باشد، نامنظم کرونکر ناوردا�های اگر
آورد: به�دست زير صورت به را آن تبديل ماتريس و برداری همدم فرم می�توان ،Q̂ ماتريس کل روی آن نظير

B̃ =


B۰m×m

. . . . . .

۰(n−m)×m

 (۱۱.۳)

Ã =


G۰m×n

. . . . . . . . .

I(n−m) ۰(n−m)×m

 (۱۲.۳)



۳۵ برداری همدم فرم .۲.۳

آوريد. به�دست را برداری همدم فرم ،(۱.۱.۳) مثال برای .۱.۲.۳ مثال

Q̂ =


۱ ۰

... ۰ −۱۶
۳ −۹

... ۰ ۱ ۱
۳

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... ۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۴

۳ ۴
... ۰ ۰ −۱

۳



c(۳)−۴c(۱)→c(۳)−−−−−−−−−→
onA


۱ ۰

... ۰ −۱۶
۳ −۹

... ۰ ۱ ۱
۳

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... ۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۴

۳ ۰
... ۰ ۰ −۱

۳

 ,

r(۱)+۴r(۲)→r(۱)−−−−−−−−−−→
onQ̂


۱ ۰

... ۴ ۰ −۹
... ۰ ۱ −۱

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... ۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۴

۳ ۰
... ۰ ۰ −۱

۲

 ,

c(۲)−۴
۳ c(۱)→

−−−−−−−−→
onA


۱ ۰

... ۴ −۱۶
۳ −۹

... ۰ ۱ −۱

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... ۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۰ ۰

... ۰ ۰ −۱
۳

 ,

r(۱)+
۴
۳ r(۲)→r(۱)

−−−−−−−−−−→
onQ̂


۱ ۴

۳

... ۴ −۸
۳ −۵

... ۲
۳

۱
۳ −۱

۰ ۱
... ۰ ۲ ۳

... ۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰
... ۱ ۰ ۰

... ۰ ۰ −۱
۳

 ,

B̂ =


۱ ۴

۳

۰ ۱

۰ ۰

 , Â =


۴ −۸

۳ −۵

۰ ۲ ۳

۱ ۰ ۰

 ,

S۱T−۱ =


۲
۳

۱
۳ −۱

۱
۲ −۱

۲ ۰

۰ ۰ −۱
۳


معادله برای مشابه طور به و می�کنيم تعريف U(t) = Kx(t) صورت به را کنترل قانون ،(۱.۳) معادله برای
دستگاه معادله حالت پسخورد ماتريس K̃ که می�شود تعريف U(t) = K̃x̃(t) صورت به کنترل قانون ،(۴.۳)

داشت: خواهيم x̃ جای به S−۱T−۱x(t) جايگذاری با است. برداری همدم فرم به شده تبديل

U(t) = K̃S−۱T−۱x(t) (۱۳.۳)

کنيد: فرض

K = K̃S−۱T−۱ (۱۴.۳)



۳۶ تشابهی تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص .۳

می�ناميم. (A,B) زوج اوليه پسخورد ماتريس را آن که
Γ̃p = Ã+B̃K̃ بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير نماييم، B۰−تعريف

−۱G۰ صورت به را K̃ که صورتی در
است. صفر

Γ̃p =


G۰

. . . . . . . . .

I ۰


n×n

+


B۰

. . . . . .

۰


n×m

(−B۰
−۱G۰) =


۰m×n

. . . . . . . . .

I(n−m) ۰(n−m)×m


n×n

صفراند. نيز Γ = A+BK حلقه�بسته ماتريس ويژه مقادير تمامی ،Γ̃ با Γ بودن مشابه دليل به .۲.۲.۳ نتيجه

Γ̃ = S−۱T−۱ATS + S−۱T−۱BKTS = S−۱T−۱(A+BK)TS

= (TS)−۱(A+BK)TS = (TS)−۱QTS
(۱۵.۳)

تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان ۳.۳

يک به را مسئله ابتدا دستگاه، ناپايدار ويژه مقادير به وابسته چپ سمت ويژه بردار�های از استفاده با بخش اين در
ماتريس خطی، کنترل دستگاه در تشابهی تبديلات بکاربردن با سپس و می�کنيم تبديل ويژه مقدار تخصيص مسئله

دهد. اختصاص بسته حلقه ماتريس به را مطلوب ويژه مقادير که می�آوريم به�دست را حالتی پسخورد

پارامتری غير جزئی ويژه مقدار تخصيص ۱.۳.۳

بگيريد. نظر در را (۱.۳) پيوسته خطی دستگاه در Bn×m ماتريس و An×n ماتريس
A ∈ Cn×n باز حلقه ماتريس ويژه مقادير ،{λ۱, λ۲, . . . , λp, λp+۱, . . . , . . . , λn} که می�کنيم فرض

هستند. گسسته هم از {λp+۱, . . . , . . . , λn} و {λ۱, λ۲, . . . , λp} که طوری به است،
ويژه مقادير باشد. ( A (ماتريس باز حلقه ماتريس ناپايدار ويژه مقادير {λ۱, λ۲, . . . , λp} می�کنيم فرض
است. m ⩽ p که می�گيريم نظر در را هستند، بسته مختلط ترکيب تحت که s = {µ۱, µ۲, . . . , µp} دلخواه
بردار�ها اين هستيم. A ماتريس چپ سمت ويژه بردارهای آوردن به�دست نيازمند ابتدا جديد، روش شروع برای

صورت: به را

Y = (y۱, y۲, . . . , yn) (۱۶.۳)

می�دهيم. نمايش
{λ۱, λ۲, . . . , λp} ويژه مقادير با متناظر ،Aماتريس سمتچپ ويژه بردارهای y۱, y۲, . . . , yp ،(۱۶.۳) در

می�دهيم: نمايش زير صورت به را آن که است



۳۷ تشابهی تبديلات از استفاده با جديد روش بيان .۳.۳

Y۱ = (y۱, y۲, . . . , yp) =


y۱۱ y۱۲ . . . y۱p

y۲۱ y۲۲ . . . y۲p

... ...
yn۱ yn۲ . . . ynp

 . (۱۷.۳)

در را Y۱
HB و Λ۱ = diag{λ۱, λ۲, . . . , λp} ماتريس�های می�آوريم. به�دست را Y۱

H ماتريس ادامه در
هستند: زير شکل به که می�گيريم نظر

(Y۱
HB)p×m =


y۱۱ y۱۲ . . . y۱p

y۲۱ y۲۲ . . . y۲p

... ...
yn۱ yn۲ . . . ynp


p×n

×


b۱۱ b۱۲ . . . b۱m

b۲۱ b۲۲ . . . b۲m

... ...
bn۱ bn۲ . . . bnm


n×m

(۱۸.۳)

Λ۱ =


λ۱ ۰ · · · ۰

۰ λ۲ ۰ · · · ۰
... ...
۰ ۰ · · · λp


p×p

(۱۹.۳)

ويژه مقادير گونه�ای�که، به Kاست حالت پسخورد ماتريس يافتن ابتدا قسمت، اين در دستگاه کنترل از هدف
باشند. s = {µ۱, µ۲, . . . , µp} شده تعيين مجموعه در Λ۱ + Y۱

HBK بسته حلقه ماتريس
مانند سپس و اشلون استاندارد فرم شده�است، بيان ۱.۳ بخش در که تشابهی تبديلات از استفاده با نخست

می�آوريم. به�دست را (Y۱
HB,Λ۱) زوج برداری همدم فرم ۲.۳ بخش

Ỹ۱
HB =

[
(Y۱

HB)۰m×m

۰

]
, Λ̃۱ =

[
G۰(m×p)

Ip−m ۰(p−m)×m

]
(۲۰.۳)

ماتريس ويژه مقادير که گونه�ای به نموده محاسبه را F̃p = −((Y۱
HB)۰)

−۱
G۰ اوليه پسخورد ماتريس

بسته حلقه ماتريس سپس هستند. صفر همگی ،Λ̃۱ + (Ỹ۱
HB)F̃p بسته حلقه

Γ̃۰ = Λ̃۱ + (Ỹ۱
HB)F̃p =


۰

. . . . . .

I ۰

 (۲۱.۳)

صورت به را D قطری ماتريس اکنون می�کنيم. محاسبه را

D = diag{µ۱, µ۲, . . . , µp} (۲۲.۳)

می�ناميم. Aµ را آن و می�کنيم جمع Γ̃۰ با و داده تشکيل



۳۸ تشابهی تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص .۳

Aµ = Γ̃۰ +D =



µ۱ ۰ . . . ۰

۰ µ۲ ۰ . . . ۰

۰
. . . ۰

۰ . . . µm

. . . . . . . . . . . .

۱ ۰ . . . ۰ µm+۱ . . . ۰

۰
. . . ۰ ۰

. . . ۰

۰ . . . ۱ ۰ . . . µp


(۲۳.۳)

می�باشد. {µ۱, µ۲, . . . , µp} مجموعه Aµ ماتريس ويژه مقادير وضوح به

اين انجام با می�دهيم. انجام Aµ ماتريس روی بر را
c(j) = c(j)− µc(i)

r(i) = r(i) + µc(j)
تشابهی عمليات اکنون

می�شود: تبديل زير صورت به Ãµ برداری همدم فرم به Aµ عمليات

Ãµ =

[
Gµ(m×p)

Ip−m ۰(p−m)×m

]
(۲۴.۳)

µ۱, µ۲, . . . , µp مجموعه نيز Ãµ مقادير يعنی است. يکسان نيز آن�ها ويژه مقادير Aµمشابه�اند، و Ãµ که آن�جايی از
می�کنيم: تعريف زير صورت به را K̃ حالت پسخورد ماتريس ادامه در است.

K̃ = ((Y۱
HB)۰)

−۱
(−G۰ +Gµ) = −((Y۱

HB)۰)
−۱
G۰ + ((Y۱

HB)۰)
−۱
Gµ = F̃p + K̃µ

(۲۵.۳)
است. {µ۱, µ۲, . . . , µp} طيف ،Γ̃µ = Λ̃۱ +

˜(Y۱
HB)K̃ ماتريس ويژه مقادير وضوح به

Γ̃µ = Λ̃۱+
˜(Y۱

HB)K̃ =

[
G۰(m×p)

Ip−m ۰(p−m)×m

]
+

[
(Y۱

HB)۰m×m

۰

]
((Y۱

HB)۰
−۱
(−G۰+Gµ))

(۲۶.۳)

=

[
Gµ

Ip−m ۰(p−m)×m

]
= Ãµ (۲۷.۳)

می�کنيم: تعريف
K = K̃T−۱ (۲۸.۳)

ماتريس ويژه مقادير لذا، آورديم. به�دست برداری همدم فرم از که است تبديلی ماتريس T−۱ بالا رابطه در که
می�باشد. {µ۱, µ۲, . . . , µp} طيف نيز Γ = Λ۱ + Y۱

HBK بسته حلقه
می�کنيم: تعريف زير صورت به را جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله حالت پسخورد ماتريس انتها، در

F = K × Y۱
H (۲۹.۳)



۳۹ روش الگوريتم .۴.۳

طيف برابر ،A+BF بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير ،(۲۹.۳) صورت به F ماتريس تعريف با
{µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn}

می�شود.
Ω(A+BF ) = Ω(A+BKY۱

H) = {µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn} (۳۰.۳)

روش الگوريتم ۴.۳
ورودی�ها:

،An×nماتريس ◁
،Bn×m ماتريس ◁

هستند، بسته مختلط ترکيب تحت که ،{µ۱, µ۲, . . . , µp} مجموعه ◁
A ماتريس از ،{λ۱, . . . , λp, λp+۱, . . . , λn} ويژه مقادير مجموعه از {λ۱, λ۲, . . . , λp} مجموعه ◁
.{λ۱, λ۲, . . . , λp} ويژه مقادير با متناظر ،Aماتريس Y۱ = {y۱, y۲, . . . , yp}چپ سمت ويژه بردارهای و

برابر A+BF بسته حلقه ماتريس طيف طوری�که به ،F حالت پسخورد ماتريس خروجی:
{µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn}.

فرضيات:

است. کنترل قابل λ۱, λ۲, . . . , λp ويژه مقادير به نسبت جزئی صورت به (A,B) زوج -

هم از جدا و مستقل {µ۱, µ۲, . . . , µp} و {λ۱, λ۲, . . . , λp} ، {λp+۱, . . . , λn} مجموعه�های -
هستند.

اول: گام
. Y۱

HB و Λ۱ = diag{λ۱, λ۲, . . . , λp} ماتريس�های محاسبه
دوم: گام

برابر Λ۱ + Y۱
HBK بسته حلقه ماتريس ويزه مقادير که گونه�ای به ،K پسخورد ماتريس آوردن به�دست

باشد. {µ۱, µ۲, . . . , µp} طيف
سوم: گام

می�دهيم. تشکيل را F = K × Y۱
H عبارت

عددی مثال ۵.۳
بگيريد. نظر در را زير پيوسته خطی دستگاه .۱.۵.۳ مثال

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),



۴۰ تشابهی تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص .۳

هستند. زير صورت به ،B ∈ R۷×۲ و A ∈ R۷×۷ آن در که

A =



۰ ۱ ۰ ۳ ۷ ۰ ۱۰

۷ ۵ ۰ ۱ ۷ ۹ ۲

۹ ۳ ۱۷ ۳ ۱۱ ۲ ۴

۸ ۰ ۱ ۰ ۳ ۰ ۱

۷ ۱۳ ۱ ۳ ۲ ۱۶ ۰

۱ ۷ ۰ ۳ ۹ ۰ ۴

۱۹ ۳ ۰ ۲ ۰ ۱۱ ۱


, B =



۰ ۱

۹ ۷

۲ ۵

۳ ۷

۰ ۷

۳ ۱

۸ ۵


برابر: حلقه�باز ماتريس ويژه مقادير طيف

L = L۱ ∩ L۲

= {۲۹/۱۶۲۰,۱۶/۴۸۶۸,۸/۹۵۵۸} ∩ {−۱۸/۶۷۲۵,−۰/۸۴۸۷,−۶/۱۲۲۸,−۳/۹۶۰۶}

به�دست گونه�ای به را F حالت پسخورد ماتريس بگيريد. نظر در را S = {−۹,−۲,−۷} دلخواه مجموعه
باشد. S ∪ L۲ برابر A+BF بسته حلقه ماتريس طيف که، می�آوريم

حل.
ويژه مقادير ازای به (A,B)ماتريس زوج دهيم نشان بايد ابتدا ،(۳۴.۲.۱) و (۴۳.۲.۱) نکته�های به توجه با

دهيم: نشان بايد يعنی هستند. پذير کنترل ،۲۹/۱۶۲۰,۱۶/۴۸۶۸,۸/۹۵۵۸ مثبت
yi

HB ̸= ۰, i = ۱,۲,۳

۱۶/۴۸۶۸ مثبت۲۹/۱۶۲۰، ويژه مقادير با متناظر Aماتريس چپ سمت ويژه بردار�های ترتيب به y۳ ،y۲ ،y۱

هستند. ۸/۹۵۵۸ و

Y۱ =



۰/۴۸۶۵ ۰/۲۵۴۷ ۰/۵۹۳۸

۰/۴۴۵۷ ۰/۴۵۰۲ −۰/۵۲۸۳

۰/۰۵۲۱ −۰/۶۲۰۷ ۰/۰۱۰۳

۰/۱۸۷۳ ۰/۱۱۳۶ ۰/۱۰۹۱

۰/۴۴۵۹ ۰/۲۰۴۹ −۰/۱۹۲۲

۰/۴۹۴۷ ۰/۵۰۲۴ −۰/۲۴۸۵

۰/۲۸۸۷ ۰/۱۹۹۴ ۰/۵۰۷۶


=
[
y۱ y۲ y۳

]
,

y۱
HB =

[
۸/۴۲۰۷ ۱۰/۲۳۷۰

]
̸= ۰, y۲

HB =
[
۶/۲۵۳۹ ۴/۰۳۲۰

]
̸= ۰

y۳
HB =

[
−۱/۰۹۱۴ −۱/۳۴۴۴

]
̸= ۰

می�کنيم: اجرا را روش الگوريتم اين بنابر است، شده تضمين پايداری نتيجه در
اول: گام



۴۱ عددی مثال .۵.۳

Λ۱ =


۲۹/۱۶۲۰ ۰ ۰

۰ ۱۶/۴۸۶۸ ۰

۰ ۰ ۸/۹۵۵۸



Y۱
HB =


−۸/۴۷۰۷ −۱۰/۲۳۷۰

−۶/۲۵۳۹ −۴/۰۳۲۰

۱/۰۹۱۴ ۱/۳۴۴۴


دوم: گام

مقادير که Fpحالت پسخورد ماتريس ،Y۱
HB و Λ۱ ماتريس�های برداری همدم فرم آوردن به�دست از پس

ماتريس ويژه مقادير طيف که K حلقه�بسته ماتريس و صفر به را Λ۱ + Y۱
HBFp بسته حلقه ماتريس ويژه

می�آوريم. به�دست را می�برد {−۹,−۲,−۷} به را Λ۱ + Y۱
HBK بسته حلقه

Fp =

[
−۲/۳۴۳۳ −۵/۴۶۰۳ −۱۴/۳۷۵۲

−۲/۲۱۸۴ ۴/۵۵۷۹ ۸/۸۹۹۳

]
,

K =

[
−۵/۲۹۸۶ −۶/۰۲۹۲ −۲۵/۹۱۱۸

−۲/۳۷۰۶ ۵/۱۱۰۸ ۱۰/۸۸۶۶

]
.

سوم: گام
می�دهيم: قرار انتها در

F = KY۱
H =

[
−۱۹/۵۰۰۴ ۸/۶۱۲۸ ۳/۱۹۹۳ −۴/۵۰۵۰ ۱/۳۸۰۷ ۰/۷۸۸۰ −۱۵/۸۸۳۸

۶/۶۱۳۱ −۴/۵۰۶۷ −۳/۱۸۳۶ ۱/۳۲۴۸ −۲/۱۰۱۵ −۱/۳۰۹۹ ۵/۸۶۰۳

]
,

Ω(A+BF ) = {−۱۸/۶۷۲۵,−۹/۰۰۱۰,−۶/۹۹۹۰,−۶/۱۲۲۸,−۰/۸۴۸۷,−۲/۰۰۰۰,−۳/۹۶۰۶}

⋍ {−۱۸/۶۷۲۵,−۹,−۷,−۶/۱۲۲۸,−۰/۸۴۸۷,−۲,−۳/۹۶۰۶}.

نمودار و eAtx۰ حالت نمودار به مربوط اول نمودار شده�است. آورده فوق مثال پايداری نمودار�های ادامه در
است: مسئله e(A+BF )tx۰ حالت نمودار به مربوط دوم



۴۲ تشابهی تبديلات از استفاده با جزئی ويژه مقادير تخصيص .۳

u = ۰ ورودی به مربوط حالت نمودار :۱.۳ شکل

نورم کاهش بدون u = Fx(t) ورودی به مربوط حالت نمودار :۲.۳ شکل



۴ فصل

مسئله در حالت پسخورد ماتريس نورم سازی کمينه
خطی پارامتر با جزئی ويژه مقدار تخصيص

با متناظر گراف آن، با متناظر ماتريس و گراف به مربوط تعريف و گراف نظريه از استفاده با ابتدا فصل اين در
پارامتری حالت پسخورد ماتريس آوردن به�دست برای گراف نظريه از سپس و داده شرح را A+BFp ماتريس
پسخورد ماتريس نورم تا می�کنيم تلاش انتها در می�کنيم. استفاده جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در خطی
در عددی مثال يک با را نورم کاهش اين برسانيم. مقدار کم�ترين به ويژه مقدار تخصيص مسئله برای را حالت

داده�ايم. نشان �وضوح به فصل انتهای

گراف و ماتريس ۱.۴

يال هر که شده�است تشکيل يال نام به ديگری مجموعه و رئوس نام به تهی غير مجموعه از گراف .۱.۱.۴ تعريف
حرف با را گراف می�نامند. يال انتهای را ديگری و يال ابتدای را رئوس اين از يکی می�شود. مشخص رأس دو با

می�دهيم. نمايش ei نماد با را رئوس و g

می�دهيم. نشان Li با را آن و می�نامند مسير طول را گراف در مسير يک دهنده تشکيل يال�های تعداد .۲.۱.۴ تعريف

از مسير�هايی است. صفر انضمام به Rn استاندارد پايه��های داريم، سرو�کار آن با ادامه در که گرافی در رئوس
باشد، داشته وجود صفر به ei از مسيری اگر برسند. صفر به آنها انتهای که بود خواهند ما توجه مورد گراف اين

است. مرتبط صفر با ei آن�گاه
داشته وجود ej به ei از يالی اگر طوری�که، به دارد وجود G ،n × n ماتريس ،g رأسی n گراف هر برای
و iام سطر درايه ،Gij (که شد. خواهد Gij = ۰ نداشته�باشد، وجود يالی ej به ei از اگر و Gij = ۱ باشد،
و صفر درايه�های با ،n× n ماتريس يک داشتن با می�توان مشابه به�طور است.) G ،n× n ماتريس jام ستون
و نمود رسم ej به ei رأس از يالی ،Gij = ۱ درايه ازای به که صورتی به نمود. متناظر رأسی n گرافی يک،

ندارد. وجود يالی ej به ei رأس از يعنی ،Gij = ۰ برای



۴۴ خطی پارامتر با جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در حالت پسخورد ماتريس نورم سازی کمينه .۴

A +BFp ماتريس به مربوط گراف ۲.۴
ماتريس قبل، فصل تشابهی تبديلات روش از استفاده با بگيريد. نظر در (۱.۳) خطی دستگاه در را (A,B) زوج
درايه�های داده�ايم، نشان اين از پيش که گونه همان می�آوريم. به�دست زوج اين برداری همدم فرم از را Fp پسخورد
که طوری به نمود متناظر آن برای گرافی می�توان نتيجه در است. يک يا صفر ،A + BFp بسته حلقه ماتريس
m ابتدا، که ترتيب اين به می�دهند[۱۲]. تشکيل صفر بردار انضمام به Rn استاندارد پايه بردارهای را آن رئوس

می�آيد: وجود به زير حالت دو سپس می�گيريم. نظر در را e۱, e۲, . . . , em ورودی رأس

اگر: می�شود، گرفته نظر در يالی ej رأس به ei رأس از .۱
(A+BFp)ei = ej

اگر: وتنها اگر� می�کنيم، فرض رأسی صفر و ei رأس بين .۲
(A+BFp)ei = ۰

رأس به مسيری آن، متناظر g گراف صفر غير رأس هر از است، توان پوچ A + BFp ماتريس که آن�جايی از
را Li گذشته، مطالب طبق نتيجه در ندارد. وجود دوری و حلقه هيچ g گراف در علاوه�براين، دارد. وجود صفر

گفت: می�توان و می�گيريم نظر در صفر رأس با ei رأس فاصله ماکسيمم

که: است صحيحی عدد Li هر .۱
۱ ⩽ Li ⩽ n (۱.۴)

از: است عبارت A+BFp ماتريس توانی پوچ انديس .۲
ϑ = max{L۱, L۲, . . . , Lm}

نمی�شود. منتهی يالی e۱, e۲, . . . , em رئوس از يک هيچ به ،g گراف در .۳
max{L۱, L۲, . . . , Lm} = max{L۱, L۲, . . . , Lm, Lm+۱, . . . , Ln}

مقدار تخصيص مسئله برای خطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس ۳.۴
جزئی ويژه

Γ̃۰ = Λ̃۱ +
˜(Y۱

HB)F̃p بسته حلقه ماتريس حالت، پسخورد ماتريس در خطی پارامترهای جايگاه تعيين برای
اين درايه�های که آن�جايی از شد، بيان قبل فصل در که گونه همان می�دهيم. تشکيل برداری همدم فضای در را

می�نماييم. رسم را ماتريس اين با متناظر گراف است، يک و صفر ماتريس
مثلثی ماتريسی ماتريس، اين و هستند صفر همگی Γ̃۰ ماتريس اصلی قطر روی درايه�های که اين به توجه با
هر از ندارد. امکان يال روی از برگشت و نيست دوری و حلقه هيچ شامل ماتريس، اين با متناظر گراف است،
رأس يک از مسير طول بزرگ�ترين ،Γ̃۰ توانی پوچ انديس و دارد وجود صفر رأس به مسيری صفر، غير رأس

است. صفر رأس تا ورودی



۴۵ جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله برای خطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس .۳.۴

از يال�هايی پارامتر�ها، يافتن برای سپس بگيريد. نظر در را صفر درايه�های با Gα ،m × p ماتريس اکنون
که: گونه�ای به می�کنيم، رسم ديگر رأس�های به رأس هر

باشد. ديگر گره�های يا ورودی يال آن انتهای و باشد گراف ورودی m از يکی يال، هر ابتدای .۱

ننمايند. دور ايجاد گراف در که کنيم رسم گونه�ای به را يال�ها .۲

گيرند. قرار هم روی نبايد يال�ها .۳

اين آن�گاه گردد، وصل ديگر رئوس به يالی است، m مساوی يا کوچک�تر آن�ها انديس که رئوسی از اگر .۴
می�باشد. خطی پارامتر�های بيانگر اضافی يال�های

می�دهيم. قرار gij پارامتر را Gα ماتريس (i, j) درايه کنيم، اضافی يالی ej رأس به ei رأس از که هنگامی
نيست. منحصربه�فرد ماتريس اين که است واضح و شده تعيين Gα ماتريس مؤثر پارامتر�های ترتيب اين به

منظم کرونکر ناورد�های اگر ،A + BFp بسته حلقه ماتريس با متناظر گراف آوردن به�دست برای .۱.۳.۴ نکته
کرد: استفاده زير رابطه از می�توان باشد�،

Γ̃۰ei = ei+m ; i+m ⩽ p

Γ̃۰ei = ۰ ; i+m > p
(۲.۴)

بسته حلقه ماتريس به را µ۱, µ۲, . . . , µp ويژه مقادير که خطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس اکنون
است: زير صورت به می�دهد، اختصاص Λ۱ − Y۱

HBK

K = Fp +Kµ +Kα

= −(Y۱
HB)۰

−۱
G۰ + (Y۱

HB)۰
−۱
Gµ + (Y۱

HB)۰
−۱
Gα

= (Y۱
HB)۰

−۱
(−G۰ +Gµ +Gα)

(۳.۴)

مسئله خطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس آمد، به�دست (۳.۴) معادله در که K ازماتريس استفاده با انتها در
می�کنيم: تعريف زير صورت به را جزئی ويژه مقدار تخصيص

F = KY۱
H (۴.۴)

Ω(A+BF ) = Ω(A+BKY۱
H) (۵.۴)

رابطه به نگاهی با شود. مينيمم آن نورم که گونه�ای به است F حالت پسخورد ماتريس يافتن هدف ادامه در
K خطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس با ،F جزئی حالت پسخورد ماتريس که است واضح بسيار ،(۴.۴)

داريم: که (۳.۴) رابطه به توجه با و دارد مستقيم رابطه
K = (Y۱

HB)۰
−۱
(−G۰ +Gµ +Gα) (۶.۴)



۴۶ خطی پارامتر با جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در حالت پسخورد ماتريس نورم سازی کمينه .۴

K ماتريس نورم کردن مينيمم از می�توان ،F حالت پسخورد ماتريس نورم کردن مينيمم هدف به رسيدن برای
زمان نظر از کار اين باشد، F ماتريس از کوچک�تر بسيار Kمی�تواند ماتريس اندازه که آن�جايی از نمود. استفاده

است. بهينه�تر بسيار هزينه و
ممکن مقدار کمترين آن نورم که به�گونه�ای Kاست، حالت پسخورد ماتريس پارامتر�های يافتن هدف نتيجه در

شود.

تخصيص مسئله حالتدر پسخورد کنترل�گر کردن مينيمم برای الگوريتمی ۴.۴
جزئی ويژه مقدار

است به�گونه�ای ،(Y۱
HB)۰

−۱
(−G۰ + Gµ + Gα)T

−۱ حالت پسخورد ماتريس يافتن هدف قسمت اين در
زير: عبارت کردن مينيمم يعنی باشد. خود مقدار کمترين آن نورم که
∥K∥ = trac[KKt] (۷.۴)

است: زير معادله از استفاده ماتريسی، چنين آوردن به�دست برای راه يک
∂∥K∥۲

∂αi

= ۰, (i = ۱,۲, · · · , r) (۸.۴)

است. Gα ماتريس به متعلق که هستند حالت پسخورد ماتريس خطی پارامتر�های �دهنده نشان αiها آن، در که
پارامتر�ها، افزايش با که، آن�جايی از است. مجهول r دارای که می�آيد به�دست خطی معادله r از مجموعه�ای اکنون
مينيمم�سازی برای روشی ادامه در خواهد�بود، دشوار بسيار پارامتر هر بر�حسب ∥K∥جزئی مشتقات آوردن به�دست
ماتريس به شد، ذکر اين از پيش که مقادير از مطلوب مجموعه�ای آن در که می�کند Kبيان حالت پسخورد ماتريس

می�شود[۱۱]. داده اختصاص بسته حلقه
زير اين بگيريد. نظر در را است ،(gij پارامتر�های يعنی )،Gα صفر غير مؤلفه�های شامل که ،Gα ماتريس زير
در به�وضوح، دارد. قرار rام ستون و sام سطر در که نشان�می�دهيم، hsr با را آن عناصر و می�ناميم H را ماتريس
پارامتر�های ،T−۱ ماتريس از r سطر و (Y۱

HB)۰
−۱ ماتريس از s ستون ،(Y۱

HB)۰
−۱
GαT

−۱ حاصل�ضرب
می�شوند. جمع است، (Y۱

HB)۰
−۱
(−G۰ + Gµ)T

−۱ برابر که ،Kp متناظر عناصر با که می�کنند توليد ناصفر
ستون�های با که را T−۱ سطر�های و V ماتريس در سازگارند، hsr سطر�های با که را (Y۱

HB)۰
−۱ ستون�های

مؤثر، �خطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس بنابر�اين می�دهيم. قرار W ماتريس در را هستند سازگار hsr

است�از: عبارت�
K = Kp + V HW (۹.۴)

است�از: عبارت فوق ماتريس مؤلفه�های
kij = kpij + vishsrwrj (۱۰.۴)

است: زير صورت به K فروبنيوس۱ نورم که

∥K∥۲ =
m∑
i=۱

n∑
j=۱

kij
۲ =

m∑
i=۱

n∑
j=۱

(kpij + vishsrwrj)
۲ (۱۱.۴)

۱Frobenius



۴۷ خطی پارامتری و پارامتری غير جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در حالت پسخورد ماتريس نورم مقايسه .۵.۴

باشد. برقرار ،r ⩽ n و s ⩽ m هر برای ،(۸.۴) معادله بايد کردن مينيمم برای
است: زير صورت به ،hsr پارامتر�های از يک هر به نسبت ،K نورم از مشتق�گيری

۲
m∑
i=۱

n∑
j=۱

vsi(kpij + vishsrwrj)wjr = ۰ (۱۲.۴)

يا
۲

m∑
i=۱

n∑
j=۱

vsikpijwjr + vsivishsrwrjwjr = ۰ (۱۳.۴)

آن و است s× s وارون�پذير ماتريس يک که می�دهيم نشان V tV با m∑را
i=۱ vsivis ماتريس، نماد�گذاری در

با را آن و است r× r وارون�پذير ماتريس يک که می�دهيم WWنمايش t با n∑را
j=۱ wrjwjr می�ناميم. P را

ماتريس�های از آمده به�دست مستقل بردار�های ترتيب به ،W سطر�های و V ستون�های زيرا ) می�دهيم. نمايش Q
هستند.) T−۱ و (Y۱

HB)۰
−۱

می�کنيم: باز�نويسی را (۱۳.۴) معادله اکنون

۲
m∑
i=۱

n∑
j=۱

(vis)
tKp(wrj)

t + (vis)
tvisHwrj(wrj)

t = ۲
m∑
i=۱

n∑
j=۱

(vis)
tKp(wrj)

t + PHQ = ۰

(۱۴.۴)
می�دهيم: قرار

C = V tKpW
t (۱۵.۴)

داريم: (۱۴.۴) معادله در (۱۵.۴) جايگذاری با
C + PHQ = ۰ −→ H = −P−۱CQ−۱ (۱۶.۴)

ويژه مقدار تخصيص مسئله در حالت پسخورد ماتريس نورم مقايسه ۵.۴
خطی پارامتری و پارامتری غير جزئی

پسخورد ماتريس سازی پارامتری با می�دهيم نشان می�کنيم، بيان ادامه در که مثال يک ارائه با بخش اين در
ورودی هزينه يا و انرژی لذا و داد کاهش توجهی قابل مقدار به را حالت پسخورد ماتريس نورم می�توان حالت

می�يابد. کاهش ملاحظه�ای قابل طور به ،u(t) = Fx(t)

عددی مثال ۶.۴

حالت ماتريسپسخورد آورده�ايم، به�دست مثال آن در که گونه همان بگيريد. نظر در را ( ۱.۵.۳) مثال .۱.۶.۴ مثال
پسخورد ماتريس و {−۹,−۲,−۷} طيف به را Λ۱ + Y۱

HBK۱ بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير که K۱

به را A+BF۱ ماتريس ويژه مقادير که ،F۱ جزئی تخصيص حالت
{−۹,−۲,−۷,−۱۸/۶۷۲۵,−۶/۱۱۲۲۸,−۰/۸۴۸۷,−۳/۹۶۰۶}



۴۸ خطی پارامتر با جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در حالت پسخورد ماتريس نورم سازی کمينه .۴

است: زير صورت به می�برد،

K۱ =

[
−۵/۲۹۸۶ −۶/۰۲۹۲ −۲۵/۹۱۱۸

−۲/۳۷۰۶ ۵/۱۱۰۸ ۱۰/۸۸۶۶

]

F۱ = K۱Y۱
H =

[
−۱۹/۵۰۰۴ ۸/۶۱۲۸ ۳/۱۹۹۳ −۴/۵۰۵۰ ۱/۳۸۰۷ ۰/۷۸۸۰ −۱۵/۸۸۳۸

۶/۶۱۳۱ −۴/۵۰۶۷ −۳/۱۸۳۶ ۱/۳۲۴۸ −۲/۱۰۱۵ −۱/۳۰۹۹ ۵/۸۶۰۳

]
و

∥K۱∥ = ۲۹/۷۶۷۶, ∥F۱∥ = ۲۹/۱۱۵۸

گراف باشد، مهم زمانی بهينه شرط که حالتی در خطی، پارامتری حالت پسخورد ماتريس آوردن به�دست برای
می�آيد: به�دست زير صورت به Gα متناظر گراف ماتريس و سيستم انتقال حالت

... e۱. e۳.

e۲

..

o

..

Gα =

[
۰ g۱۲ ۰

۰ ۰ ۰

]
می�کنيم. استفاده کرباسی۲، ،۴.۴ بخش روش از ،Gα ماتريس پارامتر محاسبه برای

قرار W ماتريس در را T−۱ ماتريس دوم سطر و V ماتريس در را (Y۱
HB)۰

−۱ ماتريس اول ستون
داريم: و می�دهيم

P = V tV =
[
۱
]
, Q = WW t =

[
۱/۰۶۹۶

]
و

C = V tK۱W
t =

[
۲۷/۰۱۲۰

]
, H = −P−۱CQ−۱ =

[
−۲۵/۲۵۳۶

]
می�شود. حاصل زير صورت به ،Gα ماتريس نتيجه در

Gα =

[
۰ −۲۵/۲۵۳۶ ۰

۰ ۰ ۰

]

K۲ = (Y۱
HB)۰

−۱
(−G۰ +Gµ +Gα)T

−۱ =

[
−۷/۲۱۹۷ ۰/۹۵۲۴ −۰/۸۱۷۶

−۲/۳۷۰۶ ۵/۱۱۰۸ ۱۰/۸۸۶۶

]

F۲ = K۲Y۱
H =

[
−۳/۷۵۵۳ −۲/۳۵۷۱ −۰/۹۷۵۷ −۱/۳۳۳۳ −۲/۸۶۷۰ −۲/۸۸۹۹ −۲/۳۰۹۴

۶/۶۱۲۹ −۴/۵۰۷۱ −۳/۱۸۳۶ ۱/۳۲۴۳ −۲/۱۰۲۳ −۱/۳۱۰۴ ۵/۸۶۰۷

]
و

∥K۲∥ = ۱۲/۳۲۸۸, ∥F۲∥ = ۱۰/۹۵۶۳

نباشد: توجه مورد زمانی بهينه که حالتی در
۲Karbassi



۴۹ عددی مثال .۶.۴

... e۱. e۳.

e۲

..

o

...

Gα =

[
۰ ۰ ۰

g۲۱ ۰ g۲۳

]

T−۱ ماتريس سوم و اول سطر و V ماتريس در را (Y۱
HB)۰

−۱ ماتريس دوم ستون ،۴.۴ روش از استفاده با
داريم: و می�دهيم قرار W ماتريس در را

P = V tV =
[
۲/۴۸۱۰

]
, Q = WW t =

[
۰/۱۸۶۶ ۰/۰۱۸۵

۰/۰۱۸۵ ۰/۰۰۲۰

]
و

C = V tK۱W
t =

[
۱۷/۴۳۱۷ ۱/۸۹۵۲

]
H = −P−۱CQ−۱ =

[
۶٫ ۲۵۷۶ −۴۲٫ ۳۵۵۸

]
می�شود: حاصل زير صورت به حالت، اين در ،Gα ماتريس نتيجه در

Gα =

[
۰ ۰ ۰

۶/۲۵۷۶ ۰ −۴۲/۳۵۵۸

]

K۳ =

[
−۳/۴۲۳۲ −۶/۱۶۰۶ −۵/۱۳۲۲

−۳/۹۱۱۶ ۵/۲۱۸۷ −۶/۱۸۸۴

]

F۳ = K۳Y۱
H =

[
−۶/۲۸۲۲ −۱/۵۸۸۱ ۳/۵۹۲۹ −۱/۹۰۱۰ −۱/۸۰۲۹ −۳/۵۱۳۳ −۴/۸۲۱۶

−۴/۲۴۸۵ ۳/۸۷۵۶ −۳/۵۰۷۰ −۰/۸۱۴۹ ۰/۵۱۴۵ ۲/۲۲۴۶ −۳/۲۲۹۸

]
و

∥K۳∥ = ۹/۵۷۳۰, ∥F۳∥ = ۱۰/۱۸۲۷



۵ فصل

مقدار تخصيص مسئله در خطی غير سازی پارامتری
جزئی ويژه

تحقيقات از بسياری موضوع ويژه مقدار تخصيص مسئله از استفاده با حالت پسخورد کنترل�گرهای سازی پارامتر
در چندورودی دستگاه برای پارامتری ويژه مقدار تخصيص مختلف روش�های است. بوده اخير دهه�های در
يک [۱۴] در بل۱، و کرباسی شده�است. بيان [۲۵] ،[۲۱] ،[۱۷] ،[۱۶] ،[۱۵] ،[۱۴] ،[۱۳] ،[۱۲] ،[۱] مقالات
از استفاده با که داده�اند نشان آن�ها کرده�اند. معرفی حالت پسخورد کنترل�گر سازی پارامتری برای جديد روش
از گروه يک کرونکر، ثابت�های ويژگی�های و مقدماتی عملگر�های از آمده به�دست بردارهای پايه بر ساده الگوريتم
گراف از استفاده با می�توان را پارامتر�ها موقعيت کرد. توليد می�توان را خطی پارامتر�های با پارامتری، کنترل�گرهای
به�دست برای کلی چارچوب يک بل، و کرباسی روش بسط با مبحث اين در آورد([۱۵]). دست به حالت تبديل
که می�دهيم نشان می�سازيم([۱۲]،[۱۳]،[۱۴]). خطی غير پارامترهای از استفاده با پارامتری کنترل�گرهای آوردن
زير يک خطی، پارامترهای با کنترل�گرها از مجموعه�ای و است غيرخطی طبيعی حالت در کنترل�گر ماتريس اين
دستگاه که است آن مبحث، اين از توجه قابل نتيجه يک هستند. عمومی شده پارامتری حالت اين از مجموعه
مجموعه يک و دلخواه دستگاه از (A,B) ماتريس جفت برای ويژه، مقدار تخصيص برای غيرخطی معادلات
ثابت� آن، در که می�شود تعيين دستگاه ساختاری ويژگی�های از استفاده با يکتا، شکل به ويژه مقادير از دلخواه
،[۹] مقاله از قضيه�ای بيان با فصل اين ابتدای در می�باشد. شده�است، تعريف [۱۲] در که همان�گونه کرونيکر
باز�گو را شده�است مطرح داتا۲ توسط که جزئی، ويژه مقدار تخصيص پارامتری حل برای سابق روش�های از يکی

می�کنيم.
مسئله برای خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس آوردن به�دست از پس نوين، روشی ارائه با سپس
جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله برای را خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس ويژه، مقدار تخصيص

می�دهيم. نشان را روش اين چگونگی عددی مثال يک با انتها در و می�آوريم به�دست

۱Karbassi and Bell
۲Datta



۵۱ سيلوستر روش .۱.۵

سيلوستر روش ۱.۵
نظر در را {µ۱, µ۲, . . . , µp} و {λ۱, λ۲, . . . , λn} مجموعه�های و (۷.۱) خطی دستگاه در را (A,B) زوج�
باشد. کامل رتبه ،B ماتريس و باشند بسته مختلط ترکيب به نسبت بالا، مجموعه دو که کنيد، فرض بگيريد.
حلقه ماتريس و کنترل�پذير حدی تا (A,B) زوج ،{λ۱, λ۲, . . . , λp} گرفتن نظر در با که کنيد فرض همچنين
می�گيريم، نظر در ماتريس يک را Γ = (γ۱, γ۲, . . . , γp) باشد. ويژه بردار�ها�ی از کامل مجموعه يک بسته،

به�طوری�که:
γj = γ̄k هرگاه µj = µ̄k (۱.۵)

می�کنيم: تعريف را زير قطری ماتريس دو
Λ۱ = diag(λ۲, · · · , λp), Λc۱ = diag(µ۱, µ۲, · · · , µp) (۲.۵)

باشد: زير سيلوستر معادله از نامنفرد جواب يک Z۱ کنيد فرض
Λ۱Z۱ − Z۱Λc۱ = Y۱

HBΓ (۳.۵)

F = ΦY۱
H رابطه از F حقيقی پسخورد ماتريس سپس می�آوريم. به�دست ΦZ۱ = Γ خطی دستگاه از را Φ

است[۹]. صادق نيز قضيه عکس می�آيد. به�دست

سيلوستر روش الگوريتم ۱.۱.۵

ورودی�ها:

.Bn×m و An×n ماتريس -

است. بسته مختلط ترکيب تحت {µ۱, µ۲, · · · , µp} مجموعه -

بردار�های و A ماتريس {λ۱, λ۲, · · · , λn} طيف از {λ۱, λ۲, · · · , λp} ترکيب خود مجموعه زير -
.{y۱, y۲, · · · , yp} مجموعه وابسته راست ويژه

ويژه مقادير دارای ،A − BF بسته حلقه ماتريس که طوری به F حالت پس�خورد ماتريس خروجی:
باشد. {µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn}

فرضيات:

هستند. کنترل�پذير λ۱, λ۲, . . . , λp ويژه مقادير به نسبت (A,B) زوج -

هستند. گسسته ،{µ۱, µ۲, . . . , µp} و {λp+۱, · · · , λn} ،{λ۱, λ۲, · · · , λp} مجموعه�های -

گام�ها:

.Λc۱ = diag = (µ۱, µ۲, . . . , µp) و Y۱ = (y۱, y۲, · · · , yp) ،Λ۱ = diag(λ۱, λ۲, · · · , λp) .۱



۵۲ جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله در خطی غير سازی پارامتری .۵

بر باشد داشته دلالت µ̄j = µk که گونه�ای به γ۱, γ۲, . . . , γp،m × ۱ بردار�های دلخواه انتخاب .۲
.Γ = (γ۱, γ۲, . . . , γp) و γ̄j = γk

می�کنيم. پيدا زير سيلوستر معادله از را Z۱ فرد به منحصر جواب .۳
Λ۱Z۱ − Z۱Λc۱ = Y۱

HBΓ

می�کنيم. حل Φ آوردن به�دست برای را ΦZ۱ = Γ معادله .۴

می�دهيم: قرار .۵
F = ΦY۱

H

.

غيرخطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس محاسبه چگونگی ۲.۵
بگيريد. نظر در زير خطی دستگاه حالت معادله در را (A,B) زوج

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۴.۵)
می�آوريم. به�دست داده�ايم، شرح ۲.۳ بخش در که گونه همان� را (A,B) زوج برداری همدم فرم

[B,A, In]
T−۱

−−→ [B̃, Ã, T−۱] (۵.۵)
برداری همدم فضای در می�برد، صفر به را حلقه�بسته ماتريس ويژه مقادير که حالتی پسخورد ماتريس سپس

داريم: می�ناميم. F̃p را آن و نموده محاسبه
Γ̃۰ = Ã+ B̃F̃p (۶.۵)

می�کنيم: تعريف زير صورت به را Ãλ ماتريس اکنون

Ãλ =

[
Gλm×n

In−m ۰(n−m)×m

]
(۷.۵)

می�شوند. گرفته نظر در gij پارامترهای آن درايه�های به�طوری�که است، m× n ماتريس ،Gλ آن در که

Gλ =


g۱۱ g۱۲ . . . g۱n

... ... ...
gm۱ gm۲ . . . gmn

 (۸.۵)

منظور به بنابراين گيرد، قرار Λ = {λ۱, λ۲, . . . , λn}طيف در بايد ،Ãλ ماتريس ويژه مقادير اين�که به توجه با
دهيم: قرار بايد gij پارامتر�های بين رابطه تعيين

det(Ãλ − λI) = Pn(λ) = ۰

داشت: خواهيم فوق دترمينان بسط با
Pn(λ) = (−۱)n(λn + c۱λ

n−۱ + c۲λ
n−۲ + · · ·+ cn−۱λ+ cn) (۹.۵)



۵۳ غيرخطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس محاسبه چگونگی .۲.۵

در مختلط و حقيقی اعداد که باشند، Ãλ ويژه مقادير همان بايد چند�جمله�ای اين ريشه�های اين�که به توجه با
نوشت: می�توان هستند، Λ = {λ۱, λ۲, . . . , λn} ويژه مقادير طيف

Pn(λ) = (−۱)n(λ− λ۱)(λ− λ۲) · · · (λ− λn) (۱۰.۵)

به را (i = ۱,۲, . . . , n) ،ci ضرايب می�توان ،(۱۰.۵) و (۹.۵) معادلات دادن قرار مساوی از استفاده با که
نمود. محاسبه زير صورت

c۱ = −(λ۱ + λ۲ + · · ·+ λn) = −
n∑

i=۱

λi

c۲ = λ۱λ۲ + λ۱λ۳ + · · ·+ λn−۱λn =
n∑

i=۱,i ̸=j

n∑
j=i+۱

λiλj

...

ck = (−۱)k
n∑

i=j=l=۱

λiλjλl

...

cn = (−۱)nλ۱λ۲ · · ·λn = (−۱)n
n∏

i=۱

λi

(۱۱.۵)

می�آيد: به�دست زير شرح به خطی، غير معادله n بالا، آمده به�دست روابط و det(Ãλ − λI) محاسبه با
f۱(g۱۱, g۱۲, · · · , gmn) = c۱,
...
fn(g۱۱, g۱۲, · · · , gmn) = cn.

(۱۲.۵)

دستگاه لذا داريم. مجهول mn و معادله n آن، در که داشت خواهيم خطی غير معادلات دستگاه يک نتيجه، در
است. جواب بی�شمار دارای جواب، وجود صورت در فوق

آورد. به�دست وجود صورت در را آن مجهول n بتوان تا بگيريم نظر در آزاد را آن mn−nمجهول بايد اکنون
Γ = A+BK حلقه�بسته ماتريس ويژه مقادير که خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس می�توان ادامه در

نمود. تعيين زير صورت به می�دهد، قرار Λ طيف همان در را
K̃ = B۰

−۱(−G۰ +Gλ) , K = K̃T−۱ (۱۳.۵)

=⇒ K = B۰
−۱(−G۰ +Gλ)T

−۱ = −B۰
−۱G۰T

−۱ +B۰
−۱GλT

−۱ = Fp +Kλ (۱۴.۵)

و می�دهد اختصاص را Λ ويژه مقادير که است خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس يک ،Kλ به�طوری�که
می�برد. صفر به را بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير که است حالتی پسخورد ماتريس Fp

دشوار بسيار (i = ۱,۲, . . . , n) ،ci ضرايب محاسبه mبزرگ، و n برای که داشت توجه نکته اين به بايد
برای را زير الگوريتم ويژه، مقادير بودن معلوم و ci ضرايب محاسبه در لوريير روش به توجه با اين�رو، از است.
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می�دهيم: ارائه ciها محاسبه

det(Ãλ − λI) = (−۱)n(λn + c۱λ
n−۱ + c۲λ

n−۲ + · · ·+ cn) (۱۵.۵)
c۱ = −trac(Ãλ) (۱۶.۵)

c۲ = −(c۱trac(Ãλ) + trac(Ã۲
λ))

۲
(۱۷.۵)

c۳ = −(c۲trac(Ãλ) + c۱trac(Ã
۲
λ) + trac(Ã۳

λ))

۳
(۱۸.۵)

... (۱۹.۵)

cn = −(cn−۱trac(Ãλ) + cn−۲trac(Ã
۲
λ) + · · ·+ trac(Ãn

λ))

n
(۲۰.۵)

است. معلوم trac(Ãλ) =
∑n

i=۱ λi لذا است، معلوم Ãλ ويژه مقادير که جايی آن از
می�پردازيم. trac(Ãk

λ) محاسبه جهت قضيه�ای بيان به ادامه در

مقادير ،{λ۱
k, λ۲

k, . . . , λn
k} آنگاه باشند، A ماتريس ويژه مقادير ،{λ۱, λ۲, . . . , λn} اگر .۱.۲.۵ قضيه

می�باشد. Ak ماتريس ويژه

به�طوری�که: دارد، وجود x ̸= ۰ بردار ،A ماتريس از λ ويژه مقادير ازای به برهان.
Ax = λx (۲۱.۵)

می�کنيم: ضرب A در چپ سمت از را (۲۱.۵) تساوی طرف دو
A۲x = Aλx = λAx = λ۲x (۲۲.۵)

داريم: روند اين ادامه با
A۳x = Aλ۲x = λ۲Ax = λ۳x

...
Akx = Aλk−۱x = λk−۱Ax = λkx

(۲۳.۵)

طيف در آن ويژه مقادير اين�که به توجه با را A ماتريس مشخصه چند�جمله�ای .۲.۲.۵ مثال
آوريد. به�دست گيرند، قرار {−۱,−۲ + i,−۲− i}

حل.

det(A− λI) = (−۱)۳(λ۳ + c۱λ
۲ + c۲λ+ c۳)

trac(A) = −۵ −→ c۱ = ۵

trac(A۲) = ۱ + (−۲ + i)۲ + (−۲− i)۲ = ۷ −→ c۲ = −(۵(−۵) + ۷)

۲
= ۹

trac(A۳) = −۱ + (−۲ + i)۳ + (−۲− i)۳ = −۵ −→ c۳ = −(۹(−۵) + ۵(۷)− ۵)

۳
= ۵

det(A− λI) = (−۱)۳(λ۳ + ۵λ۲ + ۹λ+ ۵)
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مقدار تخصيص مسئله در خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس ۳.۵
جزئی ويژه

بگيريد: نظر در را زير پيوسته خطی دستگاه از Bn×m و An×n ماتريس

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۲۴.۵)

Ω = {λ۱, λ۲, . . . , λp, λp+۱, . . . , λn}طيف در ،A ماتريسحلقه�باز ويژه مقادير فرضمی�کنيم قبل، همانند
در دارند. قرار پايداری ناحيه در ،{λp+۱, . . . , λn} و ناپايدار ناحيه در {λ۱, λ۲, . . . , λp} به�طوری�که، باشد
ماتريس ويژه مقادير که ای به�گونه است، F خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس يافتن هدف قسمت اين
قرار پايداری ناحيه در که {µ۱, µ۲, . . . , µp} مقادير آن، در که کند تعيين گونه�ای به را A + BF حلقه�بسته

ديگر: عبارت به شوند. {λ۱, λ۲, . . . , λp} جايگزين دارند،

{µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn} = Ω(A+BF ) (۲۵.۵)

با متناظر ،A ماتريس چپ سمت ويژه بردار�های و Λ۱ ماتريس ،۱.۳.۳ بخش مانند ابتدا هدف، به رسيدن برای
,Λ۱)را Y۱

HB) زوج می�آوريم. به�دست می�دهيم، قرار Y۱ ماتريس در را آن که ،{λ۱, λ۲, . . . , λp} ويژه مقادير
Ãµ ماتريس ويژه مقادير که آورده، به�دست را Gµm×p و Ãµp×p ماتريس�های ،۲.۵ بخش همانند بگيريد. نظر در
مقادير مشخصه، چند�جمله�ای ريشه�های از استفاده با و طريق اين از باشند. {µ۱, µ۲, . . . , µp} طيف برابر بايد

می�کنيم. محاسبه را Gµ مجهول پارامترهای روند، اين با می�آوريم. به�دست را cp و . . . ،c۲ ،c۱

طيف در را Λ۱+Y۱
HBK حلقه�بسته ماتريس ويژه مقادير که خطی، غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس

می�شود: تعريف زير صورت به می�دهد، قرار {µ۱, µ۲, . . . , µp}

K = −(Y۱
HB)۰

−۱
G۰T

−۱ + (Y۱
HB)۰

−۱
GµT

−۱ (۲۶.۵)

دادن: قرار با انتها در

F = KY H
۱ (۲۷.۵)

ماتريس، اين می�آوريم. به�دست را جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله غيرخطی پارامتری حالت پسخورد ماتريس
می�برد. {µ۱, µ۲, . . . , µp, λp+۱, . . . , λn} به را A+BF ماتريس ويژه مقادير طيف

عددی مثال ۴.۵

پيوسته: خطی دستگاه در B و A ماتريس�های کنيد فرض .۱.۴.۵ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
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باشد. زير صورت به

A =



۰ ۱ ۰ ۳ ۷ ۰ ۱۰

۷ ۵ ۰ ۱ ۷ ۹ ۲

۹ ۳ ۱۷ ۳ ۱۱ ۲ ۴

۸ ۰ ۱ ۰ ۳ ۰ ۱

۷ ۱۳ ۱ ۳ ۲ ۱۶ ۰

۱ ۷ ۰ ۳ ۹ ۰ ۴

۱۹ ۳ ۰ ۲ ۰ ۱۱ ۱


, B =



۰ ۱

۹ ۷

۲ ۵

۳ ۷

۰ ۷

۳ ۱

۸ ۵


است: زير صورت به A ماتريس ويژه مقادير طيف

{۲۹/۱۶۲۰,−۱۸/۶۷۲۵,۱۶/۴۸۶۸,۸/۹۵۵۸,−۰/۸۴۸۷,−۶/۱۲۲۸,−۳/۹۶۰۶}

قرار مختلط صفحه چپ سمت در {۲۹/۱۶۲۰,۱۶/۴۸۶۸,۸/۹۵۵۸} مقادير می�کنيد، ملاحظه که �گونه همان
پارامتری حالت پسخورد ماتريس يافتن هدف بگيريد. نظر در را {−۸,−۲/۳,−۰/۳} دلخواه مقادير ندارند.

برابر A+BF بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير که به�گونه�ای است، F خطی غير
{−۸,−۲/۳,−۰/۳,−۱۸/۶۷۲۵,−۰/۸۴۸۷,−۶/۱۲۲۸,−۳/۹۶۰۶}

باشد.

حل.
زوج کنترل�پذيری شرط برقراری از آگاهی با شد، داده نشان گذشته فصل�های مثال��های در که همان�گونه

داريم: مثبت، ويژه مقادير به نسبت (A,B) ماتريس

Λ۱ =


۲۹/۱۶۲۰ ۰ ۰

۰ ۱۶/۴۸۶۸ ۰

۰ ۰ ۸/۹۵۵۸



Y۱
H =


۰/۴۸۶۵ ۷۰/۴۴۵۷ ۷۰/۰۵۲۱ ۷۰/۱۸۷۳ ۰/۴۴۵۹ ۰/۴۹۴۷ ۰/۲۸۸۷

۰/۲۵۴۷ ۰/۴۵۰۲ −۰/۶۲۰۷ ۰/۱۱۳۶ ۰/۲۰۴۹ ۰/۵۰۲۴ ۰/۱۹۹۴

۰/۵۹۳۸ −۰/۵۲۸۳ ۰/۰۱۰۳ ۷۰/۱۰۹۱ −۰/۱۹۲۲ −۰/۲۴۸۵ ۰/۵۰۷۶


برابر: می�برد، صفر به را Λ۱ − Y۱

HBFp ماتريس ويژه مقادير که حالتی پسخورد ماتريس

Fp =

[
−۲/۳۴۳۳ −۵/۴۶۰۳ −۱۴/۳۷۵۲

−۲/۲۱۸۴ ۴/۵۵۷۹ ۸/۸۹۹۳

]
ماتريس اکنون

Ãµ =


g۱۱ g۱۲ g۱۳

g۲۱ g۲۲ g۲۳

۱ ۰ ۰





۵۷ عددی مثال .۴.۵

بگيريد. نظر در را

det(Ãµ − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
g۱۱ − λ g۱۲ g۱۳

g۲۱ g۲۲ − λ g۲۳

۱ ۰ −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−۱)(λ۳ − (g۱۱ + g۲۲)λ

۲ + (g۱۱g۲۲ − g۱۲g۲۱ − g۱۳)λ+ g۱۳g۲۲ − g۱۲g۲۳).

نتيجه: در
g۱۱ + g۲۲ = −c۱ = µ۱ + µ۲ + µ۳ = −۱۰/۶,

g۱۱g۲۲ − g۱۲g۲۱ − g۱۳ = c۲ = µ۱µ۲ + µ۱µ۳ + µ۲µ۳ = ۲۱/۴۹,

g۱۳g۲۲ − g۱۲g۲۳ = c۳ = −µ۱µ۲µ۳ = ۵/۵۲.

مجهولات می�توان دلخواه، به�صورت مجهول ۳ انتخاب با است. مجهول ۶ معادله، ۳ دستگاه يک بالا دستگاه
داريم: بالا دستگاه از ،g۱۱ = µ۱ + µ۳ به�صورت آزاد مجهولات از يکی انتخاب با نمود. محاسبه را ديگر

g۲۲ = µ۲ = −۲/۳ اول) معادله (از
g۱۱g۲۲ = µ۱µ۲ + µ۲µ۳ → g۱۳ = −g۱۲g۲۱ − µ۱µ۳ دوم) (معادله (۲۸.۵)
g۱۲g۲۳ = µ۲g۱۳ + µ۱µ۲µ۳ = −۲/۳(g۱۳ + ۲/۴) سوم) (معادله (۲۹.۵)

داريم: (۲۹.۵) و (۲۸.۵) معادلات از استفاده با
g۱۲g۲۳ = µ۲(−g۱۲g۲۱)→ g۲۳ = −µg۲۱

می�شود. تبديل زير صورت به ،Gµ ماتريس اکنون

Gµ =

[
−۸/۳ g۱۲ −۲/۴− g۱۲g۲۱

g۲۱ −۲/۳ ۲/۳g۲۱

]
مقادير ،K ماتريس پارامتر، دو اين برای انتخاب هر با هستند. آزاد نيز Gµ ماتريس در g۲۱ و g۱۲ پارامتر دو
،j = {۱,۲,۳} ،i = {۱,۲} می�برد.(kijها، {−۸,−۲/۳,−۰/۳} به را Λ۱ + Y۱

HBK ماتريس ويژه
هستند.) K ماتريس درايه�های

k۱۱ = −۳/۵۵۹۹− ۰/۲۸۳۲g۲۱ + ۰/۰۸۵۴g۱۲,

k۱۲ = −۶/۱۹۹۸ + ۰/۰۱۶۴g۲۱ − ۰/۲۵۱۲g۱۲,

k۱۳ = −۲۰/۵۴۸۱− ۰/۶۰۲۳g۲۱ − ۰/۹۹g۱۲ − ۰/۰۴۲۵g۱۲g۲۱,

k۲۱ = −۲/۳۹۳۴,

k۲۲ = ۵/۱۹۳۸,

k۲۳ = ۱۱/۱۸۴۸.

برابر A + BF بسته حلقه ماتريس ويژه مقادير زير، صورت به F حالت پسخورد ماتريس تعريف با انتها در
می�شود. {−۸,−۲/۳,−۰/۳,−۱۸/۶۷۲۵,−۰/۸۴۸۷,−۶/۱۲۲۸,−۳/۹۶۰۶}

هستند.) F ماتريس درايه�های ،j = {۱,۲, . . . ,۷} ،i = {۱,۲} (fijها،
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F = KY۱
H

f۱۱ = −۱۵/۵۱۰۰− ۰/۵۴۲g۲۱ − ۰/۶۱۲۳g۱۲ − ۰/۰۲۱۲g۱۲g۲۱,

f۱۲ = ۶/۵۵۲۹ + ۰/۲۱۹g۲۱ + ۰/۴۴۲۳g۱۲ + ۰/۰۲۴۳g۱۲g۲۱,

f۱۳ = ۳/۴۶۳۸− ۰/۰۳۱۲g۲۱ + ۰/۱۴۶۵g۱۲,

f۱۴ = −۳/۶۱۶۰− ۰/۱۲۸۷g۲۱ − ۰/۱۵۲۱g۱۲,

f۱۵ = ۱/۱۸۳− ۰/۱۲۲g۲۱ + ۰/۱۷۱۷g۱۲ + ۰/۰۶۵۱g۱۲g۲۱,

f۱۶ = ۰/۳۲۰ + ۰/۰۱۱g۲۱ + ۰/۱۷۲۳g۱۲ + ۰/۰۱۴۳g۱۲g۲۱,

f۱۷ = −۱۲/۷۴۶۸− ۰/۳۹۱۶g۲۱ − ۰/۵۳۱۲g۱۲ − ۰/۰۲۷۲g۱۲g۲۱,

f۲۱ = ۶/۷۳۲۵ + ۰/۳۸۱۲g۲۱,

f۲۲ = −۴/۶۴۷۰− ۰/۱۸۷۲g۲۱,

f۲۳ = −۳/۲۳۳۲ + ۰/۰۱۶۵g۲۱,

f۲۴ = ۱/۳۵۲۵ + ۰/۰۸۴۳g۲۱,

f۲۵ = −۲/۱۳۲۰− ۰/۰۱۱۲g۲۱,

f۲۶ = −۱/۳۷۳۶− ۰/۰۳۷۲g۲۱,

f۲۷ = ۶/۰۵۱۲ + ۰/۳۲۱g۲۱.

ماتريس ويژه مقادير طيف ،g۱۲ = g۲۱ = ۰ صورت به آزاد پارامتر�های گرفتن نظر در با مثال، عنوان به
ماتريس اوليه پايدار مقادير از متشکل که می�شود زير مجموعه برابر ناچيز بسيار خطای با ،A+BF حلقه�بسته

هستند. موردنظر دلخواه مقادير و دستگاه باز حلقه

{−۱۸/۶۷۲۵,−۸/۰۰۰۲,−۶/۱۲۲۸,−۰/۲۹۹۸,−۰/۸۴۸۷,−۲/۳۰۰,−۳/۹۶۰۶} = Ω(A+BF )



۵۹ عددی مثال .۴.۵

خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس برای ،u(t) = Fx(t) ورودی به مربوط نمودار :۱.۵ شکل



۶ فصل

نتيجه�گيری

گرفته�است. قرار بررسی مورد خطی کنترل دستگاه�های برای جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله پايان�نامه، اين در
ارائه مسئله اين حل برای زيادی روش�های تاکنون سازی، بهينه و کنترل نظريه در مسئله اين اهميت به توجه با
را است مناسب�تر جهاتی از که ديگری روش سپس پرداختيم. روش�ها اين از برخی بررسی به ما که است شده
حل خطی کنترل دستگاه�های برای را جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله بتوان آن از استفاده با که کرده�ايم پيشنهاد

نمود.
برده کار به دستگاه�هايی در جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله شد، اشاره آن به ۲ فصل در که همان�طور
همين و هستند ناپايدار ويژه مقادير از اندکی تعداد تنها و ندارند تخصيص به نياز آن ويژه مقادير تمامی که می�شود

دارند. دوباره تخصيص به نياز کم تعداد
حل را جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله آن، از استفاده با می�توان که داده�ايم پيشنهاد را روشی ،۳ فصل در
دو به و گرفته نظر در پيوسته خطی کنترل دستگاه در را باز حلقه ماتريس ويژه مقادير ابتدا، ترتيب بدين نمود.
داراست، را بوده�اند منفی همگی که ويژه مقادير بقيه ديگری، و مثبت ناپايدار ويژه مقادير شامل يکی که مجموعه
ناپايدار ويژه مقادير آن اصلی قطر روی عناصر که قطری مربعی ماتريس از استفاده با سپس کرديم. تفکيک
ناپايدار مقادير با متناظر چپ سمت ويژه بردار�های از متشکل آن ستون�های که ماتريسی و است باز حلقه ماتريس
اوليه مسئله از کمتر بسيار ابعاد با جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله يک به را مسئله �است، باز حلقه ماتريس

پرداختيم. جديد ماتريس�های برای مسئله حل به تشابهی تبديلات از بهره�گيری با نهايت در و نموده تبديل
خطی کنترل دستگاه هزينه� کاهش در حالت پس�خورد ماتريس کمينه نورم که نکته اين به توجه با ،۴ فصل در
را پارامتری حالت پس�خورد ماتريس حالت، انتقال گراف ومفهوم پيشنهادی روش از استفاده با است، مؤثر بسيار
شده ارايه الگوريتم به توجه با سرانجام، می�دهد. اختصاص دستگاه به را موردنظر ويژه مقادير که آورديم به�دست
تخصيص مسئله حالت پسخورد ماتريس نرم کاهش با توانستيم حالت، پس�خورد ماتريس نورم کردن کمينه برای
در برسانيم. حداقل به را جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله حالت پسخورد ماتريس نورم جديد، ويژه مقدار
بيش�تر پارامتری حالت پس�خورد ماتريس در پارامترها تعداد هرچه که داده�ايم نشان وضوح به عددی مثال�های

می�شود. کمتر ماتريس نورم باشد،
خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس از استفاده با جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله حل نيز فصل۵ در
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شد. بررسی جديد روش با
نظريه مسايل مهم�ترين و پرکاربردترين از يکی جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله شد، بيان که همان�طور
اين ادامه در کرد. استفاده مختلف دستگاه�های پايدارسازی برای آن از می�توان پس است. بهينه�سازی و کنترل
اين از همچنين کرد. کار خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس نورم کردن کمينه روی می�توان پايان�نامه
توسيع�يافته۱، دستگاه�های بعدی، دو خطی دستگاه�های مانند ديگری دستگاه�های پايدارسازی برای می�توان مسئله
تجزيه از استفاده مانند ديگری روش�های با را مسئله اين می�توان به�علاوه جست. بهره ... ۲و متناوب دستگاه�های

نمود. حل نيز دستگاه حل SV)برای D)۳ تکين مقدار

۱Descriptor systems
۲Periodic systems
۳Singular value decomposition



آ� پيوست

متلب کد

disp(' This is the given plant matrix A')
disp(' ********************************')
AA=[0 1 0 3 7 0 10;7 5 0 1 7 9 2;9 3 17 3 11 2 4;8 0 1 0 3 0 1;7 13 1 3 2 16 0;

1 7 0 3 9 0 4;19 3 0 2 0 11 1]

disp(' This is the given input matrix B')
disp(' ********************************')

BB=[0 1;9 7;2 5;3 7;0 7;3 1;8 5]

[V,d]=eig(AA');
y1=V(:,[1 3 4 ])
Y1=y1'
A=[d(1,1) 0 0;0 d(3,3) 0;0 0 d(4,4)]
B=-Y1*BB
[n,m]=size(B);
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n);

----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;
while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;
if (q<=tol)
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Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;

else

if i~=k
Q([i,k],:)=Q([k,i],:);
T1([i,k],:)=T1([k,i],:);
Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);

end

t=Q(i,j);
Q(i,:)=Q(i,:)/t;
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;
T1(i,:)=T1(i,:)/t;

if i~=n
for k=i+1:n

t=Q(k,i);
if t~=0
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

end
end

end
i=i+1 ;
j=j+1;

end
end

s=1;
while s < n

i=s+1 ;
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for j=i:r
if Q(i,j)~=0

for k=1:s
if Q(k,j)~=0

t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end

end
break

end
end

s=s+1;
end

for i=n:-1:m+1
for k=i:r

if Q(i,k)==1
for j=k+1:r

t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);
T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break

end
end

end

disp(' This is the transformation matrix,T1')
disp(' ************************************')

T1
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B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;

disp(' This is the primdry feedback law ')
disp(' ******************************** ')

Fp

t1=cputime-t0

D=[];landa=[];
for i=1:n

D(i,i)=input([' landa(',int2str(i),')= ']);
landa(i)=D(i,i);

end

Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];

for i=n:-1:m+1
for k=1:r

if Qc(i,k)==1
for j=k+1:r

t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);
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Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc
disp(' with the closed-loop matrix ')
disp(' *************************** ')
gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')

disp(' frobenious norm of closed-loop matrix ')
disp(' ************************************* ')
Normgama=norm(gamac,'fro')

F=Kp*Y1'
disp(' This is the given plant matrix F')

F
t0=cputime;
t1=cputime-t0;

S=A-B*F
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x0=ones (7,1);
x=[]
for t=0:0.5:20
x=[x expm(t*A)*x0];
end;
plot (t,x), hold on
pause
x0=ones (7,1);
x=[]
for t=0:0.5:20
x=[x expm(t*S)*x0];
end;
plot(t,x)
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Aabstract

In this thesis, we will introduce the detection of partial eigenvalues assingment problem. The
problem of keeping one part of open-loopmatrix spectrum of linear system constant, by controlling
the state feedback and bring out the remaining spectrum is called ”partial eigenvalue assingment
problem”. In fact this problem is used for such systems which are not completely stable and a
number of open-loop spectrum eigenvalue that need re-allocation are not in stable region. Since
this problem is very important in control and optimization theory numerous method have provided
to solve it and some of them are investigated in this thesis. We then by using of left eigenvectors
related to unstable eigenvalues, turn the problem to eigenvalue assingment problem and by making
use of simillary transitions in linear control systems, we calculate the state feedback matrix which
assigns desired eigenvalues to a close-loop system. Since making norm of state feedback matrix
minimum is very important in optimization of linear control systems, by using of the proposed
method and state transition graph, we obtain state feedback matrix which has the minimum norm.
Then we introduce a new way to find non-linear parametric state feedback matrix. At the end of
each section for more understanding of concepts, numerical examples are provided.

keywords: Stability, Partial eigenvalue assignment, State feedback matrix, Similarity tran-
sation, State transition graph, Minimizing the norm.
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