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چൊیده
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f تقریب بهترین f∗ تابع که است موجود f∗ = limp→∞ fp آنگاه باشد، Lp([٠,١]) در نانزولی توابع
الگوریتم هم�چنین می�دهیم. ارائه f∗ برای دقیق فرمول یک و است C([٠,١]) در نانزولی توابع توسط
چبیشف تقریب ای چندجمله با را الگوریتم این از آمده به�دست تقریب ای جمله چند و نموده بیان را رِمز

می�کنیم. مقایسه

رِمز. الگوریتم چبیشف، چند�جمله�ای تقریب، Lp-بهترین تقریب، بهترین کلیدی: کلمات
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اولیه مفاهیم و مقدماتی تعاریف

١



٢ اولیه مفاهیم و مقدماتی تعاریف .١

مقدمه ١.١

مقدماتی مفاهیم بعضی و تقریب بهترین اندازه، فضای نرم، مانند اولیه� تعاریف برخی بیان به فصل این در
پرداخت. خواهیم آینده های فصل در نیاز مورد

X روی نرم یک را ||.|| : X −→ [٠,∞) تابع باشد. برداری فضای X کنیم فرض .١.١.١ تعریف
هرگاه می�نامیم

.x = ٠ اگر تنها و اگر ||x|| = ٠ .١

.||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| ، x, y ∈ X هر ازای به .٢

.||αx|| = |α|||x|| ،α ∈ R و x ∈ X هر ازای به .٣

نمایش (X, ||.||) با را آن و می�نامیم نرم�دار برداری فضای را ||.|| نرم به مجهز X برداری فضای
می�دهیم.

به است d : X ×X −→ [٠,∞) مانند تابعی X مجموعه�ی روی متر یک از منظور .٢.١.١ تعریف
باشیم داشته x, y, z ∈ X هر برای که قسمی

.d(x, y) = ٠ اگر تنها و اگر x = y .١

.d(x, y) = d(y, x) .٢

.d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) .٣

می�نامیم. y از x فاصله�ی را d(x, y)
می�نامیم. متریک فضای را متر یک به مجهز X مجموعه�ی

صورت به متر دو می�توان [٠,١] فاصله�ی روی مقدار حقیقی پیوسته توابع فضای روی مثال عنوان به
کرد تعریف زیر

d١(f, g) =

∫ ١

٠
|f(x)− g(x)|dx

d∞(f, g) = sup
٠≤x≤١

|f(x)− g(x)|

نقطه�ی دو هر فاصله�ی آن در که گرفت نظر در متریک فضای عنوان به رامی�توان نرم�دار خطی فضای هر
می�شود. تعریف d(x, y) = ||x− y|| صورت به x, y

Y با ایزومتریک طور به �X گوییم باشند. نرم�دار خطی فضای دو X, Y کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
نرم حافظ که باشد موجود T : X → Y مانند پوشایی و یک به یک خطی تبدیل هرگاه است ایزومورف

یعنی باشد
∀x ∈ X ||T (x)|| = ||x||.



٣ مقدمه .١.١

می�نامیم �X بر توپولوژی یک را X مجموعه�ی مجموعه�های زیر از τ مانند گردایه�ای .۴.١.١ تعریف
باشد داشته را زیر ویژگی�های هرگاه

.∅, X ∈ τ .١

.V١ ∩ V٢ ∩ . . . ∩ Vn ∈ τ آنگاه Vi ∈ τ اگر i ∈ {١,٢, . . . , n} هر و n ∈ N هر ازای به .٢

.
∪
α

Vα ∈ τ آنگاه باشد �τ اعضای از دلخواه گردایه�ای {Vα} اگر .٣

باز مجموعه�های �τرا اعضای و توپولوژیک فضای را X باشد X بر توپولوژی τ اگر .۵.١.١ تعریف
می�نامیم.

غیر گردایه�ای �X روی مجموعه�ها از جبر یک باشد. تهی غیر مجموعه�ای X کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
باشد داشته را زیر ویژگی دو هرگاه است A ⊆ P (X) مانند تهی

.
∪n

i=١Ei ∈ A آنگاه E١, · · · , En ∈ A اگر .١

.Ec ∈ A آنگاه E ∈ A اگر .٢

است. E مجموعه�ی متمم Ec و X مجموعه�های زیر تمام مجموعه�ی دهنده�ی نشان P (X) آن در که

{Ei} دنباله�ی هر برای یعنی باشد. بسته شمارا اجتماع تحت هرگاه است σ−�جبر یک A ویژه به
.
∪∞

i=١Ei ∈ A باشیم داشته A در مجموعه�ها از

مجموعه�های زیر از جبر −σ یک M ⊂ P (X) و دلخواه مجموعه�ای X کنیم فرض .٧.١.١ تعریف
پذیر اندازه مجموعه�های را M عناصر همچنین می�نامیم. پذیر اندازه فضای را (X,M) زوج باشد. �X

می�نامیم.

اندازه یک را µ : M −→ [٠,∞) تابع باشد. پذیر اندازه فضای (X,M) کنیم فرض .٨.١.١ تعریف
هرگاه می�نامیم �M روی

.µ(∅) = ٠ .١

آنگاه باشد M روی مجزا دو به دو مجموعه�های از دنباله�ای {Ej} اگر .٢

µ

 ∞∪
j=١

Ej

 =
∞∑
j=١

µ(Ej).

می�نامیم. اندازه فضای را (X,M, µ) ویژه به

اندازه�ی یک µ آنگاه µ(X) <∞ اگر باشد. اندازه فضای یک (X,M, µ) کنیم فرض .٩.١.١ تعریف
µ(Ej) < ∞ و Ej ∈ M ،j هر برای که به�طوری X = ∪∞

١ Ej اگر هم�چنین می�شود. نامیده متناهی
می�شود. نامیده σ-متناهی اندازه�ی µ آنگاه



۴ اولیه مفاهیم و مقدماتی تعاریف .١

µ(E) = ٠ شرط با E ∈M مجموعه�ی باشد. اندازه فضای (X,M, µ) کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف
می�شود. نامیده پوچ مجموعه�ی

کامل اندازه�ی باشد شامل را پوچ زیرمجموعه�های همه�ی آن تعریف حوزه�ی که اندازه�ای .١١.١.١ تعریف
�می�شود. نامیده

تابعی (X,M) روی علامت�دار اندازه�ی باشد. اندازه�پذیر فضای (X,M) کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف
صورت به

ν : M −→ [−∞,+∞]

که است

.ν(∅) = ٠ (١)

می�پذیرد. را ±∞ مقدار دو از یکی حداکثر (٢)

.ν(
∪∞

١ Ej) =
∑∞

١ ν(Ej) آنگاه باشد �M در مجزا دو به دو مجموعه�های از دنباله�ای {Ej} اگر (٣)
است. مطلق همگرای است، متناهی ν(

∪∞
١ Ej) وقتی

∑∞
١ ν(Ej) سری که

f−١ : P (Y ) → P (X) نگاشت یک �X, Y دلخواه دومجموعه�ی بین f : X → Y نگاشت هر
را است شده تعریف f−١(E) = {x ∈ X : f(x) ∈ E} صورت به E ∈ P (Y ) هر برای که
آنگاه باشد �Y روی σ−جبر یک N اگر نتیجه در است. متمم و اشتراک اجتماع، حافظ که می�کند القا

است. X روی σ−جبر یک {f−١(E) : E ∈ N}

-(M,N) را f : X → Y نگاشت باشند اندازه�پذیر فضای دو (Y,N) و (X,M) اگر .١٣.١.١ تعریف
.f−١(E) ∈M باشیم داشته E ∈ N هر برای هرگاه نامیم ( پذیر اندازه خلاصه طور به یا و ) پذیر اندازه
پذیر M-اندازه تابع یک X روی f مختلط-مقدار یا حقیقی تابع باشد اندازه فضای یک (X,M) اگر
BR آن در که باشد. پذیر (M,BC)-اندازه یا (M,BR) تابع یک هرگاه می�شود نامیده ( پذیر اندازه یا )

می�شوند. گرفته نظر در C یا R روی σ-�جبر عنوان به BC و

معادلند زیر شرایط آنگاه باشد تابع یک f : X → R و پذیر اندازه فضایی (X,M) اگر .١۴.١.١ تذکر

است. پذیر M-اندازه تابعی f .١

.f−١((−∞, α)) = {x : f(x) < α} ∈M ، α ∈ R هر برای .٢

.{x : f(x) ≤ α} ∈M ،α ∈ R هر برای .٣

.{x : f(x) > α} ∈M ،α ∈ R هر برای .۴

.{x : f(x) ≥ α} ∈M ،α ∈ R هر برای .۵

.۶٩ صفحه� [۴] به شود رجوع برهان.



۵ مقدمه .١.١

زیر صورت به و می�نامیم E مجموعه�ی مشخصه�ی تابع را IE . E ⊆ X کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف
می�کنیم تعریف

IE(x) =

١ x ∈ E

٠ x /∈ E

مشخصه توابع از مختلط ضرایب با دلخواه خطی ترکیب از است عبارت ای پله� تابع .١۶.١.١ تعریف
یعنی .M در واقع مجموعه�های روی

φ(x) =
∞∑
i=١

aiIEi
(x).

واقع مجموعه�های روی مشخصه توابع از مختلط ضرایب با متناهی خطی ترکیب ϕ اگر .١٧.١.١ تعریف
یعنی می�نامیم. ساده تابع را آن باشد M در

ϕ(x) =
n∑

i=١
aiIEi

(x).

می تعریف زیر صورت به را µ به نسبت ϕ اینتگرال باشد. ساده تابعی ϕ کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف
∫کنیم

ϕ dµ =
n∑
١

aiµ(Ei).

اندازه مجموعه�ای E ∈ M و مثبت پذیر اندازه تابع یک f : X −→ [٠,∞) اگر .١٩.١.١ تعریف
کنیم می تعریف باشد، ∫پذیر

E

f dµ = sup
٠≤ϕ≤f

∫
E

ϕ dµ

نامیم. می µ اندازه�ی به نسبت E روی f لبگ اینتگرال را
∫
E
f dµ و

پذیر اندازه تابع هر برای باشد. اندازه فضای (X,M, µ) و ١ ≤ p <∞ کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف
کنیم می تعریف زیر صورت به نرمی f مانند X روی دلخواه

||f ||p =
[∫
|f |p dµ

] ١
p

.

فضای صورت این در
Lp(X,M, µ) := {f : X −→ C ; ||f ||p <∞ و است پذیر اندازه f}

می�باشد. ( باناخ حتی ) نرم�دار فضای یک

زیر صورت به را �||f ||∞ آنگاه باشد �X روی مقدار مختلط پذیر اندازه تابعی �f اگر .٢١.١.١ تعریف
می�کنیم تعریف

||f ||∞ := inf {M : µ({t ∈ X : |f(t)| > M}) = ٠}

می�نویسیم زیر صورت به گاهی و می�نامیم f اساسی سوپریمم را ||f ||∞ .inf ∅ =∞ که داد قرار این با

||f ||∞ = esssup
x∈X
|f(x)|.



۶ اولیه مفاهیم و مقدماتی تعاریف .١

می�کنیم تعریف زیر صورت به را L∞ اکنون
L∞ = L∞(X,M, µ) := {f : X −→ C : ||f ||∞ <∞ است, پذیر .{�fاندازه

کنند. تعریف L∞ در را عضو یک آنگاه باشند مساوی هم با جا همه تقریبا تابع دو اگر می�کنیم قرارداد
همه تقریبا که طوری به باشد داشته وجود g کراندار و پذیر اندازه تابع اگر تنها و اگر f ∈ L∞ نتیجه در

.f = g باشیم داشته جا

می�کنیم تعریف باشد X روی مقدار مختلط اندازه�پذیر تابعی f اگر .٢٢.١.١ تعریف
ess inf(f) = sup{M ≥ ٠ : µ({t ∈ X : f(t) < M}) = ٠}.

باشد. [٠,∞] توی به X از پذیر اندازه توابع تمام مجموعه�ی L+ کنیم فرض ( فاتو (لم .٢٣.١.١ لم
آنگاه باشد �L+ در دلخواه ای دنباله� {fn} ∫اگر

( lim
n→∞

inf fn) ≤ lim
n→∞

inf

∫
fn.

.٨١ صفحه�ی [۴] به شود رجوع برهان.

داریم آنگاه fn → f جا همه تقریبا و f ∈ L+ و {fn} ⊂ L+ اگر .٢۴.١.١ ∫نتیجه
f ≤ lim

n→∞
inf

∫
fn.

.٨١ صفحه�ی [۴] شودبه رجوع برهان.

نگاشت و X =
∏
α∈A

Xα تهی، غیر مجموعه�های از گردایه�ای {Xα}α∈A کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف

باشد Xα روی σ-جبر یک Mα ، α ∈ A هر برای اگر باشد. �αام تصویر παنگاشت : X −→ Xα

تولید {π−١
α (Eα) : Eα ∈ Mα , α ∈ A} مجموعه�ی توسط X روی حاصل�ضربی σ-جبر آنگاه

M١ ⊗M٢ ⊗ · · · ⊗Mn به�صورت باشد A = {١,٢, · · · , n} که حالتی برای را σ-جبر این می�شود.
می�دهیم. نمایش

اندازه�پذیر مستطیل یک باشند. اندازه فضاهای (Y,N, ν) و (X,M, µ) کنیم فرض .٢۶.١.١ تعریف
از گردایه�ای A کنیم فرض می�کنیم. تعریف B ∈ N و A ∈ M که A × B به�صورت مجموعه�ای را
باشد. M ⊗N می�کند تولید که σ-جبری البته و باشد اندازه�پذیر مستطیل�های متناهی و مجزا اجتماع

دهیم قرار و باشد A١ ×B١, . . . , An ×Bn مستطیل�های از مجزا اجتماع E ⊂ X × Y اگر

π(E) =
n∑

j=١
µ(Aj)ν(Bj)

نمایش µ × ν با و می�نامیم ν و µ حاصل�ضرب را آن که می�کند القا X × Y روی اندازه�ای π آنگاه
می�دهیم.

σ-متناهی اندازه�ی فضای دو (Y,N, ν) و (X,M, µ) کنیم فرض ( فوبینی قضیه ) .٢٧.١.١ قضیه
آنگاه ( f ∈ L١(µ × ν) یعنی ) باشد X × Y روی مقدار مختلط اینتگرال�پذیر تابعی f اگر باشند.

است برقرار زیر ∫تساوی
fd(µ× ν) =

∫ [∫
f(x, y)dν(y)

]
dµ(x) =

∫ [∫
f(x, y)dµ(x)

]
dν(y).

.[۴] به شود رجوع برهان.



٧ تقریب بهترین .٢.١

تقریب بهترین ٢.١

X از ناتهی مجموعه�ی زیر هر ازای به باشد. نرم�دار فضای یک (X, ||.||) کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به را �x ∈ X − Y نقطه�ی تا Y فاصله��ی ،Y مانند

d(x, Y ) := inf
y∈Y

d(x, y) = inf
y∈Y
||y − x||.

می�کنیم. استفاده نیز dY (x) نماد از گاهی d(x, Y ) جای به البته که

داشت خواهیم صورت این در .∅ ≠ Y ⊆ X و باشد نرم�دار �Xفضای کنیم فرض .٢.٢.١ قضیه

.d(x+ y, Y + y) = d(x, Y ) ،x, y ∈ X هر برای (الف)

.d(αx, αY ) = |α|d(x, Y ) ،α ∈ R هر و x ∈ X هر برای (ب)

شوند می تعریف زیر صورت به αY و �Y + y آن در که
Y + y = {y′ + y : y′ ∈ Y }.

αY = {αy : y ∈ Y }.

������

.٢۵ صفحه�ی [٣] به شود رجوع برهان.

مجموعه�ی در x نقطه�ی تقریب بهترین را y٠ ∈ Y عنصر .x ∈ X و Y ⊆ X کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف
هرگاه گوئیم Y

d(x, Y ) = ||x− y٠||.

به می�دهیم. نشان PY (x) نماد با را Y مجموعه�ی در x برای تقریب بهترین عناصر تمام مجموعه�ی
عبارتی

PY (x) = {y′ ∈ Y : d(x, y′) = d(x, Y )}.

نامیم تقریب) یامجموعه�ی پروکسیمینال( مجموعه�ی را X از Y ناتهی مجموعه�ی زیر .۴.٢.١ تعریف
.PY (x) ̸= ∅ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به هرگاه

نامیم. می چبیشف را �Y مجموعه�ی باشد نقطه یک تنها شامل PY (x) اگر

می�نامیم محدب تابع را �f : X → Y تابع باشند. برداری فضاهای �X, Y کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف
باشیم داشته λ ∈ (٠,١) هر و x, y ∈ X هر برای هرگاه

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y).



٨



٢ فصل

بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول
صعودی توابع توسط طبیعی تقریب

٩



١٠ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

مقدمه ١.٢

توابع �توسط f ∈ Lp([٠,١]) برای تقریب ([٠,١])Lp-بهترین یک را �g ∈ Lp([٠,١]) صعودی تابع
باشیم داشته h ∈ Lp([٠,١]) صعودی تابع هر برای هرگاه نامیم ∫صعودی ١

٠
|f − g|pdx ≤

∫ ١

٠
|f − h|pdx

f ∈ C([٠,١]) برای تقریب ([٠,١])C-بهترین یک را �g ∈ C([٠,١]) صعودی تابع مشابه طور به
باشیم داشته h صعودی تابع هر برای هرگاه نامیم صعودی توابع توسط
max
٠≤x≤١

|f − g| ≤ max
٠≤x≤١

|f − h|.

C([٠,١]) در صعودی توابع توسط f تقریب بهترین نشان�دهنده�ی f∗ تابع و f ∈ C([٠,١]) کنیم فرض
در صعودی توابع توسط f تقریب بهترین نشان�دهنده�ی fp تابع کنیم فرض f ∈ Lp([٠,١]) برای باشد.
صعودی توابع توسط f برای را تقریب بهترین توابع چنین وجود ٢ راگ و ١ لندرس ([٠,١])�Lpباشد.
توابع توسط تقریب ([٠,١])Lp-بهترین آنگاه ١ < p < ∞ هرگاه دادند نشان هم�چنین کردند، ثابت

.( [۵] ) یکتاست صعودی
یعنی ) صعودی توابع مجموعه�ی در f تقریب ([٠,١])Lp-بهترین که کردند ثابت ۴ سهب و ٣ دارست
تساوی می�دهیم نشان یعنی .( [٢] ) همگراست یکنواخت طور به f∗ تابع به p → ∞ وقتی ( fp
صعودی توابع توسط f برای تقریب ([٠,١])C-بهترین همان �f∗ که است برقرار f∗ := limp→∞ fp

است.
نشان که است این هدف اولین واقع در می�دهیم. ارایه �f∗ تابع برای دقیق ضابطه�ی یک فصل این در
طور به دارد؛ مینیمم�کننده ویژگی یک f∞ کنیم ثابت که است این هدف دومین و f∗ = f∞ = f∞ دهیم
a < b که این فرض با a, b ∈ F∞ اگر و f∞(x) = f(x) داریم x ∈ F∞ برای داد خواهیم نشان دقیق�تر
([٠,١])C-بهترین را f∞ است. صعودی توابع توسط f برای تقریب ,C([a-بهترین b]) یک f∞ آنگاه

می�نامیم. صعودی توابع توسط �f برای طبیعی تقریب
معرفی لازم، مقدمات بیان از بعد ٣٨ درصفحه�ی F∞ نماد و ۴١ صفحه�ی در f∞ و f −∞ نماد�های

شد. خواهند

D. Landers ١

L. Rogge٢

R. Dorst٣

S. Sahab۴



١١ تقریب Φ-بهترین یکتایی و وجود .٢.٢

تقریب Φ-بهترین یکتایی و وجود ٢.٢

Φ-بهترین یکتایی و وجود اثبات به سپس و نموده آوری یاد را مقدماتی تعاریف برخی ابتدا بخش این در
پردازیم. می تقریب

از ارزی µ-هم کلاسهای تمام مجموعه�ی M = M(Ω,A, µ) و اندازه فضای (Ω,A, µ) کنیم فرض
به�عبارتی باشد. پذیر A-اندازه مقدار حقیقی توابع

M := {g : f = g (a.e) و باشد A-اندازه�پذیر تابعی g}.

باشیم داشته f, g ∈ C هر برای هرگاه می�شود نامیده شبکه C ⊂M مجموعه�ی .١.٢.٢ تعریف
f ∧ g = min(f, g) ∈ C و f ∨ g = max(f, g) ∈ C.

داشته (n ∈ N ) fn ∈ C دنباله�ی هر برای هرگاه می�شود نامیده کامل σ-شبکه یک C ⊂M همچنین
باشیم

∧
n∈N

fn = inf
n∈N

fn ∈ C و ∨
n∈N

fn = sup
n∈N

fn ∈ C.

می�کنیم تعریف Φ : R+ → R+ پذیر اندازه تابع برای .٢.٢.٢ تعریف

LΦ(Ω,A, µ) = {f ∈M :

∫
Φ(α|f |)dµ <∞ ها α از برخی .{برای

Lp(Ω,A, µ)لبگ فضای به LΦ(Ω,A, µ) فضای p ≥ ١ و Φ(x) = xp که Φ : R+ → R+ تابع برای
می�شود. تبدیل

C در {fn} دنباله�ی برای هرگاه می�نامیم Φ-بسته را C ⊂ LΦ(Ω,A, µ) مجموعه�ی .٣.٢.٢ تعریف
باشد برقرار زیر گزاره�ی

fn ↑ f ∈ LΦ یا fn ↓ f ∈ LΦ =⇒ f ∈ C.

g ∈ C تابع اگر باشند، شده داده f ∈ LΦ(Ω,A, µ) و C ⊂ LΦ(Ω,A, µ) کنیم فرض .۴.٢.٢ تعریف
کند صدق زیر شرط ∫در

Φ(|f − g|)dµ = inf
h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ (١.٢)

می�نامیم. �C در �f تقریب Φ-بهترین یک را �g

اگر می�دهیم. نمایش µΦ(f/C) با را کند صدق (١.٢) شرط در که را g ∈ C تمام مجموعه�ی
می�دهیم. نمایش µp(f/C) با را آن p > ٠ و Φ(x) = xp

شرط با Φ : R+ → R+ پیوسته تابع باشد. اندازه فضای یک �(Ω,A, µ) کنیم فرض .۵.٢.٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه می�نامیم تابع -µ یک را limt→∞Φ(t) =∞ و Φ(٠) = ٠

٠ ≤ f ≤ g , f, g ∈M(Ω,A, µ) ,

∫
Φ(g)dµ <∞⇒

∫
Φ(f)dµ <∞.

: می�دهیم ارایه µ-توابع از مثال�هایی حال



١٢ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

صفر متحد تابع Φ و Φ(٠) = ٠ شرط با محدب تابع Φ : R+ → R+ کنیم فرض (i) .۶.٢.٢ مثال
است. µ-تابع یک �Φ تابع (Ω,A, µ) اندازه�ی فضای هر برای نباشد.

Φ اگر .limt→∞ Φ(t) = ∞ و Φ(٠) = ٠ که باشد پیوسته تابعی Φ : R+ → R+ کنیم فرض (ii)
است. µ-تابع یک �(Ω,A, µ) اندازه�ی فضای هر برای �Φ آنگاه باشد صعودی

پیوسته Φ ̸= ٠ و Φ(٠) = ٠ شرط با Φ : R+ → R+ محدب تابع هر این�که به توجه با (i) برهان.
می�شود. حاصل نتیجه می�کند، صدق limt→∞ Φ(t) =∞ در و است صعودی و

اخیر نامساوی به توجه با .Φ(f) ≤ Φ(g) داریم ٠ ≤ f ≤ g برای صعودیست تابعی Φ چون (ii)
µ-تابع یک Φ می�شود نتیجه

∫
Φ(g)dµ < فرض∞ با اکنون و

∫
Φ(f)dµ ≤

∫
Φ(g)dµ

است.

یک LΦ(Ω,A, µ) آنگاه باشد. µ-تابع یک Φ و اندازه فضای (Ω,A, µ) کنیم فرض .٧.٢.٢ تذکر
است. شبکه و خطی فضای

می�شود. اثبات C مجموعه�ی در f ∈ LΦ تابع برای تقریب Φ-بهترین وجود زیر قضیه�ی در

-Φ شبکه هر برای آنگاه باشد. -تابع µ یک �Φ و اندازه فضای (Ω,A, µ) کنیم فرض .٨.٢.٢ قضیه
دیگر عبارت به دارد. وجود �C در f برای تقریب Φ-بهترین یک f ∈ LΦ هر و ∅ ̸= C ⊂ LΦ بسته

.µΦ(f/C) ̸= ∅

صورت این در زیرا است. بدیهی نتیجه a =∞ برای .a = inf
h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ کنیم فرض برهان.

بود. خواهند f برای تقریب بهترین C در موجود توابع تمام
باشیم داشته که می�کنیم انتخاب طوری را �hn ∈ C آنگاه a <∞ اگر ∫حال
Φ(|f − hn|)dµ ≦ a+

١
٢n n ∈ N (٢.٢)

می�کنیم تعریف k ≤ n که k, n ∈ N برای .g ∈ µΦ(f/C) می�کنیم ثابت و g = lim
n∈N

hn می�دهیم قرار

gk,n = inf{hj : k ≤ j ≤ n}

و
gk = inf

j≥k
hj.

داریم gk,n+١ = gk,n ∧ hn+١ چون
Φ(|f − gk,n+١|) + Φ(|f − gk,n ∨ hn+١|) = Φ(|f − gk,n|) + Φ(|f − hn+١|) (٣.٢)

داشت خواهیم gk,n ∨ hn+١ ∈ C چون

a = inf
h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ ≤

∫
Φ(|f − gk,n ∨ hn+١|)dµ.



١٣ تقریب Φ-بهترین یکتایی و وجود .٢.٢

می�شود نتیجه k ≤ n برای (٢.٢) رابطه�ی و اخیر نامساوی ∫از
Φ(|f − hn+١|)dµ ≤ a+

١
٢n+١ ≤

∫
Φ(|f − gk,n ∨ hn+١|)dµ+

١
٢n+١ ·∫

Φ(|f − hn+١|)dµ ≤
∫

Φ(|f − gk,n ∨ hn+١|)dµ+
١

٢n+١ · (۴.٢)

داریم (۴.٢) رابطه�ی از استفاده با و (٣.٢) رابطه�ی از اینتگرال�گیری با ∫هم�چنین
Φ(|f − gk,n+١|)dµ+

∫
Φ(|f − gk,n ∨ hn+١|)dµ

=

∫
Φ(|f − gk,n|)dµ+

∫
Φ(|f − hn+١|)dµ

≤
∫

Φ(|f − gk,n|)dµ+

∫
Φ(|f − gk,n ∨ hn+١|)dµ+

١
٢n+١ ·

داریم نتیجه ∫در
Φ(|f − gk,n+١|)dµ ≤

∫
Φ(|f − gk,n|)dµ+

١
٢n+١ n ≥ k (۵.٢)

داریم n = k برای حال
gk,k = inf{hj : j = k} = hk =⇒ gk,k = hk·

داریم n ≥ k برای و

n+ ١ ≥ n ≥ k =⇒ ١
٢n+١ ≤

١
٢n ≤

١
٢k
·

داریم (۵.٢) رابطه��ی از استفاده با ∫پس
Φ(|f − gk,n+١|)dµ ≤

∫
Φ(|f − hk|)dµ+

١
٢k
· (۶.٢)

داریم gk و gk,n+١ تعریف به بنا زیرا .gk,n+١ ↓ gk آنگاه n→∞ هرگاه

lim
n→∞

gk,n+١ = lim
n→∞

(inf{hj : k ≤ j ≤ n+ ١}) = inf{hj : k ≤ j <∞}

= inf{hj : k ≤ j} = gk·

با حال .Φ (|f − gk,n+١|) −→ Φ (|f − gk|) داشت خواهیم Φ تابع پیوستگی به توجه با اکنون
می�گیریم نتیجه (۶.٢) رابطه�ی و فاتو لم از ∫استفاده

Φ(|f − gk|)dµ ≤ lim
k٠→∞

inf
n≥k٠

∫
Φ(|f − gk,n+١|)dµ

≤ lim
k٠→∞

inf
n≥k٠

(∫
Φ(|f − hk|)dµ+

١
٢k

)
=

∫
Φ(|f − hk|)dµ+

١
٢k
·



١۴ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

داریم ∫لذا
Φ(|f − gk|)dµ ≤

∫
Φ(|f − hk|)dµ+

١
٢k

<∞· (٧.٢)

.f − gk ∈ LΦ می�گیریم نتیجه فوق رابطه�ی از اکنون
.gk ∈ LΦ نتیجه در است خطی فضای LΦو f ∈ LΦ چون

طرفی از .gk ∈ C ، k ∈ Nهر ازای به می�گیریم نتیجه است، gk,n ∈ C و Φ-بسته شبکه یک C چون
زیرا gk ↑

k∈N
g

lim
k→∞

gk = lim
k→∞

inf
j≥k
{hj} = lim

j∈N
{hj} = g·

داریم Φ تابع پیوستگی به توجه با حال

Φ(|f − gk|) −→ Φ(|f − g|)·

می�گیریم نتیجه (٧.٢) و (٢.٢) روابط و فاتو لم از ∫اینک
Φ(|f − g|)dµ ≤ lim

k٠→∞
inf
k≥ko

∫
Φ(|f − gk|)dµ

≤ lim
k٠→∞

inf
k≥ko

(∫
Φ(|f − hk|)dµ+

١
٢k

)
= lim

k٠→∞
inf
k≥ko

∫
Φ(|f − hk|)dµ+ lim

k٠→∞
inf
k≥ko

١
٢k
≤ a·

داریم نتیجه ∫در
Φ(|f − g|)dµ ≤ lim

n∈N

∫
Φ(|f − hk|)dµ ≤ a <∞· (٨.٢)

.g ∈ LΦ می�شود نتیجه آن از که f − g ∈ LΦ این بنابر
.g ∈ C می�گیریم نتیجه است، Φ-بسته شبکه یک �C و gk ↑ g اینکه و gk ∈ C چون حال

.g ∈ µΦ(f/C) می�دهد نتیجه (٨.٢) رابطه�ی بنابراین

مجموعه�ی در که f ∈ LΦ هر برای می�دهیم. نشان را تقریب Φ-بهترین یکتایی ادامه در

DΦ(C) = {g ∈ LΦ :

∫
Φ(|g − h|)dµ <∞ , h ∈ C برخی برای }

Φ-بهترین آنگاه f ∈ DΦ(C) اگر می�دهیم نشان بعد قضیه�ی در .µΦ(f/C) = C داریم نگیرد، قرار
شود. تعریف بفرد منحصر صورت به C در �f تقریب

شرط با محدب اکیدا تابع Φ : R+ → R+ و اندازه فضای (Ω,A, µ) کنیم فرض .٩.٢.٢ نتیجه
f ∈ DΦ(C) هر برای آنگاه باشد. محدب Φ-بسته شبکه ∅ ̸= C ⊂ LΦ هم�چنین و باشد Φ(٠) = ٠

است. موجود �C در f برای یکتا تقریب Φ-بهترین یک
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و� f ∈ DΦ(C) کنیم فرض حال .µΦ(f/C) ̸= ∅ داریم (٨.٢.٢) قضیه و (۶.٢.٢) مثال طبق برهان.
داشت خواهیم پس .g١ ̸= g٢ خلف فرض با و g١, g٢ ∈ µΦ(f/C)

g١, g٢ ∈ C =⇒ ١
٢(g١ + g٢) ∈ C·

داریم ١
٢(g١ + g٢) برای است محدب اکیدا Φ و f ∈ DΦ(C) چون

inf
h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ ≤

∫
Φ

(∣∣∣∣f − ١
٢(g١ + g٢)

∣∣∣∣) dµ

=

∫
Φ

(∣∣∣∣(١
٢f −

١
٢g١

)
+

(
١
٢f −

١
٢g٢

)∣∣∣∣) dµ

<
١
٢

∫
Φ(|f − g١|)dµ+

١
٢

∫
Φ(|f − g٢|)dµ

=
١
٢ inf

h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ+

١
٢ inf

h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ

= inf
h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ·

ثابت یکتایی لذا است تناقض این که inf
h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ < inf

h∈C

∫
Φ(|f − h|)dµ نتیجه در

می�شود.

صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی ٣.٢

می�کنیم: اشاره بخش این در نیاز مورد تعریف چند به ابتدا در

همگرا آن در کوشی دنباله�ی هر هرگاه می�نامیم (باناخ) تام فضای را �X متریک فضای .١.٣.٢ تعریف
باشد.

در را f : X → R مقدار حقیقی تابع باشد. توپولوژیک فضای یک �X کنیم فرض .٢.٣.٢ تعریف
یک U مثل x از باز همسایگی هر و ϵ > ٠ هر برای هرگاه می�نامیم پیوسته شبه x ∈ X نقطه�ی

که طوری به باشد موجود G ⊆ U مانند ناتهی باز مجموعه�ی
∀y ∈ G =⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ

است. پیوسته شبه تابعی پیوسته تابع هر

هرگاه می�نامیم محدب مخروط یک را X فضا�ی از C زیرمجموعه�ی .٣.٣.٢ تعریف
∀ x, y ∈ X , ∀α, β ≥ ٠ =⇒ αx+ βy ∈ C

[٠,١] فاصله�ی روی پیوسته شبه توابع از ( sup نرم با ) باناخ فضای دهنده�ی نشان �Q کنیم فرض
دهنده�ی نشان �M کنیم فرض باشد. پیوسته توابع از شده تشکیل فضای زیر دهنده�ی نشان C و باشد
کنیم فرض ١ ≤ p < ∞ و f ∈ Q برای باشد. صعودی توابع از متشکل �Q در بسته محدب مخروط
fp دنباله�ی دهیم نشان داریم قصد باشد. �M عناصر توسط �f برای تقریب Lp-بهترین دهنده�ی نشان �fp
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در و fp ∈ C ،p هر ازای به آنگاه f ∈ C اگر یعنی است. �f تقریب ∞L-بهترین به یکنواخت همگرای
می�پردازیم: توجه لازم مقدمات برخی بیان به اینجا در .f∞ ∈ C نتیجه

آن در که باشد [٠,١] فاصله�ی از π = {ti}ni=٠ افرازهای تمام مجموعه���ی دهنده�ی نشان P کنیم فرض
یعنی ) �باشد [٠,١] از E مجموعه�ی زیر روی مشخصه تابع IE و ٠ = t٠ < t١ < · · · < tn = ١

.( IE(x) =

١ x ∈ E

٠ x /∈ E

باشد زیر فرم به f مانند ای پله ساده توابع از چگال خطی فضای زیر S کنیم فرض

f =
n∑

i=٠
aiI[ti] +

n∑
i=١

biI(ti−١,ti)

می�دهیم قرار و می�گیریم نظر در را Q فضای از �f کراندار و لبگ پذیر اندازه توابع
[f ] = {g ∈ Q : پذیر �gاندازه , f = g a.e}·

است. L∞ اعضای با متناظر [f ] که
f(٠) = f(٠+) = باشیم داشته به�طوری�که باشد f ∈ Q توابع از فضایی دهنده�ی نشان Q∗ کنیم فرض
می�دهیم قرار چنین هم و f(x) = f(x−) = limy→x− f(y) ، ٠ < x ≤ ١ برای و limy→٠+ f(y)

.S∗ = S ∩Q∗ و M∗ = M ∩Q∗

صورت به f تابع که طوری به باشد موجود π ∈ P افراز اگر .۴.٣.٢ تعریف
f = a١I[t٠,t١] +

∑
i>١

aiI(ti−١,ti]

.f ∈ S∗
π گوییم آنگاه باشد ثابت جا همه تقریبا π افراز فاصله�های تمام روی

می�کنیم تعریف زیر صورت به را f̄π ∈ S∗ ،π ∈ P و f کراندار تابع برای

f̄π(x) =

sup{f(y) : y ∈ [t٠, t١]} x ∈ [t٠, t١]

sup{f(y) : y ∈ (ti−١, ti]} x ∈ (ti−١, ti] ∀i > ١

می�شود. تعریف f
π
فوق تعریف در sup جای به inf جای�گذاری با

که طوری به باشد موجود π ∈ P افراز ε > ٠ هر برای اگر تنها و اگر است Q∗ در f تابع .۵.٣.٢ لم
٠ ≤ f̄π − f

π
< ε·

دار جهت مجموعه�ی حد دهنده�ی نشان lim
π

که یکنواخت) به�طور ) lim
π
f̄π = lim

π
f
π
= f این بنابر

است.
نقطه�ی نزدیکترین f ∈ Q∗ هر برای است محدب باناخ فضای ١ < p < ∞ برای �Lp فضای چون
f∞ با را آن که تابعی به fp آنگاه �p→∞ وقتی می�دهیم نشان است. موجود fp ∈ M∗ مانند یکتایی

است. یکنواخت همگرای است) M∗ عناصر توسط f تقریب ∞L-بهترین و ) می�دهیم نشان
می�کنیم. بیان را زیر قضیه�ی و تعاریف {fp}p>همگرایی١ اثبات برای
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تابع و باشد متناهی و مرتب جزئی ای مجموعه X = {x١, x٢, · · · , xn} کنیم فرض .۶.٣.٢ تعریف
،١ < p < ∞ که p هر برای باشد. شده تعریف �X روی f = {fi}ni=١ = {f(xi)}ni=١ مقدار حقیقی

می�کنیم تعریف زیر صورت به را f وزون�دار p-نرم

||f ||ωp =

[
n∑

i=١
ωp,i|fi|p

] ١
p

(٩.٢)

تابع ω = {ωi}ni=١ اگر مشابه طور به است. شده داده X روی وزن�دار تابع ωp = {ωp,i}ni=١ > ٠ که
می�کنیم تعریف زیر صورت به را ||.||∞ وزنی یکنواخت نرم باشد وزن�دار

||f ||∞ = max
١≤i≤n

ωi|fi| (١٠.٢)

و xj ∈ X و xi ∈ L اگر نامیم پایین به رو مجموعه�ی یک را L ⊂ X زیرمجموعه�ی .٧.٣.٢ تعریف
.xj ∈ L بگیریم نتیجه آنگاه xj ≤ xi

و xj ∈ X و xi ∈ U اگر نامیم بالا به رو مجموعه�ی یک را U ⊂ X مجموعه�ی زیر .٨.٣.٢ تعریف
.xj ∈ U بگیریم نتیجه آنگاه xj ≥ xi

که xi, xj ∈ X هر برای هرگاه نامیم صعودی را �h = {hi}ni=١ = {h(xi)}ni=١ تابع .٩.٣.٢ تعریف
X مجموعه�ی روی صعودی توابع تمام از کلاسی .h(xi) = hi ≤ hj = h(xj) باشیم داشته xi ≤ xj

می�دهیم. Mنمایش با را

١ < p < ∞ که p هر برای باشد. شده داده �X روی f = {fi}ni=١ تابع کنیم فرض .١٠.٣.٢ تعریف
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را gp = {gp,i}ni=١ تابع

gp,i = max
(U :i∈U)

min
(L:i∈L)

Up(L ∩ U)

= min
(L:i∈L)

max
(U :i∈U)

Up(L ∩ U)
(١١.٢)

عدد یک Up(L ∩ U) و هستند پایین به رو مجموعه�های و بالا به رو های مجموعه ترتیب به L,U که
عبارت به می�کند. مینیمم را

∑
j∈L∩U ωp,j|fj−u|p مقدار ،u حقیقی عدد یک برای که یکتاست حقیقی

.Up(L ∩ U) = min
∑

j∈L∩U ωp,j|fj − u|p دیگر

در که است یکتایی صعودی تابع gp آنگاه باشد. شده داده f = {fi}ni=١ کنیم فرض .١١.٣.٢ تذکر
می�کند صدق زیر شرط

||f − gp||ωp = inf{||f − h||ωp : h ∈M}·

معادل طور به ]یا
n∑

i=١
ωp,i|fi − gp,i|p

] ١
p

= inf{

[
n∑

i=١
ωp,i|fi − hi|p

] ١
p

: {hi}ni=١ ∈M}· (١٢.٢)
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i ≤ n هر برای باشد. شده تعریف �X مجموعه�ی روی f = {fi}ni=١ تابع کنیم فرض .١٢.٣.٢ تعریف
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را g∞ = {g∞,i}ni=١ تابع

g∞,i = lim
p→∞

gp,i = max
(U :i∈U)

min
(L:i∈L)

U∞(L ∩ U)

= min
(L:i∈L)

max
(U :i∈U)

U∞(L ∩ U)
(١٣.٢)

مینیمم را max
j∈L∩U

ωj|fj−u| مقدار ،u حقیقی عدد هر� برای که یکتاست حقیقی عدد یک U∞(L∩U) که
می�کند.

شوند. تعریف بالا صورت به X مجموعه�ی و f تابع کنیم فرض هایا)۵ یوب قضیه ) .١٣.٣.٢ قضیه
برای اگر چنین هم و باشد وزن�دار تابع ωp = {ωp,i}ni=١ > ٠ کنیم فرض ،١ < p <∞ که p هر برای

کند صدق زیر دررابطه�ی که طوری به باشد موجود ω = {ωi}ni=١ > ٠ مانند وزنی تابع i هر
٠ < lim

p→∞
inf(ωp,i/ω

p
i ) ≤ lim

p→∞
sup(ωp,i/ω

p
i ) <∞· (١۴.٢)

(١٢.٢) رابطه�ی در و می�شوند تعریف (١١.٢) رابطه�ی توسط که ١ < p <∞ ، gp صعودی توابع آنگاه
صدق زیر رابطه�ی در تابع این و شد خواهند همگرا g∞ = {g∞,i}ni=١ صعودی تابع به می�کنند، صدق

می�کند
||f − g∞||∞ = inf{||f − h||∞ : h ∈M}·

معادل طور به یا
max
١≤i≤n

ωi|fi − g∞,i| = inf{max
١≤i≤n

ωi|fi − hi| : {hi}ni=١ ∈M}· (١۵.٢)

.[١٢] به شود رجوع برهان.

. fp ∈ S∗
π داریم ١ < p <∞ هر برای آنگاه f ∈ S∗

π اگر .١۴.٣.٢ لم

fp تابع π افراز از (tj−١, tj] مانند فاصله یک حداقل برای لذا fp /∈ S∗
π گیریم خلف: فرض برهان.

داریم a ثابت مقدار برای یعنی نیست. ثابت جا همه تقریبا
µ{t ∈ (tj−١, tj] : fp(t) = a} = ٠

کنیم فرض حال

l = ess inf{fp(t) : tj−١ < t ≤ tj}

= sup{a ≥ ٠ : µ ({t ∈ (tj−١, tj] : fp(t) < a}) = ٠}

و

u = ess sup{fp(t) : tj−١ < t ≤ tj}

= inf{a ≥ ٠ : µ ({t ∈ (tj−١, tj] : fp(t) > a}) = ٠}·

Ubhaya۵
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.l < u داد نشان می�توان راحتی به
که می�کنیم انتخاب طوری را ϵ ∈ [l, u] حال

|fj − ϵ| = inf{|fj − r| : r ∈ [l, u]}·

می�شود تعریف زیر صورت به که f ∗
p صعودی تابع اینک

f ∗
p (t) =

ϵ tj−١ < t ≤ tj

fp(t) o.w

زیرا است f برای بهتری تقریب Lp-بهترین یک

||f − f ∗
p ||p =

 n∑
i=١,i ̸=j

∫ ti

ti−١

|fi − fp(t)|pdt+
∫ tj

tj−١

|fj − ϵ|pdt

 ١
p

<

 n∑
i=١,i ̸=j

∫ ti

ti−١

|fi − fp(t)|pdt+
∫ tj

tj−١

|fj − fp(t)|pdt

 ١
p

= ||f − fp||p·

داریم پس
||f − f ∗

p ||p < ||f − fp||p·

روی باید fp که می�دهد نشان تناقض این است. fp تابع بودن تقریب Lp-بهترین با تناقض در این که
.fp ∈ S∗

π براین بنا باشد ثابت مقدار با (tj−١, tj] فاصله�ی هر

باشد شده داده زیر صورت به f ∈ S∗
π کنیم فرض .١۵.٣.٢ قضیه

f = f١I[٠,t١] +
n∑

i=٢
fiI(ti−١,ti] (١۶.٢)

شود تعریف زیر صورت به ωp = {ωp,i}ni=١ کنیم فرض i هر و ١ < p <∞ ، p هر برای
ωp,i = ti − ti−١ (١٧.٢)

زیر به�صورت که fp آنگاه باشد. (١١.٢) رابطه��ی در شده تعریف تابع همان gp = {gp,i}ni=١ چنین هم و
می�آید به�دست

fp = gp,١I[٠,t١] +
n∑

i=٢
gp,iI(ti−١,ti] (١٨.٢)

است. f برای تقریب Lp-بهترین یک

می�دهیم قرار i هر برای . fp ∈ S∗
π داریم قبل لم طبق برهان.

xi =
(ti + ti−١)

٢ i = ١,٢, · · · , n

و
X = {x١, x٢, · · · , xn}
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تابعی h = {hi}ni=١ کنیم فرض و می�گیریم نظر در �X روی را {fi}ni=١ متناهی مقدار حقیقی تابع
در ωp,i مقدار کردن جایگزین با سپس .( hi ≤ hj داریم �i < j هر برای که ) باشد �X روی صعودی

داریم (١٢.٢) ]تساوی
n∑

i=١
(ti − ti−١)|fi − gp,i|p

] ١
p

= inf{

[
n∑

i=١
(ti − ti−١)|fi − hi|p

] ١
p

: {hi}ni=١ ∈M}·

داریم �inf تعریف طبق ]و
n∑

i=١
(ti − ti−١)|fi − gp,i|p

] ١
p

≤

[
n∑

i=١
(ti − ti−١)|fi − hi|p

] ١
p

با معادلست ]که
n∑

i=١

∫ ti

ti−١

|fi − gp,i|p
] ١

p

≤

[
n∑

i=١

∫ ti

ti−١

|fi − hi|p
] ١

p

·

می�شود نتیجه ||.||p تعریف طبق

||f − fp||p ≤ ||f − h||p·

می�باشد،� S∗
π به متعلق که h صعودی تابع آن در که است، f برای تقریب Lp-بهترین یک fp پس

است زیر به�صورت

h = h١I[٠,t١] +
n∑

i=٢
hiI(ti−١,ti]·

g∞,i = limp→∞ gp,i و fp = gp,١I[٠,t١]+
∑n

i=٢ gp,iI(ti−١,ti] ، f ∈ S∗
π کنیم فرض .١۶.٣.٢ تعریف
می�کنیم تعریف باشد. شده داده

f∞ = g∞,١I[٠,t١] +
n∑

i=٢
g∞,iI(ti−١,ti]·

هرگاه صورت این در .fp = gp,١I[٠,t١] +
∑n

i=٢ gp,iI(ti−١,ti] و f ∈ S∗
π کنیم فرض .١٧.٣.٢ قضیه

∞L-بهترین یک f∞ علاوه به شد. خواهد همگرا f∞ ∈ S∗
π صعودی تابع به fp تابع آنگاه p → ∞
است. صعودی توابع توسط �f برای تقریب

قرار و� xi =
(ti+ti−١)

٢ باشیم داشته i = ١,٢, . . . , n هر برای و باشد دلخواه افرازی π فرضکنیم برهان.
(١٣.٣.٢) قضیه بردن کار به با باشد. وزن�دار تابع ωp = {ωp,i}ni=١ Xو = {x١, x٢, · · · , xn} می�دهیم

. ٠ < lim
p→∞

inf(ωp,i/ω
p
i ) ≤ lim

p→∞
sup(ωp,i/ω

p
i ) <∞ اگر تنها و اگر است ωi = ١ ،i هر برای

رابطه�ی(١٣.٢) در که g∞ = {g∞,i}ni=١ به gp = {gp,i}ni=١ داریم (١٣.٣.٢) قضیه حالتطبق این در



٢١ صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی .٣.٢

داریم لذا می�باشد. همگرا است، شده داده

lim
p→∞

fp = lim
p→∞

gp,١I[٠,t١] +
n∑

i=٢
lim
p→∞

gp,iI(ti−١,ti]

= g∞,١I[٠,١] +
n∑

i=٢
g∞,iI(ti−١,ti]

= f∞·

می�گیریم نتیجه (١۵.٢) رابطه�ی در ωi = ١ مقدار جای�گزاری با است. موجود limp→∞ fp یعنی این و

max
١≤i≤n

|fi − g∞,i| = inf{max
١≤i≤n

|fi − hi| : {hi}ni=١ ∈M} (١٩.٢)

داریم اینفیمم تعریف طبق و
max
١≤i≤n

|fi − g∞,i| ≤ max
١≤i≤n

|fi − hi|·

موجود �g ∈ S∗
π مثل صعودی تابعی می�دهیم نشان باشد. [٠,١] روی صعودی تابع یک h کنیم فرض

که طوری به است
||f − g||∞ ≤ ||f − h||∞·

می�کنیم تعریف i = ١,٢, · · · , n برای منظور این به

gi = {
١
٢ [esssup(h(x)) + essinf(h(x))] : ti−١ < x ≤ ti}·

می�دانیم
essinf(h(x)) ≤ esssup(h(x))·

داریم i هر برای فوق تعریف طبق
essinf(h(x)) ≤ gi ≤ esssup(h(x))

پس
−esssup(−h(x)) ≤ gi ≤ −essinf(−h(x))

نتیجه در
esssup(−h(x)) ≥ −gi ≥ essinf(−h(x))

این�جا از و
fi − gi ≤ fi + esssup(−h(x)) = esssup(fi − h(x))·

داریم لذا
|fi − gi| ≤ essup|fi − h(x)| , ti−١ < x ≤ ti·

پس
max|fi − gi| ≤ max|fi − h(x)| =⇒ ||f − g||∞ ≤ ||f − h||∞·



٢٢ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

می�کنیم تعریف زیر صورت به [٠,١] روی را �g تابع حال

g = g١I[٠,t١] +
n∑

i=٢
giI(ti−١,ti]·

می�شود حاصل (١٩.٢) رابطه�ی و اخیر نامساوی از و g ∈ S∗
π پس

||f − f∞|| ≤ ||f − g||∞ ≤ ||f − h||∞·

است. S∗
π عناصر توسط f برای تقریب ∞L-بهترین یک f∞ که می�شود ثابت ترتیب این به و

که طوری به است موجود [٠,١] از π مانند افرازی این�صورت در .�f ∈ S∗ کنیم فرض .١٨.٣.٢ تذکر
.f ∈ S∗

π

توابع توسط fp تقریب بهترین -Lp (١٧.٣.٢) و (١۵.٣.٢) قضایای وحکم (١۴.٣.٢) لم از استفاده با
است. خوش�تعریف f∞ = limp→∞ fp صعودی تابع دادیم نشان و کردیم پیدا f برای را صعودی

.f ∈ S∗
π که کند مشخص تا می�دهیم نمایش fπ با را f حال

می�دهیم قرار مشابه طور به
fπ,p = (fπ)p· (٢٠.٢)

سپس و
fπ,∞ = (fπ)∞ = lim

p→∞
fπ,p· (٢١.٢)

از پیوستگی صفر نقطه�ی در فقط در که پیوسته شبه مقدار حقیقی توابع تمام فضای Q∗ به را فوق نتایج
می�دهیم. تعمیم دارند، چپ از پیوستگی (٠,١] نقاط سایر در و راست

که p هر برای آنگاه f ≤ g اگر باشند. �Q∗ عناصر از g و f کنیم فرض (a) .١٩.٣.٢ گزاره
داریم ١ < p <∞

fp ≤ gp· (٢٢.٢)

داریم ١ < p <∞ و f ∈ Q∗ هر و c ثابت مقدار هر برای (b)
(f + c)p = fp + c· (٢٣.٢)

.( ii)قسمت ٣ قضیه�ی ٣۶۶ صفحه�ی [۶] به شود رجوع برهان.

[t٠, t١] روی �f نوسان باشد. �[٠,١] روی افرازی π = {ti}ni=٠ و f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢٠.٣.٢ تعریف
می�شود تعریف زیر صورت به

Õ(f, [t٠, t١]) = sup{(f(x)− f(y)) : x, y ∈ [t٠, t١]}·

است زیر صورت به (ti−١, ti]افراز روی f نوسان i = ٢,٣, · · · , n هر برای و
Õ(f, (ti−١, ti]) = sup{(f(x)− f(y)) : x, y ∈ (ti−١, ti]}·

می�کنیم تعریف زیر صورت به را �π افراز روی �f نوسان انجام سر و
Õ(f, π) = max{Õ(f, [t٠, t١]), Õ(f, (ti−١, ti]) ; i = ٢,٣, · · · , n}· (٢۴.٢)

که است واضح تعریف این از
Õ(f, π) ≥ Õ(f, [t٠, t١])·



٢٣ صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی .٣.٢

آنگاه ، (π < π′نویسیم (می باشد �π = {ti}ni=٠ از تظریفی π′ = {t′i}n
′

i=٠ کنیم فرض .٢١.٣.٢ لم
داریم

Õ(f, π′) ≤ Õ(f, π)· (٢۵.٢)

که است واضح فوق تعاریف از .[t٠, t′١] ⊆ [t٠, t١] آنگاه t′١ ≤ t١ اگر برهان.

Õ(f, [t′٠, t
′
١]) = sup{(f(x)− f(y)) : x, y ∈ [t′٠, t

′
١]}

≤ sup{(f(x)− f(y)) : x, y ∈ [t٠, t١]}

= Õ(f, [t٠, t١]) ≤ Õ(f, π)·

موجود ١ ≤ k ≤ n شرط با k یک حداقل π′ بودن تظریف طبق ٢ ≤ k′ ≤ n′ کنیم فرض اگر حال
می�گیریم نتیجه فوق تعاریف از مجددا .(t′k′−١, t

′
k′ ] ⊆ (tk−١, tk] که طوری به است

Õ(f, (t′k′−١, t
′
k′ ]) = sup{(f(x)− f(y)) : x, y ∈ (t′k′−١, t

′
k′ ]}

≤ sup{(f(x)− f(y)) : x, y ∈ (tk−١, tk]}

= Õ(f, (tk−١, tk])

≤ Õ(f, π)·

می�گیریم نتیجه بالا روابط از
max{Õ(f, (t′k′−١, t

′
k′ ]), Õ(f, [t′٠, t

′
١])} ≤ Õ(f, π)

لذا
Õ(f, π′) ≤ Õ(f, π)·

می�شود. ثابت حکم ترتیب این به و

به است موجود �π افراز صورت این در باشد. شده داده ϵ > ٠ و f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢٢.٣.٢ تذکر
که طوری

Õ(f, π) < ϵ·

باشیم داشته که طوری به بیابیم را π افراز از π′ مانند تظریفی می�توانیم آنگاه o < ϵ′ < ϵ اگر علاوه به
Õ(f, π′) < ϵ′·

کوچکتر می�خواهیم که چقدر هر Õ(f, π′) می�توانیم π افراز از بیشتری های تظریف با دیگر عبارت به
می�دهیم نمایش زیر صورت به را این و کنیم

lim
π

Õ(f, π) = ٠·

f
π
و f̄π کنیم فرض باشد. �[٠,١] روی افرازی π = {ti}ni=٠ و f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢٣.٣.٢ تعریف

می�شوند تعریف زیر صورت به که باشند ای پله توابع

f̄π = ā١I[t٠,t١] +
n∑

i=٢
āiI(ti−١,ti] (٢۶.٢)



٢۴ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

و

f
π
= a١I[t٠,t١] +

n∑
i=٢

aiI(ti−١,ti] (٢٧.٢)

می�شوند تعریف زیر صورت به ai و āi آن�ها در که
āi = sup{f(x) : ti−١ < x ≤ ti} i = ١,٢, · · · , n

و
ai = inf{f(x) : ti−١ < x ≤ ti} i = ١,٢, · · · , n

می�کنیم تعریف (١٨.٣.٢) تذکر طبق
f̄π,p = (f̄π)p (٢٨.٢)

و
f
π,p

= (f
π
)p (٢٩.٢)

و
f̄π,∞ = (f̄π)∞ = lim

p→∞
f̄π,p (٣٠.٢)

و
f
π,∞ = (f

π
)∞ = lim

p→∞
f
π,p

(٣١.٢)

است برقرار زیر روابط ١ < p <∞ که p هر برای .٢۴.٣.٢ لم
٠ ≤ f̄π,p − f

π,p
≤ Õ(f, π) (٣٢.٢)

و
٠ ≤ f̄π,∞ − f

π,∞ ≤ Õ(f, π)· (٣٣.٢)

که طوری به است موجود j ≤ n یک حداقل افراز تعریف طبق . x ∈ [٠,١] کنیم فرض برهان.
.x ∈ (tj−١, tj]

داریم �x ∈ [٠,١] هر برای این بنابر

٠ ≤ f̄π,p − f
π,p

= sup{f(y١) : tj−١ < y١ ≤ tj} − inf{f(y٢) : tj−١ < y٢ ≤ tj}

= sup{f(y١) : tj−١ < y١ ≤ tj} − (− sup{−f(y٢) : tj−١ < y٢ ≤ tj})

= sup{f(y١) : tj−١ < y١ ≤ tj}+ sup{−f(y٢) : tj−١ < y٢ ≤ tj}

= sup{f(y١)− f(y٢) : y١, y٢ ∈ (tj−١, tj]}

= Õ(f, (tj−١, tj]) ≤ Õ(f, π)

داریم x ∈ [٠,١] هر برای لذا
f̄π(x) ≤ f

π
(x) + Õ(f, π)·



٢۵ صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی .٣.٢

می�گیریم نتیجه پس
f̄π ≤ f

π
+ Õ(f, π)·

داریم (a) قسمت (١٩.٣.٢) گزاره�ی طبق اینک
(f̄π)p ≤ (f

π
+ Õ(f, π))p·

می�گیریم نتیجه (١٩.٣.٢) گزاره�ی از (b) قسمت و تعریف طبق حال و
٠ ≤ f̄π,p ≤ (f

π
+ Õ(f, π))p = f

π,p
+ Õ(f, π) (٣۴.٢)

لذا
٠ ≤ f̄π,p − f

π,p
≤ Õ(f, π)·

داریم p→∞ وقتی فوق رابطه�ی از حدگیری با انتها در
٠ ≤ lim

p→∞
f̄π,p − lim

p→∞
f
π,p
≤ lim

p→∞
Õ(f, π)·

داشت خواهیم لذا
٠ ≤ f̄π,∞ − f

π,∞ ≤ Õ(f, π)·

می�شود. کامل اثبات ترتیب این به و

داشت خواهیم آنگاه . π < π′ و f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢۵.٣.٢ لم
f
π,p
≤ f

π′,p
≤ f̄π′,p ≤ f̄π,p ≤ f

π,p
+ Õ(f, π)· (٣۵.٢)

f
π,∞ ≤ f

π′,∞ ≤ f̄π′,∞ ≤ f̄π,∞ ≤ f
π,∞ + Õ(f, π)· (٣۶.٢)

لذا .(t٠, t′١] ⊆ (t٠, t١] نتیجه در و t′١ ≤ t١ داریم �π افراز از �π′ تظریف برای برهان.
inf{f(x) : t٠ < x ≤ t١} ≤ inf{f(x) : t٠ < x ≤ t′١} ⇒ a١ ≤ a′١

.(t′i′−١, t
′
i′ ] ⊆ (ti−١, ti] و ١ < i ≤ n که طوری به هست �i یک ، ٢ ≤ i′ ≤ n′ که دلخواه i′ برای

داشت خواهیم پس
inf{f(x) : ti−١ < x ≤ ti} ≤ inf{f(x) : t′i′−١ < x ≤ t′i′} ⇒ ai ≤ a′i′

داریم نتیجه در

f
π
= a١I[t٠,t١] +

n∑
i=٢

aiI(ti−١,ti] ≤ a′١I[t′٠,t′١] +
n∑

i′=٢
a′i′I(t′i′−١,t

′
i′ ]

= f
π′·

داریم i′ هر برای هم�چنین
a′i′ = inf{f(x) : t′i′−١ < x ≤ t′i′} ≤ sup{f(x) : t′i′−١ < x ≤ t′i′} = ā′i′

داریم نتیجه در

a′١I[t′٠,t′١] +
n∑

i′=٢
a′i′I(t′i′−١,t

′
i′ ]
≤ ā′١I[t′٠,t′١] +

n∑
i′=٢

ā′i′I(t′i′−١,t
′
i′ ]
·

داریم (٢٧.٢) و (٢۶.٢) تعریف طبق لذا
f
π′ ≤ f̄π′·



٢۶ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

نتیجه در .(t′i′−١, t
′
i′ ] ⊆ (ti−١, ti] داریم i′ همان برای و

ā′i′ = sup{f(x) : t′i′−١ < x ≤ t′i′} ≤ sup{f(x) : ti−١ < x ≤ ti} = āi·

داریم نتیجه در

ā′١I[t′٠,t′١] +
n∑

i′=٢
ā′i′I(t′i′−١,t

′
i′ ]
≤ ā١I[t٠,t١] +

n∑
i=٢

āiI(ti−١,ti]·

داریم تعاریف طبق مجددا و
f̄π′ ≤ f̄π·

می�گیریم نتیجه پس
f
π
≤ f

π′ ≤ f̄π′ ≤ f̄π·

می�گیریم نتیجه (٣۴.٢) رابطه�ی و (١٩.٣.٢) گزاره�ی از حال
f
π,p
≤ f

π′,p
≤ f̄π′,p ≤ f̄π,p ≤ f

π,p
+ Õ(f, π)·

داریم رابطه این از حدگیری با و است (٣۵.٢) رابطه�ی همان که
lim
p→∞

f
π,p
≤ lim

p→∞
f
π′,p
≤ lim

p→∞
f̄π′,p ≤ lim

p→∞
f̄π,p ≤ lim

p→∞
f
π,p

+ Õ(f, π)·

اینجا از و
f
π,∞ ≤ f

π′,∞ ≤ f̄π′,∞ ≤ f̄π,∞ ≤ f
π,∞ + Õ(f, π)·

می�شود. تمام حکم و

صورت این در باشد. �f تقریب Lp-بهترین یک fp و f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢۶.٣.٢ قضیه
lim
π

f̄π,p = lim
π

f
π,p

= fp· (٣٧.٢)

داریم π < π′ افراز برای (٢۵.٣.٢) لم در (٣۵.٢) رابطه�ی از برهان.
f
π,p
≤ f

π′,p
≤ f̄π′,p ≤ f̄π,p ≤ f

π,p
+ Õ(f, π)·

پس
−f

π,p
≥ −f

π′,p
≥ −f̄π′,p ≥ −f̄π,p ≥ −fπ,p

− Õ(f, π)·

می�آوریم بدست و می�کنیم جمع f̄π,p با را فوق نامساوی طرفین
f̄π,p − f

π,p
− Õ(f, π) ≤ f̄π,p − f̄π,p ≤ f̄π,p − f̄π′,p ≤ f̄π,p − f

π′,p
≤ f̄π,p − f

π,p

نتیجه در
٠ ≤ f̄π,p − f̄π′,p ≤ f̄π,p − f

π′,p
≤ f̄π,p − f

π,p
≤ Õ(f, π)·

می�گیریم نتیجه (٢٢.٣.٢) ملاحظه��ی از اما و
٠ ≤ f̄π,p − f̄π′,p ≤ Õ(f, π) < ϵ

lim
π

Õ(f, π) = ٠



٢٧ صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی .٣.٢

داریم شود، انتخاب مناسب طور به �π که شرطی به ϵ > ٠ هر برای پس
o ≤ f̄π,p − f̄π′,p < ϵ

پس است دلخواه ϵ > ٠ چون
lim
π

f̄π,p − f̄π′,p = ٠⇒ lim
π

f̄π,p = f̄π′,p

داشت خواهیم مشابه طور به است. موجود limπ f̄π,p = f̄p بنابراین
f
π,p
≤ f

π′,p
≤ f̄π′,p ≤ f̄π,p ≤ f

π,p
+ Õ(f, π)·

می�آوریم به�دست −f
π,p

با فوق نامساوی طرفین کردن جمع با
f
π,p
− f

π,p
≤ f

π′,p
− f

π,p
≤ f̄π′,p − f

π,p
≤ f̄π,p − f

π,p
≤ f

π,p
− f

π,p
+ Õ(f, π)

نتیجه در
٠ ≤ f

π′,p
− f

π,p
≤ f̄π′,p − f

π,p
≤ f̄π,p − f

π,p
≤ Õ(f, π) < ϵ·

می�شود نتیجه پس
lim
π′

f
π′,p
− f

π,p
= ٠

داریم (٢۴.٣.٢) لم از (٣٢.٢) رابطه�ی از حدگیری با است. موجود limπ fπ,p
= f

p
می�دهد نتیجه که

lim
π

f̄π,p − lim
π

f
π,p

= ٠

می�گیریم نتیجه فوق روابط از و
f̄p − f

p
= ٠·

بنویسیم می�توانیم پس
f̄p = f

p
= f ∗

p ·

این در باشد. شده �داده ϵ > ٠ کنیم فرض منظور این برای . f ∗
p = fp دهیم نشان است لازم اکنون و
که طوری به است موجود π افراز صورت

f̄π < f + ϵ و f < f
π
+ ϵ·

داریم (١٩.٣.٢) گزاره�ی از (a) قسمت طبق حالا و
(f̄π)p < (f + ϵ)p و fp < (f

π
+ ϵ)p

داریم (٢٣.٢) رابطه�ی از و
f̄π,p < fp + ϵ و fp < f

π,p
+ ϵ·

داشت خواهیم �π روی حدگیری با و
lim
π

f̄π,p < lim
π
(fp + ϵ) = lim

π
fp + ϵ و lim

π
fp < lim

π
(f

π,p
+ ϵ) = lim

π
f
π,p

+ ϵ

داریم دلخواه ϵ برای نتیجه در
f ∗
p < fp , fp < f ∗

p ·

می�شود. تمام حکم و fp = f ∗
p نتیجه در



٢٨ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

صورت این در باشد. �f برای تقریب Lp-بهترین یک fp و f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢٧.٣.٢ قضیه
lim
π

f̄π,∞ = lim
π

f
π,∞ = f∞ = lim

p→∞
fp·

رابطه�ی طبق ( π < π′ ) π′ تظریف هر و شود انتخاب مناسب طور به که π افراز هر برای برهان.
داریم (٢۵.٣.٢) لم از (٣۶.٢)

f
π,∞ ≤ f

π′,∞ ≤ f̄π′,∞ ≤ f̄π,∞ ≤ f
π,∞ + Õ(f, π)·

پس
−f

π,∞ ≥ −fπ′,∞ ≥ −f̄π′,∞ ≥ −f̄π,∞ ≥ −fπ,∞ − Õ(f, π)·

داریم f̄π,∞ با فوق نامساوی طرفین جمع با
f̄π,∞ − f

π,∞ ≥ f̄π,∞ − f
π′,∞ ≥ f̄π,∞ − f̄π′,∞ ≥ f̄π,∞ − f̄π,∞ ≥ f̄π,∞ − f

π,∞ − Õ(f, π)

o ≤ f̄π,∞ − f̄π′,∞ ≤ f̄π,∞ − f
π′,∞ ≤ f̄π,∞ − f

π,∞ ≤ Õ(f, π) < ϵ·

است. موجود limπ f̄π,∞ = f̄∞ بنابراین
داریم شود انتخاب مناسب صورتی به �π اگر مشابه طور به

f
π,∞ − f

π,∞ ≤ f
π′,∞ − f

π,∞ ≤ f̄π′,∞ − f
π,∞ ≤ f̄π,∞ − f

π,∞ ≤ f
π,∞ − f

π,∞ + Õ(f, π)·

داشت خواهیم لذا
٠ ≤ f

π′,∞ − f
π,∞ ≤ f̄π′,∞ − f

π,∞ ≤ f̄π,∞ − f
π,∞ ≤ Õ(f, π) < ϵ·

٠ ≤ f̄π,∞−fπ,∞ ≤ Õ(f, π) رابطه�ی از گیری حد با حالا و است. موجود limπ fπ,∞ = f∞ این بنابر
داریم

f̄∞ = f∞ = f∞·

برای باشد. شده داده ϵ > ٠ کنیم فرض است. f∞ به یکنواخت همگرای fp دهیم نشان است لازم حال
داریم ١ < p <∞ که p هر برای (٢۶.٣.٢) قضیه طبق π مناسب افراز یک

|fp − f̄π,p| <
ϵ

٣ ·

داریم هم�چنین
|f̄π,∞ − f∞| <

ϵ

٣ ·

که طوری به است موجود �p٠ > ١ مانند حقیقی عدد یک تعریف طبق لذا limp→∞ f̄π,p = f̄π,∞ چون
داریم p > p٠ هر برای

|f̄π,p − f̄π,∞| <
ϵ

٣ ·

p > p٠ هر برای که می�شود نتیجه اخیر نامساوی سه ترکیب با

|fp − f∞| = |fp − f̄π,p + f̄π,p − f̄π,∞ + f̄π,∞ − f∞|

≤ |fp − f̄π,p|+ |f̄π,p − f̄π,∞|+ |f̄π,∞ − f∞|

≤ ϵ

٣ +
ϵ

٣ +
ϵ

٣ = ϵ·

.limp→∞ fp = f∞ شود می ثابت ترتیب این به و



٢٩ صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی .٣.٢

صورت این در f, g ∈ Q∗ کنیم فرض .٢٨.٣.٢ نتیجه

.f∞ ≤ g∞ آنگاه باشد f ≤ g ، [٠,١] روی اگر (a)

. (f + c)∞ = f∞ + c آنگاه باشد حقیقی ثابت مقدار یک c اگر (b)

حدگیری با حال .�fp ≤ gp یم دار (١٩.٣.٢) گزاره�ی از استفاده با آنگاه f ≤ g اگر فرض طبق برهان.
خواهیم (٢٧.٣.٢) قضیه طبق بنابراین . limp→∞ fp ≤ limp→∞ gp می�شود نتیجه اخیر نامساوی از

.f∞ ≤ g∞ داشت
داریم (١٩.٣.٢) گزاره�ی طبق ومجددا

(f + c)p = fp + c =⇒ lim
p→∞

(f + c)p = lim
p→∞

(fp + c) = lim
p→∞

fp + c

می�شود. تمام اثبات و (f + c)∞ = f∞ + c داریم اینجا از و

است. پیوسته تابعی نیز fp صورت این در باشد. پیوسته تابعی f ∈ Q∗ کنیم فرض .٢٩.٣.٢ قضیه

باشد. شده داده ϵ > و٠ باشد (٠,١) فاصله�ی در ثابت اما دلخواه نقطه�ی یک x کنیم فرض برهان.
نوشت می�توان fp تابع برای

|fp(x)− fp(y)| = |fp(x)− f̄π,p(x) + f̄π,p(x)− f̄π,p(y) + f̄π,p(y)− fp(y)|

≤ |fp(x)− f̄π,p(x)|+ |f̄π,p(x)− f̄π,p(y)|+ |f̄π,p(y)− fp(y)|
(٣٨.٢)

داریم y ∈ [٠,١] هر برای که می�دانیم (٢۶.٣.٢) قضیه طبق
fp(y) = lim

π
f̄π,p(y)

که کنیم انتخاب طوری را π = {ti}ni=٠ افراز می�توانیم این بنابر

شود. کمتر ϵ
٣ از (٣٨.٢) نامساوی راست سمت سوم و اول جملات از یک هر (١)

شود نوشته زیر صورت به �f̄π (٢)

f̄π = ā١I[t٠,t١] +
n∑

i=٢
āiI(ti−١,ti]· (٣٩.٢)

داشت خواهیم i = ١,٢, · · · , n هر برای [٠,١] روی f یکنواخت پیوستگی به توجه با

|āi − āi−١| <
ϵ

٩ (۴٠.٢)

می�آید در زیر صورت به y ∈ [٠,١] هر برای رابطه�ی(٣٨.٢) لذا
|fp(x)− fp(y)| <

ϵ

٣ +
ϵ

٣ + |f̄π,p(x)− f̄π,p(y)|· (۴١.٢)

y ∈ (x − δ, x + δ) هر برای به�طوری�که است موجود δ > ٠ مانند حقیقی عددی می�دهیم نشان حال
باشیم داشته

|f̄π,p(x)− f̄π,p(y)| <
ϵ

٣ (۴٢.٢)



٣٠ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

سپس می�گیریم، نظر در (٣٩.٢) رابطه�ی در شده داده صورت به را f̄π ابتدا رابطه این دادن نشان برای
باشد زیر صورت به باید b١ ≤ b٢ ≤ · · · ≤ bn حقیقی اعداد برای f̄π,p

f̄π,p = b١I[t٠,t١] +
n∑

i=٢
biI(ti−١,ti] (۴٣.٢)

: می�گیریم نظر در x نقطه�ی برای را زیر حالت دو حال

رابطه�ی طبق y ∈ (tj−١, tj) هر برای . tj−١ < x < tj باشیم داشته j ≤ n از برخی برای (الف)
داریم (۴٣.٢)

f̄π,p(y) = b(٠)١ + · · ·+ bj−i(٠) + bj(١) + bj+(٠)١ + · · ·+ bn(٠) = bj

نتیجه در

|f̄π,p(x)− f̄π,p(y)| = |bj − bj| = ٠·

. δ = min{(x− tj−١), (tj − x)} کنیم فرض حال
می�شود زیر صورت به (۴١.٢) رابطه�ی y ∈ (x− δ, x+ δ) هر و نظر مورد x برای

|fp(x)− fp(y)| < (
٢ϵ
٣ ) + ٠ < ϵ

می�دهد. نشان حالت این در را �x نقطه�ی در fp تابع پیوستگی این که

هر برای مجددا (۴٣.٢) رابطه�ی به توجه با حال . x = tj باشیم داشته j < n از برخی برای (ب)
داریم y ∈ (tj−١, x]

|f̄π,p(x)− f̄π,p(y)| = |bj − bj| = ٠

را y ∈ (x, tj+١] اگر اما می�شود. نتیجه پیوستگی فوق شده�ی تعریف δ همان با صورت این در
بنویسیم می�توانیم آنگاه بگیریم نظر در

|f̄π,p(y)− f̄π,p(x)| = f̄π,p(y)− f̄π,p(x) = bj+١ − bj·

می�دهیم قرار خلف فرض با

bj+١ − bj >
ϵ

٣ ·

می�آوریم به�دست نتیجه در
ϵ

٣ < bj+١ − bj = (bj+١ − āj+١) + (āj+١ − āj) + (āj − bj)·

کنیم فرض می�توانیم کلیت دادن دست از بدون رابطه�ی(۴٠.٢) از (āj+١ − āj) <
ϵ
٩ چون

bj+١ − āj+١ >
ϵ

٩ (۴۴.٢)

می�دهیم قرار حالت این در

b∗j+١ = bj+١ −
ϵ

٩ (۴۵.٢)



٣١ صعودی توابع توسط تقریب بهترین یکنواخت همگرایی .٣.٢

داریم بنابراین

b∗j+١ − bj = (bj+١ − bj)−
ϵ

٩
>

ϵ

٣ −
ϵ

٩ =
٢ϵ
٩ > ٠·

می�کنیم تعریف زیر صورت به را f̄ ∗
π,p صعودی ای پله تابع

f̄ ∗
π,p = b١I[t٠,t١] +

j∑
i=٢

biI(ti−١,ti] + b∗j+١I(tj ,tj+١] +
n∑

i=j+٢
biI(ti−١,ti]·

پس

||f̄ ∗
π,p − f̄π||pp =

j∑
i=١

(ti − ti−١)|bi − āi|p + (tj+١ − tj)|b∗j+١ − āj+١|p

+
n∑

i=j+٢
(ti − ti−١)|bi − āi|p·

(۴۶.٢)

حالی�که در

||f̄π,p − f̄π||pp =
n∑

i=١
(ti − ti−١)|bi − āi|p (۴٧.٢)

می�گیریم نتیجه (۴۵.٢) و (۴۴.٢) گرفتن نظر در با اما
b∗j+١ − āj+١ = bj+١ −

ϵ

٩ − āj+١ = (bj+١ − āj+١)−
ϵ

٩ >
ϵ

٩ −
ϵ

٩ = ٠·

این�که با است معادل که
٠ < b∗j+١ − āj+١ < bj+١ − āj+١·

یا
|b∗j+١ − āj+١|p < |bj+١ − āj+١|p·

می�گیریم نتیجه (۴٧.٢) و (۴۶.٢) روابط با مقایسه از که
||f̄ ∗

π,p − f̄π||p < ||f̄π,p − f̄π||p·

می�توانیم y ∈ (x, tj+١] تمام برای لذا و است باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض یک که
بگیریم نتیجه

|f̄π,p(y)− f̄π,p(x)| <
ϵ

٣ ·

y ∈ هر برای (۴١.٢) رابطه�ی نتیجه در δ = min{(x − tj−١), (tj+١ − x)} کنیم فرض
می�شود زیر صورت به (x− δ, x+ δ)

|fp(x)− fp(y)| <
ϵ

٣ +
ϵ

٣ +
ϵ

٣ = ϵ·

می�شود. کامل برهان لذا و

. است پیوسته f∞ = limp→∞ fp تابع آنگاه باشد پیوسته f تابع اگر .٣٠.٣.٢ نتیجه

باشد. پیوسته باید لذا است پیوسته توابع از یکنواخت حد f∞ چون برهان.



٣٢ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

تقریب φ-بهترین برای سازی مشخصه ۴.٢

نشان M = M(Ω,A, µ) و کامل متناهی اندازه�ی با فضایی (Ω,A, µ) کنیم فرض .١.۴.٢ تعریف
می�شود نامیده σ-شبکه یک L ⊂ A مجموعه�ی باشد. مقدار حقیقی پذیر A-اندازه توابع تمام دهنده�ی

باشد. بسته شمارا اشتراک و شمارا اجتماع تحت L و ∅,Ω ∈ L هرگاه

برای و باشد σ-شبکه یک L هرگاه شود می نامیده کامل σ-شبکه یک L مجموعه�ی .٢.۴.٢ تعریف
.c′ ∈ L بگیریم نتیجه µ(c △ c′) = ٠ که c ⊂ L هر

است. {D : Ω\D ∈ L} صورت به σ-شبکه�ای دهنده�ی نشان L̄ نماد L σ-شبکه برای

باشیم داشته a ∈ R هر برای اگر می�نامیم پذیر L-اندازه را f تابع .٣.۴.٢ تعریف
{x ∈ Ω : f(x) > a} ∈ L·

باشد. کامل σ-شبکه یک دهنده�ی نشان L می�کنیم فرض بعد به حالا از
باشد داشته را زیر ویژگی�های φ : Ω× R −→ R+ تابع کنیم فرض

باشد. پذیر اندازه تابعی φ(., a) تابع a ∈ R هر برای (١)

باشد. �a = ٠ اگر تنها و اگر φ(ω, a) = ٠ (٢)

باشد. محدب و ناصفر زوج، تابعی φ(ω, .) (٣)

به نسبت φ چپ مشتق دهنده�ی نشان φ− و دوم متغیر به نسبت φ راست مشتق دهنده�ی +φنشان

باشد. متغیر دومین

می�کنیم تعریف زیر صورت به را Lφ فضای مذکور مشخصات با φ تابع برای .۴.۴.٢ تعریف

Lφ := {f ∈M | ∃λ > ٠ :

∫
Ω

φ(ω, λf(ω))dµ <∞}

می�شود. تبدیل Lp فضای به Lφ فضای φ(x) = xp برای آنگاه باشد اول متغیر از مستقل φ اگر

.
∫
Ω
φ(ω, f)dµ می�نویسیم

∫
Ω
φ(ω, f(ω))dµ جای به اغلب

است. اینتگرال�پذیر تابعی φ+(ω, f(ω))g(ω) آنگاه f, g ∈ Lφ اگر .۵.۴.٢ لم

.٢.۵ لم [٧] به شود رجوع برهان.

Lφ(L) با را Lφ در پذیر L-اندازه توابع تمام از متشکل بسته� محدب مخروط L σ-شبکه هر برای
می�دهیم. نمایش



٣٣ تقریب φ-بهترین برای سازی مشخصه .۴.٢

اگر است f ∈ Lφ برای تقریب φ-بهترین یک g ∈ Lφ(L) .۶.۴.٢ ∫تعریف
Ω

φ(ω, f − g)dµ = min
h∈Lφ(L)

∫
φ(ω, f − h)dµ

می�دهیم. نمایش µ(f,L) با را Lφ(L) در f ∈ Lφ های تقریب φ-بهترین تمام مجموعه�ی

مجموعه�ی یک C ∈ L می�گوییم باشد. A روی علامت�دار اندازه�ی یک ν کنیم فرض .٧.۴.٢ تعریف
.ν(C ∩D) ≥ ٠ باشیم داشته D ∈ L̄ هر ازای به هرگاه است ν-مثبت

.ν(C ∩D) ≤ ٠ باشیم داشته D ∈ L̄ هر برای هرگاه می�نامیم ν-منفی را C ∈ L مجموعه�ی

می�کنیم تعریف زیر صورت به اندازه�هایی a ∈ R هر و g ∈ Lφ(L) هر برای f ∈ Lφ کنیم فرض

(١)
µ+
g (A) =

∫
A

φ+(ω, f − g)dµ و µ−
g (A) =

∫
A

φ−(ω, f − g)dµ·

(٢)
µ+
a (A) =

∫
A

φ+(ω, f − a)dµ و µ−
a (A) =

∫
A

φ−(ω, f − a)dµ·

.µ+
a = µ−

a داریم a ∈ R هر و f ∈ Lφ هر برای .٨.۴.٢ لم

.٢.٨ لم [٧] به شود رجوع برهان.

می�کنیم تعریف f ∈ Lφ هر برای .٩.۴.٢ تعریف
C(f) := {a : µ+

a = µ−
a }

را g پذیر L-اندازه تابع باشد. Ω روی اندازه�ها از خانواده�ای {νa}a∈R کنیم فرض .١٠.۴.٢ تعریف
هرگاه نامیم می {νa} از ( LRNتابع رادون-نیکودیم( لبگ تابع

باشد. νa-مثبت ،{g > a} مجموعه�ی a ∈ R هر برای (الف)

باشد. νb-منفی ،{g < b} مجموعه�ی b ∈ R هر برای (ب)

گزاره صورت این در .g ∈ Lφ(L) و باشد σ-شبکه یک L ⊂ A و f ∈ Lφ کنیم فرض .١١.۴.٢ لم
معادلند زیر های

. g ∈ µ(f,L) (١)

داریم h ∈ Lφ(L) هر برای (٢)

(a)∫
{g>h}

φ+(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ ٠

(b)∫
{g<h}

φ−(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ ٠



٣۴ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

می�گیریم نظر در زیر صورت به را M تابع .h ∈ Lφ(L) کنیم فرض برهان.

M(t) =

∫
φ(ω, f − g − t(h− g))dµ·

داریم λ ∈ (٠,١) هر برای زیرا است محدب تابعی M تابع

λM(t١) + (١− λ)M(t٢) =

λ

∫
φ(ω, f − g − t١(h− g))dµ+ (١− λ)

∫
φ(ω, f − g − t٢(h− g))dµ

=

∫
(λφ(ω, f − g − t١(h− g)) + (١− λ)φ(ω, f − g − t٢(h− g))) dµ

≥
∫

φ (λ(ω, f − g − t١(h− g)) + (١− λ)(ω, f − g − t٢(h− g))) dµ

=

∫
φ(ω, f − g − (λt١ + (١− λ)t٢)(h− g))dµ

= M(λt١ + (١− λ)t٢)·

دهنده�ی نشان M ′
+ که ) M ′

+(٠) ≥ ٠ اگر تنها و اگر است تقریب φ-بهترین یک g تابع صورت این در
. است) M از راست مشتق

لم از نتیجه�ای عنوان به M ′
+(٠) ≥ ٠ فوق ادعای بر بنا لذا باشد برقرار (١) گزاره�ی کنیم فرض حال

می�دهد نتیجه اخیر نامساوی (۵.۴.٢)
٠ ≤

∫
{g>h}

φ+(ω, f − g)(g − h)dµ+

∫
{g<h}

φ−(ω, f − g)(g − h)dµ·

می�آیند. بهدست اخیر نامساوی در h جای به h ∨ g و h ∧ g جای�گذاری با (b) و (a) نامساوی�های
.g ∈ µ(f,L) پس M ′

+(٠) ≥ ٠ که می�دهند نتیجه (b) و (a) دیگر سوی از

زیر گزاره�های صورت این در باشد. σ-شبکه یک L ⊂ A و f ∈ Lφ کنیم فرض .١٢.۴.٢ قضیه
معادلند

.g ∈ µ(f,L) (١)

مجموعه�ای {g < a} مجموعه�ی و +µ-مثبت
g مجموعه�ای {g > a} مجموعه�ی a ∈ R هر برای (٢)

است. −µ-منفی
g

است. LRN تابعی g تابع {µ±
a }a∈R خانواده�ی برای (٣)

زیر صورت به را A مجموعه�ی باشد. دلخواه مجموعه�ای D ∈ L̄ کنیم فرض (٢ ← ١) • برهان.
می�کنیم تعریف

A := {g > a}·

می�دهیم قرار n ∈ N هر برای و

An := {g > a+
١
n
}·



٣۵ تقریب φ-بهترین برای سازی مشخصه .۴.٢

می�کنیم تعریف زیر صورت به را gn تابع

gn(ω) :=


g(ω) ω /∈ A ∩D

a ω ∈ (A− An) ∩D

g(ω)− ١
n

ω ∈ An ∩D

نتیجه و می�کنیم جایگزین (١١.۴.٢) لم (a) (٢) قسمت در را �gn این حال . gn ∈ Lφ(L) که
می�گیریم

٠ ≤
∫
{g>gn}

φ+(ω, f − g)(g − gn)dµ

=

∫
(A\An)∩D

φ+(ω, f − g)(g − a)dµ+

∫
An∩D

φ+(ω, f − g)(g − g +
١
n
)dµ·

داریم نتیجه در

٠ ≤
∫
(A\An)∩D

φ+(ω, f − g)(g − a)dµ+
١
n

∫
An∩D

φ+(ω, f − g)dµ·

داریم n→∞ که وقتی حدگیری و n در بالا نامساوی کردن ضرب با

٠ ≤ lim
n→∞

n

∫
(A\An)∩D

φ+(ω, f − g)(g − a)dµ+ lim
n→∞

∫
An∩D

φ+(ω, f − g)dµ

∫پس
A∩D

φ+(ω, f − g)dµ ≥ ٠⇒ µ+
g (A ∩D) ≥ ٠·

است. +µ-مثبت
g مجموعه�ای {g > a} مجموعه�ی یعنی این تعریف طبق این و

D ∈ L̄ هر برای می�دهیم نشان است. −µ-منفی
g مجموعه�ای {g < a} مجموعه�ی مشابه طور به

دهیم نشان باید تعریف طبق پس .µ−
g ({g < a} ∩D) ≤ ٠،

µ−
g ({g < a} ∩D) =

∫
{g<a}∩D

φ−(ω, f − g)dµ ≤ ٠·

کنیم فرض n ∈ N هر برای و A = {g < a} می�دهیم قرار

An := {g < a− ١
n
}·

می�کنیم تعریف زیر صورت به را gn تابع بار این

gn(ω) =


g(ω) ω /∈ A ∩D

a ω ∈ (A− An) ∩D

g(ω) + ١
n

ω ∈ An ∩D

داریم (١١.۴.٢) لم (a) (٢) قسمت در gn جای�گذاری ∫با
{g<gn}

φ−(ω, f − g)(g − gn)dµ ≥ ٠

٠ ≤
∫
(A\An)∩D

φ−(ω, f − g)(g − a)dµ+

∫
An∩D

φ−(ω, f − g)(g − g − ١
n
)dµ·



٣۶ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

داریم n→∞ وقتی حدگیری و n در فوق نامساوی طرفین ضرب با

٠ ≤ lim
n→∞

n

∫
(A\An)∩D

φ−(ω, f − g)(g− a)dµ+(−١) lim
n→∞

∫
An∩D

φ−(ω, f − g)dµ·

نتیجه در
−
∫
A∩D

φ−(ω, f − g)dµ ≥ ٠⇒
∫
A∩D

φ−(ω, f − g)dµ ≤ ٠·

است. −µ-منفی
g مجموعه�ای {g < a} مجموعه�ی پس

تابعی �g تابع کنیم ثابت اینکه برای باشد. برقرار (٢) گزاره�ی و a ∈ C(f) کنیم فرض (٣← ٢) •
و ±µ-مثبت

a مجموعه�ای {g > a} مجموعه�ی a ∈ C(f) برای دهیم نشان باید است LRN�
-µ+

a مجموعه�ای {g > a} مجموعه�ی می�دهیم نشان است. ±µ-منفی
a مجموعه�ای {g < a}

یکنواست تابعی φ+ چون و f − g < f − a پس .g > a و D ∈ L̄ کنیم فرض است. مثبت
∫پس

{g>a}∩D
φ+(ω, f − g)dµ <

∫
{g>a}∩D

φ+(ω, f − a)dµ

داریم (٢) فرض طبق و

٠ ≤
∫
{g>a}∩D

φ+(ω, f − g)dµ·

∫پس
{g>a}∩D

φ+(ω, f − a)dµ ≥ ٠·

µ+
a = µ−

a داریم (٩.۴.٢) تعریف طبق که آنجا از و است +µ-مثبت
a مجموعه�ای {g > a} لذا

است. ±µ-منفی
a مجموعه�ای {g < a} می�شود ثابت مشابه طور به می�باشد. نیز −µ-منفی

a پس

کنیم می تعریف n ∈ N و K ∈ N ∪ {٠} و D ∈ L̄ و a ∈ R برای (٢← ٣) •
A := {a < g} ∩D·

و
Ak,n := {a+ k

n
< g ≤ a+

(k + ١)
n
} ∩D·

a ∈ R هر برای تعریف طبق پس است LRN تابعی g تابع {µ±
a }a∈R خانواده�ی برای چون

دلخواه مجموعه�ی و a+ k
n
∈ R برای جمله از است +µ-مثبت

a مجموعه�ای {g > a} مجموعه�ی
داریم Ak,n

µ+

a+ k
n

(Ak,n) =

∫
Ak,n

φ+(ω, f − a− k

n
)dµ ≥ ٠·

داریم φ+ یکنوایی ∫از
Ak,n

φ+(ω, f − g + ١/n)dµ ≥ ٠·

داریم k = ٠,١, · · · روی جمعبندی با ∫حال
A

φ+(ω, f − g + ١/n)dµ ≥ ٠



٣٧ تقریب φ-بهترین برای سازی مشخصه .۴.٢

می�گیریم نتیجه n→∞ وقتی حدگیری با است پیوسته راست از تابعی φ+ چون

lim
n→∞

∫
A

φ+(ω, f − g + ١/n)dµ ≥ ٠ ⇒
∫
{g>a}∩D

φ+(ω, f − g)dµ ≥ ٠

پس
µ+
g (D ∩ {a < g}≥٠·

مجموعه�ای {g < a} می�شود ثابت مشابه طور به است. µ+
g مجموعه�ای {g > a} یعنی این و

است. µ−
g

نامساوی در �a روی اینتگرال�گیری با .h ∈ Lφ(L) کنیم فرض (١← ٢) •∫
{h<a}∩{a<g}

φ+(ω, f − g)dµ ≥ ٠

داریم فوبینی قضیه کاربرد ∫و ∫
{h<a<g}

φ+(ω, f − g)dadµ =

∫
φ+(ω, f − g)(g − h)dµ ≥ ٠·

مشابه طور به (١١.۴.٢) لم از (b) (٢) نامساوی می�باشد. لم(٢.۴.١١) (a) (٢) نامساوی که
.g ∈ µ(f,L) لذا می�آید. بدست

صعودی توابع توسط Lp([٠,١]) در f تقریب بهترین باشد. C([٠,١]) در تابعی f کنیم فرض حال
در f تقریب بهترین f∗ و است موجود �f∗ := limp→∞ fp می�دهیم نشان می�دهیم. نمایش fp با را

است. صعودی توابع توسط C([٠,١])

f ∈ Lp([٠,١]) برای .S := {(a, b) ∈ [٠,١] × [٠,١] : a < b} کنیم فرض .١٣.۴.٢ تعریف
توابع توسط f برای تقریب ,Lp([a-بهترین b]) که یکتایی ثابت مقدار ١ < p < ∞ و (a, b) ∈ S و
می�شود مشخص زیر تساوی توسط mp می�دهیم. نمایش mf

p(a, b) = mp(a, b) با را می�باشد ∫ثابت b

a

φp(f −mp(a, b))dx = ٠ (۴٨.٢)

که
φp(y) := |y|p−١ sign(y)

داریم قبلی تعریف در Lp([٠,١]) جای به �C([٠,١]) جایگزینی با f ∈ C([٠,١]) برای مشابه �طور به
mf

∞(a, b) = m∞(a, b)·

داریم حالت این در که

m∞(a, b) =
١
٢

(
max
[a,b]

f +min
[a,b]

f

)
·

است. پیوسته ١ < p ≤ ∞ برای mp : S → R تابع
می�کنیم تعریف زیر �صورت به تابع دو x ∈ (٠,١) و ١ < p ≤ ∞ برای

fp(x) := sup
a<x

inf
b>x

mp(a, b)



٣٨ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

f p(x) := inf
b>x

sup
a<x

mp(a, b)·

که می�کند اشاره fp و fp توابع از مقدماتی ویژگی�های به که می�پردازیم قضیه�ای اثبات و بیان به ادامه در
داشت. خواهیم نیاز آنها به بعدا

١ < p ≤ ∞ برای .١۴.۴.٢ قضیه

هستند. صعودی توابع fpو fp (١)

.fp ≤ f p داریم x ∈ (٠,١) تمام برای (٢)

.�x < y و x, y ∈ (٠,١) کنیم فرض (١) برهان.

inf
b>x

mp(a, b) ≤ inf
b>y

mp(a, b) =⇒ sup
a<x

inf
b>x

mp(a, b) ≤ sup
a<x

inf
b>y

mp(a, b)

≤ sup
a<y

inf
b>y

mp(a, b)·

می�شود ثابت مشابه طور به است. صعودی تابعی fp تابع یعنی این و �fp(x) ≤ fp(y) بنابراین
است. صعودی تابعی نیز f p تابع

mp(a, b) ≥ داریم a < x < b هر برای چون .x ∈ (٠,١) کنیم فرض (٢) گزاره�ی اثبات برای (٢)
پس inf

c>x
mp(a, c)

sup
a<x

mp(a, b) ≥ sup
a<x

inf
c>x

mp(a, c) = fp(x)·

بنابراین

f p(x) = inf
b>x

sup
a<x

mp(a, b) ≥ fp(x)·

می�شود. کامل قضیه برهان ترتیب این به و

پیوسته طور به ١ و ٠ نقاط در را توابع این می�توانیم کراندارند، و صعودی توابعی f pو fp توابع چون
می�گیریم. نظر در [٠,١] روی را توابع این بعد به حالا از دهیم. توسیع

می�کنیم تعریف زیر صورت به را F∞ و Fp مجموعه�های x ∈ (٠,١) برای .١۵.۴.٢ تعریف
Fp = {x ∈ (٠,١) : mp(a, x) ≤ mp(x, b) ; ∀a ∈ [٠, x) , ∀b ∈ (x,١]}·

F∞ = {x ∈ (٠,١) : m∞(a, x) ≤ m∞(x, b) ; ∀a ∈ [٠, x) , ∀b ∈ (x,١]}·

[٠,١] از فشرده مجموعه�هایی زیر Fp ∩ [a, b] مجموعه�های ٠ < a < b < ١ و ١ < p ≤ ∞ برای
هستند. [٠,١] فشرده مجموعه�ی از بسته�ای زیر�مجموعه�های مجموعه�ها این زیرا هستند.



٣٩ طبیعی صعودی تقریب�های بهترین برای مینیماکس فرمول�های .۵.٢

,Lp([a-بهترین b]) یک �g ∈ Lp([a, b]) صعودی تابع گوییم .(a, b) ∈ S کنیم فرض .١۶.۴.٢ تعریف
h ∈ Lp([a, b]) صعودی تابع هر برای اگر است صعودی توابع �توسط f ∈ Lp([a, b]) برای تقریب

باشیم ∫داشته b

a

|f − g|pdx ≤
∫ b

a

|f − h|pdx·

f ∈ C([a, b]) برای تقریب ,C([a-بهترین b]) یک �g ∈ C([٠,١]) صعودی تابع گوییم مشابه طور به
باشیم داشته h صعودی تابع هر برای اگر است صعودی توابع توسط
max
a≤x≤b

|f − g| ≤ max
a≤x≤b

|f − h|·

یک f∞ کنیم می ثابت بعد و f∗ = f∞ = f∞ دهیم نشان که است این ادامه در هدف اولین
اگر و f∞(x) = f(x) ،x ∈ F∞ هر برای دهیم می نشان تر دقیق طور به دارد. مینیمم�کننده ویژگی
f∞ است. صعودی توابع توسط f برای تقریب ,C([a-بهترین b]) یک f∞ آنگاه �a < bو a, b ∈ F∞

نامیم. می صعودی توابع توسط f برای طبیعی تقریب ([٠,١])C-بهترین را

طبیعی تقریب�هایصعودی بهترین مینیماکسبرای فرمول�های ۵.٢

می�کنیم. آغاز ١ < p <∞ برای تقریب Lp-بهترین برای قضایایی اثبات با را بخش این

یک fp که fp = f p (a.e) آنگاه .١ < p < ∞ و f ∈ Lp([٠,١]) کنیم فرض .١.۵.٢ قضیه
است. صعودی توابع توسط f برای تقریب ([٠,١])Lp-بهترین

جا همه تقریبا و صعودی توابع توسط f برای تقریب ([٠,١])Lp-بهترین یک g تابع کنیم فرض برهان.
.α = g(x) می�دهیم قرار باشد. پیوسته x ∈ (٠,١) نقطه�ی در و شده تعریف
b > x هر برای که می�گیریم نتیجه (١٢.۴.٢) قضیه�ی از .δ > ٠ کنیم ∫فرض

{g≥α−δ}∩(٠,b)
φp(f − α + δ)dx ≥ o· (۴٩.٢)

که می�دهد نتیجه (۴٨.٢) رابطه�ی و فوق نامساوی است صعودی اکیدا φp ،١ < p < ∞ برای چون
b > x هر برای

mp({g ≥ α− δ} ∩ (٠, b)) ≥ α− δ·

نتیجه در
inf
b>x

mp({g ≥ α− δ} ∩ (٠, b)) ≥ α− δ·

بنابراین است. �x از کمتر چپ انتهایی نقطه�ی با فاصله یک {g ≥ α−δ} مجموعه�ی که می�کنیم مشاهده

fp(x) = sup
a<x

inf
b>x

mp(a, b) ≥ g(x)− δ·

می�گیریم نتیجه است، پیوسته جا همه تقریبا g و است دلخواه مثبت مقدار یک δ چون
g(x) ≤ fp(x) (a.e)



۴٠ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

(١٢.۴.٢) قضیه طبق است تقریب بهترین �g چون دلخواه، δ > و٠ a < x و x ∈ (٠,١) برای مجددا
∫داریم

{g≤α+δ}∩(٠,b)
φp(f − α− δ)dx ≥ ٠·

پس
mp({g ≤ α + δ} ∩ (٠, b)) ≤ α + δ =⇒ sup

a<x
mp({g ≤ α+ δ} ∩ (٠, b)) ≤ α+ δ

داریم است. x از بیشتر راست انتهایی نقطه با فاصله�ای {g ≤ α + δ} مجموعه�ی
f p(x) = inf

b>x
sup
a<x

mp(a, b) ≤ g(x) + δ

می�گیریم نتیجه است پیوسته جا همه تقریبا g تابع و دلخواه مقدار یک δ چون
f p(x) ≤ g(x) (a.e)·

داشتیم قضیه(٢.١۴.۴) طبق طرفی از fp ≤ fp پس f p ≤ g(x) ≤ fp(x) (a.e) که این به رسیدیم
می�شود. حاصل تساوی لذا fp ≤ f p

است یکنواخت زیر حد ٠ ≤ a < b ≤ ١ برای آنگاه .f ∈ C([٠,١]) کنیم فرض .٢.۵.٢ لم
lim
p→∞

mp(a, b) = m∞(a, b)·

حد a, b نقطه هر برای می�دهیم نشان است. برقرار فوق تساوی باشند، ثابت اعدادی a, b اگر برهان.
و ak دنباله��های و ∞ به همگرا pk مانند دنباله�ای و �ϵ > ٠ گیریم خلف فرض با است. یکنواخت فوق

که طوری به باشند موجود ٠ ≤ ak < bk ≤ ١ که bk∣∣mf
pk
(ak, bk)−mf

∞(ak, bk)
∣∣ ≥ ϵ· (۵٠.٢)

می�کنیم تعریف زیر �صورت به را �fk تابع
fk(x) := f(ak + (bk − ak)x)·

داریم �١ < p ≤ ∞ هر برای ترتیب این به
mf

p(ak, bk) = mfk
p (٠,١)· (۵١.٢)

قضیه از است. همپیوسته و کراندار دنباله�ای نیز {fk} دنباله�ی است پیوسته و کراندار تابعی f تابع چون
تابع به که است موجود {fk} از دنباله�ای زیر و g ∈ C([٠,١]) تابع که می�شود نتیجه آرزولا-آسکولی

همگراست. g ∈ C([٠,١])
که می�کنیم انتخاب طوری را k باشد. همگرا g ∈ C[٠,١] به fk کنیم فرض سهولت برای

sup
x∈[٠,١]

|fk − g| < ϵ

٣ · (۵٢.٢)

mg∣∣و
pk
(٠,١)−mg

∞(٠,١)
∣∣ < ϵ

٣ (۵٣.٢)

داریم ١ < p ≤ ∞ هر برای (۵٢.٢) نامساوی mfk∣∣از
p (٠,١)−mg

p(٠,١)
∣∣ < ϵ

٣ · (۵۴.٢)
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داریم ، ∞برقرارند و pk برای جمله از p هر برای (۵۴.٢) و (۵١.٢) روابط که آنجا از

|mpkf(ak, bk)−m∞f(ak, bk)| =

|mpkf(ak, bk)−mpkg(٠,١) +mpkg(٠,١)−m∞g(٠,١) +m∞g(٠,١)−m∞f(ak, bk)|

≤ |mpkfk(٠,١)−mpkg(٠,١)|+ |mpkg(٠,١)−m∞g(٠,١)|+

|m∞g(٠,١)−m∞fk(٠,١)| <
ϵ

٣ +
ϵ

٣ +
ϵ

٣ = ϵ·

خلف فرض پس است (۵٠.٢) رابطه�ی با تناقض در این که |mpkf(ak, bk)−m∞f(ak, bk)| < ϵ لذا
می�شود. ثابت حد یکنواختی و باطل

یک f∞ آن در که f∞ = f∞ = limp→∞ fp آنگاه .f ∈ C([٠,١]) کنیم فرض .٣.۵.٢ قضیه
است. صعودی توابع توسط f برای تقریب ([٠,١])C-بهترین

داریم تعریف طبق برهان.
fp(x) = sup

a<x
inf
b>x

mp(a, b) و f p(x) = inf
b>x

sup
a<x

mp(a, b)·

داریم (٢.۵.٢) لم طبق و فوق روابط از گیری حد با

lim
p→∞

fp(x) = sup
a<x

inf
b>x

lim
p→∞

mp(a, b)

= sup
a<x

inf
b>x

m∞(a, b) = f∞·

و

lim
p→∞

fp(x) = inf
b>x

sup
a<x

lim
p→∞

mp(a, b)

= inf
b>x

sup
a<x

m∞(a, b) = f∞·

داریم f p = fp اینکه از (١.۵.٢) قضیه�ی طبق
lim
p→∞

fp(x) = lim
p→∞

fp(x) =⇒ f∞ = f∞ = lim
p→∞

fp(x)·

f∞ کننده�ی مینیمم ویژگی یک ۶.٢

می�نمائیم: بیان می�آید کار به آینده در که را زیر ملاحظه�ی ابتدا

آنگاه ٠ ≤ a < x < b ≤ ١ و f ∈ C([٠,١]) اگر .١.۶.٢ تذکر
min{m∞(a, x),m∞(x, b)} ≤ m∞(a, b) ≤ max{m∞(a, x),m∞(x, b)}· (۵۵.٢)



۴٢ صعودی توابع توسط طبیعی تقریب بهترین -C([٠,١]) برای مینیماکس فرمول .٢

برقرارند زیر گزاره�های این�صورت در .f ∈ C([٠,١]) کنیم فرض .٢.۶.٢ قضیه

.f(x) = f∞(x) داریم x ∈ F∞ هر برای (١)

توسط �f برای طبیعی تقریب ,C([α-بهترین β]) یک f∞ آنگاه ، α < β و α, β ∈ F∞ اگر (٢)
است. صعودی توابع

است. ثابت (٠,١) \ F∞ از همبندی مولفه�ی هر در f∞ (٣)

داریم x ∈ (٠,١) هر برای (١) برهان.
inf
b>x

m∞(x, b) ≤ f(x) ≤ sup
a<x

m∞(a, x)·

داریم چنین هم
f∞(x) = sup

a<x
inf
b>x

m∞(a, b) ≥ inf
b>x

m∞(x, b)

f∞(x) = inf
b>x

sup
a<x

m∞(a, b) ≤ sup
a<x

m∞(a, x)·

داریم (٢.۵.٢) لم و (١۴.۴.٢) قضیه�ی طبق طرفی از
f∞ ≤ f∞·

پس
inf
b>x

m∞(x, b) ≤ f∞(x) ≤ f∞(x) ≤ sup
a<x

m∞(a, x)·

داریم لذا m∞(a, x) ≤ m∞(x, b) پس (١۵.۴.٢) تعریف طبق x ∈ F∞ که آنجایی از
sup
a<x

m∞(a, x) ≤ m∞(x, b) =⇒ sup
a<x

m∞(a, x) ≤ inf
b>x

m∞(x, b)

شود می نتیجه اینجا از و sup
a<x

m∞(a, x) = inf
b>x

m∞(x, b) نتیجه در
f∞(x) = sup

a<x
m∞(a, x) = inf

b>x
m∞(x, b) و f(x) = sup

a<x
m∞(a, x) = inf

b>x
m∞(x, b)

می�شود. تمام حکم و f(x) = f∞(x) پس

نقاط باشد. x ∈ (α, β) و α < β و α, β ∈ F∞ کنیم فرض (٢) گزاره�ی اثبات برای (٢)
a < α کنیم فرض حال باشد. a < x < b که می�گیریم نظر در طوری را a, b ∈ (٠,١)
بنابراین .m∞(a, b) ≤ m∞(α, b) که می�دهد نتیجه ی(٢.۵۵) رابطه �α ∈ F∞ که این از آنگاه

.sup
a<x

m∞(a, b) = sup
α≤a<x

m∞(a, b)

داد نشان می�توان ترتیب همین به

inf
b>x

sup
a<x

m∞(a, b) =

inf
b>x

sup
α≤a<x

m∞(a, b) = inf
β≥b>x

sup
α≤a<x

m∞(a, b)·
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�[α, β] فاصله�ی در که است f∞ تابع همان ،[α, β] فاصله�ی به f∞ تابع تحدید واقع در این بنابر
یک f∞ که می�شود نتیجه فاصله این روی قضیه(٢.۵.٣) طبق بنابر���این باشد. شده گرفته نظر در

است. صعودی توابع توسط f برای تقریب ,C([α-بهترین β])

باشد. (٠,١) \ F∞ از همبندی مولفه�ی یک �I کنیم فرض می�کنیم. ثابت را (٣) گزاره�ی اکنون و (٣)
مثل باز فاصله�ی یک بفرم باید I پس است، بسته نسبی طور به (٠,١) در �F∞ مجموعه�ی چون
روی f∞ کنیم فرض ( خلف فرض با ) حال .٠ ≤ a٠ < b٠ ≤ ١ آن در که باشد؛ I = (a٠, b٠)

[a١+٠/m, b١−٠/m] روی f∞ که است موجود mچنان ∈ N بنابراین نباشد. ثابت (a٠, b٠)
fpn چون .pn → ∞ آنگاه n → ∞ هرگاه که باشد دنباله�ای {pn} کنیم فرض نیست. ثابت
ثابت �[a٠ + ١/m, b٠ − ١/m] روی f pn که کنیم فرض توانیم می پس همگراست، f∞ تابع به
مجموعه�ی از چپ انتهایی نقطه�ی که طوری به است موجود αn ∈ R ،n هر برای این بنابر نیست.
می�نامیم. �xn را نقطه این می�گیرد. قرار [a٠ + ١/m, b٠ − ١/m] فاصله�ی درون {f pn ≥ αn}

داریم �b ∈ (xn,١] هر و a ∈ [٠, xn) هر برای (١٢.۴.٢) قضیه ∫از b

xn

φpn(f − αn)dx ≥ ٠ و
∫ xn

a

φpn(f − αn)dx ≤ ٠·

b ∈ (xn,١] هر و a ∈ [٠, xn) هر برای که می�کند ایجاب (۴٨.٢) تساوی و قبل نامساوی
باشیم داشته

mpn(a, xn) ≤ αn ≤ mpn(xn, b)·

و (٢.۵.٢) لم از استفاده با باشد xn دنباله�ی حدی نقطه�ی x کنیم فرض .xn ∈ Fpn نتیجه در
واقعیت این با تناقض در این که است x ∈ F∞∩ (a٠, b٠) که می�گیریم نتیجه mp تابع پیوستگی
خلف فرض لذا بودیم. کرده فرض (٠,١) \ F∞ از همبندی مولفه�ی یک را �(a٠, b٠) که است

است. برقرار حکم و باطل
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پیشگفتار

( جمله�ای چند یا مثلثاتی توابع (مانند پایه توابع حسب بر می�توان را پدیده هر ریاضی روش�های با
به که دارد بستگی پدیده آن رفتار به بزنیم تقریب تابعی چه با را نظر مورد پدیده این�که حال زد. تقریب
تقریب از هدف که است این می�شود مطرح این�جا در که سوالی است. نزدیک�تر پایه توابع از نوع کدام
از جمله�ای چند توابع ومشتق�گیری اینتگرال�گیری این�که پاسخ چیست؟ جمله�ای چند یک توسط تابع یک
عملیات و می�کند دهی مقدار و ارزیابی دقیق�تر به�طور را آنها کامپیوتر همچنین و است ساده�تر توابع سایر

می�دهد. انجام ساده�تر را نظر مورد
ساده است. شده بررسی متفاوتی های دیدگاه از چند�جمله�ای�ها مجموعه�ی در تقریب بهترین مسأله�ی
x٠ مانند نقطه�ای در پذیر مشتق تابع یک برای مماس خط تعیین جمله�ای�ها چند با تقریب حالت ترین
در را �f تابع که است ١ درجه�ی از ای جمله چند ترین ساده x٠ نقطه�ی در مماس خط واقع در است.

زند. می تقریب خوبی به �x٠ نزدیکی

اولیه تعاریف ١.٣

به و می�دهیم نمایش C([a, b]) نماد با را [a, b] بسته فاصله�ی روی پیوسته حقیقی توابع تمام مجموعه�ی
یا یکنواخت نرم که کنیم می مربوط را �||f || = sup

a≤x≤b
|f(x)| یعنی آن سوپریمم نرم f ∈ C([a, b]) هر

دارد. نام چبیشف نرم

متغیری �x و حقیقی اعداد a٠, a١, · · · , an که p(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n تابع .١.١.٣ تعریف

است. �n درجه�ی از جمله�ای چند یک p آنگاه an ̸= ٠ اگر دارد. نام جمله�ای چند یک است، حقیقی
اگر دیگر عبارت به می�دهیم. نمایش Pn با را n درجه�ی از حداکثر ای�های جمله چند تمام فضای

. p ∈ Pn آنگاه p(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n

فضایی زیر Pn صورت این در باشد. C([a, b]) از زیرفضایی Yبه�عنوان لذا ِY = Pn کنیم فرض
است Pn = span{١, x, x٢, · · · , xn} که است n+ ١ دقیقا بعد با C([a, b]) فضای از البعد متناهی

می�کند. ایفا چبیشف تقریب مسأله�ی در مهمی نقش Pn فضای بودن البعد متناهی و

x ∈ هر برای هرگاه گوییم می وزن�دار [a, b] فاصله�ی روی را �w(x) اینتگرال�پذیر تابع .٢.١.٣ تعریف
.w(x) ̸= ٠ باشیم داشته [a, b] از فاصله زیر هر روی و w(x) ≥ ٠ باشیم داشته [a, b]

صدق زیر تساوی در و می�شوند تعریف [a, b] روی که pn(x) مانند ای�هایی جمله چند به .٣.١.٣ تعریف
گوییم می متعامد ای�های جمله چند ∫می�کنند، b

a

w(x)pm(x)pn(x)dx = δmn

است. کرونیکر دلتای همان δmn و وزن�دار تابع w(x) و m ̸= n آن در که



۴٧ اولیه تعاریف .١.٣

زیر به�صورت که هستند اول نوع چبیشف ای�های جمله چند متعامد، ای�های جمله چند از ای دسته
می�شوند. تعریف

است �[٠,١] فاصله�ی بر �n درجه�ی از جمله�ای چند یک اول نوع چبیشف ای جمله چند .۴.١.٣ تعریف
می�شود تعریف زیر صورت به که

Tn(x) = cos(n arccos x) n = ٠,١, . . .

از عبارتند �Tn(x) صفرهای

Tn(x) = cos(n arccos x) = ٠ → n arccosx = kπ +
π

٢ → arccosx =
(٢k + ١)π

٢n ·

فاصله�ی در که می�شوند نوشته xk = cos( (٢k+١)π
٢n صورت( به ریشه�ها k = ٠,١, . . . , n−١ برای پس

متمایزند. و می�گیرند قرار �[−١,١]
cos۴x = ٨ cos۴ x− و cos٣x = ۴ cos٣ x− ٣ cosx ،cos٢x = ٢ cos٢ x− ١ که این به توجه با

از عبارتند اول نوع چبیشف ای�های جمله چند از تعدادی ٨ cos٢ x+ ١
T٠(x) = ١ , T١(x) = x , T٢(x) = ٢x٢ − ١

T٣(x) = ۴x٣ − ٣x , T۴(x) = ٨x۴ − ٨x٢ + ١

می�کند صدق زیر بازگشتی رابطه�ی در که است این اول نوع چبیشف چند�جمله�ای های ویژگی از یکی
Tn+١(x) = ٢xTn(x)− Tn−١(x) ∀n ≥ ١

می�کنیم استفاده زیر روابط از فوق رابطه�ی اثبات +cos(nبرای ١)θ = cosnθ cos θ − sinnθ sin θ

cos(n− ١)θ = cosnθ cos θ + sinnθ sin θ

داریم فوق رابطه�ی دو مجموع از
cos(n+ ١)θ + cos(n− ١)θ = ٢ cosnθ cos θ·

داریم n ≥ ١ برای حال .�Tn(cos θ) = cos(nθ) داریم �θ = arccos x فرض با
Tn+١(x) + Tn−١(x) = cos(n+ ١)θ + cos(n− ١)θ = ٢ cosnθ cos θ = ٢xTn(x)·

است برقرار زیر رابطه�ی لذا
Tn+١(x) = ٢xTn(x)− Tn−١(x)·

درجه�ی از جمله�ای چند T مشتق همان T ′ باشد، �n درجه�ی از اول نوع چبیشف جمله�ای چند Tn(x) اگر
داریم x به نسبت Tn(x) = cosnθ رابطه�ی از گیری مشتق با �است. n− ١

١
n
T ′
n(x) =

sinnθ

sin θ

می�کنیم تعریف زیر به�صورت و نامیم می دوم نوع چبیشف جمله�ای چند را جمله�ای چند این

Un(cos θ) =
n sinnθ

sin θ



۴٨ رِمز الگوریتم و مینیماکس تقریب .٣

V روی نرم�ها تمام صورت این در باشد، البعد متناهی برداری فضای یک V کنیم فرض .۵.١.٣ لم
موجودند ٠ < A,B <∞ مثل ثابت�هایی آنگاه �باشند، V روی نرم�هایی |||.||| و ||.|| اگر یعنی معادلند.

داریم x ∈ V تمام برای که طوری به
A||x|| ≤ |||x||| ≤ B||x||

باشد. V برای پایه�ای e١, · · · , en و V روی نرمی ||.|| و باشد n-بعدی فضایی V کنیم فرض برهان.
می�گیریم نظر در زیر صورت به نرمی x =

∑n
i=١ aiei ∈ V هر برای

||
n∑

i=١
aiei||١ :=

n∑
i=١
|ai| = ||(ai)ni=١||١·

توجه است. ساده نامساوی طرف یک دادن نشان معادلند. ||.||١ و ||.|| نرم دو دهیم می نشان اکنون
که داریم

||
n∑

i=١
aiei|| ≤

n∑
i=١
|ai|||ei|| ≤

(
max
١≤i≤n

||ei||
) n∑

i=١
|ai| = B||

n∑
i=١

aiei||١

نگاشت است واضح می�کنیم. برقرار �V و Rn بین تناظر یک ابتدا نامساوی دیگر طرف دادن نشان برای
(Rn, ||.||١) بین طول�پایی یک تناظر این علاوه به و پوشاست و یک به یک (ai)ni=١ −→

∑n
i=١ aiei

δ = ϵ
B
فرض با زیرا است پیوسته (V, ||.||١) فضای روی x −→ ||x|| تابع حال است. (V, ||.||١) و

داریم دلخواه ϵ > ٠ هر برای
| ||x|| − ||y|| | ≤ ||x− y|| ≤ B||x− y||١ ∀x, y ∈ V

خود مینیمم مقدار S = {x ∈ V : ||x||١ = ١} فشرده�ی مجموعه�ی روی ||.|| پیوسته�ی تابع بنابراین
نامساوی اکنون .||x||١ = ١ هرگاه ||x|| ≥ A که است موجود طوری A > ٠ ویژه به می�کند. اخذ را

می�شود حاصل نرم همگنی از دیگر
|| x

||x||١
|| ≥ A =⇒ ||x|| ≥ A||x||١

می�دهد. نشان را نرم دو بودن معادل A||x||١ ≤ ||x|| ≤ B||x||١ ترتیب این به و

بسته گوی هر صورت این در .M > ٠ و باشد البعد متناهی نرم�دار فضایی Y کنیم فرض .۶.١.٣ نتیجه
است. فشرده {y ∈ Y : ||y|| ≤M}

.۴ صفحه�ی [١] به شود رجوع برهان.

x ∈ X − Y و باشد �X خطی نرم�دار فضای از البعد متناهی فضایی زیر Y کنیم فرض .٧.١.٣ قضیه
که طوری به است موجود نیست) یکتا لزوما که ) y∗ ∈ Y آنگاه .
||x− y∗|| = min

y∈Y
||x− y||

است. موجود Y اعضای از x برای تقریب بهترین یعنی

رابطه�ی در ( وجود صورت در ) y∗ مثل نقطه نزدیک�ترین .٠ ∈ Y چون داریم توجه ابتدا در برهان.
بیابیم y ∈ Y میان در را �y∗ است کافی بنابراین کرد. خواهد صدق ||x − y∗|| ≤ ||x|| = ||x − ٠||
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کند. صدق ||x− y|| ≤ ||x|| رابطه�ی در که
داریم مثلثی نامساوی طبق

||x− y|| ≤ ||x|| =⇒ ||y|| ≤ ||x− y||+ ||x|| ≤ ٢||x||·

کنیم محدود زیر فشرده�ی مجموعه�ی در را آمده بدست yهای می�توانیم بنابراین
K = {y ∈ Y : ||y|| ≤ ٢||x||}·

زیرا است پیوسته δ = ϵ فرض با f(y) = ||x− y|| تابع که کنیم توجه کافیست تنها انتها در
|f(y)− f(z)| = | ||x− y|| − ||x− z|| | ≤ ||y − z|| < ϵ

داریم و می�کند اخذ را y∗ ∈ K یعنی خود مینیمم K فشرده�ی مجموعه�ی روی f پیوسته تابع حال و
.min
y∈Y
||x− y|| = ||x− y∗||یعنی min f(y) = f(y∗)

یکتا لزوما که p∗n ∈ Pn جمله�ای چند ،n مثبت عدد هر و f ∈ C([٠,١]) تابع هر برای .٨.١.٣ نتیجه
که طوری به است موجود نیست

||f − p∗n|| = min
p∈Pn

||f − p||·

C([٠,١]) نرم�دار خطی فضای از n+ ١ دقیقا بعد با البعد متناهی زیرفضایی Pn که آنجایی از برهان.
است. واضح نتیجه قبل قضیه�ی طبق است

جمله�ای چند یک می�گوید بلکه است n دقیقا درجه�ی از جمله�ای چند یک p∗n که گوید نمی نتیجه این
است. n حداکثر درجه از

همان البته حداکثر٣ درجه�ی از جمله�ای چند یک توسط f(x) = x تابع برای تقریب بهترین مثال برای
است. �p(x) = ١

٢ ثابت تابع f(x) = |x| تابع برای تقریب بهترین مثلا و است p(x) = x

تقریب بهترین سازی مشخصه ٢.٣

Pn عناصر توسط C([a, b]) مجموعه�ی در شده �fداده تابع برای را تقریب بهترین مسأله�ی می�خواهیم ما
قرار می�نامیم. p∗n را آن ما که دارد جواب یک حداقل مسأله این که دانیم می اینجا تا بگیریم. نظر در

می�دهیم
En(f) = min

p∈Pn

||f − p|| = ||f − p∗n||·

می�توان صورت این در ،En(f) ≥ En+١(f) ،n هر برای پس Pn ⊂ Pn+١ داریم n هر برای چون
.En(f)→ ٠ داد نشان

در باشد. [a, b] فاصله�ی روی پیوسته تابعی f کنیم فرض ( وایرشتراس تقریب (قضیه .١.٢.٣ قضیه
خواهیم x ∈ [a, b] هر برای که طوری به دارد وجود p(x) جمله�ای چند ϵ > ٠ هر برای صورت این

داشت
|f(x)− p(x)| < ϵ·
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.[١٠] به شود رجوع برهان.

بهترین p = p∗n و f /∈ Pn لزوما که باشد �[a, b] فاصله�ی روی پیوسته تابعی �f کنیم فرض .٢.٢.٣ قضیه
که طوری به دارد وجود x١, x٢ ∈ [a, b] متمایز نقطه دو حداقل آنگاه باشد Pn در �f تقریب

f(x١)− p(x١) = − (f(x٢)− p(x٢)) = ||f − p||

می�کند. اخذ را �±||f − p|| مقدار دو هر f − p یعنی

نادرست قضیه حکم اگر .E = En(f) = ||f − p|| = max
a≤x≤b

|f(x) − p(x)| می�دهیم قرار برهان.

داریم باشد. برقرار f(x١) − p(x١) = E رابطه�ی x١ یک برای کرد فرض می�توان هم باز آنگاه باشد
است Pn از عضوی q = p+ (E+e)

٢ چنین هم و E + e ̸= ٠ پس e = min
a≤x≤b

(f(x)− p(x)) > −E
است. f برای �p به نسبت بهتری تقریب q می�کنیم ادعا .q ̸= p که

max
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| = E ≥ f(x)− p(x) ≥ e = min
a≤x≤b

(f(x)− p(x))

E −
(
E + e

٢

)
≥ f(x)− p(x)−

(
E + e

٢

)
≥ e−

(
E + e

٢

)
(
E − e

٢

)
≥ f(x)− q(x) ≥ −

(
E − e

٢

)
=⇒ |f(x)− q(x)| ≤

(
E − e

٢

)
·

می�شود نتیجه نرم تعریف طبق و ( a ≤ x ≤ b برای ) x روی گیری ماکسیمم با

||f − q|| ≤
(
E − e

٢

)
< E = ||f − p||

است. برقرار حکم و باطل خلف فرض لذا است p بودن تقریب بهترین با تناقض در که

g برای (+) نقطه� یک x ∈ [a, b] گوییم باشد. شده داده C([a, b]) در g تابع کنیم فرض .٣.٢.٣ تعریف
.( g(x) = −||g|| هرگاه مشابه به�طور ) g(x) = ||g|| هرگاه است ( g برای (-) نقطه مشابه به�طور )

g برای متناوب مجموعه�ی a ≤ x٠ < x١ < · · · < xn ≤ b مجزا نقاط از مجموعه�ای .۴.٢.٣ تعریف
آنگاه |g(x٠)| = ||g|| اگر یعنی باشند. (-) نقطه و (+) نقطه متناوب طور به ها xi اگر می�شود نامیده

.g(xi) = −g(xi−١) باشیم داشته i = ١,٢, · · · , n برای

بود. خواهیم تقریب بهترین جمله�ای چند سازی مشخصه به قادر ما علائم این از استفاده با

مجموعه�ی در f تقریب بهترین p = p∗n و f /∈ Pn لزوما که f ∈ C([a, b]) کنیم فرض .۵.٢.٣ قضیه
موجود نقطه n+٢ حداقل شامل f − p تابع برای متناوب مجموعه�ای آنگاه باشد. Pn چند�جمله�ای�های

است.

طور به می�توان را ||f − p|| که است واضح صورت این در ||f − p|| = ٠ آنگاه f ∈ Pn اگر برهان.
.E = En(f) = ||f − p|| > ٠ بنابراین و f /∈ Pn کنیم فرض پس کرد. فرض منفی و مثبت متناوب
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کوچک کافی اندازه�ی به فاصله�های به a = t٠ < t١ < · · · < tn = bصورت به را [a, b] فاصله�ی حال
باشیم داشته φ = f − p یکنواخت پیوسته تابع برای که طوری به می�کنیم افراز

|φ(x)− φ(y)| < E

٢ ∀x, y ∈ [ti, ti+١]·

مثبت [ti, ti+١] فاصله�ی تمام روی �φ آنگاه باشد �φ = f − p برای ( + ) نقطه یک شامل [ti, ti+١] اگر
برای پس φ(x) = ||φ|| = ||f − p|| = E داریم تعریف طبق باشد ( + ) نقطه x اگر زیرا است.�

لذا |E − φ(y)| < E
٢ داریم x, y ∈ [ti, ti+١]

−E

٢ < E − φ(y) <
E

٢ =⇒ − ٣E٢ < −φ(y) < −E

٢ =⇒ φ(y) >
E

٢ > ٠·

است. منفی [ti, ti+١] تمام روی φ آنگاه باشد �φ برای (-) نقطه یک شامل [ti, ti+١] اگر مشابه طور به
این غیر در زیرا باشد. ( - ) نقاط هم و ( + ) نقاط شامل هم تواند نمی �[ti, ti+١] فاصله�ی هیچ بنابراین
φ(x) = ||φ|| = E داریم باشند [ti, ti+١] فاصله�ی روی (-) نقطه�ای y و ( + ) نقطه یک �x اگر صورت
نتیجه |φ(x) − φ(y)| < E

٢ شرط به توجه با و φ(x) − φ(y) = ٢E پس φ(y) = ||φ|| = −E و
است. تناقض این و E < ٠ که می�شود

) (+) نقطه�ی یک شامل اگر است ( (-) فاصله�ی مشابه طور به ) فاصله�ی(+) یک [ti, ti+١] می�گوییم
(-) فاصله�ی و (+) فاصله�ی هیچ که داریم توجه باشد. φ = f − p برای ( نقطه�ی(-) مشابه طور به
(توسط باشند مجزا اکیدا باید (-) فاصله�ی و (+) فاصله�ی عبارتی به باشد؛ داشته تداخل نمی�توانند
می�دهیم برچسب راست به چپ از را فاصله�ها این حال .( هستند φ صفرهای شامل که فاصله�هایی برخی
در فاصله�ها می�کنیم فرض می�کنیم. فرض (+) را اولیه علامتدار فاصله�ی فرض در خللی ایجاد بدون و

باشند زیر صورت به ما مجدد گذاری برچسب

I١, I٢, . . . , Ik١ (+) فاصله�های

Ik١+١, Ik٢+١, . . . , Ik٢ (-) فاصله�های
... ...

Ikm−١+١, Ikm−٢+١, . . . , Ikm (−١)m−فاصله�ی١

S کنیم فرض هم�چنین است. Ik١+١ (-) فاصله�ی اولین به رسیدن از قبل (+) فاصله�ی آخرین Ik١ که
نشان N و S =

∪m
j=١ Ikj یعنی باشد، [ti, ti+١] علامت�دار فاصله�های تمام اجتماع دهنده�ی نشان

اند فشرده مجمموعه�هایی �S,N بنابراین باشد. [ti, ti+١] علامت بدون فاصله�های تمام اجتماع دهنده�ی
درونشان و نیستند همپوش حداقل بلکه نیستند مجزا کاملا N و S که داریم (توجه .S ∪N = [a, b] که

( مجزاست.
فقط (٢.٢.٣) قضیه�ی طبق حال به� تا که وجودی با ) m ≥ n+٢ دهیم نشان که است این هدف اکنون
رسیم. می تناقض به دید خواهیم m < n+ ٢ کنیم فرض ( خلف فرض به ) حال .( m ≥ ٢ می�دانیم
را �z١, z٢, . . . , zm−١ ∈ N نقاط می�توانیم است (-) فاصله�ی هر از مجزا اکیدا (+) فاصله�ی هر چون
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که بیابیم طوری

max Ik١ < z١ < min Ik١+١

max Ik٢ < z٢ < min Ik١+٢

... ...

max Ikm−١ < zm−١ < min Ikm−١+١

سازیم می را زیر جمله�ای چند حال
q(x) = (z١ − x)(z٢ − x) · · · (zm−١ − x)

.q(x) ∈ Pn پس m− ١ ≤ n چون و است m− ١ حداکثر درجه�ی از �q تابع
بهتری تقریب p+ λq ∈ Pn تابع شود انتخاب مناسب طور به که λ اسکالر برای دهیم نشان داریم قصد
است واضح دارند. مشابه�ای علامت�های f−p و q می�کنیم ادعا ابتدا در . است p به نسبت f تابع برای
بی�علامت فاصله�های درون دقیقا q صفرهای زیرا ) شود نمی صفر ( ±) فاصله�های از یک هیچ در q که
تابع I١, I٢, . . . , Ik١ فاصله�های روی حال است. ثابت q علامت فاصله�ها این روی بنابراین . ( اند
q < ٠ داریم Ik١+١, . . . , Ik٢ روی و (zj − x) > ٠ فاصله�ها این از یک هر روی زیرا است �q > ٠
می�کنیم. پیدا را λ حال .(zj − x) > ٠ داریم j > ١ برای که حالی در است (z١ − x) < ٠ اینجا زیرا
فاصله نه که است [ti, ti+١] فاصله�های زیر تمام اجتماع N که e = max

x∈N
|f(x) − p(x)| کنیم فرض

داریم چون اند. (-) فاصله نه و (+)
E = ||f − p|| = max

a≤x≤b
|f(x)− p(x)| ≥ max

x∈N
|f(x)− p(x)| = e

می�کنیم ادعا .λ||q|| < min{E − e, E٢ } که می�کنیم انتخاب طوری را λ > ٠ حال .e < E بنابراین
است. �p به نسبت f برای بهتر تقریبی p+ λq تابع λ این برای
داریم صورت این در زیرا است. ساده �x ∈ N اگر ( اول حالت )

|f(x)− (p(x) + λq(x))| ≤ |f(x)− p(x)|+ λ |q(x)| ≤ e+ λ||q|| < E

می�دانیم ویژه به است. (-) فاصله�ی یک یا (+) فاصله یک در x آنگاه x /∈ N اگر ( دوم حالت )
بنابراین اند. علامت هم λq(x) و f(x)− p(x) اینکه و |f(x)− p(x)| > E

٢ > λ||q||
|f(x)− (p(x) + λq(x))| = |f(x)− p(x)| − λ|q(x)| ≤ E − λmin

x∈S
|q(x)| < E

می�رسیم تناقض به هم حالت این در است. برقرار فوق نامساوی است ناصفر S مجموعه�ی روی q چون
است. برقرار حکم و باطل خلف فرض لذا

است. �(١+ dimPn) دقیقا اینجا در n+ ٢ عدد که کرد توجه باید (١) .۶.٢.٣ تذکر

f − p∗n آنگاه دهد علامت تغییر بار n+ ٢ متناوب طور به f − p∗n اگر که داریم توجه چنین هم (٢)
متحد یا سازگار f با نقطه n + ١ در دقیقا p∗n بنابراین باشد. داشته صفر n + ١ حداقل باید

است.
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کنیم. ثابت را ای جمله چند تقریب بهترین یکتایی داریم قصد حال

در f تابع تقریب بهترین آنگاه باشد. Pn از خارج و �f ∈ C[a, b] تابع کنیم فرض .٧.٢.٣ قضیه
یکتاست. Pn یعنی جمله�ای�ها چند مجموعه�ی

کنند صدق زیر رابطه�ی در و باشند Pn در f تقریب��های بهترین q و p کنیم فرض برهان.
||f − p|| = ||f − q|| = En(f) = E

f − r = داریم زیرا است. �f برای بهتری تقریب �r = (p+q)
٢ ∈ Pn آنها میانگین دید خواهیم آنگاه

شامل متناوب مجموعه�ای f − r تابع (۵.٢.٣) قضیه�ی طبق .||f − r|| ≤ E لذا � (f−p)
٢ + (f−q)

٢

داریم i هر برای بنابراین دارد. x٠, x١, . . . , xn+١ مانند نقطه n+ ٢
(f − p)(xi) + (f − q)(xi) = ±٢E (متناوب)

که حالی در
−E ≤ (f − p)(xi), (f − q)(xi) ≤ E

داریم ٠ ≤ i ≤ n+ ١ که i هر برای یعنی این و
(f − p)(xi) = (f − q)(xi) = ±E (متناوب)

جمله�ای چند ویژه به هستند. �f − q و f − p توابع برای متناوب مجموعه�ای x٠, x١, . . . , xn+١ یعنی
باشیم داشته باید q − p ∈ Pn چون است. صفر تا �n + ٢ دارای q − p = (f − p) − (f − q)

.p = q

n + ٢ با متناوب مجموعه�ای شامل f − p اگر . p ∈ Pn و f ∈ C[a, b] کنیم فرض .٨.٢.٣ قضیه
چند�جمله�ای�های مجموعه�ی در f برای تقریب بهترین جمله�ای چند یک p آنگاه باشد، ( بیشتر (یا نقطه

است. Pn

q ∈ Pn کنیم فرض و باشد f − p برای متناوب مجموعه�ای x٠, x١, . . . , xn+١ کنیم فرض برهان.
باشیم داشته باید پس .||f − q|| < ||f − p|| یعنی باشد، p به نسبت f برای بهتری تقریب

|f(xi)− p(xi)| = ||f − p|| > ||f − q|| = |f(xi)− q(xi)| ∀i = ٠,١, . . . , n+ ١

q − p = بنابراین باشند. علامت هم باید a − b و a که می�دهد نتیجه |a| > |b| نامساوی حال
متناوب طور به ٢+nبار ، f −pفرض طبق چون و باشند هم�علامت باید f −p و (f −p)− (f − q)

اما باشد داشته صفر n + ١ حداقل باید q − p لذا است. چنین نیز q − p پس دهد می علامت تغییر
است. Pn از خارج f تقریب بهترین p بنابراین .q = p باید پس q − p ∈ Pn چون

واقع در می�شود گرفته نظر در متناوب نقطه �n+ ٢ حداقل با f − p∗n برای مجموعه�ای که هنگامی
برای نیستند. یکتا لزوما متناوب مجموعه�های بنابراین باشد، داشته نقطه n+ ٢ از بیشتر است ممکن
است، متناوب ±١ بین f نقطه ٨ در چون می�گیریم، نظر در [−π, π] روی را f(x) = sin۴x تابع مثال
موجود نقطه دو دقیقا شامل متمایز متناوب مجموعه�ی ۴ × ۴ = ١۶ تعداد و p∗٠ = ٠ می�گیریم نتیجه

.p∗٧ ̸= ٠ اما p∗١ = . . . = p∗۶ = ٠ داریم دقیقا ما که داریم توجه این بر علاوه و است
رسانیم. می انتها به مثالی بیان با را بخش این
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[٠,١] فاصله�ی روی �f(x) = x٢ برای خطی تقریب بهترین p(x) = x− ١
٨ دهید نشان .٩.٢.٣ مثال

است.

.E(x) = x٢ − x+ ١
٨ داشت خواهیم و می�دهیم تشکیل را E(x) = f(x)− p(x) خطا تابع برهان.

٠, ١٢ ,١ نقاط در تابع مقدار همچنین ||f − p|| = max
٠≤x≤١

|f(x) − p(x)| = ١
٨ داریم تابع این برای

از است عبارت

(f − p)(٠) = ١
٨ = ||f − p||

(f − p)(
١
٢) = −

١
٨ = −||f − p||

(f − p)(١) = ١
٨ = ||f − p||

طبق لذا است. نقطه �٣ با متناوب مجموعه�ای شامل نظر مورد فاصله�ی روی خطا تابع یعنی این و
است. �f تابع برای تقریب بهترین p(x) = x− ١

٨ پیشین قضیه�ی

با چند�جمله�ای�ها مجموعه�ی در توابع تقریب بهترین یافتن ٣.٣
عددی روشی

در توابع تقریب بهترین به آن طی و پردازیم می رِمز الگوریتم به موسوم الگوریتمی بیان به بخش این در
یابیم. می دست ای�ها جمله چند مجموعه�ی

و می�کنیم بیان را الگوریتم بعد و نموده مطرح را نیازمان مورد تعاریف و قضایا الگوریتم بیان از قبل
دهیم. می ارائه مثالی سپس

فضای زیر V و ( مختلط یا ) حقیقی اعداد میدان روی f, g عناصر با خطی نرم�دار فضای X کنیم فرض
می�شود. تعریف زیر صورت به Xعناصر برای خطی تقریب باشد. X از n-بعدی خطی

که طوری به باشد موجود g ∈ V مانند عضوی اگر f ∈ X هر برای بالا مفروضات با .١.٣.٣ تعریف
باشیم داشته h ∈ V هر برای

||g − f || ≤ ||h− f ||

است. �f تابع برای خطی تقریبی g تابع گوییم آنگاه

کنیم می قرارداد f خطی تابع برای

ϱV (f) = inf
h∈V
||h− f ||

استفاده En(f) همان از ϱV (f)علامت جای به شود زده تقریب ای�ها جمله چند مجموعه�ی در f تابع اگر
می�کنیم.
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f٠ و باشد �X نرم�دار خطی فضای از زیرفضایی M کنیم فرض (١ هان-باناخ (قضیه .٢.٣.٣ قضیه
به است موجود X روی �F خطی تابعک آنگاه .||f٠|| < ∞ که طوری به باشد M روی خطی تابعکی

که طوری
F |M= f٠ , ||F || = ||f٠||

.[۴] به شود رجوع برهان.

توجه با بعد قضیه�ی لذا می�کند تضمین را X فضای روی �F خطی تابعک وجود باناخ هان- قضیه
می�شود. برقرار باناخ هان- قضیه به

ϱV (f) = inf
h∈V
||h− f || و باشد آن از فضایی زیر V و نرم�دار فضای یک X کنیم فرض .٣.٣.٣ قضیه

ویژگی�های با X روی L خطی تابعک f ∈ X هر برای آنگاه .
L(h) = ٠ ∀h ∈ V (١.٣)

و
||L|| = sup

h∈X,||h||=١
|L(h)| ≤ ١ (٢.٣)

.ϱV (f) = L(f) که طوری به است موجود

d(f, V ) = d > ٠ هم�چنین و f و V توسط شده تولید فضای زیر S و f ∈ X کنیم فرض برهان.
می�کنیم تعریف زیر صورت به �S روی h ∈ V هر و α ∈ R هر برای را φ خطی تابعک باشد.

φ(αf + h) = αd·

می�دانیم نرم تعریف طبق . φ(f) = d و φ(h) = ٠ که است واضح

||φ|| = sup
|φ(αf + d)|
||αf + d||

= sup
|α|d

|α| ||f + h
α
||
= sup

d

||f + h
α
||

،h ∈ V هر برای می�گیریم نتیجه d = d(f, V ) = inf
h∈V
||f − h|| این�که از h′ = h

α
دهیم اگرقرار حال

||φ|| ≤ ١ داریم فوق نامساوی در دادن قرار با .d ≤ ||f + h′|| داریم h′ برای جمله از d ≤ ||f − h||
این در دهیم. توسیع X روی L مانند خطی تابعک یک به را �φ می�توانیم باناخ هان- قضیه از حالا و

داریم s = h ∈ S و α = ٠ فرض با صورت
L(h) = φ(h) = ٠

داریم h = ٠ و α = ١ فرض با و
φ(f) = d = inf

h∈V
||f − h|| = ϱV (f)

.||L|| = ||φ|| ≤ ١ هم�چنین

یک ( Xاند روی توابعی φiها که ) {φi}ni=١ مثل توابع از خطی مستقل مجموعه�ی به .۴.٣.٣ تعریف
دارای ai ∈ R که ϕ =

∑n
i=١ aiφi مانند φi از خطی ترکیب هر هرگاه می�گوییم چبیشف مجموعه�ی

باشد. ریشه n− ١ حداکثر
Hahn-Banach١
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٢می�نامیم هار فضای را {φi}ni=١ چبیشف مجموعه�ی توسط شده تولید فضای .۵.٣.٣ تعریف

هار فضای := {ϕ : ϕ =
n∑

i=١
aiφi , ai ∈ R}

مجموعه�ی را مجموعه این باشد �φ(x) = ١ ثابت تابع �φiها از یکی چبیشف مجموعه�ی یک در اگر
می�گوییم. واحد عنصر با چبیشف

{hi}ni=١ و می�کند صدق هار شرط در که باشد C[٠,١] در n-بعدی فضای زیر یک V کنیم فرض
وجود V روی خطی تابعک یک f ∈ C[٠,١] برای (٣.٣.٣) قضیه�ی طبق باشد. V برای پایه�ای
برای و کرده انتخاب را xi متمایز نقطه�ی n + ٢ حال . می�کند صدق (٢.٣) (١.٣)و شرط در که دارد

صورت به را L خطی تابعک h ∈ V و ٠ ̸= λi ∈ R

L(h) =
n+١∑
i=٠

λih(xi)

می�کنیم تعریف زیر صورت به را تابعک این نرم و می�سازیم

||L|| ≤
n+١∑
i=٠
|λi|

می�دهیم قرار و
n+١∑
i=٠

λihj(xi) = ٠ j = ١,٢, . . . , n (٣.٣)

و
n+١∑
i=٠
|λi| = ١ (۴.٣)

کند، صدق زیر خاصیت در که h ∈ V یک L خطی تابعک هر به .پس |L(f)| ≤ ϱV (f) بنابراین
می�شود مربوط

h(xi) + λ
λi

|λi|
= f(xi) i = ٠,٢, . . . , n+ ١ (۵.٣)

نامساوی h ∈ V هر برای اگر تنها و اگر است V در f تابع تقریب بهترین h٠ تابع .۶.٣.٣ قضیه
خطای تابع اکسترمم نقاط مجموعه�ی �D رابطه این در باشد. برقرار min

x∈D
(f(x) − h٠(x))h(x) ≤ ٠
است. f − h٠ یعنی f تقریب

.١٨ قضیه�ی [٩] به شود رجوع برهان.

شود تعریف زیر صورت به L خطی تابعک به وابسته h تابع کنیم فرض .٧.٣.٣ قضیه

h(xi) + λ
λi

|λi|
= f(xi) i = ٠,٢, . . . , n+ ١

می�کنند صدق زیر شرط در λi inR و حقیقی عددی λ که
n+١∑
i=٠
|λi| = ١·

Haar٢
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مجموعه�ی در f تابع تقریب بهترین با دقیقا ( i = ٠,٢, . . . , n+١ ) xi نقاط مجموعه روی h تابع آنگاه
است. برابر ها جمله�ای چند

(۶.٣.٣) قضیه�ی از استفاده با نباشد. فوق مجموعه�ی در f تابع تقریب بهترین �h تابع کنیم فرض برهان.
داریم i = ٠,٢, . . . , n+ ١ هر برای که طوری به است موجود h٠ ∈ V تابع

(f(xi)− h(xi))h٠(xi) > ٠ =⇒ λ
λi

|λi|
h٠(xi) > ٠·

داریم i = ٠,٢, . . . , n+ ١ هر برای صورت این در h̃ = λh٠ می�دهیم قرار

λi

|λi|
h̃(xi) > ٠ =⇒ λih̃(xi) > ٠ =⇒

n+١∑
i=١

λih̃(xi) > ٠·

لذا است. تناقض در (٣.٣) رابطه�ی با این که L(h̃) ̸= ٠ یعنی این و L(h̃) > ٠ می�دهد نتیجه که
است. برقرار حکم و باطل خلف فرض

رِمز الگوریتم ١.٣.٣

فاصله�ای در نقطه n+ ٢ شامل مجموعه یک با تکرار اولین که است تکراری الگوریتم یک رمز الگوریتم
محاسبه ای گونه به را ضرایب اول گام در می�شود: محاسبه گام دو تکرار هر در می�شود. آغاز شده، داده
اگر باشد. داشته متناوب علامت�هایی و برابر مقدارهایی شده داده نقطه n + ٢ در خطا تابع که می�کنیم
شرایط که را نقاط از جدید مجموعه�ای و می�رویم دوم گام به نرسیدیم هدف به نقاط از مجموعه این با
�n+٢ شامل که نهایی مجموعه�ی در خطا تابع مقدار الگوریتم این پایان در می�کنیم. جستجو کند، رابرآورده
می�پردازیم: الگوریتم توضیح به حال می�دهد. نشان را تقریب خطای ماکسیمم مطلق قدر است، نقطه

که طوری به می�کنیم شروع x
(٠)
i ∈ [a, b] متمایز دو به دو نقطه�ی n+ ٢ شامل M٠ مجموعه�ی با را کار

یعنی باشند شده مرتب صعودی
a ≤ x(٠)

٠ ≤ x
(٠)
١ ≤ · · · ≤ x

(٠)
n+١ ≤ b

کند صدق زیر شرط در که گیریم می نظر در طوری را h٠ ∈ V تابع نقاط این با متناظر
h٠(x

(٠)
i ) + (−١)iλ٠ = f(x

(٠)
i ) i = ٠,١, . . . , n+ ١ (۶.٣)

بنابراین و می�کند صدق (۴.٣) و (٣.٣) روابط در که است خطی تابعکی λ٠ = L٠(f) آن در که
|L٠(f)| ≤ inf

h∈V
||h− f ||

M٠است. مجموعه�ی روی f تابع تقریب بهترین h٠ تابع که می�شود نتیجه قضیه�ی(٧.٣.٣) از استفاده با
اگر و است [a, b] فاصله�ی در �f تابع تقریب بهترین �h٠ آنگاه ||h٠ − f || = |L٠(f)| اگر اکنون
|h٠(ξ)− f(ξ)| > که طوری به است موجود ξ ∈ [a, b]مانند نقطه یک آنگاه ||h٠ − f || > |L٠(f)|

.|L٠(f)|
که طوری به است M٠ از M١ مانند نقاط از جدیدی مجموعه�ای آوردن بدست رمز الگوریتم از هدف
|L٠(f)| از بزرگتر مقداری که طوری به است L١(f) خطی تابعک و باشد نقطه n + ٢ شامل مجددا
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می�کنیم: تعریف زیر ویژگی�های با را M١ = {x(١)
i } مجموعه�ی مزبور هدف به نیل برای باشد. داشته

می�کند صدق زیر شرایط در φ٠ تابع که φ٠ = h٠ − f می�دهیم قرار سهولت برای ابتدا

.|φ٠(x
(١)
i )| ≤ |L٠(f)| داریم i = ٠,١, . . . , n+ ١ برای (١)

.|φ٠(x
(١)
i٠ )| > |L٠(f)| داریم �i = iمانند٠ صحیح عدد یک حداقل برای (٢)

داریم است ±١ با برابر که ξ ثابت و i = ٠,١, . . . , n+ ١ برای (٣)
sgnφ٠(x

(١)
i ) = ξsgnφ٠(x

(٠)
i )

اگر حال .sgnφ = ١ آنگاه φ = ٠ که زمانی می�کنیم داد قرار

L٠(ν) =
n+١∑
i=٠

λ
(٠)
i ν(x

(٠)
i )

و

L١(ν) =
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i ν(x

(١)
i )

آنگاه باشند M١ و M٠ مجموعه�های با متناظر خطی توابع

L١(f) =
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i f(x

(١)
i ) =

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i (h٠(x

(١)
i )− φ٠(x

(١)
i )) =

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i h٠(x

(١)
i )−

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i φ٠(x

(١)
i )

= −
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )| · sgnφ٠(x

(١)
i ) = −

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )| · ξsgnφ٠(x

(٠)
i )

= −
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )| · ξsgn(h٠(x(٠)

i )− f(x
(٠)
i )) = −

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )| · ξsgnL٠(f)

> −
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |L٠(f)| · ξsgnL٠(f) = −

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i ξL٠(f) = −ξL٠(f)

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i = −ξL٠(f)

=⇒ |L١(f)| > |L٠(f)|·

f تابع تقریب بهترین که طوری به دارد وجود h١ ∈ V تابع بنابراین می�کنیم، M١آغاز مجموعه�ی با حال
گام، متناهی تعداد از بعد که می�شود توصیف الگوریتم یک روند این ادامه�ی با است. M١ مجموعه�ی در
|Lm(f)| مقادیر که می�شود تولید Lm متناظرشان خطی توابع ترتیب به و Mn مجموعه�های از دنباله�ای
V فضای در f تقریب بهترین به hm ∈ V توابع دنباله�ی هم�چنین و هستند صعودی یکنواخت بطور

همگراست.
چندجمله�ای pn اگر که کرد ثابت چبیشف دیدیم قبلا باشد. شده داده [a, b] فاصله�ی کنیم فرض حال
مقدار خطا تابع که باشند موجود فاصله این در نقطه (n+٢) باید حداقل آنگاه باشد �n درجه�ی از تقریب
زیر تساوی�های توسط n = ٣ برای باشند. متناوب علامت�ها که طوری به کند اخذ را خود ماکسیمم

داریم
a ≤ x٠ < x١ < · · · < xn+١ ≤ b
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F (xi)− pn(xi) = (−١)iE i = ٠,١, . . . , n+ ١ (٧.٣)

E = ±max
a≤x≤b

|F (x)− pn(x)|·

گام دو تکرار هر می�کنیم. آغاز شده داده فاصله�ی در دلخواه نقطه�ی (n + ٢) با را رمز الگوریتم اکنون
دارد

برابر مقدارهایی شده داده نقطه�ی (n+ ٢) در خطا تابع که می�کنیم محاسبه طوری را ضرایب اول گام در
بگیرد متناوب علامت�هایی و

F (xi)− pn(xi) = (−١)iE i = ٠,١, . . . , n+ ١ (٨.٣)

F (xi)− [c٠ + c١(xi − a) + c٢(xi − a)٢ + . . .+ cn(xi − a)n] = (−١)iE (٩.٣)

داریم صورت این در .xi − a = hi می�دهیم قرار i = ٠,١, · · · , n+ ١ برای
c٠ + c١hi + · · ·+ cnh

n
i + (−١)iE = F (xi) (١٠.٣)

{c٠, c١, . . . , cn, E} مجهول (n+٢) با خطی معادله�ی �(n+٢) از متشکل دستگاهی (١٠.٣) رابطه�ی
می�توان خطی جبر از روش�هایی کاربرد با .بنابراین ([١۴]) اند خطی مستقل معادلات دستگاه است.این
به�دست را شده داده نقطه�ی (n + ٢) این در خطا میزان هم�چنین و ضرایب مقادیر تا کرد حل را آنها

آوریم.

شده داده نقطه�ی (n + ٢) در خطا تابع که می�کنیم محاسبه گونه�ای به را ضرایب اول گام از بعد
در مطلق ماکسیمم اندازه�ی با برابر خطا این اندازه�ی که وقتی تا بگیرد. متناوب علامتی و برابر مقداری
مجموعه�ی داریم نیاز حال لذا است. نشده برآورده هنوز تقریب شرایط نباشد [a, b] شده�ی داده فاصله�ی

بیابیم. را نقاط از جدیدی
شرایط نقطه (n+٢) این واقع در که می�کند پیدا را نقطه (n+٢)از مجموعه�ای رمز الگوریتم از دوم گام

دارد. وجود معاوضه تکنیک دو می�شود. نامیده معاوضه گام ، دوم می�کند.گام برآورده را تقریب
مجموعه�ی به تا عوضمی�کنیم را فعلی مجموعه�ی نقطه�ی (n+٢) از نقطه یک تنها معاوضه تکنیکاول در
را فعلی مجموعه�ی نقطه�ی (n+٢) تمام ما معاوضه تکنیک دومین در حالی�که در برسیم نقاط از جدیدی
تابع که می�کنیم آغاز نکته این به توجه با را دوم گام برسیم. نقاط از جدید یکمجموعه�ی به تا عوضمی�کنیم
ریشه یک دارد، ریشه (n+١) خطا تابع بنابراین دارد، متناوب علامتی اول گام نقطه�ی (n+٢) در خطا
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عددی روشهای از استفاده با ریشه�ها این .[x٠, x١], [x١, x٢], . . . , [xn, xn+١] فاصله�های از یک هر در
نمایش z٠, z١, . . . , zn با را ریشه�ها این محاسبه�اند. قابل نیم�سازی روش یا وتری روش�های قبیل از
[a, z٠], [z٠, z١], . . . , [zn−١, zn], [zn, b] بصورت فاصله (n + ٢) به را [a, b] فاصله�ی حال می�دهیم.

می�کنیم. تقسیم
اخذ آن در را خود مینیمم یا ماکسیمم مقدار خطا تابع که را ای نقطه فاصله�ها این از یک هر در
بطور می�توانیم را قبلی گام می�دهیم. نمایش x∗

٠, x
∗
١, . . . , x

∗
n+١ با را نقاط واین می�کنیم کند،محاسبه

.( باشد موجود ریشه�ای چنین اگر البته ) دهیم انجام خطا تابع مشتق ریشه�های محاسبه�ی با عددی
انتخاب را ونقطه�ای می�کنیم محاسبه فاصله�ها از یک هر انتهایی نقاط در را خطا تابع دیگر بعبارت

می�کنیم تعریف زیر بصورت را k باشد. بزرگتر آن مطلق قدر مقدار که می�کنیم

k = max
i
|F (x∗

i )− pn(x
∗
i )|·

معاوضه�ی تکنیک در حالی�که در می�کنیم عوض x∗
k با را xk نقطه��ی ما نقطه�ای تک معاوضه تکنیک در

گام در را �(n+٢) از مجموعه این حال می�کنیم. تعویض {x∗
i } با را {xi} نقطه�ی (n+٢) ما تایی چند

�(n+ ٢) بین اختلاف که کنیم می تکرار زمانی تا را دوم و اول گام می�کنیم. استفاده بعدی تکرار از اول
باشد. شده داده آستانه��ی از کمتر مقداری جدید نقطه�ی (n+ ٢) و قبلی نقطه

می�دهد. نشان را ٣ درجه�ی جمله�ای�های چند برای دوم گام هندسی به�طور زیر شکل

خطا تابع مقدار رو این از می�کند. برآورد را چبیشف تقریب شرایط برایمان رمز الگوریتم پایان در
است. تقریب خطای از مطلق ماکسیمم مقدار معرف (E) نقطه�ی �(n+ ٢) از پایانی درمجموعه�ی

برای را یک درجه�ی از تقریب بهترین جمله�ای چند رمز الگوریتم از استفاده با مثال برای .٨.٣.٣ مثال
می�یابیم. [٠,١] فاصله�ی روی �f(x) = x٢ تابع

می�کنیم آغاز این�گونه را الگوریتم از اول تکرار
از آغازی دلخواه مجموعه�ی بعنوان را �{x٠ = ٠, x١ = ١

٣ , x٣ = ١} و p١(x) = ax + b کنیم فرض
داریم i = ٠,١,٢ برای می�گیریم. نظر در [٠,١] روی نقاط

F (xi)− p١(xi) = (−١)iE =⇒ x٢i − axi − b = (−١)iE
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می�کنیم حل را زیر دستگاه i = ٠,١,٢ برای
x٢٠ − ax٠ − b = (−١)٠E

x٢١ − ax١ − b = (−١)١E

x٢٢ − ax٢ − b = (−١)٢E

=⇒


−b = E

١
٩ −

١
٣a− b = −E

١− a− b = E

E(x) = و p١(x) = x − ١
٩ لذا .E = ١

٩ و b = −١
٩ ،a = ١ می�آوریم به�دست دستگاه حل با

مقادیر {٠, ١٣ ,١} مجموعه�ی نقاط در خطا تابع که می�شود ملاحظه .f(x) − p١(x) = x٢ − x + ١
٩

می�گیرد متناوب علامتی و برابر

E(x٠) =
١
٩ , E(x١) = −

١
٩ , E(x٢) =

١
٩ ·

z٠ =
١+
√

۵
٩

٢ ∈ [١٣ ,١] از عبارتند ریشه�ها این دارد. [١٣ ,١] و [٠,
١
٣ ] فاصله�های در ریشه دو E(x) لذا

می�کنیم تقسیم زیر صورت به را �[٠,١] فاصله�ی حال .z١ =
١−
√

۵
٩

٢ ∈ [٠, ١٣ ] و

[٠,
١−

√
۵
٩

٢ ] , [
١−

√
۵
٩

٢ ,
١+

√
۵
٩

٢ ] , [
١+

√
۵
٩

٢ ,١]·

از است عبارت ترتیب به خطا تابع ماکسیمم یا مینیمم مقدار فاصله��ها این از یک هر روی حالا

E(٠) = ١
٩ , E(

١
٢) = −

۵
٣۶ , E(١) = ١

٩ ·

دستگاه می�کنیم. آغاز را دوم تکرار مجموعه این با و {x∗
٠ = ٠, x∗

١ = ١
٢ , x

∗
٢ = ١} می�دهیم قرار حال

می�دهیم تشکیل نقاط این برای را مجهول سه معادله سه
F (x∗

i )− p١(x
∗
i ) = (−١)iE i = ٠,١,٢

−b = E

١
۴ −

١
٢a− b = −E

١− a− b = E

=⇒ a = ١, b = −١٨ , E =
١
٨

علامت�هایی و برابر مقادیری مزبور نقاط در E(x) = x٢−x+ ١
٨ خطا تابع و p١(x) = x− ١

٨ نتیجه در
می�گیرد متناوب

E(x∗
٠) =

١
٨ , E(x∗

١) = −
١
٨ , E(x∗

٢) =
١
٨ ·

دارد ریشه دو [١٢ ,١] و [٠,
١
٢ ] فواصل در �E(x) تابع اکنون و

z∗∗٠ =
١+

√
١
٢

٢ ∈ [
١
٢ ,١] , z∗∗١ =

١−
√

١
٢

٢ ∈ [٠, ١٢ ]·

می�کنیم تقسیم زیر صورت به را [٠,١] فاصله�ی دوم تکرار از گام دومین در حالا و

[٠,
١−

√
١
٢

٢ ] , [
١−

√
١
٢

٢ ,
١+

√
١
٢

٢ ] , [
١+

√
١
٢

٢ ,١]·

علامت با ١
٨ مقدار می�بینیم بالا فاصله�های روی فعلی خطای تابع وماکسیمم مینیمم مقدار محاسبه با

بهترین جمله�ای چند p١(x) = x− ١
٨ لذا می�شوند. تکرار مجددا ٠,

١
٢ ,١ نقاط و می�آید به�دست متناوب
است. f(x) = x٢ تابع برای تقریب
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Aabstract

We show that if f is a function in Lp([0, 1]) and fp is the best approximant to f in Lp([0, 1])

by nondecreasing functions, then the limit f∗ = limp→∞ fp exists and f∗ is a best approx-
imant to f in C([0,1]) by nondecreasing functions and Also we show an explici formula for
the function f∗.
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