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چൊیده
دهیم.اهمیت می شرح حالت پسخورد ماتریس نورم کردن کمینه برای را روش چند نامه، پایان این در
دارد.الگوریتم نیاز کمتری وقت و هزینه اغلب ماتریس این نورم کردن کمتر که است جهت این از مساله این
ژنتیک الگوریتم با ها سیستم این است.کنترل رفته کار به خطی های سیستم همزمان کنترل برای ژنتیک،
نامعادلات و معادلات این جواب از ژنتیک الگوریتم دارد. نامعادلات و معادلات سری یک به نیاز
مسئله جوابهای به نسبت آن جواب که سازد، می آنها جواب از استفاده با جدیدی تابع و کرده استفاده
افزایش با توان می آن در که است تکرار بر مبتنی تصادفی الگوریتم یک ژنتیک الگوریتم است. بهتر قبلی
دست به را تری آل ایده جواب شده داده دلخواه مستطیلی بازه از کوچکتر بازه گرفتن حتی و ها محدودیت
روش یک سپس است، رفته کار به جواب کردن پیدا برای تحلیلی روش یک نامه پایان این در آورد.
شده آورده مثالی بیشتر شرح برای بخش هر انتهای در است. شده ارائه جواب شدن بهتر جهت عددی

است.
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١ فصل

مقدمه

سال در است. بوده زیادی نویسندگان توجه قابل پیش سالها از خطی های سیستم همزمان کنترل مسئله
انجام حالت خورد پس با را خطی های سیستم همزمان کنترل درهمی و کرباسی جو، سعادت ،١٩۶٣
برای خروجی یا حالت خورد پس ماتریس یک کردن پیدا یعنی سیستم چند همزمان کنترل .[١] دادند

باشد. می سیستم چند کنترل
بگیرید: نظر در زیر صورت به زمانی ثابت سیستم p

ẋk(t) = Akxk(t) + Bkuk(t) k = ١,٢, . . . , p

ترتیب به ها Bk و ها Ak است. ورودی بردارهای uk ∈ Rm و حالت بردارهای ها xk ∈ Rn آن، در که
هستند. n×m و n× n اندازه�های با ثابت ماتریس�هایی

به� را uk = Fxk(t) کنترل قانون با F حالت پسخورد کنترل�گر ماتریس باید سیستم p این پایداری برای
پیش از و معین محدوده�ای داخل در ها سیستم همه بسته حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر که کنیم پیدا گونه�ای
ژنتیکی طرح یک بریری و پورتر ،١٩٩٢ سال در گیرند. قرار مختلط صفحه�ی چپ سمت در شده تعیین
آن، دنبال به .[۶] دادند ارائه ویژه مقادیر تخصیص از استفاده با متغیره چند های سیستم کنترل برای
پس کنترل ماتریس به پارامتری ویژه مقادیر تخصیص جهت جدید روشی ١٩٩۴ سال در بل و کرباسی
تخصیص جهت پارامتری روشی جو سعادت و کرباسی سال همان در .[٣] کردند مطرح حالت، خورد

.[٢] کردند کشف خروجی خورد پس ماتریس با ویژه مقادیر
پس ماتریس نرم کردن کمتر مساله گرفته، قرار نویسندگان توجه قابل بسیار اخیر دهه چند که ای مسأله
به که است اهمیت حائز جهت بدین مسأله این باشد. می خروجی خورد پس ماتریس و حالت خورد
وقت صرف به حتی موارد بسیاری در و کمتر هزینه قطعا نرم، مینیمم با خورد پس ماتریس آوردن دست
کنترل سازی مینیمم برای الگوریتم یک ٢٠٠١ سال در کرباسی مسأله، این پیرامون دارد. نیاز کمتر
سعادت .[١٨] کرد عرضه موضوع این جویندگان به ویژه مقادیر تخصیص در حالت خورد پس گرهای
بهبود با را خطی متغیره چند های سیستم پایدارسازی ،٢٠١١ سال در همچنین کرباسی و درهمی جو،
حساسیت مینیمم محاسبه برای روش یک .[٢٠] کردند مطرح ژنتیک الگوریتم از استفاده با پاسخ زمان
.[١٩] شد عرضه علم جهان به سلطانیان و کرباسی توسط ،٢٠٠٧ سال در حالت خورد پس کنترل در

١



٢ مقدمه .١

انجام خروجی و حالت خورد پس ماتریس نرم سازی مینیمم جهت دیگری بسیار های پژوهش همچنین
است. شده

است: زیر شرح به نامه پایان این کلی ساختار

نباشد، فهم قابل خواننده برای شاید که را مطالبی و تعاریف تمامی نامه پایان این اول فصل در •
است. شده آورده

است. شده آورده ژنتیک الگوریتم مورد در توضیحاتی دوم فصل در •

این است. شده ارائه پارامتری حالت خورد پس ماتریس محاسبه چگونگی ابتدا سوم، فصل در •
صورت به بعدی های فصل در که حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای است آغازی بخش
نظر در زیر صورت به را زمانی ثابت سیستم یک است. شده استفاده آن از مستقیم غیر یا مستقیم

بگیرید:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

n× n ماتریس�های ترتیب به B و A و ورودی بردار u ∈ Rm حالت، بردار x ∈ Rn آن در که
هستند. ثابت درایه�های با n×m و

به را u = Fx(t) کنترل قانون در F حالت پس�خورد ماتریس باید سیستم این پایداری برای
از و معین محدوده داخل در Γ = A+BF بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر همه که یافت گونه�ای

گیرد. قرار شده تعیین پیش
داریم: B مورد در و باشد، نیز منفرد می�تواند A که است این بر فرض اینجا در

rank(B) = m m ⩽ n

و کرده تبدیل اشلون استاندارد فرم به را (B,A) زوج T تبدیل از استفاده با ابتدا بخش، این در
و می�کنیم تبدیل برداری همدم فرم به را اشلون استاندارد فرم S تبدیل ماتریس از استفاده با سپس
می�کنیم، محاسبه می�برد صفر به را ویژه مقادیر همه که را حالتی پس�خورد ماتریس آن از استفاده با
می�کنیم تعیین صفر غیر ویژه مقادیر برای را غیرخطی پارامتری حالت پس�خورد ماتریس آن از پس
شده مطرح حالت خورد پس ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه جهت جدید روشی سپس و

است.

مختلف های سیستم در حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای نوین ای شیوه چهارم، فصل در •
ژنتیک الگوریتم از آن از بخشی در و شود ممکن مقدار کمترین آن نرم که ای گونه به شده، آورده

است. شده استفاده همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای

این نرم و شود می محاسبه روش دو با خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس پنجم، فصل در •
گردد. می مقایسه هم با دو



٣ مقدماتی نمادهای و تعاریف .١.١

مقدماتی نمادهای و تعاریف ١.١

n و سطر m از مستطیلی آرایه�ای (C یا R) F میدان روی A نام به m× n ماتریس .١.١.١ تعریف
است: زیر �صورت به و F به متعلق درایه�هایی با ستون

A =


a١١ a١٢ . . . a١n
... . . . ...

am١ am٢ . . . amn

 .

می�نامیم. m× n مرتبه از ماتریسی را می�شود، نوشته نیز A = (aij) صورت به که ماتریسی چنین
نامیم. می مربعی ماتریس را باشد برابر هم با وستون�هایش سطرها تعداد که ماتریسی

ماتریس باشد، صفر مربعی ماتریس یک در اصلی قطر بالای های درایه تمام اگر مثلثی: پایین ماتریس
.i < j =⇒ aij = ٠ یعنی، است. مثلثی پایین

ماتریس باشد، صفر مربعی ماتریس یک در اصلی قطر پایین های درایه تمام اگر مثلثی: بالا ماتریس
.i > j =⇒ aij = ٠ یعنی، است. بالامثلثی

متعامد ماتریس آن به AAt = AtA = I باشیم، داشته A مربعی ماتریس در اگر متعامد: ماتریس
گویند.

باشیم، داشته i > j + ١ ازای به هرگاه است، بالاهسنبرگی A مربعی ماتریس هسنبرگی ماتریس
پایین A = (aij) ماتریس یعنی است، هسنبرگی پایین بالاهسنبرگی ماتریس یک ترانهاده .aij = ٠
بالاهسنبرگی هم که مربعی ماتریس یک . aij = ٠ باشیم، داشته j > i+١ ازای به اگر است، هسنبرگی

است. قطری سه باشد، هسنبرگی پایین هم و

ماتریس دترمینان ٢.١

کنید. مراجعه [١٧] به قسمت این مورد در بیشتر توضیحات برای
A دترمینان که می�شود یافت ماتریس، این به وابسته فردی منحصربه اسکالر A مربعی ماتریس هر برای
det(A) = a١١a٢٢− ، ٢×٢ مرتبه ماتریسAاز برای شود. می نمایشداده det(A) با و شود می نامیده
det(A) = a١١det(A١١)−a١٢det(A١٢)+a١٣det(A١٣) ، ٣×٣ مرتبه از Aماتریس برای ، a١٢a٢١
تعریف این است. آمده به�دست iام ستون و اول سطر حذف از و است ٢× ٢ زیرماتریس A١i آن در که

داریم: n× n مرتبه از A = (aij) ماتریس برای بنابراین شود. داده تعمیم می�تواند آسانی به
det(A) = (−١)i+١ai١det(Ai١) + (−١)i+٢ai٢det(Ai٢) + . . .+ (−١)i+naindet(Ain),

به�دست jام ستون و iام سطر حذف از و می�باشد (n − ١) مرتبه از A از زیرماتریسی Aij آن در که
می�آید.

است: برقرار دترمینان برای زیر، ساده خواص .١.٢.١ قضیه



۴ مقدمه .١

.det(A) = det(A)T .١

است. اسکالر یک α آن در که det(αA) = αndet(A) .٢

.det(AB) = detA.detB .٣

.det(A) = ٠ آن�گاه باشند یکسان A ستون یا سطر دو اگر .۴

det(B) = آن�گاه باشد ستون دو یا سطر دو تعویض با A از آمده به�دست ماتریس B اگر .۵
.−det(A)

می�باشد. آن قطری درایه�های حاصل�ضرب برابر مثلثی ماتریس دترمینان .۶

مشخصه معادله و ویژه بردار و ویژه مقدار ٣.١

کنید. مراجعه [١٧] به قسمت این مورد در بیشتر توضیحات برای
در نگاشتی صورت به توان می را سیستم این بگیرید. نظر در را An×nXn×١ = bn×١ معادلات دستگاه
مواردی ها نگاشت این در کند. می تبدیل b بردار به را X بردار که گرفت، نظر در Rn برداری فضای
به b دیگر عبارت به شود. می حفظ آن امتداد و دهد می تغییر را X بردار ی اندازه تنها که دارد وجود
می تعریف زیر صورت به حاصل نگاشت صورت این در شود. می تعریف X بردار از مضربی صورت

شود.
AX = λX

را λi ثابت ضرایب و An×n ماتریس ١ ویژه بردارهای را دارند خاصیتی چنین که صفر غیر Xi بردارهای
det(λI−A) اگر حال (λi−A)Xi = ٠ داریم، تعریف به توجه با گویند. An×n ماتریس ٢ ویژه مقادیر

شود: می بیان زیر صورت به ٣ مشخصه ای جمله چند دهیم، بسط را

det (λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a١١ −a١٢ · · · −a١n
−a٢١ λ− a٢٢ · · · −a٢n
... ... ... ...
−an١ −an٢ · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn +C١λ

n−١ + · · ·+Cn−١λ+Cn

همان مشخصه ای جمله چند های ریشه گویند. می An×n ماتریس مشخصه ای جمله چند آن به که
تاست. n تعدادشان که بود خواهند ویژه مقادیر

ضرایب با ای جمله چند یک | λI − A |= ٠ مشخصه معادله An×n حقیقی ماتریس برای نکته١:
است. α± iβ مختلط فرم به یا حقیقی صورت به ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی

α مانند صفر مخالف اسکالر هر برای آنگاه باشد، A ماتریس برای ویژه بردار یک vi بردار اگر :٢ نکته

eigenvector١

eigenvalue٢

polynomial Charactristic٣



۵ برداری فضای .۴.١

بود. خواهد آن برای ویژه بردار یک نیز αvi حاصل
λk صورت این در باشد، آن نظیر ویژه بردار V بردار و A ماتریس برای ویژه مقدار یک λ اگر :٣ نکته
مثبت صحیح مقدار k ) بود. خواهد نظیر ویژه بردار با با متناظر Ak ماتریس برای ویژه مقدار یک نیز

بود.) خواهد
محاسبه قابل زیر صورت به ماتریس اثر و دترمینان λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با An×n ماتریس برای

است:
det A = λ١λ٢ · · ·λn

trace(A) = λ١ + λ٢ + · · ·+ λn

است. n مرتبه از ای جمله چند یک An×n ماتریس هر برای مشخصه ای جمله چند
det(λI − A) = λn + C١λ

n−١ + C٢λ
n−٢ + · · ·+ Cn−١λ+ C١λ+ Cn

داد: نمایش زیر صورت به توان می را ای جمله چند این
det(λI − A) = (λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn)

باشند. تکراری یا متمایز و مزدوج مختلط یا حقیقی توانند می که هستند ای ویژه مقادیر λ١, λ٢, · · · , λn

آید: می دست به | A | مقدار دهیم، قرار را λ = ٠ بالا رابطه در اگر حال

det A = (λ١)(λ٢) · · · (λn) = (−١)n
n∏

i=١
λi

A−١ ماتریس برای ویژه مقدار یک λ−١
i باشند، Aماتریس برای ناصفر ویژه مقدار یک λi اگر :۴ نکته

بود. خواهد
ویژه مقادیر همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پایین و مثلثی بالا قطری، های ماتریس در :۵ نکته

هستند. ماتریس

برداری فضای ۴.١

کنید. مراجعه [١٧] به قسمت این مورد در بیشتر توضیحات برای
با همراه می�شوند، نامیده بردار که اشیا از V مجموعه از است عبارت F میدان روی V برداری فضای
و V از x+ y فرد منحصربه عضو V از y و x عضو دو هر به به�ترتیب که اسکالر ضرب و جمع عمل دو
نسبت عبارتی به یا می�دهند، نسبت را ax ∈ V فرد منحصربه عضو x ∈ V و a ∈ F عضو هر به�ازای

باشد. بسته اسکالر ضرب و جمع عمل به

هرگاه می�شود نامیده V زیرفضای F میدان روی V برداری فضای از W زیرمجموعه .١.۴.١ تعریف
باشد. F میدان روی برداری فضای یک ، V روی شده تعریف اسکالر ضرب و جمع اعمال با W

ν ∈ V بردار باشد. V از نامتناهی زیرمجموعه یک S و برداری فضای V کنیم فرض .٢.۴.١ تعریف
اسکالرهای و un, . . . , u١ مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوییم، V اعضای از خطی ترکیب را



۶ مقدمه .١

به�طوری�که، باشند داشته وجود an, . . . , a١
ν = a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun.

آن�گاه باشد، F میدان روی V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه�ای S کنید، فرض .٣.۴.١ قضیه
است. V زیرفضای S اعضای از خطی ترکیبات تمام مجموعه

تمام شامل زیرفضای باشد. V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه S کنید، فرض .۴.۴.١ تعریف
می�شود. نامیده S توسط شده تولید زیرفضای S اعضای از خطی ترکیبات

از متناهی تعداد هرگاه گوییم، خطی وابسته را V فضای از S متناهی زیرمجموعه .۵.۴.١ تعریف
باشند داشته وجود نیستند، صفر همگی که an, . . . , a١ اسکالرهای و S در un, . . . , u١ بردارهای

به�طوری�که،
a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun = ٠.

خطی�اند. وابسته S اعضای گوییم، این�صورت در همچنین

گویند. خطی مستقل نباشد، خطی وابسته که را S مجموعه

گوییم، V پایه را S مجموعه باشد. F میدان روی برداری فضای یک V کنید، فرض .۶.۴.١ تعریف
می�کند. تولید Vرا که باشد V خطی مستقل زیرمجموعه یک S هرگاه

بعد را V پایه بردارهای تعداد باشد، متناهی بعد با برداری فضای یک V کنید فرض .٧.۴.١ تعریف
می�دهند. نشان dim V با و نامیده V فضای

ماتریس یک رتبه ١.۴.١

سطری بردارهای توسط آمده، بوجود زیرفضای آن�گاه باشد. m × n مرتبه از ماتریسی A کنید، فرض
نامیده A ستونی فضای A ستون�های توسط آمده، بوجود زیرفضای می�شود. نامیده سطری فضای A
با و باشد می A ستونی فضای بعد ماتریس، یک رتبه می�باشد. A ستونی فضای همان A برد می�شود.

می�شود. داده نمایش rank(A)

از B ماتریس اگر است، معکوس�پذیر n × n مرتبه از A ماتریس ماتریس. معکوس .٨.۴.١ تعریف
که، باشد داشته وجود n× n مرتبه

AB = BA = I,

اغلب معکوس�پذیر ماتریس و است فرد منحصربه ماتریس معکوس می�شود. داده نمایش A−١ با و
می�شود. نامیده نامنفرد ماتریس

فضای شود. می استفاده A ۵ پوچی فضای محاسبه برای N(A) و A ۴ رتبه محاسبه برای R(A)

AX = ٠ معادله پاسخ تنها اگر است. AX = ٠ همگن معادله صفر غیر های پاسخ تمام مجموعه پوچی

rank۴

space Null or Kernel۵



٧ ماتریس نرم .۵.١

n فضای از فضا زیر یک A پوچی فضای است. کامل A ماتریس رتبه باشد، صفر بدیهی پاسخ همان
است. بعدی

R(A) = {b ∈ Rm | b = Ax, x ∈ Rnمانند برداری هر ازای ,{به

N(A) = {x ∈ Rn | Ax = ٠}.

نامنفرد ماتریس اگر می�شوند، نامیده متشابه B و A ماتریس دو متشابه. ماتریس�های .٩.۴.١ تعریف
که، قسمی به داشته وجود T

T−١AT = B,

هست. یکسان ویژه مقادیر دارای که است این متشابه ماتریس�های مهم خاصیت یک

ماتریس نرم ۵.١

که: طوری به بگیرید، نظر در را ∥ . ∥: Rm×n −→ R نگاشت

.A = ٠ اگر، فقط و اگر ∥ A ∥= ٠ و A ∈ Rm×n ازای به ∥ A ∥⩾ ٠ .١

همگنی۶) (خاصیت .A ∈ Rm×n و α ∈ A ازای به ∥ αA ∥=| α |∥ A ∥ .٢

.∥ A+B ∥⩽∥ A ∥ + ∥ B ∥ داریم: A,B ∈ Rm×n ازای به .٣

مثلثی) (نامساوی

نرم فروبینوس٧ نرم .١.۵.١ تعریف

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i,j=١
| aij |٢ = tr(AAH)

می�شود. نامیده ٨(Cn٢ در اقلیدسی (نرم فروبینوس نرم است، ماتریسی نرم یک که

تابع باشد، برداری نرم یک ∥ . ∥ کنید، فرض .٢.۵.١ تعریف

∥ A ∥= Sup
∥ Ax ∥
∥ x ∥

∥ x ∦= ٠ (١.١)

می�شود. نامیده ١٠ طبیعی) ماتریسی (نرم ٩ القایی ماتریس نرم که است ماتریسی نرم یک

Homogenouse۶

norm Frobenious٧

norm Euclidean٨

matrix norm Indiced٩

matrix norm Natural١٠



٨ مقدمه .١

می�شوند: تعریف زیر صورت به ١٢ بی�نهایت نرم و ١١ یک نرم

∥ A ∥١= max
n∑

i=١
| aij | ١ ⩽ j ⩽ n

∥ A ∥∞= max
n∑

j=١
| aij | ١ ⩽ i ⩽ n

کنترل: نیازهای پیش و تعاریف ۶.١

کنترلی، مسئله�ی هر از مهمی بخش کنید. مراجعه [٢١] به قسمت این مورد در بیشتر توضیحات برای
فیزیکی سیستم پاسخ که است ریاضی بیان ترین ساده آوردن دست به هدف است. سیستم آن سازی مدل
معادلات توسط که سیستم�هایی به ما بحث کند. پیش�بینی مناسب بطور را نظر مورد ورودیهای تمام به

اگر، بنابراین شد. خواهد محدود می�شوند، بیان معمولی دیفرانسیل
x١(t), x٢(t), . . . , xn(t)

و t زمان در حالت متغیرهای
u١(t), u٢(t), . . . , un(t)

شود. بیان اول مرتبه دیفرانسیل معادله n با است ممکن سیستم آنگاه باشند، t زمان در کنترل ورودیهای

ẋ١(t) = a١(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), u٢(t), . . . , um(t), t)

ẋ٢(t) = a٢(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), u٢(t), . . . , um(t), t)

...

ẋn(t) = an(x١(t), x٢(t), . . . , xn(t), u١(t), u٢(t), . . . , um(t), t)

(٢.١)

بردار

X(t) =


x١(t)

x٢(t)
...

xn(t)


و سیستم حالت بردار عنوان به را

u(t) =


u١(t)

u٢(t)
...

um(t)


I-norm١١

Infinity-norm١٢



٩ کنترل: نیازهای پیش و تعاریف .۶.١

شود: نوشته زیر صورت به می�تواند حالت معادلات آنگاه، کرد. خواهیم تعریف کنترل بردار عنوان به را
ẋ(t) = a(x(t), u(t), t) (٣.١)

حالت معادلات خطی: کنترل مبحث در

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (۴.١)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t) (۵.١)
١٣ حالت بردار x ∈ Rn×١ زمان، متغیر t آنها در که هستند ای متغیره چند های سیستم کننده توصیف
و C(t) و B(t) و A(t) ماتریس�های است. خروجی بردار y ∈ Rp×١ و ورودی بردار u ∈ Rm×١ ،
p ×m و p × n و n ×m و n × n ابعاد دارای ترتیب به که می�نامیم سیستم، ماتریس�های را D(t)

می�باشند.

لحظه در اگر می�گوییم. سیستم حالت را x١(t), x٢(t), . . . , xn(t) مقادیر مجموعه .١.۶.١ تعریف
لحظه هر در باشند، معلوم نیز سیستم ورودی�های t ⩾ t٠ ازای به و باشد معین مقادیر این t = t٠

می�گردد. مشخص مجموعه این t ⩾ t٠

را سیستم آنگاه باشند، ثابت (۵.١) و (۴.١) معادلات سیستم ماتریس�های همه اگر .٢.۶.١ تعریف
می�گویند. ١۴ زمانی ناوردای کنترل سیستم یک

زمانی - پیوسته خطی سیستم یک را (۵.١) و (۴.١) معادلات مجموعه کنترل سیستم .٣.۶.١ تعریف
می�گویند.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را زمانی گسسته سیستم .۴.۶.١ تعریف
x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i)

y(i) = Cx(i) +Du(i)

قرارداد:
ناوردای و پیوسته-زمانی متغیره، چند خطی، های سیستم نامه، پایان این در بحث مورد سیستمهای

می�باشند. زمانی

اولیه حالت با t ⩾ t٠ ازای به را (۴.١) زمانی ناوردای خطی سیستم پذیری: کنترل .۵.۶.١ تعریف
به t زمان در را x٠ اولیه حالت t ∈ [t٠, t١] که u(t) ورودی هرگاه، گیریم. می نظر در x(t٠) = x٠

t٠ هر ازای به x٠ مقادیر تمام اگر گویند. پذیر کنترل t٠ زمان در را x٠ حالت نماید، منتقل تعادل حالت
گویند. پذیر کنترل ساده، طور به یا پذیر کنترل کاملا را سیستم باشد، پذیر کنترل

ماتریس برای اگر تنها و اگر ١۵گوییم، پذیر کنترل کاملا را زمانی ناوردای خطی سیستم .۶.۶.١ تعریف

vector state١٣

invariant Time١۴

Controllable١۵



١٠ مقدمه .١

پذیری کنترل

Q = [B | AB | A٢B | . . . | An−١B]n×nm (۶.١)

باشیم: داشته

rank(Q) = n

سیستم پذیری کنترل برای کافی و لازم شرط m = ١ یعنی؛ باشد ورودی یک دارای فقط سیستم اگر
باشد. نامنفرد Q ماتریس که است این

هدف، آنها در که گیرد می قرار مطالعه مورد مسائلی زیرا دارد، اساسی اهمیتی سیستم یک پذیری کنترل
وجود لازم شرط پذیری کنترل نتیجه در می�باشد. تعادل حالت به دلخواه اولیه حالت یک از سیستم انتقال

است. جواب

ناوردای خطی سیستم .٧.۶.١ تعریف

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٧.١)

و n ×m و n × n ماتریس�های ترتیب به C و B و A آن در که را u(t) = Ky(t) کنترل قانون با
محدود زمانی فاصله در y(t) مشاهده با را x(t)حالت هر بتوان اگر می�گیریم. نظر در را می�باشند p×n

پذیرگویند. مشاهده کاملا را سیستم کرد، تعیین t٠ ⩽ t ⩽ t١

ماتریس برای اگر تنها و اگر گوییم، پذیر مشاهده کاملا را (٧.١) شده تعریف سیستم .٨.۶.١ قضیه
پذیری مشاهده

E = [CT | ATCT | . . . | (AT )n−١CT ]n×np

باشیم: داشته

rank(E) = n

حالت خورد پس کنترل مشکل زیرا است، مهم بسیار پذیری کنترل همچون نیز پذیری مشاهده مفهوم
ساختن برای بنابراین ندارند. قرار مستقیم دسترس در حالت، متغیرهای از برخی که است این عمل در

زد. تخمین را دسترس از خارج متغیرهای این باید کنترل های سیگنال
رفتار بینی پیش برای سیستم اجزای شناخت کنترل، سیستم طراحی در کنترل: های سیستم پایداری
است. مطلق پایداری کنترل، های سیستم دینامیکی رفتار مشخصه مهمترین است. لازم سیستم دینامیکی
به آن به اولیه شرایط اعمال هنگام که است پایدار صورتی در زمانی ناوردای خطی کنترل سیستم یک
ثابت ورودی صورت در که است حالتی خطی کنترل سیستم یک برای تعادل حالت برگردد. تعادل حالت

بماند. باقی ثابت حالت همان در خروجی و حالت اغتشاش، نبود و
صورت بدین توان می را تعاریف این کلی ایده است. شده ارائه ها سیستم پایداری برای مختلفی تعاریف
سیستم آیا کنید تعیین اند، شده داده فیزیکی سیستم یک دینامیکی معادلات از ای مجموعه کرد: بیان

است؟ رفتار خوش خود تعادل نقطه حول



١١ پایداری تعاریف .٧.١

پایداری تعاریف ٧.١

وابسته پذیر تغییر خطی غیر سیستم یک با متناظر معادله ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] دیفرانسیل معادله
نشانگر u(t) بعدی، n حالت بردار و زمان با تغییرپذیر ستونی بردار x(t) زمان، متغیر t است. زمان به

است. سیستم کننده توصیف خطی غیر تابع f و کنترل یا ورودی متغیر

بگیرید: نظر در را زیر شده داده سیستم لیاپانوف پایداری اصلی قضیه .١.٧.١ تعریف
ẋ(t) = f(x, t)

f(٠, t) = ٠

باشد. پیوسته آن جزئی مشتقات که باشد داشته وجود V (x) مانند اسکالری تابع اگر
باشد. مثبت معین V (x, t) الف)
باشد. منفی معین V̇ (x, t) ب)

است. یکنواخت مجانبی پایداری دارای مبدأ تعادل حالت آنگاه
زمانی مشتق که یافت ای گونه به را V (x) معین اسکالر تابع بتوان مشخص سیستم یک برای اگر یعنی
صفر به سرانجام و شود می کوچکتر زمان گذشت با V (x) آنگاه باشد منفی همواره مسیر، یک روی آن
است. یکنواخت مجانبی پایداری حالت دارای مبدأ لذا است، مثبت معین V (x) که آنجایی از و رسد می
که است آن پایداری کافی و لازم شرط ẋ = Ax زمانی مستقل خطی سیستم یک در مثال، عنوان به

باشد. منفی A ویژه مقادیر تمام حقیقی قسمت
و حالت بردار x آن در که ẋ(t) = Ax(t) فرم به شده توصیف سیستم ویژه، مقادیر محاسبه از فرار برای
که است آن x = ٠ تعادل حالت پایداری برای کافی و لازم شرط است، نامنفرد ثابت ماتریس یک A
P هرمیتی ماتریس Q مثبت معین ماتریس و (ĀT ) = A⋆ = A یعنی؛ هرمیتی ماتریس هر ازای به

که، ای گونه به باشد موجود
ATP + PA = −Q

در و یابد ادامه همیشه برای خروجی نوسانات هرگاه گوییم، بحرانی پایدار را خطی کنترل سیستم یک
شود. واگرا بیکران طور به خروجی آن، به جدید اولیه شرط یک اعمال هنگام که است ناپایدار صورتی

u(t) = Kx(t) (٨.١)

را K ∈ Rn ماتریس کنیم، تعریف زیر صورت x(t)به حالت بردار با متناسب را u(t) ورودی متغیر اگر
خروجی بردار با متناسب u(t) چنانچه نامیم. می کنترل قانون را فوق رابطه و حالت خورد پس ماتریس
خروجی خورد پس با کنترل سیستم یک را کنترل سیستم آنگاه u(t) = Ky(t) یعنی شود، انتخاب y(t)

گویند. خروجی خورد پس ماتریس را K ∈ Rm×p و
آید: می دست به زیر رابطه (٨.١) و (۴.١) معادلات ترکیب با

ẋ(t) = (A+BK)x(t) (٩.١)

سیستم باز حلقه سیستم ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و باز حلقه ماتریس را A ماتریس رابطه، این در
حلقه سیستم ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و بسته حلقه ماتریس را A+BK ماتریس همچنین گویند.



١٢ مقدمه .١

. گویند می بسته

حالت خورد پس با خطی سیستم کنترل ٨.١

حالت بردار با متناسب آن انتخاب دارد وجود u(t) ورودی بردار برای که انتخابهایی ترین ساده از یکی
یعنی؛ است. x(t)

u(t) = Kx(t) (١٠.١)

خروج بردار با متناسب یا و
u(t) = Ky(t) (١١.١)

خروجی گر کنترل دوم حالت در و حالت) خورد (پس حالت گر Kکنترل ماتریس نخست حالت در است.
داریم: حال شود. می نامیده

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) = Ax(t) +BKx(t) = (A+BK)x(t) = Γx(t) (١٢.١)

سیستم باز حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم باز حلقه ماتریس را Aماتریس
نامند. می

سیستم بسته حلقه ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم بسته حلقه ماتریس را Γ = A+BK ماتریس
نامند. می

بعضی سیستم یک Kبرای ماتریس و شوند می تعیین سیستم های Kورودی ماتریس تعیین با واقع، در
کنیم. می بیان را آن از ای نمونه زیر در که کند می مشخص را سیستم رفتارهای

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) (١٣.١)

u(i) = Kx(i) (١۴.١)

x(i+ ١) = Ax(i) +BKx(i) = (A+BK)x(i) (١۵.١)

این در باشد، واحد از بزرگتر A + BK طیفی شعاع که باشد شده تعیین ای گونه به K کنید، فرض
کنید، فرض این بر علاوه و باشد می واحد از بزرگتر مطلق قدر با ای ویژه مقدار دارای A+BK صورت
حالت بردار b کنید، فرض همچنین و باشد ویژه مقدار این نظیر ویژه بردار b و آن از ویژه مقدار این a

داریم: هامیلتون کیلی- قضیه به توجه با صورت این در باشد، سیستم اولیه

x(k) = (A+BK)kx(٠) =⇒ x(k) = akb (١۶.١)

بنابراین ∥ a ∥> ١ اینکه به توجه با
lim

k−→∞
x(k) −→∞ (١٧.١)

بود. نخواهد کنترل تحت سیستم دیگر و نیست مطلوب وضعی چنین معمولا گسسته سیستم یک برای که
سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که کنیم تعیین ای گونه به را K خواهیم می حالت این در بنابراین



١٣ حالت خورد پس با خطی سیستم کنترل .٨.١

دیگر، عبارت به یا و باشند واحد از کمتر قدرمطلق دارای
ρ(A+BK) < ١ (١٨.١)

نامند. می ویژه مقادیر تخصیص مساله را مساله این که باشد
داریم، باشد ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) صورت به حالت سیستم که حالتی در

x(t) = x(٠) expΓt (١٩.١)

آنگاه گیرند، قرار مختلط صفحه چپ سمت در Γ ویژه مقادیر تمام چنانچه است بدیهی
lim

t−→∞
x(t) = x(٠), lim

t−→∞
expΓt = ٠ (٢٠.١)

ویژه مقادیر حقیقی قسمت که صورتی در دیگر عبارت به بود، خواهد کنترل تحت سیستم تعریف بر بنا و
صورتی در و پایدار مجانبی طور به را سیستم باشد صفر که صورتی در و نامند پایدار را سیستم باشد منفی

گویند. ناپایدار را سیستم باشد مثبت که



١۴



٢ فصل

ژنتیک الگوریتم

مقدمه ١.٢

سازی بهینه مسائل تقریبی حل راه یافتن برای رایانه علم در جستجو تکنیک یک ١ ژنتیک الگوریتم
زیست های تکنیک از که است تکامل های الگوریتم از خاصی نوع ژنتیک الگوریتم جستجوست. و
معرفی ، ٢ هلند جان توسط بار اولین برای الگوریتم این کند. می استفاده جهش و وراثت مانند شناسی
پیش جهت بهینه فرمول یافتن برای داروین طبیعی انتخاب اصول از ژنتیک های الگوریتم واقع در شد.
الگوریتم زمینه در زیادی نظری کارهای ١٩٧٠-١٩٨٠ سال در کنند. می استفاده الگو با تطبیق بینی
آزمایشی صورت به مختلف کارهای در ژنتیک الگوریتم از بعد به آن از گرفت. صورت ژنتیک های
نفت، های خانه تلمبه یابی مکان نحوه چون مسائلی حل در ژنتیک الگوریتم مثال، طور به شد. استفاده
شد. برده کار به گاز های لوله در پایداری حالت بررسی و کامپیوتر های تراشه طراحی ایکس، اشعه تنظیم
از غیره و مدیریت برق، صنایع، مهندسی های رشته در دیگری افراد کامپیوتر مهندسان بر علاوه امروزه

کنند. می استفاده سازی بهینه مسائل حل در ابزاری عنوان به آن
است. شده انتخاب [٢۴] از فصل این مطالب

تکاملی های الگوریتم ٢.٢

کنند. تقلید سازی بهینه مسائل حل برای انسان زندگی از گرفتند تصمیم محققان بعد به ١٩۶٠ سال از
یک عنوان به ژنتیکی تکامل از که است نویسی برنامه تکنیک یک ژنتیک الگوریتم مصنوعی هوش در
یک طی که باشد می هایی ورودی دارای شود، حل باید که ای مسئله کند. می استفاده مسئله حل الگوی
چه چنان و گیرد می قرار ارزیابی مورد ٣ ارزیاب تابع توسط ژنتیکی تکامل از شده الگوبرداری فرایند

Algorithms Genetic١

Holland John٢

feetness٣

١۵



١۶ ژنتیک الگوریتم .٢

الگوریتم یک کلی طور به ژنتیک الگوریتم یابد. می خاتمه الگوریتم باشد، شده فراهم مسئله خروج شرط
شوند. می انتخاب تصادفی فرایندهای صورت به آن های بخش اغلب که است تکرار بر مبتنی

قانون همزمان شاید آید. می ذهن به آن منفی ارزش بار اغلب رود، می کار به بقا تنازع لغت که هنگامی
دایناسورها مثلا اند. نبوده برنده ترها قوی هم همیشه البته ترها. قوی بقای حکم و برسد ذهن به جنگل
کردند. واگذار را نسل ادامه و بقا بازی طبیعی کاملا روندی طی و بودن تر قوی و عظیم جثه وجود با
را بهترین طبیعت، ظاهرا دادند. ادامه را وحش حیات آن از تر ضعیف بسیار موجودات که حالی در
انتخاب را ترین مناسب طبیعت بگوییم که است آن تر درست واقع در کند. نمی انتخاب هیکل براساس

را. ترین قوی نه کند می
بهترین که دهند می نسل ادامه جمعیت یک از هایی گونه تنها است صورت بدین طبیعی انتخاب قانون
بین از زمان طی در ترتیب به باشد نداشته را خصوصیات این که آنهایی و باشند داشته را خصوصیات

روند. می
می طبیعت از برگرفته آن ایده که است تصادفی جستجوی های الگوریتم جمله از ژنتیک های الگوریتم
برخی و محدب خطی، مسائل حل در سازی بهینه کلاسیک های روش برای ژنتیک های الگوریتم باشد.
غیر و گسسته مسائل حل برای ژنتیک های الگوریتم ولی است. بوده موفق بسیار مشابه مشکلات از

باشند. می کاراتر بسیار خطی
کروموزوم ترکیب، از استفاده با طبیعت در کرد، اشاره گرد دوره فروشنده مسئله به توان می مثال عنوان به
ها کروموزوم در نیز هایی جهش اوقات گاهی بین این در آید. می پدید بهتری های نسل و بهتر های
این از استفاده با نیز ژنتیک الگوریتم شود. بعدی نسل شدن بهتر باعث است ممکن که دهد می روی

کند. می مسئله حل به اقدام ایده

ژنتیکی های الگوریتم ساختار ٣.٢

است: شده تشکیل زیر اجزای از ژنتیکی های الگوریتم کلی طور به

و جستجو فضای در نقطه یک نشاندهنده کرومورزوم هر ژنتیکی های الگوریتم در : ۴ کروموزوم •
ژن ثابتی تعداد از حلها) (راه ها کروموزوم خود است. موردنظر مسئله برای ممکن حل راه یک
بیتی) های (رشته دودویی کدگذاری از ها کروموزوم نمایش برای است. شده تشکیل (متغیر) ۵

شود. می استفاده

عملگرهای تأثیر با دهند. می تشکیل را جمعیت یک ها کروموزوم از ای مجموعه : ۶ جمعیت •
شود. می تشکیل کروموزوم تعداد همان با جدیدی جمعیت جمعیت، هر روی بر ژنتیکی

برازندگی تابع یک باید ژنتیکی های الگوریتم از استفاده با مسئله هر حل منظور به برازندگی: تابع •

Choromosome۴

Gene۵

Population۶



١٧ ژنتیکی عملگرهای .۴.٢

که گرداند می بر را منفی غیر عددی تابع این کروموزوم هر برای شود. ابداع مسئله آن برای
است. کروموزوم آن فردی توانایی یا شایستگی نشاندهنده

ژنتیکی عملگرهای از ٧ مثل تولید مرحله طی در ژنتیکی های الگوریتم در ژنتیکی: عملگرهای •
می تولید جمعیت آن بعدی نسل جمعیت یک روی بر عملگرها این تأثیر با شود. می استفاده
های الگوریتم در را کاربرد بیشترین معمولا ١٠ جهش و ٩ ادغام ، ٨ انتخاب عملگرهای شود.

دارند. ژنتیکی

ژنتیکی عملگرهای ۴.٢

کروموزوم تعدادی جمعیت یک در موجود های کروموزوم بین از عملگر این انتخاب: عملگر –
برای تا دارند بیشتری شانس تر برازنده های کروموزوم کنند. می انتخاب مثل تولید برای را

شوند. انتخاب مثل تولید

کروموزوم زوج یک و کرده عمل مولد نسل از کروموزوم زوج یک روی بر ادغام: عملگر –
نقطه دو وادغام ای نقطه تک ادغام قبیل از متعددی ادغام عملگرهای کنند، می تولید جدید

دارد. وجود ای

می داده اثر ها کروموزوم روی بر جهش عملگر ادغام، عمل اتمام از پس جهش: عملگر –
محتوای سپس نموده، انتخاب تصادفی طور به را کروموزوم یک از ژن یک عملگر این شود.

دهد. می تغییر را ژن آن

کروموزوم آن به که شود می داده نشان پارامترهایی صورت به که است این مسئله حل برای حل راه یک
چندین ابتدا در شوند. می داده نمایش ها داده از ساده رشته یک شکل به ها کروموزوم گویند. ژنوم یا
مشخصه از کدام هر نسل هر طول در شوند، می تولید اول نسل ایجاد برای تصادفی صورت به مشخصه
جفت یک فرد هر برای شود. می گیری اندازه تناسب تابع توسط نسل هر ارزش و شود می ارزیابی ها
حتی تا شوند می انتخاب عناصر ترین مناسب که هستند ای گونه به ها انتخاب شود. می انتخاب والد
رولت چرخ الگوی دارد: وجود انتخاب الگوی چندین باشند. داشته انتخاب شانس هم عناصر ضعیفترین

ای. مسابقه انتخاب الگوی و

Reproduction٧

Selection٨

Crossover٩

Mutation١٠



١٨ ژنتیک الگوریتم .٢

گیری نمونه مکانیسم ۵.٢

دارای و شود می مربوط گیری نمونه فضای از ها کروموزوم انتخاب چگونگی به گیری نمونه مکانیسم
باشد: می زیر رویکرد

رولت چرخ انتخاب ١.۵.٢

تصادفی های انتخاب ترین مناسب از یکی شد. پیشنهاد هلند توسط بار اولین ١١ رولت چرخ انتخاب
محاسبه آن برازندگی براساس کروموزوم هر انتخاب احتمال باشد. می انتخاب احتمال آن ایده که بوده
کروموزوم آن با متناظر بقای احتمال باشد، ام k کروموزوم برازندگی مقدار fk اگر بطوریکه شود؛ می

از: عبارتند

Pk = fk/
n∑

i=١
fi (n = pop− size) (١.٢)

زیر صورت به باشد، می pk تجمعی مقادیر همان که qk و کرده مرتب pk براساس را ها کروموزوم حال
آید: می دست به

qk =
k∑

i=١
pi (٢.٢)

عدد یک ابتدا کروموزوم هر انتخاب برای که شود می عمل صورت این به رولت چرخ انتخاب روش در
متناظر کروموزوم گرفت، قرار که ای بازه هر در مذکور عدد سپس و شده تولید یک و صفر بین تصادفی
گرفته نظر در را دایره یک است شکل این به رولت چرخ کردن پیاده روش البته شود. می انتخاب آن با
کروموزوم برازندگی مقدار با متناظر بخش هر که کنیم می تقسیم طوری ها کروموزوم تعداد به را آن و
کروموزوم و کرده نگاه چرخ شاخص به شد متوقف چرخ کجا هر و چرخانده را چرخ حال باشد. مربوطه
می ها کروموزوم از جدیدی نسل آمدن وجود به باعث فرایند این شود. می انتخاب بخش آن به مربوط
برای ها جفت شود، می تکرار هم بعدی نسل برای فرایند کل است. متفاوت کاملا قبلی نسل با که شود
که این تا شود می تکرار فرایند این ،... و آید می وجود به سوم نسل جمعیت شوند، می انتخاب ترکیب

برسیم. مرحله آخرین به
بعد مسائل گونه این در است. مسئله هدف تابع همان ها شاخص این توابع سازی بهینه مسائل مورد در
تابع در آن دادن قرار از پس و گویند ١٢ فنوتایپ آن به که مسئله جواب مجموعه به کروموزوم تبدیل از
بیشینه یا سازی کمینه مسئله که این به بسته شود. می حاصل کروموزوم برازندگی مقدار مسئله هدف

شوند. می خوانده تر مناسب بیشتر یا کمتر برازش دارای های کروموزوم باشد، سازی

ژنتیک: های الگوریتم خاتمه شرایط

Selection Wheel Roulette١١

phonotype١٢



١٩ گیری نمونه مکانیسم .۵.٢

شود. تمام شده داده اختصاص بودجه •

کند. برآورده را ملاک (کمترین) مینیمم که شود پیدا شده) تولید (فرزند فرد یک •

نشود. حاصل بهتری نتیجه دیگر که ای گونه به شود حاصل فرزندان برازش درجه بیشترین •

دستی بازرسی •

بالا موارد از ترکیبی •



٢٠



٣ فصل

مینیمم محاسبه برای جدید روش یک
حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت

مقدمه ١.٣

بگیرید: نظر در زیر صورت به را زمانی ثابت سیستم یک
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

n×m و n×n ماتریس�های ترتیب به B و A و ورودی بردار u ∈ Rm حالت، بردار x ∈ Rn آن در که
هستند. ثابت درایه�های با

گونه�ای به را u = Fx(t) کنترل قانون در F حالت پس�خورد ماتریس باید سیستم این پایداری برای
تعیین پیش از و معین محدوده داخل در Γ = A + BF بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر همه که یافت

گیرد. قرار شده
rank(B) = m m ⩽ n Bداریم: مورد در و باشد، نیز منفرد Aمی�تواند که است این فرضبر اینجا در
با سپس و کرده تبدیل اشلون استاندارد فرم به را (B,A) زوج T تبدیل از استفاده با ابتدا بخش، این در
از استفاده با و می�کنیم تبدیل برداری همدم فرم به را اشلون استاندارد فرم S تبدیل ماتریس از استفاده
ماتریس آن از پس می�کنیم، محاسبه می�برد صفر به را ویژه مقادیر همه که را حالتی پس�خورد ماتریس آن
روش یک پایان در و می�کنیم تعیین صفر غیر ویژه مقادیر برای را غیرخطی پارامتری حالت پس�خورد

می�دهیم. ارائه حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید

اشلون استاندارد فرم - حالت فضای تشابهی تبدیلات ٢.٣

صورت به حالت معادله است. شده تعریف Rn حالت فضای بر که باشد تشابهی تبدیلات T کنید، فرض

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.٣)

٢١



٢٢ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

یعنی؛ شود تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط سیستم حالت بردار کنید، فرض حال است.

x̂(t) = T−١x(t) (٢.٣)

نتیجه، در
x(t) = T x̂(t) (٣.٣)

داشت: خواهیم (١.٣) معادله در جایگذاری با
T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) + Bu(t)

داشت: خواهیم T−١ در بالا معادله طرفین ضرب با
ˆ̇x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t) (۴.٣)

کنیم: می تعریف
Â = T−١AT B̂ = T−١B (۵.٣)

داشت: خواهیم (۴.٣) معادله در جایگذاری با
˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t) (۶.٣)

در می�توان، فوق رابطه به توجه با باشد، (صفر) تعادل نقطه به حالت رساندن و حالت کنترل هدف اگر
رسید. خواهد تعادل به اولیه فضای در نیز x(t) که است بدیهی رساند. صفر به را x̂ حالت فضای

را T ماتریس است. ارز هم (B̂, Â) زوج با مسئله همان حل با (B,A) زوج با مسئله حل بنابراین،
n که ترتیب این به کرد. مشخص پذیری کنترل ماتریس از استفاده با بفردی منحصر صورت به می�توان
کنید، فرض می�دهیم. قرار T ماتریس ستون�های را Q پذیری کنترل ماتریس خطی مستقل اول ستون
به را Q ماتریس می�توان، بنابراین باشد، B ماتریس ام m تا اول ستون�های ترتیب به b١, b٢, . . . , bm

داد. نمایش زیر صورت
Q =

[
B AB . . . , An−١B

]
=

[
b١, . . . bm, Ab١, . . . , Abm, An−١b١, . . . , An−١bm

]
به طوری به را Q ستون�های اولین از ستون n می�توان، پس است، پذیر کنترل سیستم که، آنجایی از
سطر n که مستطیلی بلوک یک در Q ستون�های آسانتر نمایش برای باشد، خطی مستقل که آورد دست

می�دهیم. نمایش زیر صورت به را آن دارد، ستون m و
b١, b٢, . . . bm

Ab١ Ab٢ . . . Abm

A٢b١ A٢b٢ . . . A٢bm

... ... ...

An−١b١ An−١b٢ . . . An−١bm



٢٣ اشلون استاندارد فرم - حالت فضای تشابهی تبدیلات .٢.٣

وابسته قبلش بردارهای با که بردارهایی پایین و راست طرف به بلوک بالایی چپ گوشه از شروع با
حذف بلوک از نیز آن زیر در واقع بردارهای همه شد، حذف برداری اگر و می�کنیم حذف را خطی�اند

می�شوند.
را باقیمانده بردارهای بقیه و آید دست به خطی مستقل بردار n که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این
معکوس T آنگاه دهیم، قرار T ماتریس ستون�های مرتبا را خطی مستقل بردار n این اگر می�کنیم. حذف

بود. خواهد نظر مورد تبدیل آمده، دست به تبدیل و بود خواهد پذیر
T = [b١, b٢, . . . , bm, Ab١, . . . , Abm, A

p١−١b١, . . . , A
pm−١bm]

bi متناظر ستونی بردارهای به قبل بخش در که Pi (i = ١,٢, . . . ,m) اعداد کرونکر: ناورداهای
می�نامیم. (B,A) زوج کرونکر ناوردای را می�شوند مربوط T تبدیل ماتریس در

که، است واضح

١ ⩽ Pi ⩽ n
m∑
i=١

= n

.

ماکزیمم بین اختلاف هرگاه می�نامیم، منظم را (A,B) پذیر کنترل زوج کرونکر ناوردای .١.٢.٣ تعریف
می�نامیم. نامنظم را آن صورت، این غیر در و باشد واحد برابر حداکثر آنها مینیمم و

زیرا می�نامیم، سیستم پذیری کنترل اندیس را ν ، ν = max{P١, P٢, . . . , Pm} در .٢.٢.٣ تعریف
به گسسته سیستم�های برای زمانی واحد ν حداکثر در می�توان را حالت فضای در صفری غیر بردار هر

رساند. تعادل حالت

با نمی�توان می�باشد، کرونکر ناورداهای از خاصی حالت که کرونکر ناورداهای بودن برابر حالت در
به آن برای بفرد منحصر ورودیهای از مجموعه�ای و رساند تعادل حالت به را سیستم متفاوت ورودیهای

می�آید. دست
ستون�های لزوم صورت در می�توان باشد، منظم کرونکر ناوردای (B,A) پذیر کنترل زوج برای فرضکنید،
ماتریس یک Pm×m که BP ماتریس با را B ماتریس معادل، بطور یا و کرد جابجا را B ماتریس
در (BP,A) کرونکر ناورداهای کرد. تعویض می�شود ایجاد B ستون�های جابجایی با و است جایگشتی

کند: صدق زیر رابطه
P̂١ ⩾ P̂٢ ⩾ . . . ⩾ P̂m

برعکس. و است پذیر کنترل نیز (BP,A) زوج آنگاه باشد، پذیر کنترل (B,A) زوج اگر است، واضح
است. برابر یکدیگر با زوج دو پذیری کنترل اندیس همچنین

زوج برای مسئله حل با (B,A) زوج برای حالت پس�خورد روش به سیستم کنترل مسئله حل تذکر:
باشد. پذیر معکوس ماتریس یک P هرگاه است، معادل (BP,A)

باشند: شده مرتب زیر صورت به و باشند منظم (B,A) زوج کرونکر ناورداهای کنیم، فرض
P١ ⩾ P٢ ⩾ . . . ⩾ Pm



٢۴ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

آن، در که

P١ = P٢ = . . . = Pr = q + ١

و

Pr+١ = . . . = Pm = q

s = m− r q = [
n

m
]

تای s و q+ ١ برابر کرونکر ناورداهای این از تا r می�گیریم، نتیجه کرونکر ناورداهای تعریف به توجه با
.r + s = m بود. خواهند q برابر دیگر

انجام با عددی طور به تواند می اشلون استاندارد فرم P١ = P٢ = . . . = Pm آنگاه باشد، r = ٠ اگر و
ماتریس روی تنها تشابهی، ستونی عملیات آن، دنبال به و (B,A) زوج روی تشابهی سطری عملیات

آید. دست به A
احتیاج بدون T تبدیل ماتریس شود، انجام n×nماتریس یک روی بر مشابه ستونی عملیات اگر، حال
(B,A) زوج تبدیل برای دیگر، عبارت به آید. می دست به سادگی به پذیری کنترل ماتریس تشکیل به
کنیم: می تعریف را زیر تشابهی عملیات و گیریم می نظر در را [B,A, In] افزوده ماتریس (B̂, Â) به

ستون ضرب یا تقسیم آن، دنبال به و K ̸= ٠ اسکالر کمیت به Q از سطر یک تقسیم یا ضرب .١
A ماتریس از متناظر

Row(i) −→ Row(i)× k on Q

Column(i) −→ Column(i)/k on A

ستون از مضرب همان جمع آن، دنبال به و آن ام j سطر از Q ماتریس ام i سطر از مضربی تفاضل .٢
.A ماتریس ام i ستون با A ماتریس ام j

Row(j) −→ Row(j)− kRow(i) on Q

Column(i) −→ Column(i) + kColumn(j) on A

از ام i ستون و ام j ستون جابجایی آن، دنبال به و Q ماتریس از ام j سطر و ام i سطر جابجایی .٣
A ماتریس

Row(i)←→ Row(j) on A

Column(j)←→ Column(i) on Q

ماتریس شود، ذخیره In ماتریس در ستونی عملیات اگر آید. می دست به Q̂ = [B̂, Â, T−١] سان بدین
آمد. خواهد دست به T تبدیل

بگیرید: نظر در را زیر سیستم .٣.٢.٣ مثال
x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i)



٢۵ اشلون استاندارد فرم - حالت فضای تشابهی تبدیلات .٢.٣

آن، در که

A =


١ −١ ٢ ٢
١ ٠ ٠ ٠
٠ ۴ ۴ ١
٠ ٠ ١ ٠

 B =


١ ١
٠ ٠
٠ ١
٠ ٠


می�آوریم: دست به زیر صورت به تشابهی عملیات از استفاده با را اشلون استاندارد فرم

Q =


١ ١ ١ −١ ٢ ٢ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



C(٢)→C(٣)onA−−−−−−−−−→
r(٢)→r(٣)onQ


١ ١ ١ ٢ −١ ٢ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ۴ ۴ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



C(۴)+۴C(٢)→C(۴)onA−−−−−−−−−−−−−→
r(٢)−۴r(۴)→r(٢)onQ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ ١ ١ −١ −١ ٢
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ١ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ١ ١ ٢ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



C(۴)+C(٣)→C(۴)onA−−−−−−−−−−−−→
r(٣)−r(۴)→r(٣)onQ


١ ٠ ٠ ٠ −۵ −۴ ١ −١ −١ ٢
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ١ −١ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١


داشت: خواهیم بنابراین

B̂ =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

 Â =


٠ ٠ −۵ −۴
٠ ٠ ۴ ۵
١ ٠ ١ −١
٠ ١ ٠ ۴



T−١ =


١ −١ −١ ٢
٠ ٠ ١ −۴
٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١





٢۶ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

اولیه برداری همدم فرم ٣.٣

که سیستمی حالت بردار و است شده تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهی خطی تبدیل S کنید، فرض
یعنی؛ شود، تبدیل جدید فضای به S−١ ماتریس توسط است، اشلون استاندارد فرم به

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t) (٧.٣)

داشت: خواهیم (١.٣) معادله در x̃(t) جایگذاری با
S ˜̇x(t) = Âx̃(t) + B̂u(t) (٨.٣)

داشت: خواهیم S−١ در بالا، طرفین ضرب با
˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t) (٩.٣)

دهیم، می قرار
Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS (١٠.٣)

B̃ = S−١T−١B (١١.٣)

داشت: خواهیم (٩.٣) معادله در جایگذاری با
˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (١٢.٣)

با ارز هم (١٢.٣) سیستم معادله حل بود. خواهد اولیه برداری همدم فرم به (B̃, Ã) زوج که ای گونه به
است. (١.٣) معادله حل

و گرفته نظر در را Q = [B,A, In] افزوده ماتریس ابتدا (B̃, Ã) به (B,A) تبدیل برای حقیقت در
Q̂ = [B̂, Â, T−١] یعنی؛ شود تبدیل اشلون استاندارد فرم به تا داده انجام آن روی را تشابهی عملیات
همدم فرم به را آن تشابهی عملیات از استفاده با و گرفته نظر در را Q̂ = [B̂, Â, T−١] ماتریس سپس
فرم باشد، منظم کرونکر ناورداهای که حالتی در Q̃ = [B̃, Ã, S−١T−١] یعنی؛ کنیم. می تبدیل برداری

صورت به برداری همدم

B̃ =

[
B٠

On−m,m

]
Ã =

[
G٠

G١

]

و m × n دلخواه ماتریس G٠ و است پذیر معکوس و مثلثی بالا m ×m ماتریس یک B٠ آن، در که
می�باشد: زیر خصوصیات دارای که است (n−m)× n ماتریس G١

است. صفر مساوی G١ بلوک ستون آخرین .١

است. In−m ماتریس از ستون�هایی G١ ستون�های بقیه .٢

این آنگاه باشند، In−m ماتریس ام n −m تا اول ستون�های ترتیب به e١, e٢, . . . , en−m اگر .٣
G١ در ei آنگاه i < j اگر یعنی می�شوند، ظاهر G١ ستون�های در اندیس�شان ترتیب به بردارها

می�گیرد. قرار ej از قبل



٢٧ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

می�آوریم. دست به را برداری همدم فرم قبل مثال در آمده دست به اشلون، استاندارد فرم از استفاده با

Q̂ =


١ ٠ ٠ ٠ −۵ −۴ ١ −١ −١ ٢
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ١ −١ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١


اعمال سپس و Â ماتریس روی مقدماتی ستونی اعمال ابتدا برداری همدم فرم آوردن دست به برای

می�شود. انجام Q̂ ماتریس روی مقدماتی سطری

r(١)+r(٣)→r(١)onQ̂−−−−−−−−−−−−→
C(٣)−C(١)→C(٣)onÂ


١ ٠ ١ ٠ −۵ −۵ ١ ٠ −١ ١
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ٠ −١ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



r(١)−r(۴)→r(١)onQ̂−−−−−−−−−−−−→
C(۴)+C(١)→C(۴)onÂ


١ ٠ ١ −١ −۵ ٠ ١ ٠ −١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ −۴
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ١



r(٢)+۴r(۴)→r(٢)onQ̂−−−−−−−−−−−−−→
C(۴)−۴C(٢)→C(۴)onÂ


١ ٠ ١ −١ −۵ −۴ ١ ٠ −١ ٠
٠ ١ ٠ ۴ ۴ ۵ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


داشت: خواهیم بنابراین

B̃ =



١ ٠
٠ ١
. . . . . .

٠ ٠
٠ ٠


B̃ =



١ −١ −۵ −۴
٠ ۴ ۴ ۵
. . . . . . . . . . . .

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


S−١T−١ =


١ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ١


p١ = ٢, p٢ = ٢ از: عبارتند و هستند منظم (B̃, Ã) زوج کرونکر ناورداهای لذا

حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص ۴.٣

گونه�ای به است، (B,A) تبدیل فضای Kدر حالت خورد ماتریسپس یافتن سیستم، یک کنترل از هدف
بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که

Γ = A+BK (١٣.٣)



٢٨ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

خاصیت این با ١ ویژه مقادیر طیف به مرسوم Λ = {λ١, λ٢, . . . , λn} شده تعریف پیش از مجموعه در
را مساله این گیرند. قرار می�شوند، ظاهر مختلط مزدوج زوج�های صورت به یا و حقیقی�اند یا ها λi که،

گویند. ویژه مقادیر تخصیص
رابطه در که ی K یافتن برای

Pn(s) = det(sI − A−BK) (١۴.٣)

داریم: را زیر روش باشد، فوق مجموعه در Γ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که ای گونه به کند، صدق
ماتریس (B̃, Ã) یافته تبدیل فضای در که است آن راه ترین ساده که داده�اند نشان [٣] در بل و کرباسی

بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر که بیابیم گونه�ای به را K̃
Γ̃٠ = Ã+ B̃K̃ (١۵.٣)

ماتریس سان بدین باشد. نظر مورد ویژه مقادیر همان

Γ̃٠ =

[
Om,n

In−m On−m,m

]
(١۶.٣)

واقع، در بگیرید. نظر در را
Γ̃٠ = Ã+ B̃K̃ (١٧.٣)

قطری ماتریس اگر
D = diag{λ١, . . . , λn} (١٨.٣)

زیرا بود، خواهد D ویژه مقادیر همان مجموع ماتریس ویژه مقادیر که است بدیهی شود، جمع Γ٠ با D
Ṽ = Γ̃٠ +D (١٩.٣)

می λi ویژه مقادیر طیف همان آن اصلی قطر روی درایه�های که است مثلثی پایین ماتریس یک (١٩.٣)
عملیات اگر حال باشند. می Λ = {λ١, . . . , λn} مجموعه در نیز Ṽ ویژه مقادیر بنابراین، باشد. تواند

تشابهی
C(j) = C(j)− λjC(i) (٢٠.٣)

آن، دنبال به و
r(i) = r(i) + λjr(j) (٢١.٣)

نظر از که شود می تبدیل Ãλ به دهیم، انجام Ṽ در j = n, n − ١, . . . ,m i = j −m ازای به را
که، معنی بدین است. Ã ارز هم ساختاری

Ãλ =

[
Gλ

In−m On−m,m

]
(٢٢.٣)

است بدیهی است، آمده دست به تشابهی عملیات از استفاده با Ṽ ماتریس از Ãλ ماتریس چون است.
این از است. Ṽ ماتریس ویژه مقادیر با برابر Ãλ ویژه مقادیر بنابراین، کنند. نمی تغییر ویژه مقادیر که

رو،
K̃ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ) (٢٣.٣)

spectrum eigenvalue١



٢٩ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

است. (B̃, Ã) فضای در حالت خورد پس ماتریس
داریم، (B,A) فضای در حالت خورد پس ماتریس آوردن دست به برای
Kp = K̃T−١ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ)T
−١ (٢۴.٣)

پایه مبنای در که ای یافته تبدیل فضای از زیرا نامیم، می ٢ اولیه، حالت خورد پس ماتریس را آن که
است. آمده دست به اولیه حالت فضای به موسوم است،

غیرخطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس محاسبه ١.۴.٣

گیریم. می نظر در را است پارامتری آن های درایه و m× n ماتریس یک که را Gλ (٢٢.٣) در

Gλ =


g١١ g١٢ . . . g١n

g٢١ g٢٢ . . . g٢n
... ... ... ...

gm١ gm٢ . . . gmn

 (٢۵.٣)

بین رابطه تعیین منظور به و گیرد قرار Λ طیف در باید Ãλ ماتریس ویژه مقادیر اینکه به توجه با حال
دهیم: قرار باید gij های درایه

det(Ãλ − λI) = Pn(λ) = ٠ (٢۶.٣)

می�آید: دست به زیر صورت به ی n درجه ای جمله چند دترمینان این بسط با
Pn(λ) = det(Ãλ − λI) = (−١)n(λn + C١λ

n−١ + C٢λ
n−٢ + . . .+ Cn−١λ+ Cnλ)

(٢٧.٣)

مختلط و حقیقی اعداد که Ãλ ویژه مقادیر همان باید ای جمله چند این های ریشه اینکه، به توجه با حال
نوشت: توان می باشند هستند، Λ طیف در

Pn(λ) = (−١)n(λ− λ١)(λ− λ٢) . . . (λ− λn) (٢٨.٣)

به را Ci (i = ١,٢, . . . , n) ضرایب توان می (٢٨.٣) و (٢٧.٣) رابطه دو دادن قرار مساوی با حال
کرد: محاسبه زیر صورت

C١ = −(λ١ + λ٢ + . . .+ λn) (٢٩.٣)

C٢ = λ١λ٢ + λ١λ٣ + . . .+ λiλj + . . .+ λn−١λn =
n∑

i=j i<j

λiλj (٣٠.٣)

...

Cn = (−١)nλ١λ٢ . . . λn (٣١.٣)

n ضرایب، سازی معادل و (٣١.٣) و (٣٠.٣) و (٢٩.٣) روابط و det(Ãλ − λI) محاسبه با حال
آید: می دست به زیر صورت به معادله

matrix feedback state primary٢



٣٠ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

f١(g١١, g١٢, . . . , gmn) = C١

f٢(g١١, g١٢, . . . , gmn) = C٢

...

fn(g١١, g١٢, . . . , gmn) = Cn

(٣٢.٣)

انتخاب با آید. می دست به مجهول n × m با معادله n از غیرخطی سیستم یک روش، این در
های انتخاب بنابراین بود. خواهد پذیر امکان سیستم حل دلخواه صورت به مجهول N = n(m − ١)
دست به را حالتی خورد پس ماتریس هستیم آن پی در دهند. می دست به متفاوتی های جواب مختلف
که کنیم می استفاده شرطی عدد یک از منظور این به باشد. نظر مورد پاسخ به جواب نزدیکترین که آوریم
سلطانیان و کرباسی را کار این است. شده داده ویژه مقادیر با متناظر ویژه بردارهای با مرتبط آن فرمول
برای که باشید داشته یاد به ویژه مقادیر تخصیص بررسی برای حال .[١٩] اند داده انجام ٢٠٠٢ سال در

که، ای گونه به کنیم پیدا را K حقیقی ماتریس باید D و (A,B) پذیر کنترل جفت
(A+BK)X = XD (٣٣.٣)

آن، در که
D = diag(λ١, λ٢, . . . , λn) (٣۴.٣)

ماتریس ویژه بردارهای X ماتریس از xj (j = ١,٢, . . . , n) های ستون که شویم می متوجه (٢٨.٣) از
هستند. λj ویژه مقادیر با متناظر Γ = A+BK

ویژه بردارهای با متناظر Y t = X−١ ماتریس از (yj)t (j = ١,٢, . . . , n) سطرهای مشابه، طور به
براساس K و B و A عناصر آشفتگی در را λj ویژه مقادیر حساسیت ٣ ویکینسون هستند. چپ

آن، در که Cj = ١/Sj شرطی عدد قدرمطلق

Sj =
| (yj)txj |
∥ yj ∥٢∥ xj ∥٢

⩽ ١ (٣۵.٣)

.[٢٣] است داده نشان
max Cj ⩽ K٢(A) =∥ x ∥٢∥ x−١ ∥٢ (٣۶.٣)

است. X = {x١, . . . , xn}ماتریس شرطی عدد K٢(X)

عدد است. λj با متناظر راست ویژه بردار و چپ ویژه بردار بین زاویه کسینوس Sj حساسیت ، λj برای
جنبه یک بنابراین، شود. می بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر حساسیت افزایش به منجر بزرگ شرطی
بسته حلقه سیستم ویژه بردارهای ماتریس برای کوچک شرطی عدد به دستیابی ویژه مقادیر تخصیص مهم

است.
رود: می کار به حساسیت مینیمم با حالت خورد پس ماتریس آوردن دست به برای زیر، الگوریتم

سازی مینیمم منظور Kبه حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای gij پارامترهای آوردن دست به هدف:

Wikinson٣



٣١ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

حساسیت. مینیمم با K آوردن دست به یعنی؛ بسته حلقه سیستم X ویژه بردار ماتریس شرطی عدد
.Λ = {λ١, . . . , λn} ویژه مقادیر طیف و (B,A) پذیر کنترل جفت ورودی:

یابیم. می را T−١ و G٠ ، B−١
٠ :١ گام

به را هستند Λ طیف در شده خواسته ویژه مقادیر همان هایش ریشه که مشخصه معادله ضرایب :٢ گام
آوریم. می دست

آوریم. می دست به را Ãλ مشخصه ای چندجمله گام٣:
ای جمله چند ضرایب محاسبه با را gij پارامترهای به وابسته معادلات از خطی غیر سیستم :۴ گام

سازیم. می و٣ ٢ گام در آمده دست به مشخصه
می پیدا را ۴ گام در آمده دست به معادلات از خطی غیر سیستم برای ممکن، های جواب همه :۵ گام

کنیم.
پارامتریک های جواب از یکی سپس کنیم. می تعیین بالا کران عنوان به را بزرگ شرطی عدد یک :۶ گام
و کنیم می طراحی پارامتری جواب این آزاد پارامترهای برای را تصادفی مقادیر کنیم. می انتخاب را
حلقه سیستم از X ویژه بردار ماتریس برای را شرطی عدد با متناظر ی K حالت خورد پس ماتریس

آوریم. می دست به را بسته

بگیرید: نظر در را زیر سیستم .١.۴.٣ مثال

B =


٠٫ ٠٧۵۵ ٠ ٠٫ ٠٢۴۶
۴٫ ۴٨٠٠ ۵٫ ٢٢٠٠ −٠٫ ٧۴٢٠
−۵٫ ٠٣٠٠ ٠٫ ٠٩٩٨ ٠٫ ٩٨۴٠
٠٫ ٠٧۵۵ ٠ ٠٫ ٠٢۴۶

 , A =


−٠٫ ٣۴٠٠ ٠٫ ٠۵١٧ ٠٫ ٠٠١٠ −٠٫ ٩٩٧٠

٠ ٠ ١ ٠
−٢٫ ۶٩٠٠ ٠ −١٫ ١۵٠٠ ٠٫ ٧٣٨٠
۵٫ ٩١٠٠ ٠ ٠٫ ١٣٨٠ −٠٫ ۵٠۶٠


آوریم: می دست به مطلب افزار نرم وسیله به

B̃ =


١ ٠٫ ۶٢٢٢ −٠٫ ٨٢٣٢
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 Ã =


−۴٫ ٠٧٢٨ −١٫ ۵٢٩٣ −٢٫ ٠٩٠٩ −١۵٫ ٣۴۶٣

٠ −٠٫ ٠٨٧٨ −٠٫ ٠۶٨٨ −٠٫ ۶٠٠٧
٠ ٣٫ ۴٩۴٢ ٢٫ ١۶۴٧ ١٨٫ ٧٩١٩
١ ٠ ٠ ٠


به کند می تبدیل (B̃, Ã) برداری همدم فرم به را (B,A) پذیر کنترل جفت که تشابهی تبدیل ماتریس

است: زیر شکل

T−١ =


−١۵٫ ١٧٨٠ ٠٫ ١٢۵۶ −٠٫ ٣٣٢٧ −١٫ ١٩٢۴
−٠٫ ٣١٠٨ ٠٫ ١٨٨۵ ٠٫ ١۵٨٣ −٠٫ ٣٣٢٩
١٢٫ ۴۴٢٧ −٠٫ ٠٠٧٢ ٠٫ ٣٧۵٢ ١٢٫ ٩٨٢٠
٢٫ ۴٢٨۵ ٠ ٠ −٢٫ ۴٢٨۵


اختصاص بسته حلقه سیستم به را Λ = {−٠٫−,٣−,٢−,١ ۵} ویژه مقادیر طیف که شده خواسته ما از

آوریم: می دست به را زیر معادلات (٢٨.٣) و (٢٧.٣) از دهیم.

− (g١١ + g٢٢ + g٣٣) = ۶٫ ۵ (٣٧.٣)



٣٢ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

g١١g٢٢ − g٣١g١٣ − g١٢g٢١ − g٢٣g٣٢+

g١١g٣٣ − g٢٢g٣٣ − g١۴ = ١۴
(٣٨.٣)

−g١٢g٢۴ − g١٣g٣۴ + g٢٢g١۴ + g١۴g٣٣ − g٣١g١٢g٢٣+

g٣١g١٣g٢٢ − g٢١g٣٢g١٣ + g١١g٣٢g٢٣ − g١١g٢٢g٣٣+

g٢١g١٢g٣٣ = ١١٫ ۵

(٣٩.٣)

g٢٢g١٣g٣۴ + g١٢g٢۴g٣٣ − g١٢g٢٣g٣۴ − g٣٢g١٣g٢۴+

g٣٢g١۴g٢٣ − g٢٢g١۴g٣٣ = ٣
(۴٠.٣)

این در آوریم. می دست به را ممکن های جواب تمام است. مجهول دوازده و معادله چهار شامل که
یک آنها از کدام هر برای و پارامتری روابط (۴٠.٣) تا (٣٧.٣) خطی غیر معادلات سیستم از روش،
هر برای را حساسیت مینیمم که شرطی اعداد همه آید. دست به تواند می شرطی عدد برای مقدار مینیمم

است: آمده زیر جدول در کنند، می تولید پارامتری جواب
است. یافته افزایش راست به چپ از شرطی اعداد جدول این ١در جدول

٣.٩٧٨٨ ۴.٣١١٣ ۴.٣۵٢۵ ۴.۴٧٣۶ ۵.۶٧۵٩ ۶.٩۵۵٧
٧.١٨٩٢ ٧.٣٧٧٩ ٧.۵٩٨٩ ٧.٨۶٩٣ ٨.۶۵۵۶ ٨.٩٩٧۵
٩.٧۵١٢ ١٠.۶٩١٧ ١٠.٩٩٣١ ١١.٣٨٧۵ ١١.٧٨٩۴ ١٢.٧٨٩٠
١٢.٧٩٣١ ١٨.٨۶٣٩ ٢١.٩٩١١ ٢٢.٩٨٧۵ ٢٧.٩٢۶٣ ٢٨.۶٣۴٣
٢٩.۵٧٩٣ ٢٩.٨٠۵٢ ٣٠.٢٩٧۶ ٣١.٩٧١۴ ٣٢.٣١٣٢ ٣۶.٧۶٩٠
٣٧.۶٩٠٧ ۴٢.۵٧۶٢ ۵.٧٢٨٨ ۵٠.٩١٣٧ ۵٠.٩٨٨۴ ۵۴.٣٨٨۶
۵۴.٩٨٩۴ ٨١.٨٧٠۶ ٨٣.٧٧١١ ٩٩.٧٢۶٠ ١۵٢.٧٩٨١ ١۵۶.٢٢٢١

صورت به بررسی یک از پس دهد، می دست به شرطی عدد برای را مقدار ترین پایین که پارامتری جواب
آید: می دست به زیر

g٢٣ = ٠ g٣٢ = ٠

شود: می تعریف زیر صورت به و

g١٢ = a g١٣ = b g٢١ = c g٢٢ = d g٣١ = e g٣٣ = f

داریم: زیر صورت به را پارامتری روابط

g١١ = −(d+ f + ۶٫ ۵)

g١۴ = −(f٢ + d٢ + ac+ be+ df + ۶٫ ۵(f + d) + ١۴

g٢۴ = (٢d۴ + ١٣d٣ + ٢٨d٢ + ٢d٢ac+ ٢٣d− ٢acdf + ۶)/٢a(f − d)

g٣۴ = (٢f۴ + ١٣f٣ + ٢٨f٢ + ٢f٢be+ ٢٣f − ٢bdef + ۶)/٢b(d− f)



٣٣ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

آوریم: می دست به سپس

Gλ =


−٣٫ ۵٨۶٩ ٠٫ ۴٣٧٠ ٠٫ ٢٧٧٧ −١٫ ٧٩۵٣
٠٫ ٠۶١٠ −١٫ ٩٨۴٨ ٠ ٠٫ ١۶٩٩
٠٫ ٢١۶۵ ٠ −٠٫ ٩٢٨٣ ٠٫ ۴٣٣۴

 (۴١.٣)

کند: می تولید را زیر حالت خورد پس ماتریس که

K =


−١٧٫ ٢٨٧٠ ٠٫ ١٣١٢ −٠٫ ٢۴٨٢ −١٫ ٢۵٩٨
٢٫ ٣٩١٣ −٠٫ ٣۵٠۴ −٠٫ ٢٩۴٨ −٠٫ ۴١٩۶
−٨۵٫ ٢۶٩٠ −٠٫ ۶٠٩٢ −١٫ ٧٨۵٧ ۵٫ ٣٣۵۴

 (۴٢.٣)

A+BK =


−٣٫ ٧۴٢٨ ٠٫ ٠۴۶۶ −٠٫ ٠۶١٧ −٠٫ ٩۶٠۶
−١٫ ۶٩٣۶ −٠٫ ٧٨٩٣ −٠٫ ٣٢۵٨ −١١٫ ٧٩٣١
٠٫ ۵٩٧۶ −١٫ ٢٩۴۴ −١٫ ۶٨٨١ ١٢٫ ٢٨٣٠
٢٫ ۵٠٧٢ −٠٫ ٠٠۵١ ٠٫ ٠٧۵٣ −٠٫ ۴۶٩٩


eig(A+BK) = {−٣٫ ٢٠۶۶,−٠٫ ۵٠٫−,٣٩٧ ٩۴٢٫−,٣٠ ٠٠٠٧}

به که بالاست ویژه مقادیر تخصیص مسئله شرطی عدد برای مقدار ترین کوچک ٣.٩٧٨٨ حقیقت، در
. است آمده دست

پایداری نمایش :١.٣ شکل

همان در خروجی و حالت اغتشاش، نبود و ثابت ورودی صورت در که است حالتی تعادل حالت
حالت به آن به اولیه شرایط اعمال هنگام که است پایدار صورتی در سیستم یک و بماند باقی ثابت حالت

است. شده برآورده نمودار این در است انتظار مورد آنچه که برگردد تعادل



٣۴ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

بگیرید: نظر در را زیر سیستم .٢.۴.٣ مثال

B =


٠ ٠

۵٫ ۶٧٩٠ ٠
١٫ ١٣۶٠ −٣٫ ١۴۶٠
١٫ ١٣۶٠ ٠

 A =


١٫ ٣٨٠٠ −٠٫ ٢٠٧٧ ۶٫ ٧١۵٠ −۵٫ ۶٧۶٠
−٠٫ ۵٨١۴ −۴٫ ٢٩٠٠ ٠ ٠٫ ۶٧۵٠
١٫ ٠۶٧٠ ۴٫ ٢٧٣٠ −۶٫ ۶۵۴٠ ۵٫ ٨٩٣٠
٠٫ ٠۴٨٠ ۴٫ ٢٧٣٠ ١٫ ٣۴٣٠ −٢٫ ١٠۴٠


آوریم: می دست به مطلب افزار نرم با

B̃ =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

 Ã =


−۵٫ ٢۵٨٢ ٠٫ ٢۴٩٧ −١٫ ٢۴٠٩ ٢٫ ۶٩٧٩
−١٫ ٣٧٨٨ −۶٫ ۴٠٩٨ −١١٫ ٠٢۵۴ ١٩٫ ۵٣۵٢

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


است، زیر صورت به کند، می تبدیل (B̃, Ã) به را (B,A) پذیر کنترل جفت که تشابهی تبدل ماتریس

T−١ =


−٠٫ ٠٠۴٠ ٠٫ ١٨٣٩ ٠ −٠٫ ٠٣٩٣
−٠٫ ٠۶۵٣ ٠٫ ٠٠٩٨ −٠٫ ٣١٧٩ ٠٫ ٢۶٨٧
−٠٫ ٠٠٧١ −٠٫ ٠٠٧١ ٠ ٠٫ ٠٣۵۶
−٠٫ ٠۴٧٣ ٠ ٠ ٠


سیستم به را Λ = {−٠٫ ٠٫−,٢ ۵,−۵٫ ٠۵۶۶,−٨٫ ۶۶۵٩} ویژه مقادیر طیف که شده خواسته ما از

داریم: آن از را زیر خطی غیر معادلات دهد. اختصاص بسته حلقه
− (g١١ + g٢٢) = ١۴٫ ۴٢٢۵ (۴٣.٣)

g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ − g٢۴ = ۵٣٫ ۵٢۵٧ (۴۴.٣)

g٢٢g١٣ − g١٢g٢٣ + g١١g٢۴ − g١۴g٢١ = ٣٢٫ ٠۴۶٢ (۴۵.٣)

g٢۴g١٣ − g١۴g٢٣ = ۴٫ ٣٨٢٠ (۴۶.٣)

را حساسیت مینیمم که شرطی اعداد از افزایشی دنباله است. مجهول هشت و معادله چهار شامل که
دهیم: می نشان ٢ جدول در را دارد پارامتری جواب برای

راست به چپ از افزایشی ترتیب به شرطی اعداد :٢ جدول

٣.١٧٨١ ٣.۴١٨٩ ٣.۴٩۶۵ ٣.۵٢۶٨ ٣.۶۶١٣ ٣.۶٧٨٩
۴.٣٩٢٩ ۴.٣٩۴۵ ۴.٨٧۵٧ ۵٢.٩۵۶۶ ۵۶.٩٢۶٨

به (۴۶.٣) تا (۴٣.٣) معادلات سیستم از شده پیدا شرطی عدد برای را بهینه مقدار که پارامتری جواب
وسیله به می�دهد دست

g٢١ = a, g٢٢ = b, , g٢٣ = c, g٢۴ = d

و
e = a٢d− abc− c٢



٣۵ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

می�آید. دست به زیر صورت به دیگر پارامتری جواب�های می�شود. پیدا

g١١ = −(b+ ١۴٫ ۴٢٢۵)

،

g١٢ = (−ad٢ − ab٢d− ١۴٫ ۴٢٢۵abd− ۵٣٫ ۵٢۵٧ad− ۴٫ ٣٨٢٠a+ ٢bcd

+b٣c+ ۵٣٫ ۵٢۵٧bc+ ١۴٫ ۴٢٢۵b٢c+ ١۴٫ ۴٢٢۵cd+ ٣٢٫ ٠۴۶٢c)/e

،

g١٣ = (c٢d− abcd+ ۴٫ ٣٨٢٠a٢ − ١۴٫ ۴٢٢۵acd− ٣٢٫ ٠۴۶٢ac+ b٢c٢

+١۴٫ ۴٢٢۵bc٢ + ۵٣٫ ۵٢۵٧c٢)/e

،

g١۴ = (−abd٢ + ۴٫ ٣٨٢٠ab+ ۴٫ ٣٨٢٠c+ ۵٣٫ ۵٢۵٧cd+ cd٢ − ٣٢٫ ٠۴۶٢ad

−١۴٫ ۴٢٢۵ad٢ + ١۴٫ ۴٢٢۵bcd+ b٢cd)/e

می�آید: دست به زیر صورت به Gλ جستجو برنامه یک از استفاده با سپس

Gλ =

[
−۵٫ ٧١٨٢ −٠٫ ٣٩٢٢ −١٫ ٩۵٣٠ ٠٫ ٢٨٠٠
−١٫ ۶۶٠٢ −٨٫ ٧٠۴٣ ١٫ ۴۴۵٢ −٢٫ ۴۵٠٩

]
می�شود: تولید زیر پس�خورد ماتریس (٢٣.٣) از

K =

[
٠٫ ١۶٣٢ −٠٫ ٠٨۵٧ ٠٫ ٢٠۴١ −٠٫ ١٧٩٧
١٫ ١٠٢۴ −٠٫ ١۶٢٢ ٠٫ ٧٢٩۶ −٠٫ ١۶٠۶

]

A+Bk =


١٫ ٣٨٠٠ −٠٫ ٢٠٧٧ ۶٫ ٧١۵٠ −۵٫ ۶٧۶٠
٠٫ ٣۴۵۴ −۴٫ ٧٧۶٧ ١٫ ١۵٩١ −٠٫ ٣۴۵۵
−٢٫ ٢١۵٨ ۴٫ ۶٨۵٩ −٨٫ ٧١٧۵ ۶٫ ١٩۴١
٠٫ ٢٣٣۴ ۴٫ ١٧۵۶ ١٫ ۵٧۴٩ −٢٫ ٣٠٨١


eig(A+BK) = {−٨٫ ۶۶٧۵,−٠٫ ١٩٨۴,−٠٫ ۵٠٠٣,−۵٫ ٠۵۶١}

است: آمده زیر جدول در نتایج

number Condition norm Frobenius
purposed method ٣.١٧٨١ ١.٣٨١١

همان در خروجی و حالت اغتشاش، نبود و ثابت ورودی صورت در که است حالتی تعادل حالت
تعادل حالت به اولیه شرایط اعمال هنگام که است پایدار زمانی سیستم یک و بماند باقی ثابت حالت

است. شده برآورده انتظار این زیر نمودار در کنید می مشاهده که همانطور برگردد.



٣۶ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

پایداری نمایش :٢.٣ شکل

بگیرید: نظر در را زیر سیستم .٣.۴.٣ مثال

B =



٠ ٠
٠٫ ٠۶٣٨ ٠
٠٫ ٠٨٣٨ −٠٫ ١٣٩۶
٠٫ ١٠٠۴ −٠٫ ٢٠۶٠
٠٫ ٠٠۶٣ −٠٫ ٠١٢٨


, A =



−٠٫ ١٠٩۴ ٠٫ ٠۶٢٨ ٠ ٠ ٠
١٫ ٣٠۶ −٢٫ ١٣٢ ٠٫ ٩٨٠٧ ٠ ٠
٠ ١٫ ۵٩۵ −٣٫ ١۴٩ ١٫ ۵۴٧ ٠
٠ ٠٫ ٠٣۵۵ ٢٫ ۶٣٢ −۴٫ ٢۵٧ ١٫ ٨۵۵
٠ ٠٫ ٠٠٢٢٧ ٠ ٠٫ ١۶٣۶ −٠٫ ١۶٢۵





٣٧ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

آوریم: می دست به مطلب افزار نرم با

B̃ =


١ −١٫ ٣٠٠٧
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

 Ã =



−۶٫ ٩١٩٩ ٠٫ ٣٧٣٢ −۵٫ ۵۴٨۶ −٠٫ ٠٠۵۴ −٠٫ ٠۶۵١
٠ −٢٫ ٨٩٠٠ ٠٫ ۶۴٠۴ −٠٫ ٢٣٧۵ ٠٫ ٢٣٨٣
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠


به می�کند، تبدیل (B̃, Ã) برداری همدم فرم به را (B,A) پذیر کنترل ماتریس که تشابهی تبدیل ماتریس

است: زیر شکل

T−١ =



−٢٫ ١٠٧۴ ١۴٫ ٩٨٢۴ −٣٧٫ ٣٨٣۵ ٣٢٫ ٢٢٢۶ −٩٫ ٢۵٢۵
−١٠٫ ٢٧۶۴ ٨٫ ۶٩۵٩ −۴٫ ٢٩٢١ −٢٫ ١٨٢٣ ٣٫ ٨٠٧٢
−١٫ ٩٨٢٨ −١٫ ٧٧٩٧ ٧٫ ٢٠١١ −۴٫ ٩٢۴٧ ٠٫ ٧٢٠٨
٨٩٫ ٨١٠٩ −٠٫ ٣۴۵۴ ١٫ ۴٧٧٧ ٠٫ ٢۶۵٩ −٢٠٫ ٣٩۴٢
٢٢٫ ۵٨۴٣ ٠٫ ٣٧٣۶ −١٫ ۵٢٩٠ ٠٫ ٧۶٧۴ ۴٫ ٣٢۵٠


Λ = {−٠٫ ٠٫−,٢ صورت±١−,١−,۵ به سیستم این بسته ماتریسحلقه این به شده اختصاصداده طیف
(٢٧.٣) از است. آسان ویژه مقادیر تخصیص این به مربوط معادلات خطی غیر سیستم بررسی است. i}

داریم: (٢٨.٣) و
− (g١١ + g٢٢) = −۶٫ ٢ (۴٧.٣)

g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ − g٢۴ = −۵٫ ١ (۴٨.٣)

g٢٢g١٣ − g١٢g٢٣ + g١١g٢۴ − g١۴g٢١ = −١٫ ٨ (۴٩.٣)

g٢۴g١٣ − g١۴g٢٣ = −٠٫ ٢ (۵٠.٣)

می�آوریم. دست به را غیرخطی و خطی پارامتری جواب�های تمام است. مجهول ١٠ و معادله ۵ شامل که
شرطی عدد کمترین پارامتری جواب می�آید. دست به شرطی عدد برای مقدار مینیمم یک جواب هر برای

است: زیر صورت به (۵٠.٣) تا (۴٧.٣) سیستم�های از آمده دست به
g١۴ = a, g٢١ = b, g٢٣ = c, g٢۴ = d

می�آید: دست به زیر صورت به دیگر پارامتری روابط
g١١ = −(۵d+ ٣٫ ۵)

g١٢ = ۵a

g١٣ = −(٢۵d٢ + ١٧٫ ۵d+ ۵ba+ ۵٫ ۵)

g١۵ = −(١٢۵d٣ + ٨٧٫ ۵d٢ + ٢٧٫ ۵d+ ٢۵abd+ ۵ac+ ۴

g٢٢ = ۵d− ٠٫ ٢

g٢۵ = −(١٢۵d۴ + ٨٧٫ ۵d٣ + ٢٧٫ ۵d٢ + ۴d+ ٢۵d٢ba+ ۵acd+ ٠٫ ٢)/a



٣٨ حالت پس�خورد ماتریس در حساسیت مینیمم محاسبه برای جدید روش یک .٣

می�شود: پیدا زیر صورت به Gλ

Gλ =

[
−۴٫ ٣۶٧۵ ١٫ ٣۴٧٠ −۵٫ ۶۴٧٩ ٠٫ ٢۶٩۴ −٠٫ ٢٣١۶
−٢٫ ٧٨١٠ ٠٫ ۶٨٧۵ −۶٫ ۵١٨٩ ٠٫ ١٧٧۵ −٠٫ ٨٩۵٠

]
می�کند: تولید را زیر پس�خورد ماتریس که

K =

[
−٠٫ ٧۶٨۶ ۴٨٫ ۵٣٣٩ −۴٧٫ ۶۵۶٩ −١٫ ٩٣٠۵ ٠٫ ٩۶٩١
−۵٫ ٠٢٩٩ ١٫ ۶١٨٢ ٣٩٫ ٣٩٩٧ −۶٢٫ ٩٢٠١ ٢٠٫ ٨٢۶٠

]

است: آمده زیر جدول در نتایج

Condition number Frobinous norm
Purposed method ٢١٨.٧٣۴٣ ١.٣٨١١

حالت همان در خروجی و حالت اغتشاش، نبود و ثابت ورودی صورت در که است حالتی تعادل حالت
برگردد. تعادل حالت به اولیه شرایط اعمال هنگام که است پایدار زمانی سیستم یک و بماند باقی ثابت

است. شده برآورده انتظار این زیر نمودار در کنید می مشاهده که همانطور

پایداری نمایش :٣.٣ شکل

متغیره چند های سیستم برای حالت خورد پس ماتریس گرهای کنترل سازی پارامتری .۴.۴.٣ نتیجه
که شد بررسی فصل، دراین آنکه حال .[١٣] دادند انجام ٢٠٠٢ سال در طهرانی و کرباسی را خطی
تعدادی به دلخواه های جواب دادن با است مجهولات تعداد از کمتر معادلات تعداد چون روش، این در



٣٩ حالت خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص .۴.٣

می دست به حالت خورد پس ماتریس برای زیادی های جواب است، معادلات از بیشتر مجهولات که
از توانیم می را دهد می نتیجه مسئله برای بهتری حالت خورد پس ماتریس جواب کدام آنکه حال آید.

کنند. می استفاده دقت محاسبه برای معمولا شرطی عدد از پس کنیم. پیدا (٣۵.٣)



۴٠



۴ فصل

همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه
ها سیستم از ای مجموعه برای

مقدمه ١.۴

بگیرید: نظر در را زیر صورت به زمانی وابسته سیستم یک

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.۴)

ثابت های ماتریس ترتیب به B و A و ورودی بردار یک u ∈ Rm و حالت بردار x ∈ Rn آن در که
هستند. n×m و n× n

شود یافت ای گونه به u = Fx(t) قانون با F حالت خورد پس ماتریس باید سیستم، این پایداری برای
شده تعریف پیش از و معین ی محدوده داخل در Γ = A+BF ی بسته حلقه سیستم ی ویژه مقادیر که

گیرند. قرار مختلط ی صفحه چپ سمت در
گیرند: قرار زیر مستطیلی ی ناحیه داخل ها ریشه کنید، فرض

Ω = {s ∈ C| α ⩽ real(s) ⩽ β ,−γ ⩽ imag(s) ⩽ γ} (٢.۴)

است. متقارن حقیقی اعداد محور به نسبت ناحیه این و α, β, γ ∈ R آن در که
تخصیص منظور به نرم، کمترین با حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای جدید روش یک بخش، این در
معادلات از مجموعه یک ابتدا است. شده ارائه مشخص ناحیه یک در خطی سیستم یک به ویژه مقادیر
با کنیم. می تبدیل سازی بهینه مسئله یک به را مجموعه این سپس آوریم، می دست به را نامعادلات و

آوریم. می دست به ممکن نورم کمترین با را حالت خورد پس ماتریس ژنتیک الگوریتم از استفاده

مسئله نویسی فرمول ٢.۴

است: برقرار آن در زیر فرضیات که بگیرید نظر در را (١.۴) سیستم

۴١



۴٢ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

است. پذیر کنترل (A,B) .١

است. کامل مرتبه B .٢

کردن پیدا هدف، داریم. را u = Fx(t) خورد پس قانون Γ = A + BF بسته حلقه سیستم برای
در بالا فرضیات که ای گونه به است، سیستم این برای ممکن نرم کمترین با حالت خورد پس ماتریس
فرض بخش این در باشد. داشته قرار معینی ی ناحیه در مشخصه ی معادله های ریشه و کند صدق آن

دارد. قرار (٢.۴) شده تعیین پیش از مستطیلی ی ناحیه داخل ها ریشه است، شده

تشابهی تبدیلات روش ١.٢.۴

کردن پیدا برای است. تشابهی تبدیلات حالت خورد پس ماتریس کردن پیدا برای عددی روش یک
ستون و مقدماتی سطری اعمال وسیله به [B,A, I] ماتریس ابتدا سیستم یک حالت خورد پس ماتریس
صورت به حالت ماتریسپسخورد کنیم. می تبدیل [B̃, Ã, T−١] برداری همدم فرم به آن، نظیر مقدماتی

شود. می محاسبه زیر
F = B−١

٠ (−G٠ +Gλ)T
−١ (٣.۴)

صورت به برداری همدم شکل به و هستند مناسب ابعاد با های ماتریس B٠, G٠, T
−١ که،

B̃ =

[
B٠

On−m,m

]
Ã =

[
G٠

In−m On−m,m

]
(۴.۴)

است: زیر شکل به سیستم پارامتری بسته حلقه ماتریس و

Γ̃λ =

[
Gλ

In−m On−m,m

]
Gλ =


g١١ g١٢ . . . g١n

g٢١ g٢٢ . . . g٢n
... ... ... ...

gm١ gm٢ . . . gmn

 (۵.۴)

دهد. می تشکیل را Γ̃λ اول سطر m و است m× n بعد با پارامتری ماتریس Gλ

این به گیرد. قرار مشخصی مستطیلی بازه در تواند می Γ̃λ وسیله به Γ بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر
مشخصه ای جمله چند باشد. det(Γ̃λ − λI) = ٠ است، کافی منظور

det(Γ̃λ − λI) = Pn(λ) (۶.۴)

صورت به
Pn(λ) = (−١)n(λn + C١λ

n−١ + . . .+ Cn−١λ+ Cn) (٧.۴)

است.
که است واضح باشد، داشته قرار (٢.۴) در مشخصه ای جمله چند های ریشه همه که است ضروری چون

Pn(λ) = (−١)n(λ− λ١)(λ− λ٢) . . . (λ− λn) (٨.۴)



۴٣ مسئله نویسی فرمول .٢.۴

شوند. می محاسبه زیر شکل به (Ci i = ١,٢, . . . , n) (٨.۴) و (٧.۴) از

C١ = −
n∑

i=١
(λi)

C٢ =
n∑

i,j=١, i ̸=j

(λiλj)

...

Cn = (−١)n
n∏

i=١
(λi)

(٩.۴)

مستقیم محاسبه با حال شوند. پیدا توانند می ها Ci باشند، معلوم ها (λi i = ١,٢, . . . , n) اگر
از مجموعه یک (٩.۴) معادلات در مشخصه معادله ضرایب داشتن با و پارامتری صورت به (۶.۴)

شود: می محاسبه زیر شکل به غیرخطی معادلات

f١(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) = C١

f٢(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) = C٢

...

fn(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) = Cn

(١٠.۴)

ای جمله چند fi (i = ١,٢, . . . , n) و Gλ عناصر gij (i = ١,٢, . . . ,m j = ١,٢, . . . , n) که
مجموعه یک (١٠.۴) معادلات مجموعه آید. می دست به det(Γ̃λ − λI) محاسبه با که است پارامتری
سیستم این مجهول، n(m− ١) دلخواه انتخاب با مجهول. nm و معادله n با است خطی غیر سیستم

شود. حل تواند می
تک از که چرا است، نرم ی محاسبه برای معیار، ترین مناسب فروبینوس نرم معمولا که این به توجه با
هدف تابع از قسمتی که سازیم می سازی بهینه تابع یک پذیرد، می تاثیر ماتریس یک های درایه تک
درایه ، j١ را (٣.۴) ماتریس اول درایه است. خورد پس ماتریس عناصر تک تک دوم توان مجموع آن
را آن که n ستون و ام m سطر ی درایه تا دهیم می ادامه سپس نامیم، می j٢ را دوم ستون و اول سطر

سازیم: می را زیر تابع و نامیم می jmn

min j٢١ + j٢٢ + . . .+ j٢k k = mn (١١.۴)

تعریف ناحیه سیستم پایدارسازی برای گیریم. می نظر در را هایی محدودیت پایداری تضمین برای سپس
سیستم ویژه تخصیصمقادیر (١٠.۴) معادلات گیرد. قرار مختلط سمتچپصفحه در باید (٢.۴) در شده
تخصیص دقیقا را ویژه مقادیر روشجدید این شاید اگرچه کند. می تضمین مستطیلی بازه یک در را (١.۴)
Cimax i = ١,٢, . . . , n گیریم. می نظر در مستطیلی ناحیه این برای را پایین و بالا های کران ندهد.



۴۴ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

گیریم. می نظر در زیر صورت به پایین کران را Cimin i = ١,٢, . . . , n و بالا کران را

C١max = −n(λmax)

C٢max = (−١)٢(λ٢max)

...

Cnmax = (−١)n(λn
max)

C١min = −n(λmin)

C٢min = (−١)٢(λ٢min)

...

Cnmin = (−١)n(λn
min)

(١٢.۴)

است. شده تعریف (٢.۴) در که است β برای ای مجموعه λmin و α برای ای مجموعه λmax آن در که
شوند. می تبدیل زیر نامعادلات به (٩.۴) معادلات

C١min ⩽ f١(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) ⩽ C١max

C٢min ⩽ f٢(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) ⩽ C٢max

...

Cnmin ⩽ fn(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) ⩽ Cnmax

(١٣.۴)

f١(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn)− C١max ⩽ ٠

f٢(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn)− C٢max ⩽ ٠
...

fn(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn)− Cnmax ⩽ ٠

−f١(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) + C١min ⩽ ٠

−f٢(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) + C٢min ⩽ ٠
...

−fn(g١١, . . . , g١n, g٢١, . . . , g٢n, . . . , gm١, . . . , gmn) + Cnmin ⩽ ٠

(١۴.۴)



۴۵ مسئله نویسی فرمول .٢.۴

داریم: (١۴.۴) و (١١.۴) از نامیم. می (h١, h٢, . . . , hL L = ٢n) را (١۴.۴) نامعادلات از کدام هر

min j٢١(x) + j٢٢(x) + . . .+ j٢k(x)

st

h١(x) ⩽ ٠

h٢(x) ⩽ ٠
...

hL(x) ⩽ ٠

(١۵.۴)

کنید: پایدار فوق روش به را زیر در شده داده سیستم .١.٢.۴ مثال

A =


−١٫ ٧٠٢٠٠ ۵٠٫ ٧٢٠٠ ٢۶٣٫ ۵٠
٠٫ ٢٢٠١٠ −١٫ ۴١٨٠ −٣١٫ ٩٩

٠ ٠ −٣٠

 B =


−٨۵٫ ٠٩

٠
٣٠


آوریم: می دست به

B̃ =


١
٠
٠

 Ã =


−٣٣٫ ١٢٠٠ −٨۴٫ ٨۵٠٠ ٢۶٢٫ ۵٠١١

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠



T−١ =


−٠٫ ٠٠٠٢ ٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٣٢٧

٠ −٠٫ ٠٠١٠ ٠
٠ −٠٫ ٠٠٠١ −٠٫ ٠٠٠١


و

Gλ =
[
g١١ g١٢ g١٣

]

Kt =


٠٫ ٠٠۶۶٢۴− ٠٫ ٠٠٠٢g١١

٠٫ ٠٠١٩g١١ − ٠٫ ٠٠١٠g١٢ − ٠٫ ٠٠٠١g١٣ − ٠٫ ٠٠۴٣۵
٠٫ ٠٣٢٧g٢١ − ٠٫ ٠٠٠١g١٣ − ١٫ ١٠٩٢

 (١۶.۴)

به توجه با را ها محدودیت پایداری تضمین برای و K ماتریس های درایه دوم توان مجموع دادن قرار با
دهیم: می قرار ویژه مقادیر مشخص مقادیر از شده داده مستطیلی بازه

{s ∈ C − ١٧ ⩽ real(s) ⩽ −٠٫ ٠٠١ − ۵٠ ⩽ imag(s) ⩽ ۵٠} (١٧.۴)

سازیم: می را زیر های محدودیت (١٢.۴) و (١٠.۴) از
٠٫ ٠٠٣ ⩽ g١١ ⩽ ۵١

٢٨٩ ⩽ g١٢ ⩽ ٣× ١٠۶

٠٫ ٠٠١ ⩽ g١٣ ⩽ ١٧



۴۶ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

آوریم: می دست به (١۵.۴) از

Gλ =
[
−٢٣٫ ٣۵۶٧ −۵۶۵٫ ٨۴۵٢ −۴٢٨٫ ٢٩٠٣

]
شود: می محاسبه زیر صورت به حالت خورد پس ماتریس (٣.۴) در دادن قرار با و

K =
[
٠٫ ٠٠۴٣ ٠٫ ۶۴۶۴ −٠٫ ۶٣٨٩

]
∥ K ∥F= ٠٫ ٩٠٨٨

A+BK =


−٢٫ ٠٧٠۵ −۴٫ ١٢٩٠ ٣١٧٫ ٨۶۶۵
٠٫ ٢٢٠١ −١٫ ۴١٨٠ −٣١٫ ٩٩٠٠
٠٫ ١٢٩٩ ١٩٫ ٣٣٨٠ −۴٩٫ ١۶٧٩



eig(A+BK) = {−٠٫ ٠۵۵,−٢۶٫ ٣٠٠٧+ ٧٫ ۶٢٠۴i,−٢۶٫ ٣٠٠٧− ٧٫ ۶٢٠۴i}

خطی های سیستم همزمان کنترل ٣.۴

معکوس ، T که طوری به می�کنیم، اعمال (Ak, Bk) پذیر کنترل زوج هر برای را T خطی تبدیل اینجا در
برای یعنی می�آوریم؛ دست به (Ak, Bk) زوج اشلون استاندارد فرم روی از را تبدیل این و باشد پذیر
سپس و می�دهیم نشان (B̂k, Âk) با را آن و می�آوریم دست به را اشلون استاندارد فرم شده، داده زوج
به (B̃k, Ãk) برداری همدم فرم به را اشلون استاندارد فرم این S تبدیل تحت و (B̂k, Âk) زوج روی از
F خورد پس ماتریس محاسبه�ی برای بنابراین می�کنیم. تبدیل شد، داده توضیح ٢ فصل در که روشی
می�کنیم. تبدیل تشابهی عملیات با [B̃k, Ãk, T

−١
k ] برداری همدم فرم به را [Bk, Ak, Ik] ماتریس ابتدا

می�آید. دست به زیر فرم به خوردی پس ماتریس
Fk = Bk٠(−Gk٠ +Gkλ)T

−١
k , k = ١,٢, · · · p (١٨.۴)

فرم و هستند n × n و n ×m و r × n اندازه�های با ماتریس�هایی ترتیب به T−١
k و Gk٠ و Bk٠ که

می�باشد. زیر صورت به سیستم هر برداری همدم

Ãk =

[
Gkλ

In−m On−m,m

]
B̃k =

[
Bk٠

On−m,m

]

به زیر صورت به ماتریس این اول سطر m و Γ̃kλ و است m× n پارامتری ماتریس یک آن در Gkλ و
می�آید: دست

Γ̃kλ =

[
Gkλ

In−m On−m,m

]
Gkλ =


gk١١ · · · gk١n
... . . . ...

gkm١ · · · gkmn


قرار Λk = {λk١, · · · , λkn} طیف در Γkλ توسط می�تواند Akc بسته�ی حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر و
برداری همدم فرم آوردن دست به از پس پارامتری حالت خورد پس ماتریس محاسبه�ی جهت پس گیرد.



۴٧ خطی های سیستم همزمان کنترل .٣.۴

محاسبه را می�برد صفر به را بسته حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر که را حالتی خورد پس ماتریس ، (B̃k, Ãk)

.Fkp = −B−١
k٠ Gk٠T

−١
k یعنی؛ می�کنیم.

طیف در Γ̃kλ ویژه�ی مقادیر باید که این به توجه با پارامتری خورد پس ماتریس آوردن دست به برای حال
gkij(i = ١, · · · ,m , j = ١, · · · , n) درایه�های بین رابطه�ی تعیین منظور به گیرد، قرار مشخص

دهیم: قرار باید ،
det(Γ̃kλ − λkI) = pkn(λk) = (−١)n(λn

k + Ck١λ
n−١
k + · · ·+ Ck(n−١)λk + Ckn) (١٩.۴)

دست به باشد، Γkλ ویژه مقادیر طیف همان در باید جمله�ای چند این ریشه�های که این به توجه با حال
می�آوریم:

pkn(λk) = (−١)n(λk − λk١) · · · (λk − λkn) (٢٠.۴)

شوند. محاسبه زیر صورت به می�توانند ها Cki (٢٠.۴) و (١٩.۴) روابط دادن قرار مساوی با که

Ck١ = −
n∑

i=١
(λki)

Ck٢ =
∑

i,j=١ j ̸=i

(λkiλkj)

...

Ckn = (−١)n
n∏

i=١
(λki)

(٢١.۴)

با حال شوند. محاسبه می�توانند ها Ck١, · · · , Ckn آنگاه باشند، مشخص ها λki و i = ١, · · · , n اگر
داشتن و پارامتری صورت به det(Γ̃kλ − λkI) = pkn(λk) مستقیم محاسبه�ی

C١min ⩽ fk١(gk١١, gk١٢, · · · , gk١n, gk٢١, · · · , gkm١, · · · , gkmn) ⩽ C١max

...

Cnmin ⩽ fkn(gk١١, gk١٢, · · · , gk١n, gk٢١, · · · , gkm١, · · · , gkmn) ⩽ Cnmax

(٢٢.۴)

شوند: می نوشته زیر صورت به نامعادلات این
fk١(gk١١, gk١٢, · · · , gk١n, gk٢١, · · · , gkm١, · · · , gkmn)− C١max ⩽ ٠

...

fkn(gk١١, gk١٢, · · · , gk١n, gk٢١, · · · , gkm١, · · · , gkmn)− Cnmax ⩽ ٠

−fk١(gk١١, gk١٢, · · · , gk١n, gk٢١, · · · , gkm١, · · · , gkmn) + C١min ⩽ ٠
...

−fkn(gk١١, gk١٢, · · · , gk١n, gk٢١, · · · , gkm١, · · · , gkmn) + Cnmin ⩽ ٠

(٢٣.۴)

با و هستند پارامتری جمله�ایهای چند ها fki آید. می دست به مجهول mnp با معادله ٢np اکنون
می�آیند. دست به det(Γ̃kλ − λki) محاسبه�ی



۴٨ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

همزمان خورد پس ماتریس یک یافتن ١.٣.۴

برای تشابهی تبدیلات توسط همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه�ی برای را روشی بخش این در
جهت است، شده داده (١٨.۴) سیستم کنید، فرض می�کنیم: تعریف پذیر کنترل سیستم�های از مجموعه�ای

داریم: سیستم�ها از مجموعه�ای برای همزمان خورد پس ماتریس محاسبه

F = B−١
K٠(−Gk٠ +Gkλ)T

−١
k k = ١,٢, · · · , p (٢۴.۴)

برای می�آید. دست به زیر معادلات یکدیگر، با آنها دادن قرار مساوی با که می�آید، دست به معادله p

باشد، k = i, j اگر، مثال

Bi٠(−Gi٠ +Giλ)T
−١
i = Bj٠(−Gj٠ +Gjλ)T

−١
j . (٢۵.۴)

می�شود: ساده زیر صورت به معادله این که

(−Gi٠ +Giλ) = Bi٠B
−١
j٠ (−Gj٠ +Gjλ)T

−١
j Ti

نتیجه: در

Giλ −Bi٠B
−١
j٠ GjλT

−١
j Ti = Gi٠ −Bi٠B

−١
j٠ Gj٠T

−١
j (٢۶.۴)

Giλ −Bi٠B
−١
j٠ Gj٠ +Bi٠B

−١
j٠ Gj٠T

−١
j Ti = ٠ (٢٧.۴)

و m× n ابعاد با مجهول ماتریس (٢٧.۴) چپ طرف بنابراین هستند. مجهول Gjλ و Giλ جا این در
است. m× n معلوم ماتریس آن راست طرف

را پذیر کنترل سیستم�های پایداری روش این ولی می�آید، دست به خورد پس ماتریس معادلات، این حل با
پایدار سیستم�ها که طوری به باشد، گرفته نظر در دیگری محدودیت�های باید منظور این به نمی�کند. تضمین
در سیستم�ها ویژه�ی مقادیر که شود تعریف (٢.۴) صورت به ناحیه�ای باید سیستم�ها پایداری برای شوند.
مشخص طیفی در را ویژه مقادیر (١٩.۴) معادله�ی گیرند. قرار ناحیه آن در و مختلط صفحه�ی چپ سمت

می�دهد. قرار

صورت به نامعادلات و معادلات سیستم حل برای روشی ۴.۴
کردن مناسب برای ژنتیک الگوریتم از استفاده و همزمان

هدف تابع

کنیم. می ثابت را زیر لم (٢٣.۴) نامعادلات و (٢٧.۴) معادلات سیستم حل برای

معادلند: زیر در II و I سیستم دو .١.۴.۴ لم



۴٩
برای ژنتیک الگوریتم از استفاده و همزمان صورت به نامعادلات و معادلات سیستم حل برای روشی .۴.۴

هدف تابع کردن مناسب

I =



j١(x) = ٠

j٢(x) = ٠
...

jk(x)

h١(x) ⩽ ٠
...

hl(x) ⩽ ٠

(٢٨.۴)

II =



min j٢١(x) + j٢٢(x) + · · · j
٢
K(x)

st

h١(x) ⩽ ٠

h٢(x) ⩽ ٠
...

hl(x) ⩽ ٠

(٢٩.۴)

باشد. صفر برابر II سیستم هدف اگرتابع تنها و اگر
برهان

x٠ شدنی جواب یک دارای سیستم اگر X = {x ∈ Rn/h١(x) ⩽ ٠, · · · , hL(x) ⩽ ٠} کنید، فرض
داریم: باشد

∃ x٠ ∈ Rn/j١(x٠) = j٢(x٠) = · · · = jk(x٠) (٣٠.۴)

∃ h١(x٠) ⩽ ٠, h٢(x٠) ⩽ ٠, hL(x٠) ⩽ ٠ (٣١.۴)

داریم: (٣٠.۴) از و x٠ ∈ X می�شود، نتیجه (٣١.۴) از

j٢١(x٠) + j٢٢(x٠) + · · ·+ j٢k(x٠) = ٠ (٣٢.۴)

II سیستم جواب x٠ پس است، صفر آن مینیمم مقدار بنابراین است، نامنفی II سیستم هدف تابع اما
می�باشد.

کامل را برهان این و است جواب دارای نیز I سیستم باشد، صفر II سیستم بهینه�ی جواب اگر برعکس،
. می�کند

به راستای در آمده دست به نامعادلات و معادلات حل برای خطی غیر ریزی برنامه از اول مثال دو در
است. شده استفاده فصل این در شده معرفی روش کارگیری

یک یافتن اصلی، هدف بگیرید. نظر در را زیر سه مرتبه پذیر کنترل خطی سیستم دو .٢.۴.۴ مثال



۵٠ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

است. سیستم دو این برای همزمان حالت خورد پس ماتریس

A١ =


−٠٫ ۵٠٠٠ −١٫ ٠٠٠٠ ٢٫ ۵٠٠٠
١٠٫ ٢۵٠٠ −١٣٫ ٠٠٠٠ ١۴٫ ٧۵٠٠
١٢٫ ٠٠٠٠ −١٣٫ ٠٠٠٠ ١٣٫ ۵٠٠٠

 B١ =


١ −١
٢ ٢
١ ٣



A٢ =


−١٫ ٣۴٢٩ ٢٫ ۵۴٢٩ ٢٫ ٧١۴٣
−١٫ ٠٢٨۶ ١٫ ۶٢٨۶ −١٫ ٨۵٧١
−٠٫ ۵۴٢٩ ٠٫ ٩۴٢٩ ۴٫ ٧١۴٣

 B٢ =


−١ −٢
٢ −١
−٢ −٣


آیند: می دست به زیر های ماتریس تشابهی تبدیلات انجام با

G٠١ =

[
١ ۵ ۴
٠ −١ ٣

]
G٠٢ =

[
٣ ۴ ٠٫ ٩٩٩٩
٠ ٢ ١

]

B٠١ = B٠٢ =

[
١ ٠
٠ ١

]
داریم: ٢٣.۴ و ۵.۴ از

min (g١١١ − ۴٫ ۵٢(٧١٧ + (g١١٢ − ٢٫ ۵٢(٧١٣

+(g١١٣ − ٢٫ ۴٢٨۶)٢ + (g١٢١ + ٠٫ ٢(٠٢١٣

(g١١٢ − ١٫ ۶٢٨۵)٢ + (g١١٣ − ١٫ ۴٢١۵)٢

−g١١١ − g١٢٢ ⩽ −٠٫ ٢٧

−g١١٣ + g١١١g١٢٢ − g١١٢g١٢١ ⩽ ٠٫ ٠١١٨

g١١٣g١٢٢ − g١١٢g١٢٣ ⩽ −٠٫ ٠٠١٢

−g٢١١ − g٢٢٢ ⩽ ۵۴

−g٢١٣ + g٢١١g٢٢٢ − g٢١٢g٢٢١ ⩽ ٩٢٧

g٢١٣g٢٢٢ − g٢١٢g٢٢٣ ⩽ ٣٨٣٩۴

باشد: می زیر صورت به سیستم دو هر به مربوط ویژه مقادیر تخصیص ناحیه
Ω = {s ∈ | − ٢۵ ⩽ real(s) ⩽ −٠٫ ١ , −۵ ⩽ imag(s) ⩽ ۵}

داریم: G٢λ و G١λ های ماتریس در آمده دست به معادلات همزمان حل از حاصل جواب جایگذاری با

G١λ =

[
−١٫ ١۶٢۶ −٣٫ ٨٨۴١ ١٠٫ ۴١١٠
٢٫ ٧١٨٠ −٠٫ ٠۵٨۵ ٠٫ ١۵٩۵

]
G٢λ =

[
−١٣٫ ٣١٣٩ −۵٫ ٩٠٢۶ ١٠٫ ۴٠٣٨
−٣٫ ٠١٩٣ −٣٫ ٨۵٩۵ ٧٫ ١٧٣٩

]



۵١
برای ژنتیک الگوریتم از استفاده و همزمان صورت به نامعادلات و معادلات سیستم حل برای روشی .۴.۴

هدف تابع کردن مناسب
شود: می محاسبه زیر صورت به همزمان خورد پس ماتریس ٢۴.۴ از

F =

[
۵٫ ٢٠۵٢ −۶٫ ۵٠٨١ ٢٫ ٣٢٧٣
٢٫ ۴۴۵٢ ٠٫ ٨١٣۵ ١٫ ۴٩٩۶

]
است. محاسبه قابل زیر بسته حلقه های سیستم ویژه مقادیر خوردی، پس ماتریس این با که

ν١ = {−٠٫ ١٠٩٣± ٠٫ ١۵٠٨i, −۴٫ ٨۴٩۴}

ν٢ = {−٢٣٫ ٢١۶٠٫−,٧ ١۴٠۶,−٣٫ ٠٩۴۴}

٩٫ ١۵١٨ با: است برابر خورد پس ماتریس این فروبینوس نرم

کنید. پیدا را زیر سیستم چهار همزمان حالت خورد پس ماتریس .٣.۴.۴ مثال

A١ =


−٠٫ ٩٨٩۶٠ ١٧٫ ۴١٠٠ ٩۶٫ ١۵
٠٫ ٢۶۴٨٠ −٠٫ ٨۵١٢ −١١٫ ٨٩

٠ ٠ −٣٠

 B١ =


−٩٧٫ ٧٨

٠
٣٠



A٢ =


−٠٫ ۶۶٠٧٠ ١٨٫ ١١٠٠ ٨۴٫ ٣۴
٠٫ ٠٨٢٠١ −٠٫ ۶۵٨٧ −١٠٫ ٨١

٠ ٠ −٣٠

 B٢ =


−٢٧٢٫ ٢

٠
٣٠



A٣ =


−١٫ ٧٢٠٢ ۵٠٫ ٧٢٠٠ ٢۶٣٫ ۵٠
٠٫ ٢٢٠١٠ −١٫ ۴١٨٠ −٣١٫ ٩٩

٠ ٠ −٣٠

 B٣ =


−٨۵٫ ٠٩

٠
٣٠



A۴ =


−٠٫ ۵١۶٢٠ ٢۶٫ ٩۶٠٠ ١٧٨٫ ٩٠
−٠٫ ۶٨٩۶٠ −١٫ ٢٢۵٠ −٣٠٫ ٣٨

٠ ٠ −٣٠

 B۴ =


−١٧۵٫ ۶

٠
٣٠


است: زیر صورت به شده داده ویژه مقادیر مستطیلی بازه

{S ∈ C| − ۴ ⩽ real(S) ⩽ −٢٠−,١ ⩽ imag(S) ⩽ ٢٠}

آوریم: می دست به تشابهی تبدیلات از استفاده با
λmin = −۴ λmax = −١

Ã١ =


−٣١٫ ٨۴٠٨ −۵١٫ ۴۵۶٢ ١١٣٫ ٠٣۴۶

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 B̃١ =


١
٠
٠



T−١
١ =


−٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠۴٧ ٠٫ ٠٣٠۶
٠٫ ٠٠٠١ −٠٫ ٠٠٢۶ ٠٫ ٠٠٠۵
−٠٫ ٠٠٠٢ ٠ −٠٫ ٠٠٠۵



Ã٢ =


−٣١٫ ٣١٩۴ −٣٨٫ ۵٣٢ ٣١٫ ۴٩٩٩

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 B̃٢ =


١
٠
٠


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T−١
٢ =


٠٫ ٠٠٢٧ −٠٫ ٠۴٠۶ ٠٫ ٠۵٧٩
−٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠٢١٢ −٠٫ ٠١٣٣
٠٫ ٠٠٠٧ −٠٫ ٠١٢٠ ٠٫ ٠٠۶۶



Ã٣ =


−٣٣٫ ١٢٠٠ −٨۴٫ ٨۵٠٠ ٢۶٢٫ ۵٠١١

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 B̃٣ =


١
٠
٠



T−١
٣ =


−٠٫ ٠٠٠٢ ٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٣٢٧

٠ −٠٫ ٠٠١٠ ٠
٠ −٠٫ ٠٠٠١ −٠٫ ٠٠٠١



Ã۴ =


−٣١٫ ٧۴١٢ −٧١٫ ۴۶٠٠ −۵٧۶٫ ٧١٨٨

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 B̃۴ =


١
٠
٠



T−١
۴ =


٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٢٣ ٠٫ ٠٣٣٠
٠٫ ٠٠٠١ −٠٫ ٠٠٠٢ −٠٫ ٠٠٠۵

٠ −٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠٠١


min (g١١١ + ١٫ ۴٢٩۵g٢١١ + ٠٫ ٢٢٧٣g٢١٢ − ٠٫ ١١١٨g٢١٣ − ١٫ ٢۴٢(٣٢

+ (g١١٢ − ١٨٫ ١٩٩g٢١١ + ٨٫ ۵۶۴٧g٢١٢ − ۴٫ ٨١٧۵g٢١٣ − ٣٧٫ ۵۶٢(٠١

+ (g١١٣ + ١٠١١٨١g٢١١ − ۴٫ ١٢۶۵g٢١٢ + ١٫ ۵٣۵٨g٢١٣− ٢٣۵)٢

+ (g١١١ + ١٠٫ ١٠٠g٣١١ − ٠٫ ٣٧٩۴g٣١٢ − ٠٫ ٠٣٢۵g٣١٣ − ٨٫ ٩٣٢۶)٢

+ (g١١٣ + ٢٫ ۴٩٢۵g٣١١ − ٠٫ ٢٠١٣g٣١٢ − ٠٫ ٠٢٩۵g٣١٣ − ۶۶٫ ٢۴۵٢(٣

+ (g١١٢ − ١٫ ٠٩۵٠g٣١١ − ٠٫ ٣٧٩۴g٣١٢ + ٠٫ ٠٠٣٣g٣١٣ + ۶٢٫ ٨۴٢(٠٨

+ (g١١١ − ٠٫ ٠٠٠١g۴١١ + ٠٫ ٠٠٠٢g۴١٢ + ٠٫ ٠٠٠١g۴١٣ + ٧٫ ۴۵۶٢(٢

+ (g١١٣ − ٠٫ ٠٣٣٠g۴١١ + ٠٫ ٠٠٠۵g۴١٢ − ٠٫ ٠٠٠١g۴١٣ − ١١٣٫ ٠٣۴۶+ ١۴٩٫ ۵٢(٧٠٠

١٫ ۵ ⩽ g١١١ ⩽ ۴۵

−٢٫ ٢۵٠٠ ⩽ g١١٢ ⩽ ۶٧۵

۴٫ ٢۵٠٠ ⩽ g١١٣ ⩽ ٣٣٧۵

١٫ ۵ ⩽ g٢١١ ⩽ ۴۵

−٢٫ ٢۵٠٠ ⩽ g٢١٢ ⩽ ۶٧۵

۴٫ ٢۵٠٠ ⩽ g٢١٣ ⩽ ٣٣٧۵
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١٫ ۵ ⩽ g٣١١ ⩽ ۴۵

−٢٫ ٢۵٠٠ ⩽ g٣١٢ ⩽ ۶٧۵

۴٫ ٢۵٠٠ ⩽ g٣١٣ ⩽ ٣٣٧۵

١٫ ۵ ⩽ g۴١١ ⩽ ۴۵

−٢٫ ٢۵٠٠ ⩽ g۴١٢ ⩽ ۶٧۵

۴٫ ٢۵٠٠ ⩽ g۴١٣ ⩽ ٣٣٧۵

است: زیر صورت به آمده دست به جوابهای
(−١٫ ٢۵٢۶,٠٫ ٣۶٠۶,٢٫ ٠٠١٢,۶٫ ٢٣۴٣٫−,١ ۴۵٨٠,٢٫ ٠٩٢٨)

(−۴٫ ١٣۶۵,٣٫ ٧٨۶۴,−۴٫ ٢۵٩٠,−۶٫ ٢٣۴٣,١٫ ٩۴۵۶,−۶٫ ۵۶٧٣)

آوریم: می دست به
F =

[
٠٫ ٠٠٨٨ ٠٫ ٣٧٨٨ ٠٫ ٨٨۶١

]

سازی مینیمم مسئله حل برای ژنتیکی الگوریتم از استفاده ۵.۴

شده ریزی پی طبیعی انتخاب مکانیسم براساس که هستند تصادفی های روش ژنتیکی های الگوریتم
به شروع هدف تابع به توجه با و کرده انتخاب را جواب فضای از جمعیت یک کار، شروع برای آنها اند.
باشد، می نمادها و اعداد از رشته یک شامل خود که کروموزوم شکل به مسئله جواب کنند. می جستجو
کنند. می مداخله الگوریتم در بهینه جواب به رسیدن برای جهش و تقاطع عامل دو شود. می داده نمایش
تا دهند انتقال نسل به نسل را بهترین کنند می سعی ها کروموزوم ارزشگذاری به توجه با عامل دو این
مشتمل و بوده مسئله برای پیشنهادی حل راه یک دهنده نشان کروموزوم هر آید. دست به بهینه جواب
از ای مجموعه دارد. مسئله نوع به بستگی کروموزوم یک های ژن تعداد هاست. ژن از رشته یک بر
زمان در که است جستجویی فضای کننده تعیین جمعیت، اندازه گویند. جمعیت یک را ها کروموزوم
ایجاد در گویند. نسل یک را الگوریتم از تکرار هر گیرد. می قرار جستجو مورد ژنتیک الگوریتم اجرای
شود. می تولید تصادفی صورت به اولیه جمعیت مسائل اکثر در و ندارد وجود خاصی قاعده جمعیت

کند. می تعیین را جمعیت اندازه شده، تعریف های خواسته و نیاز به توجه با طراح
آن برابر در کروموزوم هر که است هدف تابع با برازندگی تابع یک تعریف بر مشتمل برازندگی ارزیابی
دهنده نشان باشد بیشتر برازندگی مقدار قدر چه هر شود. می آزمون نظر مورد محیط با تناسب لحاظ از
است لازم ژنتیک الگوریتم اجرای برای است. برازندگی تابع کمتر مقادیر به نسبت حل راه بودن بهتر
میزان سپس شود. انجام تصادفی طور به تواند می انتخاب این که شود انتخاب اولیه جمعیت یک که

شود. می گیری اندازه جمعیت از موجود های رشته از هریک برازندگی یا شایستگی
عمل شوند. می جهش و تقاطع شامل که ژنتیکی اعمال دارد. وجود ژنتیکی الگوریتم در عمل نوع دو
روی بر لحظه یک در عملگر این است. ژنتیکی عملگر مهمترین تقاطع است. انتخاب همان که تکامل
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است عملگری جهش کند. می تولید فرزند دو کروموزوم دو ترکیب وسیله به و گذاشته تأثیر کروموزوم دو
تأثیر واقع در انتخاب کند. می ایجاد مختلف های کروموزوم در تصادفی تغییرات خود به خود طور به که
مقادیر مبنای بر والد کروموزوم دو انتخاب، رویه در دهد. می نشان را سازی بهینه فرایند در برازندگی

شوند. می انتخاب شان برازندگی
برای شود. می استفاده ژنتیکی های الگوریتم از سازی مینیمم مسأله همزمان حل برای بخش این در
به قیود تا دارد وجود امکان این که هرچند شود. طراحی مناسب برازش تابع بک تا است لازم کار این
٢٧.۴ معادلات شامل قیود، کلیه اینجا در ما گردند، تعبیه برازش تابع از خارج نامعادله و معادله صورت
تابع یک با مجموع در و نموده اضافه هدف تابع به و درآورده معادله یک تحت را ٢٣.۴ نامعادلات و

شود: می تعریف زیر صورت به H بردار منظور این برای کنیم. می دنبال را کار مناسب برازش

H =

p∑
k=١

۴n∑
i=١

(sign(hki) + ١) (٣٣.۴)

نیز برازش تابع آید. می دست به مجهول ۴np همراه به معادله ۴np باشد. H = ٠ است لازم اینجا در
آید: می دست به زیر صورت به و روابط غیرخطی ترکیب از

Y = j٢١(g) + j٢٢(g) + · · ·+ j٢(p−١)mn(g) +H (٣۴.۴)

حل ژنتیکی های الگوریتم کمک به را سازی مینیمم مسأله یک توان می برازش تابع این از استفاده با
ماتریس های درایه همان بردار، این های درایه که کرد محاسبه را g ∈ Rnmp بردار یک آن حل از و کرد

باشند. می k = ١,٢, · · · , p برای Gkλ

بگیرید. نظر در را ٢.۴.۴ مثال شده معرفی های سیستم .١.۵.۴ مثال
دو بخش در بیشتر جزئیات دهیم. توضیح کامل را ژنتیک الگوریتم روند مثال این در که است این هدف
در است. شده آورده کامل طور به است مثال این در ژنتیک الگوریتم کدنویسی به مربوط که ششم فصل
کروموزوم هر متغیرهای تعداد است. (nmp = ٣× ٢× ٢) تایی دوازده ای رشته کروموزوم، هر اینجا
از ژنتیک الگوریتم در است. شده گرفته نظر در تا ۶ یعنی مسئله در موجود های محدودیت تعداد به
انتخاب را جواب فضای از جمعیت یک کار شروع برای شود. می استفاده جمعیت به جمعیت جستجوی
اگرچه کنیم. می تعیین را جمعیت اندازه ابتدا کنیم. می جستجو به شروع هدف تابع به توجه با و کرده
برخوردار ای ویژه اهمیت از آن صحیح انتخاب ولی است، تصادفی کاملا امر یک جمعیت اندازه انتخاب
برعکس و است نیاز زیادی محاسبات به مناسب جواب به رسیدن برای باشد بزرگ خیلی اگر چون است.
حداقل مثال این در افتد. می اتفاق بهینه نقاط زیر در همگرایی اصولا باشد کوچک خیلی جمعیت اگر
الگوریتم از تکرار هر است. شده گرفته نظر در ٢٠٠٠٠ جمعیت اندازه حداکثر و ۵٠٠ جمعیت اندازه
است. شده گرفته نظر در ١٠٠٠ (نسل) ژنتیک الگوریتم تکرار تعداد اینجا در گوییم نسل یک را ژنتیک
تابع همان سازی بهینه توابع در فیتنیز تابع دهند. می تشکیل جمعیت یک ها کروموزوم از ای مجموعه
سایر به دسترسی برای پردازیم. می دوم نسل انتخاب به اول نسل انتخاب از پس است. مسئله هدف
صورت جهش و تقاطع ژنتیکی عملگرهای توسط جدید جمعیت در تغییر تعدادی جستجو فضای در نقاط

گیرد. می
گذاشته اثر کروموزوم دو روی بر لحظه یک در عملگر این است. ژنتیکی عملگر مهمترین تقاطع عملگر
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انتخاب تقاطع به رسیدن برای ساده روش یک کند. می ایجاد فرزند دو کروموزوم دو ترکیب وسیله به و
راندمان است. دیگر والد از قسمتی با والد از قسمتی ترکیب از فرزند تولید و برش نقطه یک تصادفی
است. وابسته الگوریتم در رفته کار به تقاطع عملگر راندمان به ای ملاحظه قابل طور به ژنتیک، الگوریتم
در ٠٫ ٣ مثال این در برش نقطه اندازه شود. می داده نشان pc با معمولا ژنتیک الگوریتم در برش نقطه

است. شده گرفته نظر
می ایجاد مختلف های کروموزوم در را تصادفی تغییرات خود به خود طور به که است عملگری جهش
نمایش pm با را آن و شده تعریف جمعیت در موجود های بیت کل از درصدی عنوان به جهش نرخ کند.
را شود می تولید کار ادامه برای جمعیت در که را جدیدی های بیت ایجاد سرعت جهش نرخ دهند. می

: Gλ ترین مناسب گیریم. می نظر در ٠٫ ٠۶ مثال این در را جهش نرخ کند. می کنترل

Gλ =

[
۴٫ ۵٣۴١ ٢٫ ۶٨٧ ۴٫ ٢۵
٠٫ ١١٩۵۴ ١٫ ٠١٠٨ ١٫ ۵٩٩٢

]
داریم: ٢۴.۴ از استفاده با

F =

[
٢٫ ٠١٢٩ −١٫ ٧٨۴١ ٢٫ ٠٨٩۴
−١٫ ۶٩۴٣ ١٫ ٢٨١٣ −٠٫ ٧۴٨٧

]
.٣.٢١٠۵ با است برابر ماتریس این نرم

با: است برابر ماتریس دو در بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر
ν١ = {−٠٫ ٢٠١٣± ۵٫ ٠۶i, −۵٫ ٢۶٩۵}

ν٢ = {−١٢٫ ۶٧٨٧± ۴٫ ٣٢١٣i, −٢۶٫ ٩٠۶۵± ٣i}

ماکزیمم و ۴٠٠ را جمعیت اندازه تاست. ١٢ کروموزوم هر در متغیر هر تعداد قبل قسمت دوم مثال در و
نرخ مثال این در است. شده گرفته نظر در ١٠٠ نسل تعداد گیریم. می نظر در ٣٠٠٠٠ را جمعیت اندازه

است. ٠.٠۶ جهش نرخ و ٠.٣ تقاطع
G١λ =

[
١٫ ۵ ٩٫ ۴٠۴۶ ۴٫ ٩٨٧۴

]
G٢λ =

[
٢٫ ٨۶٣٢ ١١٫ ١٣٩٩ ۴٫ ٢۵

]
G٣λ =

[
١٫ ۵ −٢٫ ٢۵ ۴٫ ٢۵

]
G۴λ =

[
۴۵ −٢٫ ٢۵ ٣٣٧۵

]
با: است برابر آمده دست به همزمان خورد پس ماتریس و

F =
[
٠٫ ٢۵٣۴ ٠٫ ۴۵٣١ −١٫ ١٣٢٣

]
با: است برابر مثال این در بسته حلقه های سیستم ویژه مقادیر .١.٢۴۵۶ با است برابر آن نرم که

ν١ = {−١٣٫ ٢۴٣۶,−١٣۶٫ ١٩٠۴± ١٢٫ ٧٨٩٠}

ν٢ = {−١٠٫ ۶٣−,٧٠۴٫ ٣٠٢١± ٠٫ ۴٣٢١i}

ν٣ = {−٨٫ ٣٢۴١,−۵۴٫ ٠٢١± ٩i}

ν۴ = {−٢۴, −٣۴٫ ٠٩٨± i}



۵۶ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

ماتریس کردن پیدا هدف پرداختیم. خطی های سیستم همزمان کنترل به فصل این در .٢.۵.۴ نتیجه
برای را حالت خورد پس فرمول ابتدا شود. برابر ها سیستم از ای مجموعه برای که بود حالتی خورد پس
ژنتیک الگوریتم با سپس آمد. دست به مجهول پارامترهای از جمعی دادیم. قرار مساوی ها سیستم
آمده دست به خورد پس ماتریس کنیم. می جایگزین فرمول در و آورده دست به را مجهول پارامترهای
کامل طور به نمودارها در را نتیجه این کرد. پایدار همزمان طور به را مثال در شده داده سیستم چهار هر

کنیم. می مشاهده

١ سیستم :١.۴ شکل

همان در خروجی و حالت اغتشاش، نبود و ثابت ورودی صورت در که است حالتی تعادل حالت
تعادل حالت به اولیه شرایط اعمال هنگام که است پایدار زمانی سیستم یک و بماند باقی ثابت حالت
که این دیگر نکته و است شده برآورده انتظار این نمودارها این در کنید می مشاهده که همانطور برگردد.

است. شده پایدار خورد پس ماتریس یک با نمودار چهار هر



۵٧ سازی مینیمم مسئله حل برای ژنتیکی الگوریتم از استفاده .۵.۴

٢ سیستم :٢.۴ شکل



۵٨ ها سیستم از ای مجموعه برای همزمان حالت خورد پس ماتریس محاسبه .۴

٣ سیستم :٣.۴ شکل



۵٩ سازی مینیمم مسئله حل برای ژنتیکی الگوریتم از استفاده .۵.۴

۴ سیستم :۴.۴ شکل



۶٠



۵ فصل

و خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس
روش دو از استفاده با آن نرم سازی کمینه

مقدمه ١.۵

سپس و پرداخته خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس محاسبه به روش دو از استفاده با فصل این در
فصل در کنیم. می مقایسه هم با را روش دو این از استفاده با آمده دست به حالت خورد پس ماتریس نرم
با فصل این در دادیم. شرح را (B,A) پذیر کنترل زوج برای برداری همدم فرم آوردن دست به سوم،
زوج کنیم می فرض ندارد، وجود (B,A) برداری همدم فرم آوردن دست به برای مشکلی که این به توجه
آوریم. می دست به را خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس و باشد برداری همدم فرم به (B,A)

A+BFp ماتریس به مربوط گراف دوم، بخش در پردازیم. می گراف تعریف به فصل، این اول بخش در
خورد پس ماتریس آوردن دست به برای جدید روش یک از سوم بخش در سپس آوریم، می دست به را
های کننده کنترل نرم کردن مینیمم برای را الگوریتم یک فصل این بعدی قسمت کنیم. می استفاده حالت

کنیم. می بیان ویژه مقادیر تخصیص در حالت خورد پس

گراف تعریف ٢.۵

یکی که شود مشخصمی رأس دو با یال، هر است. شده تشکیل یالها نام به تهی غیر ای مجموعه از گراف
شامل را متناهی مجموعه هر تواند، می رئوس مجموعه نامیم. می یال انتهای را دیگری و یال ابتدای را
نشان ei حروف با را رئوس مجموعه اعضای کرد. خواهیم استفاده g حرف از گراف نامگذاری برای شود.
است چنین آن مفهوم و دهیم می نشان (ei, ej) علامت با را ej و ei رأس دو بین موجود یال دهیم. می
(ei١, ei٢), (ei٢, ei٣), . . . (ei(s−١), eis) اگر، دارد. وجود گراف در ej انتهای و ei ابتدای با یالی که

علامت با را آن و دارد وجود eis به ei١ از مسیری گوییم آنگاه باشد، گراف از یالهایی

(ei١, ei٢, . . . , eis) (١.۵)

۶١



۶٢ روش دو از استفاده با آن نرم سازی کمینه و خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس .۵

گویند. مسیر انتهای را eis رأس و مسیر ابتدای را ei١ رأس دهیم. می نشان
است ممکن یا و باشد داشته وجود مسیر تعدادی است، ممکن گراف یک در رأس دو بین که است بدیهی
خودش با رأس بین مسیری حلقه هر که است بدیهی همچنین باشد. نداشته وجود مسیری رأس دو بین
عددی مسیر یک دهنده تشکیل یالهای تعداد گویند. دور یک را خودش به ei از مسیری هر باشد، می
از مسیری اگر گوییم، مرتبط ej رأس با را ei رأس نامیم. مسیر طول را عدد این است، نامنفی و صحیح
ی مجموعه آنگاه باشد، داشته وجود رأس دو این بین حلقه و دور از غیر مسیری و باشد مرتبط ej به ei

Lj,i = {L : Leiej.} (٢.۵)

می تعریف ej به ei از فاصله ماکزیمم را Lj,i = maxLj,i صحیح عدد صورت این در است، تهی غیر
کنیم.

ترتیب این به باشد. می صفر مسیرها این انتهای که ماست نظر مورد مسیرهایی اغلب فصل، این در
مجموعه ei هر برای همچنین دهیم. می نشان Li با را مسیر طول و است مرتبط صفر با ei رأس گوییم

کنیم: می تعریف را زیر
Li = {Lei.} (٣.۵)

با را g گراف رئوس کنیم. می تعریف صورت به n × n ماتریس یک رأس n با g گراف برای
دهیم: می تشکیل زیر صورت به را G ماتریس و کنیم می نامگذاری e١, e٢, . . . , en

دهیم: می قرار باشد، داشته وجود ej به ei از یالی اگر
Gi,j = ١ (۴.۵)

دهیم: می قرار باشد، نداشته وجود ej به ei از یالی اگر
Gi,j = ٠ (۵.۵)

A +BFpماتریس به مربوط گراف ٣.۵

معادله آوریم. می دست به شد گفته دوم فصل در که روشی به را (A,B) برداری همدم فرم ابتدا
x̃(k+١) = Ãx̃(k)+B̃u(k) معادله به u(t) = Kx(t) کنترل قانون با x(k+١) = Ax(k)+Bu(k)

کنترل قانون با
u(t) = K̃x̃(t) (۶.۵)

اولیه برداری همدم فرم به شده تبدیل سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس K̃ که شود، می تبدیل
داریم: (۶.۵) معادله در x̃(t) جای به (TS)−١x(t) جایگذاری با است.

u(t) = K̃S−١T−١x(t) (٧.۵)

آید: می دست به زیر صورت به معمولی سیستم معادله حالت خورد پس ماتریس بنابراین
Kp = K̃S−١T−١ (٨.۵)



۶٣ A+BFPماتریس به مربوط گراف .٣.۵

فرم به (A,B) زوج اینکه فرض با شود. می نامیده (A,B) زوج اولیه حالت خورد پس ماتریس Kp که
و آورد دست به زوج، این برای را Fp حالت خورد پس ماتریس آسانی به توان می است، برداری همدم
ماتریس های درایه که شود می ملاحظه Fp آوردن دست به نحوه و B و A ماتریسهای ساختار به توجه با

زیرا، هستند. یک یا صفر A+BFp

Ã+ B̃Fp =

[
G٠

In−m O(n−m),m

]
+

[
B٠

O(n−m)×m

] [
−B−١

٠ G٠

]
=[

G٠

In−m O(n−m)×m

]
+

[
−G٠

O(n−m)×m

]
=

[
Om×n

In−m O(n−m)×n

]
صفر بردار انضمام به Rn استاندارد های پایه را آن رئوس که کرد متناظر آن برای را گرافی توان می پس
در را ej به ei از یالی شد. داده توضیح قبلا آن متناظر گراف آوردن دست به قاعده که دهند، می تشکیل

یعنی؛ شود. می نگاشته ej بردار به A+BFp تبدیل توسط ei بردار اگر گیریم. می نظر
(A+BFp)ei = ej (٩.۵)

کاملا A + BFp تبدیل که، این برای ندارد. (ei,٠) صورت به یالی هیچ آید، می دست به که گرافی
کنیم: می اضافه گراف به زیر صورت به را یالهایی شود مشخص گراف توسط

باشیم: داشته اگر فقط و اگر کنیم، می فرض را یالی صفر و ei رأس بین
(A+BFp)ei = ٠ (١٠.۵)

دهیم. می نشان gp با آوریم، می دست به A+BFp ماتریس برای صورت این به که گرافی
رأس به مسیری gp صفر غیر رأس هر از که داد، نشان توان می است، توان پوچ A+BFp که آنجایی از
را Li عدد توان می ei هر برای ندارد. وجود دوری و حلقه هیچ gp در این بر علاوه و دارد وجود صفر
دست به راحتی به را زیر نتایج توان می و است صفر تا ei رأس فاصله ماکزیمم Li که ساخت مربوط

آورد:

کند: می صدق زیر رابطه در که است صحیح عددی Li هر .١
١ ⩽ Li ⩽ n (١١.۵)

با است برابر A+BFp توانی پوچ اندیس .٢
ν = max{L١, . . . , Ln} (١٢.۵)

شود. نمی منتهی یالی e١, e٢, . . . , em رئوس از یک هیچ به gp گراف در .٣

استاندارد فضای در را بسته حلقه ماتریس حالت، خورد پس ماتریس در خطی پارامترهای تعیین برای
است: زیر فرم دارای کلی حالت در ماتریس این بگیرید، نظر در صفر ویژه مقادیر برای

Γ̃٠ =

[
Om×n

In−m On−m,m

]
(١٣.۵)

که، ای گونه به است، دیگر یکه بردار یک ایجاد یکه، بردارهای از یک هر به Γ̃٠ اثر
Γ̃٠ei = ej j > i (١۴.۵)



۶۴ روش دو از استفاده با آن نرم سازی کمینه و خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس .۵

آنگاه، j > n چه چنان و
ej = ٠ (١۵.۵)

را Γ̃٠ ماتریس به مربوط گراف سپس گویند. انتقال گراف را آن گراف و حالت انتقال به موسوم اثر این
گیریم: می نظر در کنیم. می رسم زیر صورت به

ei =



٠
...
١
...
٠


(١۶.۵)

ej به ei از یالی سپس گیریم، می نظر در e١, e٢, . . . , em را گراف های ورودی است. ١ آن ام i سطر
اگر کنیم، می رسم

Γ̃٠ei = ej

اگر، فقط و اگر کنیم، می فرض یالی صفر و ei رأس بین
Γ̃٠ei = ٠ (١٧.۵)

پارامترها یافتن برای سپس و گیریم می نظر در صفر های درایه با n ×m بعد با را Gα ماتریس حال
که: ای گونه به کنیم می وصل دیگر، های گره یا دیگر رئوس به رأس هر از یالهایی

باشد. گراف دیگر های گره یا ورودی آن انتهای و باشد گراف های ورودی از یکی یال هر ابتدای الف)
نکند. دور ایجاد ب)

نگیرد. قرار هم روی ج)
یالهای این گردد، وصل دیگر رئوس به یالی است، m مساوی یا کوچکتر آن اندیس که رئوسی از اگر د)

است. خطی پارامترهای بیانگر اضافی
آوریم: می دست به زیر صورت به را خطی پارامتری خورد پس ماتریس حال

Kα = B−١
٠ Gαs

−١T−١ (١٨.۵)

باشد. نمی بفرد منحصر Kα که است واضح
می اختصاص بسته حلقه سیستم به را دلخواه ویژه مقادیر که خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس

از: است عبارت دهد،
K = Kp +Kα (١٩.۵)

حلقه سیستم به را دلخواه ویژه مقادیر که است حالتی خورد پس ماتریس ترتیب به kα و kP که، طوری به
باشند. می خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس و دهد می اختصاص بسته

جدید روش از استفاده با را آن حالت پس�خورد ماتریس و بگیرید نظر در را زیر سیستم .١.٣.۵ مثال
های درایه تک تک دوم توان مجموع از استفاده با هدف تابع (ساختن قبل های فصل در شده گفته



۶۵ A+BFPماتریس به مربوط گراف .٣.۵

آوریم. می دست به حالت) خورد پس ماتریس

B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣


می�آوریم: دست به

B̃ =


١ ۴/٣
٠ ١
٠ ٠

 Ã =


۴ −٨/٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠



S−١T−١ =


٢/٣ ١/٣ −١
١/٢ −١/٢ ٠
٠ ٠ −١/٣


می�شود: محاسبه زیر صورت به سیستم این برای خطی پارامتری حالت پس�خورد ماتریس

است، g١٢ پارامتر نمایشگر می�شود، وصل e٢ به e١ راس از که یالی باشیم، داشته می�توانیم حالت دو
یعنی

Gα١ =

[
٠ g١٢ ٠
٠ ٠ ٠

]

یعنی، است. e٢٣ و e٢١ نمایشگر که کنیم وصل e٣ و e١ به e٢ از یال دو می�توانیم یا و

Gα٢ =

[
٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣

]

وصل e٢ به را e١ که یالی صورت این در زیرا برد، کار به همزمان نمی�توان را g١٢ و g٢١ که کنید توجه
انتخاب نمی�توان را g٢٢ و g١١ همچنین می�گیرند. قرار هم روی می�کنند، وصل e١ را e٢ که یالی و می�کند

است. موجود گراف در خود نیز g١٣ می�کنند. حلقه ایجاد زیرا کرد
داریم: حالت پس�خورد ماتریس آوردن دست به برای

Kp =

[
٠ −۶ ١٠/٣
−٢ ٢ ١

]
Kα =

[
−٨/٩g٢١ −۴/٩g٢١ ۴/٣g٢١ + ۴/٩g٢٣
٢/٣g٢١ ١/٣g٢١ −g٢١ − ١/٣g٢٣

]

باشد. داشته قرار زیر بازه در باید بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر پایداری تضمین برای مثال این در

{S ∈ C − ٢٠ ⩽ real(S) ⩽ −٠٫ ١ − ١٨ ⩽ imag(S) ⩽ ١٨}

λmin = −٠٫ ١ λmax = −٢٠



۶۶ روش دو از استفاده با آن نرم سازی کمینه و خطی پارامتری حالت خورد پس ماتریس .۵

min (٢/٣g١١ − ٨/٩g٢١ + ١/٢g١٢ − ٢/٣g٢٢ − ٨/٩g٢(٢١

(١/٣g١١ − ۴/٩g٢١ − ١/٢g١٢ + ٢/٣g٢٢ − ۴/٩g٢١ − ۶)٢

(٢/٣g٢١ + ١/٢g٢٢ + ٢/٣g٢١ − ٢(٢

(١/٣g٢١ − ١/٢g٢٢ + ١/٣g٢١ + ٢(٢

(−g١١ + ۴/٣g٢١ − ١/٣g١٣ + ۴/٩g٢٣ + ۴/٣g٢١ + ۴/٩g٢٣ + ٢(١٠/٣

(−g٢١ − ١/٣g٢٣ − g٢١ − ١/٣g٢٣ + ٢(١

(٢٠.۵)

٠٫ ٣ ⩽ g١١ + g٢٢ ⩽ ۶٠

٠٫ ٠١ ⩽ g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ ⩽ ۴٠٠

٠٫ ٠٠١ ⩽ −g٢٢g١٣ + g١٢g٢٣ ⩽ ٨٠٠٠

Gλ =

[
۵٫ ٢٧٢٨ ٠ ٠

٠ ۵٫ ١۶٣۶ ١٫ ٩٣۶٣

]
می�آوریم: دست به K = B−١

٠ (−G٠ +Gλ +Gα)S
−١T−١ رابطه در دادن قرار با و

K =

[
٠٫ ٠٧٢٨ −٠٫ ٨ −٠٫ ٢١٨٣
٠٫ ۵٨١٨ −٠٫ ۵٨١٨ −٠٫ ٢٩٠٨

]
∥ K ∥F= ١٫ ٢٠۶٠
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پس های کننده کنترل نرم کردن مینیمم برای الگوریتم یک ۴.۵
ویژه مقادیر تخصیص در حالت خورد

مسئله نویسی فرمول ١.۴.۵

حالت معادله وسیله به که را زمانی ناوردای خطی پذیر کنترل سیستم یک
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٢١.۵)

زمانی گسسته صورت به یا
x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) (٢٢.۵)

ثابت های ماتریس B و A های ماتریس و x ∈ Rn و u ∈ Rm اینجا در بگیرید. نظر در شود می بیان
است. rank(B) = m و باشند می n×m و n× n های اندازه با

بسته حلقه سیستم یک که است K حالت خورد پس کننده کنترل یک طراحی ویژه مقادیر تخصیص هدف
نماید. تولید مطلوب مواضع به ناخواسته نقاط از کنترل قابل های قطب دادن انتقال با مناسب رفتار با
بسته حلقه سیستم به را نظر مورد ویژه مقادیر که باشد اولیه خورد پس ماتریس نمایشگر Kp کنید، فرض
حلقه سیستم به را صفر ویژه مقادیر که باشد خطی پارامتری خورد پس ماتریس Kα و دهد می تخصیص

صورت به کلی حالت در خطی پارامتری خورد پس ماتریس آنگاه دهد، تخصیص بسته
K = Kα +Kp (٢٣.۵)

آن نرم که شود تعیین ای گونه به K ماتریس که است، آن است.هدف
J =∥ K ∥٢= trace[KKt] (٢۴.۵)

باشد. کمینه
که، است آن ساختن کمینه برای حل راه یک

∂ ∥ K ∥٢

∂αi

= ٠ (i = ١,٢, . . . , r) (٢۵.۵)

آیند می دست به αi حسب بر که خطی معادله r دستگاه باید باشند. می پارامترها نمایشگر αi اینجا در
پارامتر هر به نسبت ∥ K ∥ جزئی مشتقات محاسبه شود، می زیاد پارامترها تعداد که وقتی کرد. حل را
ویژه مقادیر که کننده کنترل ماتریس نرم سازی کمینه برای الگوریتمی نامه پایان دراین است. دشوار کاملا
شود. می ارائه دهد می تخصیص فوق پیشنهادی نتایج از استفاده با کنترل تحت سیستم به را نظر مورد

شود. می ارائه نیز آن سودمندی و الگوریتم کار نمایش برای مثال چند
داریم، قبل فصل به توجه با

K = Kp +Kα = Kp +B−١
٠ GαT

−١ (٢۶.۵)

باشد. می ثابت شده داده مقادیر از مجموعه یک برای Kp عناصر آن در که
جمع Gα با که پارامترهایی تنها یعنی Gα ناصفر عناصر محتوی Gα از ماتریس زیر یک کنید، فرض
در که است بدیهی آنگاه شوند، انتخاب دارند قرار ام r ستون و ام s سطر در (α)sr آن عناصر و اند شده
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ناصفر پارامترهای T−١ ماتریس از ام r سطر و B−١
٠ ماتریس از s ستون B−١

٠ GαT
−١ ضرب حاصل

شوند. می جمع (Kp)ij (i = ١,٢, · · · ,m j = ١,٢, · · · , n) متناظر عناصر با که کنند می تولید
که را T−١ سطرهای و V ماتریس در متناظرند (α)sr سطرهای با که را B−١

٠ های ستون سهولت برای
پارامتری خورد پس ماتریس بنابراین دهیم. می قرار W ماتریس در را متناظرند (α)sr های ستون با

از است عبارت موثر خطی
K = Kp + V αW (٢٧.۵)

آن های درایه که
(K)ij = (Kp)ij + (V )is(α)sr(W )rji ∈ ١, · · · ,m j ∈ ١, · · · , n s ⩽ i , r ⩽ j (٢٨.۵)

از است عبارت K فروبینوس نرم حالت این در

∥ K ∥٢=
m∑
i=١

n∑
j=١

(K)٢ij (٢٩.۵)

m∑
i=١

n∑
j=١

[(Kp)ij + (V )is(α)sr(W )rj]
٢ (٣٠.۵)

باشیم، داشته باید نرم کردن کمینه در
∂ ∥ K ∥٢
∂(α)sr

= ٠ s ⩽ m r ⩽ n (٣١.۵)

داریم: ها (α)sr از هریک به نسبت ∥ K ∥٢ از گیری مشتق با

٢
m∑
i=١

n∑
j=١

(V )sr[(Kp)ij + (V )is(α)sr(W )rj](W )jr = ٠ (٣٢.۵)

(V )si(K)ij(W )jr + (V )si(V )is(α)sr(W )rj(W )jr = ٠ (٣٣.۵)

می P را آن که است s × s پذیر وارون ماتریس یک ، V tV بیانگر (V )si(V )is ماتریس نماد لیکن
نامیم. می Q را آن که است r× r پذیر وارون ماتریس یک است، WW t بیانگر (W )rj(W )jr و نامیم

تعریف با بنابراین
P = V tV (٣۴.۵)

و
Q = WW t (٣۵.۵)

و
C = V tKpW

t (٣۶.۵)

داد، نمایش زیر صورت به ماتریسی نماد با را (٣٣.۵) معادله توان می
PαQ = −C (٣٧.۵)

بنابراین،
α = −P−١CQ−١ (٣٨.۵)

زیر الگوریتم و آید می دست به T−١ و Kp و B−١
٠ حسب بر α پارامترهای بنابراین آید. می دست به

شود. می نتیجه
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الگوریتم ٢.۴.۵

سازد. می کمینه را کننده کنترل ماتریس نرم که α پارامترهای یافتن هدف:
کنیم. می تعیین را T−١ و B−١

٠ ، Kp اولیه، حالت خورد پس ماتریس ، (B,A) زوج ورودی:
می مشخص را دارند قرار r و s محل در α پارامترهای آن در که را Gα های ستون و سطرها گام١:

کنیم.
های ستون با که را T−١ سطرهای و V ماتریس در متناظرند (α)sr سطرهای با که را B−١

٠ های ستون
کنیم. می ذخیره W ماتریس در متناظرند (α)sr

ذخیره C و Q و P در ترتیب به را آنها و کنیم می محاسبه را V tKpW
t WWو t ، V tV مقادیر :٢ گام

کنیم. می
دهیم. می قرار ١ گام از Gα ماتریس در را α مقادیر و کنیم می را −P−١CQ−١ :٣ گام

کنیم. می محاسبه را Kα = B−١
٠ GαT

−١ ماتریس :۴ گام
کنیم. می محاسبه را K = Kp +Kα ماتریس :۵ گام

بگیرید: نظر در در قبل مثال سیستم .١.۴.۵ مثال

B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣


می�آوریم: دست به

B̃ =


١ ۴/٣
٠ ١
٠ ٠

 Ã =


۴ −٨/٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠



S−١T−١ =


٢/٣ ١/٣ −١
١/٢ −١/٢ ٠
٠ ٠ −١/٣

 Kp =

[
٠ −۶ ١٠/٣
−٢ ٢ ١

]

داریم: روش این با حالت خورد پس ماتریس محاسبه برای فوق الگوریتم طبق
پارامترهای (α٢١, α٢٣) یا α١٢ کرد. انتخاب توان می خطی مستقل پارامتر مجموعه دو ١ گام طبق
شود، انتخاب α١٢ اگر دهند. می دست به را پارامتری حالت خورد پس ماتریس دو که هستند موثری

بنابراین، شوند. می ذخیره W و V در T−١ از ٢ سطر و B−١
٠ از ١ ستون

V =

[
١
٠

]
W =

[
٠ ٢ ٣

]
P = V tV = ١ Q = WW t = ١٣ C = V tKpW

t = −٢

α = ٠٫ ١۵٣٨
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K = Kp +Kα =

[
٠ −۶ ١٠/٣
−٢ ٢ ١

]
+

[
٢ −٢ ٠
٠ ٠ ٠

]
=

[
٢ −٨ ١٠/٣
−٢ ٢ ١

]
٩.٣٨۶٨ با است برابر ماتریس این نورم
داریم: شود، انتخاب (α٢١, α٢٣) اگر حال

V =

[
٠
١

]
W =

[
۴ −٨/٣ −۵
١ ٠ ٠

]
گام٢:

P = V tV = ١

Q = WW t =

[
۴٨٫ ١١ ۴
۴ ١

]
]گام٣:

α٢١ α٢٣

]
=

[
٠٫ ٣٢١٨ ٠٫ ٧١٢٨

]
گام۴:

kα =

[
−٠٫ ٢٨۶٠ −٠٫ ١۴٣٠ ٠٫ ٧۴۵٩
٠٫ ٢١۴۵ ٠٫ ١٠٧٣ −٠٫ ۵۵٩۴

]
گام۵:

K = Kp +Kα =

[
−٠٫ ٢٨۶٠ −۶٫ ١۴٣٠ ۴٫ ٠٧٩٢
−١٫ ٧٨۵۵ ٢٫ ١٠٧٣ ٠٫ ۴۴٠۶

]
٧.٨٩١٨ با برابراست ماتریس این نورم

از ابتدا است، شده استفاده نیز گراف از آن در که سیستم یک کنترل برای فصل این در .٢.۴.۵ نتیجه
بر کار با نیز روش این در چون شده استفاده است هدف تابع سازی مینیمم همان که جدید روش یک
نورم کمترین با حالت خورد پس ماتریس مقدار ایم کرده مینیمم را پارامترها مقدار ها محدودیت روی
خورد پس ماتریس محاسبه برای الگوریتم یک از مثال همین برای نیز بعدی قسمت در آمد. دست به
خورد پس ماتریس چون است بوده قبلی روش از بهتر اول روش مثال این در که ایم کرده استفاده حالت

دارد. کمتری نورم



۶ فصل

کامپیوتری برنامه�های

خطی های سیستم همزمان کنترل مساله متلب کد ١.۶

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A
% This program obtains :
% (1)- The Standard form
% (2)- The primary vector companion form
% (3)- The feedback matrix F
% (4)- The transformation matrix T
% (5)- The Kronecker invariants
% **************************************************
t0=cputime;
disp(' This is the given plant matrix A') %line 1
disp(' ********************************') %line 2
A=[1.3800 -0.2077 6.7150 -5.6760;-0.5814 -4.2900 0 0.6750;
1.0670 4.2730 -6.6540 5.8930;0.0480 4.2730 1.3430 -2.1040]
%line 3
disp(' This is the given input matrix B') %line 4
disp(' ********************************') %line 5
B=[0 0; 5.6790 0;1.1360 -3.1460;1.1360 0]
%line 6
A=A'; %line 7
[V,D]=eig(A);
[V,D]

٧١



٧٢ کامپیوتری برنامه�های .۶

V1=V(:,[1 3 4 9])
Qp=gramsch(V1)
R=Qp'*A*Qp
E=Qp'*B
A=R'
B=-E
[n,m]=size(B);
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n); %line 10
% The Echelon form of Q
% ----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;
while ( i<=n ) & ( j<=r )
[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;
if (q<=tol)
Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;
else

if i~=k
Q([i,k],:)=Q([k,i],:);
T1([i,k],:)=T1([k,i],:);
Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);
end

t=Q(i,j);
% if t~=0
Q(i,:)=Q(i,:)/t;
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;
T1(i,:)=T1(i,:)/t;
% end

if i~=n
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for k=i+1:n
t=Q(k,i);
if t~=0
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);
end
end
end
i=i+1 ;
j=j+1;
end
end
% **********************************************
% Now compute the Standard echelon form !
% ----------------------------------------------
s=1;
while s < n
i=s+1 ;
for j=i:r
if Q(i,j)~=0
for k=1:s
if Q(k,j)~=0
t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end
end
break
end
end
s=s+1;
end



٧۴ کامپیوتری برنامه�های .۶

% *****************************************************************
for i=n:-1:m+1
for k=i:r
if Q(i,k)==1
for j=k+1:r
t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);
Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);
T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break
end
end
end
% ***************************************************************
Q
% ....................................................
disp(' This is the transformation matrix,T1')
disp(' ************************************')

T1
% ****************************************************
% The Feed-back matrix , F
B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;
% **************************************************************
disp(' This is the primdry feedback law ')
disp(' ******************************** ')

Fp
% **************************************************************
gama=A+B*Fp
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%**** **********************************************************
t0=cputime;
t1=cputime-t0;
% program for assigning eigenvalues,eigen.m
% *****************************************
D=[];
for j=1:n
landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);
end

for i=1:n
D(i,i)= landa(i);
end
Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1]
% The vector companion form
for i=n:-1:m+1
for k=1:r
if Qc(i,k)==1
for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);
Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break
end
end
end



٧۶ کامپیوتری برنامه�های .۶

G2=Qc(1:m,m+1:r);
glanda=Qc(:,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;
disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')
Kp=newF+Fc
F=Qp*Kp';
disp(' with the closed-loop matrix ')
disp(' *************************** ')
gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')
F

% End of program for eigen
\\
\\
\\
\\
\\
\\
\\
\\
A=[-1.8501 -19.6291 9.5071;
0.2648 -0.8512 -11.8900;
0.2640 11.3640 -3.4170]
X0=[1;1;1]



٧٧ ژنتیک الگوریتم نویسی کد .٢.۶

X=[]
for t=0:0.01:1
X=[X, expm(t*A)*X0]
end
plot3(X(1,:),X(2,:),X(3,:),X(3,:), '-o')
% End of program for plot3
**********************************
A=[1.38 -0.2077 6.7150 -5.6760
-0.5719 3.3739 0 0.6750
-6.0577 54.6589 -6.6540 5.8930
0.0499 5.8069 0 -2.1040]
X0=[1;1;1;1]
X=[]
for t=0:0.01:1
X=[X expm(t*A)*X0]
end
plot(X(1,:), '-o')
hold on
plot(X(2,:), '-o')
hold on
plot(X(3,:), '-o')
hold on
plot(X(4,:), '-o')
% End of program for plot
*********************************

ژنتیک الگوریتم نویسی کد ٢.۶

% Parameters sitting
% **************************************************
nvar=6;
lb=[-1.5,-2.25,4.25,-1.5,-2.25,-4.25]
ub=[10,10,10,10,10,10]
popsize=500;



٧٨ کامپیوتری برنامه�های .۶

nn=50;
maxpopsize=20000;
maxiter=1000;
pc=0.3;
ncross=2*round((popsize*pc)/2);
pm=0.06;
nmut=round(popsize*pm);
stopiter=100;
disp(' ********************************')
% inital population algorithms
emp.var=[];
emp.fit=[];
pop=repmat(emp,maxpopsize,1);
for i=1:maxpopsize
pop(i).var=lb+rand(1,var)*(ub-lb);
pop(i).fit=fitness(pop(i).var);
end
[value,index]=sort([pop.fit]);
pop=pop(index)
gpop=pop;
pop=pop(1:popsize);
****************************************
%main loop algorithms
Best=zeros(maxiter,1);
mean=zeros(maxiter,1);
for iter=1:maxiter
% CROSSOVER
crossover=repmat(emp.ncross);
croosspop=crossover(crosspop,pop,ncross,nn);
%MUTATION
mutpop=repmat(emp,maxpopsize,1);
mutpop=mutation(mutpop,pop,nvar,nmut,popsize,lb.ub,nn)
pop=pop(index);
gpop=pop(1);



٧٩ ژنتیک الگوریتم نویسی کد .٢.۶

pop=pop(1:popsize);
Best(iter)=gpop.fit;
mean(iter)=mean([pop.fit]);
disp(['iter'=num2str(iter),'Best'=num2str(Best(iter)])
end
***************************************************************
%End of the program Genetic Algorithms
*********************************
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Aabstract

In this thesis explain some ways for minimizing of feedback matrix’s norm. impor-
tance of this theory in on reason that this need less price and time normally. Genetic
algorithms eemploys for Simultaneous control systems. Control of systems with this ways
need equations and inequations Genetic algorithms use from reply of this equations and
inequations and make new function with them that they betterr than previous answer. In
this thesis An analytical way employs for finding of answer then A numerical way peresent
for growth of answer. At the end of part come an example for more clarity.
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