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چൊیده
انتشار همچون کاربردی دامنه�های در ناپیوسته انتشار ضرایب با بیضوی جزیی دیفرانسیل معادلات
در انتشار پروسه�های و ناهمگن، رسانه�های در الکترومغناطیس میدان انتشار متخلخل، رسانه طریق از
عناصر روش�های از استفاده با مسایل این عددی حل برای استاندارد روش می�دهند. روی خشن سطوح
آمده بوجود اولیه مثلث سلول�های مرزهای در ناپیوستگی که، واقعیت این فرض از است عبارت متناهی
و نداشته مطابقت شاخه�ای�ها چند یا سطوح، منحنی�ها، در ناپیوستگی کاربرد با مساله این اما، است.
اختلال نظریه که است این ناپیوسته مسایل اینگونه حل موانع از یکی نیست. شناسایی قابل قبل از
نظر در L∞ نورم در ضرایب اختلال برای مرزهایی بیضوی، جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای
باشند. تقریبی ضرایب اما بوده، همسان کامل طور به ناپیوستگی که است این مستلزم مساله این می�گیرد،
نیازی دلیل همین به که می�کنیم ارایه q < ∞ با Lq نورم در ضرایب اختلال براساس را جدید روش
محدود عناصر روش�های کردن فرموله برای جدید اختلال نظریه این از ندارد. ضرایب دقیق تطابق به

کنیم. حل را ناپیوستگی مسایل تا می�کنیم استفاده جدید تطبیقی

تطبیقی، متناهی عناصر روش�های اختلال، تخمین ناپیوسته، ضرایب بیضوی، مسایل کلیدی: کلمات
همگرایی از بهینگی نسبت
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١ فصل

پیش�نیاز و تعاریف

مقدمه ١.١

حاصل خطی معادله دستگاه یک می�شود، گسسته بیضوی جزیی١ مشتقات با دیفرانسیل معادله وقتی
دیفرانسیل معادله از حاصل محدود تفاضل معادلات دستگاه حل برای متفاوتی عددی روش�های می�شود.

دارد. وجود بیضوی جزیی مشتقات با
عددی طور به ناپیوسته ضرایب با جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عملی، کاربرد�های از بسیاری در
روش این کار اساس می�شوند. گسسته متناهی، عناصر روش طریق از معمولا مسایل این است. شده حل
روش�های با که معمولی، دیفرانسیل معادلات به آنها ساده�سازی یا دیفرانسیل معادلات کامل حذف با
هواپیما سازه تحلیل لزوم از متناهی عناصر روش اولیه ایده می�باشد. می�شوند، حل اویلر مثل عددی
روش�های در کرد. جستجو میلادی ١٩۴٠ دهه اوایل در باید را روش این توسعه ریشه�های گرفت. شکل
متناهی، عناصر در تطبیقی حل و خطا تخمین مبانی بیان ضمن متناهی، عناصر روش ویژه به عددی،
متناهی عناصر روش محدودیت�های بر غلبه برای قوی ابزاری عنوان به تطبیقی متناهی عناصر روش از
استفاده عددی مسایل حل برای تطبیقی متناهی عناصر روش از نامه پایان این در شد. استفاده معمولی

شد. خواهد کمتر محاسباتی هزینه که می�کنیم
می�پردازیم. می�گیرند، قرار استفاده مورد نامه پایان این سراسر در که مفاهیمی معرفی به فصل این در
و سوبولوف ،Lp هیلبرت، باناخ، فضاهای بر گذرا مروری نموده، بیان را اولیه، تعاریف و مفاهیم ابتدا
مشتقات با دیفرانسیل معادلات فصل، این از اول زیربخش در داشت. خواهیم آنها با مرتبط قضایای
و بیضوی مسایل دوم، فصل در کرد. خواهیم معرفی را متناهی عناصر روش دوم، بخش زیر در و جزیی
معرفی را تطبیقی متناهی عناصر روش سوم فصل در داریم. را مسایل این برای متناهی عناصر روش
معرفی ناپیوسته ضرایب با بیضوی مسایل برای تطبیقی متناهی عناصر روش چهارم فصل در می�کنیم.

می�شود. ارایه عددی نتایج برخی پنجم فصل در می�شوند.
است. شده استفاده ،[٢٧] ،[٢٣] ،[٢٢] ،[٢١] ،[١٧] ،[١] مراجع از فصل این گردآوری برای

١Partial Differential Equation



٢ پیش�نیاز و تعاریف .١

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢.١

: هرگاه می�شود نامیده حقیقی اسکالر�های با برداری) فضای (یا خطی فضای V .١.٢.١ تعریف
∀u, v ∈ V, ∀µ, λ ∈ R, λu+ µv ∈ V,

هر�گاه، می�نامیم خطی تابعک را L : V → R تابع .٢.٢.١ تعریف
L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v), u, v ∈ V, λ, µ ∈ R.

طوری�که، به باشد داشته وجود u از مستقل C ثابت هرگاه گوییم کران�دار را L(·) باشد. برقرار
|L(u)| ⩽ C∥u∥.

هر به نسبت که است، a : V × V → R مانند تابعی V روی a(·, ·) خطی دو فرم .٣.٢.١ تعریف
باشند: برقرار زیر روابط λ, µ ∈ R و u, v, w ∈ V هر برای یعنی است، خطی خود مولفه

،a(λu+ µv, w) = λa(u,w) + µa(v, w) •

.a(w, λu+ µv) = λa(w, u) + µa(w, v) •

هرگاه: می�گوییم متقارن را a(·, ·) دوخطی فرم .۴.٢.١ تعریف
a(w, v) = a(v, w), ∀v, w ∈ V,

هرگاه، گوییم مثبت معین و
a(v, v) > ٠, ∀v ∈ V, v ̸= ٠.

روی داخلی٢ ضرب باشد، متقارن و معین مثبت V برداری فضای روی که دوخطی فرم .۵.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده داخلی ضرب فضای داخلی، ضرب همراه به V خطی فضای می�شود. نامیده V

این با متناظر نورم باشد، V روی داخلی ,·⟩ضرب ·⟩ و داخلی ضرب فضای V اگر .۶.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر شکل به داخلی ضرب

∥v∥ = ⟨v, v⟩
١
٢ . ∀v ∈ V,

هرگاه، می�نامیم متقارن را Aماتریس .٧.٢.١ تعریف
AT = A,

هرگاه، گوییم مثبت معین را آن و
vTAv > ٠, ∀v ̸= ٠.

می�گوییم. مثبت معین نیمه را ماتریس باشد، ≥ علامت > علامت جای به اگر باشد.

است: زیر صورت به شوارتز٣ کوشی- نامساوی ،v, w ∈ V هر برای .٨.٢.١ لم
|⟨w, v⟩| ≤ ∥w∥∥v∥.

٢Inner Product
٣Cauchy Schwarz



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .٢.١

می�شود: تعریف زیر فرم به مثلثی نامساوی ،v, w ∈ V هر برای .٩.٢.١ لم
∥w + v∥ ≤ ∥w∥+ ∥v∥.

نماد با و �گوییم همگرا v ∈ V در را {vi}∞i=١ نامتناهی دنباله�ی .١٠.٢.١ تعریف
lim
i→∞

vi = v

هرگاه، می�دهیم نشان
∥vi − v∥ → ٠, i→∞.

هرگاه، می�شود نامیده کوشی {vi}∞i=١ دنباله�ی .١١.٢.١ تعریف
∥vi − vj∥ → ٠, i, j →∞

می�شود. نامیده کامل ،V داخلی ضرب فضای باشد، همگرا V در کوشی دنباله�ی هر اگر .١٢.٢.١ تعریف

دارد. نام هیلبرت۴ فضای کامل، داخلی ضرب فضای .١٣.٢.١ تعریف

به می�کنیم تعریف ∥ · ∥ : V → R+ مانند تابعی شکل به V خطی فضای در را نورم .١۴.٢.١ تعریف
باشد: داشته را زیر خواص که گونه�ای

،∥v∥ > ٠ ∀v ∈ V, v ̸= ٠ •

،∥λv∥ = |λ|∥v∥ ∀λ ∈ R, v ∈ V •

،∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥ ∀v, w ∈ V •

که اول شرط در تفاوت این با باشند، برقرار بالا گانه سه شرایط هرگاه می�شود، نامیده نورم نیم | · | تابع

|v| ≥ ٠, ∀v ∈ V.

می�شود. نامیده نورم�دار خطی فضای نورم، همراه به خطی فضای .١۵.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده باناخ۵ فضای کامل، نورم�دار فضای .١۶.٢.١ تعریف

V ∗ با و شده نامیده V دوگان فضای ،V روی کراندار خطی تابعک�های همه مجموعه .١٧.٢.١ تعریف
است: زیر شکل به V ∗ در نورم می�شود. داده نمایش

∥L∥V ∗ = sup
v∈V⧹{٠}

|L(v)|
∥v∥V

که باشد موجود گونه�ای به M ثابت مقدار هرگاه گویيم کراندار را a(·, ·) خطی دو فرم .١٨.٢.١ تعریف
|a(v, w)| ≤M∥w∥V ∥v∥V , ∀v, w ∈ V.

۴Hillbert Space
۵Banach Space
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هرگاه، می�شود گفته کوارسیو۶ V در a(·, ·) متقارن دوخطی فرم .١٩.٢.١ تعریف
a(v, v) ≥ α∥v∥V ٢, ∀v ∈ V, α > ٠.

آنگاه می�باشد، کراندار و کوارسیو ،V در که باشد متقارنی خطی دو فرم a(·, ·) اگر .٢٠.٢.١ تعریف
شکل به را ∥ · ∥a انرژی نورم

∥v∥a = a(v, v)
١
٢ , ∀v ∈ V,

می�کنیم. تعریف

بودن کراندار و کوارسیو خاصیت به بنا است. ارز هم ∥ · ∥V با V روی ∥ · ∥a انرژی نورم .٢١.٢.١ لم
داریم: انرژی نورم

√
α∥v∥V ≤ ∥v∥a ≤

√
M∥v∥V .

کوارسیو و کراندار ،Vهیلبرت فضای در a(·, ·) خطی دو فرم اگر .(Lax−Milgram) .٢٢.٢.١ قضیه
که، گونه�ای به است موجود u ∈ V یکتای عضو آنگاه باشد، V روی کرانداری خطی تابعک L و باشد

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V.

و حقیقی اعداد مجموعه R کنید فرض .٢٣.٢.١ تعریف
Rd = {(x١, x٢, · · · xd), xi ∈ R, i = ١,٢, · · · d}

برای بازه، d = ١ برای دامنه این باشد. محدب و باز Ω ⊂ Rd هرگاه، می�شود نامیده دامنه Ω باشد،
نمایش Γ یا ∂Ω نماد با را Ω مرز فضاست. از زیرمجموعه�ای ،d = ٣ برای و صفحه، از بخشی d = ٢
داده نمایش |Ω| نماد با Ω حجم و سطح طول، می�شود. تعریف Ω̄ = Ω∪Γ شکل به Ω بستار می�دهیم.

می�شود.

x = (x١, · · · , xn)T در u گرادیان باشد، شده تعریف Rn در u اگر گرادیان). (بردار .٢۴.٢.١ تعریف
می�شود. تعریف ∇u = gradu = ( ∂u

∂x١
, · · · , ∂u

∂xn
) با که Rn در است برداری

در u دیورژانس باشد، برداری میدان یک u = (u١, · · · , un)T اگر (دیورژانس). .٢۵.٢.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به x = (x١, · · · , xn)T

divu = ∇ · u =
∂u١
∂x١

+ · · ·+ ∂un
∂xn

=
n∑

j=١

∂uj
∂xj

.

Ck(Ω) ،k ∈ N برای می�دهیم. نشان Ck(Ω) با را Ω روی پیوسته توابع همه مجموعه .٢۶.٢.١ تعریف
همه کلاس C∞(Ω) است. پیوسته Ω روی آنها kام مرتبه تا مشتقات همه که هستند توابعی نشان�دهنده

باشد. Ck(Ω) به متعلق k طبیعی عدد هر برای که هستند توابعی

Ω ⊂ Rn روی برداری میدان v = (v١, · · · , vn)T کنید فرض دیورژانس). (قضیه .٢٧.٢.١ قضیه
آنگاه: v ∈ C١(Ω̄,Rn) و vj ∈ C١(Ω̄) طوری�که به ∫باشد،

∂Ω

v · nds =
∫
Ω

divvdx,

۶Coercive
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∂Ω در بعدی (n − ١) عنصر دهنده نمایش ds و ∂Ω سطح بر عمود خارجی نرمال بردار n درآن که
داریم: بالا رابطه در v = ∆u جایگذاری با باشد C٢(Ω̄) در تابعی u اگر ویژه، به ∫می�باشد.

Ω

∆udx =

∫
∂Ω

∇u · nds =
∫
∂Ω

∂u

∂n
ds,

u, v ∈ C٢(Ω̄) و هموار مرز با کراندار دامنه Ω ⊂ Rn کنید فرض گرین). (اتحاد�های .٢٨.٢.١ تعریف
می�آید: بدست زیر صورت به گرین اول اتحاد ،v = v∇u دهیم قرار دیورژانس قضیه در اگر آنگاه ∫باشد،

∂Ω

v
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

(v∆u+∇u · ∇v)dx,

داریم: باشد u = v گرین اول اتحاد در ∫اگر
∂Ω

u
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

(u∆u+ |∇u|٢)dx,

،∂Ω روی ∂u
∂n

= ٠ یا u = ٠ باشیم داشته و باشد ∆u = ٠ Ω روی و u ∈ C٢(Ω) ∩ C١ ¯(Ω) اگر حال
: آنگاه

|∇u| = ٠.

داریم، باشد v = ١ گرین اول اتحاد در اگر است. ثابت Ω در u ∫یعنی
∂Ω

∂u

∂n
ds =

∫
Ω

∆udx.

می�آید: بدست زیر صورت به گرین دوم اتحاد رابطه دو این کردن کم و گرین اول اتحاد در vو uتعویض ∫با
∂Ω

(v
∂u

∂n
− u∂v

∂n
)ds =

∫
Ω

(v∆u− u∆v)dx.

گرین). (فرمول .٢٩.٢.١ ∫قضیه
Ω

∆uvdx =

∫
Γ

∂u

∂n
vds−

∫
Ω

∇u · ∇vdx

طور به u می�گوییم باشد. Ω روی اندازه�پذیر تابعی u کنید فرض اساسی). (سوپریمم .٣٠.٢.١ تعریف
Ω در تقریباً |u(x)| ⩽ α رابطه طوری�که به باشد داشته وجود α ∈ R ثابت هرگاه است کراندار اساسی
نشان زیر نماد با را آن و می�گوییم اساسی سوپریمم αهایی چنین پایین کران بزرگترین به باشد. برقرار

می�دهیم:

esssupx∈D|u(x)| = inf{α : µ({x : |u(x)| > α}) = ٠}

می�شود: تعریف زیر شکل به LP فضای .٣١.٢.١ تعریف
Lp = Lp(Ω) = {v : ∥v∥Lp <∞},

آن، در که

∥v∥Lp =

(
∫
Ω
|v(x)|pdx)

١
p , ١ ≤ p <∞,

esssupΩ|v(x)|, p =∞.
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صورت، به داخلی ضرب ،L٢ مورد در

⟨v, w⟩ = ⟨v, w⟩L٢(Ω) =

∫
Ω

vwdx,

است: زیر نورم پایه که می�شود تعریف

∥v∥ = ∥v∥L٢(Ω) = ⟨v, v⟩
١
٢ =

(∫
Ω

v٢dx
) ١

٢

اگر باشد. ،١ < p, q < ∞ و ١
p
+ ١

q
= ١ کنید فرض هولدر٧). (نامساوی .٣٢.٢.١ قضیه

و fg ∈ L١(R) آنگاه f ∈ Lp(R) ،g ∈ Lq(R)

∥fg∥L١
≤ ∥f∥Lp

∥g∥Lq
.

می�شود. داده نمایش Hk(Ω) نماد با k ≥ ١ برای Ω دامنه روی سوبولوف٨ فضای .٣٣.٢.١ تعریف
Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L٢(Ω) : D

αv ∈ L٢(Ω), |v| ≤ k}

مشتق می�شود، گفته اندیسه٩ چند و است نامنفی صحیح عناصر از تایی d بردار α = (α١, · · · , αd) که
می�شوند: تعریف زیر صورت به α طول و αام مرتبه

Dαv =
∂|α|v

∂x١α١ · · · ∂xdαd
, |α| =

d∑
i=١

αi

می�شود: تعریف زیر صورت به فضا این برای داخلی ضرب

⟨v, w⟩k = ⟨v, w⟩Hk =
∑
|α|≤k

∫
Ω

DαvDαwdx

می�شوند: تعریف زیر صورت به سوبولوف فضای در نورم نیم و نورم

∥v∥k = ∥v∥Hk = ⟨v, v⟩
١
٢
k = (

∑
|α|≤k ∥Dαv∥٢)

١
٢ •

|v|k = |v|Hk = (
∑

|α|=k ∥Dαv∥٢)
١
٢ = ∥∇v∥ •

داریم: k = ١ و k = ٠ خاص حالت�های در

H٠ = H = L٢, ∥v∥H٠ = ∥v∥L٢
•

H١ = {v ∈ L٢, D
αv ∈ L٢, |α| ≤ ١} •

H١
٠ = {v ∈ H١, v|Γ = ٠} •

تغییرات به منجر داده�ها، در کوچک تغیرات هرگاه می�شود نامیده پایدار مساله یک .٣۴.٢.١ تعریف
نشود. جواب در بزرگ

٧Holder Inequality
٨Sobolev Space
٩Multi Index



اقلیدسی) (نورم .٣۵.٢.١ تعریف

∥p∥٢ =
√
p٢١ + p٢٢ + · · ·+ p٢n =

√
p · p

می�شود. نامیده اقلیدسی بردار p

n ∈ N و باشد Rn از کرانداری و باز زیرمجموعه Ω کنید فرض شیتز١٠). لیپ (دامنه .٣۶.٢.١ تعریف
شیتز لیپ دامنه همچنین و می�شود گفته شیتز لیپ کران Ω به می�دهد. نشان را Ω کران ∂Ω شود. فرض
باشد داشته وجود hp : Br(p) → φ نگاشت و r > ٠ ،p ∈ ∂Ω نقطه هر برای اگر می�شود نامیده

که، به�گونه�ای

است، نگاشت یک hp •

هستند، شیتز لیپ پیوسته توابع دو هر hp, h−١
p •

hp(∂Ω ∩Br(p)) = φ٠ •

hp(Ω ∩Br(p)) = φ+ •

مثبت مقدار با توابعی φ+ و صفر مقدار با توابعی φ٠ ،Br(p) := {x ∈ Rn| ∥x − p∥ < r} که
بود. خواهد

فریدریچز١١) (نامساوی .٣٧.٢.١ تعریف

∥v∥L٢(Ω) ≤ C
(
∥∇v∥٢L٢(Ω) + ∥v∥

٢
L٢(Γ)

) ١
٢ , v ∈ C١

به دارد وجود C = C(Ω) ثابت آنگاه باشد. کراندار دامنه ،Ω ⊂ Rn اگر پوانکاره١٢) لم ) .٣٨.٢.١ لم
∫طوری�که،

Ω

|u(x)|٢dx ⩽ C

∫
Ω

|∇u(x)|٢dx.

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ٣.١

و پیش�بینی در که است، علمی و مهندسی مساله�های از بسیاری فرمول�بندی برای زبانی معادلات، این
و هوا آلودگی زدودن فلزات، کردن ذوب و کردن گرم ساختمان�ها، استاتیکی و دینامیکی خواص کنترل

می�ر�ود. کار به · · · و مغناطیسی تشدید برداری عکس شهری، تسهیلات در آب
مجهول توابع آن، در که هستند دیفرانسیل معادلات از جزیی١٣دسته�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات
یعنی باشد، داشته وجود متغیرها، آن به نسبت توابع جزیی مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر

١٠Lipschitz
١١Friedrichs inequality
١٢Poincare lemma
١٣Partial Differential Equation



٨ پیش�نیاز و تعاریف .١

مستقل متغیر�های به نسبت تابع متغیر مشتقات و u تابع متغیر و x١, · · · , xn متغیر�های بین رابطه هر
مشتق باشد، متغیره چند تابع یک u = f(x١, · · · , xn) اگر گویند. جزیی دیفرانسیل معادله یک را
شده ظاهر مشتق مرتبه بزرگترین هرگاه می�دهیم. نشان ∂ku

∂k
i
صورت به را xi مولفه به نسبت kام مرتبه

بیشتر می�شود. گفته PDE اختصار به معادلات این به است. k مرتبه از دیفرانسیل معادله باشد، k
اگر می�شوند. نامیده دوم مرتبه PDEهای و بوده دوم و اول مرتبه جزیی مشتقات شامل فقط PDEها
در و خطی، معادله باشد، نشده ضرب هم در یا نرسیده توان به آن مشتقهای یا وابسته متغیر معادله�ای در

باشد. متغیر یا ثابت می�تواند معادلات این ضرایب است. خطی غیر صورت این غیر
شکل است. کامل O و O ⊆ Ω که می�دهیم نشان باشد. Ω در بازی مجموعه O و دامنه Ω کنید فرض

است: زیر صورت به z = (z١, · · · zn) مستقل متغیر n با دوم مرتبه PDE

Au := −
n∑

i,j=١

∂

∂zi
(aij(z)

∂u

∂zj
) +

n∑
i=١

(
∂

∂zi
(bi(z)u) + ci(z)

∂u

∂zi
) + a٠(z)u = f(z), (١.١)

و f ∈ C١(O) ،a٠ ∈ C١(O) ،ci ∈ C١(O) ،bi ∈ C١(O) ،aij ∈ C١(O) ،u ∈ C٢(O) که
است. A(z) = {aij}ni,j=١

اگر گوییم، بیضوی را معادله باشد مثبت معین A(z) برداری تابع اگر z ∈ O ازای به (١.١) معادله در
را معاله باشد n مساوی c(z) و b(z) ،A(z) رتبه�ی و نباشد مثبت معین اما باشد مثبت معین نیمه
داشته مثبت ویژه�ی مقدار n− ١ و منفی ویژه�ی مقدار یک A(z) اگر z ∈ O ازای به می�نامیم، سهموی

گوییم. هذلولوی را معادله باشد
فضا متغیر x و فضا بعد d که ،z = x و n = d می�دهیم قرار باشد، زمان از مستقل ،(١.١) معادله اگر

است.

جزیی دیفرانسیل معادله .١.٣.١ تعریف

اگر شود می نامیده خطی •∑
|α|≤k

aα(x)D
αu(x) = f(x),

است همگن خطی PDE این است. شده داده تابع f و است اندیسی چند α ،|α| ≤ k با aα که
.f ≡ ٠ اگر

اگر است خطی نیمه •∑
|α|=k

aα(x)D
αu(x) + E٠(x, u(x), Du(x), · · ·Dk−١u(x)) = ٠.

اگر است خطی شبه •∑
|α|=k

aα(x, u(x), Du(x), · · ·Dk−١u(x))Dαu(x) + E٠(x, u(x), Du(x), · · ·Dk−١u(x)) = ٠.

است. شده آورده دارند بیشتری کاربرد که دوم مرتبه جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله چند زیر در



٩ جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٣.١

همگن) لاپلاس(خطی، معادله •

∆u = divDu =
n∑

i=١
DiDiu = ٠, Ω .در

همگن) گرما(خطی، معادله •
Dtu = ∆u, R+ × Ω .در

خطی) مینیمال(شبه سطح معادله •

div

(
Du

(١+ |Du|٢) ١
٢

)
= ٠, Ω .در

اگر است وضع خوش PDE از شده داده مساله�های .٢.٣.١ تعریف

باشد. داشته دقیق جواب مساله (١)

باشد. یکتا جواب (٢)

باشد. داشته بستگی مساله در شده داده اطلاعات در پیوستگی به جواب (٣)

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل عددی های روش ١.٣.١

محدود تفاضلات •

محدود المان�های •

محدود حجم�های •

عددی انتگرال�گیری روش •

دیفرانسیل: معادلات در اصلی عمگر سه

.∆n = ∂٢

∂x٢١
+ · · ·+ ∂٢

∂x٢١
لاپلاس عملگر •

. d
dt
−∆n انتشار یا پخش عملگر •

. d٢
d
t٢
−∆n دالامبرت عملگر •

می�شود: تقسیم زیر کلی رده�ی سه به دیفرانسیل معادلات کلی، طور به

١۴(IVP)اولیه مقدار مسایل .١
به اولیه شرط این است، همراه اولیه شرط با دیفرانسیل معادله همواره مسایل از دسته این در

است. u(x٠) = u٠ شکل

١۴Initial Value Problems



١٠ پیش�نیاز و تعاریف .١

.٣.٣.١ uttمثال − uxx = ٠, −∞ < x <∞, t > ٠,

u(x,٠) = g(x) ut(x,٠) = ٠, −∞ < x <∞, t = ٠.

١۵(BVP)مرزی مقدار مسایل .٢

و تعریف بازه انتهای و ابتدا نقطه یعنی مرز، روی مقادیر در باید R در BVP یک :R در –
باشد. مشخص u مقدار

.۴.٣.١ ′−(a(x)u′(x))مثال = f, ٠ < x < ١,

u(٠) = u(١) = ٠, x ∈ ∂Ω.

می�دهیم، نشان ∂Ω نماد با را آن که Ω ⊂ Rn ناحیه مرز سراسر روی باید u مقدار :Rn در –
باشد. معلوم

.۵.٣.١ u−∆uمثال = ٠, x ∈ Ω, t > ٠,

u(x, t) = g(x), x ∈ ∂Ω, t > ٠.

داریم: شرط نوع ٣ مرزی مقدار مسایل برای

دیریکله١۶ مرزی شرط -١

.۶.٣.١ مثال
u(x, t) = g(x), x ∈ ∂Ω,

نویمن١٧ مرزی شرط -٢

.٧.٣.١ مثال
∂u

∂n
= n · ∇u = g(x) x ∈ ∂Ω,

است. x ∈ ∂Ω در Ω بر عمود خارجی یکه�ی بردار n که

روبین١٨ مرزی شرط -٣

.٨.٣.١ مثال
∂u

∂n
+ k · u(x, t) = g(x), k > ٠, x ∈ ∂Ω,

ویژه مقدار مسایل .٣
١۵Boundary Value Problems
١۶Dirichlet Boundary Condition
١٧Neumans Boundary Condition
١٨Robin Boundary Condition



١١ متناهی عناصر روش .۴.١

به است جواب برای تقریبی یافتن بر مبتنی گالرکین روش اساس گالرکین). (روش .٩.٣.١ تعریف
که: گونه�ای

گرفت. انتگرال یا گیری مشتق آن از بتوان سادگی به •

شوند. تولید متناهی بعد با متعامد تقریباً پایه�ای توابع از مجموعه�ای توسط •

متناهی عناصر روش ۴.١

فراوانی کاربرد متفاوت مسایل حل در متناهی، عناصر روش ویژه به عددی روش�های از استفاده امروزه
بسیار اهمیت خطاها توزیع نحوه�ی و میزان از اطلاعاتی داشتن هستند، تقریبی روش�ها این چون دارد.
روشی می�شود، نامیده ١٩FEM اختصار به که محدود المان روش یا متناهی عناصر روش دارد. زیادی

است. انتگرالی معادله�های حل و جزیی دیفرانسیل معادلات تقریبی حل برای عددی
می�شود نامیده المان٢٠ که کوچکتری و ساده هندسی اجزای به پیوسته محیط متناهی، عناصر روش در

می�نامند. گره٢٢ را المان�ها مشترک نقطه و سازی٢١ گسسته را عمل این می�شود. تقسیم
هستند: زیر صورت به که داریم نیاز فضا دو به متناهی عناصر روش در

می�کنیم. جستجو آن در را تقریبی جواب که توابع، از مجموعه�ای آزمایش٢٣: فضای
می�کنیم. استفاده آن از تعامد شرط برای که توابعی فضای آزمون٢۴: فضای

بعدی دو مسایل برای متناهی عناصر روش تحلیل ۵.١

یک مسایل، اینگونه در مرز کلی حالت در می�شوند. مطرح جزیی مشتقات معادلات با بعدی دو مسایل
مناسب مش با را دامنه باید بلکه هستیم معادله برای تقریبی جوابی دنبال تنها نه لذا است. منحنی
می�شود باعث متناهی عناصر از مجموعه�ای با مهندسی، نامنظم دامنه�های نمایش تونایی بزنیم. تقریب
پیدا مساله کنیم فرض باشد. مطرح مرزی مقدار مسایل حل برای ارزش با علمی ابزار عنوان به روش که

دوم، مرتبه جزیی مشتق معادله از u جواب کردن

− ∂

∂x
(a١١

∂u

∂x
+ a١٢

∂u

∂y
)− ∂

∂y
(a٢١

∂u

∂x
+ a٢٢

∂u

∂y
) + a٠٠u− f = ٠ (٢.١)

١٩Finite element method
٢٠Element
٢١Discretization
٢٢Joint
٢٣Test Space
٢۴Trial Space



١٢ پیش�نیاز و تعاریف .١

می�باشد. شده داده مشخص مرزی شرایط و f ،a٠٠ ،(aij) ازای به
داریم: را پواسون معادله آنگاه باشد، a١١ = a٢٢ = a و a١٢ = a٢١ = a٠٠ = ٠ اگر

−∇(a∇u) = f Ω .در (٣.١)

دامنه تجزیه ١.۵.١

شکل�های دارای المان�ها ) می�شوند، نامیده متناهی عناصر که Ω̄e زیرمجموعه N به Ω̄ = Ω∪∂Ω دامنه
که، بطوری شده تقسیم هستند) · · · و مستطیل مثلث، مانند ساده هندسی

است. ناتهی و بسته Ω̄e از یک هر .١

(e ̸= f) Ωe ∩ Ωf = ϕ .١

Ω̄ ≈ Ω̄h = ∪N
e=١Ω̄

e .١

است. h برابر حداکثر المان هر در ضلع طول است. مش اندازه h

المان معادلات ٢.۵.١

آزمایش تابع در را (٢.١) طرفین وردشی، فرم آوردن بدست منظور به باشد. المان یک Ωe کنیم فرض
می�کنیم. انتگرال�گیری Ωe روی و کرده ضرب (v ∈ Sh ⊂ H١

٠ (Ω))

٠ =

∫
Ωe

v

[
− ∂

∂x
(F١)−

∂

∂y
(F٢) + a٠٠u− f

]
dxdy, (۴.١)

که
F١ = a١١

∂u

∂x
+ a١٢

∂u

∂y
, F٢ = a٢١

∂u

∂x
+ a٢٢

∂u

∂y
. (۵.١)

داریم، دیورژانس قضیه و جز�به�جز گیری انتگرال از استفاده با

٠ =

∫
Ωe

[
∂v

∂x

(
a١١

∂u

∂x
+ a١٢

∂u

∂y

)
− ∂v

∂y

(
a٢١

∂u

∂x
+ a٢٢

∂u

∂y

)
+ a٠٠vu− vf

]
dxdy

−
∫
Γe

v

[
nx

(
a١١

∂u

∂x
+ a١٢

∂u

∂y

)
− ny

(
a٢١

∂u

∂x
+ a٢٢

∂u

∂y

)
ds

]
.

(۶.١)

و اولیه) متغیر u)اساسی مرزی شرط uمشخص مقدار صورت این در

qn = nx

(
a١١

∂u

∂x
+ a١٢

∂u

∂y

)
+ ny

(
a٢١

∂u

∂x
+ a٢٢

∂u

∂y

)
. (٧.١)

می�دهند. نشان را ثانویه) متغیر qn) طبیعی مرزی شرط
a١١ = a٢٢ = a اگر است. n نرمال بردار طول در F = F١i −→ F٢j بردار تصویر qn = qn(x) تابع
بیشتر در است. نرمال بردار جهت در جهتی مشتق و ضرب حاصل مساوی qn آنگاه a١٢ = a٢١ = ٠ و

دارند. اهمیت فیزیکی نظر از مسایل



١٣ بعدی دو مسایل برای متناهی عناصر روش تحلیل .۵.١

می�دهد. نشان را المان مرز از گذرنده گرمای جریان حرارت، انتقال حالت در مثال برای
از: عبارتست معادله تغییراتی فرم بنابراین

٠ =

∫
Ωe

[
∂v

∂x

(
a١١

∂u

∂x
+ a١٢

∂u

∂y

)
− ∂v

∂y

(
a٢١

∂u

∂x
+ a٢٢

∂u

∂y

)
+ a٠٠vu− vf

]
dxdy

−
∫
Γ

vqnds

(٨.١)
می�دهد. تشکیل را اصلی معادله از FE مدل اساس معادله این

می�کنیم: فرض

u =
n∑

j=١
ujψj, (٩.١)

باشند. زیر ویژگی با درونیاب توابع ψj و (xj, yj) در u مقادیر uj که
n∑

j=١
ψj = ١, ψj(xi, yi) = δij, (١٠.١)

داریم: می�کنیم، جایگزین (٨.١) معادله در v جای به را ψj و u جای به را (٩.١) معادله

٠ =
n∑

j=١

{∫
Ωe

[
∂ψi

∂x

(
a١١

∂ψj

∂x
+ a١٢

∂ψj

∂y

)
+
∂ψi

∂y

(
a٢١

∂ψj

∂x
+ a٢٢

∂ψj

∂y

)
+ a٠٠ψiψj

]
dxdy

}
uj −

∫
Ωe

fψidxdy −
∫
Γe

ψiqnds, i = ١,٢, · · · , n,

(١١.١)
که،

n∑
i=١

k
(e)
ij u

(e)
j = F

(e)
i , ([k(e)]{u(e)} = {F (e)}),

k
(e)
ij =

∫
Ωe

[
∂ψi

∂x

(
a١١

∂ψj

∂x
+ a١٢

∂ψj

∂y

)
− ∂ψi

∂y

(
a٢١

∂ψj

∂x
+ a٢٢

∂ψj

∂y

)
+ a٠٠ψiψj

]
,

F
(e)
i =

∫
Ωe

fψidxdy +

∫
Ωe

qnψids = f
(e)
i +Q

(e)
i .

(١٢.١)

.k(e)ij = k
(e)
ji یعنی است. متقارن [k] آنگاه ،a١٢ = a٢١ اگر

المان ماتریس�های محاسبه ٣.۵.١

در دقیق، انتگرال�گیری روش�های وسیله به (١٢.١) معادلات در [F (e)] و [k(e)] ماتریس�های محاسبه
روی را انتگرال�ها می�توان باشند، ثابت f و a٠٠ ،aij اگر صورت، هر در نیست. ساده کلی حالت

نمود. ارزیابی مستطیلی و مثلثی المان�های
می�نویسیم: [S] و (α, β = ١,٢) [Sαβ] اساسی ماتریس چهار صورت به را [k(e)]ماتریس سادگی برای

[k(e)] = a١١[S
١١] + a١٢[S

١٢] + a٢١[S
٢١] + a٢٢[S

٢٢] + a٠٠[S], (١٣.١)



١۴ پیش�نیاز و تعاریف .١

که،
S١١
ij =

∫
Ωe

∂ψi

∂x

∂ψj

∂x
dxdy, S١٢

ij =

∫
Ωe

∂ψi

∂x

∂ψj

∂y
dxdy,

S٢٢
ij =

∫
Ωe

∂ψi

∂y

∂ψj

∂y
dxdy, Sij =

∫
Ωe

ψiψjdxdy,

(١۴.١)

همچنین،
f
(e)
i =

∫
Ωe

fψidxdy, Q
(e)
i =

∫
Γe

qnψids. (١۵.١)

معادلات و بوده منفرد ماتریس�ها این ضمن در هستند. متقارن [k(e)] المان ماتریس�های ،a٢١ = a١٢ اگر
نمی�باشد. حل قابل (١١.١)

المان ماتریس�های ساخت ۴.۵.١

این گذاشتن هم کنار با می�خواهیم اینک است. برقرار نوعی المان یک برای (١١.١) معادله که دیدیم
آوریم: بدست ناحیه سراسر در را زیر معادله معادلات،

[k]{u} = {F}. (١۶.١)

و موضعی٢۵ گره�های شماره�های بین می�توان بنابراین است. پیوسته المانی درون مرز�های روی u
نشان آرایه�ای صورت به می�توان را تناظر این نمود. برقرار تناظر یک عمومی٢۶، گره�های شماره�های
عمومی و (ui) موضعی گره�های در u مقادیر بین روابط همچنین می�گویند. ارتباط ماتریس آن به که داد

نامند. المانی درون پیوستگی شرایط را (Ui)

شده تولید معادلات حل ۵.۵.١

می�کنیم: عمل زیر صورت به (١٠.١) در آمده بدست دستگاه حل ]برای
[k١١] [k١٢]

[k٢١] [k٢٢]

]{
{∆١}
{∆٢}

}
=

{
{F ١}
{F ٢}

}
,

ستون {F ١} و مجهول اولیه متغیر�های ستون {∆٢} و معلوم (Ui) اولیه متغیر�های ستون {∆١} که
ترتیب، این به می�باشد. معلوم نیرو�های ستون {F ٢} و مجهول نیرو�های

U(x) =
N∑
e=١

n∑
i=١

u
(e)
i ψ

(e)
i =

M∑
I=١

UIϕi, (١٧.١)

کنیم. محاسبه دامنه مختلف نقاط در را U مقادیر می�توانیم

خطاها انواع ۶.١

می�گردد: دسته�بندی زیر صورت به دارد وجود متناهی روشعناصر یکمساله حل در که خطاهایی مهم�ترین

٢۵Local
٢۶Global



١۵ خطاها انواع .۶.١

شرایط و مساله هندسه از ناشی خطاهای تمام شامل ورودی: اطلاعات نامعلومی از ناشی خطای -١
می�باشد. مرزی

مرزی شرایط تعریف و المان شبکه انتخاب از ناشی خطای شامل سازی: گسسته از ناشی خطای -٢
المان شبکه با مهندسی مسایل حل در دارد. بستگی المان�ها اندازه به خطا این واقع در است.
نواحی شناخت عدم از ناشی که است شده مشاهده محاسباتی خطای صددرصد تا حتی نامناسب

است. بحرانی

آن مقدار که است کامپیوتر توسط اعداد کردن گرد از ناشی خطا، این کردن: گرد از ناشی خطای -٣
دارد. بستگی کامپیوتر در اعداد مثبت دقت به

باشد. کم بسیار و ناچیز آن در سازی گسسته از ناشی خطای که است شبکه�ای مناسب، المان شبکه
دست به متناهی عناصر روش به که است عددی جواب و دقیق جواب بین اختلاف از عبارت خطا این
دسترسی قابل دقیق حل است، پاره�ای آن بر حاکم دیفرانسیل معادله که مسایلی بیشتر برای است. آمده
می�تواند خطا نوع این اهمیت می�گردد. محاسبه تقریبی صورت به سازی گسسته خطای بنابراین نیست.

شود. درک متناهی عناصر روش به مساله یک حل اشتباه نتیجه وسیله به
واقعی خطای از خاصی معیار بین مقایسه وسیله به خطا تعیین روش�های درستی و کیفیت معمول طور به
حل که خاص مسایل برخی برای واقعی خطای محاسبه امکان البته می�گردد. بررسی تقریبی خطای و

دارد. وجود است دسترس در آن واقعی
جدیدی المان شبکه می�توان خطا برآورد روش�های از یکی توسط شده محاسبه خطای مقدار از استفاده با
مقدار و نمود آنالیز متناهی عناصر روش به را مساله دوباره المان شبکه این از استفاده با و کرد ایجاد
روش، این به می�یابد. ادامه برسد، خود مجاز حد به خطا زمانی�که تا فرایند این کرد. محاسبه را خطا
را خطا و داد کاهش را المانها اندازه می�توان همگرایی نرخ٢٨ بررسی برای می�شود. گفته تطبیقی٢٧ آنالیز

نمود. محاسبه

٢٧Adaptivity
٢٨Rate



١۶



٢ فصل

بیضوی مسایل

مقدمه ١.٢

(گرانشی، پتانسیل دامنه چندین مثال، طور به می�شوند. ایجاد مدل�ها از بسیاری در بیضوی معادلات
پدیده�های همچنین و بیولوژی پدیده�ها�ی پایا، گرمای جریان ،(· · · و الکترومغناطیس ساکن، الکتریسیته

می�کنند. توصیف را پایدار حالت
است. شده استفاده [١٨] ،[١] مراجع از فصل این گرداوری برای

نامیده بیضوی a : H × H → R دوخطی فرم باشد. هیلبرت فضای H کنید فرض .١.١.٢ تعریف
باشد. کوارسیو و متقارن کراندار، اگر می�شود

به مساله�ای باشد. Rn در کراندار و هموار ناحیه Ω کنید فرض بیضوی). (عملگر�های .٢.١.٢ تعریف
بگیرید: نظر در را زیر Lu(x)صورت = f(x), x ∈ Ω,

Bu(x) = ٠, x ∈ ∂Ω,
(١.٢)

می�شود: تعریف زیر صورت به L دیفرانسیلی عملگر آن در که

L = −
N∑

i,j=١
aij∂i∂j +

N∑
i=١

ai∂i + c (٢.٢)

گوییم بیضوی x = (x١, · · · , xn)T نقطه در (ξ١, · · · , ξN)T حقیقی بردار هر برای را فوق عملگر
به�طوریکه باشد موجود µ(x) مثبت ضریب اگر تنها و اگر

N∑
i,j=١

aij(x)ξiξj ≥ µ(x)
N∑
i=١

ξi
٢.

.
بیضوی را عملگر این همچنین باشد. بیضوی Ω از نقطه هر بر هرگاه گوییم بیضوی Ω بر را L عملگر
x ∈ Ω هر برای که باشد موجود طوری به µ٠ ثابت و بوده بیضوی Ω از نقطه هر در اگر می�نامیم یکنواخت



١٨ بیضوی مسایل .٢

باشد. برقرار µ(x) ≥ µ٠ نامساوی
اگر گوییم دیورژانس نوع از را یکنواخت بیضوی عملگر

Lu =
∂

∂xi
(aij

∂

∂xi
u)cu,

باشد. aij = aji کراندار ضرایب با
می�شود: تعریف زیر صورت به B مرزی عملگر

B = b٠ + b١
∂

∂n
.

عملگر b٠ = ١ و b١ = ٠ که حالتی در می�باشد. Ω بر خارجی نرمال یکه بردار جهت در مشتق بیانگر ∂
∂n

با بیضوی معادله را (١.٢) عملگر b٠ = ١ و b١ = ١ دیریکله، مرزی شرط با بیضوی معادله را (١.٢)
گوییم. رابین یا سوم نوع مرزی شرط با بیضوی معادله را آن b٠ ∈ R و b١ = ١ اگر و نیومن مرزی شرط

بیضوی معادله�های از مثال�هایی ١.١.٢
لاپلاس١ معادله •

∆u :=
∂٢u

∂x٢
+
∂٢u

∂y٢
= ٠, Ω .در

پواسون٢ معادله •
−∆u = f Ω .در

واکنش٣ انتشار معادله •
−∆u+ cu = f Ω .در

گرما۴) (انتقال همرفت انتشار معادله •
−ε∆u+ b١

∂u

∂x
+ b٢

∂u

∂y
= f Ω ,در ε > ٠.

خاص، حالت در می�کنیم. بررسی بیضوی جزیی دیفرانسیل معادله برای را مرزی مقدار مساله ابتدا
ماتریس A(x) = aij(x) که می�شود تبدیل یکتا ماتریس از aI اسکالر ضرب به A(x) = aij ماتریس

است. هموار مثبت معین
بگیرید: نظر در را دیریکله مساله Auابتدا := −∇ · (a∇u) + b · ∇u+ cu = f, x ∈ Ω,

u = g, x ∈ Γ,
(٣.٢)

آن، در که
١Laplas Equation
٢Poison Equation
٣Reaction-Diffusion Equation
۴Heat Transfer



١٩ مقدمه .١.٢

است. Γ هموار مرز با دامنه�ای Ω ⊂ Rd •

می�کنند: صدق زیر روابط در و بوده هموار a = a(x) ،b = b(x) ،c = c(x) ضرایب •
a(x) ≥ a٠ > ٠, c(x) ≥ ٠, ∀x ∈ Ω. (۴.٢)

هستند. Ω و Γ روی شده�ای داده fتوابع ،g •

یعنی، داشت خواهیم را پواسون معادله است c = ٠ و b = ٠، a = ١ که خاص حالت در

−∆u := −
d∑

j=١

∂٢u

∂x٢j
= f. (۵.٢)

نامیده هارمونیک توابع آن، جواب و می�شود تبدیل لاپلاس معادله به معادله این است f = ٠ زمانی�که
می�شود.

که، است موجود گونه�ای به c ثابت مقدار آنگاه ،u ∈ C٢(Ω̄) کنید فرض .٣.١.٢ قضیه
∥u∥C(Ω̄) ⩽ ∥u∥C(Γ) + c∥Au∥C(Ω̄).

که باشد تابعی ϕ کنید فرض برهان.
ϕ ≥ ٠, Aϕ ⩽ −١, x ∈ Ω,

می�کنیم: تعریف را زیر فرم به تابع دو
v±(x) = ±u(x) + ∥Au∥c(Ω̄)ϕ(x),

بنابراین،
Av± = ±Au+ ∥Au∥c(Ω̄)Aϕ(x) ⩽ ٠, x ∈ Ω,

داشت: خواهد Γ روی را خود ماکزیمم v± بنابراین
v±(x) ⩽ max

Γ
(v±) ⩽ max

Γ
(±u) + ∥Au∥C(Ω̄)∥ϕ∥C(Γ) ⩽ ∥u∥C(Γ) + c∥Au∥C(Ω̄),

می�شود. ثابت حکم c = ∥ϕ∥C(Γ) انتخاب با

گرین تابع و اساسی جواب ٢.١.٢

آن در که بگیرید نظر در را Au = f ناهمگن معادله
A = −∇ · (a∇) + b · ∇+ c,

می�شود، فرض b = ٠ خاص حالت در است.
A = −∇ · (a∇) + c.

کنید. گیری انتگرال Ω روی و کرده ضرب φ ∈ C∞٠ (Rd) در را Au = f معادله شروع، برای
⟨Au, φ⟩ = ⟨f, φ⟩.



٢٠ بیضوی مسایل .٢

داریم، تساوی چپ سمت از جز�به�جز گیری انتگرال بار دو ∫با
Ω

Auφdx =

∫
Ω

−∇ · (a∇u)φdx+
∫
Ω

cuφdx

= −φ(a∇u)
∣∣
Γ
+

∫
Ω

a∇u∇φdx+
∫
Ω

cuφdx

=

∫
Ω

a∇u∇φdx+
∫
Ω

cuφdx

= a∇φu
∣∣
Γ
−
∫
Ω

∇ · (a∇φ)udx+
∫
Ω

cuφdx

= −
∫
Ω

∇ · (a∇φ)udx+
∫
Ω

cuφdx

=

∫
Ω

(−∇ · (a∇φ) + cφ)udx

= ⟨u,Aφ⟩.

داشت، خواهیم بنابراین

⟨u,Aφ⟩ = ⟨f, φ⟩ =
∫
Rd

f(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ C∞٠ (Rd).

x = ٠ در و بوده هموار x ̸= ٠ برای هرگاه است، Au = f معادله اساسی جواب u .۴.١.٢ تعریف
که، گونه�ای به باشد باشد) نشده تعریف تکین نقطه در تابع مقدار تکینگی(یعنی دارای

u ∈ L١(B), B = {x ∈ Rd : |x| < ١} •

|Dαu(x)| ⩽ cα|x|٢−d−|α|, |α| ̸= ٠ •

⟨u,Aφ⟩ = φ(٠), ∀φ ∈ C∞٠ (Rd) •

بیضوی معادله�های برای متناهی عناصر روش ٢.٢

شدن پیچیده�تر با می�شوند. پیچیده�تر روز به روز نیز مهندسی مسایل فناوری، و علوم رشد با گام هم
جوامع افزون روز نیاز�های جواب�گوی دیگر تحلیلی، روش�های آن�ها، دقیق�تر و سریع�تر حل لزوم و مسایل
را عددی روش�های علوم، مبانی توسعه کنار در می�کنند سعی همواره محققان نگرشی، چنین با نیستند.

بخشند. توسعه نیز
رشته�های از بسیاری مسایل حل در فراوانی کاربرد که است روش�هایی از یکی متناهی، عناصر روش
بیضوی معادله�های حل برای روش این همچنین دارد. جامدات مکانیک مسایل خصوص به و مهندسی

می�شود. برده کار به

صفحه در مسأله�ای ١.٢.٢

بگیرید: نظر در را زیر مسأله
Au = −∇(a∇u) = f, x ∈ Ω, و u = ٠, x ∈ Γ,



٢١ بیضوی معادله�های برای متناهی عناصر روش .٢.٢

همچنین می�باشد. آن برای کرانی Γ = ∂Ω و است چندضلعی شکل به دامنه�ای Ω ⊂ R٢ آن در که
است. f ∈ L٢ و a(x) ≥ a٠ > ٠ هموار، a = a(x) که می�کنیم فرض

به را u ∈ H١
٠ می�باشد: زیر شکل به مسأله این ۵VFاختصار به یا ضعیف شکل وردشی، فرمول�بندی

که کنید پیدا گونه�ای
a(u, v) = ⟨f, v⟩, ∀v ∈ H١

٠ (Ω),

آن در که

a(w, v) =

∫
a∇v · ∇wdx, ⟨f, v⟩ =

∫
fvdx.

به آوریم. دست به معادله برای تقریبی جواب می�خواهیم همچنین دارد. H١
٠ در یکتایی جواب مسأله این

از مجموعه�ای Th = {T} کنید فرض کنیم. سازی۶ مثلثی را Ω چند�ضلعی ناحیه باید ابتدا منظور این
هرگاه می�شود گفته سازی مثلثی مجموعه این به باشد بسته مثلث�های

Ω̄ =
∪

T∈Th

T, hT = diam(T ), h = max
T∈Th

hT .

یکی می�تواند مثلث دو اشتراک می�شود. نامیده سازی مثلثی گره�های T ∈ Tn مثلث�های از p رئوس
گیرد. قرار یال یک داخل نمی�تواند گره�ای هیچ است ذکر به لازم باشد. مشترک یال یا گره تهی، حالت سه از

سازی گسسته ٢.٢.٢

می�کنیم: تعریف زیر شکل به را Sh فضای
Sh = {v ∈ C(Ω̄) : v = ٠ on Γ}.

(نه درونی گره�ای نقاط مجموعه {pi}Mh
i=٠ که کنید فرض همچنین است. H١

٠ از فضایی زیر فضا، این
شکل به که {φi}Mh

i=٠ هرمی توابع و pj در آن مقادیر با Sh در تابعی لذا باشند. مرز) روی

φi(pj) =

١, i = j,

٠, i ̸= j,

می�توان را Sh عضو هر لذا می�دهند، Sh برای پایه�ای تشکیل توابع این می�گردد. مشخص می�شود، تعریف
خطی ترکیب صورت به

v(x) =

Mh∑
i=١

viφi(x),

می�باشد. vi = v(pi) آن در که نوشت،
نوشت: زیر شکل به را متناهی عناصر مسأله می�توان حال

۵Varitional Formulation
۶Triangulation



٢٢ بیضوی مسایل .٢

که: بیابید گونه�ای به را uh ∈ Sh

a(uh, χ) = ⟨f, χ⟩, ∀χ ∈ Sh.

پس، uh ∈ Sh چون

uh(χ) =

Mh∑
i=١

uiφi(x)

داریم: متناهی عناصر مسأله در جواب این دادن قرار با

a(

Mh∑
i=١

uiφi(x), χ) = ⟨f, χ⟩ ∀χ ∈ Sh.

داریم: χ = φi, i = ١,٢, · · ·Mh انتخاب با
Mh∑
j=١

a(ujφj, φi) = ⟨f, φi⟩ i = ١,٢, · · ·Mh,

Mh∑
j=١

uja(φj, φi) = ⟨f, φi⟩ i = ١,٢, · · ·Mh.

است: زیر صورت به معادلات این ماتریسی شکل
Au = b

آن، در که
u = (uj), A = (aij) = a(φj, φi), b = (bi) = ⟨f, φi⟩

دستگاه لذا است، معین مثبت و متقارن A ماتریس چون است. بار بردار b و سختی ماتریس A
دارد. یکتایی جواب Au = b

و باشد) صفر عناصرش بیشتر که (ماتریسی اسپارس ماتریس A آنگاه شود، انتخاب ظریف مش اگر
باشند. همسایه pi, pj آنکه مگر است صفر مساوی عناصر تمام Aاسپارس ماتریس در بود. خواهد بزرگ
را نقاطی می�توان باشد، محدب دامنه ولی نباشد، ضلعی چند شکل به مرز اگر سازی مثلثی هنگام در
دامنه، درون در نقاط تعداد انتخاب با می�توان آید. در چندضلعی شکل به مرز تا کرد انتخاب مرز روی

است. تر دقیق تقریبی جواب باشد ظریف�تر مش چه هر کرد. اقدام سازی مثلثی به
کنید: فرض

نیستند. صفر Γ مرز روی لزوماً که باشد، Th روی پیوسته خطی وار قطعه توابع از مجموعه�ای S̃h •

شامل نیز را Γ مرز بر واقع گره�ای نقاط مجموعه این هستند. Th گره�های تمام مجموعه {pj}Nh

j=١ •
می�شود.

هستند. نقاط این با متناظر هرمی توابع {φj}Nh

j=١ •

می�شود: تعریف زیر شکل به Ih : C(Ω̄)→ S̃h درونیاب عملگر .١.٢.٢ تعریف

(Ihv)(x) =

Nh∑
i=١

viφj(x), vi = v(pi)



٢٣ H١ نورم در خطا برآورد .٣.٢

زیر صورت به می�شود، داده نمایش Ph : L٢(Ω) → Sh شکل به که متعامد٧ تصویر .٢.٢.٢ تعریف
می�شود: تعریف

⟨Phv − v, χ⟩ = ٠, ∀χ ∈ Sh, ∀v ∈ L٢(Ω).

H١ نورم در خطا برآورد ٣.٢

جواب�های uh و u که کنید فرض .١.٣.٢ قضیه
a(uh, χ) = ⟨f, χ⟩, ∀χ ∈ Sh (۶.٢)

a(u, v) = ⟨f, v⟩, ∀v ∈ H١
٠ (٧.٢)

آنگاه باشند،

∥uh − u∥a = minχ∈Sh
∥χ− u∥ •

|uh − u|١ ⩽ ch∥u∥٢ •

می�شود: تعریف زیر صورت به انرژی نورم که می�دانیم قبل از

∥v∥a = a(v, v)
١
٢ =

(∫
Ω

a|∇v|٢dx
) ١

٢

a(u, χ) = ⟨f, χ⟩ رابطه تا v = χ ∈ Sh می�دهیم، قرار (٧.٢) در لذا است، Sh ⊂ H١
٠ چون برهان.

داریم: (۶.٢) از اخیر رابطه کردن کم با همچنین و شود. حاصل
a(uh − u, χ) = ٠, ∀χ ∈ Sh.

به نسبت u متعامد تصویر uh که، معنا این به است. uh = Phu که می�یابیم در Ph تعریف به توجه با
است. Sh در a(·, ·)

داریم، اول نامساوی اثبات برای
∥uh − u∥٢a = a(uh − u, uh − u) = a(uh − u, uh)− a(uh − u, u)

می�کنیم کم و اضافه بالا رابطه به را a(uh − u, χ)
∥uh − u∥٢a = a(uh − u, uh)− a(uh − u, u) + a(uh − u, χ)− a(uh − u, χ)

= a(uh − u, uh − χ) + a(uh − u, χ− u)

= a(uh − u, χ− u)

⩽ ∥uh − u∥a∥χ− u∥a
داریم، بنابراین

∥uh − u∥a ⩽ ∥χ− u∥a, ∀χ ∈ Sh

٧Orthogonal Projection



٢۴ بیضوی مسایل .٢

آن، در که

∥uh − u∥a = min
χ∈Sh

∥χ− u∥a.

یعنی، هستند ارز هم ∥ · ∥a و | · |١ که کنید توجه دوم نامساوی اثبات برای
c|v|١ ⩽ ∥v∥a ⩽ C|v|١.

v = uh − u می�دهیم: قرار v جای به بالا نامساوی در
c|uh − u|١ ⩽ ∥uh − u∥a ⩽ C|uh − u|١.

داریم، اول نامساوی بنابه
∥uh − u∥a = min

χ∈Sh

∥χ− u∥a ⩽ C min
χ∈Sh

|χ− u|١,

بنابراین،
|uh − u|١ ⩽ C min

χ∈Sh

|χ− u|١.

رابطه از استفاده با همچنین است. درونیاب عملگر Ih که ،χ = Ihu می�دهیم قرار χ جای به حال
داشت، خواهیم |Ihv − v|١ ⩽ ch∥v∥٢

|uh − u|١ ⩽ C min
χ∈Sh

|χ− u|١ ⩽ c|Ihu− u|١ ⩽ ch∥u∥٢

است. Sh در u برای تقریب بهترین uh که معناست این به قضیه این

پسین خطای ۴.٢

آنگاه است. L آن ضلع هر طول که باشد مربعی دامنه�ای Ω = (٠,١)× (٠,١) کنید فرض .١.۴.٢ لم

∥v∥L٢(Γ)
⩽ c(L−١∥v∥٢L٢(Γ)

+ L∥∇v∥٢L٢(Γ)
)
١
٢ , ∀v ∈ C١(Ω̄),

داریم،

∥w∥∂k ⩽ c

(
h

−١
٢

k ∥w∥k + h
١
٢
k ∥∇w∥k

)
داشت: خواهیم پسین٨ خطای آوردن بدست برای

فرض همچنین باشد. صفحه در محدب چندضلعی شکل به دامنه�ای Ω که کنید [١٧]فرض .٢.۴.٢ قضیه
آنگاه باشند، (٧.٢) و (۶.٢) معادلات جواب u و uh که کنید

∥uh − u∥ ⩽ c(
∑
T∈Th

R٢
T )

١
٢ (٨.٢)

آن در که
RT = h٢T∥Auh − f∥k + h

٣
٢
k ∥a[n · ∇uh]∥ ∂k

Γ

می�باشد. n · ∇uh نرمال بردار جهت در پرش بیانگر [n · ∇uh] که
٨A posteriori error estimate



٢۵ پسین خطای .۴.٢

انطباق٩ از مرزی، مقدار مسأله یک عددی حل برای می�توان پسین خطای برآورد�های از استفاده با
محاسبه مثلث هر در را خطا مقدار کرده، شروع بزرگ مثلث�های با ابتدا که معنا این به کرد. استفاده
بیشتر خطا اگر ولی می�رویم، دیگری مثلث به باشد، کمتر تحمل قابل خطای از حاصل خطای اگر می�کنیم
ادامه آنقدر روند این می�کنیم. تقسیم مثلث بیشتری تعداد به را مثلث هر باشد، تحمل قابل خطای از

شود. کوچکتر تحمل قابل خطای از مش تمام روی خطا میزان تا می�یابد

٩Adaptivity
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٣ فصل

تطبیقی آنالیز

مقدمه ١.٣

المان شبکه�ی از منظور است. بهینه المان شبکه�ی کردن پیدا تطبیقی آنالیز روش مهم اهداف از یکی
داشته را متناهی عناصر روش به حل خطای حداقل ثابت المان�ها�ی تعداد با که است شبکه�ای بهینه،
صورت ١٩٧۴ سال در مارکل٢ و نایس١ توسط بهینه المان شبکه�ی به رسیدن برای تلاش اولین باشد،

گرفت.

کلی حالت در تطبیقی آنالیز روش�های انواع ٢.٣

همانطور است، محاسباتی هزینه کمترین صرف با جواب بهترین آوردن بدست تطبیقی آنالیز اصلی هدف
اطلاعات از حل، مرحله هر در عادی متناهی عناصر روش به حل از پس روش این در شد اشاره قبلا که
مهمی بسیار نقش عادی متناهی عناصر روش به اولیه جواب فرآیند این در می�گردد. استفاده قبل مرحله
استفاده زیر روش�های از توان می منظور این برای دارد. شده محاسبه خطای مقدار و جواب تقریب در

نمود.

درونیاب. تابع درجه داشتن نگه ثابت و متفاوت المان�های اندازه با جدید المان شبکه یک انتخاب •
با جدید المان�های اندازه روش این در می�شود. گفته h روش المان، شبکه اصلاح از روش این به

می�گردد. تعیین قبلی شبکه در المان اندازه و قبلی شبکه برای شده محاسبه خطای از استفاده
نمود. تصحیح را المان شبکه می�توان متفاوت روش دو به

کوچکتر المان چند به قبلی المان تقسیم وسیله به المان شبکه اصلاح الف-

١Neice
٢Marcal

٢٧
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با آنها موقعیت و اندازه اساسا که جدید المان شبکه یک تعریف با المان شبکه اصلاح توابع ب-
تنها و می�ماند باقی تغییر بدون المان شبکه الگوی اول روش در باشد. متفاوت قبلی المان شبکه
دوم روش در می�شوند. تقسیم کوچکتر المان�های به می�کنند تجاوز مجاز خطای از که المان�هایی
المان شبکه آن از استفاده با و می�گیرند قرار بررسی مورد قبلی شبکه در موجود المان�های تمام

می�آید. دست به جدید

المان�ها. اندازه در تغییر بدون درونیاب، تابع یا المان شکل توابع مرتبه دادن تغییر •
قبلی المان شبکه الگوی حالت این در می�شود. گفته p روش المان، شبکه اصلاح از روش این به

می�یابد. افزایش المان شبکه در موجود گره�های تعداد ولی می�ماند تغییر بدون

بعد تغییر بر علاوه یعنی است فوق روش دو ترکیب می�گیرد، قرار استفاده مورد که دیگری روش •
می�نماید. تغییر نیز شکل توابع توان المان�ها،

می�گویند. h− p روش المان، شبکه اصلاح از روش این به

می�شود. گرفته نظر در نامعلوم صورت به گره�ها موقعیت روش این در
کل روی منطبق صورت به انرژی خطای معیار که است بهینه المانی شبکه تطبیقی، آنالیز روش�های در
حاضر حال در گرفت. صورت بعدی یک مسایل مورد در بار اولین تعریف این باشد. شده توزیع ناحیه
از اگر که است ضروری نکته این به توجه می�شود. استفاده تطبیقی آنالیز روش�های همه در تعریف این
شبکه تعریف دیگر عبارت به نمود. خواهد تغییر بهینه المان شبکه شود، استفاده دیگری خطای معیار
و موثر خطای محاسبه�گر یک که است آشکار فوق مطالب به توجه با نیست. بفرد منحصر بهینه المان
سری یک با سپس، دامنه) کل (روی نماید برآورد را خطا از مناسبی و خاص معیار باید اطمینان قابل

کند. محاسبه را المان اندازه مناسب، و معقول عملیات
نظر در اصلی موضوع دو باید کارآمد و موفق تطبیقی آنالیز روش یک برای غیرخطی مسایل مورد در

شود. گرفته

خطا آنالیز مناسب روش انتخاب •

می�گردد. اصلاح المان شبکه که هنگامی متغیرها انتقالی اپراتور یک مناسب انتخاب •

از اطلاعات و گردد تولید جدید المان شبکه بایستی جدید المان�های اندازه محاسبه و خطا برآورد از پس
نه جدید المان�های روی بر اطلاعات این انتقال با شود. منتقل جدید المان شبکه به قبلی المان شبکه
بنابراین نگردند. برقرار نیز تعادل معادلات است ممکن بلکه دارد وجود بنیادی روابط نقض امکان تنها

شود. گرفته کار به خاصی روش�های مسایل اینگونه در بایستی

متناهی عناصر شبکه�ی تولید ٣.٣

روش با جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل در مهم مراحل از یکی المان�ها تولید در مش�بندی
است. جامدات مکانیک مسایل در متناهی عناصر



٢٩ متناهی عناصر در تطبیقی حل .۴.٣

می�باشد. کوچک�تر و ساده�تر قطعات با اولیه هندسی شکل جایگزینی و بندی تقسیم مفهوم به مش تولید
مدل یک به اولیه هندسی مدل بایستی، متناهی عناصر روش از استفاده با سازه�ای مسایل حل برای

می�باشد. مش تولید کار، بخش مهم�ترین منظور این به شود. تبدیل محاسباتی
چهار و گروهی شش مثلثی المان�های از استفاده با و اتوماتیک صورت به محدود اجزای شبکه�ی تولید
که هستند روش�هایی نیافته، سازمان مش تولید روش�های می�گیرد. انجام ایزوپارامتریک هشت ضلعی
ثابت آن�ها همسایگی در موجود المان�های و گره�ها تعداد دامنه، داخل در موجود المان و گره هر برای
اجزای شبکه�ی محلی بهبود که است ذکر به لازم می�پذیرد. صورت همزمان طور به آنها تولید و نمی�باشد

است. امکان�پذیر مش�بندی روش نوع این کمک به تنها محدود

متناهی عناصر در تطبیقی حل ۴.٣

تعیین برای مهندسی قضاوت جز به ابزاری گونه هیچ معمولی، متناهی عناصر روش در اینکه به توجه با
اندازه انتخاب و نمی�باشد مهندسین دسترس در جواب، دقت نیز و رفته کار به المان اندازه بودن مناسب
عناصر روش ویژه به عددی، روش�های در می�گیرد، صورت شده داده توصیه�های اساس بر بیشتر المان
تطبیقی متناهی عناصر روش از متناهی، عناصر در تطبیقی حل و خطا تخمین مبانی بیان ضمن متناهی،

شد. استفاده معمولی متناهی عناصر روش محدودیت�های بر غلبه برای قوی ابزاری عنوان به
R(uh) = u−uh و باشد متناهی عناصر روش از حاصل تقریبی جواب uh و دقیق جواب u کنید فرض

باشد. پوشی چشم قابل خطای tol و پسین خطای e مانده، خطای
جواب کنیم استفاده ریز مش از اگر متناهی عناصر روش به جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل در

می�کند. بروز کلی ایراد دو ولی شد، خواهد دقیق

است. نیاز محاسبات برای زیادی زمان .١

شود. تامین نظر مورد دقت درشت�تر، مش�های با جواب نقاط، از برخی در .٢

است: زیر شکل به آن کلی ایده�ی که می�کنیم استفاده انطباق٣ مفهوم از مشکل این رفع برای
در را نظر مورد دقت شده محاسبه جواب اگر جواب، محاسبه از پس می�کنیم. آغاز درشت مش یک با
در و شود تامین دقت شده، مش�بندی نواحی از برخی در اگر ولی است. تمام که کند تامین دامنه سرتاسر

داشت: خواهیم نشود تامین برخی

می�داریم. نگه تغییر بدون را مش درست، نواحی در •

می�کنیم. ظریف را مش کم، دقت با نواحی در •

است: زیر تکراری حلقه صورت به تطبیقی۴ متناهی عناصر روش ساختار
AFEM : SOLVE→ ESTIMATE→ MARK→ REFINE,

٣Adaptivity
۴Adaptive Finite Element Method
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گالرکین جواب محاسبه Uk ∈ V (Tk), Uk = SOLVE(Tk), •

e(z) محلی خطای شاخص�های محاسبه εk = ESTIMATE(Tk, Uk, f) •

Dorfler گذاری علامت از استفاده با Mk ⊂ Tk انتخاب Mk = MARK(εk, Tk) •

εk(Mk) ≥ θεk(Tk) for ٠ < θ < ١ •

منطبق مش خروجی و Mk شده گذاری علامت عناصر تظریف Tk+١ = REFINE(Tk,Mk) •
. Tk از تظریف Tk+١

کنید: عمل زیر شکل به انطباق سازی پیاده برای
باشد. کمتر TOL تحمل قابل مقدار از ∥e(x)∥E یعنی مساله خطای می�خواهیم کنید فرض

باشد. درشتی مش می�تواند مش این بگیرید، نظر در را اولیه مش -١

کنید. محاسبه بالا مش براساس را uT -٢

کنید. حساب مش از بخش هر روی را R(uT ) مانده خطای -٣

را مش از بخش همان اینصورت غیر در است، تمام که باشد کمتر TOL از مانده خطای اگر -۴
کنید. تکرار ۴,٣,٢را مراحل و کنید. ظریف

راس جدیدترین دوبخشی ۵.٣

می�کنیم. معرفی را است راس۵ جدیدترین دوبخشی نام به که تقسیمات، از خاصی فرم
نشان T مثلث عناصر داخل Ω از افرازی عنوان به را T باشد. R٢ در چندوجهی دامنه Ω کنید فرض
داشت خواهیم T, T ′ ∈ T داشتن با همچنین است. Ω = ∪T∈T T معنای به این که می�دهیم.

.(T ∩ T ′) = ٠
روی که است T به وابسته پیوسته، تکه�ای خطی توابع فضای ST که می�کنیم فرض ،T افراز داشتن با
هر روی خطی تابع S اگر تنها و اگر دارد وجود ST در S تابع می�کند. میل صفر به ∂Ω یعنی مرز
است. ST ⊂ H١

٠ (Ω) یعنی �کند، میل صفر به ∂Ω روی و پیوسته Ω روی S همچنین و باشد T ∈ T
تطبیقی فرایند در می�دهیم. نشان را T راس�های از مجموعه�ای VT با و T یال�های از مجموعه�ای εT با

می�کنیم. ایجاد را مجاز افراز�های از خانواده�ای
برای قانون�هایی از استفاده با را T٠, T١, · · · , Tn افراز�های از دنباله�ای تطبیقی متناهی عناصر روش
می�دهیم. نمایش را شده گذاری علامت عناصر از Mkمجموعه�ای با می�کند. ایجاد شده تقسیم مثلث�های
بهرحال فرآیند، این است. شده تظریف معین، تقسیم قانون�های از استفاده با شده گذاری علامت عناصر
از یکی درون در اگر است T ∈ T برای آویز گره v ∈ VT گوییم کرد. خواهد ایجاد را آویز گره�های

۵Newest vertex bisection
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در است. تطبیقی الگوریتم از عملکرد این به وابسته نهایی مجاز افراز ،Tn افراز شود. ظاهر T یال�های
می�کنیم. محدود راس جدیدترین دوبخشی نام به شده شناخته تقسیم از خاصی روش به را خود اینجا

به را v(T ) راس�های آن از یکی دقیق طور به ،T ∈ T٠ هر برای است، شده داده Ω از T٠ اولیه افراز
اختیاری روش یک به می�تواند اولیه گذاری شماره می�دهیم. اختصاص عنصر آن به راس جدیدترین عنوان
تقسیم عنصری اگر می�دهیم. نمایش E(T ) با را است v(T ) متضاد که T در یالی شود. گرفته نظر در
متضاد یال و راس جدیدترین ارتباط طریق از که است ساده�ای دوبخشی تقسیمات این حاصل شود،

است. آمده بدست
منطبق مینیمال زاویه شرط در که می�کنند استفاده راس جدیدترین دوبخشی از زمانی آمده بوجود افراز�های
گره دارای همچنین و آمده بوجود راس جدیدترین دوبخشی از دنباله�ای توسط T افراز اگر کنند. صدق
جدیدترین دوبخشی می�توانیم بود. مجازخواهد افراز این بنابراین می�نامیم. منطبق افراز را آن نباشد، آویز
T ∗ اصلی درخت دهیم. نمایش می�نامیم) اصلی درخت آنرا که ) T ∗ نامتناهی دودویی درخت با را راس
درخت ریشه�های آیند. بدست تقسیمات از دنباله�ای توسط می�توانند که است مثلثی عناصر همه شامل
که است جدید سلول دو آن حاصل می�شود، تقسیم T عنصر زمانی�که هستند. T٠ در مثلثی عناصر اصلی
تقسیم فرایند در آمده بوجود T به فقط و یکتاست وابسته راس جدیدترین می�شوند. نامیده T فرزندان
فقط تقسیم هر که اینست امر این دلیل ندارد. بستگی تقسیمات از قبلی دنباله به آن یعنی دارد. بستگی
قبلی تخصیص هر ندادن تغییر و تقسیمات توسط شده تولید جدید مثلثی عناصر برای را راس جدیدترین

می�دهد. اختصاص
Tای = Tn افراز هر می�کنیم. تعریف T تولید برای تقسیمات تعداد را N(T ) ،T معین درخت زیر برای
درخت زیر به مربوط می�تواند می�آید، بدست راس جدیدترین دوبخشی براساس تطبیقی فرایند توسط که
یعنی باشد. می�شوند ایجاد الگوریتم طول در که مثلثی عناصر همه شامل که ،T ∗ از T = T (T ) معین

.T٠, · · · , Tn در عناصر همه
مجاز درخت�های همه و T با را معین درخت�های همه کلاس باشد. مجاز T اگر است مجاز T = T (T )
T a
n و N(T ) = n با T معین درخت�های همه از مجموعه�ای Tn می�کنیم فرض می�دهیم. نشان T a با را

باشد. Tn از مجاز درخت�های از متناظر کلاس
است. ١ یا ٠ برچسب دارای یالی هر که است گونه�ای به T٠ در یال�ها شماره�گذاری T٠ اولیه افراز هر برای
برای را قانونی حال داشت. خواهد ٠ برچسب دیگری و ١ برچسب یال�ها از دوتا ،T ∈ T٠ مثلث در
این از اصلی خاصیت دو می�کنیم. ارایه را می�آید وجود به تقسیم کامل فرایند از که یال�هایی شماره�گذاری
برخی برای (i, i, i − ١) برچسب�های با یال�هایی مثلثی، عنصر هر اینکه اول دارد. وجود شماره�گذاری
که است یالی با متضاد راس عنصر، این برای راس جدیدترین اینکه، دوم دارد. i مثبت صحیح اعداد

می�باشد. شماره کمترین دارای
یال�های برای را شماره�گذاری این همچنین و داریم Tk در یال�های برای را شماره�گذاری چنین کنید فرض
و دارد (i, i, i− ١) برچسب با را یال�هایی ،T ∈ Tk عنصر کنید فرض کرد. خواهیم توصیف Tk+١ در
این زمانی�که می�باشد. i − ١ برچسب دارای که است یالی با متضاد عنصر، این برای راس جدیدترین
و شده نصف است i−١ برچسب دارای که یالی می�شود، تقسیم راس جدیدترین دوبخشی طریق از عنصر
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جدید یال برچسب :١.٣ شکل

می�کنیم. گذاری شماره i+١ با هم را نیمساز همچنین بود. خواهد i+١ جدید یال دو از کدام هر برچسب
راس جدیدترین همچنین می�باشد. (i, i+١, i+١) برچسب با یال�هایی دارای جدید، مثلث هر بنابراین

دارد. را شماره کمترین که است یالی با متضاد

H١(Ω) نورم در تطبیقی تقریب ۶.٣

می�کنیم، تعریف است. شده داده T افراز و w ∈ H١
٠ (Ω) تابع

E(w,ST )H١(Ω) := inf
s∈ST
∥w − s∥H١(Ω), (١.٣)

در دهیم. انجام ST از عناصری با H١(Ω) نورم در w تقریب با می�توانیم که است خطایی کوچکترین که
داریم، باشد مجاز T و −∆u = f جواب w = u که موردی

∥u− uT ∥ ≤ E(u,ST )H١(Ω) ≤ C−١
Ω ∥u− uT ∥. (٢.٣)

است. T به وابسته گالرکین تقریب uT که
زیر خطای و کرده مقایسه هم با را T ∈ Tn افراز�های همه برمی�گردیم. w ∈ H١

٠ (Ω) یعنی کلی مورد به
می�کنیم: معرفی تطبیقی تقریب بهترین از را

σn(w) := inf
T ∈Tn

E(w,ST )H١(Ω). (٣.٣)

که، گونه�ای به می�کنیم. معرفی را w ∈ H١
٠ (Ω) توابع از As := As(H١

٠ (Ω)) کلاس ،s > ٠ هر برای
σn(w) ⩽Mn−s, n = ١,٢, · · · , (۴.٣)

است. As در نورمی کند، صدق (۴.٣) در اینکه برای M کوچکترین
∥w∥As :=

∑
n⩾١

nsσn(w). (۵.٣)

داشت: خواهیم مشابه�ای تقریب می�کنیم، محدود مجاز افراز�های به را خود زمانی�که
σa
n(w) := inf

T ∈T a
n

E(w,ST )H١(Ω). (۶.٣)
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H−١(Ω) نورم در تطبیقی تقریب ٧.٣

تقریب داریم. نیاز تکه�ای ثابت تقریب به −∆u = f عددی الگوریتم در f راست سمت تجزیه برای
است. شده تعریف زیر دوگان با g بازگشتی توزیع برای H−١(Ω) نورم در شده فرض

∥g∥H−١(Ω) := sup
ϕ∈H١

٠ (Ω)

⟨g, ϕ⟩
∥ϕ∥

, (٧.٣)

است. استاندارد L٢ داخلی ضرب توسط شده تولید دوخطی دوگان نمایانگر ⟨·, ·⟩ که
تابع برای می�دهد. نشان را T به وابسته تکه�ای ثابت توابع کلاس S٠T می�کنیم فرض شده، داده T افراز

داریم ،g ∈ H−١(Ω)

E(g,S٠T )H−١(Ω) := inf
s∈S٠

T

∥g − s∥H١(Ω), (٨.٣)

طور به کنیم. پیدا دست S٠T از عناصری با H−١(Ω) نورم در f تقریب به می�توانیم خطاست. بهترین که
داریم: مشابه

σn(g)H−١(Ω) := inf
T ∈Tn

E(g,S٠T )H−١(Ω), (٩.٣)

خطی تقریب مورد در است. تکه�ای ثابت�های با g به نسبت غیرخطی تقریب بهترین از خطایی که
از است. آمده (۴.٣) در دقیق طور به آن نورم و As(H−١(Ω)) تقریب کلاس s > ٠ هر برای تکه�ای
نشان Bs(H−١(Ω)) با را مورد این در تقریب کلاس می�کنیم. استفاده σn(w) جای به σn(g)(H−١(Ω)

می�دهیم.
تعریف باشد، T ∈ T و Ω از افرازی T اگر است. g ∈ H−١(Ω) بنابراین ،g ∈ L٢(Ω) کنید فرض

می�کنیم:

gT :=
١
|T |

∫
T

g, (١٠.٣)

بنابراین است. ثابت توابع با L٢(T ) در g تقریب بهترین gT همچنین است. T روی g از میانگینی gT

S٠T (g) :=
∑
T∈g

gTχT , (١١.٣)

است. T به وابسته تکه�ای ثابت�های با g ∈ L٢(Ω) تقریب بهترین
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۴ فصل

مسایل برای تطبیقی متناهی عناصر روش
ناپیوسته ضرایب با بیضوی

مقدمه ١.۴

می�گیریم: نظر در را زیر بیضوی جزیی مشتقات با دیفرانسیل −div(A∇u)معادله = f, x ∈ Ω,

u = ٠, x ∈ ∂Ω.
(١.۴)

ماتریس A = (aij)
∞
i,j=١ و می�باشد، صحیح عدد d ≥ ١ که است. Rd در وجهی چند دامنه Ω آن در که

می�باشد. L∞ فضای از توابعی برگیرنده در که است مثبتی معین d× d
در Ω روی برداری تابع w : Ω → Rd هنگامیکه باشد. Rd روی اقلیدسی نورم | · | که می�کنیم فرض

داریم: ٠ < p <∞ هر برای شود، گرفته نظر
∥w∥Lp(Ω) := ∥ |w| ∥Lp(Ω). (٢.۴)

از اپراتور عنوان به آن (نورم طیفی نورم نشانگر ∥B∥ آنگاه باشد، d× dماتریس B اگر مشابه، طور به
صفر، اندازه با مجموعه�ای روی aij مجدد توصیف با همچنین بود. خواهد آن است) خودش به L٢(Rd)

داریم: و می�شود تعریف Ω روی جایی هر در aij که می�کنیم فرض
∥A(x)∥ ≤ ∥A∥L∞(Ω)∥x∥L∞(Ω).

خواهیم بنابراین باشد. ∥x∥L∞(Ω) = ١ می�کنیم فرض است شده گرفته نظر در بردار صورت به x چون
داشت:

∥A(x)∥ ≤ ∥A∥L∞(Ω), x ∈ Ω, (٣.۴)

آن یکتایی و وجود برای Lax-Milgram قضیه از و کرده تفسیر ضعیف معنای در را (١.۴) رابطه
فرض می�گیریم. نظر در Ω �روی مقدار حقیقی توابع از سوبولوف فضای را H١

٠ (Ω) ابتدا می�کنیم. استفاده
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نورم می�شود. داده نمایش H١(Ω) Wبا ١,٢(Ω)سوبولوف فضای باشد. Rn در بازی مجموعه Ω می�کنیم
می�شود: تعریف زیر صورت به سوبولوف

∥v∥H١ =

(∫
Ω

|v|٢ + |∇v|٢
) ١

٢

.

می�کند، میل صفر به مرز در که H١
٠ (Ω) در توابع از فضایی صورت به H١

٠ (Ω) است، کراندار Ω زمانی�که
داشت: خواهیم بنابراین می�شود. توصیف

∥v∥H١
٠ (Ω) := ∥∇v∥L٢(Ω). (۴.۴)

می�گیریم: نظر در زیر صورت به V خطی فضای روی را a(·, ·) دو�خطی فرم
a : V × V → R, V = H١

٠ (Ω).

ابتدا می�کنیم. استفاده گرین فرمول و v ∈ H١
٠ (Ω) تست تابع از ،(١.۴) وردشی فرم کردن پیدا برای

می��گیریم: انتگرال Ω روی سپس و کرده ضرب v در را (١.۴) معادله ∫طرفین
Ω

−div(A∇u)vdx =

∫
Ω

fvdx.

داریم: جز�به�جز انتگراگیری بکارگیری ∫با
Ω

A∇u∇vdx−
∫
∂Ω

a
∂u

∂n
vds =

∫
Ω

fvdx,

خواهیم و صفر، با برابر دوم رابطه بنابراین می�کند. میل صفر به مرز روی پس است، v ∈ H١
٠ (Ω) چون

∫داشت:
Ω

A∇u∇vdx =

∫
Ω

fvdx, (۵.۴)

است: زیر شکل به (۵.۴) دوخطی فرم
a(u, v) = ⟨f, v⟩,

آن در که
a(u, v) =

∫
Ω

(A∇u) · ∇vdx, u, v ∈ H١
٠ (Ω), (۶.۴)

⟨f, v⟩ =
∫
Ω

fv.

آوریم. بدست معادله برای تقریبی جواب می�خواهیم حال دارد. H١
٠ (Ω) در یکتایی جواب مساله این

می�کنیم. انتخاب را بعدی) n خطی (فضای Ln از ψ١, · · ·ψn پایه�ای توابع
m∑
e=١

∫
Ωe

(A∇u · ∇v)dΩ =
m∑
e=١

∫
Ωe

fvdΩ,

که،

u ≈
Mh∑
i=١

ψiui.

داریم: همچنین هستند. u گره�ای مقادیر ui و گره�ها تعداد Mh

ψi(x
j
١, · · · , x

j
n) = δji =

١ i = j,

٠ i ̸= j,
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می�دهیم، قرار v = ψi گالرکین روش از استفاده ∫با
Ωe

(
A∇ψi · ∇

Mh∑
j=١

ψjuj

)
dΩ =

∫
Ωe

fψidΩ i = ١, · · · ,Mh.

می�شود: حاصل زیر خطی معادلات دستگاه
keijuj

e = f e
i ,

است: زیر شکل به آن معادل که
[ke]Mh×Mh

· {ue}Mh×١ = {f
e}Mh×١

می�شود: داده نمایش زیر صورت به کدام هر f e
i و keij که

keij =

∫
Ωe

(A∇ψi · ∇ψj)dΩ,

f e
i =

∫
Ωe

fψidΩ.

گرفت، نظر در می�توان مختلفی همگرایی معیار�های
(
∑n

i=١(u
k
i − uk−١

i )٢))
١
٢

(
∑n

i=١(u
k
i )

٢)
١
٢

⩽ TOL,

می�دهد. نشان را تکرار�ها تعداد بالا فرمول در n
داریم، همچنین

[k]n×n · {u}n×١ = {f}n×١ → [k] · {u}k = {f}

می�دهد. نمایش را ماتریس مرتبه پایین اندیس�های و تکرار�ها تعداد فرمول این در بالا اندیس�های
روی A که می�کنیم فرض کنیم. استفاده b و a بردارهای داخلی ضرب تعیین برای a · b از باید �کلی طور به
مجموعه��ای صورت به را A کلیت، دادن دست از بدون است. مثبت معین یکنواخت به�طور و متقارن Ω

است. مثبت اکیدا Ω روی مکان هر در A(x) بنابراین می�گیریم. نظر در صفر اندازه با
و λmin(B) با را آن ویژه مقدار کمترین است. شده داده B مثبت معین و متقارن ماتریس کنید فرض
خواهیم باشد، x ∈ Ω از تابعی B که حالتی در می�دهیم. نشان λmax(B) با را آن ویژه مقدار بیشترین

داشت:
λmin(B) := inf

x∈Ω
λmin(B(x)),

و
λmax(B) := sup

x∈Ω
λmax(B(x)) = ∥λmax(B(·)∥L∞(Ω) = ∥B∥L∞(Ω).

یعنی باشد، y ویژه بردار با متناظر ویژه مقدار λ می�کنیم فرض
Ay = λy,

و
٠ < λmin ⩽ λi(x) ⩽ λmax, (٧.۴)
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است. برقرار ytAy > ٠ نامساوی y ̸= ٠ هر برای است مثبت معین A چون طرفی از
می�کنیم. ضرب yt و y در را (٧.۴) رابطه طرفین

ytλmin(A)y ⩽ ytλ(x)y ⩽ ytλmax(A)y.

داشت: خواهیم دارد مثبتی مقدار λ چون
λmin(A)y

ty ⩽ ytA(x)y ⩽ λmax(A)y
ty,

بنابراین،
λmin(A)|y|٢ ⩽ ytA(x)y ⩽ λmax(A)|y|٢. (٨.۴)

بر: دارد دلالت (٨.۴) رابطه a(·, ·) بودن کراندار و کوارسیو شرط به توجه با
λmin(A)∥v∥٢H١

٠ (Ω)
⩽ a(v, v) ⩽ λmax(A)∥v∥٢H١

٠ (Ω)
, ∀v ∈ H١

٠ (Ω) (٩.۴)

یعنی، است. H١
٠ نورم با ارز هم a(·, ·) با شده القاء انرژی نورم

∥v∥E = a(v, v)
١
٢ , ∀v ∈ V.

وجود بر Lax-Milgram قضیه ،( H١
٠ (Ω) دوگان (فضای f ∈ H−١(Ω) := H١

٠ (Ω)
∗ به توجه با

که، به�گونه�ای دارد دلالت u = uf ∈ H١
٠ (Ω) یکتایی جواب

a(u, v) = ⟨f, v⟩, ∀v ∈ H١
٠ (Ω), (١٠.۴)

هستند. H−١ −H١
٠ فضاهای به متعلق ⟨f, v⟩ ،(١٠.۴) رابطه در

لذا باشند، (١٠.۴) رابطه برای جواب دو u١, u٢ ∈ V می�کنیم فرض جواب یکتایی اثبات برای
a(u١, v) = ⟨f, v⟩, a(u٢, v) = ⟨f, v⟩.

داریم: a(·, ·) بودن کوارسیو شرط به توجه با باشد، v = u١ − u٢ می�کنیم فرض
α∥u١ − u٢∥٢v ⩽ a(u١ − u٢, u١ − u٢)

= ⟨f, v⟩ − ⟨f, v⟩

= ٠,

یکتاست. جواب u١ = u٢ بنابراین
تعیین دقت با H١

٠ (Ω) در u تقریب یافتن ،(١٠.۴) حل برای عددی الگوریتم�های بکارگیری از هدف
چنین عملکرد تحلیل برای می�باشد. Â به A و f̂ به f تقریب با الگوریتم�ها این شروع است. ε شده
چنین نتیجه از ناشی معمول شکل باشیم. داشته جایگزینی چنین تاثیرات برای تخمینی باید الگوریتمی،

کرد. خواهید مشاهده زیر در را اختلالی
٠ < r̂ ⩽ و ٠ < r ⩽ M < ∞ برای و باشند، مثبت معین و متقارن دو هر Â و A که کنید فرض

کنند: �صدق زیر درشرایط M̂ <∞
r ⩽ λmin(A), λmax(A) ⩽M,

r̂ ⩽ λmin(Â), λmax(Â) ⩽ M̂.
(١١.۴)

داشت: خواهیم پس
∥u− û∥H١

٠ (Ω) ⩽ r̂−١(∥f − f̂∥H−١(Ω) + r−١∥A− Â∥L∞(Ω)∥f∥H−١(Ω)

)
, (١٢.۴)
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ناپیوستگی دارای A اگر است. f̂ راست سمت و Â انتشار ضریب با (١٠.۴) جواب û ∈ H١
٠ (Ω) که

منظور این به شود. هماهنگ ناپیوستگی�ها این با باید Âتقریب باشد، مناسب (١٢.۴) اینکه برای باشد،
ابتدا از A ناپیوستگی عملکردها، اکثر در شود. گرفته نظر در کوچک باید (١٢.۴) رابطه راست سمت
این نیست. تشخیص قابل دقیق طور به و گرفته قرار سطوح و منحنی�ها پشت در یا است، ناشناخته
می�شود. (١.۴) برای عددی روش�های تحلیل و ساخت در (١٢.۴) از مستقیم استفاده مانع وضعیت

شده آورده دوم بخش از ١.٢.۴ قضیه در که است، اختلال نظریه توصیف نامه، پایان این در اول هدف
است، شده زیر محدودیت با (١٢.۴) جایگزین و

∥u− û∥H١
٠ (Ω) ⩽ r̂−١(∥f − f̂∥H−١(Ω)+∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Â∥Lq(Ω)

)
, q =

٢p
p− ٢ (١٣.۴)

تخمین باشد، p = ٢ اگر که کنید توجه باشد. ∇u ∈ Lp(Ω) ،p ≥ ٢ برخی برای که شرط این با
داریم: (١١.۴) و (٩.۴) به توجه با است. (١٢.۴) برآورد با مشابه (١٣.۴)

α∥u∥٢١ ⩽ a(u, u) = L(u) = ⟨f, u⟩

⩽ ∥f∥∥u∥

⩽ c∥u∥١∥f∥

داشت: خواهیم α
c
جای به r جایگزینی و طرفین از ∥u∥١ حذف با

r∥u∥١ ⩽ ∥f∥ → ∥u∥١ ⩽ r−١∥f∥,

می�گردد: حاصل زیر نتیجه ∥∇u∥ = |u|١ برابری از طرفی از
∥∇u∥ = |u|١ ⩽ ∥u∥١ ⩽ r−١∥f∥.

داریم: است ∇u ∈ L٢(Ω) اینکه به توجه با
∥∇u∥L٢(Ω) ⩽ r−١∥f∥H−١(Ω),

برای A ناپیوستگی�های دقیق کردن هماهنگ به نیازی �که است این در (١٢.۴) به نسبت (١٣.۴) مزیت
به�ویژه A ویژه مقدار برای کرانی باید همچنان که کنید توجه نداریم. (١٢.۴) راست سمت کردن کوچک

کنیم. تعیین A ∈ L∞(Ω)

∇u ∈ شرط اینکه برای است. Â و A ویژه مقادیر وابستگی در تقارن عدم نشانگر (١٣.۴) تخمین
توضیح دوم بخش در موضوع این داریم. نیاز f مورد در بیشتری فرض�های به کنیم، تضمین را Lp(Ω)

گونه�ای به Mهستند، ،r ثابت�های به وابسته تنها که دارد وجود p > ٢ از تغییراتی دامنه است. شده داده
بنابراین است. ∥∇u∥ ∈ Lp(Ω) که می�دهد نشان (W ١

٠ (L p
p−١

(Ω)) f(دوگان ∈ W−١(Lp(Ω)) که
برای f ∈ W−١(Lp(Ω)) محدودیت �شود. برده کار به fهایی چنین این برای می�تواند (١٣.۴) تخمین

می�شود. دیده داشتیم نظر در که کاربرد�هایی همه در و است، مناسب کاملا p > ٢ برخی
زمانی�که اما است. (١٠.۴) برای اجرا قابل ١(AFEM) تطبیقی متناهی عناصر روش توسعه دوم، هدف

نباشد. پذیر امکان L∞ در متناهی عناصر تقریب و مش�ها با نامیزان ناپیوستگی دارای A
می�دهیم. توسعه سه بخش در راس دوبخشی جدیدترین قانون اساس بر را تطبیقی متناهی عناصر روش

١Adaptive Finite Element Method
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می�باشد. ۴PDE و ٣COEFF ،٢RHS الگوریتم سه بر�اساس می�کنیم ارایه که تطبیقی الگوریتم
با را f تقریب یعنی می�کند، عمل اصلی معادله راست سمت روی که است الگوریتمی RHS از منظور
است. استاندارد AFEMها در کاملا f از تقریب نوع این می�آورد. بدست تکه�ای چند�جمله�ای از استفاده

می�کند. ایجاد Lq فضای در را A به Â تقریب COEFF الگوریتم
اما ندارد. تاثیری Lq تقریب مرتبه بر Â بودن مثبت معین محدودیت که می�دهیم نشان پنجم بخش در
تقریب شرایط در و بوده بودن مثبت معین کننده تضمین که عددی اجرای قابل الگوریتم�های استخراج

است. فرعی مساله یک باشند، داشته بهینه عملکرد Lq(Ω)

.[٢٠] می�کنیم ارایه را استاندارد تطبیقی متناهی عناصر روش ،PDE الگوریتم اساس بر نهایت در
و RHS الگوریتم�های در که Â انتشار ضریب و f̂ راست سمت تقریب اساس بر را PDE الگوریتم

می�دهیم. انجام شدند، ارایه COEFF

اختلال برهان ٢.۴

از ضعیف�تر نورم جای به را A تقریب می�توان آن در که می�کنیم، مطرح را اختلال قضیه بخش این در
داریم. نیاز p > ٢ از برخی u∇برای ∈ Lp(Ω) به کار این برای دید خواهیم که همان�طور برد. کار به L∞

اختلال قضیه ١.٢.۴

برای (١١.۴) با منطبق که مثبت معین و متقارن ماتریس�های A, Â ∈ [L∞(Ω)]d×d که کنید فرض
فرض است. f, f̂ ∈ H−١(Ω) کنید فرض همچنین ,�Mباشند، M̂ <∞ از برخی و r, r̂ > ٠ از برخی

می�کنیم: مطرح زیر صورت به را اختلال مساله باشند. (١٠.۴) جواب�های u, û ∈ H١
٠ (Ω) ∫کنید

Ω

(Â∇û) · ∇v = ⟨f̂ , v⟩, ∀v ∈ H١
٠ (Ω). (١۴.۴)

[١۶] در نگاشت این می�کنیم. ثابت H١
٠ (Ω) به Lq(Ω) از را A→ uنگاشت شیتز لیپ پیوستگی اکنون

است. شده آورده

باشد، ∇u ∈ Lp(Ω) که شرط این با û و u توابع ،p ≥ ٢ هر برای اختلال): (قضیه .١.٢.۴ قضیه
می�کنند، صدق زیر رابطه�ی در q = ٢p

p−٢ ∈ [٢,+∞] برای
∥u− û∥H١

٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − f̂∥H−١(Ω) + r̂−١∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Â∥Lq(Ω), (١۵.۴)

اختلال برآورد از باشد. f راست سمت و Â انتشار ماتریس با (١.۴) جواب ū می�کنیم فرض برهان.
داشت: خواهیم (١٢.۴)

∥û− ū∥H١
٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − f̂∥H−١(Ω) + r−١∥Â− Â∥L∞(Ω)∥f∥H−١(Ω).

٢Ritght Hande Side
٣Coefficient
۴Partial Differential Equation



۴١ اختلال برهان .٢.۴

می�شود: حاصل زیر رابطه�ی ∥Â− Â∥L∞(Ω) شدن صفر به توجه با
∥û− ū∥H١

٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − f̂∥H−١(Ω). (١۶.۴)

داریم: ū و u تعریف به توجه با می�ماند. باقی ∥u− ū∥ کران فقط ∫اکنون
Ω

(A∇u) · ∇v =

∫
Ω

(Â∇ū) · ∇v,

داریم: بالا تساوی راست سمت به
∫
Ω
(Â∇u) · ∇v کردن کم و اضافه ∫با

Ω

(A∇u) · ∇v =

∫
Ω

(Â∇ū) · ∇v −
∫
Ω

(Â∇u) · ∇v +
∫
Ω

(Â∇u) · ∇v,

داشت: خواهیم v ∈ H١
٠ (Ω) همه برای نتیجه ∫در

Ω

[Â∇(u− ū)] · ∇v =

∫
Ω

[(Â− A)∇u] · ∇v,

داریم: باشد، v = u− ū ∫اگر
Ω

[Â∇(u− ū)] · ∇(u− ū) =
∫
Ω

[(Â− A)∇u] · ∇(u− ū)

⩽ ∥(Â− A)∇u∥L٢(Ω)∥∇(u− ū)∥L٢(Ω).

داشت: خواهیم را زیر نتیجه کنیم استفاده باشد، شده Â جایگزین A که شرط این با (١٣.۴) تخمین از اگر

r̂∥u− ū∥٢
H١

٠ (Ω)
⩽ λmin(Â)∥v∥٢H١

٠ (Ω)

⩽
∫
Ω

Â∇(u− ū) · ∇(u− ū)

⩽ ∥(A− Â)∇u∥L٢(Ω)∥∇(u− ū)∥L٢(Ω)

⩽ ∥(A− Â)∇u∥L٢(Ω)∥(u− ū)∥H١
٠ (Ω).

داریم: طرفین از ∥(u− ū)∥H١
٠ (Ω) حذف با

r̂∥u− ū∥H١
٠ (Ω) ⩽ ∥(A− Â)∇u∥L٢(Ω),

داشت: خواهیم ،q = ٢p
p−٢ و p ≥ ٢ با راست، سمت در هولدر نامساوی بکارگیری با

∥u− ū∥H١
٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Â∥Lq(Ω), (١٧.۴)

داد: خواهد نتیجه را زیر رابطه (١۶.۴) با (١٧.۴) ادغام
∥u− û∥H١

٠ (Ω) ⩽ ∥u− ū∥H١
٠ (Ω) + ∥ū− û∥H١

٠ (Ω)

⩽ r̂−١∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Â∥Lq(Ω) + r̂−١∥f − f̂∥H−١(Ω),

است. ثابت حکم لذا

دامنه�های زیر در (١۵.۴) اختلال تخمین در pانتخاب که دیدیم محلی): اختلال (تخمین�های .٢.٢.۴ تذکر
است. شده تقسیم Ω٢ و Ω١ دامنه دو به Ω کنید فرض ایده، این تثبیت برای دارند. تفاوت هم با Ω

می�شوند. مطرح داشتیم قبل در آنچه با مشابه بحث�ها�یی
∥u− û∥H١

٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − f̂∥H−١(Ω) + r̂−١∥∇u∥Lp١ (Ω١)
∥A− Â∥Lq١ (Ω١)

+ r̂−١∥∇u∥Lp٢ (Ω٢)
∥A− Â∥Lq٢ (Ω٢)
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که
pi ∈ [٢,∞], qi =

pi
(pi − ٢) , i = ١,٢.

دارای Ωi فرعی دامنه در گیرد، صورت ضرایب در پرش زمانی�که رابطه این دید، خواهیم آخر بخش در
بود. خواهد pi =∞ نتیجه در است، u ∈ (W ١

∞(Ωi)) جواب

باشد Lp در که ∇u برای کافی شرایط ٢.٢.۴

باید همچنین کنیم. فرض Lp در را ∇u ،p > ٢ برخی برای باید ،١.٢.۴ قضیه برهان درستی برای
را p شرط منظور، این به باشیم. داشته اختیار در f راست سمت و A انتشار ضریب از کافی اطلاعات

کرد: خواهیم بیان زیر صورت به
می�کند. صدق زیر رابطه در u = uf جواب f ∈ W−١(Lp(Ω)) هر برای :p شرط

α|u|٢W ١(Lp(Ω)) ⩽ a(u, u) = L(u) = |⟨f, u⟩|,

⩽ ∥f∥∥u∥ ⩽ c∥f∥|u|W ١(Lp(Ω)),

داریم: طرفین، از |u|W ١(Lp(Ω)) حذف با
|u|W ١(Lp(Ω)) ⩽ Cp∥f∥W−١(Lp(Ω)),

داشت: خواهیم بنابراین است، برابر ∥∇u∥Lp(Ω) با |u|w١(Lp(Ω)) چون
|u|W ١(Lp(Ω)) := ∥∇u∥(Lp(Ω)) ⩽ Cp∥f∥W−١(Lp(Ω)), (١٨.۴)

می�باشد. f از مستقل Cp ثابت که
شده تعیین پیش از مساله�ای p شرط درستی شود، گرفته نظر در لاپلاس) (معادله A = I که حالتی در
به است. Ω به وابسته که دارد وجود Pای > ٢ ،Ω لیپشیتز دامنه هر برای است. هارمونیک آنالیز در
اساس بر را (١٨.۴) است، A = I �که زمانی است. برقرار ٠ ⩽ p ⩽ P همه برای p شرط که گونه�ای

داریم: را زیر رابطه بنابراین می�کنیم، بررسی P همچنین و Ω به وابسته ثابت مقدار یعنی k
∥∇u∥(Lp(Ω)) ⩽ k∥f∥W−١(Lp(Ω)). (١٩.۴)

برای را [١٩] نتایج کرد. ارایه شده، مطرح [١٩] در که اختلال بحث از استفاده با می�توان را p شرط
می�کنیم. بیان است p > ٢ که حالتی

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را η(p) ابتدا

η(p) =

١
٢ −

١
p

١
٢ −

١
P

, (٢٠.۴)

می�یابد. افزایش p = P در یک مقدار به صفر مقدار از p = ٢ در η(p) پس
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را P ∗(t) ،t ∈ (٠,١) هر برای بنابراین

P ∗(t) := max{k−η(p) > ١− t ; ٢ < p < P}. (٢١.۴)

می�کنیم. ارایه بخش این شدن کامل همچنین و A برای را زیر نتیجه تعاریف، این با
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P > ٢ برخی برای که، باشند به�گونه�ای Ω و f کنید فرض .(W ١(Lp(Ω)) در (عضویت .٣.٢.۴ گزاره
برای مناسبی جواب ،(١٠.۴) مساله از جواب باشد، f ∈ W−١(Lp(Ω)) هرگاه ،k ثابت مقادیر و

باشد. (١٩.۴)
یعنی بود، خواهد مناسب (١٠.۴) برای u ∈ H١

٠ (Ω) جواب باشد، برقرار A برای (١٣.۴) اگر

∥∇u∥Lp(Ω) ⩽ C∥f∥W−١(Lp(Ω)),

باشد. برقرار زیر روابط که، شرط این با

٢ ⩽ p ⩽ P ∗(
r

M
), C :=

١
M

kη(p)

١− kη(p)(١− r
M
)
.

به H−١(Ω) از T := −∆ عمگر بنابراین داریم. را −∆u = f باشد، A = I که حالتی در برهان.
،(١٩.۴) به توجه با همچنین می�باشد. یک نورم با کراندار T−١ معکوسش است، تغییر قابل H١

٠ (Ω)

است. W ١
٠ (Lp(Ω)) به W−١(Lp(Ω)) از نگاشتی صورت به k نورم با کراندار

داریم: ٢ < p < P برای درونیابی، واقعی روش داشتن برای

W ١
٠ (Lp(Ω)) = [H١

٠ (Ω),W
١
٠ (Lp(Ω))]η(p),p, ٢ < p < P,

به W−١(Lp(Ω)) از کراندار نگاشتی T−١ درونیابی اساس بر کردیم. تعریف (٢٠.۴) در را η(p) که
داشت: خواهیم زیرا رابطه�ی k ثابت مقدار به توجه با طرفی از است. W ١

٠ (Lp(Ω))

∥∇u∥Lp(Ω) = ∥∇T
−١f∥Lp(Ω) ⩽ kη(p)∥f∥W−١(Lp(Ω)).

باشد. Sv = −div( ١
M
A∇v) مطابق عملگری S : W ١

٠ (Lp(Ω)) → W−١(Lp(Ω)) کنید فرض
W ١

٠ (Lp(Ω)) از کراندار عملگر�های S و Q می�کنیم. تعریف را Q = T − S اختلال عملگر همچنین،
هستند: زیر نورم�های با W−١(Lp(Ω)) به

∥S∥ ⩽ ١, ∥Q∥ ⩽ ١− r

M
,

داشت: خواهیم W ١
٠ (Lp(Ω)) به W ١

٠ (Lp(Ω)) از نگاشتی از استفاده با

∥T−١Q∥ ⩽ ∥T−١∥∥Q∥ ⩽ kη(p)(١− r

M
).

عملگر ،٢ ⩽ p ⩽ P ∗( r
M
) و kη(p)(١− r

M
) < ١ که شرطی به

S = T −Q = T (I − T−١Q)

داشت: خواهیم W ١
٠ (Lp(Ω)) به W−١(Lp(Ω)) از نگاشتی اساس بر بعلاوه، است. پذیر معکوس

S−١ =
T−١

I − T−١Q

که

∥S−١∥ ⩽ ∥T−١∥
∥I − T−١Q∥

⩽ kη(p)

١− kη(p)(١− r
M
)

شد. حاصل مطلوب کران
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تطبیقی متناهی عناصر روش�های ٣.۴

رسیدن برای علمی، محاسبه�های در گسترده�ای طور به حاضر حال در تطبیقی متناهی عناصر روش�های
می�شود. استفاده آزادی، درجه حداقل با دقت بهترین به

دارد. فرق الگوریتم�ها سایر با A انتشار ماتریس خصوص در فرضیات نظر از می�کنیم ارایه که الگوریتمی
الگوریتم، این در می�شود. گرفته نظر در ،T٠ اولیه افراز۵ روی تکه�ای چند�جمله�ای ماتریس، این ورودی هر

نداریم. نیازی T٠ با A ناپیوستگی هماهنگی فرض به
متناهی عناصر روش�های در که می�کند استفاده زیر�برنامه�ای از می�بریم، کار به اینجا در که الگوریتمی
تقریب�های که بخشی همان یعنی کرد، مشاهده [٢۵, ١۴] در را آن�ها می�توان و است استاندارد تطبیقی

می�کنیم. بررسی را موجود الگوریتم�های بخش این در بنابراین شده�اند. بررسی f

متناهی عناصر فضای و افراز�ها ١.٣.۴

است. چند�وجهی المان�های به دامنه منطبق بندی تقسیم برای روشی تطبیقی، متناهی عناصر روش
شده چاپ تطبیقی متناهی عناصر روش�های برای شده تظریف قوانین زمینه در زیادی مقالات تاکنون

.[٩] است
اما می�گیریم. نظر در را راس کردن نیمه دو روش جدیدترین و (مثلث�ها) بعدی دو حالت زیر مبحث در
را خود بحث همچنین، هستند. [٩] در تظریف۶ قوانین براساس و d ≥ ٢ برای می�کنیم، ارایه که نتایجی

می�کنیم. محدود راس کردن نیمه دو به
نواحی از مشخصی تعداد دارای که �باشد، Ω از اولیه افراز T٠ و بوده چند�وجهی دامنه Ω کنید فرض ابتدا،

است. شکل مثلثی
دو�نیمه به راس٧ جدید�ترین به مقابل ضلع از استفاده با �را آن باید کنید، تظریف را عنصری بخواهید اگر
راس�ها شده، داده اولیه افراز در T ∈ T٠ عنصر داشت. خواهید فرزند عنصر دو بدین�تریب کنید، تقسیم
الحاق توسط T ∈ T٠ عنصر می�کنیم. علامت�گذاری راس مقابل ،E(T ) با را یال�ها و V (T ) با را
خاتمه هستند T فرزندان که T٢ و T١ عنصر دو به این و می�شود. قطع E(T ) میانی نقطه و V (T )

برای معکوس یال�های E(T٢) ،E(T١) و هست E(T ) میانی نقطه V (T١) = V (T٢) راس می�یابد.
می�باشند. V (T٢) و V (T١)

بازه زمانی�که داد. خواهد ما به را T٠ ریشه از شده استخراج F جنگل و تظریف روند بخشی، دو قانون
جنگل را تظریف�ها این کل مجموع که می�گیرد صورت تظریف��هایی افراز، هر درون می�شود افرازبندی Ω
آنگاه کرد، استخراج T٠ از را T ∈ F راس�ها، جدیدترین کردن نیمه دو از استفاده با بتوان اگر می�نامیم.
گیری اندازه دوبخشی�ها از n(T ) تعداد اساس بر می�توان را T پیچیدگی میزان است. منطبق T ∈ F
می�توان که را T افراز�های همه مجموعه ،n ≥ ١ ،Fn با داریم. را #T = #T٠ + n(T ) واقع در کرد.

۵Partition
۶Refinement
٧Newest Vertex Bisection
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می�دهیم. نمایش آورد، بدست راس�ها جدیدترین دو�قسمتی n واسطه به T٠ از
آویز گره v آویز(گوییم گره�های شامل شاید یعنی نباشد، منطبق است ممکن T ∈ Fn سازی مثلث روند
آمده بدست منطبق مش Tk اگر باشد. شود)، ظاهر T یال�های از یکی درون در اگر است T ∈ T برای
داریم: باشد شده تظریف مثلث�های از مجموعه�ای Rkزیر و باشد راس جدیدترین دوبخشی توسط ،T٠ از

#Tk −#T٠ ⩽ C٠

k−١∑
j=٠

#(Rj), k ≥ ١,

باشد T̂ از منطبق تظریف کوچک�ترین T اگر باشد. T٠ از آمده به�دست غیرمنطبق مثلث ،T̂ کنید فرض
داشت: خواهیم

#T −#T٠ ⩽ C٠(#T̂ −#T٠).

داریم: را زیر رابطه باشد، T̂ از منطبق تظریف کوچکترین T̄ اگر
#T̄ ⩽ #T٠ + C٠

(
(#T̂ −#T٠) + (#T −#T̂ )

)
.

آن می�توان ،n(T ) کنترل تحت راس�ها، جدیدترین کردن دو�قسمتی از استفاده با نباشد، منطبق T اگر
کرد: تبدیل زیر صورت به T̄ منطبق افراز به را

#T̄ −#T٠ ⩽ C٠n(T ). (٢٢.۴)

T منطبق افراز دارد. بستگی آن برچسب و T٠ به فقط که است مطلق ثابت مقدار C٠ ،(٢٢.۴) در
T شامل منطبق و مجاز افراز کوچک�ترین CONF(T ) که می�کنند، مشخص ٨CONF بصورت را

می�باشد.
از متناهی عناصر فضای را V (T ) ،mu ≥ ١ چندجمله�ای درجه و T ∈ Fn منطبق افراز داشتن با

می�کنیم. تعریف T به وابسته mu درجه از پیوسته تکه�ای چند�جمله�ای�های
V (T ) ⊂ H١

٠ (Ω), H١
٠ (Ω) = {v ∈ H١(Ω) | v|δΩ = ٠},

گالرکین٩ تقریب ،f ∈ L٢(Ω) راست سمت مقادیر و ،A ∈ L∞ مثبت معین انتشار ماتریس داشتن با
است. زیر مساله برای یکتا جوابی (١٣.۴) در U := U(T , A, f) = GAL(T , A, f)

U ∈ V (T ) :

∫
Ω

(A∇U) · ∇V =

∫
Ω

fV, ∀v ∈ V (T ), (٢٣.۴)

نورم معادل حال عین در که می�باشد، A با شده القا انرژی نورم در V (T ) از u تقریب بهترین U تابع
است. H١

٠ (Ω)

AFEM ساختار ٢.٣.۴

تقریب برای {Tk}k≥٠ منطبق تودرتو افراز�های از دنباله�ای استاندارد، تطبیقی متناهی عناصر روش�های
می�آید. بدست k ≥ ٠ Tkبا از Tk+١ افراز تطبیقی، راه�حل یک از استفاده با می�کنند. ایجاد u

٨Conform
٩Galerkin
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می�شود: تعریف زیر صورت به باقیمانده تخمین�گر ،V ∈ V (T ) محدود عناصر تابع و T افراز داشتن با

ηT (V,A, f ; T ) :=
(∑
T∈T

η(V,A, f ;T
) ١

٢ ,

ηT (V,A, f ;T ) := diam(T )∥f +div(A∇V )∥L٢(T ) +
( ∑
F∈

∑
(T )

diam(F )∥[A∇V ]∥٢L٢(F )

) ١
٢ .

(٢۴.۴)
می�دهد. نشان را T کران که است، (d = ٣) سطوح یا ،(d = ٢) یال�ها مجموع

∑
(T ) ،(٢۴.۴) در

است. F میان در نرمال پرش معنی به [·] همچنین
ηT k(Uk, A, f ;T ) کردن امتحان با را Uk = GAL(Tk, A, f) ∈ V (Tk) یعنی گالرکین، جواب درستی

می�کنیم. تعیین گذاری نشانه جهت ،Tk در خاص عناصر گذاری علامت و
این داشت. خواهیم جدیدی منطبق افراز آویز، گره�های برداشتن برای تظریف�ها این اجرای از پس
f و A که حالتی در می�شود. تکرار εk مجاز خطای از پایین�تر به باقیمانده تخمین�گر رسیدن تا فرایند
با معادل باقیمانده تخمین�گر توسط شده تعیین میزان باشند، Tk+١ به وابسته تکه�ای چند�جمله�ای�های
به دارند وجود A ویژه مقادیر روی F جنگل به وابسته CL ⩽ CU ثابت�های یعنی است. انرژی خطای

می�دهیم. نمایش زیر در که گونه�ای
CLηk+١(Uk+١, A, f ; Tk+١) ⩽ ∥u− Uk+١∥H١

٠ (Ω) ⩽ CUηk+١(Uk+١, A, f ; Tk+١) (٢۵.۴)

بود: خواهد زیر صورت به که می�دهیم انجام PDE الگوریتم براساس را روند این
[Tk+١, Uk+١] = PDE(Tk, A, f, εk),

ηk+١(Uk+١, A, f ; Tk+١) ⩽ εk,

این خروجی است. εk خطای و f ،A ماتریس ،Tk افراز ،PDE الگوریتم ورودی�های دیگر عبارت به
می�کند: صدق زیر خطای کران در که است Uk+١ گالرکین جواب و Tk+١ افراز الگوریتم،

∥u− Uk+١∥H١
٠ (Ω) ⩽ CUεk. (٢۶.۴)

پارامتر�های و CL ،CU به وابسته α < ١ ثابت با انرژی خطای ادغام ،PDE الگوریتم داخل حلقه هر
داریم: [٢٠] از را زیر گسسته پایین کران باشد، Tk درونی گره Tk+١ اگر است. [٢٠] نشانه�گذاری

CUεk(Uk,Mk)
٢ ⩽ ∥Uk+١ − Uk∥٢Ω

داریم: مثلثی نامساوی از استفاده و ∥u− Uk+١∥Ω به Uk کردن کم و اضافه با
∥u− Uk+٢∥١Ω ⩽ ∥u− Uk∥٢Ω + ∥Uk − Uk+٢∥١Ω, (٢٧.۴)

داد: خواهد را زیر رابطه بالا کران و گسسته پایین کران ترکیب

∥Uk+١ − Uk∥٢Ω ≥ CUεk(Uk,Mk)
٢ ≥ CUθ

٢εk(Uk)
٢ ≥ CU

CL

θ٢∥u− Uk∥٢Ω, (٢٨.۴)

داشت: خواهیم (٢٧.۴) در (٢٨.۴) جایگذاری با

∥u− Uk+٢∥١Ω ⩽ ∥u− Uk∥٢Ω −
CU

CL

θ٢∥u− Uk∥٢Ω,
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داریم: α := (١− CU

CL
θ٢)

١
٢ < ١ برای

∥u− Uk+٢∥١Ω ⩽ (١− CU

CL

θ٢)∥u− Uk∥٢Ω,

ik تکرار�های تعداد باشد، PDE بکارگیری از قبل خطا سطح ،ε̂k = ηTk(Uk, A, f, Tk) اگر بنابراین
با: است برابر εk سطح تا خطا کاهش برای PDE در

ik ⩽
log(CUM

١
٢

CLr
١
٢
) + log( ε̂k

εk
)

logα−١ + ١, (٢٩.۴)

محاسبه به مرحله این برای نمی�دهد. نشان را (٢٣.۴) جواب در موجود خطای به�خوبی الگوریتم، این
هستند. متناهی عناصر فضای از توابعی با f و A حاصل، که داریم نیاز انتگرال�هایی

روش شده�اند. محاسبه دقیق طور به انتگرال�ها که، است این بر فرض الگوریتم�هایی، چنین تحلیل در
Tk روی fk تکه�ای چند�جمله�ای با f تقریب شده، معرفی لاپلاس عملگر برای [۴, ٢۵] در که جایگزینی

است.
از AFEM الگوریتم در چون است، PDE الگوریتم از متفاوت می�کنیم ارایه که AFEMای الگوریتم
ابتدا ،AFEM الگوریتم است. شده داده ،εk خطای و Tk افراز می�کنیم. استفاده f و A تقریب دو هر
و fk تکه�ای چند�جمله�ای با می�توانیم را f است. Tk شده تظریف همان که می�یابد، را Tk ′ منطبق افراز

که گونه�ای به بزنیم. تقریب Ak تکه�ای چند�جمله�ای با را A همچنین
∥f − fk∥H−١(Ω) ⩽ ε′k, ∥A− Ak∥Lq(Ω) ⩽ ε′k. (٣٠.۴)

در را q =∞ همیشه فعلی (الگوریتم�های می�باشد. برقرار q = ٢p
(p−٢) ∈ [٢,∞] برای (٣٠.۴) روابط

می�گیرند) نظر
شود. تعیین باید w که می�گیریم. نظر در w > ٠ با ،ε′k = wεk صورت به εk از مضربی را ε′k خطای
است، Tk ′ شده تظریف که Tk+١ افراز یافتن برای را [Tk+١, Uk+١] = PDE(Tk ′, Ak, fk,

εk
٢ ) الگوریتم

داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی Uk+١ ∈ V (Tk+١) گالرکین جواب و Tk از استفاده با می�بریم. کار به

∥uk − Uk+١∥H١
٠ (Ω) ⩽ CUηk+١(Uk+١, Ak, fk; Tk+١) ⩽

CU

٢ εk, (٣١.۴)

(١۵.۴) اختلال تخمین اساس بر است. fk راست سمت و Ak انتشار ماتریس با (١٠.۴) جواب uk که
داشت: خواهیم است، Ak مقدار�ویژه حداقل برای کرانی که r̂ > ٠ با

∥u− Uk+١∥H١
٠ (Ω) ⩽ ∥u− uk∥H١

٠ (Ω) + ∥uk − Uk+١∥H١
٠ (Ω),

⩽ r̂−١∥f − fk∥H−١(Ω) + r̂−١∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Ak∥Lq(Ω) +
CU

٢ εk.

می�کنیم. پیدا دست دلخواه کران به ممکن حد تا (w (یا ε′k گرفتن کوچک و (١٨.۴) بکارگیری با

∥u− Uk+١∥H١
٠ (Ω) ⩽ r̂−١ε′k + r̂−١Cp∥f∥w−١(Lp(Ω)ε

′
k +

CU

٢ εk

⩽ r̂−١)١+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω))εk
′ +

CU

٢ εk

⩽ r̂−١)١+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω))wεk +
CU

٢ εk

⩽ CUεk.

(٣٢.۴)
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اولی الگوریتم ،k تکرار با است. اصلی برنامه زیر سه دارای AFEM الگوریتم می�بینید که همانطور
Ak تقریب که است COEFF الگوریتم دومین می�دهد، نشان را f به fk تقریب که بود خواهد RHS
خطای کاهش جهت Tk+١ تظریف و گذاری نشانه که است PDE سوم الگوریتم می�دهد. نشان را A به

می�دهد. نشان را u به Uk+١ از گالرکین تقریب
افراز ،f ∈ H−١(Ω) تابع الگوریتم این ورودی�های می�کنیم. مشخص را f تقریب RHS الگوریتم با

عبارتند�از: الگوریتم خروجی�های است. ε خطای و T منطبق
[T̂ , f̂ ] = RHS(f, T , ε),

mf مساوی بزرگتر درجه از تکه�ای چند�جمله�ای f̂ می�کند. تظریف را T که است منطبقی افراز T̂ که
گونه�ای�که، به است. T به وابسته

∥f − f̂∥H−١(Ω) ⩽ ε, (٣٣.۴)

به الگوریتم این ساخت برای عمل در اما ساخت، را RHS الگوریتم می�توان تئوری نظر از باشد. برقرار
داریم. نیاز f از بیشتری اطلاعات

تاکید اکنون اما ،f ∈ L٢(Ω) که است این بر فرض تطبیقی متناهی عناصر روش�های بیشتر در تاکنون
محدود را خطا می�توان باشد f ∈ L٢(Ω) اگر است. گرفته قرار f ∈ H−١(Ω) راست سمت بر بیشتر
است. شده داده T به UT گالرکین جواب و T مثلث کرد. تکه�ای چند�جمله�ای از استفاده با f تقریب به
برآوردگر ،T ∈ T مثلث هر روی می�کنیم. استفاده دادیم، نمایش (٢۴.۴) در که باقیمانده برآوردگر از

می�کند. کنترل بالا از را خطا خطا،
∥u− UT ∥H١

٠ (Ω) ≲
∑
T∈T

ηT
٢

زیرهستیم. صورت به ١٠(osc) نوسان عبارت معرفی به نیازمند پایین از خطا کنترل ∑برای
T∈T

ηT
٢ ≲ ∥u− UT ∥H١

٠ (Ω) + osc(f, T )٢,

که
osc(f, T ) ≃ ε(f, T ),

داشت: خواهیم بنابراین
∥f − f̂∥H−١(Ω) ⩽ osc(f, T ) := (

∑
T∈T

h٢T∥f − aT (f)∥
٢
L٢(T ))

١
٢ , (٣۴.۴)

mf مساوی کمتر درجه از جمله�ای�ها چند فضای ،pmf
(T ) به f از L٢(T ) متعامد تصویر aT (f) که

بهتر درک برای می�نامند. T �روی f نوسان را (٣۴.۴) راست سمت است. f̂ |T := aT (f) و T روی
به بیشتر بررسی برای و خصوص این در کنیم. تعیین را f از نیاز مورد اطلاعات تا داریم نیاز مدلی به

کنید. مراجعه [١۴]
و کراندار که ،A انتشار ماتریس داشتن با باشیم. داشته را AFEM الگوریتم در A تقریب باید همچنین

داشت: خواهیم ،ε خطای و T منطبق افراز است، مثبت معین
[T̂ , Â] = COEFF(A, T , ε),

١٠oscillation
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مولفه�های دارای که Â انتشار ماتریس است، T شده تظریف که T̂ منطبق افراز از، عبارتند خروجی�ها
COEFF الگوریتم به توجه با بنابراین است. T̂ به وابسته و mA درجه حداکثر با تکه�ای چند�جمله�ای

داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی

∥A− Â∥Lq(Ω) ⩽ ε. (٣۵.۴)

باید ،Â بودن مثبت معین تضمین برای بعلاوه، می�کند. صدق q = ٢p
(p−٢) ∈ [٢,∞] در ،(٣۵.۴) رابطه

�می�کند: صدق زیر رابطه�ی در که باشیم داشته را C٢ ثابت

C٢
−١γmin(A) ⩽ γmin(Â) ⩽ γmax(Â) ⩽ C٢γmax(A). (٣۶.۴)

صورت به را Aپس باشد، T٠ افراز روی ،mA مساوی کمتر درجه از تکه�ای چندجمله�ای ماتریس A اگر
نیست. A تقریب به نیازی صورت این در می�کنیم، معرفی T افراز هر از T عنصر هر روی چندجمله�ای
نظر در تکه�ای چندجمله�ای�های با ،L∞ نورم در را A تقریب که است این کلی، A برای استاندارد روش
L∞ خطای میزان تا می�شود، گرفته نظر در T٠ اولیه افراز روی هموار تکه�ای A منظور، این به بگیریم.
متناهی عناصر روش با را A برای فرض این جدید، اختلال نظریه در است. q =∞ بنابراین باشد. کمتر
پس باشد، برقرار p > ٢ برخی برای p شرط که کنید فرض کافیست فقط کردیم. حل استاندارد تطبیقی

بود. خواهد q <∞

AFEM عملکرد اندازه�گیری ٣.٣.۴

عملکرد صورت این در است. u به U مناسب تقریب ایجاد تطبیقی، متناهی عناصر روش نهایی هدف
می�شود. اندازه�گیری ∥u− U∥H١

٠ (Ω) با AFEM
فضا�های همه از اجتماعی را چندجمله�ای) درجه (muبزرگترین

∑mu

n ،n ≥ ١ هر برای .u تقریب
T٠ از تظریف n با که ناسازگار افراز�های مجموعه ) T ∈ Fn با V (T ) ⊂ H١

٠ (Ω) متناهی عناصر
می�کنیم. تعریف می�آید) بدست

می�دهد. نشان را
∑mu

n عناصر با v تقریب خطای بهترین σn ،v ∈ H١
٠ (Ω) تابع داشتن با

σn(v)H١
٠ (Ω) := σmu

n (v)H١
٠ (Ω) := inf

V ∈
∑mu

n

∥v − V ∥H١
٠ (Ω), n ≥ ١, (٣٧.۴)

می�کنیم: طبقه طبقه تقریب رده�های داخل را H١
٠ (Ω) فضای σn از استفاده با

تعریف v ∈ H١
٠ (Ω) همه از مجموعه�ای صورت به را As := As(T٠, H١

٠ (Ω)) ،s > ٠ هر برای
می�کنیم:

As := {v ∈ V : |v|As := sup
n>٠

(ns inf
v∈V (T )

∥v − V ∥H١
٠ (Ω)},

داریم: بنابراین

|v|As := sup
n>٠

(nsσn(v)H١
٠ (Ω)) <∞; (٣٨.۴)

کرانی S = mu

d
که گرفت. نظر در ٠ < s < S یعنی ،s تغییرات دامنه برای می�توان را (٣٨.۴) رابطه

است. mu چندجمله�ای درجه با شده اعمال تقریب از مرتبه�ای روی



۵٠ ناپیوسته ضرایب با بیضوی مسایل برای تطبیقی متناهی عناصر روش .۴

وابسته که دارد وجود Snای ∈
∑mu

n ،v ∈ As هر برای ،#T̄ −#T٠ ⩽ C٠n(T ) رابطه به توجه با
داریم: بنابراین است. منطبق افراز به

|v|As := sup
n>٠

(
(C٠n)

s inf
Sn∈

∑mu
n

∥v − Sn∥H١
٠ (Ω)

)
که

∥v − Sn∥H١
٠ (Ω) ⩽ C٠|v|Asn

−s, n ≥ ١, (٣٩.۴)

باشیم، داشته معادل نورم نیم و مشابه تقریب رده می�توانیم همچنین است. ثابت C٠ مقدار (٣٩.۴) در
کنیم. تعریف افراز�ها بودن منطبق شرط با را As تقریب رده اگر

الگوریتم پس است. Aو f به Â و f̂ تقریب PDE الگوریتم ورودی�های کردیم، ذکر هم قبلا که طور همان
می�کند. ایجاد f̂ راست سمت و Â انتشار ضریب با (٨.۴) از û جواب برای تقریبی ،PDE

باشد، ∥u− v∥H١
٠ (Ω) ⩽ ε اگر ،ε > ٠ و u ∈ As داشتن با .(s مرتبه از ε (تقریب .١.٣.۴ تعریف

که گونه�ای به دارد وجود v و u ،ε از مستقل C ثابت بود. خواهد u به s مرتبه از ε تقریب v تابع آنگاه
داشت: خواهیم زیر شرایط با nای ∈ N ،δ ≥ ε همه برای

σn(v)H١
٠ (Ω) ⩽ δ, n ⩽ C|u|

١
s
Asδ

−١
s . (۴٠.۴)

u به s مرتبه از ε٢ تقریب v آنگاه باشد، u به s مرتبه از ε١ تقریب v و ،ε١ < ε٢ اگر که کنید توجه
بود. خواهد

ε > ٠ برخی برای v ∈ H١
٠ (Ω) و u ∈ As(T٠, H١

٠ (Ω)) کنید فرض .(s مرتبه از εتقریب) .٢.٣.۴ لم
بود. خواهد u به s مرتبه از ٢ε تقریب ،v آنگاه کنند. صدق ∥u− v∥H١

٠ (Ω) ⩽ ε نامساوی در

می�کنیم: استفاده مثلثی نامساوی از باشد. δ ≥ ٢ε کنید فرض برهان.

δ ≥ ٢ε→ ε ⩽ δ

٢ ,

σn(v)H١
٠ (Ω) ⩽ ∥v − V ∥H١

٠ (Ω) = ∥v − u+ u− V ∥H١
٠ (Ω)

⩽ ∥u− v∥H١
٠ (Ω) + ∥u− V ∥H١

٠ (Ω)

⩽ ∥u− v∥H١
٠ (Ω) + σn(u)H١

٠ (Ω)

⩽ ε+ σn(u)H١
٠ (Ω),

داریم: ε ⩽ δ
٢ به توجه با

σn(v)H١
٠ (Ω) ⩽

δ

٢ + σn(u)H١
٠ (Ω). (۴١.۴)

لذا: ،u ∈ As(T٠, H١
٠ (Ω)) چون

δ

٢ + σn(u)H١
٠ (Ω) ⩽ δ → σn(u)H١

٠ (Ω) ⩽ δ − δ

٢ =
δ

٢ ,

یعنی،

n ⩽ |u|
١
s
As(

δ

٢)
−١
s .
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c = ٢
١
s داشت: خواهیم (۴٠.۴) تخمین از بنابراین

برای شده گذاری علامت N(û) عناصر تعداد که گونه�ای به باشد داشته وجود C٣ مطلق ثابت اگر
عملکرد PDE الگوریتم آنگاه باشد، ∥û− Û∥H١

٠ (Ω) ⩽ ε خطای به یافتن دست برای ،T روی تظریف
داریم: را زیر رابطه که طوری به داشت. خواهد As در بهینه�ای

N(û) ⩽ C٣|û|
١
s
Asε

−١
s , (۴٢.۴)

صحیح (۴٢.۴) رابطه باشند، As(T٠, H١
٠ (Ω)) در f̂ و Â داده�های با (١٠.۴) در û جواب زمانی�که

باشیم. داشته اختیار در را C٣ که می�شود گرفته کار به زمانی (۴٢.۴) رابطه می�باشد.
فضای

∑mf

n کنید فرض �کنیم. اندازه�گیری شیوه همین به می�توانیم نیز را f تقریب عملکرد .f تقریب
تعریف بنابراین باشد. T ∈ Fn افراز به وابسته mf مساوی بزرگتر درجه از S تکه�ای چندجمله�ای�های

می�کنیم:
σn(f)H−١(Ω) := σ

mf
n (f)H−١(Ω) := inf

S∈
∑mf

n

∥f − S∥H−١(Ω), n ≥ ١,

f ∈ H−١(Ω) توابع همه شامل ،Bs := Bs(T٠, H−١(Ω)) رده که می�کنیم فرض ،As رده با مقایسه در
می�باشد. زیر صورت به

|f |Bs := sup
n≥١

(nsσn(f)H−١(Ω)) <∞; (۴٣.۴)

) باشد g ∈ Lq(Ω) و ٠ < q ⩽ ∞ اگر بگیریم. نظر در را نورم�ها سایر در توابع تقریب باید همچنین
داشت: خواهیم باشد)، q =∞ که صورتی در g ∈ C(Ω̄)

σn(f)Lq(Ω) := σ
mf
n (f)Lq(Ω) := inf

S∈
∑mf

n

∥f − S∥Lq(Ω), n ≥ ١,

که می�باشند Lq(Ω) توابع همه شامل Bs(Lq(Ω)) := Bs(T٠, Lq(Ω)) ،s ≥ ٠ مشابه تقریب رده�های
است: زیر صورت به

|f |Bs(Lq(Ω)) := sup
n≥١

(nsσn(f)Lq(Ω)) <∞; (۴۴.۴)

افراز�های باشد، f ∈ Bs(T٠, H−١(Ω)) اگر می�کنیم. بررسی را RHS الگوریتم عملکرد�های اکنون

که گونه�ای به می�توانیم را S تکه�ای چند�جمله�ای دارند. وجود #T ∗ − #T٠ ⩽ |f |
١
s
Bsε

−١
s با T ∗

بیابیم. باشد، ∥f − S∥H−١(Ω) ⩽ ε

در زیر صورت به را T با T ∗ از T ∗ ⊕ T پوشش ،T٠ تظریف روند از آمده بدست T افراز داشتن با
می�گیریم: نظر

#(T ∗ ⊕ T )−#T ⩽ #T ∗ −#T٠ ⩽ |f |
١
s
Bsε

−١
s , (۴۵.۴)

آنگاه، باشند T١, T٢ ∈ T اگر
#(T١ ⊕ T٢) ⩽ #T١ +#T٢ −#T٠
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عناصر از N(f) تعداد اگر ترتیب، بدین نباشند. منطبق افراز�ها است ممکن مرحله این در که کنید توجه
رده RHS الگوریتم آنگاه باشیم، داشته ε خطای به رسیدن برای الگوریتمی با تظریف برای منتخب

داشت: خواهیم C٣ ثابت با را زیر رابطه�ی داشت. خواهد Bs بر بهینه عملکرد

N(f) ⩽ C٣|f |
١
s
Bsε

−١
s , (۴۶.۴)

می�کنیم. مراجعه پنجم بخش به الگوریتمی چنین ساخت برای
افراز به وابسته ،mA مساوی کمتر درجه از تکه�ای چند�جمله�ای ماتریس�های رده ،

∑mA

n با .A تقریب
می�دهیم: نشان σn(A)Lq(Ω) با را

∑mA

n در A از تقریب خطای بهترین می�دهیم. نمایش را T ∈ Fn

σn(A)Lq(Ω) := σmA
n (A)Lq(Ω) := inf

S∈
∑mA

n

∥A− S∥Lq(Ω),

که گونه�ای به می�دهیم. نشان را ماتریس�ها همه Msرده :=Ms(T٠, Lq(Ω)) با
|A|Ms := sup

n≥١
(nsσn(A)Lq(Ω)) <∞; (۴٧.۴)

ماتریس اینکه برای ،COEFF الگوریتم عملکرد در می�شود. انجام Lq تقریب�پذیری اساس بر تخمین این
باشد. مثبت معین صورت به ماتریس این باید ببریم بکار (١۵.۴) تخمین در را Â

ثابت داشتن با بدانیم، را A ویژه مقادیر برای (١١.۴) کران�های اگر که داد خواهیم نشان پنجم بخش در
داشت: خواهیم mA مساوی کمتر درجه از Â تکه�ای چند�جمله�ای ماتریس و C۴

∥A− Â∥Lq(Ω) ⩽ ∥A− S∥Lq(Ω) + ∥Â− S∥Lq(Ω)

⩽ ∥A− S∥Lq(Ω) + M̂∥A− S∥Lq(Ω)

⩽ (١+ M̂)∥A− S∥Lq(Ω)

داریم، بنابراین
∥A− Â∥Lq(Ω) ⩽ C۴σn(A)Lq(Ω), (۴٨.۴)

ثابت حال عین در و هستند. M و r با مقایسه قابل M̂ و r̂ برخی برای ،(١١.۴) در Â ویژه مقادیر
می�باشد. n و M ،r از مستقل ،C۴

و تظریف برای شده علامت�گذاری عناصر از N(A) تعداد اگر ،RHS و PDE الگوریتم برای مقایسه در
روی بهینه عملکرد رده دارای COEFF الگوریتم آنگاه باشد، آمده بدست T افراز از شروع با ε خطای

داشت: خواهیم (۴٧.۴) از Msمی�باشد.

|A|Ms ≥ csns∥A− S∥Lq(Ω) → n ⩽ c−١|A|
١
s
Msε

−١
s

داریم، بنابراین

N(A) ⩽ C٣|A|
١
s
Msε

−١
s , (۴٩.۴)

می�کنیم. مراجعه پنجم بخش به الگوریتم این ساخت برای است. مطلق ثابت C٣ که
تقریب رده�های آنگاه باشیم داشته منطبق افراز�های اگر گفتیم، As تقریب رده مورد در قبلا که همانطور

داشت. خواهیم Msرا =Ms(T٠, Lq(Ω)) و Bs = Bs(T٠, H−١(Ω)) مشابه
AFEM الگوریتم بردن کار به از هدف Msمفروضهستند. ،Bs ،As تقریب رده�های .AFEM کاربرد
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بندی مثلث از {Tk}k≥٠ دنباله AFEM آنگاه باشد. A ∈ Ms و f ∈ Bs ،u ∈ As که، است این
داریم: k ≥ ١ برای که گونه�ای به می�کند، ایجاد (Tk+١ ≥ Tk for each k ≥ ٠) تودرتو

∥u− Uk∥H١
٠ (Ω) ⩽ C(|u|As + |f |Bs + |A|Ms)(#Tk −#T٠)−s, (۵٠.۴)

به فقط که است ثابتی مقدار C ،(۵٠.۴) در است. چهارم بخش در ١.۴.۴ قضیه اثبات مشابه اثبات
اگر که شده داده نشان [١۴] در اخیرا می�باشد. [١٢] ،[٢۵] ،[۴] براساس (۵٠.۴) کران دارد. بستگی s
این با داشت خواهد دلالت f ∈ Bs بر u ∈ As باشد، واحد ماتریس I و تکه�ای ثابت تابع a ،A = aI

باشد. s < S که شرط

رده بهینه عملکرد و ε تقریب ۴.٣.۴

تغییر تکرا�ها در راست سمت مقادیر و انتشار ضریب PDE الگوریتم در گفتیم، سوم بخش در که همانطور
شده ذکر اثبات�های باید (۴٢.۴) بکارگیری برای است. دشوار الگوریتم این بکارگیری بنابراین می�کنند،

کنیم. مشاهده را ،[١٢] ،[٢۴] ،[۴] در
Û = GAL(T , Â, f̂) ∈ همچنین باشد. f̂ و Â داده�های با (١٠.۴) جواب û ∈ H١

٠ (Ω) کنید فرض
آمده بدست خطای ε̂ := ∥û− Û∥H١

٠ (Ω) کنید فرض است. T افراز به وابسته گالرکین جواب V (T )
است. T روی گالرکین جواب با

دقت که می�شود. انجام T ∗ افراز کوچک�ترین براساس PDE الگوریتم با منتخب عناصر تعداد کنترل
باشد، تظریف برای منتخب عناصر از Mمجموعه�ای اگر است. µε̂ با برابر ٠ < µ ⩽ ١ برخی برای آن

داریم: بنابراین کنیم. مقایسه #(T ∗ ⊕ T )−#T٠ با را #M می�توانیم آنگاه

#T ∗ −#T٠ ⩽ c∥û− Û∥
−١
s

H١
٠ (Ω)
|û|

١
s
As ,

داشت: خواهیم µε̂ := ∥û− Û∥H١
٠ (Ω) گرفتن نظر در با

#M ⩽ C̃٣|û|
١
s
As(µε̂)

−١
s , (۵١.۴)

است. برقرار باشد، s به وابسته مطلق ثابت C̃٣ و û ∈ As که زمانی (۵١.۴) رابطه
تقریب û اما نیست. û ∈ As کامل نظم نیازمند (۵١.۴) به منجر استدلال که بدانیم است مهم ابتدا،

است. v ∈ As به s مرتبه از µε̂
تکرار، هر در داریم. لازم ε خطای به رسیدن برای PDE(T , Â, f̂ , ε) در فرعی تکرار چندین اینکه، دوم
براساس فرعی تکرار�های تعداد و می�کند، انتخاب ε̂ جای به ε با ،(۵١.۴) اساس بر را عناصر از تعدادی
تعداد بنابراین داشته�ایم. نگه محدود را نسبت این ،AFEM جدید الگوریتم در دارد. قرار ε̂

ε
نسبت

هستند. یکنواخت کراندار PDE الگوریتم در فرعی تکرار�های
شده عناصرعلامت�گذاری تعداد ،N = N(û) که می�یابیم در (۵١.۴) با (٢٣.۴) لم ادغام با پایان در
این با زیر رابطه�ی بنابراین است. ε خطای به رسیدن برای PDE(T , Â, f̂ , ε) الگوریتم با تظریف برای

است. برقرار �باشد، u ∈ As(T٠, H١
٠ (Ω)) به s مرتبه از µε̂ تقریب û که شرط

N ⩽ C٣|u|
١
s
Asε

−١
s , (۵٢.۴)
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جدید تحلیل در واقعیت این از است. کراندار یکنواخت بطور ε̂
ε
نسبت PDE الگوریتم در همچنین

کرد. خواهیم استفاده AFEM

(DISC) ناپیوسته انتشار ماتریس�های برای AFEM ۴.۴

الگوریتم می�دهیم. نمایش ١١(DISC) نام با را AFEM جدید الگوریتم که هستیم موقعیتی در اکنون
استاندارد PDE و RHS الگوریتم�های است. PDE و COEFF ،RHS اصلی بخش سه شامل DISC
q = ٢p

(p−٢) برخی برای L∞(Ω) جای به Lq(Ω) در A تقریب یافتن برای COEFF الگوریتم از هستند.
کردیم. استفاده

S > ٠ با ٠ < s < S همه برای بهینه رده با PDE و COEFF ،RHS الگوریتم سه می�کنیم فرض
باشد، ∥∇u∥Lp(Ω) ⩽ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω)) مناسب (١٠.۴) از uجواب اینکه برای هستند. شده شناخته
کار به f راست سمت و A ماتریس ،ε١ اولیه خطای ،T٠ اولیه افراز ورودی�های با را DISC الگوریتم

می�بریم.
می�کنیم. ثابت β < ١ و w > ٠ بصورت را ثابت مقادیر اکنون بخوانید. را دوم بخش در p شرط مبحث

داشت: خواهیم (١۵.۴) به توجه با
∥u− uk∥H١

٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − fk∥H−١(Ω) + r̂−١∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Ak∥Lq(Ω)

داریم: Ak برای (٣۶.۴) کران به بنا
∥u− uk∥H١

٠ (Ω) ⩽ C٢r
−١wεk + C٢r

−١Cp∥f∥w−١(Lp(Ω))wεk

⩽ C٢r
−١)١+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω)))wεk

داریم: (٢۵.۴) از طرفی از
CLµεk ⩽ ∥u− uk∥H١

٠ (Ω) ⩽ C٢r
−١)١+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω)))wεk

است: زیر صورت به w بنابراین
w ⩽ rµCL

٢C١)٢+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω))
(۵٣.۴)

کار به ویژه مقادیر روی یکنواخت(٣۶.۴) کران در C٢ است. سوم بخش ثابت مقدار همان µ ⩽ ١ که
می�باشد. (٢۵.۴) در پایین کران ثابت CL و شده گرفته

زیر صورت به k := ٠ با DISC الگوریتم در تکرارها ،β و w ،ε٠ پارامتر�های و T٠ اولیه افراز داشتن با
بود: خواهد

[Tk(f), fk] = RHS(Tk, f, wεk);

[Tk(A), Ak] = COEFF(Tk(f), A, wεk);

[Tk+١, Uk+١] = PDE(Tk(A), Ak, fk,
εk
٢ );

εk+١ = βεk; k ← k + ١.

١١Discontinus
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می�دهد. نشان را DISC الگوریتم بهینگی زیر قضیه

برای PDE و COEFF ،RHS الگوریتم سه کنید فرض .(DISC الگوریتم (بهینگی .١.۴.۴ قضیه
در ٠ < sf ⩽ S با f کنید فرض بعلاوه هستند. بهینه رده دارای S > ٠ برخی و ٠ < s ⩽ S همه
در ،A انتشار ماتریس است. برقرار p > ٢ برخی برای p شرط همچنین دارد. قرار Bsf (H−١(Ω))

است. مثبت معین ٠ < sA ⩽ S و q = ٢p
(p−٢) MsA(Lq(Ω))برای در و L∞(Ω)

DISC الگوریتم از تکرار k از بعد آمده بدست گالرکین جواب Uk ∈ V (T ) و اولیه افراز T٠ کنید فرض
داریم: k ≥ ١ برای آنگاه باشد، u ∈ Asu(H١

٠ (Ω)) ،٠ < su ⩽ S برای که زمان هر بنابراین، باشد.
∥u− Uk∥H١

٠ (Ω) ⩽ CUεk−١, (۵۴.۴)

و است. (٢۵.۴) در بالا کران CU ثابت که
#Tk −#T٠ ⩽ C۴

(
|u|As(H١

٠ (Ω)) + |f |Bs(H−١(Ω)) + |A|Ms(Lq(Ω))

)
ε

−١
s

k−١ (۵۵.۴)

با

C۴ :=
C٠C٣w

−١
s

١− β ١
s

, s = min(su, sA, sf ).

fk راست سمت و Ak انتشار ضریب با (١٠.۴) جواب ،uk با می�کنیم. اثبات را (۵۴.۴) ابتدا برهان.
داشت: خواهیم دوم بخش در p شرط و (١۵.۴) به توجه با می�دهیم. نشان را

∥u− uk∥H١
٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − fk∥H−١(Ω) + r̂−١∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Ak∥Lq(Ω)

داریم: Ak برای (٣۶.۴) کران و w برای (۵٣.۴) محدودیت به بنا بعلاوه،
∥u− uk∥H١

٠ (Ω) ⩽ C٢r
−١wεk + C٢r

−١Cp∥f∥w−١(Lp(Ω))wεk

⩽ C٢r
−١)١+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω)))wεk

⩽ C٢r
−١)١+ Cp∥f∥w−١(Lp(Ω)))

rµcL
٢C١)٢+ cp∥f∥w−١(Lp(Ω))

εk

⩽ µεkCL

٢ ,

(۵۶.۴)

می�کند: صدق زیر رابطه�ی در Uk+١ که می�یابیم در (٢۶.۴) و (٢۵.۴) بررسی با
∥uk − Uk+١∥H١

٠ (Ω) ⩽ CUηk+١(Uk+١, Ak, fk, Tk+١)

⩽ CU
εk
٢ ,

(۵٧.۴)

∥uk − Uk+١∥ به uk کردن کم و اضافه با بنابراین می�باشد. µ ⩽ ١ و CL ⩽ CU که می�دانیم طرفی از
داریم: مثلثی نامساوی از استفاده و

∥u− Uk+١∥H١
٠ (Ω) ⩽ ∥u− uk + uk − Uk+١∥H١

٠ (Ω)

⩽ ∥u− uk∥H١
٠ (Ω) + ∥uk − Uk+١∥H١

٠ (Ω)

⩽ µεkCL

٢ + CU
εk
٢

⩽ CU
εk
٢ + CU

εk
٢

⩽ CUεk,
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براساس Tj−١ از Tj جدید افراز ،DISC الگوریتم از j مرحله هر در می�کنیم. اثبات را (۵۵.۴) حال
می�گیرد. شکل Tj بودن منطبق برای احتمالات سایر و تظریف برای منتخب عناصر

،RHS الگوریتم�های با تظریف برای منتخب عناصر تعداد ترتیب به Nj(u) و Nj(A) ،Nj(f) با
از است. آمده (۴٩.۴) و (۴۶.۴) در ترتیب به Nj(A) و Nj(f) می�دهیم. نشان را PDE و COEFF

یعنی می�کنیم. استفاده منطبق تقسیمات زیر ایجاد و بیشتر تظریفات برای (٢٢.۴) کران

#Tk −#T٠ ⩽ C٠

k−١∑
j=٠

(Nj(f) +Nj(A) +Nj(u)),

فرضیات بنابراین می�باشد. s ⩽ sf , sA یعنی است، s = min(su, sA, sf ) مساله فرض به توجه با
که، می�دهد نشان مستقیم طور به COEFF و RHS رده بهینگی

Nj(f) ⩽ C٣|f |
١
s

Bs(H−١(Ω))
(wεj)

−١
s ,

Nj(A) ⩽ C٣|A|
١
s

Ms(Lq(Ω))(wεj)
−١
s ,

نمی�توانیم است، fj راست سمت و Aj انتشار ضرایب با (١٠.۴) جواب ،uj تاثیر تحت Nj آنجاییکه از
کنیم. استفاده Nj = Nj(u) کران برای را u ∈ As مستقیم طور به

توجه با باشد. ε̂j := ηT j(A)(Uj(A), Aj, fj, Tj(A)) و Uj(A) = GAL(Tj(A), Aj, fj) کنید فرض
داریم: (٢۵.۴) به

∥uj − Uj(A)∥H١
٠ (Ω) ≥ CLε̂j

PDE(Tj(A), Aj, fj,
εj
٢ ) از می�توان باشد، ε̂j <

εj
٢ اگر صورت، این غیر در باشد. ε̂j > εj

٢ که فرضکنید
شد. خواهد Nj = ٠ و کرد صرف�نظر

تکرار به توجه با ε̂j
εj

نسبت کنیم اثبات اینکه محض به داشتیم، سوم بخش در که مباحثی به توجه با
تخمین باشد، کراندار یکنواخت طور به است، u به s مرتبه از µCLεj تقریب uj اینکه و j شمارش
و (۵٣.۴) در ∥u− uj∥H١

٠ (Ω) ⩽ µεj
CL

٢ تخمین اساس بر را آخر مورد این بود. خواهد معتبر (۵٢.۴)
است. مانده باقی ε̂j

εj
یکنواخت کران اثبات فقط اکنون می�یابیم. در (٢٣.۴) لم

داریم: گالرکین تصویر ویژگی یادآوری با

∥A
١
٢
j∇(uj − Uj(A))∥L٢(Ω)

⩽ ∥A
١
٢
j∇(uj − V )∥

L٢(Ω)

Tj(A) چون می�کند. صدق Uj ∈ V (Tj) ⊂ V (Tj(A)) به�ویژه v ∈ V (Tj(A)) هر برای ویژگی این
حداکثر و حداقل نشانگر ترتیب به Mj = γmax(Aj) و rj = γmin(Aj) اگر می�باشد. Tj شده تظریف
داریم: (٣۶.۴) و (٢۵.۴) در پایین کران و گالرکین تصویر خاصیت به توجه با پس باشند. Aj ویژه مقدار

ε̂j ⩽ CL
−١∥uj − Uj(A)∥H١

٠ (Ω)

⩽ CL
−١(

Mj

rj
)
١
٢∥uj − Uj∥H١

٠ (Ω)

⩽ CL
−١C٢(

M

r
)
١
٢ (∥u− Uj∥H١

٠ (Ω) + ∥u− uj∥H١
٠ (Ω))
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می�آوریم: بدست را زیر کران ،(۵۶.۴) و εj = βεj−١ با (۵۴.۴) ادغام با

ε̂j ⩽ CL
−١C٢(

M

r
)
١
٢ (CUεj−١ + µεj

CL

٢ )

⩽ CL
−١C٢(

M

r
)
١
٢ (CU

εj
β

+ µεj
CL

٢ )

⩽ εjCL
−١C٢(

M

r
)
١
٢ (
CU

β
+
µCL

٢ )

می�شود: حاصل زیر صورت به ε̂j
εj
برای یکنواختی کران

ε̂j
εj

⩽ CL
−١C٢(

M

r
)
١
٢ (
CU

β
+
µCL

٢ ), (۵٨.۴)

یعنی می�کند، تضمین را (۵٢.۴) کران سوم، بخش در شده ارایه مبحث

Nj ⩽ C٣|u|
١
s

Asu (H١
٠ (Ω))

εj
−١
s (۵٩.۴)

داشت: خواهیم w < ١ از استفاده و Nj(f) و Nj(A) ،Nj(u) = Nj کران�های بندی جمع با

#Tk −#T٠ ⩽ C٠

k−١∑
j=٠

(Nj(f) +Nj(A) +Nj(u))

⩽ C٠

k−١∑
j=٠

(
C٣|f |Bs(H−١(Ω))(wεj)

−١
s

+ C٣|A|Ms(Lq(Ω))(wεj)
−١
s

+ C٣|u|As(H١
٠ (Ω))(εj)

−١
s

⩽ C٠C٣w
−١
s

(
|A|Ms(Lq(Ω)) + |f |Bs(H−١(Ω)) + |u|As(H١

٠ (Ω))

) k−١∑
j=٠

ε
−١
s

j

(۶٠.۴)

یعنی می�آید، بدست ٠ < β < ١ بکارگیری با و εj = βk−jεk نوشتن از پس (۵۵.۴) نظر مورد تخمین
.
∑k−١

j=٠ β
j
s ⩽ (١− β ١

s )−١

کرد: بیان زیر بصورت می�توان نیز را (۵٣.۴) قضیه نتیجه که کنید توجه
∥u− Uk∥H١

٠ (Ω) ⩽ C(|u|As + |f |Bs + |A|Ms)(#Tk −#T٠)−s, (۶١.۴)

داشت. خواهد (۵٠.۴) براساس بهینه عملکرد DISC الگوریتم است. k از مستقل C رابطه این در

s = min(su, sf , sA) تجزیه نسبت چرا که می�دهیم توضیح مختصر طور به .(s < su (حالت .٢.۴.۴ تذکر
A از Â تقریب که الگوریتمی هر با (u ∈ Asu تقریب برای بهینه (نسبت su برای (۵۵.۴) در نمی�تواند
f که می�کنیم فرض و می�کنیم تاکید A انتشار ضریب تاثیر بر شود. اصلاح می�کند، استفاده را f از f̂ و
f تقریب برای ساده بحث ترتیب بدین چون می�شود. تصرف ،T٠ اولیه بندی مثلث ،T٠ با دقیق طور به

داریم.
دو واقع، در باشد. بهتر Â با A تقریب از نمی�تواند Â انتشار ضریب با گالرکین جواب ،Û با u تقریب

داریم: δ > ٠ هر برای که ای گونه به دارند وجود C و c ثابت
cδ ⩽ sup

A١,A٢∈B(A,δ)

∥uA١ − uA٢∥H١
٠ (Ω)

⩽ Cδ, (۶٢.۴)
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برای می�باشد. −div(Ai∇uAi
) = f از ضعیف جواب�های uAi

∈ H١
٠ (Ω) و i = ١,٢ ،(۶٢.۴) در

داریم: δ > ٠

B(A, δ) := {d× d مثبت معین Bماتریس
∣∣ ∥A−B∥Lq(Ω) ⩽ δ}.

خاص انتخاب با چپ نامساوی است، اختلال قضیه از مستقیم پیامد ،(۶٢.۴) در راست نامساوی
A١, A٢ ∈ که می�دهد نشان انتخاب این واقع در می�آید. بدست A٢ =

(
١+ δ

∥A∥Lq(Ω)

)−١ و A١ = A

داریم: بنابراین هستند. uA٢ =
(
١+ δ

∥A∥Lq(Ω)

)
uA١ و B(A, δ)

∥uA١ − uA٢∥H١
٠ (Ω)

= ∥uA١ −
(
١+

δ

∥A∥Lq(Ω)

)
uA١∥

H١
٠ (Ω)

= ∥uA١

(
١− ١− δ

∥A∥Lq(Ω)

)
∥
H١

٠ (Ω)

= ∥uA١∥H١
٠ (Ω)

δ

∥A∥Lq(Ω)

≥ δ

M
١
٢∥A∥Lq(Ω)

∥A
١
٢∇uA١∥L٢(Ω)

≥
r

١
٢∥f∥H−١(Ω)

M
١
٢∥A∥Lq(Ω)

δ

(۶٣.۴)

هستند. A ویژه مقادیر برای پایین و بالا کران�های ٠ < r < M <∞ که

COEFF و RHS الگوریتم�های ۵.۴

بهینه خود COEFF و RHS الگوریتم�های که شرط این با ١.۴.۴ قضیه در را DISC الگوریتم بهینگی
می�کنیم. بررسی را COEFF و RHS برای بهینه الگوریتم�های ساختار بخش این در کردیم. ثابت باشند،
Lq در A از تقریبی COEFF الگوریتم و H−١ در f از تقریبی ،RHS الگوریتم بودیم گفته که همانطور

می�کند. ایجاد
کاملی دانش اینکه فرض با را اولی سطح می�شود. انجام سطح دو به بنا الگوریتم�هایی چنین این ساخت
این مثال، برای می�نامیم. تئوری سطح می�شود، محاسبه هزینه بدون داریم نیاز هرچه و داریم A یا f از
قرار ثابتی شده شناخته افراز روی که باشند تکه�ای هموار تابع�های A و f که می�رود بکار زمانی سطح

نباشد). مرتبط اولیه افراز با می�تواند افراز دارند(این
طور به هستند. شده شناخته AFEM کاربرد�های بیشتر سطح این در می�نامیم. عملی سطح را دوم سطح
بسیار تئوری الگوریتم�های ساخت اصولا کنیم. محاسبه را آن می�توانیم اما نمی�شناسیم، را A یا f دقیق

می�پردازیم. موضوع این به ابتدا بنابراین است، ساده
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تابع تطبیقی تقریب برای بهینه الگوریتم�های ١.۵.۴

متناهی عناصر روش�های برای تنها نه که است موضوعی ،RHS مثل الگوریتم�هایی ساخت و مطالعه
می�رود. کار به نیز تقریب نظریه برای بلکه تطبیقی

توابع برای تطبیقی الگوریتم دو هستند. نیاز مورد تطبیقی متناهی عناصر روش�های همه در الگوریتم�ها این
بر الگوریتم�ها این کردیم. ثابت مرحله چندین در را آنها بودن بهینه شدند. معرفی چهارم بخش در تقریب
عنصر در را Lq خطای ،g ∈ Lq(Ω) تابع داشتن با شده�اند. ساخته محلی خطای تخمین�گر�های اساس

می�دهیم: نشان زیر صورت به T ضلعی چند

E(T ) := E(g, T )Lq(T ) := inf
P∈Pm(T )

∥g − P∥Lq(T ), (۶۴.۴)

تقریب بهترین ،T داشتن با است. T روی m مساوی کمتر درجه از چندجمله�ای�ها فضای ،Pm(T ) که
تقریب بهترین باید کار این برای می�آید. بدست m مساوی کوچکتر درجه از چند�جمله�ای�تکه�ای با g برای

داریم: پس آورد. بدست T ∈ T هر برای T روی را g به PT چندجمله�ای

ST :=
∑
T∈T

PTχT , (۶۵.۴)

با: است برابر آن کلی خطای است. T مشخصه تابع χT که

ε(g, T ) := ∥g − ST ∥Lq(Ω) =
(∑
T∈T

E(g, T )qLq(T )

) ١
q . (۶۶.۴)

افراز همان در T برای E(g, T )Lq(Ω) محلی خطای بررسی با را افراز�ها می�کنید، مشاهده که الگوریتمی
و شده آغاز T٠ از الگوریتم دو این است. ٠ < q < ∞ که، است این می�گیریم که نتیجه�ای می�سازد.

است. Tn ∈ Fcn که، گونه�ای به می�سازند را ،Tn n = ١,٢, · · · افراز�های

ε(g, Tn) ⩽ Cσn(g)Lq(Ω), n = ١,٢, · · · (۶٧.۴)

هر الگوریتم�ها این که می�شویم متوجه (۴۵.۴) مرور با هستند. پایدار ثابت�های C > ١ و c > ١ که
الگوریتم�های حالیکه در هستند. بهینه S > ٠ مقادیر همه برای ١ ⩽ q < ∞ با Lq تقریب برای دو
فقط و می�شوند، جایگزین نشانه�گذاری ساده�تر راه�حل�های با بیشتر اما هستند بهینه Lq تقریب برای بالا

می�کنند. تظریف را بیشتر محلی خطای با عناصری
افراز از شده تظریف T هر داشتن با می�کنیم. بررسی را حریص١٢ الگوریتم نام به راه�حل�ها این از یکی
به می�سازد T از را T ′ منطبق تظریفات T ′ = T ′(ε) = GREEDY(T , g, ε) فرایند ،T٠ اولیه
یادآور را سوم بخش از بخشی دو قانون ابتدا الگوریتم این توصیف برای باشد. ε(g, T ′) ⩽ ε که گونه�ای
صورت به را GREEDY الگوریتم می�آید. وجود به T٠ ریشه از F جنگل قانون این به توجه با می�شویم.

١٢GREEDY
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می�دهیم: نشان زیر

T (ε) = GREEDY(T , g, ε)

T ′ = T ;

while ε(g, T ′) > ε,

T := arg max{E(g, T ) : T ∈ T ′};

T ′ := REFFINE(T ′, T );

end while

T (ε) = CONF(T ′)

منجر تا می�شود انتخاب گونه�ای به T می�کند. T جایگزین را فرزندش دو T ′ = REFINE(T , T ) روند
خطای بزرگترین با T ∈ T عنصر ،GREEDY الگوریتم که می�کنیم مشاهده شود. حلقه شکستن به
دهد. انجام را T ′ بعدی تظریفات تا می�کند T جایگزین را فرزندش دو و کرده انتخاب را E(g, T )Lq(Ω)

زمانی تا دارد. ادامه برسد، ε یعنی شده تعیین خطای از پایین�تر به ε(g, T ′) خطای زمانی�که تا کار این
افراز کوچکترین تا می�گیرد صورت T ′ �روی CONF با دیگری تظریف�های دارد، ادامه چرخه این که
است. آن بودن یکنواخت E(T ) محلی خطای مهم ویژگی آید. بدست باشد T ′ شامل که T (ε) سازگار

E(T١)
q + E(T٢)

q ≤ E(T )q ∀T ∈ T , (۶٨.۴)

یعنی می�شود، منجر کلی یکنواختی خاصیت به مساله این هستند. T فرزند دو T٢ و T١ که
ε(g, T ′) ≤ ε(g, T ), (۶٩.۴)

. است برقرار نباشد چه و باشد منطبق چه T از T ′ تظریفات همه برای (۶٩.۴) رابطه

COEFF برای بهینه الگوریتم�های ٢.۵.۴

کوچکتر درجه از تکه�ای چند�جمله�ای توابع ماتریس از
∑

n :=
∑m

n فضای ،m صحیح عدد داشتن با
را شده�اند معرفی سوم بخش در Ms(LQ(Ω))که تقریب رده�های و σn(A)Lq(Ω) خطای و m مساوی
رابطه در آن ویژه مقادیر که است مثبتی معین ماتریس A ∈ L∞(Ω) که کنید فرض . می�کنیم یادآوری

می�کند. صدق زیر
r ⩽ λmin(A) ⩽ λmax(A) ⩽M, (٧٠.۴)

با: است معادل (٧٠.۴) رابطه

r ⩽
d∑

i,j=١
aij(x)ZiZj = ZtA(x)Z ⩽M, |Z| = ١, (٧١.۴)

یافتن اولی است. مولفه دو دارای B ∈
∑m

n عناصر با A تقریب برای COEFF الگوریتم ساخت
است. B بودن مثبت معین از اطمینان دومی است. q <∞ برای B ∈ Lq(Ω) تقریب�های
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بودن مثبت معین اجرای

نشان حال نباشد. مثبت معین است ممکن ،m > ٠ یعنی ،A از B ∈
∑m

n بالای مرتبه تقریب�های
شود. کاسته A به تقریبش اینکه بدون کنیم، تنظیم بودن مثبت معین برای را B چطور که می�دهیم

Lq(Ω) در متقارن مثبت معین ماتریسی تابع A کنید فرض .( بودن مثبت معین (اجرای .١.۵.۴ گزاره
که باشد چندضلعی عنصر T ⊂ Ω کنید فرض دارد. Mقرار ≥ ١ با [r,M ] در آن ویژه مقادیر که باشد،
که باشیم داشته را B مقداری ماتریس تابع اگر است. آمده بدست T٠ راس جدیدترین کردن بخشی دو از

داشت: خواهیم آنگاه است، T روی m مساوی کوچکتر درجه از چندجمله�ای
∥A−B∥Lq(T ) ⩽ ε,

m مساوی کوچکتر درجه از چندجمله�ای آن ورودی�های که دارد وجود B̃ مثبت معین ماتریس آنگاه
می�کند: صدق زیر رابطه�ی در B̃ ویژه مقادیر که به�گونه�ای می�باشد.

r

٢ ⩽ λmin(B̃) ⩽ Λmax(B̃) ⩽ CM, (٧٢.۴)

و
∥A− B̃∥Lq(T ) ⩽ C̃ε,

است. M
r
به وابسته C̃ و است، T٠ اولیه افراز و m و d به وابسته C که

به دارد، وجود T٠ و d ،m به وابسته C١ ثابت می�کنیم، شروع نامساوی عکس با را برهان برهان.
بخشی دو قانون از که T چندضلعی هر و m مساوی کوچکتر درجه از P جمله�ای چند هر برای که گونه�ای

داریم: است شده ناشی راس جدیدترین
∥∇P∥L∞(T ) ⩽ C١∥P∥L∞(T )|T |

−١
d (٧٣.۴)

می�کنیم: فرض زیر صورت به را M٠ ،B تقریب و A داشتن با اکنون
M٠ := sup

x∈T
sup
|y|=١

ytB(x)y,

C ≥ ١ مقدار اینجا در می�باشد. صحیح C ثابت با M٠ > CM برای ادعا این که می�دهیم نشان ابتدا
می�کنیم. استخراج کار پیشرفت حین را C محدودیت�های و

ytB(x٠)y =M٠ > که گونه�ای به دارد وجود x٠ ∈ T و |y| = ١ با y سپس باشد، M٠ > CM اگر
از P (x) := ytB(x)y چندجمله�ای و a(x) := ytA(x)y تابع و داشته نگه ثابت را y این باشد. CM

داریم: و است ∥P∥L∞(T ) =M٠ که کنید توجه می�گیریم. نظر در را m درجه
∥a− P∥Lq(T ) ⩽ ∥A−B∥Lq(T ) ⩽ ε (٧۴.۴)

داشت: خواهیم (٧٣.۴) گرفتن نظر در با

|P (x)− P (x٠)| ⩽ C١M٠|T |
−١
d |x− x٠| ⩽

M٠
٢ , |x− x٠| ⩽

|T |
١
d

(٢C١)
.

روی P (x) ≥ M٠
٢ آنگاه باشد. |x− x٠| ⩽ |T |

١
d

(٢C١)
که گونه�ای به ،x ∈ T از مجموعه�ای T٠ کنید فرض

باشد، C ≥ ۴ که شرط این با بنابراین است. ٠ < a(x) < M < M٠
C

آنجاییکه از است. برقرار T٠
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d و T٠ به وابسته c < ١ با c|T | مساوی بزرگتر اندازه�ای ،T٠ چون داریم. را |a(x)− P (x)| ≥ M٠
۴

داشت: خواهیم را زیر رابطه دارد،
M٠(c|T |)

١
q ⩽ ۴∥a− P∥Lq(T ) ⩽ ۴ε. (٧۵.۴)

به C که شرط این با ،(٧۵.۴) از استفاده با سپس کنیم، تعریف همانی I با ،T روی را B̃ := rI اگر
می�آوریم: بدست را زیر رابطه�ی باشد. C−١c

−١
q ⩽ ١

٨ که گونه�ای به شود انتخاب بزرگ کافی اندازه

∥A− B̃∥Lq(T ) ⩽ (M + r)|T |
١
q

داریم: M < M٠
C

و ٠ < r ⩽M <∞ روابط به توجه با

∥A− B̃∥Lq(T ) ⩽ ٢M |T |
١
q ⩽ (٢M٠

C
)|T |

١
q ⩽ (

M٠
۴ )(c|T |)

١
q ⩽ ε

کردیم. حل M٠ > CM فرض با را قضیه
بگیرید: نظر در زیر صورت به را µ کنیم. بررسی را M٠ ⩽ CM حالت می�خواهیم اکنون

µ := inf
x∈T

inf
|y|=١

ytB(x)y (٧۶.۴)

|y٠| = ١ با ثابت y٠ �و µ < r
٢ که می�کنیم فرض بنابراین نداریم. اثبات به نیازی باشد، µ ≥ r

٢ اگر
با است. x٠ در µ مقدار که فرض این با است، P (x) := y٠

tB(x)y٠ که گونه�ای به باشد، x٠ ∈ T و
داشت: خواهیم (٧٣.۴) از استفاده

|p(x)− p(x٠)| ⩽ C١M٠|T |
−١
d |x− x٠| ⩽ C١CM |T |

−١
d |x− x٠|, x ∈ T, (٧٧.۴)

است. |x− x٠| ⩽ r|T |
١
d/(۴C١CM) که گونه�ای به باشد، x ∈ T از مجموعه�ای T٠ کنید فرض

همچنین است. T٠ و d به وابسته و c ثابت برخی برای |T٠| ≥ crdC١
−dC−dM−d|T | که کنید توجه
است. |P (x)− P (x٠)| ⩽ r

۴

a(x) := y٠
tA(x)y٠ برای بنابراین دارد. قرار T٠ مجموعه زیر روی P (x) ⩽ µ+ r

۴ که می�گیریم نتیجه
داشت: خواهیم x ∈ T٠ با

a(x)− P (x) ≥ ٣r
۴ − µ

که: می�گیریم نتیجه

|T٠|
١
q (
٣r
۴ − µ) ⩽ ∥a− P∥Lq(T ) ⩽ ε (٧٨.۴)

که گونه�ای به می�کنیم. تعریف را B̃ = B + (٣r۴ − µ)I حال

ȳtB̄(x)y ≥ ٣
۴r, |y| = ١, x ∈ T,

∥A− B̃∥Lq(T ) ⩽ ∥A−B∥Lq(T ) + |T |
١
q (
٣r
۴ − µ)

⩽ ε+ |T٠|
١
q (
٣r
۴ − µ)(|T ||T٠|

−١)
١
q

⩽ C̃ε,

�کردیم. استفاده T٠ شده اندازه�گیری مقدار و (٧٨.۴) از
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است: زیر شکل سه از یکی به B̃ ماتریس قبلی گزاره در .(B̃ (شکل .٢.۵.۴ تذکر

B̃ = B (i)

B̃ = rI (ii)

α > ٠ مقادیر برای B̃ = B + αI (iii)

را زیر قضیه اکنون آوریم. بدست را A از B تقریب باید ابتدا عددی، روند به دستورالعمل این تغیر برای
کاسته آن کلی صحت از باشد، یکنواخت مثبت معین A به B تقریب اگر می�دهد نشان که می�کنیم ثابت

نمی�شود.

Lq(Ω) در مثبت معین ماتریسی تابع A کنید فرض کلی). بودن مثبت معین (اجرای .٣.۵.۴ قضیه
باشد، B ∈

∑m
n اگر است. M ≥ ١ با x ∈ Ω هر برای ،[r,M ] در همگی آن ویژه مقادیر که باشد

داشت: خواهیم
∥A−B∥Lq(Ω) ⩽ ε,

دارند. قرار x ∈ Ω همه برای [ r٢ , CM ] در آن ویژه مقادیر که دارد وجود B̃ای ∈
∑m

n آنگاه
∥A− B̃∥Lq(Ω) ⩽ C̃ε, (٧٩.۴)

هستند. ١.۵.۴ گزاره ثابت مقادیر C̃ و C آن در که

از چندجمله�ای ورودی�های BT ماتریس�های از کدام هر �باشد، B =
∑

T∈T BTχT کنید فرض برهان.
B̃T و A برای ،١.۵.۴ گزاره ماتریس B̃T اگر است. T مشخصه تابع χT و داشته m کمترمساوی درجه
[ r٢ , CM ] در ویژه مقادیر دارای B̃(x) :=

∑
T∈T B̃T (x)χT (x) آنگاه باشد، شده گرفته کار به T روی

T ∈ T هر برای ∥A− B̃∥Lq(Ω) ⩽ C̃∥A−B∥Lq(T ) از (٧٩.۴) خطای تخمین� است. x ∈ Ω برای
می�شود. نتیجه

مثبت معین تقریب ماتریس�های اینکه از غیر به کنیم، تعریف σn بصورت را σ̃n(A)Lq(Ω) اگر
است. n ≥ ١ همه برای σ̃n(A)Lq(Ω) ⩽ C̃σn(A)Lq(Ω) معنای به ٣.۵.۴ قضیه سپس هستند،

.A تقریب برای الگوریتم�ها

Lq(Ω) در A تقریب روی ،A بودن مثبت معین گرفتن نظر در بدون اکنون ،٣.۵.۴ قضیه به توجه با
ورودی�های تقریب از بزرگتر ،

∑m
n از عناصری با Aتقریب که می�کنیم مشاهده ابتدا در می�شویم. متمرکز

داریم: B = (bi,j), d× dماتریس هر برای است، آن
max
i,j
∥bi,j∥Lq(Ω) ⩽ ∥B∥Lq(Ω) ⩽

∑
i,j

∥bi,j∥Lq(Ω) ⩽ d٢max
i,j
∥bi,j∥Lq(Ω), (٨٠.۴)

یعنی ورودی�هایش تقریب با ارز هم
∑m

n از عناصری با Lq(Ω) در A تقریب که می�گیریم نتیجه
که کنید توجه بنابراین است. m مساوی کمتر درجه از تکه�ای چندجمله�ای�های با Lq(Ω) در ai,j
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به فوق تحلیل است. Bs(T٠, Lq(Ω)) در موجود ai,j ورودی هر با ارز هم A ∈ Ms(T٠, Lq(Ω))

توابعی برای بهینه الگوریتم�های ساخت از COEFF برای بهینه الگوریتم�های ساخت که است معنی این
عنصر هر و ai,j ضریب هر برای را E(ai,j, T )Lq محلی خطای بتوانیم اگر می�شود. نتیجه Lq در
بعلاوه، بسازیم. Ms(T٠, Lq(Ω)) برای را COEFF بهینه الگوریتم می�توانیم آنگاه کنیم، محاسبه T

می�باشند. (٣۶.۴) شرایط دارای و بوده مثبت معین تقریب�ها که می�کند تضمین COEFF الگوریتم



۵ فصل

عددی آزمایشات

و قابلیت�ها بررسی به مثال دو قالب در قبل فصل در شده توصیف روش پیاده�سازی با فصل این در
مثلث�های از اجتماعی صورت به ،Ω از T٠ اولیه مش مثال�ها این در می�پردازیم. آن محدودیت�های
راس جدیدترین بخشی دو الگوریتم همان آن تظریف برای استفاده مورد الگوریتم و می�باشد مساوی

است.
لازم A تقریب برای که q = ٢p

p−٢ لبِگ، توان انتخاب خصوص در باید آزمایشات شروع از قبل
در q تعیین نحوه اصلی پرسش بنابراین نمی�شناسیم، را p کلی بطور که آنجا از کنیم. گیری تصمیم است،
L∞(Ω) در یکنواخت بطور Â یعنی آن تکه�ای چندجمله�ای تقریب و A که حقیقت این از است. عمل
عنصر که L٢(Ω) تقریب بهترین عنوان به Â از و کرده استفاده (CA ثابت با مثال برای هستند( دار کران

درون�یابی تخمین از و می�بریم بهره شده محاسبه عنصر به

∥A− Â∥Lq(Ω) ⩽ (٢CA)
٢
p∥A− Â∥

٢
q

L٢(Ω) ٢ ⩽ q ⩽∞ (١.۵)

می�یابد: تقلیل زیر صورت به (١.٢.۴) اختلال تخمین بنابراین می�کنیم. استفاده

∥u− û∥H١
٠ (Ω) ⩽ r̂−١∥f − f̂∥H−١(Ω) +

(٢CA)
٢
p

r̂
∥∇u∥Lp(Ω)∥A− Â∥

٢
q

L٢(Ω).

داشت. خواهیم q و p ارزش�های گرفتن نظر در بدون ،Â از کلی انتخاب یک ترتیب بدین
داریم؛ ٢ ⩽ q < ∞ همچنین و A ∈ M qsA

٢ (L٢(Ω)) کافی شرط به نیاز که باشید داشته توجه اما
یک عمل در نکند. حفظ را ∥A− Â∥Lq(Ω) همگرایی نرخ همواره است ممکن انتخاب این بنابراین
روی آن پرش�های و باشد تکه�ها از متناهی تعداد با تکه�ای ثابت A که می�دهد روی زمانی مهم استثنای

بنابراین باشد، شیتزی لیپ منحنی یک

∥A− Â∥Lq(Ω) ≈
∣∣∣{x ∈ Ω : A(x) ̸= Â(x)}

∣∣∣ ١q
≈ ∥A− Â∥

١
q

L٢(Ω)

ثابت A بعدی، عددی آزمایشات در نمی�گردد. وارد خللی A (تقارب) همگرایی نرخ در ترتیب بدین
راست سمت f و A انتشار ماتریس برای تکه�ای ثابت تقریب از می�توانیم دلیل همین به است. تکه�ای
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کران�های دارای Ā و A که می�کنیم نشان خاطر کنیم. استفاده f̄ و Ā یعنی آنها میانگین مقدار اساس بر
هستند. یکسان طیفی

عددی نتایج ١.۵

شکل. L دامنه :١ مثال ١.١.۵

شکل L دامنه منظور این برای می�کنیم. بررسی q = ٢ ممکن انتخاب بهترین با را DISC ابتدا
جای به (ρ, δ) قطبی مختصات از می�گیریم. نظر در را Ω = [−۵,۵]× [−۵,۵] \ [٠,۵] × [٠,−۵]
I که می�گیریم نظر در A = aI را انتشار ماتریس می�کنیم. استفاده (٠,٠) مرکز به دکارتی مختصات

است، واحد ماتریس با برابر

a(ρ) =

١ if ρ ⩽ ρ٠

µ otherwise,

جواب عنوان به را آن v(ρ, δ) := ρ
٢
٣ sin(٢δ٣ ) تعریف با است. µ = ۵ و ρ٠ = ٢

√
٢ آن در که

به را استاندارد جواب DISC عملکرد دادن نشان برای بگیرید. نظر در شکل L دامنه روی استاندارد
می�کنیم: دستکاری زیر ترتیب

u(ρ, δ) =

v(ρ, δ) if ρ ⩽ ρ٠

v(ρ٠, δ) +
٢
٣µρ

١
٣
٠ sin(

٢δ
٣ )(ρ− ρ٠) otherwise,

r = ١ Mو = ۵ بصورت Ā و A طیفی کران�های و f := −div(A∇u) ∈ L٢(Ω) که کنید دقت
است.

افراز�های توالی (١.۵) شکل نمی�باشد. هماهنگ افراز�ها با هرگز A ناپیوستگی که می�کنیم تاکید
می�دهد. نشان را DISC کامل الگوریتم� اساس بر گرفته شکل

PDE در AFEM استاندارد حلقه هستند. ε٠ = ٢ و ω = ٠ · ٨ ،β = ٠ · ٧ انتخابی پارامتر�های
که می�رود پیش به θ = ٠ · ٣ پارامتر با گذاری نشانه استراتژی و خطا باقیمانده تخمین�گر تاثیر تحت

است. کارانه محافظه انتخابی نسبتا
Ω = کنید فرض می�کنیم. بحث باشد معتبر p شرط آن ازای به طوری�که به p انتخاب درباره اکنون
هر برای u ∈ W ١

Lp(Ω١)
باشد. Ω٢ = Ω \ Ω١ و Ω١ = {(ρ, δ) ∈ Ω : ρ ⩽ ρ٠

٢ } آن در که ،Ω١ ∪ Ω٢

در p < ۶ برای p شرط که حالیست در این و است Ω٢ در لیپشیتزی u و است صادق Ω١ در p < ۶
ضریب آنجاییکه از .q ≥ ٢ هر یعنی ،Ω٢ در p = ∞ و .q = ٢p

(p−٢) > ٣ هر یعنی است، معتبر Ω١

Ω٢ برروی {ρ = ρ٠} منحنی از پرش باید فقط و بوده صفر A تقریب خطای است ثابت Ω١ در انتشار
بگیریم. نظر در را
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mesh after PDE refinment7 mesh refin1,5

mesh after PDE refinment9 mesh after PDE refinment8

L-شکل دامنه مسئله برای راست) سمت بالا (ردیف اولیه مش شکل). L (دامنه یک مثال :١.۵ شکل
نشان رنگ آبی ناقص دایره است. شده ساخته آویز گره�های بدون اندازه یک مثلث�های از که المان ۶ با
افراز�ها توالی باشد. بیشتر آن اطراف در مش تظریف داریم انتظار که است u ناپیوستگی نقاط دهنده
مقدار همچنین و A برای q = ٢ شاخص با DISC الگوریتم اساس بر ( ساعت عقربه�های (خلاف
اولیه مراحل در فقط DISC الگوریتم می�شود. انتخاب ε٠ = ٢ و ω = ٠ · ٨ و β = ٠ · ٧ پارامتر�ها
منفرد رفتار� دلیل به مبدا حول تظریف�های می�شود. اجرا انتشار ماتریس در پرش�ها کردن پیدا برای

می�آید. وجود به تطبیقی فرایند اصلی مرحله در که است جواب

افراز روی هموار تکه��ای صورت به A بنابراین نمی�شود، داده تطبیق افراز�ها توسط هرگز پرشی چنین
کنیم. استفاده استاندارد AFEM از نتوانیم که می�شود باعث مساله همین نمی�شود. گرفته نظر در T٠
دارد. Mقرار

١
q (T٠, Lq(Ω)) در A ماتریس ١ ⩽ q < ∞ هر برای که نمود بررسی می�توان آسانی به

با که q = ٢p
(p−٢) مقدار ترین کوچک باید می�یابد، کاهش بزرگتر، q برای DISC عملکرد که آنجا از

باید p =∞ برای دیگر عبارتی به کنیم. انتخاب را باشند داشته بیشتری سازگاری u ∈ w١(L∞(Ω٢))

صدق f ∈ B ١
٢ (T٠, L٢(Ω)) ⊂ B

١
٢ (T٠, H−١(Ω)) در راست سمت f اینجا در . دهیم قرار را q = ٢

و i = ١,٢ ، u ∈ A
١
٢ (T٠, H١(Ωi)) زیرا است. u ∈ A

١
٢ (T٠, H١

٠ (Ω)) جواب حالیکه در می�کند
می�افتد. اتفاق شیتز لیپ منحنی روی u گرادیان پرش�های

آزمایشات در را آنها به مرتبط q نتیجه در و p متفاوت مقدار چهار بالا، توضیحات کردن تست برای
نزول چپ) (سمت (٢.۵) شکل متفاوت، انتخاب�های این از یک هر برای گرفتیم. نظر در خود عددی
همگرایی ترتیب�های می�دهد. نشان را log− log مقیاس در آزادی درجات تعداد برابر در انرژی خطای

از، عبارتند آزمایشی
.−٠ · ١٩ qبرای = ۶ و ،−٠ · ٢٣ برای q = ۵ ،−٠ · ٣۵ برای q = ٣ ،−٠ · ۴٨ برای q = ٢

مقدار�های به محاسباتی نرخ�های این دارند. مطابقت کردیم ذکر قبل در که A پذیری تقریب با موارد این
ترین کوچک با و فرعی دامنه�های در A ارزیابی و تقریب اهمیت و هستند نزدیک بسیار −١

q
انتظار قابل

برای همگرایی مطلوب نرخ q = ٢ انتخاب مثال این در می�دهند. نشان را q برای ممکن لبگ توان
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DISC تکرار ده از پس گالرکین جواب راست) (سمت (٢.۵) شکل می�باشد. تکه�ای دوخطی عناصر
می�دهد. نشان را q = ٢ برای

10
1

10
2

10
3

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

Energy error

E
ne

rg
y 

er
ro

r

 

 

q=2

q=3

q=5

q=6

u Aprox

برای آزادی درجات تعداد برابر در انرژی خطای چپ) (سمت شکل): L (دامنه یک مثال :٢.۵ شکل
جواب راست) (سمت می�آید. بدست q = ٢ برای همگرایی میزان بالاترین .q = ٢,٣,۵,۶ مقادیر
در هرگز A ناپیوستگی است. q = ٢ با DISC الگوریتم تکرار ده از پس مربوطه افراز همراه به گالرکین

می�گردد. تظریف ∇u و A تکینگی�های حول افراز و است نشده داده تطبیق افراز�ها

چکرز صفحه :٢ مثال ٢.١.۵

در ابتدا که مثال این در نیست. مجاز q = ٢ آن در که می�کنیم �بررسی مثالی برای را DISC اکنون
کنید فرض است. یکسان u جواب تکینگی با A انتشار ماتریس ناپیوستگی خط بود، شده پیشنهاد [؟]

است: ٢× ٢ واحد ماتریس I آن در که باشد، Ω = (−١,١)٢ و A = aI

a(x, y) =

b (x−
√
٢

١٠ )(y −
√
٢

١٠ ) ≥ ٠,

١ otherwise,

شرایط تعیین با بنابراین گیریم، می نظر در f ≡ ٠ صورت به را راست سمت می�باشد. معلوم b > ٠ که
است. زیر صورت به (

√
٢

١٠ ,
√
٢

١٠ ) در شده واقع مرکز با (ρ, δ) مختصات در u جواب مناسب، مرزی
u(ρ, δ) = ραµ(δ),

است. زیر صورت به µ(δ) و ٠ < α < ٢ آن در که

µ(δ) =



cos((π٢ − σ)α) cos((δ −
π
۴ )α) ٠ ⩽ δ < π

٢ ,

cos(π۴α) cos((δ − π + σ)α) π
٢ ⩽ δ < π,

cos(ασ) cos((δ − ۵π
۴ )α) π ⩽⩽ δ < ٣π

٢ ,

cos(π۴α) cos(δ −
٣π
٢ − σ)α)

٣π
٢ ⩽ δ < ٢π.
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زیر خطی غیر روابط در σ و a و b پارامتر�های بالا رابطه در
b = − tan((

π

٢ − σ)α) cot(
π

۴α),
١
b
= − tan(

π

۴α) cot(σα),

b = − tan(σα) cot(
π

۴α),

قید�های با همراه
max(٠, π(α− ١)) < π

٢α < min(πα, π),

max(٠, π(١− α)) < −٢ασ < min(π, π(٢− α)).

می�کنند. صدق
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انتخاب s < ٠ · ٢۵ ،u ∈ H١+s جواب اساس بر پارامترها چکرز): (صفحه دوم مثال :٣.۵ شکل
−٠ ·٢ تقریبا همگرایی مطلوب سطح آزادی. درجات تعداد برابر در انرژی خطای چپ) (سمت شده�اند.
تکرار شش از پس مربوطه افراز�های همراه به گالرکین جواب راست) (سمت است. شده داده پوشش
هم با دو هر ∇u و A تکینگی�های و نمی�شود جبران افراز�ها با هرگز A ناپیوستگی .DISC الگوریتم

می�شوند. تظریف باعث

است. u ∈ A ١
٢ (H١

٠ (Ω)) حال این با اما داریم. را u ∈ H١+s(Ω) ،s < α برای که می�کنیم تاکید
داشت: خواهیم صورت این در است. داشته مطابقت u تکینگی�های با A ناپیوستگی اما

p <
٢

(١− α) , sA =
١
q
=

(p− ٢)
٢p <

α

٢ .

می�کشیم. چالش به تقریب پارامتر�های با را DISC الگوریتم حال

α = ٠ · ٢۵, b ≈ ٢۵ · ٢٧۴١۴٢٣۶٩٠٨٨١٨,

σ ≈ −۵ · ۴٩٧٧٨٧١۴٣٧٨٢١۴,
(٢.۵)

مقدار عنوان به را Ā و کرده استفاده (١.۵) رابطه از است. sA < ١
٨ و p < ٨

٣ با متناظر بالا روابط که
در انرژی خطای (EOC ) تجربی همگرایی مرتبه می�گیریم. نظر در عنصر به عنصر بصورت A میانگین
EOC مقدار است. شده رسم پایانی مرحله در جواب همراه به ٣.۵ شکل در آزادی درجات تعداد برابر
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مورد مقدار از بهتر بسیار و بوده مطلوب حد در که است −٠ ·۵١ با برابر آخر) نقطه ٣ (میانگین مجانبی
آخر) نقطه ٣ (بدون EOC پیشینی مجانبی مقدار دیگر، سوی از می�باشد. sA ≈ −٠ · ١٢۵ انتظار
می�باشد، k = ٠,۵,١٩ مرحله در مثلثی افراز�های نشانگر که را ۴.۵ شکل اکنون است. −٠ · ٢ حدود

می�گیریم. نتیجه را

ω = ٨·٠ براساسDISCبا که چپ) به راست (از افراز�ها توالی چکرز). (صفحه دوم مثال :۴.۵ شکل
اولیه مراحل در فقط الگوریتم است. شده تشکیل مثلث�ها از اول) (طرح اولیه افراز است. گرفته شکل
عمل وارد u تکینگی�های سپس کند. جبران را (دوم) انتشار ضریب ناپیوستگی تا می�شود تظریف
سه شامل متناظر بندی تقسیم سوم). می�گردد(سطح تظریف باعث ،A تکینگی�های همراه به و می�شود
DISC زیاد توانایی نشانگر که می�باشد. ٢−۶ قطر دارای سلول کوچکترین هستند. آزادی از درجه ملیون

می�باشد. شده بندی درجه شبکه�های ساخت در
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گیری نتیجه ٢.۵

قابل الگوریتم�های استخراج ندارد. تاثیری Lq تقریب مرتبه بر Â مثبت معین محدودیت که دادیم نشان
باشند داشته بهتری عملکرد Lq(Ω) شرایط ودر بوده بودن، مثبت معین کننده تضمین که عددی اجرای
نخواهد همگرا q = ∞ و کوچکتر هدف خطا�های با COEFF از استفاده هر است. فرعی مساله یک
را استاندار PDE توانستیم نهایت در می�گیرد. انجام بهتری دقت با PDE اساس بر تظریف اصولا بود.
دهیم. انجام شدند، ارایه COEFF و RHS در که Â انتشار ضریب و f̂ راست سمت تقریب اساس بر



آ� پیوست

متلب کد�های

١ مثال متلب کد آ�.١

است. شده داده قرار ،١ مثال متلب کد اینجا در

1 f unc t i on mesh=Lshape (mesh_0 , q )
2 c l o s e a l l
3 % Parameters
4 MaxIt =10; % MaxIt : maximum i t e r a t i o n number
5 N = ze ro s (MaxIt , 1 ) ;
6 energy = ze ro s (MaxIt , 1 ) ;
7 theta = 0 . 3 ;
8 ep s i l o n =2;
9 omega=0. 8 ;

10 beta=0. 7 ;
11 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
12 % PreStep 0 : generate i n i t i a l mesh
13 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
14 f o r i t e r =1:MaxIt
15 %Star t RHS
16 fAprox=RHS(mesh ) ;
17 f e xa c t=f f ( mesh.node ) ;
18 max( fAprox - f e xa c t )
19 eta_f = est imate_f ( fAprox , mesh , q ) ;
20 E=sum( eta_f ) ^(1/q ) ;
21 whi le E>ep s i l o n *omega
22 [ mesh ,¬ ] = b i s e c t i o n (mesh , eta_f , theta ) ;
23 fAprox=RHS(mesh ) ;

٧٢
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24 eta_f=est imate_f ( fAprox , mesh , q ) ;
25 E=sum( e ta_f . ^(q ) ) . ^(1/q ) ;
26 end
27 %End RHS
28 %Star t PDE
29 % Step 1 : So lve
30 mesh. f=RHS(mesh ) ;
31 [ mesh.solu , energy ( i t e r ) ] = PDE(mesh ,@g_D) ;
32 % Step 2 : Estimate
33 eta_u = est imate (mesh ) . ^2 ;
34 % record number o f e lements f o r comparison
35 N( i t e r ) = s i z e (mesh.node , 1 ) ;
36 % Step 3 : Ref ine
37 [ mesh ,¬ ] = b i s e c t i o n (mesh , eta_u , theta ) ;
38 ep s i l o n=beta * ep s i l o n ;
39 end

1 f unc t i on [ mesh , eta ] = b i s e c t i o n (mesh , eta , theta )
2 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
3 % Construct data s t r u c tu r e
4 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
5 edge = [ mesh.elem ( : , [ 1 , 2 ] ) ; mesh.elem ( : , [ 1 , 3 ] ) ; mesh.elem ( : , [ 2 , 3 ] ) ] ;
6 edge = unique ( s o r t ( edge , 2 ) , ’ rows ’ ) ;
7

8 N = s i z e (mesh.node , 1 ) ;
9 NT = s i z e (mesh.elem , 1 ) ;

10 NE = s i z e ( edge , 1 ) ;
11

12 dualEdge = ...

spa r s e ( mesh.elem ( : , [ 1 , 2 , 3 ] ) , mesh.elem ( : , [ 2 , 3 , 1 ] ) , [ 1 :NT, 1 :NT, 1 :NT] ) ;
13 d2p = spar s e ( edge ( : , [ 1 , 2 ] ) , edge ( : , [ 2 , 1 ] ) , [ 1 :NE, 1 :NE] ) ;
14 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
15 % Meomery management f o r node ar ra ry
16 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
17 r e c y c l e = f i nd ( mesh.type==0) ;
18 l a s t = length ( r e c y c l e ) ;
19 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
20 % Mark t r i a n g l e s accord ing to the e r r o r i nd i c a t o r
21 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
22 t o t a l = sum( eta ) ;
23 cur rent = 0 ;
24
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25 [ temp , ix ] = so r t ( - eta ) ; % so r t in descent order
26 marker = ze ro s (NE, 1 ) ;
27

28 % i n i t i a l i z e f o r p o s s i b l e new nodes
29 mesh.node = [ mesh.node ; z e r o s (NE, 2 ) ] ;
30 mesh.type = [ mesh.type ; u int8 (5* ones (NE, 1 ) ) ] ;
31 mesh.so lu = [ mesh.so lu ; z e r o s (NE, 1 ) ] ;
32 mesh. f = [ mesh. f ; z e r o s (NE, 1 ) ] ;
33 f o r t = 1 :NT
34

35 i f ( cur rent > theta * t o t a l ) , break ; end % es t on marked elem ...

big enough
36

37 index = 1 ;
38 ct = ix ( t ) ;
39

40 whi le ( index==1)
41

42 base = d2p (mesh.elem ( ct , 2 ) , mesh.elem ( ct , 3 ) ) ;
43 i f ( marker ( base )>0) % base i s a l r eady marked
44 index = 0 ;
45 e l s e
46 cur rent = cur rent + eta ( ct ) ;
47 i f ( l a s t==0)
48 newNode = N + 1 ;
49 N = N+1;
50 end
51 i f ( l a s t >0)
52 newNode = r e c y c l e ( l a s t ) ;
53 l a s t = l a s t - 1 ;
54 end
55 marker ( d2p ( mesh.elem ( ct , 2 ) , mesh.elem ( ct , 3 ) ) ) = ...

newNode ;
56

57 % A new node i s added to the mesh. Numerical ...

s o l u t i o n at t h i s
58 % new added node i s approximated by l i n e a r ...

i n t e r p o l a t i o n . Type
59 % of t h i s node i s 2 ( generated by newest ver tex ...

b i s e c t i o n )
60 mesh.node (newNode , : ) = ( ...

mesh.node ( mesh.elem ( ct , 2 ) , : ) + . . .
61 mesh.node ( mesh.elem ( ct , 3 ) , : ) ...

) /2 ;
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62 mesh.so lu (newNode) = ( mesh.so lu ( mesh.elem ( ct , 2 ) ) + . . .
63 mesh.so lu ( mesh.elem ( ct , 3 ) ) ) /2 ;
64 mesh.type (newNode) = 2 ;
65

66 % Find the element which share s the base edge o f the ...

cur rent
67 % element . I f i t i s 0 , i t means the base o f the ...

cur rent element
68 % i s on the boundary.
69 ct = dualEdge ( mesh.elem ( ct , 3 ) , mesh.elem ( ct , 2 ) ) ;
70 i f ( c t == 0 ) , index = 0 ; end
71 % the whi l e w i l l ended i f
72 % 1 . ct==0 means we are on the boundary
73 % 2 . base ( ct ) i s a l r eady marked
74

75 end
76 end % end whi le f o r r e c u r s i v e marking
77 end % end o f f o r loop on a l l e lements
78 % Deta i l ed exp lanat ion o f the a lgor i thm can be found at
79 % Manual --> Algorithms --> B i s e c t i on
80

81 % de l e t e p o s s i b l e empty e n t r i e s
82 i x = ( mesh.type == 5) ;
83 mesh.node ( ix , : ) = [ ] ;
84 mesh.type ( ix ) = [ ] ;
85 mesh.so lu ( ix ) = [ ] ;
86 mesh. f ( i x ) = [ ] ;
87 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
88 % Ref ine marked edges f o r each t r i a n g l e
89 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
90 numnew = 2*sum(marker ̸=0) ; % number o f new elements need to be added
91 mesh.elem = [ mesh.elem ; z e ro s (numnew , 3 ) ] ;
92 eta = [ eta ; z e r o s (numnew , 1 ) ] ;
93

94 inew = NT + 1 ; % index f o r cur rent new added r i gh t ch i l d
95 f o r t = 1 :NT
96 base = d2p (mesh.elem ( t , 2 ) , mesh.elem ( t , 3 ) ) ;
97 i f ( marker ( base )>0)
98 p = [ mesh.elem ( t , : ) , marker ( base ) ] ;
99

100 % Case 1 : d i v id e the cur rent marked t r i a n g l e
101 mesh.elem ( t , : ) = [ p (4 ) ,p (1 ) ,p (2 ) ] ; % t i s always a l e f t ...

ch i l d
102 mesh.elem ( inew , : ) = [ p (4 ) ,p (3 ) ,p (1 ) ] ; % new i s a r i g h t ch i l d
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103 eta ( t ) = eta ( t ) /2 ; % update e r r o r i n d i c a t o r s
104 eta ( inew ) = eta ( t ) ;
105 inew = inew + 1 ;
106

107 % Case 2 : d i v id e the r i gh t ch i ld , d i f f e r e n t , c a r e f u l ! ! !
108 r i g h t = d2p (p (3 ) ,p (1 ) ) ;
109 i f ( marker ( r i g h t )>0)
110 mesh.elem ( inew - 1 , : ) = [ marker ( r i g h t ) ,p (4 ) ,p (3 ) ] ;
111 mesh.elem ( inew , : ) = [ marker ( r i g h t ) ,p (1 ) ,p (4 ) ] ;
112 eta ( inew - 1 ) = eta ( inew - 1 ) /2 ;
113 eta ( inew ) = eta ( inew - 1 ) ;
114 inew = inew + 1 ;
115 end
116

117 % Case 3 : d i v id e the l e f t ch i ld , s im i l a r to the case 1 .
118 l e f t = d2p (p (1 ) ,p (2 ) ) ;
119 i f ( marker ( l e f t )>0)
120 mesh.elem ( t , : ) = [ marker ( l e f t ) ,p (4 ) ,p (1 ) ] ;
121 mesh.elem ( inew , : ) = [ marker ( l e f t ) ,p (2 ) ,p (4 ) ] ;
122 eta ( t ) = eta ( t ) /2 ;
123 eta ( inew ) = eta ( t ) ;
124 inew = inew + 1 ;
125 end
126

127 end % end o f re f inement o f one element
128 end % end o f f o r loop on a l l e lements
129

130 % de l e t e p o s s i b l e empty e n t r i e s
131 mesh.elem = mesh.elem ( 1 : inew - 1 , : ) ;
132 eta = eta ( 1 : inew - 1 , : ) ;
133

134 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
135 % Update boundary edges
136 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
137 mesh .D i r i ch l e t = updatebd ( mesh .D i r i ch l e t , marker , d2p ) ;
138 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
139 % End o f func t i on BISECTION
140 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
141

142 f unc t i on bdEdge = updatebd (bdEdge , marker , d2p )
143 % UPDATEDBD r e f i n e the boundary edges
144 % INPUT
145 % bdEdge : s e t o f boundary edges
146 % marker : new node index f o r marked edge
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147 % d2p : index mapping from dual edge to primary edge
148

149 NB = s i z e (bdEdge , 1 ) ;
150 f o r k = 1 :NB
151 i = bdEdge (k , 1 ) ;
152 j = bdEdge (k , 2 ) ;
153 i f marker ( d2p ( i , j ) ) >0
154 bdEdge (k , : ) = [ i , marker ( d2p ( i , j ) ) ] ;
155 bdEdge ( s i z e (bdEdge , 1 ) +1 , : ) = [ marker ( d2p ( i , j ) ) , j ] ;
156 end
157 end

1 f unc t i on [ mesh , eta ] = b i s e c t i on_ f (mesh , eta , theta )
2 % BISECTION r e f i n e s the t r i a n gu l a t i o n us ing newest ver tex b i s e c t i o n
3 %
4 % USAGE
5 % [mesh , eta ] = b i s e c t i o n (mesh , eta , theta )
6 %
7 % INPUT
8 % mesh : cur rent mesh
9 % eta : e r r o r i nd i c a t o r f o r each t r i a n g l e

10 % theta : parameter in (0 , 1 ) .
11 % We mark minimal number o f t r i a n g l e s M such that
12 % \sum_{T \ in M} \eta_T > \ theta *\sum\eta_T
13 %
14 % OUTPUT
15 % mesh : new mesh a f t e r re f inement
16 % eta : new e r r o r i nd i c a t o r f o r each t r i a n g l e
17 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
18 % Construct data s t r u c tu r e
19 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
20 edge = [ mesh.elem ( : , [ 1 , 2 ] ) ; mesh.elem ( : , [ 1 , 3 ] ) ; mesh.elem ( : , [ 2 , 3 ] ) ] ;
21 edge = unique ( s o r t ( edge , 2 ) , ’ rows ’ ) ;
22

23 N = s i z e (mesh.node , 1 ) ;
24 NT = s i z e (mesh.elem , 1 ) ;
25 NE = s i z e ( edge , 1 ) ;
26

27 dualEdge = ...

spa r s e ( mesh.elem ( : , [ 1 , 2 , 3 ] ) , mesh.elem ( : , [ 2 , 3 , 1 ] ) , [ 1 :NT, 1 :NT, 1 :NT] ) ;
28 d2p = spar s e ( edge ( : , [ 1 , 2 ] ) , edge ( : , [ 2 , 1 ] ) , [ 1 :NE, 1 :NE] ) ;
29 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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30 % Meomery management f o r node ar ra ry
31 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
32 r e c y c l e = f i nd ( mesh.types==0) ;
33 l a s t = length ( r e c y c l e ) ;
34 % Coarsening can c r ea t e empty spaces in the node a r r ay . We ...

c o l l e c t those
35 % sca t t e r ed spaces in r e c y c l e a r ra ry and ’ l a s t ’ w i l l po int out ...

the l a s t
36 % empty node index .
37 % mesh.type array i s used to d i s t i n g u i s h the type o f nodes :
38 % 0: empty nodes ( de l e t ed by coar s en ing ) ;
39 % 1: nodes in the i n i t i a l t r i a n gu l a t i o n or nodes from regu l a r ...

re f inement ;
40 % 2: new added nodes due to re f inement ;
41 % 5: temporay node ( w i l l be de l e t ed when b i s e c t i o n f i n i s h e d ) .
42

43 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
44 % Mark t r i a n g l e s accord ing to the e r r o r i nd i c a t o r
45 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
46 t o t a l = sum( eta ) ;
47 cur rent = 0 ;
48

49 [ temp , ix ] = so r t ( - eta ) ; % so r t in descent order
50 marker = ze ro s (NE, 1 ) ;
51

52 % i n i t i a l i z e f o r p o s s i b l e new nodes
53 mesh.node = [ mesh.node ; z e r o s (NE, 2 ) ] ;
54 mesh.type = [ mesh.type ; u int8 (5* ones (NE, 1 ) ) ] ;
55 mesh.so lu = [ mesh.so lu ; z e r o s (NE, 1 ) ] ;
56 mesh. f=[mesh. f ; z e r o s (NE, 1 ) ] ;
57 f o r t = 1 :NT
58

59 i f ( cur rent > theta * t o t a l ) , break ; end % es t on marked elem ...

big enough
60

61 index = 1 ;
62 ct = ix ( t ) ;
63

64 whi le ( index==1)
65

66 base = d2p (mesh.elem ( ct , 2 ) , mesh.elem ( ct , 3 ) ) ;
67 i f ( marker ( base )>0) % base i s a l r eady marked
68 index = 0 ;
69 e l s e
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70 cur rent = current + eta ( ct ) ;
71 i f ( l a s t==0)
72 newNode = N + 1 ;
73 N = N+1;
74 end
75 i f ( l a s t >0)
76 newNode = r e c y c l e ( l a s t ) ;
77 l a s t = l a s t - 1 ;
78 end
79 marker ( d2p ( mesh.elem ( ct , 2 ) , mesh.elem ( ct , 3 ) ) ) = ...

newNode ;
80

81 % A new node i s added to the mesh. Numerical ...

s o l u t i o n at t h i s
82 % new added node i s approximated by l i n e a r ...

i n t e r p o l a t i o n . Type
83 % of t h i s node i s 2 ( generated by newest ver tex ...

b i s e c t i o n )
84 mesh.node (newNode , : ) = ( ...

mesh.node ( mesh.elem ( ct , 2 ) , : ) + . . .
85 mesh.node ( mesh.elem ( ct , 3 ) , : ) ...

) /2 ;
86 mesh.so lu (newNode) = ( mesh.so lu ( mesh.elem ( ct , 2 ) ) + . . .
87 mesh.so lu ( mesh.elem ( ct , 3 ) ) ) /2 ;
88

89 mesh.type (newNode) = 2 ;
90 mesh. f (newNode) = ( mesh. f ( mesh.elem ( ct , 2 ) ) + . . .
91 mesh. f ( mesh.elem ( ct , 3 ) ) ) /2 ;
92 % Find the element which share s the base edge o f the ...

cur rent
93 % element . I f i t i s 0 , i t means the base o f the ...

cur rent element
94 % i s on the boundary.
95 ct = dualEdge ( mesh.elem ( ct , 3 ) , mesh.elem ( ct , 2 ) ) ;
96 i f ( c t == 0 ) , index = 0 ; end
97 % the whi l e w i l l ended i f
98 % 1 . ct==0 means we are on the boundary
99 % 2 . base ( ct ) i s a l r eady marked

100

101 end
102 end % end whi le f o r r e c u r s i v e marking
103 end % end o f f o r loop on a l l e lements
104 % Deta i l ed exp lanat ion o f the a lgor i thm can be found at
105 % Manual --> Algorithms --> B i s e c t i on
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106

107 % de l e t e p o s s i b l e empty e n t r i e s
108 i x = ( mesh.type == 5) ;
109 mesh.node ( ix , : ) = [ ] ;
110 mesh.type ( ix ) = [ ] ;
111 mesh.so lu ( ix ) = [ ] ;
112 mesh. f ( i x ) = [ ] ;
113

114 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
115 % Ref ine marked edges f o r each t r i a n g l e
116 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
117 numnew = 2*sum(marker ̸=0) ; %number o f new elements need to be added
118 mesh.elem = [ mesh.elem ; z e r o s (numnew , 3 ) ] ;
119 eta = [ eta ; z e r o s (numnew , 1 ) ] ;
120

121 inew = NT + 1 ; % index f o r cur rent new added r i gh t ch i l d
122 f o r t = 1 :NT
123 base = d2p (mesh.elem ( t , 2 ) , mesh.elem ( t , 3 ) ) ;
124 i f ( marker ( base )>0)
125 p = [ mesh.elem ( t , : ) , marker ( base ) ] ;
126

127 % Case 1 : d i v id e the cur rent marked t r i a n g l e
128 mesh.elem ( t , : ) = [ p (4 ) ,p (1 ) ,p (2 ) ] ; % t i s always a l e f t ...

ch i l d
129 mesh.elem ( inew , : ) = [ p (4 ) ,p (3 ) ,p (1 ) ] ; % new i s a r i g h t ch i l d
130 eta ( t ) = eta ( t ) /2 ; % update e r r o r i n d i c a t o r s
131 eta ( inew ) = eta ( t ) ;
132 inew = inew + 1 ;
133

134 % Case 2 : d i v id e the r i gh t ch i ld , d i f f e r e n t , c a r e f u l ! ! !
135 r i g h t = d2p (p (3 ) ,p (1 ) ) ;
136 i f ( marker ( r i g h t )>0)
137 mesh.elem ( inew - 1 , : ) = [ marker ( r i g h t ) ,p (4 ) ,p (3 ) ] ;
138 mesh.elem ( inew , : ) = [ marker ( r i g h t ) ,p (1 ) ,p (4 ) ] ;
139 eta ( inew - 1 ) = eta ( inew - 1 ) /2 ;
140 eta ( inew ) = eta ( inew - 1 ) ;
141 inew = inew + 1 ;
142 end
143

144 % Case 3 : d i v id e the l e f t ch i ld , s im i l a r to the case 1 .
145 l e f t = d2p (p (1 ) ,p (2 ) ) ;
146 i f ( marker ( l e f t )>0)
147 mesh.elem ( t , : ) = [ marker ( l e f t ) ,p (4 ) ,p (1 ) ] ;
148 mesh.elem ( inew , : ) = [ marker ( l e f t ) ,p (2 ) ,p (4 ) ] ;
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149 eta ( t ) = eta ( t ) /2 ;
150 eta ( inew ) = eta ( t ) ;
151 inew = inew + 1 ;
152 end
153

154 end % end o f re f inement o f one element
155 end % end o f f o r loop on a l l e lements
156

157 % de l e t e p o s s i b l e empty e n t r i e s
158 mesh.elem = mesh.elem ( 1 : inew - 1 , : ) ;
159 eta = eta ( 1 : inew - 1 , : ) ;
160

161 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
162 % Update boundary edges
163 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
164 mesh .D i r i ch l e t = updatebd ( mesh .D i r i ch l e t , marker , d2p ) ;
165

166

167 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
168 % End o f func t i on BISECTION
169 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
170

171 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
172 % Sub func t i on s c a l l e d by BISECTION
173 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
174

175 f unc t i on bdEdge = updatebd (bdEdge , marker , d2p )
176 % UPDATEDBD r e f i n e the boundary edges
177 %
178 % USAGE
179 % bdEdge = updatebd (bdEdge , marker , d2p )
180 %
181 % INPUT
182 % bdEdge : s e t o f boundary edges
183 % marker : new node index f o r marked edge
184 % d2p : index mapping from dual edge to primary edge
185 %
186 % OUTPUT
187 % bdEdge : s e t o f r e f i n e d boundary edges
188 %
189

190 NB = s i z e (bdEdge , 1 ) ;
191 f o r k = 1 :NB
192 i = bdEdge (k , 1 ) ;
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193 j = bdEdge (k , 2 ) ;
194 i f marker ( d2p ( i , j ) ) >0
195 bdEdge (k , : ) = [ i , marker ( d2p ( i , j ) ) ] ;
196 bdEdge ( s i z e (bdEdge , 1 ) +1 , : ) = [ marker ( d2p ( i , j ) ) , j ] ;
197 end
198 end
199 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
200 % End o f func t i on UPDATEDBD
201 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1 f unc t i on eta = est imate (mesh )
2 % INPUT
3 % mesh : cur rent mesh
4 % u : f i n i t e element s o l u t i o n
5 %
6 % OUTPUT
7 % eta : e r r o r e s t imator on each element
8

9

10 [ dudx , dudy ] = ZZ(mesh ) ;
11 [ dudxx , dudxy ] = sgrad (mesh , dudx ) ;
12 [ dudyx , dudyy ] = sgrad (mesh , dudy ) ;
13 eta = abs ( dudxx ) + abs ( dudxy ) + abs ( dudyx ) + abs ( dudyy ) ;
14

15 f unc t i on [ dudx , dudy ] = ZZ(mesh )
16 % ZZ i s the Z-Z recovery e r r o r e s t imator
17 N = s i z e (mesh.node , 1 ) ;
18 NT = s i z e (mesh.elem , 1 ) ;
19 act iveNode = f i nd ( mesh.type ̸=0) ;
20 nonActive = s e t d i f f ( 1 :N, act iveNode ) ;
21

22 [ sdudx , sdudy , area ] = sgrad (mesh , mesh.so lu ) ;
23 patcharea = spar s e ( mesh.elem , ones (NT, 3 ) , area * [ 1 , 1 , 1 ] ,N, 1 ) ;
24 dudx = accumarray ( mesh.elem ( : ) , [ sdudx ; sdudx ; sdudx ] , [N 1 ] ) ;
25 dudy = accumarray ( mesh.elem ( : ) , [ sdudy ; sdudy ; sdudy ] , [N 1 ] ) ;
26 dudx ( act iveNode ) = dudx ( act iveNode ) . / patcharea ( act iveNode ) ;
27 dudy ( act iveNode ) = dudy ( act iveNode ) . / patcharea ( act iveNode ) ;
28 dudx ( nonActive ) = 0 ;
29 dudy ( nonActive ) = 0 ;
30 f unc t i on [ sdudx , sdudy , area ] = sgrad (mesh , u)
31 % SGRAD compute the s c a l ed grad o f w on the mesh
32 % i t i s e lementwise
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33 ve ( : , : , 1 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
34 ve ( : , : , 2 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
35 ve ( : , : , 3 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
36 area = 0 . 5 *abs ( - ve ( : , 1 , 3 ) . *ve ( : , 2 , 2 )+ve ( : , 2 , 3 ) . *ve ( : , 1 , 2 ) ) ;
37 sdudx = -0 . 5 *( u( mesh.elem ( : , 1 ) ) . *ve ( : , 2 , 1 ) . . .
38 + u(mesh.elem ( : , 2 ) ) . *ve ( : , 2 , 2 ) . . .
39 + u(mesh.elem ( : , 3 ) ) . *ve ( : , 2 , 3 ) ) ;
40 sdudy = 0 . 5 *( u( mesh.elem ( : , 1 ) ) . *ve ( : , 1 , 1 ) . . .
41 + u(mesh.elem ( : , 2 ) ) . *ve ( : , 1 , 2 ) . . .
42 + u(mesh.elem ( : , 3 ) ) . *ve ( : , 1 , 3 ) ) ;

1 f unc t i on eta_f = est imate_f ( faprox , mesh , q )
2 % Estimate | | f - f_hat | |
3 ve ( : , : , 1 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
4 ve ( : , : , 2 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
5 ve ( : , : , 3 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
6 area = 0 . 5 *abs ( - ve ( : , 1 , 3 ) . *ve ( : , 2 , 2 )+ve ( : , 2 , 3 ) . *ve ( : , 1 , 2 ) ) ;
7 f e xa c t=f f ( mesh.node ) ;
8 temp1=abs ( faprox ( mesh.elem ( : , 1 ) ) - f e xa c t ( mesh.elem ( : , 1 ) ) ) . ^q ;
9 temp2=abs ( faprox ( mesh.elem ( : , 2 ) ) - f e xa c t ( mesh.elem ( : , 2 ) ) ) . ^q ;

10 temp3=abs ( faprox ( mesh.elem ( : , 3 ) ) - f e xa c t ( mesh.elem ( : , 3 ) ) ) . ^q ;
11 T=(1/3) *( temp1+temp2+temp3 ) . * area ;
12 eta_f=T. ^(1/q ) ;

1 f unc t i on [ l 2 e r r o r , h1e r ro r ] = femerror (mesh , u , u_x , u_y)
2 %
3 % FEMERROR ca l c u l a t e s the e r r o r o f the p i e c ew i s e l i n e a r f i n i t e ...

element
4 % approximation to the exact s o l u t i o n o f a PDE in the L2 - and ...

H1- norm.
5 % INPUT
6 % mesh : cur rent mesh
7 % u : exact so lu t i on , g iven as a func t i on
8 % u_x , u_y : p a r t i a l d e r i v a t i v e s o f the exact so lu t i on , g iven ...

as f c t ’ s
9 %

10 % OUTPUT
11 % l 2 e r r o r : e r r o r measured in the L2 - norm
12 % h1er ror : e r r o r measured in the H1- norm
13 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
14 % Check H1- norm needed or not
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15 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
16 i f ( narg in < 4 | | nargout < 2)
17 isH1 = 0 ; h1er ro r = 0 ;
18 e l s e
19 isH1 = 1 ;
20 end
21

22 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
23 % Evaluate u , u_x , u_y at the midpoint o f each element
24 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
25 cente r = ( mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) . . .
26 + mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) . . .
27 + mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ) /3 ;
28 u_m = f e v a l (u , c en t e r ) ; % exact s o l u t i o n at the midpoints
29

30 i f ( isH1 == 1)
31 u_x_m = f e v a l (u_x , c en te r ) ; % x - d e r i v a t i v e at the midpoints
32 u_y_m = f e v a l (u_y , c en te r ) ; % y - d e r i v a t i v e at the midpoints
33 end
34

35 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
36 % Evaluate uh , uh_x , uh_y at the midpoint o f each element
37 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
38 edge ( : , : , 1 ) = ...

mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
39 edge ( : , : , 2 ) = ...

mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
40 edge ( : , : , 3 ) = ...

mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
41 area = 0 . 5 *abs ( - edge ( : , 1 , 3 ) . * edge ( : , 2 , 2 )+edge ( : , 2 , 3 ) . * edge ( : , 1 , 2 ) ) ;
42

43 uh_m = ( mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 1 ) ) + mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 2 ) ) . . .
44 + mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 3 ) ) ) /3 ; % compute uh at the ...

midpoint
45

46 i f ( isH1 == 1) % compute g rad i en t o f uh i f needed
47 uh_x = -( mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 1 ) ) . * edge ( : , 2 , 1 ) . . .
48 + mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 2 ) ) . * edge ( : , 2 , 2 ) . . .
49 + mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 3 ) ) . * edge ( : , 2 , 3 ) ) . /(2* area ) ;
50 uh_y = ( mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 1 ) ) . * edge ( : , 1 , 1 ) . . .
51 + mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 2 ) ) . * edge ( : , 1 , 2 ) . . .
52 + mesh.so lu ( mesh.elem ( : , 3 ) ) . * edge ( : , 1 , 3 ) ) . /(2* area ) ;
53 end
54
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55 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
56 % Midpoint r u l e f o r numerica l i n t e g r a t i o n
57 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
58 l 2 e r r o r 2 = sum( a r e a . * ( (u_m - uh_m) . ^2) ) ;
59 l 2 e r r o r = sq r t ( l 2 e r r o r 2 ) ;
60

61 i f ( isH1 == 1) % compute H1 e r r o r i f needed
62 h1er ror2 = sum( a r e a . * ( (u_x_m - uh_x) . ^2 + (u_y_m - uh_y) . ^2) ) ;
63 h1er ro r = sq r t ( l 2 e r r o r 2 + h1error2 ) ;
64 end
65

66 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
67 % End o f func t i on FEMERROR
68 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1 f unc t i on z = f f (p)
2 % input
3 % p coord inate ;
4 % output the value o f r i g h t hand s i d e at p
5 d=s i z e (p) ;
6 r0=2* sq r t (2 ) ;
7 vone=(r0 ) * ones (d (1 ) ,1 ) ;
8 r = sq r t (sum( p. ^2 ,2) ) ;
9 t = atan2 (p ( : , 2 ) ,p ( : , 1 ) ) ;

10 t = ( t≥0) . * t + ( t<0) . *( t+2*pi ) ;
11 S2=s in ( (2* t ) /3) ;
12 z1=(S2. / r ) . *( vone /15+(4/9) *(1 . / r ) . *(2* ones (d (1 ) ,1 )+r0 /15*( r - vone ) ) ) ;
13 z1 ( i snan ( z1 ) )=10^3;
14 z=(r≤vone ) *0+(r>vone ) . * z1 ;

1 f unc t i on elem = l a b e l ( node , elem )
2 % LABEL l a b e l the l ong e s t edge o f each t r i a n g l e as the base
3 %
4 % USAGE
5 % elem = l a b e l ( node , elem )
6 %
7 % Input :
8 % node : coo rd ina t e s o f nodes
9 % elem : element array

10 % Compute l ength o f each edge
11 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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12 edge length = ze ro s ( s i z e ( elem ) ) ;
13 % i n i t i a l i z e to a c c e l e r a t e a c c e s s
14

15 edge length ( : , 1 ) = ( node ( elem ( : , 3 ) ,1 ) - node ( elem ( : , 2 ) ,1 ) ) . ^2 . . .
16 + ( node ( elem ( : , 3 ) , 2 ) - node ( elem ( : , 2 ) ,2 ) ) . ^2 ;
17 edge length ( : , 2 ) = ( node ( elem ( : , 1 ) ,1 ) - node ( elem ( : , 3 ) ,1 ) ) . ^2 . . .
18 + ( node ( elem ( : , 1 ) , 2 ) - node ( elem ( : , 3 ) ,2 ) ) . ^2 ;
19 edge length ( : , 3 ) = ( node ( elem ( : , 1 ) ,1 ) - node ( elem ( : , 2 ) ,1 ) ) . ^2 . . .
20 + ( node ( elem ( : , 1 ) , 2 ) - node ( elem ( : , 2 ) ,2 ) ) . ^2 ;
21

22 % Re - l a b e l l i n g accord ing the l ong e s t edge
23 [ temp , I ] = max( edgelength , [ ] , 2 ) ;
24 elem ( ( I==2) , [ 1 2 3 ] ) = elem ( ( I==2) , [ 2 3 1 ] ) ;
25 elem ( ( I==3) , [ 1 2 3 ] ) = elem ( ( I==3) , [ 3 1 2 ] ) ;
26

27 % End o f func t i on LABEL

1 f unc t i on out=RHS(mesh )
2 % compute approximation o f RHS on each node
3 N = s i z e (mesh.node , 1 ) ;
4 ve ( : , : , 1 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
5 ve ( : , : , 2 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
6 ve ( : , : , 3 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
7 area = 0 . 5 *abs ( - ve ( : , 1 , 3 ) . *ve ( : , 2 , 2 )+ve ( : , 2 , 3 ) . *ve ( : , 1 , 2 ) ) ;
8 % Assemble Mass matrix
9 M = spar s e ( mesh.elem ( : , [ 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2 , 3 , 3 , 3 ] ) , . . .

10 mesh.elem ( : , [ 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 ] ) , . . .
11 area * [ 2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 1 , 1 , 1 , 2 ] / 12 , N, N) ;
12

13 c1=mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
14 d21=mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
15 d31=mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
16 Ast=( f f ( c1 )+f f ( d21 )+f f ( d31 ) ) /3 ;
17 nC=s i z e (mesh.node , 1 ) ;
18 b = accumarray ( mesh.elem ( : ) , repmat ( a r e a . *Ast /3 ,3 ,1 ) , [ nC 1 ] ) ;
19 out=M\b ;

1 f unc t i on [ u , energy ] = PDE(mesh , f , g_D)
2 % INPUT
3 % mesh : cur rent mesh
4 % f : r i g h t s i d e or data
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5 % g_D: D i r i c h e l e t cond i t i on
6 % OUTPUT
7 % u : s o l u t i o n on the cur rent mesh
8 % energy : energy o f the d i s c r e t e s o l u t i o n u
9 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

10 % I n i t i a l i z e the data
11 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
12 N = s i z e (mesh.node , 1 ) ;
13 A = spar s e (N,N) ;
14 u = ze ro s (N, 1 ) ;
15

16 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
17 % Compute vedge : edge as a vec to r and area o f each element
18 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
19 ve ( : , : , 1 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
20 ve ( : , : , 2 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
21 ve ( : , : , 3 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
22 area = 0 . 5 *abs ( - ve ( : , 1 , 3 ) . *ve ( : , 2 , 2 )+ve ( : , 2 , 3 ) . *ve ( : , 1 , 2 ) ) ;
23

24 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
25 % Assemble S t i f f n e s s matrix
26 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
27 f o r i = 1 :3
28 f o r j = 1 :3
29 % Aij = \int_T grad u_i * grad u_j
30 Aij = ( ve ( : , 1 , i ) . *ve ( : , 1 , j )+ve ( : , 2 , i ) . *ve ( : , 2 , j ) ) . /(4* area ) ;
31 A = A + spar s e ( mesh.elem ( : , i ) , mesh.elem ( : , j ) , Aij ,N,N) ;
32 end
33 end
34 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
35 % Assemble Mass matrix
36 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
37 M = spar se ( mesh.elem ( : , [ 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2 , 3 , 3 , 3 ] ) , . . .
38 mesh.elem ( : , [ 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 , 1 , 2 , 3 ] ) , . . .
39 area * [ 2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 1 , 1 , 1 , 2 ] / 12 , N, N) ;
40 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
41 %Assemble r ight - hand - s i d e
42 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
43 b = M*mesh. f ;
44 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
45 bdNode = unique ( mesh .D i r i ch l e t ) ;
46 u(bdNode ) = f e v a l (g_D, mesh.node (bdNode , : ) ) ;
47 b = b - A * u ; % adjus t the r i g h t hand s i d e
48 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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49 % Solve the l i n e a r system A * U = B fo r the f r e e nodes
50 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
51 f reeNode = f i nd ( mesh.type >0) ;
52 f reeNode = s e t d i f f ( freeNode , bdNode ) ;
53 i f s i z e ( freeNode )>0
54 u( freeNode ) = A( freeNode , freeNode ) \ b( freeNode ) ;
55 end
56

57 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
58 % Compute the energy o f u
59 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
60 i f ( nargout > 1)
61 energy = f u l l (0 . 5 *u ’ * (A*u) - u ’ *M*mesh. f ) ;
62 end % otherwi se do not need to compute the d i s c r e t e energy
63 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
64 % end o f func t i on POISSON
65 %- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1 f unc t i on z = u(p)
2 % exact s o l u t i o n o f the t e s t problem
3 rho_0=2* sq r t (2 ) ;
4 mu=5;
5 d=s i z e (p) ;
6 vone=(rho_0 ) * ones (d (1 ) ,1 ) ;
7 r = sq r t (sum( p. ^2 ,2) ) ;
8 theta = atan2 (p ( : , 2 ) ,p ( : , 1 ) ) ;
9 theta = ( theta≥0) . * theta + ( theta <0) . *( theta+2*pi ) ;

10 S=s in (2* theta /3) ;
11 z1 =( r . ^(2/3) ) . *S ;
12 z2=(vone . ^(2/3) ) . *S+(2/(3*mu) ) *( vone . ^(1/3) ) . * S . *( r - vone ) ;
13 z=(r≤vone ) . * z1+(r>vone ) . * z2 ;

1 f unc t i on [ lqnorm ,E] = Uerror (mesh , q )
2 %This Function Returns | | u - u_hat | |_L^q and Eta ( cur rent mesh )
3 ve ( : , : , 1 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) ;
4 ve ( : , : , 2 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 3 ) , : ) ;
5 ve ( : , : , 3 ) = mesh.node ( mesh.elem ( : , 2 ) , : ) -mesh.node ( mesh.elem ( : , 1 ) , : ) ;
6 area_u = 0 . 5 *abs ( - ve ( : , 1 , 3 ) . *ve ( : , 2 , 2 )+ve ( : , 2 , 3 ) . *ve ( : , 1 , 2 ) ) ;
7 Uaprox=mesh.so lu ;
8 U_exact=u(mesh.node ) ;
9 T1=abs (Uaprox ( mesh.elem ( : , 1 ) ) -U_exact ( mesh.elem ( : , 1 ) ) ) . ^q ;
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10 T2=abs (Uaprox ( mesh.elem ( : , 2 ) ) -U_exact ( mesh.elem ( : , 2 ) ) ) . ^q ;
11 T3=abs (Uaprox ( mesh.elem ( : , 3 ) ) -U_exact ( mesh.elem ( : , 3 ) ) ) . ^q ;
12 E=(((T1+T2+T3) ) . *area_u /3) . ^(1/q ) ;
13 lqnorm=sum( E.^q ) ^(1/q ) ;

٢ مثال متلب کد آ�.٢

و است f = ٠ ١ مثال در که تفاوت این با می�باشند ١ مثال متلب�های کد همان دوم مثال متلب کد
نمی�باشد. RHS الگوریتم اجرای به نیازی بنابراین
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Aabstract

Elliptic partial diferential equations (PDEs) with discontinuous difusion coeficients
occur in application domains such as difusions through porous media, electro-
magnetic field propagation on heterogeneous media, and difusion processes on
rough surfaces. The standard approach to numerically treating such problems us-
ing finite element methods is to assume that the discontinuities lie on the bound-
aries of the cells in the initial triangulation. However, this does not match appli-
cations where discontinuities occur on curves, surfaces, or manifolds, and could
even be unknown beforehand. One of the obstacles to treating such discontinuity
problems is that the usual perturbation theory for elliptic PDEs assumes bounds
for the distortion of the coeficients in the L1 norm and this in turn requires that
the discontinuities are matched exactly when the coeficients are approximated. We
present a new approach based on distortion of the coeficients in an Lq norm with
q < 1 which therefore does not require the exact matching of the discontinuities.
We then use this new distortion theory to formulate new adaptive finite element
methods (AFEMs) for such discontinuity problems. We show that such AFEMs
are optimal in the sense of distortion versus number of computations, and report
insightful numerical results supporting our analysis.

keywords: Elliptic Problem, Discontinuous Coeffcients, Perturbation Esti-
mates, Adaptive Finite Element Methods, Optimal Rates of Convergence.
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