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೯دایا...
به و ایمان ما روشنفکران به و روشنایی ما مومنان به و علم ما عوام به و مسئولیت ما علمای به »
گاهی آ ما پیران به و شرف ما مردان به و شعور ما زنان به و تعصب ما فهمیدگان به و فهم ما متعصبین
به و بیداری ما خفتگان به و عقیده نیز ما دانشجویان به و عقیده ما اساتید به و اصالت ما جوانان به و
ما محققان به و شعور ما شاعران به و درد ما هنرمندان به و تعهد ما نویسندگان به و دین ما دینداران
قیام ما نشستگان به و گستاخی ما محافظه�کاران به و نیرو ما ضعیفان به و امید ما نومیدان به و هدف
ما مسلمانان به و فریاد ما خاموشان به و نگاه ما کوران به و حیات ما مردگان به و تکان ما راکدان به و
انصاف ما خودبینان به و شفا ما حسودان به و وحدت ما های فرقه به و علی(ع) ما شیعیان به و قرآن
و تصمیم همت، ما ملت همه به و گاهی خودآ ما مردم به و صبر ما مجاهدان به و ادب ما فحاشان به و

.١ « ببخش عزت و نجات شایستگی و فداکاری استعداد

شریعتی علی ١دکتر



චاری ণپاس໋�
که بخوان کرد. خلق بسته�ای خون از را انسان که همان آفرید، را جهان که پروردگارت نام به بخوان
نمی�دانست آنچه انسان به و نمود تعلیم قلم به�وسیله که کس همان است بزرگوارتر (همه) از پروردگارت

.(۴-١ آیه علق (سوره داد یاد
خود، بی�کران لطف با که خداوندی است. پرستش شایسته و مهربان بخشنده، که را خداوندی سپاس

فرمود. کرامت محبت کیمیای را وی و آراست عقل زیور را آدمی
آرشی، محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه آغاز در
از نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده راهنمایی�های بدون که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
زحمت که ربیعی رضا محمد دکتر آقای جناب و باغیشنی حسین دکتر آقای جناب داور محترم اساتید
هر غنای باعث خود سازنده پیشنهادهای و نظرها ارائه و نقد با و گرفتند عهده به را مجموعه این داوری

می�کنم. قدردانی و تشکر صمیمانه شده�اند، آن بیشتر چه
دکتر آقای جناب و شاهسونی داود دکتر آقای جناب نزاکتی، رضازاده احمد دکتر آقای جناب از همچنین
را پشتکار و کوشی سخت آن�ها از و شد نصیبم درسشان کلاس در حضور افتخار که باغیشنی حسین

دارم. را تشکر کمال آموختم،
کاشانی، مجتبی آقای جناب کاووس گنبد پیام�نور دانشگاه گرانقدر و گرامی اساتید از می�دانم لازم خود بر
دانشگاه این ریاضی و آمار گروه اساتید دیگر و ارجنلی آنه آقای جناب و محمیانی گلدی آنه آقای جناب
نوروزی�راد مینا خانم سرکار خوبم دوست از تا می�دانم خود وظیفه باشم. داشته را قدردانی و تشکر نهایت

نمایم. تشکر نیز بوده�ام برخوردار ایشان همفکری و مشورت از همواره که
و صمیمانه ادب، رسم به اما ناتوان�اند، عزیزم مادر و پدر به قلبی، ارادت بیان در اوراق این چند هر
به قدردانی و تشکر مهربانی�اش، و گذشت خاطر به مادرم و فداکاری�اش و صبر برای پدرم از خالصانه،

دارم. را تشکر کمال بوده�اند، بنده مشوق که خوبم خواهران و برادران از همچنین می�آورم. عمل
به فرهادی زهره و بیدگلی برزوئی مریم پویا، سیمین سوخت�سرایی، سمیرا خانمها خوبم دوستان از همچنین
ریاضی و آمار دانشجویان تمامی از پایان در سپاس�گزارم. قلب صمیم از همفکری�شان و همراهی واسطه
قدردانی محبت�هایش و لطف پاس به خداوردی خانم آموزشسرکار مسئول از همچنین و ریاضی دانشکده

�نمایم.

آॴوری اঀھام
ෙ७ور۱۳۹۳

ث



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی آشوری الهام اینجانب
متغيره چند نرمال توزيع کوواريانس ماتريس انقباضي برآوردگر عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد آرشی محمد دکتر راهنمایی تحت ، بالا بعد با

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه » نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به « University Shahrood » یا « شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

آॴوری اঀھام
ෙ७ور۱۳۹۳

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
معکوس�پذیر که است واریانس-کوواریانس ماتریس برای برآوردگری به نیاز کاربردها از بسیاری در
روش یک حالت این در بود. نخواهد معکوس�پذیر واریانس-کوواریانس ماتریس بالا ابعاد در باشد.

است. ٢ انقباضی روش از استفاده بالاتر ابعاد در واریانس-کوواریانس ماتریس برآورد برای معمول
هدف ماتریس و نمونه کوواریانس ماتریس از محدب ترکیبی به�صورت برآوردگر، پایان�نامه این در
است، شده انجام راستا این در که کارهایی مجموعه می�شود. گرفته نظر در نامنفرد) و مثبت (معین
توسط باید و دارد وجود خطا دوم توان�های میانگین تحت بهینه انقباضی پارامتر که است این نشانگر
سه و شده ارائه محدب ترکیب از استفاده با جدیدی برآوردگرهای مجموعه این در شود. برآورده داده�ها
شده انجام نامه پایان این در که واقعی مثال و شبیه�سازی مطالعات است. شده معرفی هدف ماتریس

می�دهد. نشان بالاست، بعد که حالتی در را برآوردگرها بهبود است،

٢Shrinkage

چ



ඒࣂพ࢈ൈتار
واریانس- ماتریس برآورد بهبود جهت در تلاشها از بسیاری ،(١٩۵۶) ٣ استاین پدیده کشف از پس
از بزرگتر ،p بعد، کاربردها از بسیاری در است. گرفته صورت بالاست، آن بعد که زمانی کوواریانس
ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با که برآوردگری صورت این در که می�باشد؛ N مشاهدات، تعداد
برای مناسب برآوردگری جستجوی در پایان�نامه این در منظور بدین نمی�باشد. مناسب می�شود، حاصل

هستیم. انقباضی روش از استفاده با واریانس-کوواریانس ماتریس
نرمال توزیع در واریانس-کوواریانس ماتریس برای انقباضی برآوردگر یافت به ابتدا مجموعه این در
در بلکه است نشده نرمال توزیع به محدود تنها برآوردگرها بهبود آنجایی�که از و پرداخته چندمتغیره
توزیع�های از یکی t توزیع و است گرفته قرار بررسی مورد نیز t توزیع جمله از زیادی متقارن توزیع�های
بهبود برآوردگر دنبال به می�شود، تبدیل نرمال توزیع به نیز خاصی حالت در و است، آماری پرکاربرد
مشاهدات از بزرگتر پارامتر فضای بعد که حالتی در واریانس-کوواریانس، ماتریس پارامتر برای یافته
دنبال به متفاوت، هدف ماتریس سه گرفتن نظر در با نامه پایان این در منظور بدین می�باشیم. نیز است،
دو و فصل ٣ شامل مجموعه این می�باشیم. واریانس-کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر به دستیابی

از: عبارتند خلاصه بطور فصل هر مطالب می�باشد. پیوست

فراهم بعدی فصل�های در نیاز مورد لم�های و اولیه تعاریف ارائه با را کار مقدمات اول فصل در •
می�کنیم.

نرمال توزیع در واریانس-کوواریانس ماتریس برای انقباضی برآوردگر دنبال به دوم فصل در •
همچنین می�باشیم است، (N)مشاهدات تعداد از بزرگتر (p) متغیر بعد که حالتی در ۴ چندمتغیره
شده مستخرج آن از « واریانس-کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر » عنوان تحت مقاله�ای

است.

واریانس-کوواریانس ماتریس برای انقباضی برآوردگر دنبال به دوم فصل همانند سوم، فصل در •
تحت مقاله�ای همچنین است. ۵ چندمتغیره t توزیع نظر، مورد توزیع که تفاوت این با هستیم

٣Stein
۴Multivariate normal distribution
۵Multivariate t distribution

ح



خ گفتار پیش

آن از « محدب ترکیب از استفاده با واریانس-کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر » عنوان
است. شده مستخرج

پایان در و است شده ارائه تحقیق آینده برای پیشنهادات ارائه همراه به نتیجه�گیری آ پیوست در •
است، شده استفاده پایان�نامه این در که ،R نرم�افزار اساس بر نویسی برنامه نیاز مورد دستورهای

می�آوریم. را

است، شده اشاره آن به نامه پایان متن در که نیاز مورد خطی جبر تعاریف به ب پیوست در •
می�پردازیم.

برهان هم و قضیه هم که صورتی در و * علامت از بوده نویسنده از برهان که مواردی در مجموعه، این در
است. شده استفاده ** نماد از می�باشد، نویسنده از



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇයج ࣂࡣت
اندیشه مجله واریانس-کوواریانس، ماتریس انقباضی برآوردگر ،(١٣٩٣) م. آرشی، و ا. آشوری، •

داوری. تحت آماری،

• Ashori E. and Arashi M. (2014), Shirinkage Estimation of Covariance Matrix
Through Convex Optimization, The 7th International Conference of Iranian
Operations Research Society, Semnan, Iran.

د



ذ گفتار پیش

نمادها

تصادفی متغیر :X
ماتریس :X

تصادفی بردار :x
Aماتریس ترانهاده :AT

A عناصر از حاصل قطری ماتریس :diag(A)
A مربع ماتریس دترمینان :det(A)

A مربع ماتریس اثر :tr(A)
باشد. مربع ماتریسی A که زمانی ، exp(tr(A)) معادل :etr(A)

مثبت حقیقی فضای :R+

حقیقی بعدی n فضای :Rn

y به x تبدیل ژاکوپی :J(x −→ y)

میانگین :ave
Σ ماتریس ویژه مقادیر میانگین :µλ

نزدیک خیلی :≈
انقباضی پارامتر :λ

ویژه مقادیر ماتریس :Λ
ویژه بردارهای ماتریس :Γ

همانی ماتریس :I
است. صفر آن اصلی قطر عناصر که ماتریسی :Ω

پارامتر فضای :Θ
g و f داخلی ضرب حاصل :⟨f, g⟩

f تابع نرم :||f ||
فروبنیوس نرم :||f ||F

آزادی درجه :df
Σ کواریانس ماتریس و µ میانگین با n-متغیره نرمال توزیع :Nn(µ,Σ)

b و a پارامترهای با گاما توزیع :G(a, b)
b و a پارامترهای با معکوس گاما توزیع :InV G(a, b)

ν آزادی درجه و Σ کواریانس ماتریس ،µ میانگین با n-متغیره t-استودنت توزیع :tn(µ,Σ, ν)
ν آزادی درجه و Σ کواریانس ماتریس ،µ میانگین با اسلشn-متغیره توزیع :SLn(µ,Σ, ν)

پارامتر nu ،Σ کواریانس ماتریس ،µ میانگین با n-متغیره آلایشی نرمال توزیع :CNn(µ,Σ, ν, γ)

باشد. کواریانس ماتریس فاکتور از تفسیری می�تواند γ و افتاده دور داده�های درصد نشاندهنده�ی
زیان تابع :L(θ, δ)

مخاطره تابع :ℜ(θ, δ)



ر گفتار پیش

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر :MLE

خطا دوم توان�های مجموع :MSE



مطالب فهرست

س تصاویر لیست

ش جداول لیست

٣ دورنما و مقدمه ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضی توابع و تعاریف ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبدیل�ها ژاکوبی ١.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری توزیع�های ٣.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره توزیع�های ١.٣.١
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١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسلش توزیع ٢.۶.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلایشی نرمال توزیع ٣.۶.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسی لم�های و قضایا ٧.١

٢١ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
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٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاین نوع انقباضی برآوردگر ٣.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضی پارامترهای انواع ۴.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LW انقباضی برآورد ١.۴.٢
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٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه شرایط تحت جدید برآوردگر ۵.٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . همانی هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ۶.٢

ز



ژ مطالب فهرست

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ٧.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآوردگرها مقایسه ٨.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه� ١.٨.٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی هزینه ٩.٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی مثال ١٠.٢

۵٣ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر ٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندمتغیره t توزیع خواص برخی ٢.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انقباضی برآوردگر ٣.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . همانی هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ۴.٣
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ۵.٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ۶.٣

٨١ R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه، آ�
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R نرم�افزار دستورهای آ�.١

٩٩ جبرخطی ب
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضایا و تعاریف ب.١

١٠٣ مراجع

١٠٩ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١١١ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر لیست

١٢ . . . . . . . . . دومتغیره نرمال توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ١.١
١٣ . . . . . . . . . دومتغیره نرمال توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ٢.١
١٣ . . . . . . . . . دومتغیره کوشی توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ٣.١
١۴ . . . . . . . دومتغیره لجستیک توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ۴.١
١۴ . . . . . . دومتغیره توانی نمایی توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ۵.١
١۴ . . . . . . . . . . دومتغیره کاتز توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ۶.١
١۵ . . . . . . . . . دومتغیره لاپلاس توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای ٧.١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LW انقباضی پارامتر ١.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . RBLW انقباضی پارامتر ٢.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SS انقباضی پارامتر ٣.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FS انقباضی پارامتر ۴.٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p = ٢٠ برای مطالعه زمان ۵.٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٣٠ برای مطالعه زمان ۶.٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکسان n = p برای مطالعه زمان ٧.٢

س



جداول لیست

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . T = µλI و p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ١.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . T = µλI و p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٢.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . T = µλI pو = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ٣.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . T = µλI و n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۴.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . T = µλI و n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ۵.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . T = µλI و n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ۶.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . T = I و n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ٧.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . T = I و n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ٨.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . T = I و n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ٩.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . T = Ds و p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ١٠.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . T = Ds و p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ١١.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . T = Ds و p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ١٢.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . T = Ds و n = ۴٠ و p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ١٣.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . T = Ds و n = ٣٠ و p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ١۴.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . T = Ds و n = ۵ و p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ١۵.٢

برای E.Coli داده�های برای انقباضی پارامتر عددی مقدار و برآوردگرها شرطی عدد ١۶.٢
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٨ و p = ١٠٢

۶٧ . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = µλI ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ١.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = µλI ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٢.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = µλI ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٣.٣
۶٨ . . . . . . . . df = ۵ و T = µλI ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۴.٣
۶٨ . . . . . . . df = ١٠ و T = µλI ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۵.٣
۶٨ . . . . . . df = ١٠٠ و T = µλI ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۶.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = µλI ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٧.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = µλI ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٨.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = µλI ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٩.٣

ش



ص جداول لیست

۶٩ . . . . . . . . df = ۵ و T = µλI ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ١٠.٣
۶٩ . . . . . . . df = ١٠ و T = µλI ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ١١.٣
٧٠ . . . . . . df = ١٠٠ و T = µλI ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ١٢.٣
٧١ . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = µλI ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ١٣.٣
٧١ . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = µλI ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ١۴.٣
٧١ . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = µλI ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ١۵.٣
٧١ . . . . . . . . df = ۵ و T = µλI ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ١۶.٣
٧٢ . . . . . . . df = ١٠ و T = µλI ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ١٧.٣
٧٢ . . . . . . df = ١٠٠ و T = µλI ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ١٨.٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . df = ١٠ و T = I ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ١٩.٣
٧٢ . . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = I ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٢٠.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . df = ١٠٠ و T = I ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٢١.٣
٧٣ . . . . . . . . . df = ۵ و T = I ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ٢٢.٣
٧٣ . . . . . . . . df = ١٠ و T = I ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ٢٣.٣
٧٣ . . . . . . . . df = ١٠٠ و T = I ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ٢۴.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . df = ۵ و T = I ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٢۵.٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = I ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٢۶.٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = I ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ٢٧.٣
٧۴ . . . . . . . . . df = ۵ و T = I ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ٢٨.٣
٧۴ . . . . . . . . df = ١٠ و T = I ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ٢٩.٣
٧۴ . . . . . . . . df = ١٠٠ و T = I ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ٣٠.٣
٧۵ . . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = I ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ٣١.٣
٧۵ . . . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = I ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ٣٢.٣
٧۵ . . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = I ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ٣٣.٣
٧۵ . . . . . . . . . df = ۵ و T = I ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ٣۴.٣
٧۵ . . . . . . . . df = ١٠ و T = I ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ٣۵.٣
٧۶ . . . . . . . . df = ١٠٠ و T = I ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ٣۶.٣
٧۶ . . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = Ds ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٣٧.٣
٧۶ . . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = Ds ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٣٨.٣
٧۶ . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = Ds ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد ٣٩.٣
٧۶ . . . . . . . . df = ۵ و T = Ds ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۴٠.٣
٧٧ . . . . . . . df = ١٠ و T = Ds ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۴١.٣
٧٧ . . . . . . . df = ١٠٠ و T = Ds ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر ۴٢.٣
٧٧ . . . . . . . . . . . . df = ۵ و T = Ds ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ۴٣.٣



١ جداول لیست

٧٧ . . . . . . . . . . . . df = و١٠ T = Ds ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ۴۴.٣
٧٧ . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = Ds ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد ۴۵.٣
٧٨ . . . . . . . . df = ۵ و T = Ds ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ۴۶.٣
٧٨ . . df = ١٠ آزادی درجه و T = Ds ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ۴٧.٣
٧٨ . . . . . . . df = ١٠٠ و T = Ds ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر ۴٨.٣
٧٨ . . . . . . . . . . . . . df = و۵ T = Ds ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ۴٩.٣
٧٨ . . . . . . . . . . . . . = و١٠ T = Ds ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ۵٠.٣
٧٨ . . . . . . . . . . . df = و١٠٠ T = Ds ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد ۵١.٣
٧٩ . . . . . . . . df = ۵ و T = Ds ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ۵٢.٣
٧٩ . . . . . . . df = ١٠ و T = Ds ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ۵٣.٣
٧٩ . . . . . . . df = ١٠٠ و T = Ds ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر ۵۴.٣



٢ جداول لیست



١ فصل

دورنما و مقدمه

مقدمه ١.١

ماتریسواریانس-کوواریانس با (p-بعدی) توزیع هم و مستقل تصادفی بردارهای x١, . . . ,xn فرضکنید
{xi : i = ١, . . . , n} نمونه�ی برای Σواریانس-کوواریانس ماتریس برآورد هدف باشد. p×p بعد با Σ
است. چندمتغیره تحلیل�های در مهم و اصلی مسئله�ی واریانس-کوواریانس، ماتریس برآورد می�باشد.
درجه�ی ممیزی تحلیل اصلی، مولفه�های تحلیل خوشه�ای، تحلیل�های در آن کاربرد به می�توان مثال برای
و آب مطالعات مانند بالاست داده�ها بعد که مواردی در کرد. اشاره رگرسیونی تحلیل�های و خطی و دو
١ میرهد به مثال برای می�کند. عمل ضعیف اغلب نمونه، کوواریانس ماتریس طبیعی برآوردگر هوایی،
روش کنید. مراجعه (٢٠٠٨) ۴ لو و فان و (٢٠٠٨) ٣ لوینا و بیکل ،(٢٠٠١) ٢ استون جان� ،(١٩٨٧)
به می�توان راستا این در شده�اند. ارايه واریانس-کوواریانس ماتریس بهبودیافته برآورد برای اخیرا هایی
همکاران٨ و رتمن ،(٢٠٠٧) ٧ فان و لیم ،(٢٠٠۶) ۶ همکاران و زو ،(٢٠٠۶) ۵ هانگ در روش�هایی
و استون جان و (٢٠٠٩) ١٠ پوراحمدی و وو ،(٢٠٠٨) ٩ کاروی ال ،(٢٠٠٨) لوینا و بیکل ،(٢٠٠٨)

کرد. اشاره (٢٠٠٩) لو١١
برآوردگر می�توان که داد نشان استاین١٢(١٩۵۶) چندمتغیره، نرمال توزیع میانگین بردار برآورد در
استاین بخشید. بهبود است، (بزرگ) اغماض قابل غیر (p) بعد که زمانی را ماکسیمم درستنمایی
این در مختلفی نظرات می�باشد. MLE از بهتر عقیده این بررسی که برد پی موضوع این به (١٩۶۴)

١Muirhead
٢Johnstone
٣Bickel and Levina
۴Fan and Lv
۵Huang
۶Zou
٧Lam and Fan
٨Rothman
٩El Karoui

١٠Wu and Pourahmadi
١١Lu
١٢Stein



۴ دورنما و مقدمه .١

هاف می�کنیم. اشاره مورد چندین به که است شده ارائه زمینه
مختلف زیان تابع دو بر مبتنی (Σ−١) ١۴ دقت ماتریس برای جدیدی برآوردگر (١٩٧٩ و ١٩٨١) ١٣

استفاده با (١٩٩۴) ١۶ برگر و یانگ و (١٩٧۶) ١۵ موریس و افرون داد. ارائه ویشارت توزیع برای
١٧ سرینیواسان و دی کردند. برآورد را کوواریانس ماتریس و دقت ماتریس ترتیب به بیزی رویکرد از

است. مینیماکس مشخص، زیان تابع تحت که یافتند دست برآوردگری به (١٩٨۵)
با مقایسه در L(Σ̂−١,Σ−١) یا L(Σ̂,Σ) های زیان توابع متوسط کاهش محققین، همه کار اساس
کار این است. بوده معیار این کاهش برای مناسبی برآوردگر به دسترسی و L(S−١,Σ−١) یا L(S,Σ)
روش�ها این از تعدادی قسمت این در که است شده انجام متفاوتی روش�های با مختلفی زیان توابع برای

نمود. خواهیم بیان را
بیشتر نمود. خواهیم بیان را نمی�شود منتهی انقباضی برآورد به که کارهایی از تعدادی خلاصه به�طور
در مناسب، برآوردگری آوردن به�دست برای واریانس-کوواریانس، ماتریس برای را شرایطی تکنیک�ها
و چن ،(٢٠٠٢) ٢٠ کهن و اسمیت ،(٢٠٠٠) ١٩ رورتو ،(١٩٨٧) ١٨ الکین و ایتون گرفته�اند. نظر
چولسکی تجزیه رویکرد از (٢٠٠٩) پوراحمدی و (٢٠٠٧) همکاران و پوراحمدی ،(٢٠٠٣) ٢١ دانسون

کردند. استفاده ٢٢

درستنمایی برآورد برای را آن مشتقات و هدف تابع چطور که دادند نشان (١٩٧٣) ٢٣ هارتلی و همرل
(١٩٧۶) ٢۴ سرال و کربیل توسط سپس کار این کرد. محاسبه می�توان واریانس مولفه�های ماکسیمم
واریانس-کوواریانس ماتریس و میانگین بردار بیزی برآوردگر برای کلی نظر (١٩٩١) هاف شد. دنبال
احتمال توابع چگونه که دادند نشان (١٩٩۵) ٢۵ برنز و فرالی کرد. فراهم بیزی زیان کردن کمینه با
تعمیم را کلی نتایجی و می�شود محاسبه ٢۶ (تنک) پراکنده ماتریس روش�های توسط آن�ها مشتقات و
پوراحمدی و دنیل پرداخت. میانگین-واریانس مدل�های مشترک بررسی به (١٩٩٩) پوراحمدی دادند.
استفاده وابسته مشاهدات برای قبلی کاوش�های توسط بیزی رویکرد از (٢٠٠۵) ٢٧ دنیل و (٢٠٠٢)
پیشنهاد واریانس-کوواریانس ماتریس برای را ناپارامتری برآوردگر (٢٠٠٣) پوراحمدی و ٢٨ وو کردند.

نمودند.
بیزی رگرسیون رایج مدل چندین بر مبتنی کوواریانس ماتریس برای برآوردگر چندین (٢٠٠۶) دنیل

١٣Haff
١۴Precision matrix
١۵Morris and Efron
١۶Yang and Berger
١٧Dey and Srinivasan
١٨Eaton and Olkin
١٩Roverato
٢٠Smith and Kohn
٢١Chen and Dunson
٢٢Cholesky decomposition
٢٣Hemmerle and Hartley
٢۴Corbeil and Searle
٢۵Fraley and Burns
٢۶Sparse matrix
٢٧Daniels
٢٨Wu
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ماکسیمم درستنمایی برآورد محاسبه برای را الگوریتمی (٢٠٠٧) همکاران ٢٩و چادهوری کرد. پیشنهاد
،٣٠ فان دادند. ارائه است، صفر کوواریانس که محدودیت این تحت واریانس-کوواریانس ماتریس
عاملی تحلیل تکنیک�های از استفاده با مناسبی برآوردگر به کوواریانس مدل در (٢٠٠٨) ٣١ لو و فان

یافتند. دست چندمتغیره
تبدیل از استفاده با Σ ویژه�ی مقادیر که فرضیه�ای بر مبتنی را Σ ماتریس ،(٢٠٠٩) ٣٢ بومن و کائو
آن در که را نیمه�پارامتری روش (٢٠٠٨) وو و فان نمودند. برآورد است، شده ارائه پراکنده ماتریس
برآورد پارامتری تابع یک با همبستگی و می�شود زده تخمین ناپارامتری تابع یک از استفاده با واریانس

گرفتند. نظر در برآورد در می�شود،
ماتریس و واریانس-کوواریانس ماتریس برآورد در اخیر پیشرفت�های از تعدادی شد بیان که مواردی
ماتریس و واریانس-کوواریانس ماتریس برآوردگرهای از کلی درخصوصرده حال، این با می�باشند. دقت
چندانی مطالعات است، گرفته نام ٣٣ انقباضی برآوردگر یا انقباضی یا استاین نام به معمول به�طور که دقت
واریانس- ماتریس انقباضی برآوردگرهای مطالعه�ی به داریم قصد پایان�نامه این در است. نگرفته صورت

بپردازیم. چندمتغیره t و چندمتغیره نرمال توزیع�های در کوواریانس
است، شده استفاده متفاوتی ریاضی توابع و آماری توزیع�های از مختلف فصول در این�که به توجه با
و چندمتغیره نرمال توزیع که آن�جایی از می�پردازیم. ریاضی توابع و توزیع�ها این معرفی به فصل این در
توزیع و بیضی�گون توزیع معرفی به می�باشند، بیضی�گون توزیع�های خانواده به متعلق tچندمتغیره توزیع

می�پردازیم. نیز آن�ها از مثال چند ارائه و مقیاسی آمیخته

ریاضی توابع و تعاریف ٢.١

کرمی و (١٩٨٢) میرهد ،(١٣٧٣) ٣۴ رودین به می�توان بخش این تعاریف از دقیق�تر اطلاع برای
کرد. مراجعه (١٣٩٢)

٣۵ گاما تابع .١.٢.١ تعریف
می�نماییم تعریف زیر به�صورت و داده نشان Γ(a) نماد با a > ٠ حقیقی عدد هر ازای به را گاما تابع

Γ(a) =

∫ ∞

٠
e−xxa−١dx

محدب٣۶ مجموعه .٢.٢.١ تعریف
به عبارتی به گیرد. قرار C درون ،C در دلخواه نقطه دو هر بین خط پاره اگر است، محدب C مجموعه

٢٩Chaudhur
٣٠Fan
٣١Lv
٣٢Cao and Buoman
٣٣Shrinkage estimator
٣۴Rudin
٣۵Gamma function
٣۶Convex
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باشیم داشته ،٠ ≤ θ ≤ ١ شرط با ثابت، θ هر ازای به و C عضو x٢ و x١ هر ازای
θx١ + (١− θ)x٢ ∈ C

محدب٣٧ تابع .٣.٢.١ تعریف
عضو Y و X هر ازای به و باشد محدب مجموعه�ی یک f دامنه اگر است، محدب f : Rn −→ R تابع

باشیم داشته ٠ ≤ θ ≤ ١ و f دامنه
f(θX + (١− θ)Y ) ≤ θf(X) + (١− θ)f(Y )

باشد. محدب −f(.) اگر گوییم ٣٨ مقعر را f(.) تابع
نرم٣٩ .۴.٢.١ تعریف

اگر گوییم، نرم را f : Rp −→ R تابع

،f(X) ≥ ٠ باشیم، داشته X ∈ Rp هر ازای به یعنی باشد، نامنفی تابعی f(.) (i

،X = ٠ اگر تنها و اگر f(X) = ٠ یعنی باشد، ۴٠ معین f(.) (ii

،f(tX) = |t|f(X) باشیم، داشته t ∈ R و X ∈ Rp هر ازای به یعنی باشد، ۴١ همگن f(.) (iii

باشیم داشته X,Y ∈ Rp هر ازای به یعنی کند، صدق ۴٢ مثلثی نامساوی در f(.) (iv
f(X + Y ) ≤ f(X) + f(Y )

می�کنیم. استفاده نرم نمایش برای f(.) = ||.|| نماد از این�صورت در

ماتریسی نرم .۵.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر خواص با ||A|| ماتریسی نرم این�صورت در ماتریسm×nباشد، یک A کنید فرض

باشد، صفر ماتریس یک A اگر فقط و اگر ||A|| = ٠ ،||A|| ≥ ٠ (i

،||αA|| = |α|||A|| ،α اسکالر هر ازای به (ii

.||A+B|| ≤ ||A||+ ||B|| (iii
۴٣ فروبنیوس نرم .۶.٢.١ تعریف

می�شود. تعریف زیر به�صورت که می�باشد فروبنیوس نرم مهم، ماتریسی نرم یک

||A||F =

 n∑
j=١

m∑
i=١

|aij|٢
 ١

٢

است. فروبنیوس نرم منظور باشد، میان در نرم از سخن جا هر نامه پایان این در
٣٧Convex function
٣٨Convave function
٣٩Norm
۴٠Definit
۴١Homogeneous
۴٢Triangle inequality
۴٣Frobenius norm
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شرطی عدد .٧.٢.١ تعریف
عدد را (λmin) A ماتریس ویژه مقدار کوچکترین به (λmax) A ماتریس ویژه مقدار بزرگترین نسبت

داریم عبارتی به گوییم شرطی

k(λ) = |λmax

λmin

|

مربعی زیان تابع .٨.٢.١ تعریف
استفاده زیان آن�گاه باشد، θ ∈ Rp پارامتر بردار برای برآوردگری δ = (δ١, . . . , δp) مولفه�ای p بردار اگر

با است برابر که داده نشان L(θ, δ) با را θ برآورد خصوص در δ از

L(θ, δ) = (δ − θ)T (δ − θ) = ||δ − θ||٢ =
p∑

i=١

(δi − θi)
٢

می�کنیم استفاده زیر زیان تابع از آن�گاه باشد، موجود مدل در σ٢ ≥ ٠ مجهول مقیاس پارامتر چنانچه

L(θ, δ) =
(δ − θ)T (δ − θ)

σ٢
=

||δ − θ||٢

σ٢
=

١
σ٢

p∑
i=١

(δi − θi)
٢

مخاطره تابع .٩.٢.١ تعریف
با است برابر که داده نشان ℜ(θ, δ) با را δ مخاطره تابع زیان، تابع تعریف از استفاده با

ℜ(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ)] =

∫
χ

L(θ, δ)fθ(x)dx

است. χ روی شده تعریف چگالی fθ(.) آن در که

تبدیل�ها ژاکوبی ١.٢.١

و x١, . . . , xp ترتیب به مستقل و یکسان مولفه�های تعداد دارای که باشند بردار دو y و x کنید فرض
است زیر به�صورت y به x تبدیل ژاکوبی بگیرید. نظر در را y = F (x) تبدیل باشند. y١, . . . , yp

J(x → y) = det


∂x١
∂y١

. . . ∂x١
∂yp

... ...
∂xp

∂y١
. . . ∂xp

∂yp


انقباضی برآوردگر .١٠.٢.١ تعریف

می�آید. به�دست انقباض اثر در مجازی یا واضح به�طور که است برآوردگری انقباضی، برآوردگر آمار در
خام برآوردگر یعنی نمونه�ای اطلاعات ترکیب از که است برآوردگری انقباضی برآوردگر دیگر، عبارت به
در معمولا که غیر�نمونه�ای اطلاعات با غیره و بیز دوم، توان�های کمترین برآوردگر ،MLE مثلا اولیه یا
بهبود این می�یابد. بهبود جدید برآوردگری به�صورت می�شوند، اضافه مدل به محدودیت چند یا یک قالب
توان یا مخاطره معیار با می�توان را برآوردگرها بهبود کلی حالت در است. اولیه برآوردگر بهبود جهت در
ثابت مقدار یک یا صفر سمت به می�تواند انقباض این�صورت در کرد. اندازه�گیری (MSE) ۴۴ خطا دوم
می�باشد. MSEکمتر با ولی اریب به نااریب برآوردگر یک تبدیل به�صورت معمولا انقباض این اثر باشد.

۴۴Mean squared error



٨ دورنما و مقدمه .١

بیشتر گاهی آ برای یافت. نیز را نااریب و استاین نوع از انقباضی برآوردگرهایی می�توان حال، عین در
کنید. مراجعه (١٣٩٠) نوروزی�راد، به خصوص این در

پس می�باشد. اندازه�پذیر تابع یک g آن در که است X + g(X) به�صورت انقباضی برآوردگر کلی شکل
نامعادله� حل از

∀θ ∈ Θ : ℜ(θ,X + g(X)) ≤ ℜ(θ,X)

می�آوریم به�دست زیر حالت�های از یک هر در را g(.) تابع استاین، لم کمک به

،.(١− c)X = X − cX صفر سمت به انقباضی برآوردگر -١

m ثابت عدد یک سمت به انقباضی برآوردگر -٢
m+ c(X −m) = (١− c)m+ cX.

می�پذیرد. متفاوتی مقادیر زیان، تابع و توزیع نوع به بسته و است انقباضی ثابت c

سازگاری .١١.٢.١ تعریف
توزیع�های خانواده� از توزیعی با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای X١, . . . , Xn کنید فرض

باشد. اول مشاهده�ی n اساس بر γ(θ) برآوردگر یک Tn کنید فرض همچنین باشد. {Fθ : θ ∈ Θ}
برآوردگرهای دنباله�ی گوییم برآوردگرهاست. از {Tn}∞n=١ دنباله� حدی رفتار بررسی Tn سازگاری از هدف

آن�گاه کند میل ∞ سمت به n چنانچه اگر است سازگار γ(θ) برای {Tn}
Tn

p−→ γ(θ)

برای که طوری به دارد وجود n٠ = n٠(ϵ, δ) مانند مثبتی صحیح عدد γ > ٠ و ϵ > ٠ هر برای یعنی
،n > n٠ هر

Pθ(|Tn − γ(θ)| > ϵ) < δ

،ϵ > ٠ هر برای یا
lim
n→∞

Pθ(|Tn − γ(θ)| > ϵ) = ٠

می�نامیم. ناسازگار نکند صدق فوق شرط در که برآوردگرها از دنباله هر
۴۵ تباهیده تصادفی متغیر .١٢.٢.١ تعریف

طوری�که به باشد داشته وجود a ∈ R که صورتی در می�نامیم، تباهیده تصادفی متغیر را X
گوییم. ۴۶ ناتباهیده تصادفی متغیر را آن نباشد، تباهیده تصادفی متغیر چنانچه .P (X = a) = ١

۴٧ تباهیده توزیع تابع .١٣.٢.١ تعریف
باشد، تباهیده توزیع Fتابع اگر می�نامیم. تباهیده توزیع تابع را تباهیده تصادفی متغیر یک توزیع تابع

که به�طوری دارد وجود a ∈ R آنگاه

F (x) =

{
٠ x < a

١ x ≥ a

۴۵Degenerate random variable
۴۶Non-Degenerate random variable
۴٧Degenerate distribution function



٩ آماری توزیع�های .٣.١

گوییم. ۴٨ ناتباهیده توزیع تابع را آن نباشد، تباهیده توزیع تابع چنانچه

هم باشد. Xi تصادفی متغیر از نمونه�ای x١, . . . , xk کنید فرض (٢٠٠۵ استریمر، و (شفر .١۴.٢.١ لم
همچنین باشد. نمونه میانگین x̄i = ١

n

∑n
k=١ xki و Xi متغیر مشاهده�ی امین k ،xki کنید فرض چنین

نمونه، کوواریانس ماتریس قطری عناصر Sii ،Sij =
١

n−١
∑N

i=١(xki − x̄i)(xkj − x̄j)
T کنید فرض

زیر به�صورت تجربی کوواریانس آن�گاه باشد. w̄kij =
١
n

∑n
k=١wkij و wkij = (xki− x̄i)(xkj − x̄j)

است
Ĉov(Xi, Xj) = Sij =

n

n− ١w̄ij

به�صورت نیز واریانس و
V̂ ar(xi) = Sii =

n

n− ١w̄ii

داریم مشابه به�صورت همچنین می�باشد.

V̂ ar(Sij) =
n٢

(n− ٢(١ V̂ ar(w̄ij)

=
n

(n− ٢(١ V̂ ar(wij)

=
n

(n− ٢(١
n∑

k=١

(wkij − wij)
٢.

آماری توزیع�های ٣.١

از دقیق�تر اطلاع برای آورده�ایم. شده�اند، استفاده مجموعه این در که را آماری توزیع�های بخش این در
(٢٠٠٠) ۵٠ ناگار و گوپتار ،(١٩٨٢) میرهد ،(١٣٧۶) ۴٩ ماردیا به می�توان بخش این قضایای و تعاریف

کرد. مراجعه (٢٠٠٣)۵١ اندرسن و

متغیره یک نرمال توزیع .١.٣.١ تعریف
به�صورت و است σ٢ واریانس و µ میانگین با یک�متغیره نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر

باشد زیر به�صورت آن احتمال چگالی تابع اگر می�شود، داده نشان X ∼ N(µ, σ٢)

f(x) =
١√
٢πσ٢

exp{− ١
٢σ٢ (x− µ)٢}, −∞ < x < +∞, −∞ < µ < +∞, σ > ٠

گاما توزیع .٢.٣.١ تعریف
X ∼ G(a, b) نماد با و است b و a پارامترهای با یک�متغیره گامای توزیع دارای X تصادفی متغیر

باشد زیر به�صورت آن احتمال چگالی تابع اگر می�شود، داده نشان

f(x) =
١

Γ(a)ba
xa−١e−

x
b , x > ٠, a > ٠, b > ٠

۴٨Non-Degenerate distribution function
۴٩Mardia
۵٠Gupta and Nagar
۵١Anderson
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است. گاما تابع Γ(a) و var(X) = ab٢ ،E(X) = ab که
می�نویسیم و است آزادی درجه n با کای�دو توزیع دارای X گاه آن b = ١

٢ و a = n
٢ اگر

X ∼ G(
n

٢ ,
١
٢) ≡ χ٢(n)

استودنت۵٢ t توزیع .٣.٣.١ تعریف
داده نشان X ∼ t(n) به�صورت و می�باشد آزادی درجه n با استودنت t توزیع دارای X تصادفی متغیر

باشد زیر به�صورت آن احتمال چگالی تابع اگر می�شود،

f(x) =
١

Γ(α)σα
x−α−١ exp

(
−١
σx

)
, x > ٠

می�باشد. var(X) = n
n−٢ و E(X) = ٠ که

معکوس گامای توزیع .۴.٣.١ تعریف
به�صورت و است σ و α پارامترهای با معکوس گامای توزیع دارای X تصادفی متغیر

باشد زیر به�صورت آن احتمال چگالی تابع اگر می�شود، داده نشان X ∼ InV G(α, σ)

f(x) =
١

Γ(α)σα
x−α−١ exp

(
−١
σx

)
, x > ٠, α > ٠ > σ > ٠

می�باشد. var(X) = ١
σ٢(α−١)٢(α−٢) و E(X) = ١

(α−١)σ که
است. معکوس گامای توزیع دارای ١

W
باشد، گاما توزیع دارای X اگر
۵٣ بتا توزیع .۵.٣.١ تعریف

می�شود، داده نمایش B(p, k) به�صورت و است k و p پارامترهای با بتا توزیع دارای X تصادفی متغیر
باشد. زیر به�صورت آن احتمال چگالی تابع اگر

f(x) =

{
١

B(p,k)
xp−١)١− x)k−١, ٠ < x < ١,

٠, مقادیر .سایر
است. بتا تابع B(p, k) همچنین و می�باشد var(X) = pk

(p+k+١)(p+k)٢
و E(X) = p

p+k
که

چندمتغیره توزیع�های ١.٣.١

کرد. خواهیم بیان مختصر طور به را پایان�نامه این در استفاده مورد چندمتغیره توزیع�های قسمت، این در

چندمتغیره نرمال توزیع .۶.٣.١ تعریف
و است Σ کوواریانس ماتریس و µ ∈ Rp میانگین با p-متغیره نرمال توزیع دارای x مولفه�ای p بردار
دارای aTx ،a ثابت مولفه�ای p بردار هر ازای به اگر فقط و اگر می�دهند نمایش x ∼ Np(µ,Σ) نماد با

باشد. متغیره یک نرمال
است زیر به�صورت احتمال چگالی تابع دارای x گاه آن ،۵۴ باشد مثبت معین ماتریسی Σ اگر

f(x) =
|Σ| ١٢
(٢π) p

٢
exp

{
−١
٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)

}
۵٢Student s t distribution
۵٣Beta distribution
۵۴Positive definite matrix



١١ آماری توزیع�های .٣.١

توان در دوم درجه صورت گاه آن ،p = ١ اگر کنید توجه است. Σ دترمینان دوم ریشه |Σ| ١٢ آن در که
معین نیمه ماتریس یک Σ اگر همچنین .x ∼ Np(µ,Σ) و شود می تبدیل (x − µ)٢/σ٢ به نمایی،
متغیره یک توزیع مثال برای .(١٣٩١ (ایرانمش، است تباهیده توزیع دارای x گاه آن باشد، مثبت

است. صفر در تباهیده N(٠,٠)
۵۵ بیضی�گون توزیع .٧.٣.١ تعریف

با و است ψ مشخصه مولد تابع و Σ و µ پارامترهای با بیضی�گون توزیع دارای x مولفه�ای n بردار
باشد زیر به�صورت t مولفه�ای n بردار ازای به آن مشخصه تابع اگر می�دهیم نشان x ∼ ECn(µ,Σ, ψ)

Φx(t) = exp(itµ)ψ

(
tTΣt

٢

)
ψ(
∑n

i=١ t
٢
i ) که طوری به است ψ(.) : [٠,∞) → R به�صورت توابعی کلاس به متعلق ψ(.) آن در که

می�باشد. n-بعدی مشخصه تابع یک
.(١٣٨٧ (آرشی، می�باشند شکل بیضی آن�ها تراز منحنی�های که هستند توزیع�هایی گون، بیضی� توزیع�های

می�باشد زیر به�صورت آن، چگالی تابع وجود صورت در

fx(x) = cn|Σ|−
١
٢ g

[
١
٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]
است. زیر همگرایی شرط دارای و بوده ۵۶ چگالی مولد تابع g(.) تابع آن در ∫که ∞

٠
x

n
١−٢g(x)dx <∞

می�گردد تعیین زیر به�صورت که می�باشد نرمال�سازی ضریب cn علاوه به

cn =
γ(n٢ )

(٢π)n
٢

[∫ ∞

٠
x

n
١−٢g(x)dx

]−١

وجود چگالی تابع که صورتی در است ذکر شایان .x ∼ ECn(µ,Σ, ψ) می�نویسیم صورت، این در
و ۵٧ فنگ زمینه این در بیشتر گاهی آ برای برعکس. و می�کند مشخص را ψ تابع ،g تابع باشد، داشته

ببینید. را (١٣٨٧) آرشی و (١٩٩٠) همکاران
در ψ اول مشتق ψ′

(٠) آن در که Cov(x) = −٢ψ′
(٠)Σ و E(x) = µ ،٧.٣.١ تعریف به توجه با

.|ψ′
(٠)| <∞ که دارد وجود صورتی در و است صفر نقطه

توزیع�های به می�توان جمله آن از که می�باشند بیضی�گون توزیع�های خانواده به متعلق زیادی توزیع�های
پیرسن ،۶٠ II نوع چندمتغیره پیرسن ،۵٩ چندمتغیره کوشی ،(Mt) ۵٨ چندمتغیره t چندمتغیره، نرمال
اسلش ،۶۴ چندمتغیره لاپلاس ،۶٣ چندمتغیره توانی نمایی ،۶٢ چندمتغیره بسل ،۶١ IIV نوع چندمتغیره

۵۵Elliptically distribution
۵۶Density generator function
۵٧Fang
۵٨Multivatriate t distribution
۵٩Multivariate Cauchy distribution
۶٠Multivariate Pearson type II
۶١Multivariate Pearson type IIV
۶٢Multivariate Bessel
۶٣Multivariate exponential power
۶۴Multivariate Laplase



١٢ دورنما و مقدمه .١

کرد. اشاره چندمتغیره کاتز و ،۶۵ یافته تعمیم

بیضی�گون، مهم توزیع چند برای را چگالی مولد تابع و احتمال چگالی تابع نمونه، عنوان به حال
از استفاده با و R-٣.٠.١ نرم�افزار با مثال این شکل�های تمامی می�دهیم. ارائه آن�ها نمودار با همراه

آمده�اند. نرم�افزار در شکل�ها رسم برای نیاز مورد دستورهای آ پیوست در شده�اند. رسم lattice بسته

شده�اند. فرض Σ =

[
١ ٠
٠ ١٠

]
و µ =

[
٠
٠

]
،n = ٢ نمودارها این تمامی در کنید دقت

از عبارتند ترتیب به احتمال چگالی و چگالی مولد توابع چندمتغیره: نرمال توزیع .١
g(u) = e−u

fX(x) =
|Σ|− ١

٢

(
√
٢π)n

exp

{
−١
٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)

}
است. شده داده ١.١ شکل در آن تراز منحنی�های و دومتغیره نرمال توزیع چگالی تابع نمودارهای

(ب) (آ)

دومتغیره نرمال توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :١.١ شکل

از عبارتند ترتیب به احتمال چگالی و چگالی مولد توابع چندمتغیره: t توزیع .٢

gn(u) =

(
١+

٢u
ν

)− (n+ν)
٢

fX(x) =
Γ
(
ν+n
٢
)
|Σ|− ١

٢

(νπ)
n
٢ Γ
(
ν
٢
) [

١+
١
ν
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]− (ν+n)
٢

(١.١)

شده داده ٢.١ شکل در ν = ٣ ازای به تراز منحنی و دومتغیره t توزیع چگالی تابع نمودارهای
است.

می�شود. تبدیل چندمتغیره کوشی توزیع به t توزیع ،ν = ١ ازای به چندمتغیره: کوشی توزیع .٣
است. شده داده ٣.١ شکل در آن تراز منحنی�های و دومتغیره کوشی توزیع چگالی تابع نمودارهای

۶۵Generalized Slash



١٣ آماری توزیع�های .٣.١

(ب) (آ)

دومتغیره نرمال توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :٢.١ شکل

(ب) (آ)

دومتغیره کوشی توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :٣.١ شکل

از عبارتند ترتیب به احتمال چگالی و چگالی مولد توابع چندمتغیره: لجستیک توزیع .۴

g(u) =
e−u

(١+ e−u)٢

fX(x) =

(∑∞
j=(١−)١j−١j١−

n
٢

)−١
|Σ|− ١

٢

(٢π)−n
٢

×
exp

[
−١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)
]{

١+ exp
[
−١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)
]}٢

شده� داده ۴.١ شکل در آن تراز منحنی�های و دومتغیره لجستیک توزیع چگالی تابع نمودارهای
است.

از عبارتند ترتیب به احتمال چگالی و چگالی مولد توابع چندمتغیره: توانی نمایی توزیع .۵
g(u) = e−rus

, r, s > ٠

fX(x) =
sΓ
(
n
٢
)
|Σ|− ١

٢ r
n
٢s

(٢π)n
٢ Γ
(

n
٢s
) exp

{
− r

٢

[
−١
٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]s}
است. شده داده ۵.١ شکل در r = s = ٣ ازای به تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای
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(ب) (آ)

دومتغیره لجستیک توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :۴.١ شکل

(ب) (آ)

دومتغیره توانی نمایی توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :۵.١ شکل

نمودارهای می�شود. تبدیل کاتز نوع به توانی نمایی توزیع ،s = ١ ازای به چندمتغیره: کاتز توزیع .۶
است. شده داده ۶.١ شکل در r = ٣ ازای به تراز منحنی�های و چگالی تابع

(ب) (آ)

دومتغیره کاتز توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :۶.١ شکل

توزیع به توانی نمایی توزیع ،r =
√
٢ و s = ١

٢ ازای به چندمتغیره: دوگانه) (نمایی لاپلاس توزیع .٧
است. شده داده ٧.١ شکل در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای می�شود. تبدیل لاپلاس

چندمتغیره t توزیع خواص

می�شود. نامیده غیرمرکزی t توزیع µ ̸= ٠ اگر و می�شود نامیده مرکزی t توزیع µ = ٠ اگر .١



١۵ آماری توزیع�های .٣.١

(ب) (آ)

دومتغیره لاپلاس توزیع تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای :٧.١ شکل

با متغیره یک t توزیع چگالی تابع (١.١) رابطه�ی آن�گاه Σ = ١ و µ = ٠ و n = ١ اگر .٢
است. زیر به�صورت متغیره یک t توزیع چگالی تابع می�باشد. ν آزادی درجه

f(x) =
Γ(ν+١

٢ )

(πν)
١
٢Γ(ν٢)

(
١+

١
ν
x٢
)− ν+١

٢

آن چگالی تابع و می�شود ۶۶نامیده متغیره n کوشی توزیع (١.١) رابطه گاه آن ν = ١ اگر .٣
است زیر به�صورت

f(x) =
Γ(١+p

٢ )

π
p
٢Γ(١٢) det(Σ)

١
٢

[
١+ (x− µ)′Σ−١(x− µ)

]− ١+p
٢ (٢.١)

بردار با متغیره n نرمال توزیع توام چگالی تابع برابر ν → ∞ وقتی (١.١) رابطه حد .۴
نشان�دهنده�ی تقریبی طور به (١.١) رابطه بنابراین ماتریسکوواریانسΣاست. و µ میانگین

می�باشد. چندمتغیره نرمال توزیع

y و u اینکه فرض با و باشند y ∼ Np(٠,Σ) و u ∼ χ٢n اگر (١٣٨٩ (آرمانفر، .٨.٣.١ قضیه
داریم هستند، مستقل

x =
(u
n

)− ١
٢
y + µ ∼ tp(n, µ,Σ) (٣.١)

برهان.

f(y, u) = f(y)f(u)

=
١

(٢π) p
٢ det(Σ)

١
٢
exp

(
−١
٢y

TΣ−١y

)
١

٢
n
٢ Γ(n٢ )

u
n
١−٢ exp

(
−u٢
)

=
١

(٢π) p
٢٢

n
٢ Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢
u

n
١−٢ exp

(
−u٢
)
exp

(
−١
٢y

TΣ−١y

)
داشت خواهیم x = (u

n
)−

١
٢y + µ متغیر تغییر با حال

y =
(u
n

)− ١
٢
(x− µ) =⇒ J(y → x) =

(u
n

)− p
٢

۶۶P-Variate Cauchy Distribution
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f(x, u) =
١

(٢π) p
٢٢

n
٢ Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢
u

n
١−٢ exp

(
−u٢
)

× exp

[
−١
٢(x− µ)T (

u

n
)Σ−١(x− µ)

](u
n

) p
٢

=
١

(٢π) p
٢٢

n
٢ Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢
u

n+p
٢ −١n− p

٢

× exp

{
−١
٢ [(x− µ)T (

u

n
)(Σ−١)(x− µ) + u]

}
=

١
(٢π) p

٢٢
n
٢ Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢
u

n+p
٢ −١n− p

٢

× exp

{
−u٢ [١+

١
n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)]

}
داریم u به نسبت f(x, u) از انتگرال�گیری با

f(x) =
١

(٢π) p
٢٢

n
٢ Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢
n− p

٢

×
∫ ∞

٠
u

n+p
٢ −١ exp

{
−u٢

[
١+

١
n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]}
du

گرفت نتیجه می�توان t = u
٢
[
١+ ١

n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]
متغیر تغییر با

u =
٢t[

١+ ١
n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]
du =

٢dt[
١+ ١

n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]

f(x) =
١

(٢π) p
٢٢

n
٢ Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢
n− p

٢

∫ ∞

٠

(
٢t[

١+ ١
n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

])n+p
٢

× e−t ٢dt[
١+ ١

n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]
=

Γ(n+p
٢ )

(nπ)
p
٢Γ(n٢ ) det(Σ)

١
٢

[
١+

١
n
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

]−n+p
٢

معرفی مختصر طور به را شده استفاده پایان��نامه این در که را ماتریسی متغیر با توزیع تنها ادامه در
می�کنیم.

۶٧ ویشارت توزیع .٩.٣.١ تعریف
q×qماتریس نیز Σ و باشد، یک احتمال با مثبت معین متقارن Wماتریس = (wij) فرضکنید

۶٧Wishart distribution



١٧ مقیاسی آمیخته توزیع�های .۴.١

درجه�ی m با ویشارت توزیع دارای W آن�گاه صحیح)، عدد m) m ≥ اگر باشد. مثبت معین
می�شود) گفته مثلثی (بالا W مجزا عناصر ١

٢q(q + ١) پیوسته�ی چگالی تابع اگر است آزادی
باشد زیر به�صورت

f(w١١, w١٢, . . . , wqq) = c−١ detW
m−q
٢ − ١

٢ etr

(
−١
٢Σ

−١W

)
و می�باشد etrace همان etr از منظور که

c = ٢
mq
٢ detΣ

m
٢ Γq

(m
٢
)

به�صورت چندمتغیره گامای تابع Γq(a) که

Γq(a) = π
q(q−١)

۴

q∏
j=١

Γ

[
a+

١
١)٢− j)

]
است. W ∼ Wq(m,Σ) که گفت می�توان همچنین می�باشد.

Nq(٠,Σ) توزیع دارای و مستقل بردارهای x١, . . . ,xm فرضکنید (١٩٨٢ (میرهد، .١٠.٣.١ لم
Σ مقیاس ماتریس و آزادی درجه�ی m با ویشارت توزیع دارای W =

∑m
i=١ xix

T
i آن�گاه باشد

می�باشد.

از مستقل تصادفی بردارهای x١, . . . ,xN کنید فرض (٢٠٠٠ ناگار، و (گوپتار .١١.٣.١ قضیه
باشیم داشته اگر .N > p و Σ > ٠ به�طوری�که باشند Np(µ,Σ) توزیع

آن�گاه x̄ = ١
N

∑N
i=١ xi و S =

∑N
i=١(xi − x̄)(xi − x̄)T

S ∼ Wp(n,Σ), n = N − ١

گرفت. نظر در مقیاسی آمیخته نرمال توزیع یک به�صورت می�توان را بیضی�گون توزیع�های اکثر
بررسی به خاص�تری طور به سپس و کرده معرفی را مقیاسی آمیخته توزیع�های ابتدا راستا این در

می�پردازیم. مقیاسی آمیخته نرمال توزیع�های

مقیاسی آمیخته توزیع�های ۴.١

کنیم، فرض نرمال را آماری جامعه� یک بررسی مورد خصوصیات به مربوط توزیع که است معمول
توزیع که شدند آن بر محققان رو این از نباشد. صحیح فرضی چنین همیشه است ممکن اما
باشد نرمال توزیع مشابه خصوصیاتی دارای که بگیرند نظر در را توزیعی و داده تعمیم را نرمال
این در راستا این در دارد. وجود چگالی تابع در اصلی مولفه یک عنوان به نرمال توزیع آن در که
آمیخته نرمال توزیع ادامه در و می�پردازیم ۶٨ مقیاسی آمیخته توزیع�های از رده�ای معرفی به بخش
از خاص حالت یک عنوان به گرفته، قرار بسیار توجه مورد اخیر سال�های در که را ۶٩ مقیاسی

۶٨Scale mixture distribution
۶٩Scale mixture of normal distribution



١٨ دورنما و مقدمه .١

٧٠ مالو و آندرو توسط بار اولین مقیاسی آمیخته توزیع�های خانواده می�کنیم. معرفی خانواده، این
شد. معرفی (١٩٧۴)

یک یا عدد یک می�تواند α) G(t, α) توزیع تابع با نمایی تک مثبت متغیر یک T کنید فرض
مکان پارامتر با مقیاسی، یا مکانی-مقیاسی خانواده از چگالی تابع یک f(x|θ, β) و باشد) بردار
ذکر به لازم همچنین باشند. بردار یک یا عدد یک می�توانند θ و β که باشد β مقیاس پارامتر و θ
آمیخته مدل یک بنابراین باشد. آمیخته یا گسسته پیوسته، می�تواند T تصادفی متغیر که است

می�شود. تعریف زیر به�صورت مقیاسی

اگر است مقیاسی آمیخته توزیع دارای X تصادفی متغیر (١٩٧۴ مالو، و (آندرو .١.۴.١ تعریف
نوشت زیر به�صورت را آن چگالی تابع بتوان
باشد پیوسته تصادفی متغیر یک T اگر ∫الف)

t

f(x|θ, t−١β)dG(t, α) (۴.١)

باشد گسسته تصادفی متغیر یک T اگر ∑ب)
{t:ΣG(t,α)=١}

f(x|θ, t−١β) (۵.١)

است. α پارامتر با T مثبت تصادفی متغیر توزیع تابع G(t, α) آن در که

به را مقیاسی آمیخته نرمال مدل مقیاسی، آمیخته خانواده از معروف عضوی عنوان به ادامه در
نمود. خواهیم معرفی خانواده این از مهمی خصوصیات همراه

مقیاسی آمیخته نرمال مدل ۵.١

خانواده این است. گرفته قرار توجه مورد بسیار اخیر سال�های در مقیاسی آمیخته نرمال خانواده
است. آلایشی نرمال و ٧٢ نمایی-توانی ،٧١ اسلش t-استودنت، جمله از مهمی توزیع��های شامل
توزیع�های از گروهی شامل که را، مقیاسی آمیخته نرمال توزیع�های (١٩٩٣)٧٣ سینشمر و لانگ
می�شوند، استفاده متقارن داده�های مورد در دقیق مدل�بندی�های برای اغلب و است ٧۴ ضخیم دم
خانواده این اصلی خصوصیات از ضخیم دم�های داشتن و بودن متقارن بنابراین، دادند. گسترش
پهن�تری های دم دارای متقارن توزیع یک عنوان به نرمال، توزیع به نسبت خانواده این است.
هیستوگرام دم�های در انباشتگی که باشیم داشته سروکار داده�هایی با است ممکن عمل در است.
هستند)، دسته این از خانوار درآمد به مربوط (داده�های باشد بیشتر نقاط سایر به نسبت داده�ها این
مدل می�توانند نرمال، توزیع به نسبت مقیاسی آمیخته نرمال خانواده توزیع�های صورت این در

باشند. داده�ها نوع این به برازش برای مناسب�تری
٧٠Andrews and Mallows
٧١Slash distribution
٧٢Power-exponential distribution
٧٣Lange and Sinsheimer
٧۴Thick tailed



١٩ مقیاسی آمیخته نرمال توزیع از مثال�هایی .۶.١

جایگزین n-متغیره نرمال چگالی تابع با ١.۴.١ تعریف در شده معرفی f تابع اگر .١.۵.١ تعریف
می�آید. به�دست زیر به�صورت مقیاسی آمیخته نرمال مدل چگالی تابع آن�گاه شود،

داریم صورت این در باشد پیوسته T تصادفی متغیر اگر ∫الف)
t

Φn(x|µ, t−١Σ)dG(t, α) (۶.١)

داریم باشد گسسته T تصادفی متغیر اگر ∑ب)
t:
∑

G(t,α)=١

ϕn(x|µ, t−١Σ) (٧.١)

مکان پارامترهای با مقیاسی آمیخته نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر می�گوییم صورت این در
می�دهیم نمایش زیر نماد با و است G و Σ مقیاس ،µ

X ∼ SMNp(µ,Σ, G) (٨.١)

آنگاه ،X ∼ SMNn(µ,Σ, G) اگر که گرفت نتیجه می�توان همچنین
X|T = t ∼ Nn(µ, t

−١Σ) (٩.١)

ببینید. را (١٣٩٢) توره�زاده بیشتر گاهی آ برای

مقیاسی آمیخته نرمال توزیع از مثال�هایی ۶.١

تحلیل�های در که مقیاسی، آمیخته نرمال توزیع�های خانواده از مهم توزیع سه اجمالی معرفی به حال
می�پردازیم. می�کنند، ایفا مهمی نقش آماری

t-استیودنت توزیع ١.۶.١

است. t-استیودنت توزیع مقیاسی، آمیخته نرمال توزیع�های خانواده به متعلق توزیع�های از یکی
همکاران لانگو است. شده پیشنهاد نرمال توزیع جای به موارد از بسیاری در توزیع این از استفاده
کار به مناسب پیشنهاد یک عنوان به را t-استیودنت توزیع قوی، بندی�های مدل برای (١٩٨٩) ٧۵

ببینید. را (١٣٩١) ایرانمنش توزیع این تعمیم�های برخی مشاهده و بیشتر گاهی آ برای برده�اند.

اسلش توزیع ٢.۶.١

توزیع این است. ν شکل پارامتر با اسلش توزیع مقیاسی آمیخته نرمال توزیع�های از دیگر یکی
عنوان به نرمال توزیع ،ν → ∞ که زمانی است. ضخیم�تری دم�های دارای نرمال توزیع به نسبت

می�شود. گرفته نظر در اسلش حدی توزیع

٧۵Lange



٢٠ دورنما و مقدمه .١

ساخت روش
چگالی تابع آن�گاه باشد، B(ν,١) بتا توزیع دارای ،١.۵.١ تعریف در T تصادفی متغیر کنید فرض

می�شود معرفی زیر به�صورت اسلشn-متغیره توزیع

fX(x) = ν

∫ ١

٠
tν−١Φn(x|µ, t−١Σ)dt

می�کنیم استفاده توزیع این نمایش برای زیر نماد از و
X ∼ SLn(µ,Σ, ν)

آلایشی نرمال توزیع ٣.۶.١

این از معمولا است. آلایشی نرمال توزیع مقیاسی، آمیخته نرمال توزیع�های خانواده� از دیگر یکی
می�شود. استفاده نیز پرت مشاهدات با متقارن داده�های مدل�بندی برای توزیع

ساخت روش
باشد زیر چگالی تابع دارای ١.۵.١ تعریف در T تصادفی متغیر کنید فرض
h(t, ν) = νI(t=γ) + (١− ν)I(t=١), ν = (ν, γ)T

تعریف زیر به�صورت n-متغیره آمیخته نرمال چگالی تابع ١.۴.١ تعریف از استفاده با آن�گاه
می�شود

fX(x) = νΦ

(
x|µ, Σ

γ

)
+ (١− ν)Φn(x|µ,Σ)

می�کنیم استفاده توزیع این نمایش برای زیر نماد از و
X ∼ CNn(µ,Σ, ν, γ), ٠ ≤ ν ≤ ١, ٠ < γ ≤ ١

است. مقیاس پارامتر γ و دورافتاده مشاهدات درصد نشان�دهنده� پارامتر ν آن در که

اساسی لم�های و قضایا ٧.١

(استاین،١٩٨١) استاین لم .١.٧.١ لم
پیوسته� توابع تمام ازای به آن�گاه باشد، استاندارد نرمال توزیع دارای x p−بعدی تصادفی بردار اگر

داریم ،E|g′| <∞ که g : Rp → R

E[g′(x)] = E[xg(x)] (١٠.١)

ببینید. را (١٣٩٢) کرمی آن کاربردهای و استاین لم خصوص در بیشتر گاهی آ برای



٢ فصل

در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر
چندمتغیره نرمال توزیع

مقدمه ١.٢

است. مناسب برآوردگر یافتن و برآورد مسئله است توجه مورد آمار در که مسائلی از یکی
روانشناختی، اقتصادی، اجتماعی، از اعم مختلف زمینه�های و علوم در ما پیرامون دنیای در
همواره که هستیم روبه�رو مجهولی پارامترهای با غیره و نجوم پزشکی، زمین�شناسی، سیاسی،
در سادگی عین در مناسب برآوردگرهای یافتن می�باشد. اصلی اهداف از پارامترها این برآورد
سنجیده امر جوانب است نیاز آن�ها یافتن در همواره و داراست را خود خاص پیچیدگی�های ظاهر،
نرمال توزیع در واریانس-کواریانس ماتریس برای مناسب برآوردگری دنبال به فصل این در شود.
منبع از عمدتا فصل این مطالب می�باشیم. بالاست، (مشاهدات) متغیرها بعد که زمانی چندمتغیره
واریانس- ماتریس انقباضی برآوردگر » عنوان تحت مقاله�ای و می�باشد (٢٠٠٩) فیشر و سان

است. شده استخراج آن از « کوواریانس
یک از بیشتر یا یک شامل داده�ها تحلیل به مربوط که است آمار از بخشی چندمتغیره آمار
نامیده بعد را اندازه�گیری از حاصل نتایج می�باشد. اشیا یا افراد در صفت) (متغیر، اندازه�گیری
بگیرید. نظر در p-بعدی متغیرهای با جمعیتی از را تایی N نمونه�ی می�دهیم. نشان p با و

است زیر شکل به برداری به�صورت مشاهده یک روی حاصل اندازه�گیری�های

xi =


xi١
xi٢
...
xip


تمام مجموعه می�دهد. ارائه را تصادفی نمونه از مشاهده i−امین ،(i = ١, . . . , N) xi که

می�دهد تشکیل را زیر ماتریس مشاهدات از حاصل اندازه�گیری�های
X = (x١, . . . ,xN)



٢٢ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

است. p×N ماتریسی X که
باشد زیر p-بعدی احتمال توزیع�های خانواده به متعلق xi بردار توزیع کنیم فرض اگر

F = {f(x;µ,Σ)| µ ∈ Rp,Σ > ٠} (١.٢)

می�باشند زیر به�صورت Σ واریانس-کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار آن�گاه

µ =


EX١
EX٢
...

EXp

 =


µ١
µ٢
...
µp



Σ =


cov(X١, X١) cov(X١, X٢) . . . cov(X١, Xp)
cov(X٢, X١) cov(X٢, X٢) . . . cov(X٢, Xp)

... ... . . . ...
cov(Xp, X١) cov(Xp, X٢) . . . cov(Xp, Xp)

 =


σ١١ σ١٢ . . . σ١p
σ٢١ σ٢٢ . . . σ٢p
... ... . . . ...
σp١ σp٢ . . . σpp


.i ̸= j برای Σij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)] و µi = E[Xi] که

برآورد ٢.٢

ماتریس و µ میانگین بردار پارامتر دو برآورد به علاقمند (١.٢) توزیع�های خانواده در کلی به�طور
کوواریانس ماتریس ،Σ برای و x̄ نمونه میانگین ،µ برای معمول برآورد می�باشیم. Σکوواریانس

می�باشند زیر صورت به تایی N = n+ ١ نمونه�ی اندازه یک براساس که می�باشد S نمونه

x̄ =

x̄١...
x̄p


آن در که

x̄i =
١
N

N∑
j=١

xij

است محاسبه قابل زیر به�صورت نیز نمونه کوواریانس ماتریس است. نمونه iامین میانگین

S =
١

N − ١

N∑
j=١

(xj − x̄)(xj − x̄)T (٢.٢)

نوشت زیر به�صورت می�توان را S که

S =
١

N − ١(X− X̄)(X− X̄)T (٣.٢)

است. x̄ از متشکل ستون هر با p×N ماتریسی X̄ که
برآوردگرهای و سازگاری نااریبی، دلیل به S و x̄ ،(٢٠٠٩) ١ فیشر و سان یافته�های براساس

هستند. Σ و µ برای مناسبی برآوردگرهای بودن، ماکزیمم درستنمایی

١Sun and Fisher



٢٣ برآورد .٢.٢

Np(µ,Σ) توزیع دارای مستقل تصادفی بردارهای x١, . . . ,xN اگر (١٩٨٢ (میرهد، .١.٢.٢ قضیه
µ̂ = x̄به�صورت Σ و µ (MLE) ماکزیمم درستنمایی برآوردگر آن�گاه ،N > p به�طوری�که باشند،

،N = n+ ١ که می�باشند Σ̂ = n
N
S و

x̄ =
١
N

N∑
i=١

xi

می�شوند. تعریف (٢.٢) به�صورت هم S و

به�صورت ثابت، گرفتن نظر در بدون درستنمایی تابع برهان.

L(µ,Σ) = detΣ−N
٢ etr(−١

٢Σ
−١A)exp{−١

٢N(x̄− µ)TΣ−١(x̄− µ)}

.L(µ,Σ) ≤ detΣ−N
٢ etr(−١

٢Σ
−١A) همچنین و A =

∑N
i=١(xi−x̄)(xi−x̄)T که می�باشد

حالتی این و (x̄−µ)TΣ−١(x̄−µ) = ٠ که می�گیرد زمانی را خود مقدار بیشترین نظر مورد تابع
داریم طرفی از می�باشد. µ ماکزیمم درستنمایی برآوردگر x̄ بنابراین باشد. x̄ = µ که است

g(Σ) = logL(x̄,Σ) = −١
٢Nlog detΣ− ١

٢tr(Σ
−١A)

= −١
٢Nlog detΣ

−١A− ١
٢tr(Σ

−١A)− ١
٢Nlog detA

=
١
٢Nlog detA

١
٢Σ−١A

١
٢ − ١

٢tr(A
١
٢Σ−١A

١
٢ )− ١

٢Nlog detA

=
١
٢

p∑
i=١

(Nlogλi − λi)−
١
٢Nlog detA

تابع چون می�باشند. Σ−١A یعنی A ١
٢Σ−١A

١
٢ ریشه�های λ١, . . . , λp که

f(λ) = Nlogλ− λ

که می�شود نتیجه دارد، λ = N در را خود مقدار ماکزیمم

g(Σ) ≤ ١
٢pNlogN − ١

٢pN − ١
٢Nlog detA

یا
L(x̄,Σ) ≤ N

Np
٢ e−

Np
٢ (detA)−

N
٢ .

Σ = ١
N
A این�رو از ،A ١

٢Σ−١A
١
٢ = NIp داریم: ،(i = ١, . . . , p) λi = N این�که به توجه با

گرفت نتیجه می�توان بنابراین می�باشد.
L(µ,Σ) ≤ N

Np
٢ e

−pN
٢ (detA)−

N
٢

باشد. Σ = ١
N
A و µ = x̄ اگر تنها و اگر

ماکزیمم، درستنمایی روش طبق می�باشد، n > p که حالتی در

S =
١
n
(X− X̄)(X− X̄)T



٢۴ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

همچنین می�باشد. نامنفرد و مثبت معین حالت، این در و است Σ برای مناسب برآوردگری
برای S که دیگری خاصیت است. Σ برای نااریب برآوردگری ماکزیمم، درستنمایی روش براساس

شود. مراجعه (٢٠٠٩) فیشر و سان به بیشتر جزئیات برای است. آن سازگاری دارد، Σ
دارای (S) نمونه کوواریانس ماتریس عمل در اما است مطلوب ویژگی چندین دارای S اگرچه
واریانس- ماتریس برای برآوردگری به نیاز کاربردها از بسیاری در می�باشد. نیز محدودیت تعدادی
بهم (خیلی n ≈ p که زمانی یا بالا (p) ابعاد برای ولی باشد. معکوس�پذیر که هست کوواریانس
حالت این در زیرا نداریم، واریانس-کوواریانس ماتریس برای خوبی شرایط دیگر باشند)، نزدیک
یافت. را مناسبی برآوردگر نمی�توان و بود نخواهد معکوس�پذیر واریانس-کوواریانس ماتریس
۴ استریمر و شفر ، (٢٠٠٣) ولف٣ و لدویت ،(١٩٩٣) ٢ یین و بای به بیشتر جزئیات برای
همچنین و آماری روش�های از بسیاری در کنید. مراجعه (٢٠٠٨) ۵ لوینا و بیکل و (٢٠٠۵)
برآورد بالاست، بعد آن�ها در که شده انجام (٢٠٠۴ و ٢٠٠٣) ولف و لدویت توسط که کارهایی

است. نیاز واریانس-کوواریانس ماتریس از دقیقی
بزرگ p بعد که زمانی ) ،Σواریانس-کوواریانس پارامتر برای تا هستیم آن دنبال به فصل این در

بیابیم. مناسبی برآوردگر می�باشد، چندمتغیره نرمال موردنظر توزیع که حالتی در است،

استاین نوع انقباضی برآوردگر ٣.٢

حجم که زمانی واریانس-کوواریانس ماتریس برای مناسب برآوردگری دنبال به بخش این در
ماتریس برآورد بهبود در رایج رویکردی می��باشیم. است، (p > n) متغیرها تعداد از کمتر نمونه
گسترده به�طور که می�باشد اریب» «برآورد یا «انقباضی» حالت، این در واریانس-کوواریانس

است. شده بررسی و (١٩٧۵) ٧ موریس و افرون و (١٩٧۵) ۶ افرون توسط
به�صورت آن خطای دوم توان�های میانگین که باشد (٢.٢) در شده ارائه برآوردگر S کنید فرض

می�شود محاسبه زیر

MSE(S) = (Bais(S))T (Bais(S)) + Cov(S)

(سان می�باشد صفر اریبی S نمونه کوواریانس ماتریس برای .Bias(S) = S−E(S) آن در که
برآوردگری تعریف با است. واریانس کاهش گرو در آن دقت بهبود این�رو از ،(٢٠٠٩ فیشر، و
واقع در است. (١٩۶١) ٨ استاین و جیمز اصلی ایده�ی که داد، کاهش را واریانس می�توان اریب،
نظر در زیر به�صورت هدف ماتریسی با نمونه کوواریانس ماتریس از محدب ترکیبی روش این در

٢Bai and Yin
٣Ledoit and Wolf
۴Schafer and Strimmer
۵Bickel and Levina
۶Efron
٧Moriss
٨James and Stien



٢۵ استاین نوع انقباضی برآوردگر .٣.٢

می�شود گرفته
S∗ = (١− λ)S + λT (۴.٢)

معین باید که است ١٠ هدف ماتریس T و دارد ٩نام انقباضی (ضریب) پارامتر λ ∈ (٠,١) که
داشته S به نسبت کمتری واریانس S∗ که می�گیریم نظر در طوری را ترکیب این باشد. مثبت

باشد.
برآوردگر با ارتباط در اصلی مساله است، شده تعیین قبل از T هدف ماتریس این�که به توجه با
که می�شود انتخاب طوری λ انقباضی پارامتر می�باشد. λ انقباضی پارامتر تعیین انقباضی،
داشته کمتری واریانس باید S باشد، بزرگ p با مقایسه در n اگر بخشد. بهبود را S برآوردگر
S باشد، بزرگ p اگر مشابه به�طور .λ −→ ٠ این�رو از باشد، خوبی برآوردگر باید و باشد
.λ −→ ١ که طوری به کرد فراهم هدف ماتریس برای را وزنی باید و دارد بزرگتری واریانس
١٢ متقابل اعتبارسنجی� روش ،١١ بوت�استرپ روش از می�توان را (λ) انقباضی پارامتر انتخاب
برآوردگر دنبال به عمده به�طور فصل این در که می�کنیم یادآوری کرد. تعیین دیگری روش�های و

می�باشیم. خطا مربع میانگین مینیمم گرفتن نظر در با کوواریانس ماتریس انقباضی
ویژه مقادیر برای ضعیفی برآوردگرهای کوواریانس ماتریس ویژه مقادیر بالاست بعد که زمانی
بزرگترین همچنان�که می�کند، میل صفر سمت به ویژه مقادیر کوچکترین آن، طبق هستند. واقعی
می�باشد. T ویژه مقادیر به S ویژه�ی مقادیر انقباض نظری، ایده می�کند. میل بی�نهایت سمت به آن
واقعی کوواریانس ماتریس باید و بوده (معکوس�پذیر) مثبت معین شده انتخاب هدف ماتریس
دسترس در داده�ها باید و بوده دشوار شرط این که است ذکر به لازم دهد. ارائه ما کاربرد برای را
(برآوردگر S∗ دارد. نمونه کوواریانس ماتریس به نسبت امتیاز چندین انقباضی برآوردگر باشند.

می�باشد. (معکوس�پذیر) نامنفرد و مثبت معین ماتریس بعدی، هر برای انقباضی)
واریانس- نظر از مطلوب انقباضی پارامتر بیانگر که دادند ارائه را قضیه�ای ولف(٢٠٠٣) و لدویت
دوم توان�های میانگین تحت می�باشد. هدف ماتریس و نمونه کواریانس ماتریس در کوواریانس
لدویت دارد. وجود انقباضی پارامتر برای بهینه مقدار یک فروبنیوس، نرم گرفتن نظر در با و خطا
µλ که گرفتند نظر در ،T = µλI هدف ماتریس برای را بهینه پارامتر جزئيات (٢٠٠۴b) ولف و
شده گرفته نظر در بهینه انقباضی پارامتر می�باشد. همانی ماتریس I و Σ ویژه�ی مقادیر میانگین

می�باشد زیر به�صورت

λ =
β٢

δ٢
(۵.٢)

آن در که
β٢ = E[||S − Σ||٢] (۶.٢)

و
δ٢ = E[||S − µλI||٢]. (٧.٢)

٩Shrinkage intensity
١٠Target matrix
١١Bootstrap
١٢Cross-validation



٢۶ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

باید هستند مجهول که آن�جایی از و دارند نیاز Σ مورد در اطلاعاتی به همه δ٢ و β٢ ،µλ متاسفانه
شوند. برآورد

همکاران و چن اخیرا کردند. فراهم λ و µλ برای سازگاری برآوردگرهای (٢٠٠۴b)ولف و لدویت
بهبود را (٢٠٠۴b) ولف و لدویت برآوردگر رائو-بلکول، قضیه گرفتن نظر در با (٢٠٠٩) ١٣

و µλ برآوردگرهای در سازگاری به نسبت را نااریبی شاخص (٢٠٠۵) استریمر و شفر بخشیدند.
گرفتند. نظر در λ

انقباضی پارامترهای انواع ۴.٢

و صفر میانگین بردارهای با نرمال p−متغیره توزیع از تصادفی نمونه�ای {xi}ni=١ کنید فرض
به نداریم. را n ≥ p فرض که است این نمود توجه بدان باید که نکته�ای باشد. Σ کوواریانس

کند مینیمم را زیر زیان تابع که هستیم Σ̂ مانند برآوردگری دنبال
E[||Σ̂({xi}ni=١)− Σ||٢F ] (٨.٢)

است. فروبنیوس نرم Fنشانگر اندیس و می�باشد Σ برای برآوردگری Σ̂({xi}) آن در که
مینیمم را (٨.٢) زیان تابع که یافت طوری مشاهدات) روی (از را λ انقباضی پارامتر باید واقع در

می�پردازیم. انقباضی پارامترهای معرفی به حال کند.

LW انقباضی برآورد ١.۴.٢

میانگین با p−متغیره نرمال توزیع دارای {xi}ni=١ این�که فرض تحت (٢٠٠۴) ولف و لدویت
نمودند معرفی زیر به�صورت را λ انقباضی پارامتر می�باشند، Σ کوواریانس ماتریس و صفر

λLW = min

{ ∑N
i=١ ||xix

T
i − Ŝ||٢F

n٢[tr(Ŝ)٢]− ١
p
tr٢ ˆ(S)

,١
}

(٩.٢)

می�باشد زیر به�صورت Ŝ که

Ŝ =
١
N

N∑
i=١

xix
T
i

(p = ٢, . . . ,١٠٠) pحسب بر Nتایی شده شبیه�سازی اساسیکنمونه�ی بر را پارامتر این نمودار
است شده حاصل ١.٢ شکل که نموده�ایم رسم

RBLW انقباضی برآورد ٢.۴.٢

را (٢٠٠۴) ولف و لدویت برآوردگر رائوبلکول، قضیه گرفتن نظر در با (٢٠٠٩) همکاران و چن
عنوان به S گرفتن نظر در با همچنین و داده�ها بودن نرمال فرضیه�ی تحت آن�ها بخشیدند. بهبود

١٣Chen



٢٧ انقباضی پارامترهای انواع .۴.٢

LW انقباضی پارامتر :١.٢ شکل

نمودند تعریف زیر به�صورت را انقباضی ضریب بسنده آماره

λRBLW = min

{
(n−٢)

n
tr(Ŝ٢) + tr٢ ˆ(S)

(n+ ٢)[tr(Ŝ٢)− ١
p
tr٢ ˆ(S)]

,١
}

(١٠.٢)

ارجحیت ولف و لدویت برآوردگر بر بهینه پارامتر برای برآوردگر این از استفاده با انقباضی برآوردگر
در و کردند استفاده رویکرد این از خود شبیه�سازی�های و زمانی سری داده�های برای آن�ها دارد.

نمودند. مشاهده را برآوردگرها تاثیر خود مثال�های
(p = ٢, . . . ,١٠٠) pحسب بر Nتایی شده شبیه�سازی اساسیکنمونه�ی بر را پارامتر این نمودار

است آمده به�دست ٢.٢ شکل که نموده�ایم رسم

RBLW انقباضی پارامتر :٢.٢ شکل

SS انقباضی برآورد ٣.۴.٢

زیر به�صورت را انقباضی پارامتر داده�ها، بودن نرمال فرض تحت نیز (٢٠٠۵) استریمر و شفر
دادند ارائه

λSS = min

{∑
i̸=j v̂ar(Sij +

∑
i v̂ar(Sii))∑

i̸=j S
٢
ij +

∑
i(Sii − µλ)٢

,١
}

(١١.٢)



٢٨ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

آن در که

Sij =
١

N − ١

N∑
i=١

(Xki − X̄i)(Xkj − X̄j)
T

جزئیات برای می�باشد. µλ = ave(Sii) و S نمونه کوواریانس ماتریس قطری عناصر Sii و
نمونه�ی یک اساس بر را پارامتر این نمودار شود. مراجعه (٢٠٠۵) استریمر و شفر به بیشتر
آمده به�دست ٣.٢ شکل که نموده�ایم رسم (p = ٢, . . . ,١٠٠) p حسب بر Nتایی شده شبیه�سازی

است.

SS انقباضی پارامتر :٣.٢ شکل

FS انقباضی برآورد

نمودند پیشنهاد را زیر انقباضی پارامتر (٢٠١١) فیشر و سان

λFS = min

{
١
n
â١ +

p
n
â٢١

n+١
n
â٢ +

p−n
n
â١
,١
}

(١٢.٢)

صورت این در .ai = ١
p
tr(Σi) آن در که

â١ = tr(S)/p

â٢ =
n٢

(n+ ١)(n+ ٢)
١
p

[
tr(S٢)− tr٢(S)

n

]
نمونه�ی یک اساس بر را پارامتر این نمودار هستند. a٢ و a١ برای سازگار برآوردگرهایی که
آمده به�دست ۴.٢ شکل که نموده�ایم رسم (p = ٢, . . . ,١٠٠) p حسب بر Nتایی شده شبیه�سازی

است

بهینه شرایط تحت جدید برآوردگر ۵.٢

متناهی کاربردهای برای را متفاوت رویکردی با اما مجانبی برآوردگری ،(٢٠٠۴) ولف و لدویت
حال می�باشد. β٢/δ٢ ،λ برای بهینه مقدار شد بیان ٣.٢ قسمت در که همانطور گرفتند. نظر در



٢٩ بهینه شرایط تحت جدید برآوردگر .۵.٢

FS انقباضی پارامتر :۴.٢ شکل

را زیر لم�های و فرض ابتدا اما می�پردازیم؛ µλ و α٢ ،β٢ ،δ٢ ضرایب برآورد به قسمت این در
می�کنیم. مطرح

کنید فرض

ai =
١
p
trΣi

می�باشد. Σ ویژه� مقادیر i−امین میانگین که

توزیع دارای wiها که W T = (w١, . . . , wp) کنید فرض (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .١.۵.٢ لم
داریم آنگاه باشند، n آزادی درجه با کای�دو تصادفی متغیرهای ν = wT

i wi و Nn(٠, I)

E[ν۴ii] = n(n+ ٢)(n+ ۴)(n+ ۶) الف.

E[ν٢ii] = n(n+ ٢) ب.

E[νiiν
٢
ij] = n(n+ ٢) پ.

E[ν۴ij] = ٣n(n+ ٢) ت.

E[νijνikνjk] = n(n+ ٢(٢ ث.

E[νijνikνjk] = n ج.

E[νiiνijνikνjk] = n(n+ ٢) چ.

E[ν٢ii] = n(n+ ٢)(n+ ۴) ح.

E[νii] = n خ.

E[ν٢iiν
٢
ij] = n(n+ ٢)(n+ ۴) د.

E[ν٢ij] = n ذ.

E[ν٢ijν
٢
jk] = n(n+ ٢) ر.



٣٠ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

E[νijνilνjkνkl] = n ز.

نرمال توزیع از تصادفی نمونه�ای X١, . . . , Xn کنید فرض (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .٢.۵.٢ لم
داشت خواهیم صورت این در باشد، Σ کوواریانس ماتریس و صفر میانگین با p-متغیره

E[tr(S٢)] =
n+ ١
n

trΣ٢ +
١
n
(trΣ)٢ (١٣.٢)

به�صورت نیز S Σو > ٠ آن در که

S =
١
N

N∑
i=١

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T (١۴.٢)

می�شود. تعریف

بردارهای قطری ترکیب برهان.

yk =
N∑
i=١

ΩkiXi

p−متغیره نرمال توزیع دارای (k = ١, . . . , n) yk و yN =
√
NX̄ آن در که بگیرید نظر در را

ماتریس kiام مولفه Ωki و بوده yN از مستقل و Σ کوواریانس ماتریس و صفر میانگین با
ببینید). را ٢٠٠٩ فیشر و سان بیشتر جزئیات (برای می�باشد Ω = (Ωik)

کنید فرض

S =
١
n

n∑
i=١

yiy
T
i ,

Y = (y١, . . . , yn)که V = nS = Y Y T ∼ Wp(n,Σ) ،١٠.٣.١ لم طبق همچنین و
که بگیرید نظر در را Σ = ΓTΛΓ طیفی تجزیه می�باشند. مستقل و yi ∼ Np(٠,Σ) و
کنید فرض است. ویژه بردارهای ماتریس Γ و Σ ویژه مقادیر Λ = diag(λ١, . . . , λp)

که Y = Σ
١
٢U نوشت می�توان و هستند Np(٠, I) توزیع دارای ui که ،U = (u١, u٢, . . . , un)

توزیع دارای wiها که W T = (w١, . . . , wp) = UTΓT می�کنیم تعریف می�باشد. Σ ١
٢Σ

١
٢ = Σ

n با ١۴ کای�دو تصادفی متغیرهای که νii = wT
i wi می�کنیم تعریف همچنین هستند. Nn(٠, I)

داریم (٢٠٠۵) ١۵ سریواستاوا در ۶.١ لم طبق می�باشند. آزادی درجه

trS =
١
n
trUTΣU (١۵.٢)

=
١
n
trUTΓTΛΓU

=
١
n
trW TΛW

=
١
n

p∑
i=١

λiw
T
i wi

١۴Chi-squared
١۵Srivastava



٣١ بهینه شرایط تحت جدید برآوردگر .۵.٢

مشابه به�طور

n٢(trS)٢ =

p∑
i=١

λ٢i ν
٢
ii + ٢

p∑
i<j

λiλjνiiνjj (١۶.٢)

و

n٢trS٢ =

p∑
i=١

λ٢i ν
٢
ii + ٢

p∑
i<j

λiλjν
٢
ij (١٧.٢)

داریم حال

trS٢ =
١
n٢

[
p∑

i=١

λ٢i ν
٢
ii + ٢

p∑
i<j

λiλjν
٢
ij

]
داریم ١.۵.٢ لم از استفاده و بالا عبارت طرفین از ریاضی امید گرفتن با

E[trS٢] =
١
n٢

[
p∑

i=١

λ٢iE[ν
٢
ii] + ٢

p∑
i<j

λiλjE[ν
٢
ij]

]
(١٨.٢)

=
n(n+ ٢)

n٢

p∑
i=١

λ٢i + ٢ n
n٢

p∑
i<j

λiλj

=
n+ ٢
n

trΣ٢ +
١
n

(
(trΣ)٢ − trΣ٢

)
=
n+ ١
n

trΣ٢ +
١
n
(trΣ)٢

(٢.٢) در شده تعریف نمونه کوواریانس ماتریس S کنید فرض (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .٣.۵.٢ لم
داریم Np(µ,Σ) توزیع از تصادفی نمونه یک اساس بر Σ برآورد در باشد.
E[tr(ΣTS)] = trΣT [E(S)] = trΣTΣ = tr(Σ٢)

به توجه با می�پردازیم. ٢.۵.٢ لم و فروبنیوس نرم به توجه با مورد�نظر ضرایب محاسبه�ی به حال
که این

µλ = ⟨Σ, I⟩ = tr(Σ)

p
= a١

گرفت نتیجه می�توان

β٢ = E[||S − Σ||٢] = E

[
tr[(S − Σ)(S − Σ)T ]

p

]
= E

[
tr(SST )

p
− ٢tr(SΣ)T

p
+
tr(ΣΣT )

p

]
= E||S||٢ − ٢E[⟨S,Σ⟩] + E||Σ||٢

= E
tr(S٢)

p
− ٢
p
E
[
tr(ΣTS)

]
+
١
p
tr(Σ٢)



٣٢ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

=
١
p
E[tr(S٢)]− ٢

p
E
[
tr(ΣTS)

]
+
١
p
tr(Σ٢)

=
n+ ١
np

tr(Σ٢) +
١
np

(trΣ)٢ − ٢
p
tr(Σ٢) +

١
p
trΣ٢

=
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١ − ٢a٢ + a٢

=

(
n+ ١
n

− ٢+ ١
)
a٢ +

p

n
a٢١

=
١
n
a٢ +

p

n
a٢١

داریم منظور این برای می�پردازیم، δ٢ محاسبه� به حال

δ٢ = E[||S − µλI||٢] = E

[
tr(S − µλI)(S − µλI)

T

p

]
= E

[
tr[(S − µλI)(S

T − µT
λ I

T )]

p

]
= E

[
tr(SST − SITµT

λ − µλIS
T + µλII

TµT
λ )

p

]
= E

[
tr(SST )

p
− ٢µλE

tr(SIT )

p
+ µ٢λE

tr(IIT )

p

]
= E||S||٢ − ٢µλE

tr(SIT )

p
+ µ٢λE||I||٢

=
١
p
Etr(S٢)− ٢µλ

p
Etr(ITS) +

٢

p
Etr(I٢)

=
n+ ١
np

trΣ٢ +
١
np

(trΣ)٢ − ٢µ
p
trΣ +

µ٢

p
p

=
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١ − ٢a١a١ + a٢١

=
n+ ١
n

a٢ +
(p
n
− ٢+ ١

)
a٢١

=
n+ ١
n

a٢ +

(
p− n

n

)
a٢١

کرد پیشنهاد زیر صورت به ترتیب به را a٢ و a١ برآوردگرهای (٢٠٠۵) سریواستاوا

â١ =
trS

p

و

â٢ =
n٢

(n− ١)(n+ ٢)
١
p

[
trS٢ − ١

n
(trS)٢

]
خصوص در می�باشند. سازگار a٢ و a١ برای ترتیب به و هستند نااریب â٢ و â١ که داد نشان او

داریم برآوردگرها تعریف به توجه با نااریبی

E(â١) =
١
p
E(trS)



٣٣ بهینه شرایط تحت جدید برآوردگر .۵.٢

داشت خواهیم ادامه در (١۵.٢) به توجه با

E(â١) =
١
p
E(trS)

=
١
p

(
١
n

p∑
i=١

λiw
T
i wi

)

=
١
p

١
n

p∑
i=١

λiE(w
T
i wi)

=
trS

p
= â١

همچنین

E(â٢) =
١
p
E

[
trS٢ − ١

n
(trS)٢

]
(١٩.٢)

=
n− ١
n٣p

E

[
p∑

i=١

λ٢i ν
٢
i

]
+

٢
n٢p

E

[
p∑

i<j

λiλjzij

]
(٢٠.٢)

=
n− ١
n٣p

n(n+ ٢)
p∑

i=١

λ٢i +
٢
n٢p

p∑
i<j

λiλjE(zij)

که

zij = ν٢ij −
١
n
νiiνjj

= (wT
i wj)

٢ − ١
n
(wT

i wi)(w
T
j wj)

داریم ،wi ∼ Nn(٠, In) اینکه به توجه با زیرا است E(zij) = ٠ طرفی از

E(zij) = E

[
wT

i wjw
T
j wi −

١
n
(wT

i wi)(w
T
j wj)

]
= E(wT

i wi)−
١
n
× n× n

= ٠

داشت خواهیم (١٩.٢) رابطه ادامه در
(n− ١)(n+ ٢)

n٢

(
trΣ٢

p

)
این�رو از

â٢ =
n٢

(n− ١)(n+ ٢)
١
p

[
trS٢ − ١

n
(trS)٢

]
مراجعه (٢٠٠۵) سریواستاوا به سازگاری اثبات برای می�باشد. trΣ٢

p
برای نااریب برآوردگری

�شود.
از عبارتند ترتیب به δ٢ β٢و ،µ برآوردگرهای جمع�بندی، یک در

µ̂λ = â١



٣۴ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

β̂٢ =
١
n
â٢ +

p

n
â٢١

و
δ̂٢ =

n+ ١
n

â٢٢ +
p− n

n
â٢١

می�شود. برآورد β̂٢/δ̂٢ توسط هم (λ) انقباضی ضریب

همانی هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ۶.٢

گرفته�شده نظر در هدف ماتریس که حالتی در انقباضی، ضریب برآورد دنبال به قسمت این در
به�صورت شده انتخاب هدف ماتریس دیگر عبارت به یا می�باشد واحد آن واریانس و بوده قطری
را انقباضی پارامتر برای مناسب مقدار می�باشیم. ،(T = I) شود گرفته نظر همانی١۶در ماتریس
و زیر لم ابتدا منظور این برای آورد. به�دست (٢٠٠۴) ولف و لدویت روش از استفاده با می�توان

می�دهیم. ارائه را قضیه�ای آن دنبال به

،δ٢ = E[||S−I||٢] فرضکنید ،٢.۵.٢ لم مفروضات تحت (٢٠٠۴ ولف، و (لدویت .١.۶.٢ لم
ماتریس Σ نمونه، کوواریانس ماتریس S که β٢ = E[||S − Σ||٢] و α٢ = E[||Σ − I||٢]

داشت خواهیم را زیر ترکیب صورت آن در است؛ همانی ماتریس I و واریانس-کوواریانس
δ٢ = α٢ + β٢

داریم بنابراین ، E(S) = Σ می�دانیم برهان.

δ٢ = E[||S − I||٢]

= E[||S − Σ||٢] + E[||Σ− I||٢] + ٢E[⟨S − Σ,Σ− I⟩]

= E[||S − Σ||٢] + ||Σ− I||٢ + ٢E[⟨S − Σ,Σ− I⟩]

= E[||S − Σ||٢] + ||Σ− I||٢

= α٢ + β٢

آوردن به�دست در β٢ و α٢ مقادیر آوردن به�دست برای را محاسبات ١.۶.٢ لم در شده ارائه ترکیب
می�کند. ساده انقباضی پارامتر

مخاطره که یافت را λی باید واقع در هستیم. بهینه انقباضی پارامتر دنبال به نیز ما قسمت این در
می�کنیم. ارائه را زیر اساسی قضیه منظور این برای کند. مینیمم را

١۶Identity



٣۵ همانی هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر .۶.٢

کنید فرض ،٢.۵.٢ لم مفروضات تحت (٢٠٠۴ ولف، و (لدویت .٢.۶.٢ قضیه
می�کند مینیمم را E||Σ∗ −Σ||٢ مقدار که λای پارامتر صورت این در .Σ∗ = λI + (١− λ)S

داریم و λ = β٢

δ٢
از عبارتست

Σ∗ =
β٢

δ٢
I +

α٢

δ٢
S (٢١.٢)

.α٢β٢

δ٢
با است برابر می�نیمم مقدار همچنین

نوشت ١.۶.٢می�توان لم گرفتن نظر در و E(S) = Σ این�که به توجه با برهان.

E||Σ∗ − Σ||٢] = E[||λI + (١− λ)S − λΣ− (١− λ)Σ||٢]

= E[||λ(Σ− I) + (١− λ)(S − Σ)||٢]

= λ٢E[||Σ− I||٢] + (١− λ)٢E[||S − Σ||٢]

+ λ(١− λ)E[⟨Σ− I, S − Σ⟩]

= λ٢||Σ− I||٢ + (١− λ)٢E[||S − Σ||٢]

داریم دادن، قرار صفر مساوی و λ به نسبت گیری مشتق با که
∂E[||Σ∗ − Σ||٢]

∂λ
= ٢λα٢ − ١)٢− λ)β٢ = ٠

گرفت نتیجه می�توان که
٢λα٢ = ١)٢− λ)β٢

داشت خواهیم نهایت در که

λ =
β٢

α٢ + β٢
=
β٢

δ٢
(٢٢.٢)

می�توان را E||Σ∗ − Σ||٢] رابطه بنابراین می�باشد. ١ − λ = α٢/δ٢ ،(٢٢.٢) به توجه با
نوشت. زیر )به�صورت

β٢

δ٢

)
α٢ +

(
α٢

δ٢

)
β٢ =

α٢β٢

δ٢

را δ٢ و β٢ ،α٢ ضرایب می�توان داده�ها، بودن نرمال فرض تحت و ٢.۵.٢ لم به توجه با حال
نمود محاسبه زیر به�صورت

α٢ = ||Σ− I||٢

= ||Σ||٢ − ٢⟨Σ, I⟩+ ||I||٢

=
١
p
trΣ٢ − ٢١

p
trΣ + ١

= a٢ − ٢a١ + ١



٣۶ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

داریم δ٢ محاسبه�ی برای همچنین

δ٢ = E[||S − I||٢] = E

[
tr[(S − I)(S − I)T ]

p

]
= E

[
trSST

p
− trSIT

p
− trSIT

p
+
trIIT

p

]
=

١
p
E[tr(S٢)]− ٢EtrSI

p
+ ١

=
n+ ١
np

trΣ٢ +
١
n
(trΣ)٢ − ٢

p
trΣ + ١

=
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a١

٢ − ٢a٢١ + ١

داریم طرفی از

β٢ = E[||S − Σ||٢] = ١
n
a٢ +

p

n
a١

٢

می�آید به�دست زیر به�صورت انقباضی پارامتر نتیجه در

λ =
١
n
a٢ +

p
n
a١

٢

n+١
n
a٢ +

p
n
a١٢ − ٢a٢١ + ١

صورت این در نمود. جایگذاری â٢ و â١ نااریب و سازگار برآوردگرهای با می�توان را a٢ و a١
به�صورت انقباضی پارامتر

λ̂ =
β̂٢

δ̂٢

آن در که می�شود ارائه

β̂٢ =
١
n
â٢ +

p

n
â٢١

و
δ̂٢ =

n+ ١
n

â٢ +
p

n
â٢١ − ٢â٢١ + ١

برآوردگر کوچک نمونه�ی حجم با بالا ابعاد در شده حاصل برآوردگر که داشت انتظار می�توان بنابراین
باشد. خوبی

همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ٧.٢

به�صورت هدف ماتریس که می�پردازیم انقباضی پارامتر برآورد برای حالتی بررسی به بخش این در
ماتریس اصلی قطر روی عناصر شامل قطری ماتریس Ds = diag(S) آن در که باشد T = Ds

می�توان حالت این در پس است. آن بودن مثبت معین نیز ماتریس این ویژگی می�باشد. S
نوشت زیر به�صورت را (۴.٢) نمونه کوواریانس ماتریس برآوردگر

S∗ = λDs + (١− λ)S



٣٧ همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر .٧.٢

،۶.٢ و ۵.٢ بخش�های محاسبات و (٢٠٠۴) ولف و لدویت روش مشابه روشی از استفاده با
فروبنیوس نرم گرفتن نظر در با و دو درجه زیان کردن کمینه از استفاده با را انقباضی پارامتر
با قسمت این در گردید، بیان T = µλI هدف ماتریس که ٣.٢ بخش مشابه می�آوریم. به�دست
در قضیه�ای و لم آن از قبل اما می�نماییم. محاسبه را نظر مورد ضرایب T = Ds گرفتن نظر در
مورد باید اسکالرها از استفاده با بهینه انقباضی پارامتر محاسبه برای که است شده آورده ادامه

گیرد. قرار توجه

کنید فرض ،٢.۵.٢ لم مفروضات تحت (٢٠٠۴ ولف، و (لدویت .١.٧.٢ لم
و β٢D = E[||Σ−Ds||٢] ،α٢

D = E[||S − Σ||٢] ،δ٢D = E[||S −Ds||٢]
،(٢.٢) در معرفی�شده نمونه کوواریانس ماتریس S آن در که γ٢D = E[⟨S − Σ,Σ − Ds⟩]
را زیر کیب تر آن�گاه می�باشد، (قطری)١٧ هدف ماتریس Ds و واریانس-کوواریانس ماتریس Σ

داشت خواهیم
δ٢D = α٢

D + β٢D + ٢γ٢D (٢٣.٢)

برهان.

δ٢D = E[||S −Ds||٢] (٢۴.٢)

= E[||S − Σ||٢] + E[||Σ−Ds||٢] + ٢E[⟨S − Σ,Σ−Ds⟩]

= α٢
D + β٢D + ٢γ٢D

بهینه انقباضی پارامتر بتوانیم راحتی به که داد خواهد را این امکان ما به (٢٣.٢) شده ارائه ترکیب
یافت را λی باید واقع در هستیم. بهینه انقباضی پارامتر دنبال به نیز ما قسمت این در بیابیم. را

می�دهیم. ارائه را زیر اساسی قضیه منظور این برای کند. می�نیمم را مخاطره که

کنید فرض ،١.٧.٢ لم مفروضات تحت (٢٠٠۴ ولف، و (لدویت .٢.٧.٢ قضیه
می�کند مینیمم را E||Σ∗ −Σ||٢ مقدار که λای پارامتر صورت این در .Σ∗ = λI + (١− λ)S

داریم و λ =
α٢
D+γ٢D
δ٢D

از عبارتست

Σ∗ =
α٢
D + γ٢D
δ٢D

S +
β٢D + γ٢D
δ٢D

Ds (٢۵.٢)

نوشت می�توان ١.٧.٢ لم از استفاده با برهان.

E[||Σ∗ − Σ||٢] = E[||λDs − λΣ + (١− λ)S − (١− λ)Σ||٢]

= λ٢E[||Ds − Σ||٢] + (١− λ)٢E[||S − Σ||٢]

+ ٢λ(١− λ)E[⟨S − Σ, Ds − Σ⟩]

= λ٢β٢D + (١− λ)٢α٢
D − ٢λ(١− λ)γ٢D

١٧Diagonal
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داریم دادن، قرار صفر مساوی و λ به نسبت گیری مشتق با که
∂E[||Σ∗ − Σ||٢]

∂λ
= ٢λα٢

D − ١)٢− λ)β٢D − ٢λγ٢D + ۴λγ٢D = ٠

گرفت نتیجه می�توان که
λ(α٢

D + β٢D + ٢γ٢D) = α٢
D + γ٢D

داشت خواهیم نهایت در که

λ =
α٢
D + γ٢D
δ٢D

(٢۶.٢)

پارامتر که داد نشان می�توان دوم مشتق محاسبه�ی با .١ − λ =
β٢
D+γ٢D
δ٢D

،(٢۶.٢) به توجه با
یعنی است E||Σ∗ − Σ||٢ عبارت �کننده�ی مینیمم انقباضی

∂٢E[||Σ∗ − Σ||٢]
∂λ

= ٢β٢D + ٢α٢
D + ۴γ٢D > ٠

کنید فرض حال

DΣ = diagΣ =


σ١١ ٠ . . . ٠
٠ σ٢٢ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . σpp

 (٢٧.٢)

و
a∗i =

١
p
trDi

Σ

یافت. را γ٢D و β٢D ،α٢
D ،δ٢D می�توان داده�ها، بودن نرمال پذیره تحت ۶.٢ و ۵.٢ بخش�های مانند

دهیم. می ارائه را زیر لم�های نظر، مورد ضرایب برآورد از قبل

باشد. p-متغیره نرمال توزیع دارای X١, . . . , Xn کنید فرض (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .٣.٧.٢ لم
داریم این�صورت در

E[tr(D٢
s )] =

n+ ٢
n

trD٢
Σ (٢٨.٢)

واریانس-کوواریانس ماتریس اصلی قطر عناصر آن، عناصر که قطری ماتریس Ds آن در که
می�باشد. (٢٧.٢) در تعریف�شده ماتریس DΣ و (۴.٢)

داریم (١٣٧٧) مود در استفاده�شده تکنیک مشابه برهان.

n
Sii

σii
∼ χ٢n

گرفت نتیجه می�توان

tr(Ds) =

p∑
i=١

Sii =
١
n

p∑
i=١

σiiνii



٣٩ همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر .٧.٢

ماتریسی Ds چون است. آزادی درجه n با χ٢ توزیع دارای ٢.۵.٢ لم برهان به توجه با νii که
داریم است، قطری

tr(D٢
s ) =

p∑
i=١

S٢
ii

=
١
n٢

p∑
i=١

σ٢iiν
٢
ii

می�شود نتیجه فوق تساوی طرفین از ریاضی امید گرفتن با که

E[tr(D٢
s )] =

١
n٢

p∑
i=١

σ٢iiE(νii)
٢

=
n(n+ ٢)

n٢
σ٢ii

=
n+ ٢
n

trD٢
Σ

داریم ٣.٧.٢ لم فرضیات تحت (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .۴.٧.٢ لم

E[tr(SDs)] = E[tr(DsS)] (٢٩.٢)

= E[tr(D٢
s )] (٣٠.٢)

آن عناصر که است قطری ماتریس یک Ds ،tr(DsS) = tr(SDs) که این به توجه با برهان.
نتیجه و است S٢

١١, . . . , S
٢
pp اصلی قطر روی عناصر دارای DsS یا SDs بنابراین است Sii

می�شود. حاصل موردنظر

داریم (١٣.٢) رابطه و ٢٩.٢ ،٢٨.٢ لم�های گرفتن نظر در با حال

δ٢D = E[||S −Ds||٢] = E

[
tr[(S −Ds)(S −Ds)

T ]

p

]
= E

[
tr(SST − SDT

S − SDT
S +DsD

T
S )

p

]
= E

[
trSST

p
− ٢trSDT

S

p
+
trDsD

T
S

p

]
=

١
p
E[tr(S٢)]− ٢

p
E[tr(SDs)] +

١
p
E(trD٢

s )

=
n+ ١
np

trΣ٢ +
١
np

(trΣ)٢ − ٢
p
E[tr(D٢

s )] +
١
p
E(trD٢

s )

=
n+ ١
np

trΣ٢ +
١
np

(trΣ)٢ − n+ ٢
np

trD٢
Σ

=
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a١ −

n+ ٢
n

a∗٢



۴٠ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

داشت خواهیم همچنین

γ٢D = E [⟨Σ−Ds, S − Σ⟩]

= E

[
tr(SΣ)− trΣ٢ − tr(SDs) + tr(ΣDs)

p

]
=

١
p
E[tr(SΣ)]− ١

p
E[tr(Σ٢)]− ١

p
E[tr(SDs)] +

١
p
E[tr(ΣDs)]

=
١
p
trΣ٢ − ١

p
trΣ٢ − n+ ٢

np
trD٢

Σ +
١
p
trD٢

Σ

= − ٢
np
trD٢

Σ

= −٢
n
a∗٢

بنابراین ،E[tr(DsΣ)] = tr(D٢
Σ) و E[tr(SΣ)] = tr[E(S)Σ] = tr(Σ٢) چون

α٢
D = E[||S − Σ||٢] = E

[
tr[(S − Σ)(S − Σ)T ]

p

]
= E

[
tr(SST )− tr(SΣT )− tr(ΣTS) + tr(ΣΣT )

p

]
=

Etr(S٢)

p
− ٢E(tr(SΣT ))

p
+
EtrΣ٢

p

=
١
p

(
Etr(S٢)− EtrΣ٢

)
=

n+ ١
np

trΣ٢ +
١
np

(trΣ)٢ − ١
p
trΣ٢

=
n+ ١
n

+
p

n
a٢١ − a٢

=
١
n
a٢ +

p

n
a٢١

لذا
â∗١ =

١
p
tr(Ds) (٣١.٢)

و
â∗٢ =

n

(n+ ٢)ptr(D
٢
s ) (٣٢.٢)

و سان به سازگاری بررسی برای هستند. نااریب a٢ و a١ برای â∗٢ و â∗١ می�دهیم نشان ادامه در
کنید. مراجعه (٢٠٠٩) فیشر

محاسبه� برای می�شود. حاصل (۴.٧.٢) لم از استفاده با از دوم نتیجه� و است واضح اول نتیجه�
می�کنیم. بیان را زیر لم ابتدا â٢٢ واریانس

می�کنیم تعریف ٣.٧.٢ لم فرضیات تحت (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .۵.٧.٢ لم
â∗٢ =

n

(n+ ٢)ptr(D
٢
s )



۴١ همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر .٧.٢

مشاهدات n و بعد p ،(٢.٢) در تعریف�شده Sماتریس عناصر شامل قطری Dsماتریس آن در که
است. نااریب ،a∗٢ = trΣ٢

p
برای â∗٢ آن�گاه می�باشند.

داریم ۴.٧.٢ و ٣.٧.٢ لم�های به توجه با برهان.

E(â∗٢) =
n

n+ ٢E(tr(D
٢
s )/p)

=
n

n+ ٢
n+ ٢
n

١
p
trΣ٢

=
trΣ٢

p

می�پردازیم. â∗٢ واریانس محاسبه�ی به حال

است برابر تقریبا (٣٢.٢) رابطه در شده معرفی â∗٢ واریانس (٢٠٠٩ فیشر، و (سان .۶.٧.٢ لم
با

var(â∗٢) ≃
٨
np
a∗۴

لم با توجه با لذا ؛ n
n+٢ ≃ ١ گفت: می�توان بزرگ n برای که شود توجه نکته این به ابتدا برهان.

داریم ١.۵.٢

var(â∗٢) =
١
p
var(tr(D٢

s )) =
١

n۴p٢

n∑
i=١

σ۴iivar(ν
٢
ii)

=
١

n۴p٢

p∑
i=١

σ۴ii(E[ν
۴
ii]− E[ν٢ii]

٢)

=
١

n۴p٢

p∑
i=١

σ۴ii

(
n(n+ ٢)(n+ ۴)(n+ ۶)− n٢(n+ ٢(٢

)
=
n(n+ ٢)
n۴p٢

p∑
i=١

σ۴ii(n
٢ + ١٠n+ ٢۴− n٢ − ٢n)

=
٨n(n+ ٢)(n+ ٣)

n۴p
a∗۴ ≃

٨
np
a∗۴

می�شود برآورد زیر به�صورت بهینه پارامتر که گفت می�توان شد، بیان که مطالبی به توجه با حال

λ̂ =
β̂٢D + γ̂٢D

δ̂٢D

آن در که
β̂٢D =

١
n
(â٢ + pâ٢١)



۴٢ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

γ̂٢D = −٢
n
â∗٢

و
δ̂٢D =

n+ ١
n

â٢ +
p

n
â١ −

n+ ٢
n

â∗٢

برآوردگرها مقایسه ٨.٢

کمک با می��آید، به�دست معرفی�شده های λ جانشینی از که را Σمختلف برآوردگرهای بخش این در
به�نام دیگری معیار از مخاطره، محاسبه�ی بر علاوه منظور بدین می�کنیم. مقایسه هم با شبیه�سازی
می�باشد زیر صورت به که می�کنیم استفاده ١٨ (PRIAL) خطا میانگین در نسبی بهبود درصد

PRIAL(S∗) =
E[||S − Σ||٢F ]− E[||S∗ − Σ||٢F ]

E[||S − Σ||٢F ]
× ١٠٠ (٣٣.٢)

آن PRIAL و کوچک S∗ برآوردگر مخاطره�ی اگر هستند. Σ برآوردگر دو S∗ و S آن در که
را Σ واریانس-کوواریانس ماتریس ،S برآوردگر با مقایسه در S∗ برآوردگر آن�گاه باشد، مثبت

می�کند. برآورد بهتر

شبیه�سازی مطالعه� ١.٨.٢

می�گیریم نظر در را حالتی می�گیرد. قرار مقایسه مورد یکدیگر با برآوردگرها کارایی بخش این در
نرمال توزیع از داده n + ١ منظور بدین است. T = µλI به�صورت هدف ماتریس آن در که
Σمثبت معین ماتریس می�کنیم. تولید Σمثبت معین ماتریس و صفر میانگین بردار با p−متغیره
تولید (٠٫۵,١٠٫۵) بازه روی یکنواخت توزیع از آن ویژه�ی مقادیر که می�کنیم ایجاد گونه�ای به را

است). شده آورده آ پیوست در موردنظر برنامه (کد باشند شده
به (١٢.٢) و (١١.٢) ،(١٠.٢) ،(٩.٢) رابطه�های از استفاده با شده برآورد انقباضی پارامتر
و (٢٠٠۵) استریمر و شفر ،(٢٠٠٩) همکاران و چن ،(٢٠٠۴) ولف و لدویت روش�های ترتیب
(ج) و p = ٣٠ و n = ٣٠ (ب) ،p = ٢٠ و n = ۴٠ (الف) ازای به (٢٠١١) فیشر و سان

است. شده ارائه ٣.٢ و ٢.٢ ،١.٢ جدول�های در p = ١٠٠ و n = ۵

بار هر و کردیم تولید p−متغیره نرمال توزیع از تایی n + ١ نمونه�ی بار m = ١٠٠٠ تعداد به
سان انقباضی پارامتر به مربوط λFS که کردیم محاسبه را λFS و λLW ،λRBWL ،λSS مقادیر
به مربوط λRBLW ،(٢٠٠۴) ولف و لدویت انقباضی پارامتر به مربوط λLW ،(٢٠١١) فیشر و
میانگین می�باشد. (٢٠٠۵) استریمر و شفر پارامتر به مربوط λSS و (٢٠٠٩) همکاران و چن
می�باشد، محاسبه قابل Σماتریس اساس بر که ،λ = β٢

δ٢
واقعی، انقباضی پارامتر با برآوردها این

شده�اند. مقایسه
مشخص ٣.٢ و ٢.٢ ،١.٢ جداول نتایج به توجه با می�دهد. نشان را بالا ابعاد از مثالی ٣.٢ جدول

١٨Percentage relative improvement in average loss



۴٣ برآوردگرها مقایسه .٨.٢

T = µλI و p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :١.٢ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/۶١٧۴ ٠ λبهینه
٠/۶١۶٩ ٠/٠۶٠۴ λFS

٠/۵٨۵٩ ٠/٠۶١۶ λLW
٠/۶٠٠۴ ٠/٠۵۴٣ λRBLW

٠/۶١٢٩ ٠/٠۵٩۵ λSS

T = µλI و p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٢.٢ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین استاندارد خطای λ

٠/٨۶٣۵ ٠ λبهینه
٠/٨۶٨۵ ٠/٠٠٠٠۶ λFS

٠/٨١٢١ ٠/٠٠٠٠۶ λLW
٠/٨٣٩٢ ٠/٠٠٠٠۶ λRBLW

٠/٨٣٨٩ ٠/٠٠٠٠۶ λSS

T = µλI pو = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :٣.٢ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین استاندارد خطای λ

٠/٩٢٣۶ ٠ λبهینه
٠/٩٢٨۶ ٠/٠٢٠٧ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧۴۴٣ ٠/٠١۶۵ λRBLW

٠/٩١٠١ ٠/١٩۶۶ λSS

جدول�ها این از هم�چنین می�شود. بیشتر انقباضی پارامتر عددی مقدار بعد، افزایش با که می�شود
عمل بهتر برآوردگرها سایر با مقایسه در (λFS) فیشر و سان انقباضی پارامتر که می�گردد ملاحظه

می�گیرند. قرار بعدی جایگاه�های در λLW و λRBLW ،λSS پارامترهای این، از پس می�کند.
شده�اند. ساخته ٣.٢ و ٢.٢ ،٢.١ جدول�های تحت ترتیب به ۶.٢ و ۵.٢ ،۴.٢ جدول�های

T = µλI و n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۴.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٩/٩۵٠١ S
۶۵/٠٢٢٨ ٣/۴٨٠٩ SFS

۶۴/۶٩۶١ ٣/۵١٢٨ SLW

۶۴/٨٨٧۴ ٣/۴٩٣٧ SRBLW

۶۴/٩٩٧٧ ٣/۴٨٢٧ SSS



۴۴ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

T = µλI و n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :۵.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٢٣/۵۶٣٠ S
٧٢/٠۴۴٩ ۶/۵٨٧٠ SFS

٧١/٧٩۵٩ ۶/۶۴۵٧ SLW

٧٢/٠٣۴١ ۶/۵٨٩۶ SRBLW

٧٢/٠٠٠۴ ۶/۵٩٧۵ SSS

نسبی بهبود درصد مقدار به توجه با می�کند. تایید را ۵.٢ و ۴.٢ جدول نتایج نیز ۶.٢ جدول نتایج
برآوردگر درصد ٩٣ تقریبا اندازه�ی به فیشر و سان برآوردگر که می�شود مشخص خطا میانگین در
p بعد که هنگامی می�شود ملاحظه ۵.٢ و ۴.٢ جدول مقایسه�ی از ضمنا می�بخشد. بهبود را S

می�یابد. افزایش S برآوردگر مخاطره�ی می�یابد، افزایش
طبق می�پردازیم. می�باشد، T = I به�صورت هدف ماتریس که زمانی برآوردگرها مقایسه به حال

T = µλI و n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :۶.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٩١/۴٩١٩ S
٩٢/٨۵۶۵ ۶/۵٣۵۶ SFS

٩٢/٢۶۶٠ ٧/٠٧۵٩ SLW

٨٩/٢٨١٩ ٩/٨٠۶٨ SRBLW

٩٢/٨٢٩۵ ۶/۵۶٠۴ SSS

n = ۵ (ج) و p = ٣٠ و n = ٣٠ (ب) ،p = ٢٠ و n = ۴٠ (الف) حالت سه قبل، قسمت
٨.٢ ،٧.٢ جداول در نتایج که می�دهیم قرار بررسی مورد برآوردگرها مقایسه برای را p = ١٠٠ و

شده�اند. آورده ٩.٢ و

T = I و n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :٧.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١٣/۵٧٩٧ S
۴٩/٠٢١١ ۶/٩٢٢٨ SFS

۴٧/۴۵۵٩ ٧/١٣۵٣ SLW

۴٨/١۴٣٣ ٧/٠۴٢٠ SSS

برآوردگرهای به نسبت فیشر و سان برآوردگر که گرفت نتیجه می�توان ٨.٢ و ٧.٢ جداول به توجه با
می�یابد. افزایش S تجربی برآوردگر مخاطره�ی بعد، افزایش با همچنین و می�کند عمل بهتر دیگر
نسبی، بهبود درصد به توجه با می�کند. تایید را ٨.٢ و ٧.٢ جدول نتایج ،٩.٢ جدول همچنین

می�بخشد. بهبود را S برآوردگر درصد ٩٨ اندازه�ی به فیشر و سان برآورد می�شود مشخص



۴۵ برآوردگرها مقایسه .٨.٢

T = I و n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :٨.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٢٣/۵۶٣٠ S
۶۵/٩٣٢۵ ٨/٠٢٧٣ SFS

۶٣/٧۶٢٨ ٨/۵٣٨۵ SLW

۶۴/٨٣٣۴ ٨/٢٨۶٣ SSS

T = I و n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :٩.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۵٢٩/٣٣١٧ S
٩٨/٢۵۵۶ ٩/٢٣٣۵ SFS

٨۵/۶٨٣٠ ٧۵/٧٨۴٠ SLW

٩٣/۵۵۴١ ٣۴/١١٩٨ SSS

باشد. S قطری عناصر ،T = Ds به�صورت هدف ماتریس که می�کنیم بررسی را حالتی نهایت در
مناسب انقباضی برآوردگر آن از تبعیت به و بهینه انقباضی پارامتر دنبال به قبل مانند مشابه به�طور
،p = ٢٠ و n = ۴٠ (الف) حالات به مربوط ترتیب به ١٢.٢ و ١١.٢ ،١٠.٢ جداول هستیم.
مربوط λی فقط قسمت این در می�باشد. p = ١٠٠ و n = ۵ (ج) و p = ٣٠ و n = ٣٠ (ب)

است. گرفته انجام مقایسه و شده محاسبه λSS و λFS پارامتر به
می�توان ١١.٢ و ١٠.٢ جدول به توجه با داریم. قبل مطالعات مشابه نتایجی نیز قسمت این در
و سان انقباضی پارامتر و می�شود بیشتر انقباضی پارامتر عددی مقدار بعد افزایش با که گفت

می�کند. تایید را ١١.٢ و ١٠.٢ جداول نتایج هم ١٢.٢ جدول می�کند. عمل بهتر فیشر

T = Ds و p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :١٠.٢ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین استاندارد خطای λ

٠/۶٧٨٠ ٠ λبهینه
٠/۶٨۶۵ ٠/٠٠٠٧ λFS

٠/۶٨۶٧ ٠/٠٠٠٠۶ λSS

T = Ds و p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :١١.٢ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین استاندارد خطای λ

٠/٧٠۴٠ ٠ λبهینه
٠/٧١١٧ ٠/٠٠٠٠۵ λFS

٠/٧٠٣٨ ٠/٠٠٠٠۵ λSS



۴۶ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

T = Ds و p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :١٢.٢ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین استاندارد خطای λ

٠/٩٨٧٨ ٠ λبهینه
٠/٩٨٧۶ ٠/٠٠٠٠٢ λFS

٠/٧٩۴۵ ٠/٠٠٠٠١ λSS

شده�اند. حاصل ١٢.٢ و ١١.٢ ،١٠.٢ جدول�های تحت ترتیب به ١۵.٢ و ١۴.٢ ،١٣.٢ جداول
سان برآوردگر که گرفت نتیجه می�توان ١۴.٢ و ١٣.٢ جدول�های به توجه با قبلی مطالعات همانند
جدول نتایج ،١۵.٢ جدول همچنین می�کند. عمل بهتر استریمر و شفر برآوردگر به نسبت فیشر و
S برآوردگر درصد ٩۶ فیشر و سان برآوردگر که است این از حاکی و کرده تایید را ١۴.٢ و ١٣.٢

می�بخشد. بهبود را
می�باشد. (زمان) هزینه پرداخته�ایم، بدان ما مناسب برآوردگر انتخاب برای که معیارهایی از یکی

T = Ds و n = ۴٠ و p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :١٣.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١٣/۵٧٩٧ S
۵٣/٣٧٧٢ ۶/٣٣١٢ SFS

۵٣/۵۵٢۶ ۶/٣٠٧۴ SSS

T = Ds و n = ٣٠ و p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :١۴.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٢٣/۵۶٣٠ S
۶٧/۵٣٣۴ ٧/۶۵٠١ SFS

۶٧/۶٠٩٣ ٧/۶٣٢٢ SSS

T = Ds و n = ۵ و p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :١۵.٢ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۵٢٩/٣٣١٧ S
٩۶/۴٠۴۵ ١٩/٠٣١٩ SFS

٩٢/٨٠۶٢ ٣٨/٠٧٨٧ SSS

فیشر و سان انقباضی برآوردگر دو برای رفته بهکار شبیه�سازی هزینه مطالعه به بعدی قسمت در
پرداخته�ایم. (٢٠٠۵) استریمر و شفر و (٢٠٠١)



۴٧ شبیه�سازی هزینه .٩.٢

شبیه�سازی هزینه ٩.٢

است، قطری هدف ماتریس که حالتی برای انقباضی پارامتر برآورد برای (٢٠٠۵) استریمر و شفر
برآوردگر کارایی که دهیم نشان داریم قصد قسمت این در گرفتند. نظر در را ١٩ (کارایی) کارآمدی
که کنید توجه است. یکسان تقریبا (٢٠٠۵) استریمر و شفر برآوردگر با (٢٠١١) فیشر و سان
استریمر و شفر برآوردگر بر (٢٠١١) فیشر و سان برآوردگر برتری تشخیص مطالعه این هدف

است. گرفته صورت دو این بین مقایسه�ای وجود این با ولی نیست (٢٠٠۵)
را محاسبات این کردیم. تولید Σ کوواریانس ماتریس با p بعد و n حجم با تصادفی نمونه�ای
میانگین با نرمال توزیع از N = n + ١ نمونه�ی بار هر کردیم. تکرار نمونه m = ١٠٠٠٠ برای
تعداد به را (٢٠١١) فیشر و سان انقباضی برآوردگر کردیم. تولید Σ کوواریانس ماتریس و صفر
شفر برآوردگر برای را روند همین شد. ثبت نیز آن زمان بار هر که کردیم؛ تولید بار m = ١٠٠٠٠

داریم. نیز (٢٠٠۵) استریمر و
افزایش را n نمونه حجم و گرفته p = ٢٠ را بعد ابتدا دادیم: انجام را مطالعه سه خلاصه به�طور
نشان است، ثابت بعد و می�یابد افزایش نمونه حجم که حالتی برای را نتایج ۵.٢ شکل می�دهیم.
به یا زمان همچنین و است نزدیک هم به دو هر رفتار که گفت می�توان شکل به توجه با می�دهد.
علاوه می�کند. صعود ،n افزایش با (٢٠٠۵) استریمر و شفر برآوردگر شبیه�سازی هزینه عبارتی
برآوردگر به نسبت بالاتری سطح در (٢٠٠۵) استریمر و شفر برآوردگر شکل، به توجه با این، �بر
و شفر انقباضی برآوردگر محاسبه سرعت حالت این در همچنین دارد. قرار (٢٠١١) فیشر و سان
سان برآوردگر شکل، در New Estimator از (منظور است. برابر دو تقریبا (٢٠٠۵) استریمر

می�باشد.) (٢٠١١) فیشر و
است. ثابت n = ٣٠ و است افزایش حال در بعد که کردیم بررسی را حالتی بعدی مطالعه�ی در
دو هر محاسبه زمان می�بینیم. را نتایج ۶.٢ شکل در می�باشد. بالا بعد از حالتی مطالعه این

دارند. شباهت یکدیگر به خیلی و می�باشد دو درجه�ی منحنی به�صورت برآوردگر

١٩Efficiency
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p = ٢٠ برای مطالعه زمان :۵.٢ شکل

n = p کنید فرض می�یابند. افزایش بعد، هم و نمونه حجم هم که کردیم بررسی را حالتی نهایت در
با می�باشد. دو درجه منحنی به�صورت دو هر محاسبه زمان که می�شود دیده ٧.٢ شکل در باشد.
مربوط نمودار از پایین�تری سطح در (٢٠١١) فیشر و سان برآوردگر به مربوط نمودار که تفاوت این
هم روی می�باشد. آن از کارآمدتر اندکی و است گرفته قرار (٢٠٠۵) استریمر و شفر برآوردگر به
با (٢٠١١) فیشر و سان برآوردگر که گرفت نتیجه می�توان شده انجام مطالعات به توجه با رفته

ندارند. هم با چندانی تفاوت کارآمدی، نظر از (٢٠٠۵) استریمر و شفر برآوردگر



۴٩ واقعی مثال .١٠.٢

n = ٣٠ برای مطالعه زمان :۶.٢ شکل

واقعی مثال ١٠.٢

داده�های می�بریم. بکار واقعی داده�های برای را فصل این در معرفی�شده برآوردگرهای قسمت این در
مربوط که است وین کشاورزی علوم دانشگاه میکروبیولوژی موسسه�ی از برگرفته بررسی مورد
شناخته E.Coli عنوان به (معمولا Microorganism Escherichia Coli فشار واکنش به
،۴۵ ،٢٢ ،١۵ ،٨ در را پروتئین کدگذاری�شده ژن ۴٢٨٩ همه�ی داده�ها این می�باشد. می�شود)
نمونه�های با مقایسه در می�کند. بررسی نوترکیب پروتئین القا از بعد دقیقه ١٨٠ و ١۵٠ ،٩٠ ،۶٨
شده�اند. مشخص (٢٠٠۴) همکاران ٢٠و اسچمیدت-هک توسط ژن ١٠٢ القا از قبل مختلف
که داریم توجه می�دهد. توضیح القا از بعد را بیشتری نمونه�های یا یک متفاوت به�طور منبع این
انجام که شبیه�سازی در بالاست. بعد یک از نمونه�ای این که داریم. مشاهده� ٨ تنها با متغیر ١٠٢
این در حال داشت. برتری دیگر برآوردگرهای به نسبت (٢٠١١) فیشر و سان برآوردگر شد،
یعنی فصل این در معرفی�شده هدف ماتریس سه از استفاده با را انقباضی برآوردگرهای قسمت

٢٠Schmidt-Heck



۵٠ چندمتغیره نرمال توزیع در کواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٢

یکسان n = p برای مطالعه زمان :٧.٢ شکل

نموده�ایم. محاسبه نظر) مورد ماتریس ویژه مقادیر میانگین µλ ) T = Ds و T = I ،T = µλI

،λLW برآوردگر ،λFS برآوردگر عددی مقادیر است، T = µλI که حالتی برای ١۶.٢ جدول در
برای آورده�ایم. را آن�ها پرانتز) از خارج (اعداد ٢١ شرطی عدد و λSS برآوردگر ،λRBLW برآوردگر
می�باشد T = Ds که حالتی برای و λSS و λLW ،λFS برآوردگرهای است T = I که حالتی
دسترس در کوواریانس ماتریس این�که به توجه با نموده�ایم. محاسبه را λSS و λFS برآوردگر تنها
می�توان ١۶.٢ جدول به توجه با است. برآوردگر شرطی عدد برآوردگرها مقایسه راه تنها نیست،
می�کند. بهتر (٢٠١١) فیشر و سان انقباضی برآوردگر هدف، ماتریس هر برای که گرفت نتیجه

٢١Condition number



۵١ واقعی مثال .١٠.٢

برای E.Coli داده�های برای انقباضی پارامتر عددی مقدار و برآوردگرها شرطی عدد :١۶.٢ جدول
n = ٨ و p = ١٠٢

T = Ds T = I T = µλI هدف ماتریس
۴۶(٠/٣٣)٨/٣٧ ١۵۵/٩۵(٠/٣٣) ١۵۶/(٠/٣٣)٧٣ FS

NA (٠/١٧)٣٨٢/٩٧ ٣٨۴/(٠/١٧)٨٩ LW
NA NA ٢١٢/٢٣ (٠/٢٧) RBLW

٧١۵/٢۵(٠/٢۴) ٢٨٧/٣۵(٠/٢١) ٢٨٨/٧٩ (٠/٢١) SS
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٣ فصل

در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر
چندمتغیره t توزیع

مقدمه ١.٣

است. گرفته قرار بررسی مورد ١٩۵۴ سال ١در کرنیش توسط بار اولین چندمتغیره، t توزیع
قرار مطالعه مورد را t توزیع از متعددی خصوصیات آماری توزیع�های نظریه� در زیادی محققین

دادند.
و اقتصادی عوامل رفتارهای توضیح برای اقتصادی، زمینه�های در زیادی نظریه�های و فرضیه�ها
نظر از و جذاب نظری صورت به گزاره�ها این است ممکن که می�شوند بیان متغیرها بین روابط
داده�های طرف از اینکه مگر شوند ارائه کاربردی صورت به نمی�توانند ولی باشند، صحیح منطقی
اقتصادی متغیرهای بین روابط تحلیل برای رگرسیونی مدل�های از معمولا شوند. حمایت واقعی
توزیع که پایه�ای فرض این موارد این در می�شود. زیادی استفاده�های اقتصادی مسائل بررسی و
دلیل به اقتصادی پیچیده مدل�های و رفتارها مطالعه� در امروزه دارد. اهمیت بسیار است، t خطاها
کاهش باعث تصادفی خطای مدل عنوان به نرمال توزیع از استفاده ،٣ فرین و ٢ پرت نقاط وجود
که t توزیع از شرایط این در می�شود. مطرح�شده مسائل تایید و توجیه در مدل ناتوانی و استواری
این در بیشتر گاهی آ برای می�شود. استفاده است، نرمال توزیع از بیشتر آن دنباله�های در احتمال

کرد. مراجعه (١٩٩٧) همکاران و ۵ برش و (١٩٩٢) همکاران تیکو۴و به می�توان زمینه
چندگانه، رگرسیون مدل خطای مولفه� عنوان به چندمتغیره t توزیع گرفتن نظر در با (١٣٨٧) آرشی
گرفتن نظر در با (١٣٨٩) جعفری داد. قرار بررسی مورد را مدل پارامتر بردار انقباضی برآوردگرهای
میانگین استاین نوع برآوردگرهای نظریه است، t توزیع دارای بررسی مورد مدل که فرض این

١Cornish
٢Outliers
٣Extrem values
۴Tiku
۵Breusch
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از که (١٩٧۴) ۶ ژونیدس و بلتبرگ مقالات به می�توان همچنین داد. قرار بررسی مورد را جامعه
بورس داده�های که (١٩٧۶) ٧ زلنر نیز و کردند استفاده بورس داده�های برای چندمتغیره t مدل
�باشند، چندمتغیره t مدل دارای خطاها اینکه فرض تحت رگرسیون مدل یک گرفتن نظر در با را
t توزیع و چندمتغیره t توزیع خواص بررسی به (١٣٨٩) آرمانفر نمود. اشاره است، کرده تحلیل
است. پرداخته توزیع دو این برای ماکزیمم درستنمایی برآوردگرهای همچنین و ماتریسی متغیر با
پرداخته منعکس�شده نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم بیزی برآوردگر بررسی به (١٣٩٢) توره�زاده
( t و مقیاسی آمیخته نرمال (مدل نرمال توزیع از تعمیمی برای را موجک انقباضی برآوردگر و
توزیع این ماکزیمم درستنمایی برآورد (١٩٨۶) ٨ فنگ و اندرسن همچنین است. آورده به�دست
و ویشارت چندمتغیره، نرمال توزیع�های بین روابط بیان به (١٩٨٩) ٩ سوترادار نمودند. ارائه را
توزیع�هایی عنوان با کتابی انتشار با (٢٠٠٠) ١٠ ناگار و گوپتا است. پرداخته چندمتغیره t توزیع

پرداخته�اند. ماتریسی متغیر با t توزیع جمله از توزیع�ها این معرفی به ماتریسی متغیر با
در واریانس-کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر خواص بررسی و ارائه دنبال به فصل این در
ادامه در می�باشد. جدید فصل این مطالب تمامی است ذکر به لازم هستیم. چندمتغیره t توزیع

می�کنیم. ارائه را ١١ تصادفی نمایش جمله از چندمتغیره t توزیع خواص برخی

چندمتغیره t توزیع خواص برخی ٢.٣

با n−متغیره نرمال توزیع دارای z تصادفی بردار کنید فرض (١٣٩٢ (حجتی، .١.٢.٣ قضیه
آزادی درجه m با کی�دو توزیع دارای s تصادفی متغیر و In کوواریانس ماتریس و صفر میانگین

آن�گاه باشد،

y =
( s
m

)− ١
٢
z

است. آزادی درجه m و In مقیاس ماتریس صفر، میانگین با n−متغیره ،t توزیع دارای

از است عبارت توام توزیع ،s و z استقلال به توجه با برهان.

f(z, s) = f(z)f(s)

=
١

(٢π) p
٢
exp{−١

٢z
Tz} ١

٢
m
٢ Γ(m٢ )

s
m
٢ −١ exp{− s

٢}

=
١

(٢π) p
٢٢

m
٢ Γ(m٢ )

s
m
٢ −١ exp{−١

٢z
Tz} exp{− s

٢}

۶Blattberg and Gonedes
٧Zellnar
٨Anderson and Fang
٩Sutradhar

١٠Gupta and Nagar
١١Stochastic representation



۵۵ چندمتغیره T توزیع خواص برخی .٢.٣

از است عبارت تبدیل ��������ژاکوپی بگیرید. نظر در را y =
(

s
m

)− ١
٢ z متغیر تغییر

z =
( s
m

)− ١
٢
y =⇒ J(z −→ y) =

( s
m

) p
٢

داریم بنابرین

f(y, s) =
١

(٢π) p
٢٢

m
٢ Γ(m٢ )

s
m
٢ −١ exp{− s

٢} exp
{
−١
٢y

T
( s
m

)
y}
( s
m

) p
٢
}

=
١

(٢π) p
٢٢

m
٢ Γ(m٢ )

s
m+p
٢ −١m− p

٢ exp

{
−١
٢
[
yT
( s
m

)
y + s

]}
=

١
(٢π) p

٢٢
m
٢ Γ(m٢ )

s
m+p
٢ −١m− p

٢ exp

{
− s

٢

[
١+

(
١
m

)
yTy

]}

داریم s به نسبت انتگرال�گیری با

f(y) =
١

(٢π) p
٢٢

m
٢ Γ(m٢ )

∫ ∞

٠
s

m+p
٢ −١ exp

{
− s

٢

[
١+

(
١
m

)
yTy

]}
ds

که گرفت نتیجه می�توان t = s
٢
[
١+

(
m
٢
)
yTy
]
متغیر تغییر با

s =
٢t[

١+
( ١
m

)
yTy
]

و
ds =

٢dt[
١+

( ١
m

)
yTy
]

نتیجه در

f(y) =
١

(٢π) p
٢٢

m
٢ Γ(m٢ )

m− p
٢

∫ ∞

٠

(
٢t[

١+
( ١
m

)
yTy
])m+p

٢ −١

exp{−t} ٢dt[
١+

( ١
m

)
yTy
]

=
Γ
(
m+p
٢ − ١

)
(mπ)

p
٢Γ(m٢ )

[
١+

(
١
m

)
yTy

]−m+p
٢

X ∼ ECn(µ,Σ, g)به�صورت مولفه، n Xبا تصادفی متغیر فرضکنید (١٩٧٣ (چو، .٢.٢.٣ لم
را X احتمال چگالی تابع صورت این در می�باشد. چگالی مولد تابع g آن در که است شده توزیع

کرد. بیان زیر به�صورت می�توان
pX(x) =

∫ ∞

٠
W (t)f(x)dt

و Nn(µ, t
−١Σ) احتمال چگالی تابع نشان�دهنده�ی f(.) آن در که

W (t) = (٢π)n
٢ |Σ|

١
٢ t−

n
٢L−١(pX(s))

s = (x−µ)TΣ−١(x−µ)
٢ ازای به pX(s) لاپلاس معکوس تبدیل نشان�دهنده�ی L−١pX(s) که

می�باشد.
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و µ = ٠ می�کنیم فرض کلیات از شدن کاسته بدون برهان.

pX(x) = g(
١
٢x

TΣ−١x) = g(s), s =
١
٢x

TΣ−١x ≥ ٠

اینکه به توجه با طرفی از

W (t) = (٢π)n
٢ |Σ|

١
٢ t−

n
٢L−١(pX(s))

داریم

pX(x) = g(s) = L[W (t)(٢π)−n
٢ |Σ|−

١
٢ t

n
٢ ]

=

∫ ∞

٠
W (t)(٢π)−n

٢ t−١Σ− ١
٢ e−tsdt

=

∫ ∞

٠
W (t)[(٢π)−n

٢ t−١Σ− ١
٢ e−

١
٢x

T (t−١Σ)−١xdt

=

∫ ∞

٠
W (t)f(x)dt

،µ میانگین با pمتغیره ،t توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض (١٩٧٣ (چو، .٣.٢.٣ لم
این در باشد، آن احتمال چگالی تابع hX(.) و است ν آزادی درجه و Σ کوواریانس ماتریس

داریم صورت

hX(x) =

∫ ∞

٠
W٠(t)f(x)dt

µ میانگین با p−متغیره نرمال تصادفی متغیر یک احتمال چگالی تابع نشاندهنده f(.) آن در که
و بوده t−١Σ کواریانس ماتریس و

W٠(t) =
١

Γ(ν٢)

(
νt

٢

) ν
٢

e−
νt
٢ t−١ (١.٣)

آن�گاه باشد (١.٣) به�صورت احتمال چگالی تابع دارای t تصادفی متغیر کنید *فرض .۴.٢.٣ لم
با است برابر E(t−h)

E(t−h) =
(ν
٢
)h(Γ(ν٢ − h)

Γ(ν٢)

)
(٢.٣)
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برهان.

E(t−h) =

∫ ∞

٠
t−hW٠(t)dt

=

∫ ∞

٠
t−h ١

Γ(ν٢)

(
νt

٢

) ν
٢

e−
νt
٢ t−١dt

=
١

Γ(ν٢)

(ν
٢
) ν

٢
∫ ∞

٠
t
ν
٢−h−١e−

νt
٢ dt

=
١

Γ(ν٢)

(ν
٢
) ν

٢ Γ
(
ν
٢ − h

)(
ν
٢
) ν

٢−h

∫ ∞

٠

(
ν
٢
) ν

٢−h

Γ
(
ν
٢ − h

)t ν٢−h−١e−
νt
٢ dt

=
(ν
٢
)h(Γ(ν٢ − h)

Γ(ν٢)

)

فصل این نتایج آوردن به�دست در زیادی کاربرد که می�باشد چندمتغیره t توزیع برای ،٣.٢.٣ لم
دارد.

نرمال توزیع از آمیزه�ای به�صورت را چندمتغیره t توزیع می�توان ٣.٢.٣ قضیه�ی به توجه با پس
عبارتی به نوشت t = Ω ∼ Γ(ν٢ ,

١
٢) گاما توزیع و Np(µ, t

−١Σ)

hX(x) =

∫ ∞

٠

|t−١Σ|− ١
٢

(٢π) p
٢
exp

(
−١
٢(x− µ)T (t−١Σ)−١(x− µ)

)
W٠(t)dt

آن در که
X|Ω = t ∼ Np(µ, t

−١Σ), Ω ∼ Γ(
ν

٢ ,
١
٢)

زیر صورت به می�توان را x ∼ tp(µ,Σ, ν) تصادفی بردار گشتاورهای ٣.٢.٣ لم از استفاده با
داریم صورت این در باشد، y ∼ N(µ, t−١Σ) و x ∼ tp(ν,Σ, µ) اگر کرد. محاسبه

E(x) = EΩ{E(y)|Ω}

= EΩ{µ}

=

∫
µW٠(t)dt

= µ

همچنین .
∫
W٠(t)dt = ١ زیرا

E(xxT ) = EΩ[E(yy
T )|Ω]

داریم E(yyT |Ω = t) = µµT + t−١Σ اینکه به توجه با

E(xxT ) = EΩ(µµ
T + Ω−١Σ)

= µµT +

(∫
t−١W٠(t)

)
Σdt
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داریم ،(١.٣) به توجه با

µµT +

(∫
t−١W٠(t)

)
Σdt = µµT +

ν

ν − ٢Σ

همچنین

cov(x) =
ν

ν − ٢Σ + µµT − µµT

=
ν

ν − ٢Σ

انقباضی برآوردگر ٣.٣

چندمتغیره t توزیع کوواریانس ماتریس برای را انقباضی برآوردگر قبل فصل مشابه بخش، این در
می�کنیم. بررسی را آن به مربوط خواص و کرده ارائه

بگیرید نظر در را زیر محدب ترکیب
S∗ = (١− λ)Ṡ + λT

صورت به Ṡ و دارد نام انقباضی پارامتر λ ∈ (٠,١) که

Ṡ =
N∑
i=١

(xi − x̄)(xi − x̄)T (٣.٣)

طوری را ترکیب این باشد. مثبت معین باید که هدف ماتریس T و xi ∼ tp(µ,Σ, ν) که می�باشد
باشد. داشته Ṡ به نسبت کمتری واریانس S∗ که می�گیریم نظر در

برآوردگر با ارتباط در اصلی مساله است، شده تعیین قبل از T هدف ماتریس اینکه به توجه با
Ṡ برآوردگر که می�شود انتخاب طوری λ انقباضی پارامتر می�باشد. λ پارامتر تعیین انقباضی،
باید Ṡ باشد، بزرگ p با مقایسه در n اگر شد، بیان قبل فصل در آنچه همانند بخشد. بهبود را
p اگر مشابه بطور .λ → ٠ این�رو از باشد، خوبی برآوردگر باید و باشد داشته کمتری واریانس
کرد فراهم هدف ماتریس برای را وزنی باید و باشد داشته بزرگتری واریانس باید Ṡ باشد، بزرگ
بهینه مقدار فروبنیوس، نرم گرفتن نظر در با و خطا مربعات میانگین تحت .λ→ ١ طوری�که به

می�یابیم. را انقباضی پارامتر برای
µλ که باشد شده تعریف T = µλI صورت به هدف ماتریس که می�کنیم بررسی را حالتی ابتدا
تعریف زیر صورت به را انقباضی پارامتر می�باشد. همانی ماتریس I و Σ ماتریس ویژه مقادیر

می�کنیم

λ =
β٢

δ٢

آن در که
β٢ = E[||Ṡ − Σ||٢] = EΩ{E[||Ṡ − Σ||٢]|Ω}

و
δ٢ = E[||Ṡ − µλI||٢] = EΩ{E[||Ṡ − µλI||٢]|Ω}



۵٩ انقباضی برآوردگر .٣.٣

باید و نیست دسترس در که دارند نیاز Σ ماتریس مورد در اطلاعاتی به δ٢ و β٢ ،µλ متاسفانه
٢.۵.٢ لم و فروبنیوس نرم از استفاده با نیاز مورد ضرایب محاسبه�ی به حال شوند. برآورد

می�پردازیم.
اینکه به توجه با

ai =
١
p
tr(Σi)

و
µλ = ⟨Σ, I⟩ = tr(Σ)

p
= a١

داریم
β٢ = E[||Ṡ − Σ||٢] = EΩ{E[||Ṡ − Σ||٢]|Ω}

آن در که

Et[||Ṡ − Σ||٢] = E[||Ṡ − Σ||٢|Ω = t]

= Et

[
tr(Ṡ − Σ)(Ṡ − Σ)T

p

]

= Et

[
trṠṠT

p
− trṠΣ

p
− trΣṠT

p
+
trΣΣT

p

]

=
١
p
Et[tr(Ṡ

٢)]− ٢
p
Et[trṠΣ] +

١
p
trΣ٢

=
n+ ١
np

tr(t−١Σ)٢ − ١
np

(trt−١Σ)٢ − ٢
p
trΣEt(Ṡ) +

١
p
EttrΣ

٢

=
n+ ١
np

trt−٢Σ٢ − ١
np
t−٢(trΣ)٢ − ٢trΣ

p
(N − ١)t−١Σ +

١
p
EttrΣ

٢

=
n+ ١
np

t−٢trΣ٢ − ١
np
t−٢(trΣ)٢ − ٢

p
(N − ١)t−١Σ٢ +

١
p
trΣ٢

داشت خواهیم ٣.٢.٣ لم به توجه با حال

β٢ =

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − Σ||٢]W٠(t)dt

=

∫ ∞

٠

n+ ١
np

t−٢trΣ٢W٠(t)dt−
∫ ∞

٠

١
np
t−٢(trΣ)٢W٠(t)dt

−
∫ ∞

٠

٢
p
(N − ١)t−١Σ٢W٠(t)dt+

∫ ∞

٠

١
p
trΣ٢W٠(t)dt

=
n+ ١
np

trΣ٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt−

١
np

(trΣ)٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt

− ٢(N − ١)ν
p(ν − ٢) trΣ٢ +

١
p
trΣ٢

∫ ∞

٠
W٠(t)dt
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داریم ۴.٢.٣ لم گرفتن نظر در با

β٢ = (
ν

٢)
(
Γ(ν٢ − ٢)
Γ(ν٢)

)[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− ٢(N − ١)ν

(ν − ٢) a٢ + a٢ (۴.٣)

=
١

(ν٢ − ١)

[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− a٢

(
٢(N − ١)ν
(ν − ٢) − ١

)
داریم منظور این برای می�پردازیم، δ٢ محاسبه�ی به مشابه بطور

δ٢ = E[||Ṡ − µλI||٢] =
∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − µλI||٢]W٠(t)dt

آن در که

Et[||Ṡ − µλI||٢] = Et

[
tr(Ṡ − µλI)(Ṡ − µλI)

T

p

]

= Et

[
trṠṠT

p
− trṠµT

λ I
T

p
− trµλIṠ

T

p
+
trµλIµ

T
λ I

T

p

]

=
١
p
Et(tr(Ṡ

٢))− ٢
p
Et[trṠµ

T
λ I

T ] +
١
p
Et[trµ

٢
λI

٢]

=
n+ ١
np

tr(t−١Σ)٢ +
١
np

(trt−١Σ)٢ − ٢
p
µλtrEt(Ṡ) +

١
p
µ٢λp

=
n+ ١
np

trt−٢Σ٢ +
١
np
t−٢(trΣ)٢ − ٢

p
µλ(N − ١)t−١trΣ + µ٢λ

داشت خواهیم ٣.٢.٣ قضیه به توجه با حال

δ٢ =

∫ ∞

٠
E[||Ṡ − µλI||٢]W٠(t)dt

=

∫ ∞

٠

n+ ١
np

trt−٢Σ٢W٠(t)dt+

∫ ∞

٠

١
np
t−٢(trΣ)٢W٠(t)dt

−
∫ ∞

٠

٢
p
µλ(N − ١)t−١trΣW٠(t)dt+

∫ ∞

٠
µ٢λW٠(t)dt

=
n+ ١
np

trΣ٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt+

١
np

(trΣ)٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt

− ٢
p
µλ(N − ١)trΣ

∫ ∞

٠
t−١W٠(t)dt+

∫ ∞

٠
µ٢λW٠(t)dt

داریم ۴.٢.٣ لم گرفتن نظر در با

δ٢ =
١

(ν٢ − ١)

[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− ٢(N − ١)ν

(ν − ٢) a٢ + µλ
٢
١

=
١

(ν٢ − ١)

[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− ٢(N − ١)ν

(ν − ٢) a٢ + a٢١

است زیر به�صورت می�باشد، T = µλI که حالتی در انقباضی ضریب نهایت در

λ =

١
( ν١−٢)

[
n+١
n
a٢ +

p
n
a٢١
]
− a٢

(
٢(N−١)ν
(ν−٢) − ١

)
١

( ν١−٢)
[
n+١
n
a٢ +

p
n
a٢١
]
− ٢(N−١)ν

(ν−٢) a٢ + a٢١
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همانی هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ۴.٣

همانی ماتریس یک هدف ماتریس که حالتی برای انقباضی، ضریب برآورد دنبال به قسمت این در
می�باشیم. شود، گرفته نظر در (T = I)

β٢ = همچنین باشد، چندمتغیره t توزیع دارای X١, . . . , Xn کنید فرض ** .١.۴.٣ قضیه
واریانس- ماتریس Σ ،(٣.٣) به�صورت Ṡ که باشد δ٢ = E[||Ṡ − I||٢] و E[||Ṡ − Σ||٢]
خواهیم زیر به�صورت را انقباضی پارامتر آن�گاه �باشد، هدف ماتریس T = I و نمونه کوواریانس

داشت

λ =

١
( ν١−٢)

[
n+١
n
a٢ +

p
n
a٢١
]
− a٢

(
٢(N−١)ν
(ν−٢) − ١

)
١

( ν١−٢)
[
n+١
n
a٢ +

p
n
a٢١
]
− ٢(N−١)ν

(ν−٢) a١ + ١
(۵.٣)

داریم منظور این برای می�پردازیم، δ٢ محاسبه به ابتدا برهان.

δ٢ = E[||Ṡ − I||٢] =
∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − I||٢]W٠(t)dt

آن در که

Et[||Ṡ − I||٢] = Et

[
tr(Ṡ − I)(Ṡ − I)T

p

]

= Et

[
trṠṠT

p
− ṠIT

p
− trIṠT

p
+
trIIT

p

]

=
١
p
Et[tr(Ṡ

٢)]− ٢
p
Et[trIṠ] +

p

p

=
n+ ١
np

tr(t−١Σ)٢ +
١
np

(trt−١Σ)٢ − ٢
p
ItrEt(Ṡ) + ١

=
n+ ١
np

t−٢trΣ٢ +
١
np
t−٢(trΣ)٢ − ٢

p
(N − ١)t−١trΣ + ١

داشت خواهیم ٣.٢.٣ لم به توجه با حال

δ٢ =

∫ ∞

٠

n+ ١
np

t−٢trΣ٢W٠(t)dt+

∫ ∞

٠

١
np
t−٢(trΣ)٢W٠(t)dt

− ٢
p
(N − ١)t−١trΣW٠(t)dt+

∫ ∞

٠
W٠(t)dt

=
n+ ١
np

trΣ٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt+

١
np

(trΣ)٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt

− ٢
p
(N − ١)trΣ

∫ ∞

٠
t−١W٠(t)dt+

∫ ∞

٠
W٠(t)dt

داریم ۴.٢.٣ لم گرفتن نظر در با همچنین

δ٢ =
١

(ν٢ − ١)

[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− ٢(N − ١)ν

(ν − ٢) a١ + ١
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می�شود حاصل زیر به�صورت انقباضی پارامتر نهایت در می�باشد، (۴.٣) به�صورت β٢ طرفی از

λ =

١
( ν١−٢)

[
n+١
n
a٢ +

p
n
a٢١
]
− a٢

(
٢(N−١)ν
(ν−٢) − ١

)
١

( ν١−٢)
[
n+١
n
a٢ +

p
n
a٢١
]
− ٢(N−١)ν

(ν−٢) a١ + ١

همانی غیر هدف ماتریس برای انقباضی، برآوردگر ۵.٣

به�صورت هدف ماتریس که می�پردازیم انقباضی ضریب برآورد برای حالتی بررسی به بخش این در
ماتریس اصلی قطر روی عناصر شامل قطری ماتریس DṠ = diag(Ṡ) آن در که باشد T = DṠ

می�توان حالت این در پس است. آن بودن مثبت معین نیز ماتریس این ویژگی می�باشد. Ṡ
به�صورت را (٣.٣) واریانس-کوواریانس ماتریس برآوردگر

S∗ = λDṠ + (١− λ)Ṡ

در با و دو درجه زیان کردن کمینه از استفاده با را انقباضی پارامتر نیز قسمت این در نوشت.
بیان T = µλI هدف ماتریس که ٣.٣ بخش مشابه می�آوریم. به�دست فروبنیوس نرم گرفتن نظر
قبل اما می�نماییم. محاسبه را نظر مورد ضرایب T = DṠ گرفتن نظر در با قسمت این در گردید،
اسکالرها، از استفاده با بهینه انقباضی پارامتر محاسبه برای که است شده آورده ادامه در لمی آن از

گیرد. قرار توجه مورد باید

کنید فرض ** .١.۵.٣ لم

α٢
Dṡ

= E[||Σ−DṠ||
٢] =

∫ ∞

٠
Et[||Σ−DṠ||

٢]W٠(t)dt (۶.٣)

β٢Dṡ
= E[||Ṡ − Σ||٢] =

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − Σ||٢]W٠(t)dt (٧.٣)

و

γ٢Dṡ
= E[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩] =

∫ ∞

٠
Et[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩]W٠(t)dt (٨.٣)

داشت خواهیم آنها ترکیب با که

δ٢Dṡ
= E[||Ṡ −DṠ||

٢] =

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ −DṠ||

٢]W٠(t)dt

= α٢
Dṡ

+ β٢Dṡ
+ ٢γ٢Dṡ

(٩.٣)

واریانس- ماتریس Σ می�باشد، (٣.٣) در معرفی�شده نمونه کواریانس ماتریس Ṡ آن در که
می�باشد. (قطری) هدف ماتریس DṠ و است کوواریانس
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برهان.

δ٢Dṡ
=

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ −DṠ||

٢]W٠(t)dt

=

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − Σ||٢]W٠(t)dt+

∫ ∞

٠
Et[||Σ−DṠ||

٢]W٠(t)dt

+

∫ ∞

٠
٢Et[⟨Ṡ − Σ,Σ−DṠ⟩]W٠(t)dt

= α٢
Dṡ

+ β٢Dṡ
+ ٢γ٢Dṡ

بیابیم. را بهینه انقباضی پارامتر بتوانیم راحتی به که داد خواهد را این امکان ما به شده ارائه ترکیب
می�نماییم تعریف را زیر موارد ابتدا ضرایب برآورد برای

DΣ = diag(Σ), a∗i =
١
p
trDi

Σ

E[tr(D٢
Ṡ
)] =

n+ ٢
n

trD٢
Σ (١٠.٣)

و
E[tr(ṠDṠ)] = E[tr(DṠṠ)] = E[tr(D٢

Ṡ
)] (١١.٣)

λای پارامتر ،Σ∗ = λDṡ + (١− λ)Ṡ کنید فرض ،١.۵.٣ لم مفروضات تحت .٢.۵.٣ قضیه

.λ =
α٢
Dṡ

+β٢
Dṡ

δ٢Dṡ

از عبارتست می�کند مینیمم را E||Σ∗ − Σ||٢ مقدار که

است. ٢.٧.٢ قضیه مشابه اثبات برهان.

،(٧.٣) ،(۶.٣) در معرفی�شده روابط ترتیب به δ٢Dṡ
و γ٢Dṡ

،β٢Dṡ
،α٢

Dṡ
اگر ** .٣.۵.٣ قضیه

را انقباضی پارامتر صورت آن در باشد، T = Ds به�صورت هدف ماتریس و (٩.٣) ،(٨.٣)
داشت خواهیم زیر به�صورت

λ =
α٢
Dṡ

+ β٢Dṡ

δ٢Dṡ

،(١١.٣) ،(١٠.٣) روابط گرفتن نظر در با برهان.

E[tr(ṠΣ)] = trΣE(Ṡ)

= trΣ
(N − ١)ν
ν − ٢ Σ

=
(N − ١)ν
ν − ٢ trΣ٢

و
E[tr(DṠΣ)] = tr(D٢

Σ) (١٢.٣)
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برای می�نماییم. محاسبه را انقباضی پارامتر سپس و پرداخته موردنظر ضرایب محاسبه�ی به ابتدا
داریم منظور این

δ٢Dṡ
= E[||Ṡ −DṠ||

٢] =

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ −DṠ||

٢]W٠(t)dt

آن در که

Et[||Ṡ −DṠ||
٢] = Et

[
tr(Ṡ −DṠ)(Ṡ −DṠ)

T

p

]

= Et

[
trṠṠT

p
−
٢trṠDT

Ṡ

p
+
trDṠD

T
Ṡ

p

]

=
١
p
Et[tr(Ṡ

٢)]− ٢
p
Et[tr(ṠDṠ)] +

١
p
Et[trD

٢
Ṡ
]

=
n+ ١
np

tr(t−١Σ)٢ +
١
np

(trt−١Σ)٢

− ٢
p
Et[tr(D

٢
Ṡ
)] +

١
p
Et[tr(D

٢
Ṡ
)] +

١
p
Et[tr(D

٢
Ṡ
)]

=
n+ ١
np

t−٢trΣ٢ +
١
np
t−٢(trΣ)٢

− ٢(n+ ٢)
np

trD٢
Σ +

n+ ٢
np

trD٢
Σ

داشت خواهیم ٣.٢.٣ لم به توجه با حال

δ٢Dṡ
= E[||Ṡ −DṠ||

٢] =

∫ ∞

٠
Et[||Ṡ −DṠ||

٢]W٠(t)dt

=

∫ ∞

٠

n+ ١
np

t−٢trΣ٢W٠(t)dt+

∫ ∞

٠

١
np

(trt−١Σ)٢W٠(t)dt

−
∫ ∞

٠

٢(n+ ٢)
np

trD٢
ΣW٠(t)dt+

∫ ∞

٠

n+ ٢
np

trD٢
ΣW٠(t)dt

=
n+ ١
np

trΣ٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt+

١
np

(trΣ)٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt

− ٢(n+ ٢)
np

trD٢
Σ

∫ ∞

٠
W٠(t)dt+

n+ ٢
np

trD٢
Σ

∫ ∞

٠
W٠(t)dt

داریم ۴.٢.٣ لم گرفتن نظر در با همچنین

δ٢Dṡ
=

١
(ν٢ − ١)

[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− n+ ٢

n
a∗٢

داریم مشابه بطور

γ٢Dṡ
= E[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩] =

∫ ∞

٠
Et[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩]W٠(t)dt
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آن در که

Et[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩] = Et

[
tr(Σ−DṠ)(Ṡ − Σ)T

p

]

= Et

[
trΣṠ

p
− trΣΣT

p
− trDṠṠ

T

p
+
trDṠΣ

T

p

]

=
١
p
trEt(Ṡ)−

١
p
trΣ٢ − ١

p
Et(tr(D

٢
Ṡ
)) +

١
p
ΣDΣ

=
(N − ١)ν
p(ν − ٢) trΣ− ١

p
trΣ٢ − n+ ٢

n
trD٢

Σ +
١
p
trΣDΣ

داشت خواهیم ٣.٢.٣ لم به توجه با حال

γ٢Dṡ
= E[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩] =

∫ ∞

٠
Et[⟨Σ−DṠ, Ṡ − Σ⟩]W٠(t)dt

=

∫ ∞

٠

(N − ١)ν
p(ν − ٢) trΣW٠(t)dt−

∫ ∞

٠

١
p
trΣ٢W٠(t)dt

−
∫ ∞

٠

n+ ٢
n

trD٢
ΣW٠(t)dt+

∫ ∞

٠

١
p
trΣDΣW٠(t)dt

داریم ۴.٢.٣ لم گرفتن نظر در با همچنین

γ٢Dṡ
=

(N − ١)ν
ν − ٢ a١ − a٢ −

n+ ٢
n

trD٢
Σ + a١DΣ

داریم α٢
Dṡ

برای مشابه بطور

α٢
Dṡ

= E[||Ṡ − Σ||٢] =
∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − Σ||٢]W٠(t)dt

آن در که

Et[||Ṡ − Σ||٢] = Et

[
tr(Ṡ − Σ)(Ṡ − Σ)T

p

]

=
Ettr(Ṡ

٢)

p
− ٢Et(trṠΣ)

p
+
Et(trΣ

٢)

p

=
n+ ١
np

tr(t−١Σ)٢ +
١
np
t−٢(trΣ)٢ − ٢trΣ(N − ١)

p
Σ + a٢
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داشت خواهیم ٣.٢.٣ لم به توجه با حال

α٢
Dṡ

= E[||Ṡ − Σ||٢] =
∫ ∞

٠
Et[||Ṡ − Σ||٢]W٠(t)dt

=

∫ ∞

٠

n+ ١
np

tr(t−١Σ)٢W٠(t)dt+

∫ ∞

٠

١
np
t−٢(trΣ)٢W٠(t)dt

−
∫ ∞

٠

٢trΣ(N − ١)
p

t−١ΣW٠(t)dt+

∫ ∞

٠
a٢W٠(t)dt

=
n+ ١
np

trΣ٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt+

١
np

(trΣ)٢
∫ ∞

٠
t−٢W٠(t)dt

− ٢trΣ(N − ١)
p

t−١Σ

∫ ∞

٠
W٠(t)dt+

∫ ∞

٠
a٢W٠(t)dt

داریم ۴.٢.٣ لم گرفتن نظر در با همچنین

α٢
Dṡ

=
١

(ν٢ − ١)

(
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

)
− a٢

(
٢(N − ١)ν
ν − ٢ − ١

)
داشت خواهیم ،(٩.٣) ترکیب به توجه با β٢D محاسبه�ی برای

β٢Dṡ
= δ٢D − α٢

D − ٢γ٢D

=
١

(ν٢ − ١)

[
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

]
− n+ ٢

n
a∗٢

− ١
(ν٢ − ١)

(
n+ ١
n

a٢ +
p

n
a٢١

)
− a٢

(
٢(N − ١)ν
ν − ٢ − ١

)
− ٢

(
(N − ١)ν
ν − ٢ a١ − a٢ −

n+ ٢
n

trD٢
Σ + a١DΣ

)
= −n+ ٢

n
a∗٢ −

٢(N − ١)ν
ν − ٢ a٢ + a٢ −

٢(N − ١)ν
ν − ٢ a١ + ٢a٢

+
٢(n+ ٢)

n
trD٢

Σ − ٢a١DΣ

شد خواهد حاصل زیر به�صورت انقباضی پارامتر نهایت در

λ =
α٢
Dṡ

+ β٢Dṡ

δ٢Dṡ

شبیه�سازی مطالعه ۶.٣

ماتریس سه از یک هر برای می�گیرد. قرار مقایسه مورد یکدیگر با برآوردگرها کارایی بخش این در
مقایسه و داده انجام را زیر مراحل T = Ds و T = I ،T = µI یعنی فصل این در معرفی�شده

می�دهیم. انجام را
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Σ مثبت معین ماتریس و صفر میانگین بردار با p−متغیره ،t توزیع از داده n + ١ منظور بدین
توزیع از آن ویژه�ی مقادیر که می�کنیم ایجاد گونه�ای به را Σ مثبت معین ماتریس می�کنیم. تولید
(کد tr(Σ)

p
با است برابر µ مقدار همچنین باشند. شده تولید (٠٫۵,١٠٫۵) بازه روی یکنواخت

است). شده آورده آ پیوست در موردنظر برنامه
ازای به (١٢.٢) و (١١.٢) ،(١٠.٢) ،(٩.٢) رابطه�های از استفاده با شده برآورد انقباضی پارامتر
شده ارائه زیر جداول در انقباضی برآوردگرهای آن دنبال به و مختلف �آزادی�های درجه و p ،n

است.

df = و۵ T = µλI ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :١.٣ جدول

شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ
٠/٨٣۵٧ ٠ بهینه λ
٠/٧٢٠٨ ٠/٠۶٧٠ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧٣٣٧ ٠/٠۶٨١ λRBLW

٠/۶٩۶۴ ٠/٠۶۴٧ λSS

df = و١٠ T = µλI ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٢.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٧٨٧۶ ٠ λبهینه
٠/٧۴١۴ ٠/٠۶٧٠ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧٣٧٣ ٠/٠۶٧٨ λRBLW

٠/٧٢۶٩ ٠/٠۶٩١ λSS

df = و١٠٠ T = µλI ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٣.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/۶٩٢۶ ٠ λبهینه
٠/۶۶۵٢ ٠/٠۶۴٧ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧٢٧٣ ٠/٠۶٨٧ λRBLW

٠/۶۴٧٣ ٠/٠۶٢۴ λSS
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df = ۵ و T = µλI ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۴.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۶٣/٧٨۵١ S
٨٧/١٨٣٩ ٨/١٧۴٧ SFS

٨٧/۵۴٣۵ ٧/٩۴۵٣ SLW

٨٧/۶١١٢ ٧/٩٠٢١ SRBLW

٨۶/٢۶۶ ٨/٧۶٠٢ SSS

df = ١٠ و T = µλI ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۵.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۴۵/٢٩٨٢ S
٨۶/۴٢٧۶ ۶/١۴٨٠ SFS

٨٣/٧۴٢۶ ٧/٣۶۴٢ SLW

٨۶/٣٣٣۴ ۶/١٩٠٧ SRBLW

٨۶/٠٧۵۴ ۶/٣٠٧۵ SSS

df = ١٠٠ و T = µλI ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۶.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١۵/۴٢٨۴ S
٧١/٢١٣٩ ۴/۴۴١٢ SFS

۵٨/٧١۶۴ ۶/٣۶٩۴ SLW

٧١/٣٣٩٨ ۴/۴٢١٨ SRBLW

٧٠/٩۶٩۶ ۴/۴٧٨٩ SSS

df = و۵ T = µλI ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٧.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩۴۶٣ ٠ λبهینه
٠/٨٩٩۵ ٠/٠۶٠٨ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧۴٣٧ ٠/٠۴٨١ λRBLW

٠/٨٧٢٨ ٠/٠۵٨١ λSS



۶٩ شبیه�سازی مطالعه .۶.٣

df = و١٠ T = µλI ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٨.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨٣۶٨ ٠ λبهینه
٠/٧٨٣٢ ٠/٠۵۶٧ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧٣١۵ ٠/٠۴٩٨ λRBLW

٠/٧۶۵٢ ٠/٠۵٣۶ λSS

df = و١٠٠ T = µλI ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٩.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨٢١١ ٠ λبهینه
٠/٨١۵٠ ٠/٠۵۶٣ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧٣٣٣ ٠/٠۵١۶ λRBLW

٠/٧٩۶١ ٠/٠۵۵۶ λSS

df = ۵ و T = µλI ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :١٠.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٨۵/٢۴٣٨ S
٩٣/۵١۶٢ ۵/۵٢۶٩ SFS

٩٣/٣۴۴٨ ۵/۶٧٣١ SLW

٨٩/۵۶٢۶ ٨/٨٩٧١ SRBLW

٩٣/٢٠٣۵ ۵/٧٩٣۵ SSS

df = ١٠ و T = µλI ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :١١.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٨٠/۴٩۴٢ S
٩٠/٣٧۵٢ ٧/٧۴٧٣ SFS

٨٩/٩۴۵۵ ٨/۴۶۴١ SLW

٨٨/٩٢٩٨ ٨/٩١٠٨ SRBLW

٨٩/٩۴۵۵ ٨/٠٩٣٢ SSS



٧٠ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٣

df = ١٠٠ و T = µλI ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :١٢.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣۴/٩۶۶٠ S
٨٠/٣٨۶٣ ۶/٨۵٨١ SFS

٧۶/١٠٢٩ ٨/٣۵۵٨ SLW

٧۶/۶٢۴٩ ٧/١٢۴٣ SRBLW

٨٠/٣۵۴٨ ۶/٨۶٩١ SSS



٧١ شبیه�سازی مطالعه .۶.٣

df = و۵ T = µλI ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :١٣.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٨٩٩ ٠ λبهینه
٠/٩٨٩١ ٠/٠٢١٢ λFS

٠/٩۶٧۵ ٠/٠٣٩٩ λLW
٠/٧۴٣٧ ٠/٠١۶۴ λRBLW

٠/٧٩۵١ ٠/٠١٣٧ λSS

df = و١٠ T = µλI ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :١۴.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٨۶٨ ٠ λبهینه
٠/٩٨۶۴ ٠/٠٢٣١ λFS

٠/٩۶۵١ ٠/٠۴۵٠ λLW
٠/٧۴٠٨ ٠/٠١٨٠ λRBLW

٠/٧٩۴٢ ٠/٠١۴۶ λSS

df = و١٠٠ T = µλI ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :١۵.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٧۵٩ ٠ λبهینه
٠/٩٨٣٨ ٠/٠٢۴٧ λFS

٠/٩۶٢٧ ٠/٠۴۵٩ λLW
٠/٧۵٠٢ ٠/٠١٧۵ λRBLW

٠/٧٩٣٠ ٠/٠١۵٠ λSS

df = ۵ و T = µλI ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :١۶.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١٩۵٢/١۴ S
٩٩/۶٠٠٧ ٧/۶٩۴۶ SFS

٩٩/۵٣۶٧ ٩/٠۴٣۴ SLW

٩٣/٣٢۶١ ١٣٠/٢٨٢٩ SRBLW

٩۵/۶۴٧٧ ٨۴/٩۶١٩ SSS



٧٢ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٣

df = ١٠ و T = µλI ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :١٧.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۶۴۴/۵۴۵٢ S
٨/٩٩۴٧ ٩٨/۶٠۴۴ SFS

٩٨/۵۵٨۶ ٩/٢٨٩٩ SLW

٩٢/۴٩٢٣ ۴٨/٣٩٠٢ SRBLW

٩۴/٨۶٠٠ ٣٣/١٢٩٢ SSS

df = ١٠٠ و T = µλI ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :١٨.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۴٩۶/٣٣١٣ S
٩٨/١٧٧۵ ٩/٠۴۵٣ SFS

٩٨/١۵٣۴ ٩/١۶۵٢ SLW

٩٢/٣۴۶٢ ٣٧/٩٨٨٢ SRBLW

٩۴/۶۴٣۴ ٢۶/۵٨۶١ SSS

df = ١٠ و T = I ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :١٩.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠٫٨٣۵۶ ٠ بهینه λ
٠٫٧٨۶۴ ٠٫٠٧٣٧ λFS

١ ٠ λLW
٠٫٧٧٢٢ ٠٫٠٧٢۶ λSS

df = و۵ T = I ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٢٠.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨٣١۶ ٠ λبهینه
٠/۶۵٣٩ ٠/٠۵٧٣ λFS

١ ٠ λLW
٠/۶٣٧٩ ٠/٠۵٧۵ λSS



٧٣ شبیه�سازی مطالعه .۶.٣

df = ١٠٠ و T = I ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٢١.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/۶٧۴٢ ٠ λبهینه
٠/۶٧٣۴ ٠/٠۶۴٧ λFS

١ ٠ λLW
٠/۶۵۵۴ ٠/٠۶٢٧ λSS

df = ۵ و T = I ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :٢٢.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١۵٠/۶١٣١ S
٨٨/٢٣٠۴ ١٧/٧٢۶۴ SFS

٧٧/۴٩۵٢ ٣٣/٨٩۵٠ SLW

٩٢/٣۴۶٢ ٣٧/٩٨٨٢ SRBLW

٨٧/٧۶۴٩ ١٨/۴٢٧۶ SSS

df = ١٠ و T = I ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :٢٣.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣٣/۵۴٨۴ S
۴٠/٨٩١٣ ١٩/٨٣٠٠ SFS

١/٠٠۵ ٣٣/٢١٠٩ SLW

۴٢/٧٨٣٣ ١٩/١٩۵٢ SSS

df = ١٠٠ و T = I ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :٢۴.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١٨/٠٨٩۴ S
٢٠/٧۴٠٩ ١۴/٣٣٧۵ SFS

۶١/٨۴٠٠ ٢٩/٢٧۶٠ SLW

٢٣/۵٢٣٩ ١٣/٨٣۴١ SSS

df = ۵ و T = I ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٢۵.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٣۴٠ ٠ λبهینه
٠/٨٧۴٨ ٠/٠۶٢٨ λFS

١ ٠ λLW
٠/٨۵١۶ ٠/٠۶٠۵ λSS



٧۴ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٣

df = و١٠ T = I ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٢۶.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨٠٣٢ ٠ λبهینه
٠/٧٧٨٩ ٠/٠۵۵١ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧۶٣۴ ٠/٠۵٢٩ λSS

df = و١٠٠ T = I ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :٢٧.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨٣۶٠ ٠ λبهینه
٠/٨٠۴٨ ٠/٠۵٧۶ λFS

١ ٠ λLW
٠/٧٨٨۶ ٠/٠۵۵٨ λSS

df = ۵ و T = I ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :٢٨.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۴۴۴/١۴٩٨ S
٩۴/٩۴٧۴ ٢٢/۴۴٠٩ SFS

٩٢/۵٩۶٨ ٣٢/٨٧٣٠ SLW

٩۴/٩۴۴۵ ٢٢/۴۵٣٧ SSS

df = ١٠ و T = I ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :٢٩.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣٧/۵۶۶٧ S
۵٣/٩٠٣٣ ١٧/٣١٧٠ SFS

٣١/٣٧۵۵ ٢۵/٧٧٩٩ SLW

۵۴/٨۵۴٩ ١۶/٩۵٩۵ SSS

df = ١٠٠ و T = I ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :٣٠.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٢٩/٨٣٩۶ S
۴۶/۴۴۴١ ١۵/٩٨٠٨ SFS

٢١/۴٧۴۵ ٢٣/۴٣١٧ SLW

۴٧/٨٨۴٩ ١۵/۵۵٠٩ SSS



٧۵ شبیه�سازی مطالعه .۶.٣

df = و۵ T = I ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :٣١.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٩۵٨ ٠ λبهینه
٠/٩٨٩۴ ٠/٠٢١٧ λFS

٠/٩۶٧٨ ٠/٠۴٢٠ λLW
٠/۶٩۵٧ ٠/٠١۴۴ λSS

df = و١٠ T = I ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :٣٢.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٩٠٢ ٠ λبهینه
٠/٩٨٧٧ ٠/٠٢١۴ λFS

٠/٩۶۶۵ ٠/٠۴٣٢ λLW
٠/۶٩۵٠ ٠/٠١۴١ λSS

df = و١٠٠ T = I ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :٣٣.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٨۵٢ ٠ λبهینه
٠/٩٨٨٨ ٠/٠٢٢٢ λFS

٠/٩۶۶٩ ٠/٠۴٣١ λLW
٠/۶٩۵٠ ٠/٠١٣٩ λSS

df = ۵ و T = I ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :٣۴.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۴٨٣٠/۶۶۶ S
٩٩/۵٠۴١ ٢٣/٩۵٠٧ SFS

٩٩/۴۶۴۵ ٢۵/٨۶۴٩ SLW

٩۵/٧۴٨۴ ٢٠۵/٣٧٨۴ SSS

df = ١٠ و T = I ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :٣۵.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١٣۶٣/٧٨۶ S
٩٧/۶١٠٢ ٣١/٢٢٨٠ SFS

٩٧/٧۴٣۶ ٣٠/٧٧٢٢ SLW

٩۴/۵٧۶۴ ٧٣/٩۶۵٧ SSS



٧۶ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٣

df = ١٠٠ و T = I ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :٣۶.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٨٨٣/٩٨٧٣ S
٩۶/٢١٧٨ ٣٣/۴٣٣۵ SFS

٩۶/٣١١٣ ٣٢/۶٠٧۴ SLW

٩٣/۵۴٧٨ ۵٧/٠٣۶٣ SSS

df = و۵ T = Ds ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٣٧.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩۵۶٢ ٠ λبهینه
٠/٧١٣٩ ٠/٠٧٠٠ λFS

٠/٧١٣۴ ٠/٠۶٨٨ λSS

df = و١٠ T = Ds ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٣٨.٣ جدول

شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ
٠/٧۴٠٠ ٠ λبهینه
٠/۶٠٨٩ ٠/٠۵۴۵ λFS

٠/۵٨٢٠ ٠/٠۵٣۴ λSS

df = و١٠٠ T = Ds ،p = ٢٠ ،n = ۴٠ برای λ برآورد :٣٩.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/۵۶٣٢ ٠ λبهینه
٠/۵٨۴۶ ٠/٠۵٧٩ λFS

٠/۵٨۵۶ ٠/٠۵۶۴ λSS

df = ۵ و T = Ds ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۴٠.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣٠٢/٧١۶٣ S
−٣٢١/۶٢٧٢ ١٢۴٧/٣٣۴ SFS

−٣٢١/٠٢۵١ ١٢٧۴/۵١٢ SSS



٧٧ شبیه�سازی مطالعه .۶.٣

df = ١٠ و T = Ds ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۴١.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣٨/۶٠۵٢ S
−٨۵۴/٠٢٧١ ٣۶٩/٢۵٨١ SFS

−٧٧۵/۴٣٣٢ ٣٣٨/٨٣٨٢ SSS

df = ١٠٠ و T = Ds ،n = ۴٠ ،p = ٢٠ برای انقباضی برآوردگر :۴٢.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١٠/٩١٠٠ S
−١٣٠۵/۶٨٨ ١۵٣/٣۶١٣ SFS

−١٣١٠/۶١٣ ١۵٣/٨٩٨٧ SSS

df = ۵ و T = Ds ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :۴٣.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨٨۶٠ ٠ λبهینه
٠/٨٠٣٧ ٠/٠۵۶٢ λFS

٠/٧٨۵۵ ٠/٠۵٣٨ λSS

df = و١٠ T = Ds ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :۴۴.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٨۴٧٩ ٠ λبهینه
٠/٧٨۴٠ ٠/٠۵۵١ λFS

٠/٧۶۵٣ ٠/٠۵٢٩ λSS

df = و١٠٠ T = Ds ،p = ٣٠ ،n = ٣٠ برای λ برآورد :۴۵.٣ جدول

شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ
٠/٨۶٨١ ٠ λبهینه
٠/٨۴٠٨ ٠/٠۵۶۵ λFS

٠/٨١٨۶ ٠/٠۵۵٢ λSS



٧٨ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٣

df = ۵ و T = Ds ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :۴۶.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ١١٩/۶٠٧۴ S
−٨۶٨/۵٣٢٨ ١١۵٢/۴۵۶ SFS

−٨٢٠/٩٣۵٨ ١١٠١/۵٠٧ SSS

df = ١٠ آزادی درجه و T = Ds ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :۴٧.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣٨/٢٩١٠ S
−١٩٢۶/۴١٣ ٧٧۵/٩٣۴٩ SFS

−١٨٣٢/٨٠٨ ٧۴٠/٠٩٢٧ SSS

df = ١٠٠ و T = Ds ،n = ٣٠ ،p = ٣٠ برای انقباضی برآوردگر :۴٨.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ٣۴/٨٧١۴ S
−١٨۵١/٧٧۴ ۶٨٠/۶١٢٣ SFS

−١٧۴٩/٨۶ ۶۴۵/٠٧٣٣ SSS

df = و۵ T = Ds ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :۴٩.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٨٣۶ ٠ λبهینه
٠/٩٨٧۴ ٠/٠٢٢١ λFS

٠/٧٩۴٢ ٠/٠١۴۴ λSS

= و١٠ T = Ds ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :۵٠.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٨۵۶ ٠ λبهینه
٠/٩٨٧٨ ٠/٠٢٢٧ λFS

٠/٧٩۴۶ ٠/٠١۴٣ λSS

df = و١٠٠ T = Ds ،p = ١٠٠ ،n = ۵ برای λ برآورد :۵١.٣ جدول
شبیه�سازی�شده میانگین� استاندارد خطای λ

٠/٩٨۵١ ٠ λبهینه
٠/٩٨۶۶ ٠/٠٢٢۶ λFS

٠/۶٩۴۶ ٠/٠١۴٢ λSS



٧٩ شبیه�سازی مطالعه .۶.٣

df = ۵ و T = Ds ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :۵٢.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۶٣٩/٩۵١٢ S
−۵٧٧/٩۵۴٨ ۴٣٣٨/۵٨ SFS

−٣۴٣/٢٣٨٩ ٢٨٣۶/۵١٣ SSS

df = ١٠ و T = Ds ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :۵٣.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۵٨٠/۶۴۴ S
−۵۵٠/۴٧٣۶ ٣٧٧۶/٩٣۶ SFS

−٣٣٢/٠۵۵۵ ٢۵٠٨/٧٠۴ SSS

df = ١٠٠ و T = Ds ،n = ۵ ،p = ١٠٠ برای انقباضی برآوردگر :۵۴.٣ جدول
نسبی بهبود درصد مخاطره برآوردگر

٠ ۵٣١/٢۵٣١ S
−۵۶۵/٠۴٩٨ ٣۵٣٣/٠٩٨ SFS

−٣٣۵/٧٨٢٧ ٢٣١۵/١٠٩ SSS

و مخاطره متغیره p ،t توزیع آزادی درجه افزایش با که فهمید می�توان شده ارائه نتایج به توجه با
پارامتر عددی مقدار pافزایش و nکاهش با همچنین می�یابد. کاهش بهینه پارامتر عددی مقدار

می�شود. بزرگتر انقباضی



٨٠ چندمتغیره t توزیع در کوواریانس ماتریس انقباضی برآوردگر .٣



آ� پیوست

آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه،
R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق

حاصل برآوردگر می�باشد، n > p که زمانی واریانس-کوواریانس، ماتریس برای مناسب برآوردگر
ماتریس برای را خوب شرایط دیگر بعد افزایش با اما است. ماکزیمم درستنمایی روش از
نظرگرفته در زیان تابع به توجه با که بود برآوردگری دنبال به باید و نداشته واریانس-کوواریانس
در انقباضی برآوردگرهای از مجموعه چهار پایان�نامه این در باشد. کمتری مخاطره دارای شده
قرار مقایسه مورد و معرفی p−�متغیره نرمال توزیع یک واریانس-کوواریانس ماتریس برآورد
ابعاد در (٢٠١١) فیشر و سان برآوردگر که داد نشان واقعی مثال و شبیه�سازی مطالعات گرفت.
با همچنین دارد. برآوردگرها سایر با مقایسه در بیشتری کارایی بودن، نرمال فرض تحت بالاتر،
(S) نمونه کوواریانس ماتریس برآوردگر بعد افزایش با می�شود دیده شبیه�سازی نتایج از استفاده

نماید. برآورد را واریانس-کوواریانس ماتریس خوبی به نمی�تواند
پارامتر شده، معرفی هدف ماتریس سه برای ٣.٢.٣ قضیه تکنیک از استفاده با توانستیم همچنین
t توزیع واریانس-کوواریانس ماتریس برای مطلوبی برآوردگر آن دنبال به و مناسب انقباضی
می�توان مطرح�شده موضوعات و پایان�نامه این در آمده به�دست نتایج به توجه با بیابیم. چندمتغیره

کرد. تحقیق زیر موارد بر آینده در

برآوردگری می�توان بود؛ محدب خطی ترکیبی پایان�نامه این در مطرح�شده انقباضی برآوردگر -١
مورد ترکیب در غیرقطری هدف ماتریس�های از یا باشد. نداشته خطی حالت که کرد تعریف
گرفته نظر در قطری هدف ماتریس که حالتی با را حاصل برآوردگرهای و کرد استفاده نظر

خطا). میزان و اریبی (واریانس، نمود مقایسه می�شود،

زیان توابع از می�توان بود. دو درجه زیان تابع پایان�نامه، این در استفاده مورد زیان تابع -٢



٨٢ R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه، آ�.

را برآوردگر رفتار و نمود استفاده ... و ٢ آنتروپی زیان تابع ،١ لینکس زیان تابع مانند دیگر
داد. قرار بررسی مورد

در که را بیضی�گون دیگر توزیع�های و نمود حذف را داده�ها بودن t یا نرمال توزیع فرضیه -٣
گرفت. نظر در جامعه مدل عنوان به شد اشاره آن به اول فصل

بیزی. حالت برای تعمیم -۴

١Linex
٢Antropy



٨٣ R نرم�افزار دستورهای آ�.١.

R نرم�افزار دستورهای آ�.١

با دوم فصل و اول فصل در موجود نمودارهای رسم برای نیاز مورد دستورهای قسمت این در
است. آمده R نرم�افزار از استفاده

١.١ شکل در دومتغیره نرمال توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .١ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از

f<-function(x,y){
z<-((det(Sigma)^(-0.5))/(2*pi))*exp(-(0.5)*(x^2+0.1*y^2))
}
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)

از ٢.١ شکل در دومتغیره t توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .٢ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای

f<-function(x,y){
z<-(((det(Sigma)^(-0.5))*gamma(3/2))/((pi)*gamma(1/2)))
*((1+(x^2+0.1*y^2))^(-3/2))
}
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)

٣.١ شکل در دومتغیره کوشی توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .٣ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از

Sigma<-matrix(c(1,0,0,10),nrow=2)
y<-x<-seq(-3,3,length=50)
f<-function(x,y){
z<-(((det(Sigma)^(-0.5))*gamma(3/2))/((pi)*gamma(1/2)))
*((1+(x^2+0.1*y^2))^(-3/2))}



٨۴ R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه، آ�.

z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)

شکل در دومتغیره لجستیک توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .۴ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ۴.١

Sigma<-matrix(c(1,0,0,10),nrow=2)
y<-x<-seq(-3,3,length=50)
f<-function(x,y){
z<-det((det(Sigma)^(-0.5))*1/(2*pi)^(-1))*(exp(-0.5*(x^2
+0.1*y^2))/((1+exp(-0.5*(x^2+0.1*y^2)))^2))}
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)

شکل در دومتغیره توانی نمایی توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .۵ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ۵.١

Sigma<-matrix(c(1,0,0,10),nrow=2)
y<-x<-seq(-3,3,length=50)
f<-function(x,y){
z<-(((det(Sigma)^(-0.5))*3*gamma(1)*(3^(1/3)))/((2*pi)*gamma(1/3)))*
exp(-(3/2)*((x^2+0.1*y^2)^3))}
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)



٨۵ R نرم�افزار دستورهای آ�.١.

۶.١ شکل در دومتغیره کاتز توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .۶ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از

Sigma<-matrix(c(1,0,0,10),nrow=2)
y<-x<-seq(-3,3,length=50)
f<-function(x,y){
z<-(((det(Sigma)^(-0.5))*gamma(1)*3)/((2*pi)*gamma(1)))*
exp(-(3/2)*(x^2+0.1*y^2))^3}
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)

شکل در دومتغیره لاپلاس توزیع در تراز منحنی�های و چگالی تابع نمودارهای رسم برای .٧ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٧.١

Sigma<-matrix(c(1,0,0,10),nrow=2)
y<-x<-seq(-3,3,length=50)
f<-function(x,y){
z<-(((det(Sigma)^(-0.5))*(0.5)*gamma(1)*2)/((2*pi)*gamma(2)))*
exp(-((sqrt(2))/2)*((x^2+0.1*y^2)^(1/2)))}
z<-outer(x,y,f)
persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
ticktype="detailed",xlab="X",ylab="Y",zlab="f(x,y)")
library(lattice)
contourplot(z)

شده معرفی انقباضی پارامترهای به مربوط ۴.٢ و ٣.٢ ،٢.٢ ،١.٢ نمودارهای رسم برای .٨ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٢ فصل در

library("Matrix")
library("mnormt")
library("lattice")
library("matrixcalc")
#library("corpcor")



٨۶ R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه، آ�.

N=5
n=N-1
m=0.5
M=10.5
p=100
mean=as.vector(c(rep(0,p)))
Norm2=function(A,p){

matrix.trace(A%*%t(A))/p
}
PD=function(p,m,M){

d=as.vector(runif(p,m,M))
lam=diag(d)
H=diag(1,p,p)
sigma=H%*%lam%*%t(H)
return(sigma)

}
sigma=PD(p,m,M)
X=rmvnorm(n+1,mean,sigma)
S=cov(X)
FS<-function(X){

N=dim(X)[1]
p=dim(X)[2]
n=N-1
S<-cov(X)
S.2<-S%*%S
a1.hat=matrix.trace(S)/p
a2.hat=(n^2/(n-1)/(n+2))*(sum(diag(S.2))-sum(diag(S))^2/n)/p;
mu.hat=a1.hat
beta2.hat=a2.hat/n+(p/n)*(a1.hat^2)
delta2.hat=((n+1)/n)*a2.hat+((p-n)/n)*a1.hat^2
optimal.landa=beta2.hat/delta2.hat
return(optimal.landa)

}



٨٧ R نرم�افزار دستورهای آ�.١.

LW<-function(X) {
n=N-1
S <- cov(X);
mu <- matrix.trace(S)/p;
Iden <- diag(rep(1,p));
tmp <- S - mu*Iden;
delta <- matrix.trace(tmp%*%tmp)/p;
X <- t(X);
Beta.tmp <- (sum(((X^2)%*%t(X^2)/(n+1))) - sum(S^2) )/((n+1)*p);
Beta <- min(delta, Beta.tmp);
alpha <- delta - Beta;
c(alpha, Beta, delta);
return(Beta/delta)

}

RBLW<-function(X){
n=N-1
Sum=matrix(0,p,p)
for(i in 1:n)
Sum=Sum+X[i,]%*%t(X[i,])

S.hat=(1/n)*Sum
sum=0
for(i in 1:n){
sum=sum+matrix.trace(((X[i,]%*%t(X[i,]))-S.hat)%*%t((X[i,]
%*%t(X[i,]))-S.hat))/p

}
(((n-2)/n)*matrix.trace(S.hat%*%S.hat)+(matrix.trace(S.hat))^2)/((n+2)*
(matrix.trace(S.hat%*%S.hat)-((matrix.trace(S.hat))^2)/p))

}

FS<-function(X){
N=dim(X)[1]
p=dim(X)[2]
n=N-1



٨٨ R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه، آ�.

S<-cov(X)
S.2<-S%*%S
a1.hat=matrix.trace(S)/p
a2.hat=(n^2/(n-1)/(n+2))*(sum(diag(S.2))-sum(diag(S))^2/n)/p;
mu.hat=a1.hat
beta2.hat=a2.hat/n+(p/n)*(a1.hat^2)
delta2.hat=((n+1)/n)*a2.hat+((p-n)/n)*a1.hat^2
landa=beta2.hat/delta2.hat
return(landa)

}

SS<-function(X){
estimate.lambda(X,verbose=FALSE)

}

l.RBLW=as.vector(c(rep(0,p)))
l.FS=as.vector(c(rep(0,p)))
l.SS=as.vector(c(rep(0,p)))
l.LW=as.vector(c(rep(0,p)))
for(i in 2:p){

X=rmvnorm(n+1,mean,sigma)
l.LW[i]=LW(X)
l.RBLW[i]=RBLW(X)
l.FS[i]=FS(X)

l.SS[i]=SS(X)
}

barplot(l.LW,xlab="p",ylab=expression(paste(lambda[LW])))
barplot(l.RBLW,xlab="p",ylab=expression(paste(lambda[RBLW])))
barplot(l.FS,xlab="p",ylab=expression(paste(lambda[FS])))
barplot(l.SS,xlab="p",ylab=expression(paste(lambda[SS])))

R نرم�افزار در زیر دستورهای از ١.٢ - ١۵.٢ جداول در آمده بدست مقادیر محاسبه برای .٩ دستور
می�کنیم. استفاده

library("base");library("colorspace");library("mnormt");library("lattice");



٨٩ R نرم�افزار دستورهای آ�.١.

library("Matrix")
library("Rcpp");library("minqa");library("lme4");library("fastGHQuad");
library("mixAK")
library("mvtnorm");library("matrixcalc");library("corpcor")

PD <- function(p,m,M) {
d <- as.vector(runif(p, m, M))
Lam <- diag(d)
H<- rRotationMatrix(1, p)
Sigma <- H%*%Lam%*%t(H)
return(Sigma)

}

Norm2=function(A,p){
matrix.trace(A%*%t(A))/p

}

FS<-function(X){
N=dim(X)[1]
p=dim(X)[2]
n=N-1
S<-cov(X)
S.2<-S%*%S
a1.hat=matrix.trace(S)/p
a2.hat=(n^2/(n-1)/(n+2))*(sum(diag(S.2))-sum(diag(S))^2/n)/p;
mu.hat=a1.hat
beta2.hat=a2.hat/n+(p/n)*(a1.hat^2)
delta2.hat=((n+1)/n)*a2.hat+((p-n)/n)*a1.hat^2
optimal.landa=beta2.hat/delta2.hat
return(optimal.landa)

}

LW<-function(X) {
n=N-1



٩٠ R نرم�افزار برنامه�های و تحقیق آینده برای پیشنهادات نتیجه�گیری، خلاصه، آ�.

S <- cov(X);
mu <- matrix.trace(S)/p;
Iden <- diag(rep(1,p));
tmp <- S - mu*Iden;
delta <- matrix.trace(tmp%*%tmp)/p;
X <- t(X);
Beta.tmp <- (sum(((X^2)%*%t(X^2)/(n+1))) - sum(S^2) )/((n+1)*p);
Beta <- min(delta, Beta.tmp);
alpha <- delta - Beta;
c(alpha, Beta, delta);
return(Beta/delta)

}

RBLW<-function(X){
n=N-1
Sum=matrix(0,p,p)
for(i in 1:n)
Sum=Sum+X[i,]%*%t(X[i,])

S.hat=(1/n)*Sum
sum=0
for(i in 1:n){
sum=sum+matrix.trace(((X[i,]%*%t(X[i,]))-S.hat)%*%t((X[i,]%*%

t(X[i,]))-S.hat))/p
}
(((n-2)/n)*matrix.trace(S.hat%*%S.hat)+(matrix.trace(S.hat))^2)/((n+2)*

(matrix.trace(S.hat%*%S.hat)-((matrix.trace(S.hat))^2)/p))
}

SS<-function(X){
estimate.lambda(X,verbose=FALSE)

}

N=5
m=0.5



٩١ R نرم�افزار دستورهای آ�.١.

M=10.5
p=100
mean=rep(0,p)
Sigma=PD(p,m,M)
X=rmvnorm(n+1,mean,Sigma)
S=cov(X)
mu=matrix.trace(Sigma)/p
optimal.lambda=(Norm2(S-Sigma,p))/(Norm2(S-mu*diag(rep(1,p)),p))
optimal.lambda
m=1000
l.LW=l.RBLW=l.SS=l.FS=numeric(m)
for(i in 1:m){
X=rmvnorm(n+1,mean,Sigma)
l.LW[i]=LW(X)
l.RBLW[i]=RBLW(X)
l.FS[i]=FS(X)
l.SS[i]=SS(X)}

mean(l.LW)
mean(l.RBLW)
mean(l.FS)
mean(l.SS)
sd(l.LW)
sd(l.RBLW)
sd(l.FS)
sd(l.SS)
T=mu*diag(1,p,p)
S.Star=function(l)
(1-l)*S+(l*T)

Norm2(S-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.LW))-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.RBLW))-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.FS))-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.SS))-Sigma,p)
PRIAL<-function(S.star)
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((Norm2(S-Sigma,p)-Norm2(S.star-Sigma,p))/Norm2(S-Sigma,p))*100
PRIAL(S.Star(mean(l.LW)))
PRIAL(S.Star(mean(l.RBLW)))
PRIAL(S.Star(mean(l.FS)))
PRIAL(S.Star(mean(l.SS)))
PRIAL(S)

از ٢ فصل در برآوردگرها مطالعه زمان به مربوط ٨.٢ و ۶.٢ ،٧.٢ نمودارهای رسم برای .١٠ دستور
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای

# Here we calculate the respective shrinkage estimators.
# We note that the sames from the MVNormal will be the
# same since the seeds for the RNG are reset.
runDiagShrink <- function(n, Sigma) {
p <- dim(Sigma)[1];
X <- rmvnorm(n+1, rep(0, p), Sigma);
S.new <- cov.Diag.Shrink(X);
0; #Doesn't matter what we return, we are interested in time.
}
runSchaefShrink <- function(n, Sigma) {
p <- dim(Sigma)[1];
X <- rmvnorm(n+1, rep(0, p), Sigma);
S.schaef <- cov.shrink(X, lambda.var=0, verbose=FALSE);
0;
}
wrapperRuns <- function(n, p, m, seed) {
# We find a random Positive Definite Matrix Sigma
ev <- runif(p, 0.5, 10.5);
Sigma <- Posdef(p, ev);
# Set the seed to control the samples, calculate the
# time necessary for our estimator.
if(!(seed==Inf)) set.seed(seed,kind=NULL);
N <- rep(n,m);
ptm <- proc.time();
res1 <- sapply(N, runDiagShrink, Sigma=Sigma);
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time.new <- (proc.time()-ptm)[3];
# Reset the seed, calculate the time for Schaefer
# and Strimmers estimator.
if(!(seed==Inf)) set.seed(seed,kind=NULL);
ptm <- proc.time();
res1 <- sapply(N, runSchaefShrink, Sigma=Sigma);
time.sch <- (proc.time()-ptm)[3];
# Return the two run-times for m-runs
c(time.new, time.sch);
}
timingDriverN <- function(p=20, m=1000, seed=Inf) {
if(!(seed==Inf)) set.seed(seed,kind=NULL);
x.axis<-c(10, 30, 50, 100, 150, 200, 300);
y.axis<-sapply(x.axis, wrapperRuns, p=p, m=m, seed=seed);
x.limit <- max(x.axis)+25;
y.limit <- ceiling(max(y.axis)+2);
plot(x.axis, y.axis[1,], type='p', pch=22, bg="red", col="red",
xlim=c(0,x.limit), ylim=c(0,y.limit), xlab="Sample Size n+1",
ylab="Time (s)", main="Timing Study for Sample Size" );
lines(x.axis, y.axis[1,], lty="solid", col="red");
points(x.axis, y.axis[2,], pch=23, bg="blue", col="blue");
lines(x.axis, y.axis[2,], lty="dashed", col="blue");
legend(5, (y.limit), legend = c("New Estimator", "Schaefer Estimator"),
col = c("red", "blue"), pch=c(22, 23),
pt.cex=1, pt.bg=c("red","blue"), lty = c(1, 2))
}

R نرم�افزار در زیر دستورهای از ١.٣-۵۴.٣ جداول در آمده بدست مقادیر محاسبه برای .١١ دستور
می�کنیم. استفاده

library("base");library("colorspace");library("mnormt");library("lattice");
library("Matrix")
library("Rcpp");library("minqa");library("lme4");library("fastGHQuad");
library("mixAK")
library("mvtnorm");library("matrixcalc");library("corpcor")
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PD <- function(p,m,M) {
d <- as.vector(runif(p, m, M))
Lam <- diag(d)
H<- rRotationMatrix(1, p)
Sigma <- H%*%Lam%*%t(H)
return(Sigma)

}

Norm2=function(A,p){
matrix.trace(A%*%t(A))/p

}

FS<-function(X){
N=dim(X)[1]
p=dim(X)[2]
n=N-1
S<-cov(X)
S.2<-S%*%S
a1.hat=matrix.trace(S)/p
a2.hat=(n^2/(n-1)/(n+2))*(sum(diag(S.2))-sum(diag(S))^2/n)/p;
mu.hat=a1.hat
beta2.hat=a2.hat/n+(p/n)*(a1.hat^2)
delta2.hat=((n+1)/n)*a2.hat+((p-n)/n)*a1.hat^2
optimal.landa=beta2.hat/delta2.hat
return(optimal.landa)

}

LW<-function(X) {
n=N-1
S <- cov(X);
mu <- matrix.trace(S)/p;
Iden <- diag(rep(1,p));
tmp <- S - mu*Iden;
delta <- matrix.trace(tmp%*%tmp)/p;
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X <- t(X);
Beta.tmp <- (sum(((X^2)%*%t(X^2)/(n+1))) - sum(S^2) )/((n+1)*p);
Beta <- min(delta, Beta.tmp);
alpha <- delta - Beta;
c(alpha, Beta, delta);
return(Beta/delta)

}

RBLW<-function(X){
n=N-1
Sum=matrix(0,p,p)
for(i in 1:n)
Sum=Sum+X[i,]%*%t(X[i,])

S.hat=(1/n)*Sum
sum=0
for(i in 1:n){
sum=sum+matrix.trace(((X[i,]%*%t(X[i,]))-S.hat)%*%t((X[i,]%*%

t(X[i,]))-S.hat))/p
}
(((n-2)/n)*matrix.trace(S.hat%*%S.hat)+(matrix.trace(S.hat))^2)/((n+2)*

(matrix.trace(S.hat%*%S.hat)-((matrix.trace(S.hat))^2)/p))
}

SS<-function(X){
estimate.lambda(X,verbose=FALSE)

}

N=5
m=0.5
M=10.5
p=100
mean=rep(0,p)
Sigma=PD(p,m,M)
X=rt(n+1,mean,Sigma,df)
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S=cov(X)
mu=matrix.trace(Sigma)/p
optimal.lambda=(Norm2(S-Sigma,p))/(Norm2(S-mu*diag(rep(1,p)),p))
optimal.lambda
m=1000
l.LW=l.RBLW=l.SS=l.FS=numeric(m)
for(i in 1:m){

X=rt(n+1,mean,Sigma,df=5)
l.LW[i]=LW(X)
l.RBLW[i]=RBLW(X)
l.FS[i]=FS(X)
l.SS[i]=SS(X)}

mean(l.LW)
mean(l.RBLW)
mean(l.FS)
mean(l.SS)
sd(l.LW)
sd(l.RBLW)
sd(l.FS)
sd(l.SS)
T=mu*diag(1,p,p)
S.Star=function(l)

(1-l)*S+(l*T)
Norm2(S-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.LW))-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.RBLW))-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.FS))-Sigma,p)
Norm2(S.Star(mean(l.SS))-Sigma,p)
PRIAL<-function(S.star)
((Norm2(S-Sigma,p)-Norm2(S.star-Sigma,p))/Norm2(S-Sigma,p))*100

PRIAL(S.Star(mean(l.LW)))
PRIAL(S.Star(mean(l.RBLW)))
PRIAL(S.Star(mean(l.FS)))
PRIAL(S.Star(mean(l.SS)))



٩٧ R نرم�افزار دستورهای آ�.١.

PRIAL(S)
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ب پیوست

جبرخطی

،(٢٠٠٢) ١ رنچر ،(١٩٨٢) میرهد به می�توان فصل این مطالب و تعاریف از دقیق�تر اطلاع برای
کرد. مراجعه (١٣٩٢) کرمی و (١٣٨٣) ارقامی

قضایا و تعاریف ب.١

ماتریس تعریف ب.١.١. تعریف
اعضای است. ستون n و سطر m دارای که است اعداد از تایی m × n آرایه�ای ماتریس، یک
برای است. jام ستون از iام سطر عنصر aij آن در که می�باشد (aij) بصورت A مانند ماتریسی

می�نامیم. بردار یک را A ،n = ١

ماتریس اثر ب.٢.١. تعریف
ماتریس اثر را A اصلی قطر روی درایه�های مجموع است. مفروض A = (aij) ،n×nماتریس

می�دهیم. نشان tr(A) نماد با و می�نامیم A

tr(A) =
n∑

i=١

aii

٢ ماتریس ترانهاده�ی ب.٣.١. تعریف
ماتریس نماییم، تعویض آن سطرهای یا ستون با را Σ ماتریس ستون�های و سطرها جای اگر

می�شود. داده نمایش ΣT نماد با و می�شود نامیده Σ ماتریس ترانهاده حاصل
ΣT = (σij)

T = (σji)

است. ام j ستون و ام i سطر در موجود عنصر σij آن در که

.(ΣT )T = Σ داریم، Σ ماتریس هر ازای به ب.١.۴. قضیه
١Rencher
٢Transpose matrix

٩٩



١٠٠ جبرخطی ب.

Aماتریس ویژه مقادیر تعریف ب.١.۵. تعریف
مقادیر det(Σ−λIp) = ٠ معادله ریشه�های گاه آن باشد p×p مرتبه�ی از Σماتریس کنید فرض

باشد. می ویژه مقدار λ قسمت این در که می�شوند. نامیده Aماتریس ویژه

مربعی ماتریس ب.١.۶. تعریف
نشان Σp×p بصورت و باشد برابر هم با آن ستون�های و سطرها تعداد اگر است مربعی Σماتریس

شود. می داده

صورت: این در باشد p مرتبه�ی از مربع ماتریس یک Σ = (σij) کنید فرض ب.٧.١. تعریف

باشد. det(Σ) ̸= ٠ اگر گوییم ٣ نامنفرد ماتریسی را Σ (i

Diag(Σ) نماد با و باشد σij = ٠ ،i ̸= j هر ازای به اگر گوییم ۴ قطری ماتریسی را Σ (ii
می�دهیم. نمایش diag(σ١١, . . . , σpp) یا

را آن و σii = ١ ،i = ١, . . . , p ازای به و باشد قطری اگر گوییم ۵ همانی ماتریسی را Σ (iii
می�دهیم. نمایش Ip نماد با

σij = σji باشیم داشته i ̸= j هر ازای به یا Σ = ΣT اگر گوییم ۶ متقارن ماتریسی را Σ (iv
ΣT = −Σ اگر گوییم ٧ پاد-متقارن را Σ ماتریس همچنین .

. Σij = ٠ باشیم داشته i > j هر ازای به اگر گوییم مثلثی بالا ماتریسی را Σ (v

.Σij = ٠ باشیم داشته i < j هر ازای به اگر گوییم مثلثی پایین ماتریس یک را Σ (vi

،x بعدی p صفر غیر بردار هر برای و باشد متقارن Σ اگر گوییم مثبت معین ماتریسی را Σ (vii
می�دهیم. نمایش Σ > ٠ بصورت که xTΣx > ٠

دترمینان ب.٨.١. تعریف
تعریف زیر صورت به و است اسکالر تابعی که داده نشان || نماد با را Σp×p ماتریس دترمینان

}می�شود.
|Σ| = σ١١ p = ١
|Σ| =

∑p
j=١ σ١j|Σ١j|(−١)١+j, p > ١

Σ ماتریس ستون و سطر jامین حذف با و است (n − ١)× (n − ١) ماتریسی Σ١j آن در که
می�آید. بدست

٣Non-singular
۴Diagonal matrix
۵Identity matrix
۶Symmetric matrix
٧Skew-symmetric
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٨ �پذیر) (وارون نامنفرد ماتریس ب.٩.١. تعریف
نا�پذیر) (وارون ٩ منفرد و |Σ| ̸= ٠ هرگاه می�نامیم نامنفرد را Σ = (σij) p−بعدی ماتریس

.|Σ| = ٠ که صورتی در گوییم
١٠ ماتریس وارون ب.١٠.١. تعریف

p−بعدی ماتریس صورت این در بگیرید. نظر در را Σ = (σij) نامنفرد p−بعدی ماتریس
و است Σ ماتریس وارون Λ = Σ−١ آن در که ،ΣΛ = Ip که �طوری به دارد وجود Λ = (λij)

می�شود. محاسبه زیر صورت به

λij =
|Σij|(−i)i+j

|Σ|
.

است. σij عنصر با متناظر همسازه |Σij|(−i)i+j آن در که
١١ بردارمتعامد ب.١١.١. تعریف

هرگاه می�نامند، متعامد را y = (Y١, . . . , Yp) و x = (X١, . . . , Xp) بردار دو
xTy = X١Y١ +X٢Y٢ + . . .+XpYp = ٠

آن ستون�های هرگاه است، متعامد Σp×p = (σ١, σ٢, . . . , σp) ماتریس ب.١٢.١. تعریف
باشند. متعامد بردارهای

١٢ طیفی تجزیه ب.١٣.١. تعریف
با متعامد ماتریس ،Γ و λ١ ≤, . . . ,≤ λp ویژه مقادیر با p× p متقارن ماتریسی Σ کنید فرض

است: زیر صورت به ،Σ ماتریس طیفی تجزیه صورت این در باشد، p بعد
Σ = ΓDΓT

می�باشد: زیر صورت به قطری ماتریسی ،D آن در که

D =


λ١ ٠ . . . ٠
٠ λ٢ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . λp


١٣ چولسکی تجزیه ب.١.١۴. تعریف

یک L آن، در که است Σ = LTL بصورت مثبت معین متقارن ماتریس یک چولسکی تجزیه
است. مثلثی بالا ماتریس

٨Nonsingular matrix
٩Singular

١٠Inverse of a matrix
١١Orthogonal vector
١٢Spectral decomposition
١٣Cholesky decomposition
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Aabstract

Many applications require an estimate for the covariance matrix that is non-singular
and well-conditioned. As the dimensionality increases, the sample covariance ma-
trix becomes ill-conditioned or even singular. A common approach to estimating the
covariance matrix when the dimensionality is large is that of Stein-type shrinkage
estimation. A convex combination of the sample covariance matrix and a well-
conditioned target matrix is used to estimate the covariance matrix. Recent work
in the literature has shown that an optimal combination exists under mean-squared
loss, however it must be estimated from the data. we introduce a new set of estima-
tors for the optimal convex combination for three commonly used target matrices.
A simulation study shows an improvement over those in the literature in cases of
extreme high-dimensionality of the data. A data analysis shows the estimators are
effective in a discriminant and classification analysis.
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