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نتایج اصالت و صحت تأییدیه ی

تعالͬ باسمه

مقطع محض ریاضͬ رشته دانشجوی ٩٠٠۴٢٠۴ دانشجویی شماره به عارفخانͬ نصراله اینجانب

هرگونه بدون و اینجانب کار حاصل پایان نامه این نتایج کلیه ی که ͬ نمایم م تأیید ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ

کرده ام. ذکر منبع مشخصات کامل ذکر با را دیͽران آثار از نسخه برداری شده موارد و است تصرف و دخل

قانون ) حاکم مقررات و ضوابط با مطابق دانشͽاه تشخیص به فوق، مندرجات خلاف اثبات درصورت

مقررات و ضوابط صوتͬ، آثار و نشریات و کتب تکثیر و ترجمه قانون و مصنفان و مؤلفان حقوق از حمایت

احقاق درخصوص اعتراض هرگونه حق و شد خواهد رفتار اینجانب با ( ... انضباطͬ و پژوهشͬ آموزشͬ،

مسؤولیت ضمن، در ͬ نمایم. م سلب خویش از را مجازات و تخلف تعیین و تشخیص و مͺتسب حقوق

به قضایی) و اداری از (اعم ذی صلاح مراجع و حقوقͬ و حقیقͬ از اعم اشخاص به پاسخͽویی هرگونه

داشت. نخواهد خصوص این در مسؤولیتͬ هیچ گونه دانشͽاه و بود خواهد اینجانب عهده ی

عارفخانͬ نصراله خانوادگͬ: نام و نام

امضا: و تاریخ

ب



پایان نامه از بهره برداری مجوز

استاد توسط که محدودیتͬ به توجه با و کتابخانه مقررات چهارچوب در پایان نامه این از بهره برداری

است: بلامانع ͬ شود، م تعیین زیر شرح به راهنما

است. بلامانع همͽان برای پایان نامه این از بهره برداری □

است. بلامانع راهنما، استاد از مجوز اخذ با پایان نامه این از بهره برداری □

است. ممنوع .................................... تاریخ تا پایان نامه این از بهره برداری □

شریفͬ کامران دکتر

دسترنج الهام دکتر

راهنما: اساتید

تاریخ:

امضا:

پ



به: تقدیم

بزرگوار مادر و پدر

و

مهربانم همسر



قدردانͬ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

و شریفͬ کامران دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه  آغاز در

ایشان، ارزنده  راهنمایی های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه دسترنج الهام دکتر خانم سرکار

ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره  و مطالعه زحمت که موسوی رضا سید آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب رساله، این سازی

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان، در

امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به مهربانم همسر از ͬ کنم م تشͺر و را مقدس شان وجود ͬ کنم م

بود. من پشتیبان بهترین که وجودش،

عارفخانͬ نصراله

١٣٩٣



تکمیلی تحصیلات نامه پایان چکیده فرم

تکمیلی تحصیلات معاونت

٩٠٠۴٢٠۴ دانشجویی: شماره نصراله نام: عارفخانͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

موسوی رضا سید آقای مشاور: استاد شریفͬ کامران دکتر راهنما: اساتید

دسترنج الهام دکتر

آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ریاضͬ دانشͺده:

۴٨ صفحات: تعداد ١٣٩٣/۶/١٨ دفاع: تاریخ ارشد کارشناسͬ مقطع:

͹لب انتگرال به نوین نگرشͬ نامه: پایان عنوان

بازگشت نخستین انتگرال مسیر، ،͹لب انتگرال ها: واژه کلید
چͺیده:

های مجموع دنباله با را ͹لب انتگرال واقع در است. ͹لب انتگرال به نو نگرشͬ نامه پایان این اصلͬ هدف

پذیر اندازه تابع ͷی ͹لب انتگرال که گیریم مͬ پیش در را فرایندی تر دقیق عبارت به زنیم. مͬ تقریب خاصͬ

مسیر ابتدا منظور این برای دهد. مͬ دست به را I = [٠,١] فشرده بازه روی f : I −→ R مانند دار کران

دنباله به نسبت بازگشت نخستین انتگرال ͷکم با و کنیم مͬ معرفͬ است x̄ مانند I روی خاصͬ دنباله که را

تقریبا برای را f تابع ͹لب انتگرال بازگشت، نخستین گیری انتگرال فرایند شرایطͬ تحت که دهیم مͬ نشان x̄

دهد. مͬ دست به x̄ دنباله هر

ج
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١ فصل

احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ

اندازه پذیری و اندازه ١ ‐ ١

ͬ آوریم. م اختصار طور به را اندازه نظریه نیاز مورد و مقدماتͬ مفاهیم فصل این در

باشد. X مجموعه های زیر از ناتهͬ دسته ای C و ناتهͬ مجموعه های X کنیم فرض .١ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

و بسته متناهͬ های اشتراک تحت C هرگاه گوییم X های زیرمجموعه از حلقه نیم ͷی را C .١

باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماع با برابر C عضو دو هر تفاضل

باشد. بسته تفاضل و متناهͬ اجتماع های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از حلقه ͷی را C .٢

متناهͬ اشتراک های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از جبر) (نیم میدان نیم ͷی را C .٣

باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر عضو هر مͺمل و بسته

مͺمل و شمارش پذیر اجتماع تحت C اگر گوییم X زیرمجموعه های از میدان −σ ͷی را C .۴

باشد. بسته

فضاهای سایر در آن ها دکارتͬ حاصلضرب های و R در ها بازه از گوناگون های دسته .١ ‐ ١ ‐ ٢ ملاحظه

و شعاع ها و بازه ها از گوناگون دسته های همچنین هستند. حلقه ها نیم برای مناسبی الͽوهای اقلیدسͬ

هستند. جبرها و جبرها نیم برای ترتیب به مناسبی الͽوهای آن ها دکارتͬ حاصلضرب های



٢ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

اندازه ͷی از منظور باشد. مجموعه ها زیر از دلخواه و ناتهͬ دسته ای C کنیم مͬ فرض .١ ‐ ١ ‐ ٣ تعریف

کند. صدق زیر شرایط در که طوری به است C دامنه با µ مانند تابعͬ C روی

.٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر برای .١

طوری به باشد C مجزای دو دوبه اعضای از نامتناهͬ) یا (متناهͬ دنباله ای ،{An;n ≥ ١} هرگاه .٢

.µ(
∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (
∪∞

n=١An) ∈ C که

ͬ گوییم. م µ برای پذیری جمع  −σ را ٢ خاصیت

جبر −σ باشد.کوچͺترین X مجموعه های زیر از دلخواه دسته ای C کنیم فرض .۴ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

ͬ نامیم م C توسط شده تولید جبر −σ را X زیرمجموعه های از C شامل شمول) رابطه ی (برحسب

است. C شامل جبرهای −σ تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم ͬ دهیم. م نشان σ(C) صورت وبه

شده تولید جبر −σ باشد. بازه ها تمام دسته ی C و (Rn) یا X = R کنیم فرض .۵ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

[a, b] یا [a, b) صورت به بازه ها تمام دسته ی مͬ دهیم. نشان B با و گوییم بورل جبر −σ را C توسط

گویا اعداد آن ها انتهای و ابتدا که شعاع هایی یامجموعه ی و هستند گویا اعداد b و a آن در که (a, b] یا

هستند. بورل مولد ͬͽهم باشند

باز مجموعه های توسط شده تولید جبر −σ ͬͺتوپولوژی فضای ͷدری کلͬ طور به .۶ ‐ ١ ‐ ١ ملاحظه

مͬ نامیم. بورل جبر −σ را

شمارش اجتماع هر و Gδ مجموعه ͷی باز مجموعه های از شمارش پذیر اشتراک هر .١ ‐ ١ ‐ ٧ تعریف

شود. مͬ نامیده Fδ مجموعه ͷی بسته، مجموعه های از  پذیر

اشتراک هر و نامیم Gδσ مجموعه ͷی را Gδ مجموعه های از شمارش پذیر اجتماع هر .١ ‐ ١ ‐ ٨ تعریف

ͬ نامیم. م Fδσ مجموعه ی ͷی را Fδ مجموعه های از شمارش پذیر

ͬ شود. م تولید زیر مجموعه های از هرکدام توسط BR .١ ‐ ١ ‐ ٩ قضیه

E١ = {(a, b); a < b} (i)

E٢ = {[a, b]; a < b} (ii)



٣ اندازه پذیری و اندازه .١ ‐ ١

E۴ = {[a, b); a < b} یا E٣ = {(a, b]; a < b} (iii)

E۶ = {(−∞, b); a ∈ R} یا E۵ = {(a,∞); a ∈ R} (iv)

E۶ = {(−∞, a]; a ∈ R} یا E۵ = {[a,∞); a ∈ R} (v)

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

مجموعه های زیر از میدان) یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم ساختاری C کنیم فرض .١ ‐ ١ ‐ ١٠ تعریف

µ(A) < ∞ ،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهͬ ،C روی را µ اندازه باشد. C روی ی اندازه µ و X

که طوری به باشد داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله ای هرگاه گوییم متناهͬ −σ و

.µ(An) < ∞ ،n هر برای و X =
∪∞

n=١ An

اندازه ای µ Xو مجموعه های زیر از حلقه ای Hنیم و ناتهͬ Xمجموعه ای کنیم فرض .١ ‐ ١ ‐ ١١ تعریف

آن هرجمله ی اندازه ی که باشد داشته وجود H اعضای از دنباله ای کنیم فرض همچنین باشد. H روی

درنظر بازه ها حلقه ی نیم را H و R را X ͬ توان م الͽو عنوان (به بپوشاند را X دنباله این و است متناهͬ

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را A خارجͬ اندازه ی X از A دلخواه مجموعه ی زیر برای گرفت.)

µ∗(A) = inf{
∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂
∪
n≥١

In}.

.µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف‐ .١ ‐ ١ ‐ ١٢ ملاحظه

آن گاه باشد X مجموعه های زیر از دلخواه دنباله ای {An}n≥١ اگر ب‐

µ∗(
∪

An) ≤
∑

µ∗(An).

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

در I هر برای اگر گوییم، اندازه پذیر ( µیا) µ∗ به نسبت را X از A مجموعه ی زیر .١ ‐ ١ ‐ ١٣ تعریف

.µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A) باشیم داشته H

اندازه پذیرند. H توسط شده تولید حلقه ی هرعضو و H هرعضو (i) .١۴ ‐ ١ ‐ ١ ملاحظه



۴ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

داریم. X از B دلخواه مجموعه ی زیر هر برای آن گاه باشد، اندازه پذیر µ∗ به نسبت A اگر (ii)

µ(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A)

گوییم. آزمونͬ مجموعه ی را B ،مجموعه ی A برای بالا تساوی تحقیق در (iii)

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

ͷی µ∗ و H شامل X در جبر −σ ͷی µ∗ به نسبت اندازه پذیر مجموعه های دسته ی .١۵ ‐ ١ ‐ ١ قضیه

است. µ برابر H به µ∗ تحدید است. جبر −σ این روی اندازه

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

در اندازه ای µ و X مجموعه های زیر از حلقه ای نیم H اگر کاراتئودوری١) (گسترش .١۶ ‐ ١ ‐ ١ قضیه

گسترشͬ µ آن گاه بپوشاند، را X متناهͬ اندازه ی با H اعضای از شمارش پذیر تعداد که طوری به باشد H

دارد. X در H توسط شده تولید جبر −σ روی اندازه ͷی به یͽانه

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

حجم) تابع (یا طول تابع µ و جعبه ها) (یا بازه ها مجموعه H و (Rn (یا X = R اگر .١ ‐ ١ ‐ ١٧ تعریف

ͬ شود. م نامیده «͹لب «اندازه پذیر اصطلاحاً µ∗ به نسبت (Rn (یا R اندازه پذیر زیرمجموعه های باشد،

ͬ نامیم. م ͹لب جبر −σ را مجموعه هایی چنین دسته ی

ͷی از متشͺل که ،(X,A) زوج از است عبارت اندازه پذیر فضای ͷی از منظور .١ ‐ ١ ‐ ١٨ تعریف

مجموعه ی ͷی را A هرعضو ͬ باشد. م X مجموعه های زیر از ،A جبر −σ و X مانند ناتهͬ مجموعه

ͬ نامیم. م اندازه پذیر

اندازه پذیر فضای ͷی (X,A) که است (X,A, µ)سه تایی اندازه، فضای ͷی منظوراز .١ ‐ ١ ‐ ١٩ تعریف

است. A جبر −σ روی اندازه ͷی µ و

،(X,A, µ) اندازه فضای برای .١ ‐ ١ ‐ ٢٠ ملاحظه
١Caratheodory extention theorem



۵ اندازه پذیری و اندازه .١ ‐ ١

.
∪n

i=١ Ai ∈ A و A١, A٢, ..., An ∈ A اگر ،(i = ١, ..., n) مجزا دوبه دوی های A برای (i)

گوییم. µ برای جمع پذیری متناهیاً را خاصیت این .µ(
∪n

i=١ Ai) =
∑n

i=١ µ(Ai) آن گاه

و گوییم. µ برای یͺنوایی را خاصیت این ،µ(A) ≤ µ(B) آن گاه ،A ⊂ B و B ∈ A اگر (ii)

همچنین

µ(B − A) = µ(B)− µ(A) , µ(A) < ∞.

داریم: آن گاه A١, A٢, A٣, . . . ∈ A اگر (iii)

µ(
∞∪
n=١

An) =
∞∑
n=١

µ(An).

.µ(ϕ) = ٠ آن گاه ،µ(A) < ∞ که طوری به باشد داشته وجود A ∈ A اگر (iv)

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

∀n, µ(An) < که طوری به باشد اندازه پذیر مجموعه های از نزولͬ دنباله ای {An} کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢١ قضیه

آن گاه ،∞

µ(
∞∩
n=١

An) = lim
n→∞

µ(An)

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

را f : X → Y تابع باشند. اندازه پذیر فضاهای (Y,A′
) و (X,A) کنید فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢٢ تعریف

پس این از .f−١(A′) ∈ A باشیم، داشته A′ ∈ A′ هر برای اگر گوییم، (A′
,A) به نسبت اندازه پذیر

گوییم، اندازه پذیر را f ساده طور به نباشد، تصریح به نیاز و باشند مشخص مفروض جبرهای −σ هرگاه

باشد. برقرار شده یاد شرط هرگاه

عبارتͬ چهار برای آن گاه کنیم تعریف X روی یافته گسترش حقیقͬ تابع ͷی را f اگر .١ ‐ ١ ‐ ٢٣ ملاحظه

شوند. مͬ گرفته کار به رساله این پایان تا که کنیم مͬ قرارداد هایی معادل شود مͬ آورده ترتیب به که

.{f < a} با است معادل {x; f(x) < a} عبارت (i)



۶ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

.{f ≤ a} با است معادل {x; f(x) ≤ a} عبارت (ii)

.{f > a} با است معادل {x; f(x) > a} عبارت (iii)

.{f ≥ a} با است معادل .{x; f(x) ≥ a} عبارت (iv))

ͬͺی در دلخواه حقیقͬ a برای که باشد یافته گسترش مقدار حقیقͬ تابع ͷی f اگر .٢۴ ‐ ١ ‐ ١ ملاحظه

ͬ شود. م نامیده اندازه پذیر تابع ͷی f آن گاه باشد، صادق شد آورده بالا در که عبارتͬ چهار از

(به است. اندازه پذیر تابعͬ f صورت این در باشد، پیوسته و حقیقͬ تابعͬ ͷی f اگر .٢۵ ‐ ١ ‐ ١ توجه

کنید.) رجوع [١٠]

،f ٢ و cf و f + c و f ± g آن گاه باشد، ثابت c و باشند اندازه پذیر توابع g و f اگر .٢۶ ‐ ١ ‐ ١ قضیه

هستند. اندازه پذیر ͬͽهم نیز fg

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

،inf{fn} و sup{fn} آن گاه باشد X روی اندازه پذیر توابع از دنباله ای {fn} اگر .١ ‐ ١ ‐ ٢٧ قضیه

اندازه پذیرند. lim inf{fn} limو sup{fn}

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

شده تعریف (X,A, µ) اندازه پذیر فضای اعضای تمام برای که خاصیتͬ گوییم .١ ‐ ١ ‐ ٢٨ ملاحظه

اندازه پذیر نیستند، خاصیت آن دارای که نقاطͬ مجموعه ی اگر وتنها اگر است، برقرار جا همه تقریباً است،

باشد. صفر µی اندازه دارای و

هیچ A آن گاه (Ā)٠ = ϕ اگر .A ⊂ X و باشد ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض .١ ‐ ١ ‐ ٢٩ تعریف

بستار درون ،(Ā)٠ از مقصود و A مجموعه بستار حقیقت در Ā نماد از (منظور ͬ شود. م نامیده چͽال جا

است). A

آنگاه باشد. کامل متری فضای ͷی X کنیم فرض بئر١) (کاتگوری .١ ‐ ١ ‐ ٣٠ قضیه

١Bair category



٧ ریمان انتگرال .١ ‐ ٢

است. باز X در
∩∞

١ Un آن گاه باشد. X در باز چͽال مجموعه های از دنباله ای {Un}∞١ اگر (i)

نیست. چͽال جا هیچ مجموعه های از شمارش پذیری اجتماع X (ii)

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

شمارش پذیری از اجتماع A هرگاه است اول١ کاتگوری از A ⊂ X چون مجموعه ای .١ ‐ ١ ‐ ٣١ تعریف

است. دوم٢ کاتگوری از A اینصورت غیر در باشد، چͽال جا هیچ مجموعه های

است. دوم کاتگوری از خودش از ای زیرمجموعه عنوان به کامل متری فضای هر .١ ‐ ١ ‐ ٣٢ نتیجه

ͬ شود. م نامیده مانده پس اول، کاتگوری مجموعه ͷی متمم .١ ‐ ١ ‐ ٣٣ تعریف

ریمان انتگرال ١ ‐ ٢

ͬ دهیم. م نشان λ(A) نماد با را A مجموعه ͹لب اندازه پایان نامه این سراسر در بعد به این از

مانند ،[a, b] بازه های زیر از متناهͬ دسته ی از است عبارت [a, b] روی P افراز .١ ‐ ٢ ‐ ١ تعریف

و λ(Ik) > ٠; ١ ≤ k ≤ n هر برای که طوری به {Ik ⊆ [a, b] : ١ ≤ k ≤ n;n ∈ N}

∀١ ≤ i, j ≤ n; i ̸= j, Ii ∩ Ij = ϕ,
n∪

k=١

Ik = [a, b].

ͬ کنیم. م تعریف زیر بصورت را P افراز نرم

∥P∥ := max{λ(Ik) : Ik ∈ P}.

هر برای اگر باشد. [a, b] بازه روی افرازی P و کراندار و حقیقͬ تابعͬ f کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ٢ تعریف

P افراز با متناظر ریمان مجموع آن گاه باشد، P افراز از Ii بازه ی زیر از دلخواهͬ نقطه ی ti ،١ ≤ i ≤ n

١First category
٢Second category



٨ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

ͬ شود م تعریف زیر بصورت ͬ دهیم م نشان S(P, f) نماد با را آن که f تابع و

S(P, f) =
n∑

i=١

f(ti)λ(Ii).

هر آن، برای که باشد داشته وجود A مانند حقیقͬ عددی هرگاه است ریمان پذیر انتگرال f تابع گوییم

افراز بازه های زیر از ti انتخاب هر برای که طوری به باشد، داشته وجود Pε ⊆ P مانند افرازی ε > ٠

تابع ریمان انتگرال را آن و یͺتاست وجود صورت در ای A چنین .|s(P, f)−A| < ε باشیم داشته ،P

ͬ دهیم. م نشان
∫ b

a
fdx نماد با و ͬ نامیم م f

[a, b] بازه روی f ناپیوستگͬ نقاط مجموعه ی E و کراندار [a, b] بازه ی بر f کنید فرض .١ ‐ ٢ ‐ ٣ قضیه

باشد. صفر ͹لب اندازه دارای E مجموعه ی اگر وفقط اگر است، ریمان انتگرال پذیر f اینصورت در باشد.

■ کنید. رجوع [٢] به برهان.

͹لب انتگرال ١ ‐ ٣

مجموعه ی مشخصه ی تابع باشد، X ناتهͬ مجموعه از دلخواه مجموعه ای زیر A اگر .١ ‐ ٣ ‐ ١ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر بصورت و ͬ دهیم م نشان χA نماد با را A

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ x /∈ A

متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، مقادیر و دلخواه دامنه ی با است تابعͬ ساده، تابع .١ ‐ ٣ ‐ ٢ تعریف

نوشت ͬ توان م باشد. a١, ..., an متمایز مقادیر با (X,A, µ) فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض است.

هستند. مجزا ها Ai که است روشن Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =
∑n

i=١ aiχAi

بصورت را µ اندازه به نسبت φ انتگرال اندازه پذیرند. Aiها بͽوییم اینکه با است اندازه پذیریφمعادل

ͬ کنیم م تعریف ∫زیر
X

φdµ =
n∑

i=١

aiµ(Ai).



٩ ͹لب انتگرال .١ ‐ ٣

انتگرال باشد. نامنفͬ و اندازه پذیر تابعͬ f و اندازه فضای ͷی (X,A, µ) کنید فرض .١ ‐ ٣ ‐ ٣ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر بصورت را A ∈ A هر روی f

∫
A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ;φ ≤ f}.

است. نامنفͬ و ساده تابع φ آن در که

صعودی و نامنفͬ اندازه پذیر توابع از دنباله ای f١, f٢, ... اگر (١ یͺنوا همͽرایی (قضیه .۴ ‐ ١ ‐ ٣ قضیه

داریم آنگاه limn→∞ fn = f و باشد

lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

آن گاه a, b > ٠ و A اندازه پذیر مجموعه روی نامنفͬ اندازه پذیر تابع f اگر .۵ ‐ ١ ‐ ٣ ملاحظه

∫
A

(af + bg)dµ = a

∫
A

fdµ+ b

∫
A

gdµ

.

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

دو به دو اعضای از دنباله ای A١, A٢, ... و X روی اندازه پذیر تابع f کنیم فرض .۶ ‐ ١ ‐ ٣ ملاحظه

داشت خواهیم اینصورت در .A =
∪∞

i=١ Ai و باشد A مجزای

∫
A

fdµ =
∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

١Monoton convegence theorem



١٠ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

هرگاه گوییم انتگرال پذیر ،A اندازه پذیر مجموعه ی روی f نامنفͬ و اندازه پذیر تابع .١ ‐ ٣ ‐ ٧ قرارداد

∫
A

fdµ < ∞.

توابع f دامنه ی از x هر برای f با متناظر باشد، دلخواه دامنه ی با حقیقͬ تابعͬ f اگر .١ ‐ ٣ ‐ ٨ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر بصورت را و، f+ f−

f−(x) = max{−f(x), ٠} , f+(x) = max{f(x), ٠}.

تابع هر یعنͬ ،f = f+ − f− اینصورت در ͬ نامیم. م f منفͬ جزء و مثبت جزء ترتیب به را f+ و f−

.|f | = f++ f− داریم همچنین نوشت. نامنفͬ اندازه پذیر تابع دو تفاضل بصورت ͬ توان م را اندازه پذیر

اندازه پذیرند. نیز f− و f+ آن گاه باشد، اندازه پذیر f اگر است روشن

است شده تعریف X روی که f تابع باشد. اندازه فضای ͷی (X,A, µ) کنید فرض .١ ‐ ٣ ‐ ٩ تعریف

تعریف A ∈ A هر برای اینصورت در باشند. متناهͬ هردو
∫
f− و

∫
f+ هرگاه گوییم، انتگرال پذیر را

کنیم ∫مͬ
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ.

انتگرال پذیر f اگر باشد. [a, b]روی شده تعریف کراندار حقیقͬ تابع ͷی f کنید فرض .١ ‐ ٣ ‐ ١٠ قضیه

است. ͹لب انتگرال پذیر f آن گاه باشد. [a, b] روی ریمان

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

نیست ریمان انتگرال پذیر [a, b] بازه در زیر تابع مثال عنوان به نیست برقرار لزوماً بالا قضیه عکس

دارد. وجود آن ͹لب انتگرال ولͬ

.١ ‐ ٣ ‐ ١١ مثال

f(x) =


١ x ∈ Q

٠ x /∈ Q
.



١١ LP های فضا .۴ ‐ ١

Lp های فضا ۴ ‐ ١

حقیقͬ توابع تمام مجموعه V = v(X) و اندازه فضای ͷی (X,A, µ) کنید فرض .١ ‐ ۴ ‐ ١ تعریف

کنیم مͬ تعریف p ≥ ١ برای باشد. X روی پذیر اندازه و

Lp = Lp(X) = {f ∈ V :

∫
|f |pdµ < ∞}.

شود. مͬ تعریف زیر صورت به f نرم ،f ∈ Lp هر برای .٢ ‐ ۴ ‐ ١ تعریف

∥f∥p =
(∫

|f |pdµ
)١
p
.

انتگرال دارای |f | اگر فقط و اگر است متناهͬ انتگرال دارای f که است روشن .١ .٣ ‐ ۴ ‐ ١ ملاحظه

باشد. متناهͬ

.|
∫
fdµ| ≤

∫
|f |dµ آنگاه f ∈ L١ اگر .٢

،A ∈ A هر برای ،f, g ∈ L١ اگر .٣

∫
A

fdµ =

∫
A

gdµ ⇔
∫
A

|f − g|dµ = ٠ ⇔ f = g a.e.

.

آنگاه
∫
fdµ < ∞ و fn

a.e.−→ f که باشد پذیر انتگرال توابع از ای دنباله fn اگر .۴

∫
|fn − f |dµ −→ ٠ ⇔

∫
|fn|dµ −→

∫
|f |dµ.

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

آنگاه باشند، Lp به متعلق ١ ≤ p ≤ ∞ هر برای f, g اگر (١ͬͺمینکوفس (نامساوی .۴ ‐ ۴ ‐ ١ قضیه
١Minkowski



١٢ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

داریم و دارد تعلق آن به نیز f + g

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p.

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

١ ≤ که باشند حقیقͬ اعداد q و p و µ(X) < ∞ اگر (X,A, µ) اندازه فضای در .۵ ‐ ۴ ‐ ١ قضیه

.f ∈ Lp(X) صورت این در باشد Lq(X) به متعلق تابعͬ ،f : X −→ R و p ≤ q

■ کنید. رجوع [١] به برهان.

احتمال نظریه مقدماتͬ مفاهیم ۵ ‐ ١

.P (Ω) = ١ که طوری به (Ω,F , P ) اندازه فضای از است عبارت احتمال فضای ͷی .١ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

را P و پیشامد را F اعضای نمونه، فضای را Ω است. خاص ی اندازه فضای ͷی احتمال فضای بنابراین

نامیم. مͬ احتمال اندازه

زیرمجموعه باشند. پذیر اندازه احتمال های فضا (Ω١,F١), . . . , (Ωn,Fn) کنیم فرض .٢ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

F١ ⊆ Ω١, F٢ ⊆ Ω١, . . . , Fn ⊆ Ωn برای را Ω١ ×Ω٢ × . . .×Ωn از F١ × F٢ × . . .×Fn های

ی دسته نامیم. مͬ پذیر اندازه گوشه راست F١ ∈ F١, F٢ ∈ F٢, . . . , Fn ∈ Fn, برای و گوشه راست

Ω١ ×Ω٢ × . . .×Ωn در میدان نیم ͷی هرکدام پذیر اندازه های گوشه راست ی دسته و ها گوشه راست

باشند. مͬ

را پذیر اندازه های گوشه راست میدان نیم توسط Ω١ × Ω٢ × . . . × Ωn در شده تولید σ−جبر

دهیم. مͬ نشان F١ ⊗F٢ ⊗ . . .⊗Fn نماد با و نامیده F١, F٢, . . . , Fn ضربی حاصل σ−جبر

های گوشه راست حلقه نیم روی P اندازه باشد، Fi روی اندازه ͷی Pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر

شود مͬ تعریف زیر صورت به پذیر اندازه

P (F١ × F٢ × . . .× Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× . . .× Pn(Fn).



١٣ احتمال نظریه مقدماتͬ مفاهیم .۵ ‐ ١

یͽانه گسترشͬ P کاراتئودوری، گسترش قضیه بر بنا و است σ−متناهͬ نیز P باشند، متناهͬ ها Pi اگر

نامیم مͬ P١, P٢, . . . , Pn ضربی حاصل اندازه را آن که دارد F١ ⊗F٢ ⊗ . . .⊗Fn روی ای اندازه به

دهیم. مͬ نمایش P١ ⊗ P٢ ⊗ . . .⊗ Pn نماد با و

احتمال فضای را (Ω١ ×Ω٢ × . . .×Ωn,F١ ⊗F٢ ⊗ . . .⊗Fn, P١ ⊗P٢ ⊗ . . .⊗Pn) فضای

نامیم. مͬ (Ω١,F١, P١), ((Ω٢,F٢, P٢) . . . , ((Ωn,Fn, Pn) ضربی حاصل

مقادیر و Ω دامنه با پذیر اندازه تابع هر باشد، احتمال فضای ͷی (Ω,F ,P) اگر .٣ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ های متغیر دادن نشان برای معمولا نامیم. مͬ تصادفͬ متغیر را حقیقͬ

کنیم. مͬ استفاده

فضای آن دامنه که است تابعͬ X̄ = (X١, X٢, . . . , Xn) n−بعدی تصادفͬ بردار .۴ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

یعنͬ است. پذیر اندازه ،Bn و F های σ−جبر حسب بر و است Rn در آن مقادیر و (Ω,F ,P) احتمال

A ∈ Bn هر برای

{ω : X̄(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, . . . , Xn) ∈ A} ∈ F .

شود مͬ تعریف X توسط شده تولید σ−جبر باشد، تصادفͬ متغیر ͷی X کنیم فرض .۵ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B}.

X توزیع تابع باشد. (Ω,F ,P) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیری X کنید فرض .۶ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به x حقیقͬ عدد هر برای و داده نمایش FX با را

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

F : R −→ R تابع باشد. حقیقͬ اعداد محور روی احتمال اندازه ͷی P کنیم فرض .٧ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به x ∈ R هر برای و نامیم مͬ احتمال توزیع تابع یا P توزیع تابع را

F (x) = P (−∞, x].



١۴ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

داشته را زیر خواص گاه هر نامیم مͬ احتمال توزیع تابع ͷی را F : R −→ R تابع .٨ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

باشد:

باشد. صعودی (i)

.limx→−∞ F (x) = ٠ و limx→∞ F (x) = ١ (ii)

باشد. پیوسته راست از نقطه هر در (iii)

احتمال اندازه صورت این در باشد. R روی احتمال توزیع تابع F = F (x) کنیم فرض .٩ ‐ ۵ ‐ ١ قضیه

داریم a < b که حقیقͬ b و a هر برای که طوری به دارد وجود (R,B) روی P یͺتای

P (a, b] = F (b)− F (a).

■ کنید. رجوع [٣] به برهان.

باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی پذیر انتگرال تصادفͬ متغیر ͷی X کنیم فرض .١٠ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نمایش E(X) با را X ریاضͬ امید

E(X) =

∫
Ω

XdP

شود مͬ تعریف زیر صورت به طبیعͬ طور به نیز g(X) مثل تصادفͬ متغیر ͷی از تابعͬ ریاضͬ امید

E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

.n ∈ N و ثابت و حقیقͬ عدد ͷی c باشد، تصادفͬ متغیری X کنیم فرض .١١ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

نامیم. مͬ c حول nام گشتاور وجود صورت در را E((X − c)n)

شود. مͬ نامیده مرکزی ام n گشتاور ،c = E(X) حول ام n گشتاور

σ٢(X) یا V ar(X) با و نامیم مͬ X واریانس یا دوم مرتبه مرکزی گشتاور را E(X − E(X))٢

دهیم. مͬ نشان



١۵ احتمال نظریه مقدماتͬ مفاهیم .۵ ‐ ١

برای صورت این در V ar(X) < ∞ و تصادفͬ متغیری X اگر چبیشف١) (نامساوی .١٢ ‐ ۵ ‐ ١ قضیه

ε > ٠ هر

P (|XE(X)| > ε) ≤ σ٢(X)

ε٢ .

■ کنید. رجوع [١١] به برهان.

تصادفͬ متغیر به همͽرا احتمال٢ در را تصادفͬ های متغیر از {Xn ; n ≥ ١} دنباله .١٣ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

ε > ٠ هر برای هرگاه گوییم X(X < ∞)

lim
n→∞

P{|Xn −X| > ε} = ٠.

میل +∞ به احتمال در تصادفͬ های متغیر از {Xn ; n ≥ ١} دنباله گوییم ،X = +∞ اگر حال

M > ٠ هر برای هرگاه کند مͬ

lim
n→∞

P{Xn < M} = ٠.

به همͽرا یقین٣ به قریب طور به را تصادفͬ های متغیر از {Xn ; n ≥ ١} دنباله .١۴ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

نویسیم مͬ صورت این در .P{ω : limn→∞ Xn(ω) = X(ω)} = ١ هرگاه گوییم X تصادفͬ متغیر

Xn −→ X a.s..

Lp نرم در ،p ≥ ١ و p ∈ R برای را تصادفͬ های متغیر از {Xn ; n ≥ ١} دنباله .١۵ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

هرگاه گوییم X تصادفͬ متغیر به همͽرا

lim
n→∞

( ∫
Ω

|Xn −X∥pdP
)
= ٠.

١Chebyshev
٢Convergence in propability
٣Almost surely



١۶ احتمال و اندازه نظریه از مفاهیمͬ ‐١

دهند. مͬ نتیجه را احتمال در همͽرایی ،Lp نرم در همͽرایی و یقین به قریب همͽرایی .١۶ ‐ ۵ ‐ ١ قضیه

■ برهان.

اتفاق بار بینهایت En گوییم باشد، ها پیشامد از ای دنباله E١, E٢, . . . کنیم فرض .١٧ ‐ ۵ ‐ ١ تعریف

کنیم مͬ تعریف و دهد رخ اندیس، بینهایت برای En پیشامد هرگاه En i.o. نویسیم مͬ و افتد مͬ

En i.o. =
∞∩
n=١

( ∞∪
k=١

Ek

)
.

(بورل١‐کانتل٢ͬ) .١٨ ‐ ۵ ‐ ١ لم

آنگاه
∑

n≥١ P (En) < ∞ و باشند دلخواه های پیشامد E١, E٢, . . . اگر (i)

P (En, i.o.) = ٠.

آنگاه
∑

n≥١ P (En) = ∞ و باشند دلخواه های پیشامد E١, E٢, . . . اگر (ii)

P (En, i.o.) = ١.

١Borel
٢Cantelli



٢ فصل

بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً

ͬ کنیم. م معرفͬ را بازگشت نخستین انتگرال پذیری و پذیری بازیافت  مفهوم فصل این در

بازگشت نخستین مفهوم ٢ ‐ ١

و بورل σ−میدان ،I روی مفروض σ−میدان و [٠, ١] مفروض بازه ،I از منظور فصل این سراسر در

باشد. مͬ λ ͹لب اندازه آن روی مفروض اندازه ی

I = [٠, ١] در دنباله جملات که {xn}n≥٠ صورت به است دنباله ای ،x̄ مانند مسیر ͷی .٢ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

چͽالند.

است. مسیر ͷی I در گویا اعداد دنباله .٢ ‐ ١ ‐ ٢ مثال

ͬ نامیم. م I روی محمل را ،S ⊂ I که S چͽال و شمارش پذیر مجموعه هر .٢ ‐ ١ ‐ ٣ تعریف

ای xn کوچͺترین r(x̄, H) گاه آن باشد، I در بازه ͷی H و I روی مسیر ͷی x̄ = {xn}n≥٠ اگر

.xn ∈ H که است

است. r(x̄, H) = x۴ زیر دنباله در .۴ ‐ ٢ ‐ ١ مثال

١٧



١٨ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

:٢ ‐ ١ شͺل

.Bϱ(x) = {y ∈ I : |y − x| < ϱ} گاه آن ،ϱ > ٠ و x ∈ I اگر

بازگشت نخستین مسیر باشد. I روی مسیر ͷی x̄ = {xn}n≥٠ و x ∈ I کنید فرض .۵ ‐ ٢ ‐ ١ تعریف

که: طوری به R(x̄)x = {ωk(x)}∞k=١; k ∈ N صورت به است دنباله ای x

ω١(x) = x٠, ωk+١(x) =


r(x̄, B|x−ωk(x)|(x)) x ̸= ωk(x)

ωk(x) x = ωk(x)

.

.(k → ∞ (وقتͬ ωk(x) → x̄ داریم I در x̄ بودن چͽال از

است. زیر صورت به R(x̄)x مسیر گاه آن باشد x = x٠ و I روی مسیر ͷی x̄ اگر .۶ ‐ ٢ ‐ ١ مثال

برهان.

ω١(x٠) = x٠, ω٢(x٠) = ω١(x٠) = x٠, . . .



١٩ ͹لب انتگرال و بازگشت نخستین انتگرال رابطه .٢ ‐ ٢

نتیجه در

R(x̄)x = {ωk(x)}∞k=١;ωk(x٠) = x٠ , k ∈ N.

■

هرگاه گوییم، بازگشت نخستین پذیر بازیافت −x̄، x ∈ I نقطه در را f تابع .٢ ‐ ١ ‐ ٧ تعریف

lim
k→∞

f(ωk(x̄)) = f(x)

نخستین پذیر بازیافت −x̄ ،x ∈ [٠, ١] نقطه ی هر در هرگاه است بازگشت نخستین بازیافت −x̄ ،f تابع

باشد. بازگشت

وجود x̄ مانند I روی مسیری هرگاه است بازگشت نخستین بازیافت جا همه تقریباً f تابع نهایت در

باشد. بازگشت نخستین پذیر بازیافت جا همه تقریباً x̄ به نسبت f که باشد داشته

نخستین پذیر بازیافت −x̄ ،I روی پیوسته حقیقͬ توابع I از x̄ مانند مسیری هر برای .٢ ‐ ١ ‐ ٨ مثال

هستند. بازگشت

͹لب انتگرال و بازگشت نخستین انتگرال رابطه ٢ ‐ ٢

پیوستگͬ، از منظور همچنین است. بورل مجموعه پذیر، اندازه مجموعه از منظور فصل این سراسر در

است. R روی استاندارد توپولوژی به نسبت پیوستگͬ

باشد. I از بازه زیر ͷی H و I روی مسیر ͷی t̄ و تابع ͷی f : I → R کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ١ تعریف

موجود A متناهͬ عدد هرگاه است بازگشت نخستین پذیر انتگرال t̄ مسیر به نسبت H روی f گوییم مͬ

∥P∥ < δ که H از P افراز برای که باشد داشته وجود مثبتͬ δی ،ε > ٠ هر برای که طوری به باشد

باشیم ∣∣داشته n∑
i=١

f(r(t̄, Ii))λ(Ii)− A
∣∣ < ε.

روی f تابع بازگشت نخستین انتگرال را A صورت این در هستند. P افراز های بازه زیر ها Ii آن در که

دهیم. مͬ نشان (fr).
∫
H
f نماد با را آن بعد به این از که t̄ مسیر به نسبت H



٢٠ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

روی x̄ مسیر گوییم گاه آن باشد ͹لب انتگرال پذیر ،f : I → R ،f تابع کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ٢ تعریف

وجود مثبتͬ δی ،ε > ٠ هر برای هرگاه ͬ دهد م بدست را f ͹لب انتگرال ،I از A اندازه پذیر مجموعه

باشیم: داشته δ از کمتر نرم با P افراز هر برای که باشد داشته

∣∣∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f
∣∣ < ε.

x̄ = {xn} مسیر ͬ گوییم م باشد. ͹لب انتگرال پذیر ،f : I → R ،f تابع کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ٣ تعریف

باشیم داشته A اندازه پذیر مجموعه هر برای هرگاه ͬ دهد، م بدست را f ͹لب انتگرال I روی

∀ε > ٠ ∃δ > ٠ |
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ε.

است. δ از کمتر نرم با I از دلخواه افراز هر ،P آن در که

مجموعه ی هر روی هرگاه ͬ دهد م بدست را f ͹لب انتگرال I روی x̄ مسیر گوییم مͬ حقیقت در

دهد. بدست را f ͹لب انتگرال I از A اندازه پذیر

آن باشد، I روی گویا اعداد دنباله ی x̄ = {rn}n≥١ و I روی همانͬ تابع f کنید فرض .۴ ‐ ٢ ‐ ٢ مثال

ͬ دهد. م نتیجه را f ͹لب انتگرال x̄ گاه

ͬ دهد. م بدست را f ͹لب انتگرال ،I روی مسیری هر باشد، ریمان انتگرال پذیر f اگر .۵ ‐ ٢ ‐ ٢ مثال

و اگر است ثابت x̄ هر به نسبت مقدارش و دارد وجود f تابع بازگشت نخستین انتگرال .۶ ‐ ٢ ‐ ٢ قضیه

انتگرال های با ،f تابع بازگشت نخستین انتگرال حالت این در باشد. ریمان انتگرال پذیر f تابع اگر، تنها

است. برابر f ͹لب و ریمان

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

باشد. زیر شمارش پذیر مجموعه E و مسیر ͷی ،x̄ = {xn} کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ٧ لم

E = {xn + xm

٢
; n = ٠, ١, ٢, . . . ; m = ٠, ١, ٢, . . .} ∪ {٠, ١}



٢١ ͹لب انتگرال و بازگشت نخستین انتگرال رابطه .٢ ‐ ٢

روی ωk که طوری به دارد وجود مثبتͬ ε ،t ∈ I − E و k = ٠, ١, ٢, . . . هر برای صورت این در

است. ثابت (t− ε, t+ ε) ͬͽهمسای

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

نامیده ͷبئری تابع باشد، پیوسته توابع از دنباله ای نقطه به نقطه حد حاصل که تابعͬ .٢ ‐ ٢ ‐ ٨ تعریف

ͬ شود. م

نیست. پیوسته لزوما ͷی بئر تابع که است روشن .٢ ‐ ٢ ‐ ٩ ملاحظه

تابع ،N از k هر برای باشد. I روی مسیری x̄ و دلخواه تابع f : I → R کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ١٠ لم

است. ͷبئری کلاس به متعلق f(ωk)

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

انتگرال I از بسته بازه زیر هر روی I از مسیری x̄ و باشد انتگرال پذیر f : I → R اگر .٢ ‐ ٢ ‐ ١١ لم

ͬ دهد. م بدست را f ͹لب انتگرال x̄ گاه آن بدهد، بدست را f ͹لب

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

f ∈ L١ اگر حال باشد. (X,A, µ) ی اندازه فضای روی پذیر اندازه تابعͬ f کنیم فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ١٢ لم

و باشد دلخواه پذیر اندازه مجموعه A اگر که طوری به دارد وجود مثبتͬ δی ،ε > ٠ هر برای آنگاه

آنگاه ،µ(A) < δ∫
A

|f |dµ < ε.

Jn −→ آنگاه .Jn = J١{J≤n} کنید فرض n ∈ N هر برای و J = |f | دهیم مͬ قرار برهان.

عبارت راست سمت آنگاه n −→ ∞ اگر ͹لب یͺنواخت همͽرایی قضیه از استفاده با و J (a.s.)

∫
J>n

Jdµ =

∫
Ω

J(١ − ١{J≤n})dµ =

∫
Ω

Jdµ−
∫
Ω

Jndµ

که گیریم مͬ نظر در بزرگ ای اندازه به را n و کرده فرض دلخواه را ε > ٠ حال کند. مͬ میل صفر به

∫
J>n

Jdµ <
ε

٢
.



٢٢ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

داریم A پذیر اندازه فضای برای ،δ = ε

٢n
گرفتن نظر در با و مطلب این از استفاده با

∫
A

Jdµ =

∫
A∩{J≤n}

Jdµ+

∫
A∩{J>n}

Jdµ

≤
∫
A

ndµ+

∫
J>n

Jdµ

< nµ(A) + ε

< ε

■

دهد، بدست را f ͹لب انتگرال که باشد I روی مسیری x̄ و انتگرال پذیر f : I → R اگر .٢ ‐ ٢ ‐ ١٣ لم

اگر که طوری به دارد وجود مثبتͬ δی ،ε > ٠ و A مانند اندازه پذیر مجموعه هر برای صورت این در

که باشد پوش هم غیر بازه های از گردایه ای C = {J١, . . . , Jn} آن برای

∀k = ١, . . . , n λ(Jk) < δ ,

n∑
k=١

λ(Jk ∩ A) < δ.

گاه آن
n∑

k=١

f(r(Jk))λ(Jk ∩ A) < ε.

شرایط با δی هیچ آن برای که دارد وجود مثبتͬ ε٠ صورت این در نباشد. برقرار حͺم کنیم فرض برهان.

باشد. نداشته وجود قضیه

را f انتگرال x̄ مسیر اینکه به توجه با کنیم انتخاب ثابت و دلخواه را ٠ < δ < ١ اگر خلف) (فرض

∥p∥ < δ١ که ،I بازه از P افراز هر برای که طوری به دارد وجود صفر از بزرگتر δ١ پس دهد، مͬ دست به

داریم ε = ϱε٠ انتخاب و ٢ ‐ ٢ ‐ ٣ تعریف به توجه با آنگاه

∣∣∣∣∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f

∣∣∣∣ < ϱε. (٢ ‐ ١)

λ(A ∩H) < δ٢ اگر که دارد وجود مثبتͬ ی δ٢ که فهمید توان مͬ ٢ ‐ ٢ ‐ ١٢ لم و f پذیری انتگرال از



٢٣ ͹لب انتگرال و بازگشت نخستین انتگرال رابطه .٢ ‐ ٢

گاه آن باشد) دلخواه (Hبازه

|
∫
A∩H

f | < ϱε٠. (٢ ‐ ٢)

C = مانند همپوش غیر بازه های از گردایه ای گاه آن .δ = min{δ١, δ٢} ͬ دهیم م قرار حال

که {J١, . . . , Jn}

∀k;λ(Jk) < δ ,

n∑
k=١

λ(Jk ∩ A) < δ

خلف فرض به توجه با نتیجه در دارد. وجود

n∑
k=١

f(r(Jk))λ(Jk ∩ A) ≥ ε٠.

f و H =
∪n

k=١ Jk با متصل بسته بازه های از مجموعه ای {Ik; k = ١, . . . , n + ١} کنید فرض

چون و دارد وجود ∥J (Ik)∥ < δ١ که Ik بازه ی برای J (Ik) افراز بنابراین باشد. انتگرال پذیر Ik روی

کنیم، محدود Ik بازه ی به را [٠, ١] بازه ی اگر (٢ ‐ ١) رابطه ی به توجه با بنابراین ،k = ١, . . . , n + ١

داریم: Ik برای J (Ik) افراز گرفتن نظر در با گاه آن

|
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ϱε٠

نتیجه در

|
∑

J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A∩Ik

f | < ϱε٠

n+ ١
.

.∥P∥ < δ١ که I بازه از Pافرازی گاه آن ͬ کنیم، م Pتعریف = (
∪n+١

k=١ J (Ik))∪C بصورت Pرا افراز

.∥P∥ < δ١ نتیجه در .∥J (Ik)∥ < δ١ و λ(Ik) < δ ≤ δ١ زیرا

داریم: (٢ ‐ ٢) و (٢ ‐ ١) روابط از

ϱε٠ > |
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f |



٢۴ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

= |
n+١∑
k=١

∑
J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A) +
∑
J∈C

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−H

f −
∫
A∩H

f |

≥ |
∑
J∈C

f(r(J))λ(J ∩ A)| − |
n+١∑
k=١

∑
J∈J (Ik)f(r(J))

λ(J ∩ A)−
∫
A−H

f | − |
∫
A∩H

f |

= |
∑
J∈C

f(r(J))λ(J ∩ A)| − |
n+١∑
k=١

(
∑

J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−H

f)| − |
∫
A∩H

f |

≥ ε٠ −
n+١∑
k=١

ϱε٠

n+ ١
− ϱε٠ = (١ − ٢ϱ)ε٠.

(
∑

J∈J (Ik)f(r(J))λ(J ∩ A) −
∫
A−H

f) ≤ و
∑

J∈C f(r(J))λ(J ∩ A) ≥ ϱε٠ آن در که

تناقض به نامساوی ϱ ≤ ١
٣

برای نتیجه در داریم: نتیجه در ͬ باشد. م
∫
A∩H f ≤ ϱε٠ و ϱε٠

n+ ١
■ ͬ شود. م کامل لم اثبات و ندارد وجود ای ε٠ چنین و باطل خلف فرض بنابراین ͬ انجامد. م

دهد، بدست را f ͹لب انتگرال که باشد I روی مسیری x̄ و انتگرال پذیر f : I → R اگر .١۴ ‐ ٢ ‐ ٢ لم

هر برای که طوری به دارد وجود مثبتͬ δی ،ε > ٠ و A مانند اندازه پذیر مجموعه هر برای اینصورت در

باشیم داشته λ(A−
∪

J∈P J) < δ که همپوش غیر بازه های از P گردایه

∣∣∣∣∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A∩

∪
J∈P

J

f

∣∣∣∣ < ε,

ͷی ،n هر برای که طوری به دارد، وجود ای ε > ٠ بنابراین نباشد. صحیح لم کنیم فرض برهان.

و λ(Jn
k ) <

١
n
, k = ١, . . . , Nn که همپوش غیر بازه های از Cn = {Jn

١ , . . . , J
Nn
n } ی گردایه

داریم: بنابراین .Hn =
∪Nn

k=١ J
n
k که دارد وجود λ(A−Hn) <

١
n

∣∣∣∣ Nn∑
k=١

f
(
r(Jk)

)
λ(Jn

k )−
∫
A∩Hn

J

∣∣∣∣ ≥ ε٠.

داریم: δ > ٠ و ٠ < ϱ < ١ انتخاب با



٢۵ ͹لب انتگرال و بازگشت نخستین انتگرال رابطه .٢ ‐ ٢

٢ ‐ ٢ ‐ ٢ تعریف و ϱε٠ = ε انتخاب با گاه آن ∥P∥ < δ اگر :(١)

|
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ϱε٠.

ͬ کنیم. م استفاده ε جای به ϱε٠ انتخاب با نیز ٢ ‐ ٢ ‐ ١٣ لم از :(٢)

افراز به Cn گسترش و n >
١
δ

انتخاب با .|
∫
A∩E f | < ϱε٠ گاه آن ،λ(A ∩ E) < δ اگر :(٣)

شرایط ϱε٠ = ε گرفتن نظر در با و P ′
= P −Cn تعریف با همچنین و ∥P∥ < δ که [٠, ١] بازه از P

زیرا: است. برقرار ٢ ‐ ٢ ‐ ١٣ لم

∥P∥ < δ −→ ∥P ′∥ < δ → ∀j ∈ P , λ(J) < δ (٢ ‐ ٣)

و

λ(A−Hn) <
١
n
λ(A−Hn) < δ

بنابراین
∑

J∈P ′ λ(A ∩ J) < δ. آنجا از و λ(
∪

J∈P ′ (A ∩ J)) < δ نتیجه در

|
∫
A−Hn

f | < ϱε٠ (۴ ‐ ٢)

داریم: ٢ ‐ ٢ ‐ ١٣ لم و ۴ ‐ ٢ و ٢ ‐ ٣ رابطه از

|
∑
J∈P ′

f(r(J))λ(J ∩ A)| < ϱε٠. (۵ ‐ ٢)

که ͬ شود م نتیجه ۵ ‐ ٢ رابطه ی و (٣) و (٢) و (١) از بنابراین

ϱε٠ >
∣∣∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f
∣∣

=
∣∣ ∑
J∈Cn

f(r(J))λ(J ∩ A) +
∑
J∈P ′

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−Hn

f −
∫
A∩Hn

f
∣∣



٢۶ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

≥
∣∣ ∑
J∈Cn

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A∩Hn

f
∣∣− ∣∣ ∑

J∈P ′

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−Hn

f
∣∣

≥ ε٠ − ϱε٠ − ϱε٠ = (١ − ٢ϱ)ε٠.

ندارد وجود ای ε٠ چنین و باطل خلف فرض نتیجه در ͬ انجامد. م تناقض به نامساوی ϱ ≤ ١
٣

ازای به که

■ ͬ شود. م کامل لم اثبات و

بدست را f ͹لب انتگرال x̄ مسیر و باشد ͹لب انتگرال پذیر f : I → R تابع کنید فرض .١۵ ‐ ٢ ‐ ٢ قضیه

ͬ کند. م بازیافت جا همه تقریباً را f(x) ،x̄ مسیر گاه آن  دهد.

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

است موجود x̄ مانند مسیری گاه آن باشد، انتگرال پذیر f اگر که شده داده نشان [۵] در .١۶ ‐ ٢ ‐ ٢ توجه

وجود کراندار و اندازه پذیر توابع برای مسیرهایی طبیعتاً، ͬ دهد. م نتیجه را بازگشت نخستین انتگرال که

نتیجه انتگرال که ͬ شود م باعث عددی هیچ نیاوردن بدست با یا و نادرست عدد آوردن بدست با یا که دارند

برسد. نتیجه به انتگرال تا کند صدق آن در باید x̄ که ͬ کند م ایجاد را لازم شرط ١۵ ‐ ٢ ‐ ٢ قضیه ی ندهد.

در ١۵ ‐ ٢ ‐ ٢ قضیه ی عکس است. کافͬ هم و لازم هم شرط این ͬ کند م ثابت بعد قضیه ی که همانطور

ͬ دهد. م نشان را ادعا این زیر تابع مثال برای نیست. برقرار غیرکراندار توابع برای کلͬ حالت

را f انتگرال ،x̄ اما کرد. پیدا بپوشاند جا همه را f که x̄ مسیر ͬ توان م زیر تابع برای .٢ ‐ ٢ ‐ ١٧ مثال

نیست) کراندار f (تابع ͬ دهد. نم نتیجه

f(x) =


١√
x

x ∈ [٠, ١]

٠ x = ٠

f, f١, f٢, . . . λ(X)و < ∞ اندازه پذیر، فضای ͷیX کنیم فرض ایͽوروف١) (قضیه .٢ ‐ ٢ ‐ ١٨ قضیه

دارد وجود X از E مجموعهͬ زیر ε > ٠ هر ازای به که طوری به باشند X روی اندازه پذیر مختلط توابع

است. همͽرا f به یͺنواخت طور به Ec روی {fn} دنباله و λ(E) < ε که طوری به
١Egorov’s theorem



٢٧ بازگشت نخستین انتگرال های پیوستگͬ .٢ ‐ ٣

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

گاه مجموعه ی آن ،ε > ٠ و ͹لب اندازه پذیر تابع f : [a, b] → C اگر لوزین١) (قضیه .٢ ‐ ٢ ‐ ١٩ قضیه

است. پیوسته f |E و λ(Ec) < ε که طوری به دارد وجود E ⊂ [a, b] مانند فشرده ای

■ کنید. رجوع [١٠] به برهان.

همه تقریباً t̄ = {tn} مسیر باشد. اندازه پذیر و کراندار تابع f : I → R کنید فرض .٢ ‐ ٢ ‐ ٢٠ قضیه

دهد. نتیجه را f ͹لب انتگرال t̄ مسیر اگر تنها و اگر ͬ کند م بازیافت را f جا

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

باشد. بازیافت پذیر جا همه تقریباً f اگر تنها و اگر است اندازه پذیر f : I → R تابع .٢ ‐ ٢ ‐ ٢١ قضیه

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

اول کاتگوری P و باز G که A = G∆P اگر گوییم بئر خاصیت دارای را A مجموعه .٢ ‐ ٢ ‐ ٢٢ توجه

برای f−١(U) اگر است بئر خاصیت دارای f : I → R و است، متقارن تفاضل دهنده ی نمایش ∆ و

باشد. بئر خاصیت دارای U باز مجموعه هر

جز به باشد. بازیافت پذیر f اگر وتنها اگر است بئر خاصیت دارای f : I → R تابع .٢ ‐ ٢ ‐ ٢٣ قضیه

اول. کاتگوری مجموعه ی از نقاطͬ روی

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

بازگشت نخستین انتگرال های پیوستگͬ ٢ ‐ ٣

بازگشت نخستین صورت به ،t̄ مسیر به نسبت I بازه روی f : I → R کنید فرض .٢ ‐ ٣ ‐ ١ لم

به t̄ مسیر به نسبت H بازه روی f نتیجه در باشد. I بازه زیر ͷی H کنید فرض و باشد انتگرال پذیر

است. انتگرال پذیر بازگشت نخستین صورت
١Luzin’s theorem



٢٨ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

H در مسیر ͷی نیز H روی آن تحدید نتیجه در است I روی مسیر ͷی t̄ چون باشید داشته توجه برهان.

داریم: ،J ⊂ H زیربازه هر ازای به چون اما ͬ دهیم م نمایش s̄ با را H روی تحدیدی مسیر این که است.

r(s̄, J) ⊂ r(t̄, J)

ͬ کنیم. م استفاده s̄ جای به t̄ از بعد به این از کار راحتͬ برای ما

انتگرال پذیر بازگشت نخستین صورت به ،t̄ مسیر به نسبت H روی f کنید فرض خلف برهان به

شرط با H روی R(s) و Q(s) افراز دو مثبتͬ، δی هر ازای به که است موجود ε٠ > ٠ نتیجه در نباشد.

که طوری به دارد وجود ∥Q(s)∥ < δ و ∥R(s)∥ < δ

|
∑

J∈Q(s)

f(r(t̄, J))|J | −
∑

J∈R(s)

f(r(t̄, J))|J || > ε٠

که طوری به دارد وجود مثبتͬ δ٠ هر نتیجه در است، انتگرال پذیر t̄ به نسبت I بازه روی f چون طرفͬ از

داریم: ∥R∥ < δ٠ و ∥Q∥ < δ٠ آن در که I از R و Q افراز هر ازای به

|
∑
J∈Q

f(r(t̄, J))|J | −
∑
J∈R

f(r(t̄, J))|J || < ε٠

Q افرازهای به را آن ها R(s٠) و Q(s٠) افرازهای به I/H نقاط از متناهͬ مجموعه کردن اضافه با حال

بنابراین ∥R(s٠)∥ < δ٠ و ∥Q(s٠)∥ < δ٠ که طوری به ͬ کنیم م تبدیل I روی R و

|
∑
J∈Q

f(r(t̄, J))|J | −
∑
J∈R

f(r(t̄, J))|J ||

> |
∑

J∈Q(s٠)

f(r(t̄, J))|J | −
∑

J∈R(s٠)

f(r(t̄, J))|J || > ε٠

■ ͬ شود. م کامل اثبات و است تناقض این و

پذیر انتگرال بازگشت نخستین صورت به ،x̄ دنباله به نسبت I بازه روی f تابع کنید فرض .٢ ‐ ٣ ‐ ٢ لم



٢٩ بازگشت نخستین انتگرال های پیوستگͬ .٢ ‐ ٣

J ∈ P بازه زیر هر ازای به که طوری به دارد وجود مثبتͬ ی δ ،ε > ٠ هر ازای به نتیجه در باشد.

∣∣∣∣∑
J∈P

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
I

f

∣∣∣∣ < ε.

داشته باشد، I روی δ−ظریف افراز ͷی T اگر که باشد طوری مثبت δی و ε > ٠ کنید فرض برهان.

∑∣∣∣∣باشیم
J∈T

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
I

f

∣∣∣∣ < ε

٢
.

کنید فرض همچنین باشد. I روی δ−ظریف افراز ͷی P کنید فرض و I = [a, b] ⊆ I کنید فرض حال

به باشند I+ = [b, ١] و I− = [٠, a] از افرازهای ترتیب به P+ و P− و I+ = [b, ١] و I− = [٠, a]

باشیم داشته و باشد کمتر δ از افراز نرم که طوری

∣∣∣∣ ∑
J∈P−

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫ −

I

f

∣∣∣∣ < ε

۴
.

∣∣∣∣و ∑
J∈P+

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫ +

I

f

∣∣∣∣ < ε

۴
.

نتیجه در

∣∣∣∣∑
J∈P

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
I

f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( ∑
J∈P−∪P∪P+

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
[٠,١]

f

)
−
( ∑

J∈P−

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
I−

f

)
−
( ∑

J∈P+

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
I+

f

)∣∣∣∣
<

ε

٢
+

ε

۴
+

ε

۴
= ε.

■ شود. مͬ کامل اثبات و

باشد. پذیر انتگرال بازگشت نخستین صورت به I روی x̄ مسیر به نسبت f تابع کنید فرض .٢ ‐ ٣ ‐ ٣ لم



٣٠ بازگشت نخستین بازیافت پذیری جا همه تقریباً ‐٢

شمارای های بازه زیر از H اجتماع هر ازای به که طوری به دارد وجود مثبتͬ δی ،ε > ٠ هر برای پس

آنگاه باشد، H از σ−ظریف افراز ͷی P اگر ،I متناهͬ

∣∣∣∣∑
J∈P

f
(
r(J)

)
|J | − (fr)−

∫
H

f

∣∣∣∣ < ε.

باشد. پذیر انتگرال بازگشت اولین صورت به ،x̄ مسیر به نسبت I روی f تابع کنید فرض .۴ ‐ ٢ ‐ ٣ قضیه

تابع صورت این در

F (x) = (fr)−
∫
[٠,x]

f

است. پیوسته I بازه روی

{Pn} دنباله و ε > ٠ نتیجه در نباشد. پیوسته P ∈ I نقطه در F کنید فرض خلف برهان به برهان.

مͬ شود کاسته مسئله کلیت از اینکه بدون .|F (Pn)−F (P )| > ε که طوری به دارد وجود P به همͽرا

بͽیریم) نظر در را F ′
= F (x)F (P ) تابع است کافͬ صورت این غیر (در F (P ) = ٠ کرد فرض توان

که طوری به باشد یͺنواخت نزولͬ دنباله ͷی {Pn} و

F (Pn)− F (P ) = F (Pn) > ε. (۶ ‐ ٢)

کنیم مͬ اختیار طوری را n١ باشد. ٢ ‐ ٣ ‐ ٢ لم در شده تولید ε

۴
به وابسته مثبت، عددی δ کنید فرض

(۶ ‐ ٢) نامعادله و ٢ ‐ ٣ ‐ ٢ لم گیری کار به با .r١ = r([P, Pn١ ]) دهید قرار حال .Pn١ − P < δ که

داریم

f(r١)− (Pn١ − P ) >
٣ε
۴
.

طور به .f(r١)− (Pn١ − Pn٢) >
٣ε
۴

و Pn٢ < r١ که باشد بزرگ کافͬ اندازه به n٢ کنید فرض حال

داشت خواهیم (۶ ‐ ٢) نامعادله و ٢ ‐ ٣ ‐ ٢ لم اعمال و r٢ = r([P, Pn٢ ]) دادن قرار با مشابه

f(r٢)− (Pn٢ − P ) >
٣ε
۴
.



٣١ بازگشت نخستین انتگرال های پیوستگͬ .٢ ‐ ٣

.f(r٢)− (Pn٣ −Pn٢) >
٣ε
۴

و Pn٣ < r٢ که طوری به باشد بزرگ کافͬ اندازه به n٣ کنید فرض حال

بدست را [P, Pn] از P = {P < Pnk
< . . . < Pn٢ < Pn١} افراز دهیم، ادامه بار k را عمل این اگر

که طوری به آوریم ∑مͬ
J∈P

f
(
r(J)

)
|J | > k.

ε

۴
.

روی بازگشت اولین صورت به f بودن پذیر انتگرال با مطلب این که است برقرار k هر ازای به رابطه این

■ است. تناقض در [P, Pn] بازه



٣ فصل

نخستین بازیافت پذیر توابع کمتر، یا بیشتر

بازگشت

بازیافت پذیری مفهوم تضعیف یا تقویت هنگام در که توابعͬ از بندی طبقه ͷی تا داریم قصد فصل این در

کنیم. دنبال را ͬ آیند م بوجود مختلف بدیهͬ روش های در بازگشت نخستین

ͷکوچ مجموعه های روی جزء به بازیافت پذیر توابع ٣ ‐ ١

در را هستند بازیافت پذیر ͷکوچ مجموعه ی از نقاطͬ روی جز به f : I → R که توابعͬ بخش این در

ͬ گیریم. م نظر

خودش در ناتهͬ چͽال مجموعه زیر هیچ شامل اگر است، پراکنده S ⊂ R مجموعه ی .٣ ‐ ١ ‐ ١ تعریف

است. شمارش پذیر Gδ ͷی S اینکه با معادل یا و نباشد

،f : I → R گوییم .٣ ‐ ١ ‐ ٢ تعریف

از نقطه هر در را f که باشد داشته وجود ای x̄ مسیر اگر است، (f ∈ AR) بازیافت پذیر تقریباً (i)

است. صفر اندازه با مجموعه ای S ͬ کند. م بازیافت I − S

٣٢



٣٣ ͷکوچ مجموعه های روی جزء به بازیافت پذیر توابع .٣ ‐ ١

از نقطه هر در را f که باشد داشته وجود ای x̄ مسیر اگر است، (f ∈ T R) بازیافت پذیر نوعاً (ii)

است. اول کاتگوری از مجموعه ای S ͬ کند. م بازیافت I − S

از نقطه هر در را f که باشد داشته وجود ای x̄ مسیر اگر است، (f ∈ NR) بازیافت پذیر تقریباً (iii)

است. شمارش پذیر مجموعه ای S ͬ کند. م بازیافت I − S

نقطه هر در را f که باشد داشته وجود ای x̄ مسیر اگر است، (f ∈ SR) بازیافت پذیر تقریباً بسیار (iv)

است. پراکنده مجموعه ای S ͬ کند. م بازیافت I − S از

خاصیت f اگر تنها و اگر f ∈ T R و اندازه پذیر f اگر تنها و اگر f ∈ AR که دادیم نشان قبل فصل در

تعدادی از است. کوچͺتر کلاس های به NR دسته بندی فصل این در ما اول هدف باشد. داشته را بئر

ͬ کنیم. م استفاده این کار برای ساده تر لم های

هرگاه ͬ شود م گفته اول بورل کلاس از بورل، اندازه پذیر تابع ͷی f : X → Y تابع .٣ ‐ ١ ‐ ٣ تعریف

باشد. X در Gδ مجموعه ͷی f−١(H) ،Y در H بسته زیرمجموعه برای

هرگاه ͬ شود م گفته دوم بورل کلاس از بورل، اندازه پذیر تابع ͷی f : X → Y تابع .۴ ‐ ٣ ‐ ١ تعریف

باشد. X در Fδσ مجموعه ͷی f−١(H) ،Y در H بسته زیرمجموعه برای

S و x بین فاصله ی اگر است ε−منفرد ،S مجموعه از x نقطه ی ،ε > ٠ کنید فرض .۵ ‐ ٣ ‐ ١ تعریف

باشد. ε > ٠ حداقل

آن گاه باشد، شمارش پذیر مجموعه ی ͷی {yn} و پراکنده E = {en} اگر .۶ ‐ ٣ ‐ ١ لم

h(x) =


٠ x /∈ E

yn x = en

است. ͷی بئر تابع

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.



٣۴ بازگشت نخستین بازیافت پذیر توابع کمتر، یا بیشتر ‐٣

آن گاه باشد. پراکنده E = {en} و شمارش پذیر {yn} و ͷی بئر تابع f کنید فرض .٣ ‐ ١ ‐ ٧ لم

g(x) =


f(x) x /∈ E

yn x = en

است. ͷی بئر تابع

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

E = که طوری به دارد وجود g∗ ͷی بئر تابع گاه آن باشد، دو بئر کلاس به متعلق f اگر .٣ ‐ ١ ‐ ٨ لم

است. g∗ گراف در چͽال ،E متمم در محصور g∗ از گرافͬ چنین و شمارش پذیر {x; f(x) ̸= g∗(x)}

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

باشد. دو بئر کلاس به متعلق f اگر تنها و اگر است NR به متعلق f : I → R تابع .٣ ‐ ١ ‐ ٩ قضیه

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

پذیر شمارش بستار ولͬ نباشد پذیر شمارش که طوری به دهیم گسترش را ها مجموعه محدوده اگر

کند. مͬ بیان را کلͬ حالت [۴] از زیر قضیه رسیم. مͬ ͷی بئر توابع کلاس به دقیقا گاه آن باشد، داشته

اند: معادل زیر عبارات گاه آن باشد. R به I از تابعͬ f کنید فرض .٣ ‐ ١ ‐ ١٠ قضیه

است. ͷی بئر کلاس به متعلق f (i)

است. پذیر بازیافت f (ii)

است. پذیر بازیافت پراکنده، های مجموعه روی جز به f (iii)

ͷکوچ مجموعه های روی جزء به بازیافت پذیر عموماً توابع ٣ ‐ ٢

ارائه را آن تقویت راه قسمت این در کردیم. بیان را بازیافت پذیری شرط تضعیف امͺان قبلͬ قسمت در

ͬ کنیم. م



٣۵ ͷکوچ مجموعه های روی جزء به بازیافت پذیر عموماً توابع .٣ ‐ ٢

هر برای اگر (f ∈ UR) ͬ شود م نامیده بازیافت پذیر عموما، ،f : I → R تابع .٣ ‐ ٢ ‐ ١ تعریف

نخستین بازیافت پذیر x̄ به نسبت f که طوری به باشد، داشته وجود D از x̄ مسیر D محمل مجموعه ی

است. بازگشت

باشد. ͷی بئر کلاس در پیوسته شبه تابع ͷی f اگر تنها و اگر f ∈ UR که شده داده نشان [٧] در

(x, f(x)) از ͬͽهمسای اگرهر است x نقطه ی در پیوسته شبه تابع ،f : I → R تابع .٣ ‐ ٢ ‐ ٢ تعریف

Q(f) ͬ باشد). م f ناپیوستگͬ نقاط مجموعه دهنده ی نشان C(f) باشد.( f |C(f) گراف از نقاطͬ شامل

ͬ دهیم م قرار و ͬ باشد م f پیوستگͬ شبه نقاط از مجموعه ای

NQ(f) = [٠, ١]−Q(f)

آمده بدست مختلف کلاس های بخش این در است. پیوسته شبه تابع ͷی f اینصورت در Q(f) = I اگر

ͬ کنیم. م بررسͬ را قبل قسمت نتایج با عمومیت مفهوم ترکیب از

R به I از f گوییم .٣ ‐ ٢ ‐ ٣ تعریف

باشد داشته وجود صفر اندازه با S مجموعه ی اگر است (f ∈ AUR) بازیافت پذیر عمومͬ تقریباً (i)

بازیافت I − S نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه هر برای که طوری به

ͬ کند. م

و D از x̄ مسیر D محمل مجموعه هر برای اگر است (f ∈ UAR) بازیافت پذیر تقریبی عموماً (ii)

بازیافت I−S(x̄) از نقطه هر در را f ،x̄ که طوری به دارد وجود صفر اندازه با S(x̄) مجموعه ی

ͬ کند. م

داشته وجود S مانند اول کاتگوری مجموعه ی اگر است (f ∈ T UR) بازیافت پدیر عمومͬ نوعاً (iii)

I − S از نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه هر برای که طوری به باشد

ͬ کند. م بازیافت

و D از x̄ مسیر D محمل مجموعه هر برای اگر است (f ∈ UT R) بازیافت پذیر نوعͬ عموماً (iv)

بازیافت I −S(x̄) از نقطه هر در را f ،x̄ که طوری به دارد وجود S(x̄)اول کاتگوری مجموعه ی



٣۶ بازگشت نخستین بازیافت پذیر توابع کمتر، یا بیشتر ‐٣

ͬ کند. م

باشد داشته وجود S شمارش پذیر مجموعه ی اگر است (f ∈ NUR) بازیافت پذیر عمومͬ نزدیͺاً (v)

ͬ کند. م بازیافت I−S نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه هر که طوری به

و D از x̄ مسیر D محمل مجموعه هر برای اگر است (f ∈ UNR) بازیافت پذیر ͷنزدی عموماً (vi)

بازیافت I − S(x̄) از نقطه هر در را f ،x̄ که طوری به دارد وجود S(x̄) شمارش پذیر مجموعه ی

ͬ کند. م

باشد داشته وجود S پراکنده مجموعه ی اگر است (f ∈ SUR) بازیافت پذیر عمومͬ نزدیͺاً بسیار (vii)

ͬ کند. م بازیافت I−S نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه هر که طوری به

مسیر D محمل مجموعه ی هر برای اگر است (f ∈ USR) بازیافت پذیر ͷنزدی بسیار عموماً (viii)

I − S(x̄) از نقطه هر در را f ،x̄ که طوری به دارد وجود S(x̄) پراکنده مجموعه ی و D از x̄

ͬ کند. م بازیافت

J مانند بازه ای هیچ اینصورت در .r < s و AUR یا UAR به متعلق f کنید فرض .۴ ‐ ٣ ‐ ٢ قضیه

باشند، چͽال J در که E٢ = f−١([s,+∞)) و E١ = f−١((−∞, r]) مجموعه ی دو از کدام هیچ در

ندارد. وجود

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

{x : limt→x f(x)} دارد وجود آن گاه .r < s UTو R UARیا به متعلق f کنید فرض .۵ ‐ ٣ ‐ ٢ قضیه

است. مانده پس

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.

است. مانده پس C(f) آن گاه باشد، UAR یا UT R به متعلق اگر .۶ ‐ ٣ ‐ ٢ قضیه

■ کنید. رجوع [۶] به برهان.



۴ فصل

ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله

وجود x̄ : N −→ [٠, ١] دنباله ،F : [٠, ١] −→ R ͹لب پذیر انتگرال تابع برای دادیم نشان ٢ فصل در

این های ویژگͬ از برخͬ مورد در نامه پایان این در کند. مͬ میل F به ریمان انتگرال در که طوری به دارد

کنیم. مͬ معرفͬ را جدید دادی قرار علائم و مفاهیم ابتدا است. شده بحث ها دنباله

ها قرارداد ١ ‐ ۴

نظر در µ شده تولید معمولͬ اندازه با استاندارد های دنباله فضای را Ω = {x̄ : N −→ [٠, ١]} *

گیریم. مͬ

دهیم. مͬ نمایش x̄(p) یا x̄p بصورت را x̄ دنباله عنصر p−امین *

یعنͬ دهیم. مͬ نشان E(F ) با را آن انتگرال باشد پذیر انتگرال µ به نسبت ،F : Ω −→ R اگر *

E(F ) =

∫
Ω

fdµ.

احتمال عنوان به را P (S) = µ({x̄ ; x̄درSکند {صدق باشد، ها دنباله مورد در ای گزاره S اگر *

گیریم. مͬ نظر در S بودن درست

٣٧



٣٨ ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله ‐۴

انتگرال و مقدار حقیقͬ تابع ͹لب انتگرال و λ(A) با را A ⊆ R پذیر اندازه مجموعه ͹لب اندازه *

استفاده
∫
f نماد از ،A = [٠, ١] که خاص حالت در دهیم. مͬ نمایش

∫
A
f با را A روی F پذیر

کنیم. مͬ

گیریم. مͬ نظر در I بازه طول عنوان به را L(I) *

تابع I ⊆ [٠, ١] بازه هر ازای به باشد. پذیر انتگرال ͹لب F : [٠, ١] −→ R کنید فرض *

صورت به را FI : Ω −→ R

FI(x̄) = for
(
(x̄, I)

)
.p = min{n ; xn ∈ I} که طوری به r(x̄, I) = xp آن در که کنیم مͬ تعریف

ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله ٢ ‐ ۴

،x̄ ∈ Ω دنباله ی گوییم باشد. افراز نرم ∥P∥ و J از افرازی P اگر بͽیرید، نظر در را J ⊆ [٠, ١] بازه

اگر، است J بازه ی روی F تابع گیر انتگرال

lim
∥P∥→٠

∑
I∈P

FI∩J(x̄)l(I ∩ J) =

∫
J

f (١ ‐ ۴)

است. F تابع گیر انتگرال ،x̄ دنباله گوییم آنگاه باشد، f گیر انتگرال J ⊆ [٠, ١] بازه ی هر روی x̄ اگر

دارد وجود ای x̄ دنباله F : [٠, ١] → R پذیر اندازه ͹لب تابع هر ازای به که است شده داده نشان [٢] در

است. f تابع گیر انتگرال که

F : [٠, ١] → R انتگرال پذیر ͹لب تابع انتگرالده که دنباله هایی مجموعه µ اندازه تا داریم قصد ما

مورد را است کراندار اندازه پذیر ،F : [٠, ١] → R تابع که حالتͬ نامه پایان این در کنیم. تعیین را هستند

میل صفر به آن ها نرم که باشد [٠, ١] روی افرازهای از دنباله ای {Pn} کنید فرض ͬ دهیم. م قرار بررسͬ

ͬ کند. م



٣٩ ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله .٢ ‐ ۴

باشیم: داشته x̄ ∈ Ω دنباله برای J ⊆ [٠, ١] هر ازای به اگر

lim
n→∞

∑
I∈Pn

FI∩J(x̄)l(I ∩ J) =

∫
J

f. (٢ ‐ ۴)

͹لب فشردگͬ قضیه از آسانͬ به زیر نتیجه است. {Pn} دنباله ی به نسبت f گیر انتگرال ،x̄ گوییم

ͬ شود. م نتیجه

x ∈ R و اندازه پذیر مجموعه ͷی M ⊂ R و R روی ͹لب اندازه ،λ کنید فرض .٢ ‐ ١ ‐ ۴ تعریف

اگر است، M از چͽال نقطه ͷی x گوییم باشند.

lim
r→٠+

λ(M ∩ V (x, r))

V (x, r)
= ١.

هستند. چͽال نقطه ،M اندازه پذیر مجموعه نقاط همه تقریباً (͹لب چͽال (قضیه .٢ ‐ ٢ ‐ ۴ قضیه

ͬ شود. م نتیجه ͹لب چͽال قضیه از مستقیماً زیر قضیه

افرازهای از دنباله ای نتیجه در باشد. اندازه پذیر و کراندار F : [٠, ١] → R کنید فرض .٢ ‐ ٣ ‐ ۴ قضیه

است. {Pn} دنباله به وابسته ،f گیر انتگرال x̄ ،x̄ ∈ Ω هر تقریباً دنباله برای که طوری به دارد وجود Pn

تعریف باشد | F |< B که این فرض با و ٠ ≤ k ≤ ٢٢n − ١ و n = ٠, ١, ٢, ... ازای به برهان.

ͬ کنیم: م

Ek
n = f−٢))١−nk, ٢−n(k + ١)), Fn = f−٢))١n, B])

داریم: x̄ ∈ Ω دنباله برای بنابراین ،Pn = {Ek
n ∪ Fn} ͬ دهیم م قرار

lim
n→∞

∑
I∈Pn

FI∩J(x̄)l(I ∩ J) = lim
n→∞

٢n∑
k=٠

FI∩En(x̄)l(I ∩ En)

،x ∈ Ek
n ازای به که ͬ دانیم م طرفͬ از

f − FI∩En(x̄) ≤ ٢−n ≤ (FI∩En(x̄) ≥ ٢−n و f ≤ ٢−n(k + ١) (چون



۴٠ ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله ‐۴

∫
I

f −
٢n∑
k=٠

FI∩Ek
n
(x̄)l(I ∩ Ek

n) ≤ ٢−n ⇒ lim
n→∞

٢n∑
k=٠

FI∩Ek
n
(x̄)l(I ∩ Ek

n) =

∫
I

f

نیز I و اندازه پذیرند نیز ها Ek
n و اندازه پذیر f چون که داشت توجه باید است. I = [٠, ١] آن در که

.x̄n ∈ I∩Ek
n که طوری به است موجود ای n جا همه تقریباً ،͹لب چͽال قضیه طبق لذا است، اندازه پذیر

وابسته ،f گیر انتگرال x̄ ،x̄ ∈ Ω هر تقریباً دنباله برای پس .FI∩Ek
n
(x̄k) ̸= −∞ جا همه تقریباً بنابراین

■ است. {Pn} دنباله به

داریم: n منفͬ غیر عدد هر و m مثبت عدد هر ازای به ها) ای جمله چند (قضیه .۴ ‐ ٢ ‐ ۴ قضیه

(x١ + x٢ + . . .+ xm)
n =

∑
k١,...,km

(
n
k١,...,km

) ∏
١≤t≤m

xkt
t

(
n
k١,...,km

)
=

n!

k١!k٢! . . . km!
آن در که

تصادفͬ متغیر ͷیX کنید فرض بالاتر) مرتبه های گشتاور برای چبیشف قضیه (گسترش .۵ ‐ ٢ ‐ ۴ قضیه

داریم: k > ٠ هر برای لذا باشد، E(X) میانگین با

P

(
|X − E(X)| ≥ k

)
≤ E(|X − E(X)|)n

kn

از دنباله ای An و باشد X مجموعه روی مثبت اندازه ͷی µ کنید فرض (برل‐کانتلͬ) .۶ ‐ ٢ ‐ ۴ لم

.µ(limn→∞ supAn) = ٠ آنگاه ،
∑∞

n=١ µ(An) < ∞ اگر باشد F σ−جبر

فرض ،n ∈ N هر ازای به و باشد، اندازه پذیر و کراندار ،F : [٠, ١] → R کنید فرض .٢ ‐ ٧ ‐ ۴ قضیه

همه تقریباً برای نتیجه در ،{mn} ∈ ∪∞
j=١l

j اگر .∥Pn∥ = mn که باشد [٠, ١] از افرازی ،Pn کنید

است. {Pn} دنباله به وابسته ،f گیر انتگرال x̄ ،x̄ ∈ Ω

کنید فرض و بͽیرید نظر در راثابت {Pn} افرازی دنباله باشد، |f | برای کران ،B > ٠ کنید فرض برهان.

تعداد انتگرال گیری با باشد. برقرار x̄ ∈ Ω دنباله های همه تقریباً برای ،J ⊂ [٠, ١] بازه ی هر برای (٢ ‐ ۴)

ازای به که دید ͬ توان م سادگͬ به ͬ شود، م ساخته باز بازه های تمام کامل، اندازه با مجموعه های شمارای



۴١ ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله .٢ ‐ ۴

از اجتماع (هر است. برقرار x̄ ∈ Ω دنباله همه تقریباً برای (٢ ‐ ۴) رابطه بازه ها از شمارایی مجموعه هر

برای (٢ ‐ ۴) رابطه که دهیم نشان که است کافͬ لذا نوشت). مجزا اجتماع صورت به توان مͬ را بازه ها

تعریف زیر صورت به را gn,i : Ω → R و fn,i : Ω → R توابع است. برقرار J = [٠, ١] حالت

ͬ کنیم: م

fn,i : for(x̄, In,i).l(In,i) ≡ FIn,i
(x̄).l(In,i)

باشد. مͬ an,i =
∫
In,i

f که gn,i : fn,i − an,i

داریم: لذا

E(fn,i) =
∑

a.e. x̄∈Ω

for(x̄, In,i).l(In,i)

ابتدای عنوان به را r(x̄, In,i) از ͷی هر ͬ توان م لذا ͬ دهد. م پوشش را In,i تمام ،x̄ ∈ Ω همه تقریباً

لذا ͬ دهد. م پوشش را r(x̄, In,i) تمام افراز بازه های کردن ͷکوچ با که گرفت نظر در افراز از بازه ای

داریم:

∗ = lim
n→∞

∑
I∈Pn

for(x̄, In,i ∩ I).l(In,i ∩ I)

داریم: لذا است. برقرار In,i خصوص به بازه ها همه زیر برای (٢) رابطه فرض طبق که

=

∫
In,i

f = an,i

داریم: حال .E(gn,i(x̄)) = ٠ که دید ͬ توان م راحتͬ به پس

E(fk
n,i) =

∑
a.ex̄∈Ω

fkor(x̄, In,i), l
k(In,i) =

∑
a.ex̄∈Ω

fkor(x̄, In,i).l(In,i).l
k−١(In,i)

= lk−١(In,i)f
kor(x̄, In,i).l(In,i ∩ I)

داریم: بالا بحث مشابه بͽیریم نظر در جدید تابع عنوان به را fkor(x̄, In,i) اگر حال

fkor(x̄, In,i) =

∫
In,i

fk
n,i ⇒ E(fk

n,i) = (

∫
fk
n,i).l

k−١(In,i)



۴٢ ده انتگرال جا همه تقریبا های دنباله ‐۴

هستند. Bl(In,i) برابر حداکثر دو هر |an,i| و |fn,i| لذا |F | ≤ B چون

|an,i| = |
∫
In,i

f | ≤
∫
In,i

|f | ≤ Bl(In,i)

|fn,i(x̄)| = |for(x̄, In,i)|.l(In,i) ≤ Bl(In,i)

|gn,i(x̄)|بنابراین = |fn,i − an,i| ≤ |fn,i|+ |an,i| ≤ ٢Bl(In,i)

نتیجه در
|E(gkn,i)| ≤ ٢kBkl(Ikn,i) (٣ ‐ ۴)

،Sn =
∑Mn

i=١ gn,i اگر است. جمع پذیر {mp
n} که طوری به است موجود p ∈ N فرض، به توجه با

ͬ دهیم: م قرار .E(S٢p
n ) = O(mp

n) که ͬ دهیم م نشان

K = {(k١, . . . , kMn) ∈ {٠, ١, ٢, . . . , ٢p}Mn ;
Mn∑
i=١

ki = ٢p}

قضیه به توجه با K∗ = {(k١, . . . kMn) ∈ K ; ki ̸= ١, هر iبرای = ١, ...Mn} هر ازای به

داریم: gn,i توابع بودن مستقل و گسسته) (انتگرال امید بودن خطͬ و چندجمله ای ها

E(S٢p
n ) = E((Sn =

Mn∑
i=١

gn,i)
٢p) =

∑
(k١,...,km)∈K

((
٢p
k١,...,kMn

) Mn∏
i=١

E(gkn,i)

)

داریم: پس باشد، kt ̸= ١ باید لذا E(gn,i) = ٠ ،gn,i هر ازای به چون

E(S٢p
n ) =

∑
(k١,...,kMn )∈K∗

((
٢p
k١,...,kMn

) Mn∏
i=١

E(gkin,i)

)

داریم: (٣ ‐ ۴) رابطه به توجه با حال

|E(S٢p
n )| =

∣∣∣∣ ∑
(k١,...,km)∈K∗

((
٢p
k١,...,kMn

) Mn∏
i=١

∣∣E(gkin,i)
∣∣)∣∣∣∣
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≤
∑

(k١,...,kMn )∈K∗

((
٢p
k١,...,kMn

) Mn∏
i=١

∣∣E(gkin,i)
∣∣)

داریم: لذا .(٢p
k١,...,kMn

) ≤ ٢p!, k١, . . . , kMn ∈ K∗ هر ازای به چون

≤ (٢p)!
∑

(k١,...,kMn )∈K∗

Mn∏
i=١

|E(gkin,i)|

≤ (٢p)!
∑

(k١,...,kMn )∈K∗

(
Mn∏
i=١

٢kiBkilki(In,i))

داریم:
∑Mn

i=١ ki = ٢p چون (٣ ‐ ۴) رابطه به توجه با

= (٢p)!٢٢pB٢pe
∑

(k١,...,kMn )∈K∗

Mn∏
i=١

lki(In,i))

که: است واضح طرفͬ از

∑
(k١,...,kMn )∈K∗

(
Mn∏
i=١

lki(In,i)) ≤
Mn∑
ip=١

...
Mn∑
i١=٢

Mn∑
i١=١

(l٢(In,i١)l
٢(In,i٢)...l

٢(In,ip))

داریم: پس l(In,ij) ≤ mn پس ||Pn|| = mn چون

∗ =
Mn∑
ip=٠

l٢(In,ip)(...(
Mn∑
i١=٢

l٢(In,i٢)(
Mn∑
i=١

l٢(In,i١))...)

 ≤ Mp
n

≤ mn

Mn∑
ip=٠

(
l(In,ip)(...(

Mn∑
i=٠

l(In,i)))

)
= Mn

داریم: بالا روابط از لذا ͬ دهیم). م قرار mn ͷی
∑

هر ازای (به

|E(S٢p
n )| ≤ (٢p)!۴pB٢pmp

n
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ͬ کنیم م محاسبه را زیر احتمال شده داده ε > ٠ برای حال

p(|
Mn∑
i=١

for(x̄, In,i)l(In,i)−
∫

f | ≥ ε)

داریم:

p(|
Mn∑
i=١

for(x̄, In,i)l(In,i)−
∫

f | = p(|
Mn∑
i=٠

gn,i| ≥ ε)

= p(|Sn| ≥ ε)

داریم: یافته گسترش چبیشف قضیه از استفاده با .E(Sn) = ٠ پس E(gn,i) = ٠ که ͬ دانیم م طرفͬ از

P (|Sn−E(Sn)| ≥ ε) = P (|Sn| ≥ ε) ≤ E(|Sn − E(Sn)|٢p

εp
=

E(|S٢p
n |)

ε٢p ≤ (٢p)!٫۴p.B٢p

ε٢p mp
n

An = آن در که دارد صفر اندازه ،limn→∞ supAn برل‐کانتلͬ، طبق و است جمع پذیر {mp
n} لذا

،n ≥ m هر ازای به که است موجود mای یعنͬ .x̄ /∈ limn→∞ supAn اگر حال .{x̄ ; |Sn(x̄) > ε}

پس .limn→∞ |Sn(x̄)| → ٠ داشت خواهیم دهیم میل صفر سمت به را ε اگر حال ،|Sn(x̄)| ≤ ε

lim
n→∞

|
Mn∑
i=٠

for(x̄, In,i)|(In,i)−
∫

f | → ٠

■ ͬ کند. م کامل را اثبات این و است {Pn} دنباله به وابسته f گیر انتگرال x̄ که است معنͬ این به این و



فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

agree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگار
algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر
σ−Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . σ−جبر

almost recoverable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر بازیافت تقریبا
almost universally recoverable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر بازیافت عمومͬ تقریبا
bair category . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بئر کاتگوری
bair one . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷی بئر
bair property . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بئر خاصیت
borel set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بورل مجموعه
bounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار
caratheodory extention theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاراتئودوری گسترش قضیه
cluster set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاراتئودوری. گسترش قضیه
co-countable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناشمارا
collection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گردایه
complement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمم
component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عنصر
contiquous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور متصل،
continuous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته
covergent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرا
dense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چͽال.
first Borel class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. بورل کلاس
first category . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول کاتگوری
first return integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشت نخستین انتگرال
first return integrability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشت نخستین پذیری انتگرال
first return recovery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشت نخستین بازیافت
σ−finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . σ−متناهͬ



۴۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

mesure space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه فضای
mesurable space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر اندازه فضای
monoton unions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنوا اجتماع
nearly recoverable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر بازیافت تقریبا
nearly universally recoverable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر بازیافت عموما تقریبا
nowhere dense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چͽال جا هیچ
partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز
sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله
subinterval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه زیر
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