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چൊیده
بهينه�سازی مساله يک برای ضعيف کارایی و کارایی جواب�های معرفی به ابتدا نامه پايان اين در
چندهدفه بهينه�سازی مسائل حل روش�های از یکی که اسکالرسازی روش سپس می�پردازيم. چندهدفه
است دوگان و اولیه مساله بین که تناظری هندسی دوگان قضیه کمک به ادامه، در می�کنيم. بيان را است
الگوریتم می�گیریم. کمک بنسون بیرونی الگوریتم ارائه برای هندسی دوگان قضیه از و می�دهیم نشان را
بیان را بنسون الگوریتم دوگان ادامه در می�کند. پیدا را شدنی مجموعه غیرتسلطی نقاط بنسون، بیرونی
این می�دهیم. ارائه را بنسون الگوریتم تقریب بنسون، دوگان الگوریتم روی تغییراتی اعمال با و می�کنیم
را ε-غیرتسلطی نقاط از مجموعه�ای غیرتسلطی، مجموعه از بیرونی و درونی تقریبی ایجاد با الگوریتم
کاربرد است. ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط از مجموعه�ای درونی، تقریب می�کنیم ثابت و می�کند ایجاد

می�کنیم. بیان پرتودرمانی در پرتو شدت بهینه�سازی مسائل در را الگوریتم�ها
الگوریتم هندسی، دوگان هدف، فضای پارتو، بهينگی چندهدفه، خطی برنامه�ریزی کليدی: کلمات

پرتودرمانی. ε-غیرتسلطی، مجموعه بیرونی، تقریب بنسون،
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١ فصل

چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی

مقدمه ١.١

این در است. پزشکی در کاربردها این از یکی که دارد طبیعت در زیادی کاربردهای چندهدفه بهینه�سازی
بهینه�سازی مساله یک می�پردازیم. پرتودرمانی زمینه در آن کاربرد و چندهدفه بهینه�سازی به پایان�نامه
باشند. بی�نهایت یا متناهی می�توانند جواب�ها این تعداد که دارد بهینه جواب چند معمولا چندهدفه

کند. عمل نظام�مند به�صورت می�تواند جواب�ها این انتخاب برای چندهدفه تصمیم�گیرنده
مولفه�هایش از هیچ�یک نتوان که است جوابی بهینه جواب (MOP) چندهدفه بهینه�سازی مساله در
در را تعریف این پارتو ویلفردو چون شود. بدتر مولفه�هایش از دیگر یکی حداقل آن�که مگر داد بهبود را

گویند. پارتو بهینگی اغلب تعریف، این به داد توسعه ١٨٩۶ سال
تبدیل چندهدفه مساله با متناظر تک�هدفه مساله به روش�هایی کمک با چندهدفه بهینه�سازی مسائل
تک�هدفه مساله برای بهینه جواب�های و می�شوند حل تک�هدفه بهینه�سازی تکنیک�های از استفاده با و شده
بهینه�سازی مساله کارای جواب�های و تک�هدفه مساله بهینه جواب�های بین رابطه می�آیند. به�دست
بهینه�سازی مسائل ε-کارای جواب�های به نامه پایان این در است. برخوردار زیادی اهمیت از چندهدفه
همان یا شدنی) فضای در کارا نقاط (تصویر ε-غیرتسلطی نقاط کردن پیدا هدف می�پردازیم. چندهدفه

است. هدف مجموعه در ε-کارا نقاط
استفاده ادامه در که چندهدفه بهینه�سازی اولیه تعاریف و چندهدفه بهینه�سازی مساله اول فصل در
گسترش مخروط یک توسط را شدنی مجموعه بعد فصل�های در چون می�کنیم. بیان را می�شوند
آوردن به�دست برای می�پردازیم. دلخواه مخرو�ط روی بهینگی و مخروط تعریف به بنابراین می�دهیم،
این برای کنیم. تبدیل تک�هدفه مساله به را چندهدفه بهینه�سازی مساله داریم نیاز غیرتسلطی، نقاط
رابطه و می�سازیم تک�هدفه مساله یک و می�کنیم استفاده اسکالرسازی روش از پایان�نامه این در منظور

می�کنیم. بیان را چندهدفه مساله کارای جواب�های و تک�هدفه مساله بهینه جواب�های بین
را هندسی دوگان قضیه تک�هدفه، بهینه�سازی مسائل در قوی دوگان قضیه به توجه با دوم فصل در
مساله بین تناظر آن، از استفاده با و می�کنیم اثبات (MOLP) چندهدفه خطی بهینه�سازی مسائل برای



٢ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

دیگر مساله رأسی نقاط با مساله دو این از یکی ابروجه�های بین رابطه که می�کنیم بیان را دوگان و اولیه
می�دهیم. نشان را رابطه این مثال�هایی با و می�کند بیان را

غیرتسلطی، مجموعه و کارا مجموعه کردن پیدا و چندهدفه خطی برنامه�ریزی مساله حل برای
دارند. وجود هدف فضای بررسی روش�های و داخلی نقطه روش و چندهدفه سیمپلکس روش�های
هدف فضای بررسی روش و می�کنند کار متغیرها فضای روی داخلی نقطه و سیمپلکس روش�های
کمتر متغیرها تعداد از اهداف تعداد چندهدفه مسئله یک در اغلب چون و می�کند کار هدف فضای روی
زمان لذا و دارد نیاز کمتری محاسبات هدف فضای بررسی کمک با چندهدفه مسئله یک حل لذا است،

یابد. می کاهش محاسبات
معرفی را بیرونی تقریب الگوریتم و کنیم می استفاده هدف فضای بررسی روش از سوم فصل در
هدف فضای در غیرتسلطی مجموعه کنیم، پیدا را تصمیم فضای در کارا مجموعه اینکه به�جای و می�کنیم
چندهدفه خطی برنامه�ریزی مسائل شدنی مجموعه غیرتسلطی نقاط همه الگوریتم این می�کنیم. پیدا را
دوگان شدنی مجموعه برای را بنسون الگوریتم ایده فصل این دوم بخش در می�کند. پیدا را (MOLP)
و اولیه شدنی مجموعه بین رابطه شد بیان دوم فصل در که هندسی دوگان قضیه کمک با و می�بریم به�کار

می�کنیم. بررسی را دوگان
این در می�پردازیم. چندهدفه مسائل کارای تقریبا های جواب کردن پیدا نحوه به چهارم فصل در
اقلیدسی، فاصله یک گرفتن درنظر با می�شود. ارائه بنسون دوگان الگوریتم از تقریبی نسخه یک فصل
در اولیه مجموعه کردن محصور با و آورد به�دست را درونی تقریب مجموعه و بیرونی تقریب مجموعه
تقریب غیرتسلطی نقاط مجموعه می�کنیم. پیدا را ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه تقریبی، مجموعه�های بین
به�کمک و دوگان مساله تقریبی حل با فصل این در است. اولیه مساله ε-غیرتسلطی نقاط همان درونی،
نشان می�کنیم. محاسبه را هدف فضای در اولیه چندوجهی مجموعه شد، بیان دوم فصل در که روابطی
-ε نقاط همان اولیه، MOLP مساله برای درونی، تقریب ضعیف غیرتسلطی نقاط مجموعه می�دهیم

است. اولیه مساله ضعیف غیرتسلطی
ناشی خطرات از اطراف بافت�های و اندام�ها حفظ و تومور سلول�های بردن بین از پرتودرمانی، هدف
ارائه را دوز بهترین پرتو جهت�های و پرتوها تعداد داشتن با پرتو، شدت نمودارهای است. پرتو تاثیر از
شدت بهینه�سازی مساله به ۵ فصل در می�شود. گفته پرتو شدت بهینه�سازی مساله امر این به می�دهند.

می�پردازیم. [٣٩] است شده مدل�سازی (MOLP) یک به�صورت که پرتو
است. شده استفاده [۴٠] ،[٣٩] ،[١٧] ،[١۴] ،[٢] مقالات از پایان�نامه این در

چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای ٢.١

می�شود: بیان زیر به�صورت کلی حالت در چندهدفه١ بهینه�سازی مساله یک
min f(x) = (f١(x), · · · , fp(x))

s.t x ∈ X ⊂ Rn
(١.١)

١Multiobjective optimization problem
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کارا جواب�های تعریف :١.١ شکل

توابع i = ١, · · · , p ،fi : Rn → R است، تصمیم متغیرهای بردار x = (x١, · · · , xn)T آن در که
هدف می�نامیم. هدف فضای را Y = f(X ) شدنی، مجموعه تصویر است. شدنی مجموعه X و هدف
به هدف تابع قرینه گرفتن نظر در با را ماکسیمم�سازی مسائل است. هدف توابع هم�زمان کردن مینیمم
کلی حالت در است. p ≥ ٢ می�کنیم فرض چندهدفه بهینه�سازی در می�کنیم. تبدیل مینیمم�سازی مسائل
مینیمم را هدف توابع همه هم�زمان به�طور که بهینه�ای جواب� کردن پیدا هدف، توابع بودن متناقض علت به
یابند، بهبود نتوانند مولفه�هایشان از هیچ�یک که کرد پیدا هدفی بردارهای می�توان است. غیرممکن کند،
ادامه در که گوییم کارا٢ نقاط جواب�ها، این به شود، بدتر مولفه�هایشان از دیگر یکی حداقل این�که مگر

می�شوند. تعریف
می�کنیم. بیان را زیر نمادهای ابتدا غیرتسلطی٣ نقاط و کارا جواب�های تعریف برای

داریم: y١, y٢ ∈ Rp هر برای
y١ > y٢ ←→ y١k > y٢k , k = ١, · · · , p

y١ ≧ y٢ ←→ y١k ≥ y٢k , k = ١, · · · , p

y١ ≥ y٢ ←→ y١k ≧ y٢k , y١ ̸= y٢,

Rp
> = {y ∈ Rp : y > ٠},

Rp
≥ = {y ∈ Rp : y ≥ ٠},

Rp
≧ = {y ∈ Rp : y ≧ ٠}.

x ∈ X هیچ اگر می�شود، نامیده (کارا) پارتو۴ بهینه x̂ ∈ X شدنی جواب یک .[١٢] .١.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده غیرتسلطی نقطه ŷ = f(x̂) باشد، کارا x̂ اگر باشد. نداشته وجود f(x) ≤ f(x̂) با

است. مسلط f(x٢) بر f(x١) و مسلط x٢ بر x١ گوییم f(x١) ≤ f(x٢) و x١, x٢ ∈ X اگر

٢Efficient
٣Nondominated
۴Pareto optimal



۴ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

که ŷ = f(x̂) ∈ Y غیرتسلطی نقاط همه مجموعه و داده نمایش XE با را کارا جواب�های همه مجموعه
با که کارایی دیگر تعریف چند می�شود. نامیده غیرتسلطی مجموعه و می�شود مشخص YN با ،x̂ ∈ XE

می�کنیم: بیان زیر در را معادل�اند ١.١.١ تعریف

fi(x) < fi(x̂) و k = ١, · · · , p ،fk(x) ≤ fk(x̂) به�طوری�که x ∈ X باشد نداشته وجود . ١
.i ∈ {١, · · · , p}یک حداقل برای

.f(x)− f(x̂) ∈ −Rp
≧ \ {٠} به�طوری�که x ∈ X ندارد وجود . ٢

.f(x)− f(x̂) ∈ Rp \ {−Rp
≧ \ {٠}} باشیم داشته ،x ∈ X هر برای . ٣

.f(X ) ∩ (f(x̂)− Rp
≧) = {f(x̂)} . ۴

.f(x) ∈ f(x̂)− Rp
≧ با f(x) ∈ f(X ) \ {f(x̂)} ندارد وجود . ۵

f(X )∩(f(x̂)−Rp
≧) = {f(x̂)} اگر می�شود مشاهده شکل چپ سمت در کنید، مشاهده را ١.١ شکل

f(x̂) نقطه آنگاه باشد، f(x̂) با برابر f(X ) با −Rp
≧ اشتراک تنها اگر یعنی، است. کارا x̂ نقطه آنگاه

این�صورت در باشد داشته دیگری اشتراک اگر می�شود مشاهده شکل در که همان�گونه و است غیرتسلطی
f(X ) اگر می�کنیم مشاهده شکل راست سمت در می�باشد. ۴ تعریف معادل واین نیست کارا f(x̂) نقطه
f(x̂) باشد، f(x̂) شامل −Rp

≧ و f(X ) اشتراک اگر آنگاه شود منطبق مبدا بر f(x̂) تا دهیم انتقال را
است. و٣ ٢ تعریف با معادل این که است تسلطی غیر نقطه

فرض دارند. قرار Y پایین و چپ قسمت در غیرتسلطی نقاط ١.١ شکل در فوق، توضیحات طبق
کنید فرض است. غیرتسلطی ŷ گوئیم باشد، نداشته وجود y ≤ ŷ با ،y ∈ Y اگر باشد. Y ⊂ Rp کنید

.YN ⊂ Y داریم غیرتسلطی نقاط تعریف طبق ،Y ⊂ Rp

بگیرید. نظر در زیر شدنی مجموعه با هدفه دو بهینه�سازی مساله یک .٢.٢.١ مثال

X =

(x١, x٢) ∈ R٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−١ ≦ x١ ≦ ١

−
√
−x٢١ + ١ < x٢ ≦ ٠ if −١ ≦ x١ ≦ ٠

−
√
x٢١ + ١ ≦ x٢ ≦ ٠ if ٠ < x١ ≦ ١

 (٢.١)

باشد: زیر به�صورت هدف تابع کنید فرض

f(x١, x٢) = (x١, x٢) (٣.١)

می�شود) منطبق X بر مثال این در (که هدف فضای در Y و تصمیم فضای در X شدنی های مجوعه
شده�اند. داده نمایش ٢.١ شکل در

یعنی، ندارد غیرتسلطی و کارا جواب�های شده داده چند�هدفه مساله که، می�بینیم به�وضوح
است. پیوسته تابعی f(X ) و محدب�اند X ,Y مساله این در که شود توجه .YN = XE = ∅

دهیم: تغییر کمی زیر صورت به را شدنی مجموعه کنید فرض



۵ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .٢.١

٢.١.١ مثال در اولیه مساله شدنی مجموعه :٢.١ شکل

X =


(x١, x٢) ∈ R٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−١ ≦ x١ ≦ ١
x٢ = ٠ if x١ = −١

−
√
−x٢١ + ١ < x٢ ≦ ٠ if −١ < x١ < ٠

−
√
−x٢١ + ١ ≦ x٢ ≦ ٠ if ٠ ≦ x١ ≦ ١


(۴.١)

داریم هم�چنین و XE = {(−١,٠), (١−,٠)} داریم می�کنید مشاهده ٣.١ شکل در که همان�گونه
.YN = {(−١,٠), (١−,٠)}

٢.١.١ مثال در مساله اصلاح شدنی مجموعه :٣.١ شکل

عضو متناهی تعداد دارای کارا نقاط مجموعه است ممکن مساله یک در که می�دهد نشان فوق مثال
باشند. پیوسته f(X ) و محدب Y و X اگر حتی باشد، تهی یا و

غیرتسلطی مجموعه هدف، فضای در شدنی مجموعه به Rp
≧ افزودن با می�دهیم نشان زیر قضیه در

نمی�یابد. تغییر

.YN = (Y + Rp
≧)N .[١٢] .٣.٢.١ قضیه



۶ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

تهی دو هر غیرتسلطی زیرمجموعه�های و Y + Rp
≧ = ∅ چون است، بدیهی نتیجه ،Y = ∅ اگر برهان.

هستند.
اگر اول حالت دارد، وجود حالت دو .y /∈ YN اما y ∈ (Y + Rp

≧)N و Y ̸= ∅ کنید فرض
به�طوری�که دارند وجود ٠ ̸= d ∈ Rp

≧ و y′ ∈ Y پس y /∈ YN خلف فرض بنابه این�صورت در y /∈ Y
گزاره یک که y /∈ (Y + Rp

≧)N آوریم می به�دست ،y′ = y′ + ٠ ∈ Y + Rp
≧ چون .y = y′ + d

y′ ∈ Y پس y /∈ YN فرضخلف بنابه این�صورت در ،y ∈ Y کنید فرض دوم حالت در است. نادرست
y = y′ + d بنابراین است. Rp

≧ \ {٠} به متعلق که ،d = y − y′ کنید فرض دارد. وجود y′ ≤ y که
.y ∈ YN نتیجه در دارد. تناقض فرضمساله با این و y /∈ (Y+Rp

≧)N لذا (y′ = y′+٠ ∈ Y+Rp
≧)

وجود y−y′ = d′ ∈ Rp
≧\{٠} با y′ ∈ Y+Rp

≧ آنگاه ،y /∈ (Y+Rp
≧)N اما y ∈ YN کنید فرض حال

y = y′+ d′ = y′′+(d′+ d′′) = y′′+ dپس ،d′′ ∈ Rp
≧ ،y′′ ∈ Y با y′ = y′′+ d′′ طرفی از دارد.

پس دارد. تناقض فرض با که ،y /∈ YN می�گیریم نتیجه لذا ،d = d′ + d′′ ∈ Rp
≧ \ {٠} که

.y ∈ (Y + Rp
≧)N

باشند. Y مرز۵ به متعلق باید کارا نقاط که است این می�آوریم، به�دست که دیگری نتیجه

.YN ⊂ bd(Y) داریم دهیم، نشان bd(Y) با را Y مرز اگر .[١٢] .۴.٢.١ قضیه

،y از ε-همسایگی یک می�توان .y ∈ int(Y) بنابراین ،y /∈ bd(Y) و y ∈ YN کنید فرض برهان.
به باز گوی یک B(٠, ε)) ،B(y, ε) := y + B(٠, ε) ⊂ Y به�طوری�که کرد پیدا را B(y, ε) به�صورت
انتخاب طوری را ٠ < α < ε ،α ∈ R می�توان آنگاه ،d ̸= ٠ و d ∈ Rp

≧ کنید فرض است). ε شعاع
y از کمتر y′ یک یعنی ،y′ = y − αd ∈ Y اکنون .αd ∈ Rp

≧ \ {٠} یعنی αd ∈ B(٠, ε) که کرد
.y ∈ bd(Y) پس دارد تناقض فرض با که y /∈ YN یعنی ،y′ ∈ Y که کردیم پیدا

.YN = ∅ باشند، باز Y + Rp
≧ یا Y اگر .[١٢] .۵.٢.١ نتیجه

که می�کنیم، تعریف غیرتسلطی نقاط بالای و پایین کران�های عنوان به را حضیض٧ و ایده�آل۶ نقاط
می�کنند. تغییر مقدار دو این بین غیرتسلطی نقاط

.[١٢] .۶.٢.١ تعریف

به�صورت که yI := (yI١, · · · , yIp) نقطه . ١
yIk := min

x∈X
fk(x) = min

y∈Y
yk

می�شود. نامیده ایده�آل نقطه می�شود، تعریف

به�صورت که yN := (yN١ , · · · , yNp ) نقطه . ٢
yNk := max

x∈XE

fk(x) = max
y∈YN

yk

می�کنید. مشاهده را نقاط این ۴.١ شکل در می�شود. نامیده حضیض نقطه می�شود، تعریف



٧ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .٢.١

حضیض و ایده�آل نقاط کارا، مجموعه :۴.١ شکل

ضعیف کارای و کارا نقاط :۵.١ شکل

.[١٢] .٧.٢.١ تعریف

با x ∈ X اگر می�شود، نامیده ضعیف) پارتو (بهینه ضعیف٨ کارای x̂ ∈ X شدنی جواب . ١
مجموعه می�شود. نامیده ضعیف٩ غیرتسلطی ŷ = f(x̂) نقطه باشد. نداشته f(x)وجود < f(x̂)

نشان YwN با را ضعیف غیرتسلطی نقاط و می�دهیم نمایش XwE با را ضعیف کارای جواب�های
می�دهیم.

۵Boundary
۶Ideal
٧Nadir
٨Weakly efficient
٩Weakly nondominated



٨ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

باشد نداشته وجود x ̸= x̂ که x ∈ X اگر گویند، قوی١٠ کارای را x̂ ∈ X شدنی جواب . ٢
می�دهیم. نمایش XsE با را قوی کارای جواب�های مجموعه .f(x) ≦ f(x̂) به�طوری�که

در که همان�طور بگیرید. نظر در را Y = {(y١, y٢) ∈ R٢ : ٠ ≤ yi ≤ ١} مجموعه .٨.٢.١ مثال
از: عبارتند ضعیف غیرتسلطی و غیرتسلطی مجموعه�های می�شود، مشاهده ۵.١ شکل

YN = {٠}

YwN = {(y١, y٢) ∈ Y : y١ = ٠ or y٢ = ٠}.

از اغلب منظور این برای است، کارا جواب�های آوردن به�دست چندهدفه بهینه�سازی مساله یک هدف
کارا جواب�های آوردن به�دست برای مختلفی اسکالرسازی روش�های می�شود. استفاده اسکالرسازی روش
اسکالرسازی روش مشهورترین که وزن�دار مجموع روش از پایان�نامه این در که شده�اند، ارائه (ضعیف)
و تک�هدفه مساله بهینه جواب�های بین رابطه ادامه، در میکنیم. استفاده است چندهدفه بهینه�سازی در

می�کنیم. بررسی را چندهدفه بهینه�سازی مساله (ضعیف) کارا جواب�های
چندهدفه برنامه�ریزی مساله

min
x∈X

(f١(x), · · · , fp(x))

می�کنیم تبدیل زیر تک�هدفه مساله به آن�را مساله، این حل برای می�گیریم، نظر در را

min
x∈X

p∑
k=١

λkfk(x).

Y ⊂ Rp کنید فرض می�شود. نامیده وزن�دار مجموع اسکالرسازی مساله تک�هدفه، بهینه�سازی مساله این
آنگاه باشد، λ ∈ Rp

≧ و
S(λ,Y) := {ȳ ∈ Y : ⟨λ, ȳ⟩ = min

y∈Y
⟨λ, y⟩}

است. λ با متناسب Y بهینه نقاط مجموعه
کنید فرض اکنون

S(Y) :=
∪

λ∈Rp
>

S(λ,Y)

S٠(Y) :=
∪

λ∈Rp

≧

S(λ,Y)

.S(Y) ⊂ S٠(Y) می�گیریم نتیجه رابطه دو این از
می�کند، محاسبه را محدب چندهدفه برنامه�ریزی مساله کارای جواب�های وزن�دار، مجموع مساله
مساله بهینه جواب�های می�دهیم، نشان زیر قضیه�های طبق که داریم. نیاز زیر تعاریف به بنابراین
(ضعیف) کارا جواب�های چندهدفه، مساله بودن محدب فرض با هستند. (ضعیف) کارا وزن�دار مجموع

هستند. اسکالرسازی مساله بهینه جواب�های

١٠Strong efficient



٩ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .٢.١

Rp-محدب
≧ مجموعه یک :۶.١ شکل

شکل باشد. محدب Y + Rp
≧ هرگاه گوئیم Rp-محدب

≧ را Y ⊆ Rp مجموعه .[١٢] .٩.٢.١ تعریف
است. Rp-محدب اما نیست محدب Y مجموعه شکل این در کنید، مشاهده را ۶.١

است. شده آورده چندهدفه مساله یک ضعیف کارایی برای کافی شرط یک زیر قضیه در

.S٠(Y) ⊂ YwN داریم ،Y ⊂ Rp مجموعه برای .[١٢] .١٠.٢.١ قضیه

می�کند. بیان را چندهدفه مساله یک ضعیف کارایی برای کافی و لازم شرط یک زیر قضیه

.YwN = S٠(Y) آنگاه باشد، Rp-محدب
≧ ،Y اگر .[١٢] .١١.٢.١ قضیه

می�کنیم. بیان را YN با S٠(Y) و S(Y) بین رابطه زیر قضیه�های در

.S(Y) ⊂ YN آنگاه ،Y ⊂ Rp اگر .[١٢] .١٢.٢.١ قضیه

.YN ⊂ S٠(Y) آنگاه باشد، Rp-محدب
≧ مجموعه یک Y اگر .[١٢] .١٣.٢.١ نتیجه

داریم: ١٣.١.١ نتیجه و ١٠.١.١ قضیه از
S(Y) ⊂ YN , S(Y) ⊂ S٠(Y) ⊂ YwN

داریم: باشد، Rp-محدب
≧ ،Y که حالتی در و

S(Y) ⊂ YN ⊂ S٠(Y) = YwN .

آنگاه ،(λ ∈ Rp
≧) با باشد منحصربه�فرد ،S(λ,Y) از ŷ بهینه جواب اگر .[١٢] .١۴.٢.١ قضیه

.ŷ ∈ YN

همیشه (نامنفی)، مثبت وزن�های با وزن�دار مجموع مساله بهینه جواب�های می�کند، بیان زیر قضیه
هستند. (ضعیف) کارا



١٠ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

وزن�دار مجموع مساله بهینه جواب x̂ کنید فرض .[١٢] .١۵.٢.١ قضیه

min
x∈X

p∑
k=١

λkfk(x)

برقرارند: زیر روابط آنگاه باشد، λ ∈ Rp
≧ با

x̂ ∈ XwE آنگاه ،λ ∈ Rp
≥ اگر . ١

x̂ ∈ XE آنگاه ،λ ∈ Rp
> اگر . ٢

.x̂ ∈ XsE آنگاه باشد وزن�دار مجموع مساله منحصربه�فرد بهینه جواب x̂ و λ ∈ Rp
≥ اگر . ٣

مثبت وزن با اسکالرسازی مساله جواب�های (ضعیف)، کارا جواب�های همه می�دهد نشان زیر قضیه
هستند. (نامنفی)

باشند. محدب توابع k = ١, · · · , p ،fk و باشد محدب مجموعه X کنید فرض .[١٢] .١۶.٢.١ قضیه
است. وزن�دار مجموع مساله بهینه جواب x̂ به�طوری�که دارد وجود λ ∈ Rp

≥ آنگاه ،x̂ ∈ XwE اگر

دلخواه مخروط یک به نسبت چندهدفه بهینه�سازی ٣.١

λ ≥ ٠ هر و x ∈ C هر برای هرگاه می�شود نامیده مخروط١١ یک Rp از C زیرمجموعه .١.٣.١ تعریف
باشد. محدب مجموعه یک C هرگاه است محدب C مخروط به�علاوه، .λx ∈ C باشیم داشته

نقطه هر ازای به و است مبدا شامل همیشه λ = ٠ انتخاب با محدب مخروط یک که شود توجه
دارد. قرار C در {λx : λ ≥ ٠} نیم�خط یا شعاع ،x ∈ C

دیگر، به�عبارت .C ∩ (−C) = {٠} هرگاه می�شود نامیده نوک�تیز١٢ C ⊆ Rp مخروط .٢.٣.١ تعریف
.−x /∈ C آنگاه ،x ̸= ٠ و x ∈ C اگر

١٣ توپر را C مخروط می�دهیم. نمایش cone(S) با را S مجموعه یک به�وسیله شده تولید مخروط
.int(C) ̸= ∅ هرگاه گویند

Y روی جزئی١۵ ترتیب یک که می�شود نامیده ترتیبی١۴ مخروط یک ،C ⊆ Y محدب مخروط
می�کند. تعریف زیر به�صورت

این�صورت: در ،y١, y٢ ∈ Y کنیم فرض
y١ ≦C y

٢ ⇐⇒ y٢ − y١ ∈ C

١١Cone
١٢Pointed
١٣Solid
١۴Ordering cone
١۵Partial order



١١ دلخواه مخروط یک به نسبت چندهدفه بهینه�سازی .٣.١

YN(C) و YN(R٢
≧) غیرتسلطی جواب�های مجموعه :٧.١ شکل

می�گیرند: قرار استفاده مورد زیر نمادگذاری�های هم�چنین
y١ ≤C y

٢ ⇐⇒ y٢ − y١ ∈ C \ {٠} ⇐⇒ y١ ≦C y
٢, y١ ̸= y٢.

داریم: باشد، توپر مخروط یک C اگر
y١ <C y

٢ ⇐⇒ y٢ − y١ ∈ int(C).

نشان C ⊆ R٢ دلخواه مخروط یک و R٢
≧ مخروط به نسبت غیرتسلطی نقاط مجموعه ٧.١ شکل در

C مخروط به نسبت غیرتسلطی جواب�های مجموعه می�شود، مشاهده که همان�گونه است. شده داده
این است. R٢

≧ ⊆ C زیرا است R٢
≧ مخروط به نسبت غیرتسلطی جواب�های مجموعه از زیرمجموعه�ای

می�شود. بیان زیر قضیه در رابطه

این�صورت در .C٢ ⊆ C١ که باشند دلخواه مخروط دو C٢ و C١ کنید فرض .[٣٠] .٣.٣.١ قضیه
.XE(C١) ⊆ XE(C٢)

صفر مولفه�ها بقیه و ١ آن k-ام مولفه که است برداری ،Rp فضای در ek بردار [١۴] .۴.٣.١ تعریف
است. ١ آن مولفه�های همه که است برداری e بردار و هستند

را A ⊆ RP می�کنیم. تعریف را مجموعه نسبی درون ابتدا مخروط�ها به نسبت کارایی تعریف برای
می�گیریم. نظر در

می�شود: تعریف زیر صورت به و داده نشان aff(A) با را A آفینی پوسته .۵.٣.١ تعریف

aff(A) = {
k∑

i=١
λia

i|λ١ + · · ·+ λk = ١, ai ∈ A, ∀i = ١, · · · , k}.

می�شود: تعریف زیر به�صورت و داده نمایش conv(A) به�صورت را A محدب١۶ پوسته .۶.٣.١ تعریف

conv(A) = {
k∑

i=١
λia

i|λ١ + · · ·+ λk = ١, λi ≥ ٠, ai ∈ A, ∀i = ١, · · · , k}.

١۶Convex hull



١٢ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

K-کمینه نقطه :٨.١ شکل

باشد: زیر به�صورت f(x) تابع هرگاه گویند، آفینی تابع را f(x) تابع .٧.٣.١ تعریف

f(x) = cTx+ d =
n∑

i=١
cixi + d = c١x١ + · · ·+ cnxn + d.

می�شود: تعریف زیر به�صورت و داده نمایش ri(A) با را A نسبی١٧ درون .٨.٣.١ تعریف
ri(A) = {a ∈ A|∃ε > ٠, Nε(a) ∩ aff(A) ⊆ A}.

در بگیریم، نظر در را y ∈ A عنصر و کنیم فرض بسته١٨ و محدب مخروط را C ⊆ Rp اگر اکنون
داریم: را زیر تعاریف صورت این

.({y} − C \ {٠}) ∩ A = ∅ اگر می�شود، نامیده C-کمینه١٩ ،y ∈ A عنصر [١۴] .٩.٣.١ تعریف
است. K-کمینه نقطه ،ȳ نقطه می�دهد نشان ٨.١ شکل

.({y}+ C \ {٠})∩A = ∅ اگر می�شود، نامیده C-بیشینه٢٠ ،y ∈ A عنصر [١۴] .١٠.٣.١ تعریف

.({y} − riC) ∩ A = ∅ هرگاه گویند، ضعیف C-کمینه را y ∈ A نقطه [١۴] .١١.٣.١ تعریف
یا XwE(C) با و هستند C مخروط به نسبت ضعیف کارای ضعیف، C-کمینه جواب�های همه مجموعه

می�دهیم. نمایش XwE

.({y}+ riC) ∩ A = ∅ هرگاه گویند، ضعیف C-بیشینه را y ∈ A نقطه [١۴] .١٢.٣.١ تعریف

و wminCA := {y ∈ A : ({y} − riC) ∩ A = ∅} مجموعه�های
wmaxCA := wmin(−C)A

١٧Relative interior
١٨Closed
١٩Minimal
٢٠Maximal



١٣ دلخواه مخروط یک به نسبت چندهدفه بهینه�سازی .٣.١

می�کنیم: معرفی زیر به�صورت مخروط دو و گرفته نظر در را
C = Rp

≧ = {x ∈ Rp : xk ≧ ٠, k = ١, · · · , p},

C = K := Rp
≧e

p = {y ∈ Rp : y١ = · · · = yp−١ = ٠, yp ≧ ٠}.

عناصر همان ضعیف Rp-کمینه
≧ عناصر مجموعه� آنگاه شود، گرفته نظر در C = Rp

≧ مخروط اگر
داریم: و بود خواهند A ضعیف غیرتسلطی

wminRp

≧
A := {y ∈ A : ({y} − intRp

≧) ∩ A = ∅}

بود: خواهد زیر به�صورت A K-بیشینه عناصر مجموعه شود، گرفته نظر در C = K مخروط اگر و
maxKA := {y ∈ A : ({y}+K \ {٠}) ∩ A = ∅}.

یعنی می�افتند، اتفاق هم�زمان K-بیشینه و ضعیف K-بیشینه عناصر ،riK = K \ {٠} چون
wmaxKA = maxKA.

آنگاه باشد، توپر C محدب مخروط اگر که است واضح بالا تعاریف به توجه با .١٣.٣.١ ملاحظه

XE(C) ⊆ XwE(C)

YN(C) ⊆ YwN(C).

چندهدفه برنامه�ریزی مساله [۴٠] .١۴.٣.١ تعریف
(w)minRp

≧
{Px : x ∈ X} (۵.١)

باشد. شده داده ε ∈ Rp
≧ کنید فرض و بگیرید نظر در را

وجود x ∈ X هیچ هرگاه گویند، (۵.١) برای ε-کارا جواب یک را ،x̂ ∈ X شدنی جواب یک . ١
فضای در ε-غیرتسلطی نقطه ŷ = Px̂ متناظر به�طور .Px ≤ Px̂− ε به�طوری�که باشد نداشته

می�شود. نامیده هدف

نداشته وجود x ∈ X هیچ هرگاه گویند ضعیف ε-کارای جواب یک را x̂ ∈ X شدنی جواب . ٢
در ضعیف ε-غیرتسلطی نقطه یک ŷ = Px̂ متناظر به�طور .Px < Px̂ − ε به�طوری�که باشد

می�شود. نامیده هدف فضای

ε-کارا کارا، نقطه هر پس ،Px̂ − ε ≤ Px̂ چون است واضح ε-کارا، و کارا نقاط تعریف طبق
است.

نیست. پذیر امکان غیرتسلطی و کارا دقیق جواب�های به دسترسی عمل در چندهدفه، مسائل اغلب در
کارا مجموعه�های از تقریبی تولید می�کنند. بسنده جواب�ها از دسته این تقریب به مسائل این در اینرو از

باشد. مسائل اینگونه برای کمکی می�تواند شده، تعیین دقت با غیرتسلطی و
داریم: را زیر تعاریف این�صورت در باشد محدب مجموعه�ای A ⊆ Rp کنید فرض

برای اگر می�شود، نامیده A حائل٢١ ابرصفحه H = {y ∈ Rp : λTy = γ} [١۴] .١۵.٣.١ تعریف
.λTy٠ = γ به�طوری�که باشد، موجود y٠ ∈ A هم�چنین و ،λTy ≧ γ باشیم داشته y ∈ A هر

٢١Supporting hyperlane



١۴ چندهدفه سازی بهینه نظری مبانی .١

موجود γ ∈ R و λ ∈ Rp هرگاه می�شود، نامیده نمایانگر٢٢ وجه یک F ⊆ A [١۴] .١۶.٣.١ تعریف
دیگر، به�عبارت .F = {y ∈ Rp : λTy = γ} ∩A. و A ⊆ {y ∈ Rp : λTy ≧ γ} به�طوری�که باشند

اگر تنها و اگر است سره٢٣ وجه F ̸= A ،F ⊆ A برای
H := {y ∈ Rp : λTy = γ}

.F = A ∩H و باشد A حائل ابرصفحه

باشد. A از وجه یک {y} اگر می�شود نامیده A رأسی٢۴ نقطه ،y ∈ A نقطه [١۴] .١٧.٣.١ تعریف

y ∈ A هر برای هرگاه، می�شود Aنامیده برای دورشونده٢۵ جهت ،d ∈ Rp بردار [١۴] .١٨.٣.١ تعریف
.y + αd ∈ A بگیریم نتیجه بتوانیم α ≧ ٠ و

d١, d٢ ̸= دورشونده جهت�های اگر می�شود نامیده رأسی ،d ̸= ٠ دورشونده جهت [١۴] .١٩.٣.١ تعریف
.d = λ(d١) + (١− λ)d٢ به�طوری�که باشند نداشته وجود d١ ̸= αd٢ با α > ٠ هر برای ٠

با که است دورشونده جهت�های همه از مجموعه�ای دورشونده٢۶، مخروط یک [١۴] .٢٠.٣.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت و شده داده نمایش A∞

A∞ := {d ∈ Rp : y + αd ∈ A, ∃y ∈ A ∀α ≧ ٠}.

آن در که {x ∈ Rp : Dx ≧ f} به�صورت شده تعریف A محدب مجموعه [١۴] .٢١.٣.١ تعریف
است. شده تشکیل وجه متناهی تعداد از که می�شود نامیده چندوجهی٢٧ یک ،f ∈ Rm و D ∈ Rm×p

می�شود. داده نشان vertA با A رأسی نقاط همه مجموعه A چندوجهی در

ابروجه٢٨ هستند p)-بعد − ١) دارای که وجه�هایی ،A p-بعدی چندوجهی در [١۴] .٢٢.٣.١ تعریف
می�شوند. نامیده سره

جهت�های و x١, · · · , xr با را A رأسی نقاط همه مجموعه اگر نمایش). [١۴].(قضیه .٢٣.٣.١ قضیه
می�شود: تعریف زیر به�صورت را A چندوجهی آنگاه دهیم، نشان d١. · · · , dl با را A رأسی

A := {y ∈ Rp : y =
r∑

i=١
αix

i+
l∑

j=١
νjd

j with αi ≧ ٠, and

r∑
i=١

αi = ١, vj ≥ ٠}.

جواب�های فضای و C = Rp
≧ روی را C-کمینه جواب�های فضای پایان�نامه، بعدی فصل�های در

می�گیریم. نظر در C = K روی را C-بیشینه

٢٢Exposed face
٢٣Proper face
٢۴Extreme point
٢۵Recession direction
٢۶Recession cone
٢٧Polyhedral
٢٨Facet



٢ فصل

خطی ریزی برنامه مساله یک هندسی دوگان
چندهدفه

دوگان و اولیه مساله بین روابط ١.٢

به�صورت اولیه٢ مساله تک�هدفه، خطی١ برنامه�ریزی مسائل در می�دانیم که گونه همان
min {pTx : Ax ≧ b, x ≧ ٠}

به�صورت دوگان٣ مساله و
max{bTu : ATu ≦ p, u ≧ ٠}

می�شوند. تعریف
برنامه�ریزی مساله دو هر اگر می�کند بیان قوی دوگان قضیه تک�هدفه، خطی برنامه�ریزی مسائل در
به�طوری�که دارند û و x̂ بهینه جواب�های خطی برنامه�ریزی مساله دو هر آنگاه باشند، شدنی فوق خطی
مجموعه در ماکزیمم عنصر با است برابر اولیه هدف مجموعه در مینیمم عنصر واقع در .pT x̂ = bT û

دوگان. هدف
نشان می�توان چندهدفه، خطی ریزی برنامه مسائل برای [٢١] کلاسیک دوگان در مشابه، طور به
از یکی اما، است. دوگان مساله ضعیف بیشینه جواب یک اولیه مساله ضعیف کمینه جواب که داد
دیگر یکی نیست. محدب لزوما دوگان مساله شدنی فضای مجموعه آنستکه کلاسیک دوگان مشکلات
تک مساله خلاف بر که، است آن چندهدفه خطی ریزی برنامه مساله یک کلاسیک دوگان مشکلات از
است. مشکل�تر آن حل لذا است، آن اولیه مساله از تر پیچیده MOLPمعمولا یک دوگان مساله هدفه،
شدنی ناحیه کند. می برطرف را کلاسیک دوگان مشکلات این ،MOLP مساله یک هندسی۴ دوگان

١Linear programming
٢Primal
٣Dual problem
۴Geometric duality

١۵



١۶ چندهدفه خطی ریزی برنامه مساله یک هندسی دوگان .٢

است. محدب هندسی دوگان مساله
برنامه�ریزی مسائل در دوگان قضیه مانند چندهدفه خطی برنامه�ریزی مسائل برای هندسی دوگان
بیشینه وجه�های با برابر اولیه شدنی مجموعه از کمینه وجه�های که صورت بدین می�کند، عمل تک�هدفه
و اولیه شدنی مجموعه�های وجه�های بین تناظری هندسی دوگان یعنی هستند، دوگان شدنی مجموعه از

است. معکوس�پذیر و یک به یک تناظر این که می�کند ایجاد دوگان
بگیرید: نظر در را زیر چندهدفه خطی برنامه�ریزی مساله

wminRp

≧
P (x), X := {x ∈ Rn : Ax ≧ b} (PR)

.e = (١, · · · ,١) و P ∈ Rp×n, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n آن در که
می�کند. محاسبه را P (X ) هدف فضای از ضعیف غیرتسلطی نقاط اولیه مساله

w ∈ Rp
≧ بردار یک اگر فقط و اگر است P (X ضعیف( غیرتسلطی نقطه ،ŷ نقطه .[٢٠] .١.١.٢ قضیه

توجه با باشد. {wTy : y ∈ P (X )} مجموعه کمینه عنصر wT ŷ که باشد داشته وجود eTw = ١ با
برنامه�ریزی مساله از بهینه جواب یک ،ŷ = Px̂ بطوری�که دارد وجود x̂ یک ،ŷ بودن غیرتسلطی به

است. min{wTPx : Ax ≧ b} وزن�دار) مجموع خطی(مساله

است: زیر به�صورت (PR) چندهدفه خطی برنامه�ریزی مساله دوگان
maxKD(U), U = {(u, λ) ∈ Rm × Rp : (u, λ) ≧ ٠, ATu = P Tλ, eTλ = ١} (D)

به D : Rm+p → Rp نگاشت و K := {y ∈ Rp : y١ = · · · = yp−١ = ٠, yp ≧ ٠} آن در �که
است: زیر صورت

D(u, λ) := (λ١, · · · , λp−١, bTu)T =

(
٠ Ip−١ ٠
bT ٠ ٠

)(
u

λ.

)
λ بردار که هستند u و λ متغیرها مساله این در می�کند. محاسبه را D(U) بیشینه K عناصر مساله این

است. min{wTPx : Ax ≧ b} خطی برنامه مساله در w وزن بردار با متناظر
به D مساله آنگاه بگیریم، نظر در D مساله در eTλ = ١ ویژگی با ثابت، را λ ≧ ٠ اگر اکنون
مساله دوگان دقیقا که می�شود تبدیل max{bTu : ATu = P Tλ, u ≧ ٠} خطی برنامه�ریزی مساله

است. w = λ با min {wTPx : Ax ≧ b} خطی برنامه�ریزی
است برابر w = λ با خطی برنامه�ریزی مساله کمینه مقدار که می�کند بیان قوی دوگان قضیه نتیجه در
از نتیجه در باشد. کران�د�ار پایین از X روی λTPx و X ̸= ∅ آن�که شرط به آن، دوگان بیشینه مقدار با
با λ̂ ≧ ٠ اگر فقط و اگر است P (X ) غیرتسلطی نقطه ŷ که می�گیریم نتیجه ١.١.٢ قضیه و فوق مطالب
،max{bTu : ATu = P T λ̂, u ≧ ٠} خطی برنامه�ریزی مساله بطوری�که باشد داشته وجود eT λ̂ = ١
D(U)است. از K-بیشینه نقطه ,D(ûیک λ̂) بنابراین باشد. داشته bT û = λ̂T ŷ با û بهینه جواب یک
برای بهینه جواب یک u است، D(U) برای K-بیشینه نقطه یک که (u, λ) ∈ U نقطه هر برای

خطی برنامه�ریزی مساله
max{bTu : ATu = P T λ̂, u ≧ ٠}

می�کند. تعریف P (X ) برای غیرتسلطی نقطه یک دوگان قضیه بنابه لذا و می�باشد



١٧ دوگان و اولیه مساله بین روابط .١.٢

بگیرید. نظر در را زیر دوهدفه مساله .٢.١.٢ مثال

min (٢x١ + x٢, x١ + ۴x٢)

s.t ٣x١ + x٢ ≧ ۵

x١ − ۵x٢ ≦ ۴

٧x١ + ٣x٢ ≧ ٣

است: زیر به�صورت فوق مساله هندسی دوگان مساله کردیم بیان آنچه طبق

maxK (λ١,۵u١ − ۴u٢ + ٣u٣)

s.t ٣u١ − u٢ + ٧u٣ = ٢λ١ + λ٢

u١ + ۵u٢ + ٣u٣ = λ١ + ۴λ٢
λ١ + λ٢ = ١

u١, u٢, u٣ ≧ ٠

λ١, λ٢ ≧ ٠.

باشیم: داشته را زیر تک�هدفه مساله کنید فرض اکنون .K = {y ∈ Rn : y١ = ٠, y٢ ≧ ٠} آن در که

min ٢x١ + x٢

s.t ٣x١ + x٢ ≧ ۵

x١ − ۵x٢ ≦ ۴

٧x١ + ٣x٢ ≧ ٣.

است: زیر به�صورت فوق تک�هدفه مساله هندسی دوگان

maxK ۵u١ − ۴u٢ + ٣u٣
s.t ٣u١ − u٢ + ٧u٣ = ٢λ

u١ + ۵u٢ + ٣u٣ = ١λ

λ = ١

u١, u٢, u٣ ≧ ٠.

است. تک�هدفه مساله برای معمولی دوگان مساله همان که

ترتیب به (D) مساله و (PR) مساله برای را شده۵ داده توسیع چندوجهی تصویر مجموعه�های اکنون
می�کنیم: بیان زیر به�صورت

P := P (X ) + Rp
≧ = {y ∈ Rp | ∃x ∈ X : y ∈ {Px}+ Rp

≧}

۵Extended polyhedral



١٨ چندهدفه خطی ریزی برنامه مساله یک هندسی دوگان .٢

و
D := D(U)−K = {y ∈ Rp | ∃(u, λ) ∈ U : y ∈ {D(u, λ)} − K}. (١.٢)

قضیه طبق D(U) و D از K-بیشینه عناصر هم�چنین و P (X ) و P از Rp-کمینه
≧ نقاط که می�دانیم

می�افتند. اتفاق هم�زمان به�طور ،٣.١.١
اثبات برای می�کند. بیان را (D) و (P) بین رابطه آورد، خواهیم را آن اثبات که هندسی دوگان قضیه

می�کنیم: بیان را زیر روابط ابتدا هندسی، دوگان قضیه
می�شود: تعریف زیر به�صورت φ : Rp × Rp → R جفت�ساز۶ تابع

φ(y, ν) :=

p−١∑
i=١

yiνi + yp(١−
p−١∑
i=١

νi)− νp.

چون هستند آفینی φ(y, .) و φ(., ν) توابع می�کنیم مشاهده

φ(y, ν) =

p−١∑
i=١

yiνi + yp(١−
p−١∑
i=١

νi)− νp

=y١ν١ + · · ·+ yp−١νp−١ + yp(١− ν١ − · · · − νp−١)− νp
=Ay +B

داریم: را زیر آفینی توابع بنابراین
φ(., ν) = Aν +B, φ(y, .) = Cy +D.

داریم: بگیرید، نظر در را دوگان مساله برای (u, λ) ∈ U و اولیه مساله برای x ∈ X اکنون

φ(Px,D(u, λ)) =

p−١∑
i=١

(

p∑
j=١

pijxij)λi + (

p∑
j=١

ppjxij)(١−
p−١∑
i=١

λi)− bTu

= (

p∑
i=١

(

p∑
j=١

pijxij)λi − bTu = λTPx− bTu.
(٢.٢)

تابع از است. u در آن دوگان مقدار و x در w = λ با وزن�دار مجموع مساله مقادیر بین اختلاف این که
می�کنیم: تعریف را زیر مقدار مجموعه نگاشت دو و می�کنیم استفاده φ جفت�ساز
H : Rp ⇒ Rp, H(ν) := {y ∈ Rp : φ(y, ν) = ٠},

H∗ : Rp ⇒ Rp, H∗(y) := {ν ∈ Rp : φ(y, ν) = ٠}.
بگیرید: نظر در را زیر نمادهای هستند. Rp در ابرصفحه�هایی H(ν) و H∗(y) ،y, ν ∈ Rp هر برای که

λ(ν) :=
(
ν١, · · · , νp−١,١−

p−١∑
i=١

νi
)T
,

λ∗(y) := (y١ − yp, · · · , yp−١ − yp,−١)T .

داریم: نتیجه در می�گیریم، نظر در را y ∈ H(ν)
φ(y, ν) = ٠⇒ y١ν١ + · · ·+ yp−١νp−١ + yp − yp(ν١ + · · ·+ νp−١)− νp = ٠.

۶Coupling function



١٩ دوگان و اولیه مساله بین روابط .١.٢

داریم: ν در λ∗(y)T ضرب از
λ∗(y)Tν = (y١ − yp)ν١ + · · ·+ (yp−١ − yp)νp−١ − νp

= y١ν١ + · · ·+ yp−١νp−١ − ypν١ − · · · − ypνp−١ − νp.
داریم: بنابراین

H∗(y) := {ν ∈ Rp : φ(y, ν) = ٠} = {ν ∈ Rp : λ∗(y)Tν = −yp}.

داریم: مشابه طریق به
H(ν) := {y ∈ Rp : φ(y, ν) = ٠} = {y ∈ Rp : λ(ν)Ty = νp}.

.
∑p−١

i=١ νi ≦ ١ و ν١, · · · , νp−١ ≧ ٠ اگر فقط و اگر λ(ν) ≧ ٠ طرفی از
لم�ها، اثبات برای می�کنیم. ثابت ابتدا که داریم لم چند اثبات به نیاز هندسی دوگان قضیه اثبات برای
هستند. y, ν ∈ Rp آن�ها پارامترهای که می�گیریم نظر در را زیر خطی بهینه�سازی مساله دوگان جفت�های

بگیرید: نظر در را زیر زوج�های
min
x∈X

λ(ν)TPx, X := {x ∈ Rn : Ax ≧ b} (P١(ν))

max
u∈T (ν)

bTu, T (ν) := {u ∈ Rm : u ≧ ٠, ATu = P Tλ(ν)} (D١(ν))

min
x∈S(y)

z, S(y) := {(x, z) ∈ Rn × R : Ax ≧ b, Px− ez ≦ y} (P٢(y))

max
(u,λ)∈U

(bTu− yTλ), U := {(u, λ) ∈ Rm × Rp : (u, λ) ≧ ٠, ATu = P Tλ, eTλ = ١}

(D٢(y)).

وزن بردار آن در که است آن دوگان و وزن�دار مجموع خطی برنامه�ریزی مساله یک D١(ν) ، P١(ν) زوج
بررسی و است خطی برنامه�ریزی یک P٢(y) .eTλ(ν) = ١ آن در که می�شود محاسبه به�گونه�ای λ(ν)
مساله که می�افتد اتفاق زمانی این خیر. یا است P (X ) از ضعیف کمینه عنصر y ∈ Rp آیا که می�کند
دوگان D٢(y) می�شود). بیان بعد که ٢.١.٢ لم به (بنا برعکس و باشد داشته صفر بهینه مقدار P٢(y)

P برای حائل ابرصفحه یک ساختن برای می�شود بیان سوم فصل در که بنسون الگوریتم در که است آن
است. P ضعیف غیرتسلطی نقطه y که می�شود استفاده y در

بهینه جواب�های به�ترتیب u ∈ T (ν) و x ∈ X داریم ،λ(ν) ≧ ٠ که ν ∈ Rp هر برای بنابراین
ابرصفحه تعریف طبق .φ(Px,D(u, λ(ν))) = ٠ اگر فقط و اگر هستند (D١(ν)) و (P١(ν)) برای

بنابراین .νp = λ(ν)TPx = bTu داریم Rp در H(ν)
(ν١, · · · , νp−١, λ(ν)TPx) = (ν١, · · · , νp−١, bTu)

D١(ν) شدنی مقادیر و بیشتر نقطه این از P١(ν) شدنی مقادیر و است D(U) − K روی مرزی نقطه
بین دوگانی٧ شکاف u ∈ T (ν) و x ∈ X برای φ(Px,D(u, λ(ν))) هستند. کمتر نقطه این از

می�کند. مشخص را نقاط این شدنی جواب�های
٧Duality gap



٢٠ چندهدفه خطی ریزی برنامه مساله یک هندسی دوگان .٢

می�کنیم: بیان زیر به�صورت را D ،D١(ν) و (١.٢) رابطه به توجه با

D = {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, ∃u ∈ T (ν) : bTu ≧ νp}. (٣.٢)

می�کنیم. ثابت را زیر لم�های ابتدا ١٠.١.٢ قضیه اثبات برای

معادلند: زیر عبارات .[١٧] .٣.١.٢ لم

.y٠ ∈ wminRp

≧
P . ١

است. (P٢(y
٠)) برای بهینه جواب (x٠,٠) به�طوری�که دارد، وجود x٠ ∈ Rn . ٢

است. (D٢(y
٠)) برای بهینه جواب به�طوری�که دارد، وجود bTu٠ = y٠

T
λ٠ با (u٠, λ٠) ∈ U . ٣

بنابراین است، Px٠ ≦ y٠ و x٠ ∈ X آنگاه باشد، (P٢(y
٠)) جواب (x٠,٠) اگر (٢ ⇒ ١ برهان.

توجه با دارد. وجود y < y٠ با (Px ≦ y با x ∈ X (یعنی y ∈ P کنید فرض .P ̸= ∅ و y٠ ∈ P
در ،Px − ez ≦ y − ez ≦ y٠ پس دارد. وجود y ≦ y٠ + ez با z < ٠ این�صورت در ،P٢(y

٠) به
.y٠ ∈ wminRp

≧
P بنابراین است. تناقض در (x٠,٠) بهینگی با که، (x, z) ∈ S(y٠) نتیجه

یعنی دارد وجود Px٠ ≦ y٠ با x٠ ∈ X این�صورت در .y٠ ∈ wminRp

≧
P کنید فرض (١ ⇒ ٢

،y := y٠+ez کنید فرض دارد. وجود z < ٠ با (x, z) ∈ S(y٠) کنید فرض حال .(x٠,٠) ∈ S(y٠)
دارد. تناقض y٠ بودن ضعیف کمینه با که ،y ∈ P یعنی Px ≦ y٠+ ez = y و y < y٠ این�صورت در
(x٠,٠) اگر یعنی است. برقرار نتیجه (D٢(y

٠)) و (P٢(y
٠)) بین دوگان رابطه علت به (٢ ⇒ ٣

جواب ،bTu٠ = y٠
T
λ٠ با (u٠, λ٠) قوی دوگان قضیه طبق باشد، (P٢(y

٠)) بهینه جواب z = ٠ با
است. (D٢(y

٠)) بهینه

است. رأس یک شامل D K-بیشینه سره وجه هر .[١٧] .۴.١.٢ لم

نیست. خط شامل F∗ دهیم نشان است کافی باشد، D K-بیشینه سره وجه یک F∗ کنید فرض برهان.
جهت و v̄ ∈ F∗ رأس یعنی باشد خط یک شامل F∗ کنید فرض خلف، برهان از استفاده با

ν ∈ F∗ ⊆ D هر برای چون .v̄+λψ ∈ F∗ ،λ ∈ R همه برای به�طوری�که دارند وجود ψ ∈ Rp \{٠}
داریم ،D جهت�های تعریف طبق بنابراین است D در جهتی ψ و ν١ ≧ ٠, · · · , νp−١ ≧ ٠ داریم
داریم بنابراین .K ⊆ {λψ : λ ∈ Rp} که کند می دلالت ψ ̸= ٠ چون لذا و ψ١ = · · · = ψp−١ = ٠

دارد. تناقض F∗ بودن K-بیشینه با که {v̄}+K ⊆ F∗

معادلند: زیر عبارات بگیرید. نظر در را H∗ = {ν ∈ Rq : λ∗
T
ν = γ} ابرصفحه .[١٧] .۵.١.٢ لم

است. K-بیشینه ،H∗ ∩ D به�طوری�که است D برای حائل ابرصفحه یک H∗ . ١

است. λ∗p < ٠ و است D(U) برای حائل ابرصفحه یک H∗ . ٢



٢١ دوگان و اولیه مساله بین روابط .١.٢

و دارد وجود λ∗T ν٠ = γ با ν٠ ∈ D پس باشد، D حائل ابرصفحه H∗ کنید فرض (١ ⇒ ٢ برهان.
که می�دهد نشان این و ν̄ := ν٠ − ep ∈ D داریم ،D تعریف طبق .λ∗T ν ≧ γ داریم ν ∈ D هر برای

چون ν̄ ∈ H∗ ∩ D که است این بیانگر λ∗p = ٠ اگر .λ∗p ≦ ٠
λ∗ν̄ = λ∗ν٠ − λ∗p = γ

است، تناقض در H∗ ∩ D بودن بیشینه با ،١٠.٢.١ تعریف بنابه که ،ν٠ ∈ (ν̄ + K \ {٠}) ∩ D و
به�طوری�که دارد وجود z ≧ ٠ و ν١ ∈ D(U) ⊆ D پس است ν٠ ∈ D هم�چنین است. λ∗p < ٠ پس
داریم ،ν١ ∈ D این�که به توجه با است. λ∗T ν١ = λ∗

T
ν٠ + λ∗pz ≦ γ بنابراین .ν٠ = ν١ − epz

است. D(U) حائل ابرصفحه H∗ پس .λ∗T ν١ = γ که می�دهد نشان این و λ∗T ν١ ≧ γ

دارد وجود λ∗T ν٠ = γ با ν٠ ∈ D(U) پس است D(U) حائل ابرصفحه H∗ کنید فرض (٢⇒ ١
z ≧ ٠ ،ν ∈ D(U)−K = D همه برای ،λ∗p < ٠ چون .λ∗T ν ≧ γ داریم ν ∈ D(U) همه برای و

نتیجه در ν = ν٠ − epz به�طوری�که دارد وجود
λ∗ν = λ∗ν٠ − λ∗pz ≧ γ.

است. D حائل ابرصفحه H∗ که می�گیریم نتیجه λ∗T ν٠ = γ و ν٠ ∈ D طرفی از
.λ∗T ν٠ = γ بنابراین .ν٠ ∈ H∗∩D فرضکنید است، K-بیشینه ،H∗∩D دهیم نشان این�که برای

داریم λ∗p < ٠ چون ν ∈ ν٠ +K \ {٠} هر برای
λ∗

T

ν = λ∗
T

ν٠ + λ∗pz < γ.

تعریف بنابه که ν ∈ (ν٠+K\{٠})∩D = ∅ می�آوریم به�دست .λ∗T ν ≧ γ ،ν ∈ D همه برای چون
است. K-بیشینه ،H∗ ∩ D ،١٠.٢.١

معادلند: زیر عبارات ،y ∈ Rp کنید فرض .[١٧] .۶.١.٢ لم

است. P ضعیف غیرتسلطی نقطه یک y . ١

است. D K-بیشینه سره وجه یک H∗(y) ∩ D . ٢

.F∗ = H∗(y)∩D به�طوری�که دارد وجود y ∈ Rp ،D از F∗ K-بیشینه سره وجه هر برای علاوه�براین،

بنابراین می�شود، معادل ٣.١.٢ لم سوم قسمت با ،٣.١.٢ لم طبق قضیه این اول قسمت برهان.
قسمت ،(٢.٢) رابطه بنابه است. D٢(y) بهینه جواب که دارد وجود yTλ٠ = bTu٠ با (u٠, λ٠) ∈ U
ν٠ ∈ D(U) هم�چنین و φ(y, ν) ≧ ٠ ،ν ∈ D(U) همه برای این�که با است معادل ٣.١.٢ لم سوم
با H∗(y) = {ν ∈ Rp : λ∗(y)Tν = −yp} این�که، با است معادل که دارد وجود φ(y, ν٠) = ٠ که
بنابه است. D(U) حائل ابرصفحه H∗(y) ،φ(y, ν٠) = ٠ و ν٠ ∈ D(U) چون ،λ∗(y)p = −١ < ٠

است. K-بیشینه ،H∗(y) ∩ D به�طوری�که است D حائل ابرصفحه یک H∗(y) ،۵.١.٢ لم
H∗ := {ν ∈ Rp : λ∗

T
ν = γ} ،(λ∗ ̸= ٠) آنگاه باشد، D K-بیشینه وجه F∗ کنید فرض

می�کنیم تعریف .λ∗p < ٠ داریم ،۵.١.٢ لم بنابه .F∗ = H∗ ∩ D به�طوری�که است D حائل ابرصفحه

y :=
(γ − λ∗١

λ∗p
, · · · ,

γ − λ∗p−١
λ∗p

,
γ

λ∗p

)



٢٢ چندهدفه خطی ریزی برنامه مساله یک هندسی دوگان .٢

(λ∗p < ٠) می�کند صدق زیر به�صورت H∗ شرایط در y

φ(y, ν) =
γ − λ∗١
λ∗p

ν١ + · · ·+
γ − λ∗p−١

λ∗p
νp−١ +

γ

λ∗p
− γ

λ∗p
ν١ − · · · −

γ

λ∗p
νp−١ − νp

= −
λ∗١
λ∗p
ν١ − · · · −

λ∗p−١
λ∗p

νp−١ +
γ

λ∗p
− νp = ٠.

.F∗ = H∗(y) ∩ D نتیجه در ،H∗ = H∗(y) بنابراین

معادلند: زیر عبارات بگیرید. نظر در را H := {y ∈ Rp : λTy = γ} ابرصفحه .[١٧] .٧.١.٢ لم

است. P حائل Hابرصفحه . ١

است. P (X ) حائل ابرصفحه H و λ ≧ ٠ . ٢

دارد وجود λTy٠ = γ با y٠ ∈ P بنابراین باشد، P حائل ابرصفحه H کنید فرض (١ ⇒ ٢ برهان.
داریم w ∈ Rp

≧ همه برای ،P = P (X ) + Rp
≧ تعریف بنابه .λTy ≧ γ داریم y ∈ P همه برای و

چون است. λ ≧ ٠ می�دهد نشان این ،λTw ≧ ٠ ،w ∈ Rp
≧ همه برای بنابراین ،y٠ + w ∈ P

لذا است. y٠ = y١ + w که دارد وجود w ∈ Rp
≧ و y١ ∈ P (X ) ⊆ P پس ،y٠ ∈ P

λTy١ = λTy٠ − λTw ≤ γ.

است. P (X ) حائل ابرصفحه H نتیجه در ،λTy١ = γ که می�دهد نشان این
وجود λTy٠ = γ با y٠ ∈ P (X ) آنگاه باشد، P (X ) حائل ابرصفحه H کنید فرض (٢ ⇒ ١
داریم y ∈ P (X ) + Rp

≧ همه برای لذا ،λ ≧ ٠ چون .λTy ≧ γ داریم y ∈ P (X ) همه برای و دارد
است. P حائل ابرصفحه H می�گیریم نتیجه ،λTy٠ = γ و y٠ ∈ P این�که بنابه .λTy ≧ γ

است. ضعیف) Rp-کمینه
≧) ضعیف غیرتسلطی کمینه ،P سره وجه هر .[١٧] .٨.١.٢ لم

،H = {y ∈ Rp|λTy = γ} حائل ابرصفحه لذا باشد. P سره وجه یک F کنید فرض برهان.
و P (X ) حائل ابرصفحه H لم٧.١.٢، بنابه .F = H ∩ P به�طوری�که دارد وجود P برای (λ ̸= ٠)
،Px٠ ≦ y به�طوری�که دارد وجود x٠ ∈ X لذا ،y ∈ P گاه آن ،y ∈ F کنید فرض اکنون است. λ ≧ ٠
به�طوری�که باشند داشته وجود z < ٠ و x ∈ X کنید فرض .λTy = γ و (x٠,٠) ∈ S(y) یعنی
است P برای حائل ابرصفحه یک H = {y ∈ Rp|λTy = γ} چون .Px < y یعنی ،Px− ez ≦ y

است. تناقض یک این که γ ≦ λTPx < λTy = γ داریم ابروجه و نیم�فضا تعریف طبق ،Px ∈ P و
.y ∈ wminRp

≧
P ،٣.١.٢ لم بنابه است. (P٢(y)) مساله جواب (x,٠) نتیجه در

معادلند: زیر عبارات ،ν ∈ Rp کنید فرض .[١٧] .٩.١.٢ لم

است. D K-بیشینه نقطه یک ν . ١

است. P ضعیف غیرتسلطی سره وجه H(ν) ∩ P . ٢

.F = H(ν) ∩ P به�طوری�که ν ∈ Rp دارد وجود ،P از F سره وجه هر برای علاوه�براین،
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و λ(ν) ≧ ٠ این�که با است معادل لم این اول قسمت می�گیریم نتیجه ،(٣.٢) رابطه بنابه برهان.
بین دوگان رابطه بنابه .νp = bTu٠ به�طوری�که است (D١(ν)) جواب که دارد وجود u٠ ∈ Rm

به�طوری�که است (P١(ν)) جواب که دارد وجود x٠ ∈ Rn و λ(ν) ≧ ٠ ،D١(ν)) و (P١(ν))

νp = λ(ν)TPx٠ = bTu٠.

و ٧.١.٢ لم�های بنابه که است P (X ) حائل ابرصفحه H(ν) و λ(ν) ≧ ٠ این�که با است معادل این
است. P ضعیف غیرتسلطی سره وجه H(ν) ∩ P ،١۶.٢.١ تعریف و ٨.١.٢

H := {y ∈ Rp : λTy = γ}حائل ابرصفحه بنابراین است. P سره وجه F کنید فرض اکنون
دست از بدون .λ ≧ ٠ داریم ،٧.١.٢ لم بنابه .F = H ∩ P به�طوری�که دارد وجود P برای (λ ̸= ٠)
داریم νp := γ و i = ١, · · · , p− ١ ،νi := λi می�دهیم قرار .eTλ = ١ کنید فرض مسئله کلیت دادن

چون ،H = H(ν)

φ(y, ν) = ν١y١ + · · ·+ νp−١yp−١ + yp − ν١yp − · · · − νp−١yp − νp

= λ١y١ + · · ·+ λp−١yp−١ + yp − λ١yp − · · · − λp−١yp − γ

= λ١y١ + · · ·+ λp−١yp−١ + yp(١−
p−١∑
i=١

λi)− γ = γ − γ = ٠.

.F = H(ν) ∩ P نتیجه در

یکدیگرند دوگان G∗ و G چندسقفی٨ دو که می�کند بیان محدب مجموعه�های روی چندسقفی قضیه
دارای Ψ به�طوری�که باشد داشته وجود G∗ و G ابروجه�های همه بین ،Ψ یک به یک نگاشت یک اگر
اگر تنها و اگر می�کنند صدق F١ ⊆ F٢ رابطه در G از F٢ و F١ ابروجه�های یعنی باشد، معکوس شمول

.[١۵] کنند صدق Ψ(F٢) ⊆ Ψ(F١) رابطه در Ψ(F٢) و Ψ(F١) ابروجه�های
بهینه مقدار اولیه، یا و دوگان مسائل از یکی در بهینه مقدار آوردن به�دست با تک�هدفه، مساله در
تصاویر و اولیه مساله چندوجهی تصاویر مجموعه بین دوگان رابطه به اکنون می�کنیم. پیدا را دیگری
بهینه مقدار بخواهیم این�که بدون می�پردازیم. است، چندسقفی دوگان به شبیه که دوگان مساله چندوجهی
،D و P تعیین با کنیم. استفاده دوگان و اولیه مساله بین تناظر کردن پیدا برای آن از و کنیم محاسبه را
معکوس شمول یک به یک نگاشت می�دهیم نشان ،D دوگان مساله و PR مساله هدف توابع تصویر
دارد وجود P Rp-کمینه

≧ سره ابروجه�های مجموعه و D K-بیشینه سره ابروجه�های همه مجموعه بین ،Ψ
کمک با باشند مشخص D K-بیشینه ابروجه�های اگر هستند. مرتب مخروط�های Rp

≧ و K آن در که
برعکس. و بپردازیم P Rp-کمینه

≧ ابروجه�های محاسبه به می�توانیم Ψ نگاشت
P ضعیف Rp-کمینه

≧ (ابروجه�های) رأس�های بین یک به یک تناظر یک هندسی دوگان قضیه در
از باشد، D از وجه یک F∗ ⊆ Rp کنید فرض می�دهیم. ارائه D K-بیشینه (رأس�های) ابروجه�های و

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Ψ : ٢Rp

−→ ٢Rp دوگان نگاشت و می�کنیم استفاده H نگاشت
Ψ(F∗) :=

∩
ν∈F∗

H(ν) ∩ P

٨polytopic
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بین عکس شمول دارای و یک به یک نگاشت یک Ψ هندسی).[١٧]. دوگان (قضیه .١٠.١.٢ قضیه
و است P سره ضعیف غیرتسلطی وجه�های همه مجموعه و D سره K-بیشینه وجه�های همه مجموعه

است زیر به�صورت آن معکوس نگاشت
Ψ−١(F) =

∩
y∈F

H∗(y) ∩ D. (٢)

.dim(F∗) + dimΨ(F∗) = p− ١ داریم D از F∗ سره K-بیشینه وجه هر برای علاوه�براین،

یک Ψ(F∗) آنگاه باشد D K-بیشینه سره وجه یک F∗ اگر که می�دهیم نشان ابتدا اثبات برای برهان.
سره وجه یک H(ν) ∩ P ،ν ∈ F∗ هر برای ،٩.١.٢ لم بنابه است. P غیرتسلطی سره کمینه وجه
دهیم نشان است کافی حال است. P ضعیف غیرتسلطی وجه یک Ψ(F∗) بنابراین است، P غیرتسلطی
.F∗ = H∗(y) ∩ D به�طوری�که دارد وجود y٠ ∈ wminRp

≧
P ،۶.١.٢ لم بنابه است. ناتهی Ψ(F∗)

.y٠ ∈ Ψ(F∗) بنابراین
یک F اگر است. D K-بیشینه سره وجه یک Ψ∗(F) :=

∩
y∈F H∗(y)∩D می�کنیم ثابت اکنون

K-بیشینه وجه یک H∗(y)∩D ،y ∈ Fهر برای ،۶.١.٢ لم بنابه باشد P ضعیف غیرتسلطی سره وجه
لم بنابه است، D سره K-بیشینه وجه یک Ψ∗(F) باشد، ناتهی Ψ∗(F) اگر بنابراین است. D سره
غیرتسلطی وجه یک F = H(ν٠) ∩ P به�طوری�که دارد وجود ν٠ مانند D K-بیشینه نقطه ،٩.١.٢

و است یک به یک Ψ تابع که دهیم نشان باید اکنون .ν٠ ∈ Ψ∗(F) بنابراین است، P ضعیف
Ψ−١(F) =

∩
y∈F

H∗(y) ∩ D := Ψ∗(F).

برقرارند: زیر عبارت دو دهیم نشان باید بنابراین

.Ψ∗(Ψ(F∗)) = F∗ ،D از F∗ K-بیشینه سره وجه�های همه برای . ١

.Ψ(Ψ∗(F)) = F ،P از F ضعیف غیرتسلطی سره وجه�های همه برای . ٢

دارد وجود ν٠ ∈ F∗ می�کنیم فرض خلف برهان به .F∗ ⊆ Ψ∗(Ψ(F∗)) که می�دهیم نشان ابتدا
که دارد وجود y٠ ∈ Ψ(F∗) بنابراین .ν٠ /∈ Ψ∗(Ψ(F∗)) به�طوری�که

ν٠ /∈ H∗(y٠) ∩ D.

y٠ /∈ Ψ(F∗) این�رو از y٠ /∈ H(ν٠) بنابراین .ν٠ /∈ H∗(y٠) پس ν٠ ∈ D چون می�دهد نشان این
P ضعیف غیرتسلطی نقطه y٠ کنید فرض شمول، عکس اثبات برای است. نادرست همیشه گزاره یک
است، P ضعیف غیرتسلطی وجه Ψ(F∗) این�که به توجه با .F∗ = H∗(y٠) ∩ D به�طوری�که باشد،

بنابراین دارد. وجود y٠ ∈ Ψ(F∗) ،۶.١.٢ لم بنابه
Ψ∗(Ψ(F∗)) ⊆ H∗(y٠) ∩ D = F∗.

یک به یک Ψ بنابراین می�شود. ثابت ۶.١.٢ لم به�جای ٩.١.٢ لم کمک با طریق همین به نیز دوم رابطه
وجه�های همه برای دهیم نشان است کافی است. معکوس شمول خاصیت دارای که است واضح است،

داریم: ،D از F∗ سره K-بیشینه
dim(F∗) + dimΨ(F∗) = p− ١.
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می�دهیم: قرار و بگیرید نظر در D دلخواه K-بیشینه سره وجه را F∗ بنابراین
r := dimF∗,

s := dimΨ(F∗).

سره وجه�های بنابراین می�باشد. P ضعیف کمینه غیرتسلطی وجه یک F := Ψ(F∗)اثبات ابتدای بنابه

F ⊊ F١ ⊊ · · · ⊊ Fp−١−s

می�گیریم نتیجه Ψ خاصیت از .dimFp−١−s = p− ١ به�طوری�که دارند وجود
٠ ≤ dimΨ−١(Fp−١−s) ≤ r − (p− ١− s)

وجه�های پس است، راس یک شامل D K-بیشینه وجه هر ،۴.١.٢ لم بنابه .r + s ≥ p− ١ بنابراین
K-بیشینه

F∗
r ⊊ · · · ⊊ F∗

٢ ⊊ F∗
١

که می�دهد نشان .dimF∗
r = ٠ به�طوری�که دارند وجود

p− ١ ≤ s+ r ≤ dimΨ(F∗
r ) ≤ p− ١

.dim(F∗) + dimΨ(F∗) = p− ١ بنابراین ،s+ r = p− ١ درنتیجه

معادلند: زیر عبارات .[١٧] .١١.١.٢ نتیجه

است. D K-بیشینه راس یک ν . ١

است. p− ١ بعد با P ضعیف غیرتسلطی ابروجه یک H(ν) ∩ P . ٢

ν ∈ Rp منحصربه�فرد نقطه باشد، P ضعیف(١−p)-بعدی غیرتسلطی ابروجه یک F اگر علاوه�براین،
.F = H(ν) ∩ P به�طوری�که دارد وجود

صورت این در باشد، D K-بیشینه وجه یک F∗ = {ν} کنید فرض (١→ ٢ برهان.
P غیرتسلطی سره وجه یک H(ν) ∩ P ،١٠.١.٢ قضیه طبق بنابراین .H(ν) ∩ P = Ψ({ν})

می�گیریم نتیجه ١٠.١.٢ قضیه از است،
dim(H(ν) ∩ P) = p− ١− dimν = p− ١

است. P از غیرتسلطی ابروجه یک H(ν) ∩ P نتیجه در
طبق باشد، P p)-بعدی − ١) ضعیف غیرتسلطی ابروجه یک H(ν) ∩ P کنید فرض (٢ → ١

بنابراین است. ν̄ مانند D K-بیشینه راس یک Ψ−١(H(ν) ∩ P) ،١٠.١.٢ قضیه
H(ν) ∩ P = ΨoΨ−١(H(ν) ∩ P) = Ψ({ν̄}) = H(ν̄) ∩ P

است یک به یک H نگاشت چون .dim(H(ν) ∩ P) = p − ١ داریم و H(ν) = H(ν̄) نتیجه در
.ν = ν̄ داریم،
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P p)-بعدی − ١) ضعیف غیرتسلطی وجه یک F کنید فرض عبارت، آخرین دادن نشان برای
نتیجه در می�دهیم. نشان ν با که است D K-بیشینه رأس Ψ−١(F) بنابراین باشد،

F = ΨoΨ−١(F) = Ψ(ν) = H(ν) ∩ P .

است. منحصربفرد ν بنابراین است، یک به یک نگاشت H و dim(H(ν) ∩ P) = p− ١ چون

معادلند: زیر عبارات .[١٧] .١٢.١.٢ نتیجه

است. P ضعیف غیرتسلطی رأس یک y . ١

است. p− ١ بعد با D K-بیشینه ابروجه یک H∗(y) ∩ D . ٢

وجود y ∈ Rp منحصربه�فرد نقطه باشد D از K-بیشینه (١−p)-بعدی ابروجه یک F∗ اگر علاوه�براین،
.F∗ = H∗(y) ∩ D که دارد

:١٠.١.٢ قضیه طبق باشد، P ضعیف غیرتسلطی راس یک y کنید فرض ابتدا (١→ ٢ برهان.
F∗ := Ψ−١oΨ(F∗) = Ψ−١({y}) = H∗(y) ∩ D

می�گیریم نتیجه ١٠.١.٢ قضیه بنابه و است D K-بیشینه وجه یک
dim(F∗) = p− ١− dimΨ(F∗) = p− ١

است. D K-بیشینه ابروجه F∗ بنابراین
بنابه باشد. D −p)-بعدی ١) K-بیشینه ابروجه F∗ = H∗(y) ∩ D کنید فرض اکنون (٢→ ١
بنابراین می�دهیم. نمایش ȳ با که است P ضعیف غیرتسلطی رأس یک Ψ(H∗(y)∩D) ،١٠.١.٢ قضیه

Ψ−١oΨ(H∗(y) ∩ D) = Ψ−١({ȳ}).

است، یک به یک H∗ و dim(H∗(y)∩D) = p−١ چون اما .H∗(y)∩D = H∗(ȳ)∩D نتیجه در
.y = ȳ می�گیریم نتیجه

بنابراین باشد. D (١−p)-بعدی K-بیشینه وجه یک F∗ کنید فرض آخر، عبارت دادن نشان برای
نتیجه در می�دهیم، نشان y با که است P ضعیف غیرتسلطی رأس Ψ(F∗)

F∗ = Ψ−١oΨ(F∗) = Ψ−١(y) = H∗(y) ∩ D.

منحصربفرد y است، یک به یک نگاشت H∗ این�که و dim(H∗(y) ∩ D) = p− ١ این�که به توجه با
است.

بگیرید: نظر در زیر اطلاعات با را (PR) مساله .١٣.١.٢ مثال

P =

(
١ ٠
٠ ١

)
, A =



٢ ١
١ ١
١ ٢
١ ٠
٠ ١


, b =



۴
٣
۴
٠
٠


.
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١٢.١.٢ مثال در P :١.٢ شکل

دوگان قضیه شده�اند. داده نشان ٢.٢ و ١.٢ شکل�های در D و PR از D و P شدنی مجموعه�های
غیرتسلطی ابروجه�های و D -بیشینه K ابروجه�های و P ضعیف غیرتسلطی رأس�های بین رابطه هندسی

می�کند. بررسی را D K-بیشینه رأس�های و P ضعیف
است: زیر به�صورت اولیه مساله

wmin (y١, y٢)

s.t ٢y١ + y٢ ≧ ۴

y١ + y٢ ≧ ٣

y١ + ٢y٢ ≧ ۴

y١ ≧ ٠

y٢ ≧ ٠

است: زیر به�صورت آن دوگان مساله
maxK (λ١,۴u١ + ٣u٢ + ۴u٣)

s.t ٢u١ + u٢ + u٣ + u۴ = λ١

u١ + u٢ + ٢u٣ + u۵ = λ٢

λ١ + λ٢ = ١

ui ≧ ٠ i = ١, · · · ,۵

λ١, λ٢ ≧ ٠

از: عبارت�اند اولیه مساله ابرصفحه�های ،Ax = b به توجه با مثال این در

٢y١ + y٢ = ۴, y١ + y٢ = ٣, y١ + ٢y٢ = ۴, y١ = ٠, y٢ = ٠

غیرتسلطی رأسی نقاط ابرصفحه�ها، این از استفاده با

(۴,٠), (٢,١), (١,٢), (٠,۴)
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١٢.١.٢ مثال در D :٢.٢ شکل

این�که به توجه با می�گیریم، نظر در را P رأسی نقاط از ،(٠,۴) رأسی نقطه داشت. خواهیم را
H∗(y) := {ν ∈ R٢ : φ(y, ν) = ٠}

از: است عبارت (٠,۴) رأس با متناظر ابرصفحه بنابراین است، D ابرصفحه
φ((٠,۴), (ν١, ν٢)) = ٠⇒ ۴(١− ν١)− ν٢ = ٠⇒ ۴ν١ + ν٢ = ۴

ترتیب به ،(۴,٠), (٢,١), (١,٢) نقاط ازای به طریق همین به می�باشد. D K-بیشینه ابروجه این که
از: عبارتند که می�آوریم، به�دست را رئوس این با متناظر D K-بیشینه ابروجه�های
−۴ν١ + ν٢ = ٠,−ν١ + ν٢ = ١, ν١ + ν٢ = ٢.

از: عبارتند که کنیم، پیدا را دوگان رأسی نقاط می�توانیم ابروجه�ها این از استفاده با
(٠,٠), (١٣ ,

۴
٣), (

١
٢ ,

٣
٢), (

٢
٣ ,

۴
٣), (١,٠).

کرد. پیدا را مساله رأسی نقاط و ضعیف غیرتسلطی وجه�های می�توان دوگان برای مشابه به�طور برعکس،
از: عبارتند که آورد به�دست را D رأسی نقاط می�توان براحتی

(٠,٠), (١٣ ,
۴
٣), (

١
٢ ,

٣
٢), (

٢
٣ ,

۴
٣), (١,٠).

این�که به توجه با
H(ν) = {y ∈ Rp : φ(y, ν) = ٠}

از: است عبارت (١٣ ,
۴
٣) رأس با متناظر ابرصفحه مثال، به�عنوان است، P ابرصفحه

φ((y١, y٢), (
١
٣ ,

۴
٣)) =

١
٣y١ +

٢
٣y٢ −

۴
٣ = ٠

⇒ y١ + ٢y٢ = ۴

از: عبارتند که آورد به�دست را P ابروجه�های بقیه می�توان صورت همین به است. P ابروجه که
٢y١ + y٢ = ۴, y١ + y٢ = ٣, y١ = ٠, y٢ = ٠.

از: عبارتند P رأسی نقاط ابروجه�ها، این کمک به
(۴,٠), (١,٢), (٢,١), (٠,۴).

است. معکوس�پذیر و یک به یک تناظر یک دوگان وجه�های و اولیه رأس�های بین رابطه



٣ فصل

دوگان کمک با غیرتسلطی نقاط کردن پیدا
بنسون بیرونی تقریب الگوریتم

بنسون بیرونی تقریب الگوریتم ١.٣

الگوریتم در کمی اصلاحات است. غیرتسلطی نقاط کردن پیدا بنسون١، بیرونی تقریب الگوریتم از هدف
بررسی نهایت در و می�شوند محاسبه مستقیم به�طور غیرتسلطی رأس�های آن در که می�شود ایجاد اصلی
نظر در با بنسون الگوریتم در هستند. زائد رأس�های یا غیرتسلطی رأس�های رأس�ها، این که می�کنیم
آن�ها کمک به و غیرتسلطی نقاط الگوریتم، گام�های تکرار با هدف، مجموعه از خارج نقطه�ای گرفتن
ارائه از قبل نامند. بیرونی تقریب الگوریتم �را آن دلیل همین به می�یابیم، را مساله غیرتسلطی ابروجه

می�کنیم. ثابت قضیه چند ابتدا الگوریتم
P = P (X )+Rp

≧ مجموعه و X ̸= ∅ فرضمی�کنیم ابتدا ،(PR) اولیه برداری بهینه�سازی مساله در
یعنی است. Rp-کران�دار

≧ پایین از
∃ŷ ∈ Rp s.t ŷ ≦ y ∀y ∈ P .

D٢(y) بهینه جواب از استفاده با آنگاه باشد، P ضعیف غیرتسلطی نقطه یک y اگر می�دهیم نشان اکنون
می�کنیم. ثابت را زیر قضیه منظور بدین کرد. ایجاد y شامل P حائل ابرصفحه یک می�توان

دارد وجود (D٢(y)) برای بهینه جواب یک آنگاه ،y ∈ wminRp

≧
P کنید فرض .[١۴] .١.١.٣ قضیه

y ∈ H(D(ū, λ̄)) با P حائل ابرصفحه یک H(D(ū, λ̄)) ،(ū, λ̄) ∈ U بهینه جواب چنین برای و
است.

بنابراین دارد. وجود (D٢(y)) برای bT ū = yT λ̄ با (ū, λ̄) بهینه جواب یک ،٣.١.٢ لم بنابه برهان.
x ∈ X بنابراین می�گیریم، نظر در را دلخواه y ∈ P باشد. z = ٠ که است زمانی ،(P٢(y)) بهینگی
بین دوگانی رابطه بنابه است. (P٢(y)) برای شدنی جواب یک (x,٠) پس دارد، وجود Px ≦ y که

١Benson outer approximation algorithm
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است، بیشتر دوگان شدنی مقدار از اولیه خطی برنامه�ریزی مساله شدنی مقدار همیشه ،D٢(y) و P٢(y)

طرفی از می�گیریم، نظر در دارند را λ̄Ty ≧ bT ū شرط که yهایی مجموعه بنابراین .bT ū ≦ λ̄Ty پس
حائل ابرصفحه تعریف طبق می�دهد، نیم�فضا تشکیل مجموعه این است. ثابت مقدار با برابر bT ū

H(D(ū, λ̄)) = {y ∈ Rp : λ̄Ty = bT ū}

است. P حائل ابرصفحه

شود. بررسی P رأس�های بودن غیرتسلطی نیست لازم که می�کنیم مشاهده بعد قضیه در

است. Rp-کمینه)
≧) غیرتسلطی ،P رأس هر .[١۴] .٢.١.٣ قضیه

این�صورت در نباشد. Rp-کمینه
≧ به�طوری�که باشد، P = P (X ) +Rp

≧ رأس یک y کنید فرض برهان.

z ∈ ({y} − Rp
≧ \ {٠}) ∩ P

یعنی دارد، وجود
y ∈ {z}+ Rp

≧ \ {٠} ⊆ P (X ) + Rp
≧ + (Rp

≧ \ {٠}) = P (X ) + Rp
≧ \ {٠}

و y + d̄ نقاط بنابراین .y = Px̄+ d̄ ∈ P به�طوری�که دارد وجود d̄ ∈ Rp
≧ \ {٠} و x̄ ∈ X بنابراین

تناقض P در y بودن رأسی با این ،y = ١
٢(y − d̄) +

١
٢(y + d̄) داریم و هستند P به متعلق y − d̄
است. غیرتسلطی کمینه y نقطه بنابراین دارد.

گرفتن نظر در الگوریتم این در بگیریم، نظر در را رأسی جهت�های نیست لازم می�دهد نشان بعد قضیه
هستند. ek ∈ Rp واحد بردار همان و اند یکسان همواره رأسی های جهت چون است، کافی رأس�ها

به�طوری�که باشد، محدب چندوجهی مجموعه یک S ⊆ Rp و y ∈ Rp کنید فرض .[١۴] .٣.١.٣ قضیه
داریم بگیریم، نظر در S رأسی نقاط مجموعه را ε اگر اکنون .P ⊆ S ⊆ {y}+ Rp

≧

.S = conv(ε+ Rp
≧)

شود. مراجعه ١٩.۵ و ١٨.۵ قضایای ،[٣۵] به اثبات برای برهان.

می�گویند. S نقطه�ای نمایش یک را نقطه متناهی تعداد شامل ε مجموعه ،S = conv(ε+Rp
≧) اگر

گویند. تباهیده٣ را ε این�صورت، غیر در است. ناتباهیده٢ ε گوییم باشد S رأسی نقاط شامل تنها ε اگر
سیستم یک باشد، نداشته وجود زائدی نامعادله هیچ و باشد سیستم جواب Sمجموعه اگر مشابه به�طور
باشند، داشته وجود زائدی نامعادلات اگر گویند. S غیرتباهیده نامعادله�ای نمایش یک را نامعادلات از
به را S که باشند موجود نامعادلات از سره زیرسیستم یک یعنی گویند تباهیده را S نامعادله�ای نمایش

باشند. داشته جواب مجموعه عنوان

٢Nondegenerate
٣Degenerate
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است،بنابراین Rp-کران�دار
≧ پایین از P و X ̸= ∅ کردیم فرض فصل این ابتدای در اینکه به توجه با

به�صورت که P در yI ایده�آل نقطه
yIk := min{yk : y ∈ P} k = ١, ..., p

دارد. وجود می�شود، تعریف
به�صورت p-بعدی چندوجهی یک ابتدا الگوریتم که، است این�صورت به الگوریتم عملکرد روند
را Sk−١ از sk رأسی نقطه یک تکرار، هر در می�سازد. P ⊆ S٠ به�طوری�که S٠ = yI + Rp

≧ مجموعه
حائل ابرصفحه یک (D٢(y

k)) خطی برنامه�ریزی مساله حل با و می�کنیم انتخاب نیست متعلق P به که
درونی نقطه و sk بین واصل پاره�خط روی که است P مرزی نقطه یک yk آن در که می�سازیم، P برای
می�سازند. را Sk است، P حائل ابرصفحه که نیم�فضایی۴ با Sk−١ اشتراک دارد. قرار p̂ ∈ int(P)
یافته پایان الگوریتم بنابراین کنیم، پیدا را ای sk چنین نتوانیم دیگر که می�شود تکرار جایی تا روند این
تعداد با �را آن که می�سازد، P شامل Sk چندوجهی یک الگوریتم ام k تکرار در .Sk−١ = P داریم و
Sk که نقاطی تمام که است ذکر قابل می�دهیم. نمایش نامعادلات از متناهی تعداد و نقاط از متناهی
نقطه تعدادی شامل است ممکن نظر مورد مجموعه یعنی نیستند. رأسی نقطه لزوما می�دهند نمایش را
نامعادلات از تعدادی نامعادلات، صورت به Sk نمایش در است ممکن ترتیب همین به باشد. نیز زائد۵

باشند. زائد۶

بنسون) بیرونی تقریب (الگوریتم .۴.١.٣ الگوریتم
.k = ٠ اولیه مقداردهی

کنید. انتخاب را p̂ ∈ intP نقطه . i١

کنید. محاسبه را yI نقطه . i٢

.k = ١ و S٠ := {yI}+ Rp
≧ دهید قرار . i٣

:(k ≧ تکرار(١ گام�های

sk /∈ P که Sk−١ از sk رأس این�صورت غیر در می�شود. متوقف الگوریتم vertSk−١ ⊆ P اگر . k١
کنید. انتخاب را

. yk := αksk + (١− αk)p̂ ∈ wminRp

≧
P �که گونه�ای به کنید محاسبه را αk ∈ (٠,١) . k٢

کنید. محاسبه را (D٢(y
k)) از (uk, λk) بهینه جواب . k٣

.Sk := Sk−١ ∩ {y ∈ Rp : φ(y,D(uk, λk)) ≧ ٠} دهید قرار . k۴

بروید. (k١) مرحله به و k := k + ١ دهید قرار . k۵
۴Halfspace
۵Redundant point
۶Redundant inequality
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الگوریتم: جزئیات

.Px+αe ∈ intP داریم، α > ٠ و x ∈ X برای مثال عنوان به .intP ̸= ∅ که است واضح . i١

.P ⊆ S٠ است واضح اول فصل در ایده�آل نقطه تعریف به توجه با . i٣

µ ≧ ٠ می�کنیم، پیدا (D٢(y)) یا (P٢(y)) از را µ بهینه مقدار ،y ∈ vertSk−١ کنید فرض . k١
.y ∈ P ،٣.١.٢ لم به بنا اگر فقط و اگر

خطی برنامه�ریزی مساله حل با . k٢
αk := max{α : x ∈ X , αsk + (١− α)p̂ ≧ Px} (١.٣)

برای (x̄,٠) نقطه به�طوری�که است موجود x̄ ∈ X که است واضح می�کنیم. محاسبه را αk مقدار
چون طرفی از .p̂ ≧ P x̄ می�دهد نشان ،α = ٠ چون است شدنی نقطه یک ،(١.٣) مساله
واصل پاره�خط ،p̂ ∈ intP و sk /∈ P این�که از دارد. بهینه جواب (١.٣) مساله لذا ،X ̸= ∅
(اگر α ∈ (٠,١) که می�آید به�دست به�گونه�ای yk می�کند. قطع yk نقطه در را P نقطه دو این بین
p̂ ∈ intP با و است مرزی نقطه p̂ آنگاه α = ٠ اگر و است تناقض sk ∈ P آنگاه α = ١
هستند، غیرتسلطی کمینه نقاط P مرز ،٨.١.٢ لم بنابه .yk ∈ bd(P) بنابراین دارد)، تناقض

.bd(P) = wminRp

≧
P بنابراین

وجود (D٢(y)) برای بهینه جواب ،١.١.٣ قضیه به توجه با .yk ∈ wminRp

≧
P داریم (k٢) از . k٣

دارد.

,H(D(ukابرصفحه λk)) داریم می�آوریم، به�دست ١.١.٣ قضیه و (k٣) از که نتیجه�ای به توجه با . k۴
یعنی است، yk شامل P حائل

∀y ∈ P , φ(y,D(uk, λk)) ≧ ٠

داریم ،yk ازای به و
φ(yk, D(uk, λk)) = ٠

.P ⊆ Sk ⊆ Sk−١ گرفت نتیجه می�توان بنابراین

الگوریتم: نتایج

داشت خواهیم ،٣.١.٣ قضیه از استفاده با .vertSk−١ ⊆ P داریم (k١) از . r١
Sk−١ = conv(vertSk−١ + Rp

≧) ⊆ P .

.P = Sk−١ گرفت نتیجه می�توان رابطه دو این از .P ⊆ Sk−١ داریم ، (k۴) از

کمینه رأس اگر فقط و اگر است D K-بیشینه ابروجه یک F∗ ،١٢.١.٢ نتیجه به توجه با . r٢
H∗(y) بنابراین .F∗ = H∗(y) ∩ D به�طوری�که باشد داشته وجود y مانند P غیرتسلطی



٣٣ بنسون بیرونی تقریب الگوریتم .١.٣

.. y١.

y٢

.
١

.

٢

.

S٠ = Rp
≧

۶.١.٣ مثال در S٠ :١.٣ شکل

غیرتسلطی کمینه رأس y اگر فقط و اگر است حائل ،D ابروجه یک برای که است ابرصفحه�ای
مجموعه بنابراین نیست. زائد آن متناظر نامساوی نتیجه در باشد. P

{ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(y, ν) ≧ ٠, y ∈ vertSk−١}

می�شود. تعریف D غیرتباهیده نامعادله�ای نمایش توسط

است. متناهی (۴.١.٣) الگوریتم در شده ارائه بنسون بیرونی تقریب الگوریتم .[١۴] .۵.١.٣ قضیه

تعلق intSk−١ به می�شود محاسبه kام تکرار در که yk ∈ P نقطه لذا و است p̂ ∈ intP چون برهان.
،١.١.٣ قضیه طبق و Sk := Sk−١ ∩ {y ∈ Rp : φ(y,D(uk, λk)) ≧ ٠} داریم الگوریتم در دارد.

بنابراین yk ∈ F به�طوری�که است P وجه یک F := {y ∈ P ;φ(y,D(uk, λk)) = ٠}
P طرفی از ،(yk+١ /∈ F و yk+١ ∈ intSk (چون دارد تعلق P دیگر وجه به yk+١ لذا .F ⊆ bd(Sk)

است. متناهی الگوریتم مراحل نتیجه در است. متناهی وجه�ها تعداد بنابراین است چندوجهی

بگیرید: نظر در را زیر اطلاعات به توجه با را (PR) مساله .۶.١.٣ مثال

P =

(
١ ٠
٠ ١

)
, A =



٢ ١
١ ٢
٣ ٣
١ ٠
٠ ١


, b =



٢
٢
۴
٠
٠


.

نوشت: زیر به�صورت می�توان را اولیه مساله
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.. y١.

y٢

.
١

.

٢

.

S١

۶.١.٣ مثال در S١ :٢.٣ شکل

wmin (y١, y٢)

s.t ٢y١ + y٢ ≧ ٢

y١ + ٢y٢ ≧ ٢

٣y١ + ٣y٢ ≧ ۴

y١ ≧ ٠

y٢ ≧ ٠

الگوریتم ،yI = (٠,٠)T ایده�آل نقطه تعریف بنابه و P درونی نقطه عنوان به p̂ = (١,١)T انتخاب با
می�دهیم قرار اکنون می�دهیم. ادامه را

S٠ = {yI}+ R٢
≧ = R٢

≧,

بنابراین .s١ = (٠,٠) می�دهیم قرار مرحله دراین می�رویم. الگوریتم بعد گام به و k = ١ می�دهیم قرار
که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را α١

y١ = α١s١ + (١− α١)p̂ ∈ wminRp

≧
P .

برنامه�ریزی مساله اکنون .y١ = (٢٣ ,
٢
٣) لذا می�آوریم، به�دست ١.٣ رابطه از را α١ = ١

٣ این�که به توجه با
است: زیر به�صورت D٢(y

١) خطی
max٢u١ + ٢u٢ + ۴u٣ − ٢

٣λ١ −
٢
٣λ٢

s.t ٢u١ + u٢ + ٣u٣ + u۴ − λ١ = ٠

u١ + ٢u٢ + ٣u٣ + u۵ − λ٢ = ٠

λ١ + λ٢ = ١

(u, λ) ≧ ٠
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.. y١.

y٢

.
١

.

٢

.

S٢

۶.١.٣ مثال در S٢ :٣.٣ شکل

از است عبارت مساله این جواب

(u١, λ١) = (٠,٠, ١۶ ,٠,٠,
١
٢ ,

١
٢)

T .

است، D رأسK-بیشینه D(u, λ) و D(u١, λ١) = (λ١, b
Tu)T = (١٢ ,

٢
٣)

T این�که به توجه با بنابراین
داریم: می�آوریم. به�دست را ٣y١ + ٣y٢ = ۴ کرده استفاده جفت�ساز تابع از

S١ := S٠ ∩ {y ∈ R٢ : φ(y,D(u١, λ١)) ≧ ٠},

نتیجه در

S١ := S٠ ∩ {y ∈ R٢ : ٣y١ + ٣y٢ ≧ ۴}.

α٢ = ٣
۵ بنابراین .s٢ = (٠, ۴٣) می�دهیم قرار مرحله دراین می�رویم. بعد گام به و k = ٢ قرارمی�دهیم

که می�آوریم به�دست (١.٣) رابطه از را

y٢ = α٢s٢ + (١− α٢)p̂ ∈ wminRp

≧
P .

D٢(y
٢) خطی برنامه�ریزی مساله اکنون می�کند. قطع ،y٢ = (٢۵ ,

۶
۵) نقطه در را ،P معادله این که

است: زیر به�صورت
max٢u١ + ٢u٢ + ۴u٣ − ٢

۵λ١ −
۶
۵λ٢

s.t ٢u١ + u٢ + ٣u٣ + u۴ − λ١ = ٠

u١ + ٢u٢ + ٣u٣ + u۵ − λ٢ = ٠

λ١ + λ٢ = ١

(u, λ) ≧ ٠

از است عبارت مساله این جواب

(u٢, λ٢) = (١٣ ,٠,٠,٠,٠,
٢
٣ ,

١
٣)

T .



٣۶ بنسون بیرونی تقریب الگوریتم دوگان کمک با غیرتسلطی نقاط کردن پیدا .٣

.. y١.

y٢

.
١

.

٢

.

S٣ = P

۶.١.٣ مثال در S٣ :۴.٣ شکل

ابروجه که می�یابیم را ٢y١ + y٢ = ٢ خط و است D K-بیشینه رأس D(u٢, λ٢) = (٢٣ ,
٢
٣) بنابراین

داریم مرحله این در است. P غیرتسلطی

S٢ := S١ ∩ {y ∈ R٢ : ٢y١ + y٢ ≧ ٢}.

مانند ،p̂ = (١,١) ∈ intP نقطه و s٣ = (۴٣ ,٠) به توجه با می�رویم. بعد گام به و k = ٣ قرارمی�دهیم
می�آوریم. به�دست را y٣ = (۶۵ ,

٢
۵) نقطه نتیجه در و می�آوریم به�دست را α٣ = ٣

۵ ،(١.٣) رابطه از قبل
داریم: زیر فرم به را D٢(y

٣) خطی برنامه�ریزی مساله بنابراین

max٢u١ + ٢u٢ + ۴u٣ − ۶
۵λ١ −

٢
۵λ٢

s.t ٢u١ + u٢ + ٣u٣ + u۴ − λ١ = ٠

u١ + ٢u٢ + ٣u٣ + u۵ − λ٢ = ٠

λ١ + λ٢ = ١

(u, λ) ≧ ٠

از: است عبارت آن جواب که

(u٣, λ٣) = (١٣ ,٠,٠,٠,٠,
١
٣ ,

٢
٣)

T .

داریم ،φ(y,D(u٣, λ٣)) = ٠ رابطه از می�آوریم. به�دست را D(u٣, λ٣) = (١٣ ,
٢
٣) نتیجه در

y١ + ٢y٢ = ٢

بنابراین است. P دیگر ابروجه یک می�گیریم نتیجه اکنون

S٣ := S٢ ∩ {y ∈ R٢ : y١ + ٢y٢ ≧ ٢} = P .

می�یابد. پایان الگوریتم بنابراین ،(vertS٣ = P) هستند P رئوس همان S٣ رئوس



٣٧ بنسون الگوریتم دوگان .٢.٣

ابروجه تکرار با رابطه در نقطه�ای و D :۵.٣ شکل

۴.٣ شکل در که گونه همان مثال این در می�کند. مشخص را P تباهیده نامعادلات ۴.١.٣ الگوریتم
اشتراک P با (٢٣ ,

٢
٣) نقطه در فقط که است P تباهیده نامعادله ٣y٣+١y٢ = ۴ ابروجه می�شود مشاهده

نیست. رأسی نقطه D در که است (١٢ ,
٢
٣) نقطه نامعادله این با متناظر دارد،

بنسون الگوریتم دوگان ٢.٣

را D دوگان، الگوریتم توسط می�دهیم. ارائه دوگان الگوریتم یک بنسون، الگوریتم برای بخش این در
آوریم. به�دست را P می�توانیم هندسی دوگان قضیه از استفاده با سپس می�کنیم، مشخص

پایین از P و است ناتهی و شدنی مجموعه (PR) مساله در X می�کنیم فرض قبل بخش مانند
p-بعدی، چندوجهی مجموعه یک الگوریتم ابتدای در باشد. کران�دار

S٠ = {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(Px٠, ν) ≧ ٠}

بهینه جواب x٠ نقطه و است D درونی نقطه یک d̂ کنید فرض باشد. D ⊆ S٠ به�طوری�که می�سازیم
مساله حل با و نیست D در که می�کنیم انتخاب را Sk−١ از sk رأس تکرار هر در باشد (P١(d̂))

است، D مرزی نقطه νk آن در که می�سازیم D برای حائل ابرصفحه یک ،(P١(ν
k)) خطی برنامه�ریزی

از حاصل نیم�فضای با Sk−١ اشتراک دارد. قرار D از d̂ درونی نقطه و sk واصل پاره�خط روی که
.Sk−١ = D که می�یابد پایان الگوریتم زمانی می�کند ایجاد را Sk ،D ابرصفحه

را حائل ابرصفحه که دارد را ۴.١.٣ الگوریتم در (D٢(y)) نقش همان (P١(ν)) دوگان، الگوریتم در
می�کند. محاسبه

١.٢.٣ قضیه می�آوریم. دوگان الگوریتم برای ٣.١.٣ و ١.١.٣ قضیه�های همانند قضیه�هایی این�جا در
جواب باشد، D K-بیشینه نقطه یک ν̄ اگر می�دهد نشان قضیه این کند، می توجیه را الگوریتم اصلی گام

می�کند. ایجاد را ν̄ شامل D حائل ابرصفحه (P١(ν̄)) بهینه



٣٨ بنسون بیرونی تقریب الگوریتم دوگان کمک با غیرتسلطی نقاط کردن پیدا .٣

H∗(Px̄) ،(P١(ν̄)) از x̄ جواب هر برای آنگاه ،ν̄ ∈ maxKD کنید فرض .[١۴] .١.٢.٣ قضیه
است. ν̄ ∈ H∗(Px̄) با D حائل ابرصفحه

دوگان رابطه از .νp ≦ bTu و (u, λ(ν)) ∈ U به�طوری�که دارد وجود u یعنی، ν ∈ D فرضکنید برهان.
.φ(Px̄, ν) ≧ ٠ معادل به�طور یا ،λ(ν)TPx̄ ≧ bTu ≧ νp داریم، (D١(ν)) و (P١(ν)) بین ضعیف
قوی دوگان از و می�آوریم به�دست را (D١(ν̄)) برای ū بهینه جواب مشابه به�طور ν̄ ∈ maxKD برای

حائل ابرصفحه تعریف از بنابراین .φ(Px̄, ν̄) = ٠ داریم، (D١(ν)) و (P١(ν)) بین
H∗(Px̄) = {ν ∈ Rp : φ(Px̄, ν) = ٠}

می�شود. حاصل نظر مورد نتیجه

هستند. K-بیشینه ،D رئوس همه که می�دهد نشان زیر قضیه

است. K-بیشینه ،D رأس هر .[١۴] .٢.٢.٣ قضیه

که ν ̸= ν̄ دارد وجود آنگاه نباشد، K-بیشینه که باشد داشته وجود ν̄ ∈ D رأس کنید فرض برهان.
به�صورت را ν̄ می�توانیم .ν ∈ ({ν̄}+K) ∩ D

ν̄ = ١
٢ν +

١
٢(ν̄ − (ν − ν̄))

در ν̄ بودن رأسی با این که نیستند، ν̄ با برابر که (ν̄ − (ν − ν̄)) ∈ D و ν ∈ D به�طوری�که بنویسیم
است. تناقض

ما که یکسانند می�زنند تقریب بیرون از را D که چندوجهی رأسی جهت�های می�دهد نشان زیر قضیه
بیرون از را D که چندوجهی ۴.٢.٣ الگوریتم در می�دهیم. نمایش (٠, · · · ,١−,٠)T ∈ Rp با را آن
(رأسی) جهت�های چون شود، داده نمایش (رأسی) نقطه متناهی تعداد توسط می�تواند می�زند تقریب

می�گیریم. نظر در −ep را آن�ها یکسانند، همواره

که باشد محدب چندوجهی یک S ⊆ Rp مجموعه و y ∈ Rp کنید فرض .[١۴] .٣.٢.٣ قضیه
D ⊆ S ⊆ {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(y, ν) ≧ ٠}.

داریم: باشد، S از رأسی نقاط مجموعه ε کنید فرض
S = conv(ε−K).

تنها و اگر ν ∈ W این�صورت در .W := {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(y, ν) ≧ ٠} کنید فرض برهان.
اگر

λ(ν) ≧ ٠⇒ ν١, · · · , νp−١ ≧ ٠,
p−١∑
i=١

νi ≦ ١

φ(y, ν) ≧ ٠⇒ λ∗(y)Tν ≧ −yp.

و است محدب و بسته S چون .W∞ = −K گرفت نتیجه می�توان است. −١ ،λ∗(y) آخر مولفه که
داریم: ،٢٠.٢.١ تعریف و D تعریف طبق و D ⊆ S ⊆ W

−K ⊆ D∞ ⊆ S∞ ⊆ −K



٣٩ بنسون الگوریتم دوگان .٢.٣

می�شود. کامل اثبات [٣۵] از ١٩.۵ و ١٨.۵ قضایای بنابه .S∞ = −K بنابراین

بنسون) بیرونی تقریب الگوریتم (دوگان .۴.٢.٣ الگوریتم
(k = ٠) اولیه ارزش�دهی

کنید. انتخاب را d̂ ∈ intD . i١

کنید. محاسبه را (P١(d̂)) از x٠ بهینه جواب . i٢

کنید تعریف زیر به�صورت را S٠ مجموعه . i٣
S٠ := {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(Px٠, ν) ≧ ٠}, k = ١

.(k ≧ ١) تکرار گام�های

انتخاب Sk−١ از sk رأس یک این�صورت غیر در شود. متوقف الگوریتم vertSk−١ ⊆ D اگر . k١
.sk /∈ D به�طوری�که کنید

به�طوری�که را αk ∈ (٠,١) . k٢
νk := αksk + (١− αk)d̂ ∈ maxKD

کنید. محاسبه

کنید. محاسبه را (P١(ν
k)) از xk بهینه جواب یک . k٣

کنید: تعریف زیر به�صورت را Sk مجموعه . k۴
Sk := Sk−١ ∩ {ν ∈ Rp : φ(Pxk, ν) ≧ ٠}.

بروید. (k١) به ،k = k + ١ دهید قرار . k۵

الگوریتم: جزئیات

است، کران�دار پایین از ،P و X ̸= ∅ فرض طبق چون .intD ̸= ∅ دهیم می نشان . i١
D١(ν) دوگانی رابطه طبق و دارد بهینه جواب یک λ(ν) ≧ ٠ با ν ∈ Rp هر برای (P١(ν))

می�کنیم تعریف به�علاوه می�دهیم. نمایش γi با را (D١(e
i)) بهینه مقدار دارد. بهینه جواب

مساله بهینه مقدارهای برای پایین کران یک γ آنگاه .γ = min {γi : i ∈ {١, · · · , p}}
داریم: D تعریف از است. λ(ν) ≧ ٠ با ،(D١(ν))

D = {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, ATu = P Tλ(ν) and νp ≦ bTu for some u ≧ ٠}.

بنابراین
{ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, νp ≦ γ} ⊆ D

از است عبارت ،d̂ ∈ intD نقطه برای ممکن انتخاب یک است. intD ̸= ∅ می�دهد نشان که
d̂ = (١

p
, · · · , ١

p
, γ − ١)T .

می�کند. صدق است شده نوشته D برای بالا که تعریفی در چون



۴٠ بنسون بیرونی تقریب الگوریتم دوگان کمک با غیرتسلطی نقاط کردن پیدا .٣

دارد. بهینه جواب (P١(d̂)) لذا λ(d̂) ≧ ٠ و است کران�دار پایین از P و X ̸= ∅ چون . i٢

λ(ν) ≧ ٠ می�کنیم مشاهده و φ(Px٠, ν) ≧ ٠ می�دهد نشان ν ∈ D و ١.٢.٣ قضیه اثبات . i٣
.D ⊆ S٠ می�گیریم نتیجه لذا و

بنابراین خیر. یا sk ∈ D که کنیم بررسی تا می�کنیم محاسبه را (P١(s
k)) از µ بهینه مقدار . k١

.skp ≦ µ اگر تنها و اگر sk ∈ D

می�کنیم حل را زیر خطی برنامه�ریزی مساله . k٢
αk := max {α : (u, λ) ∈ U , αsk + (١− α)d̂ = D(u, λ)} (٢.٣)

باشد داشته وجود (ū, λ̄) ∈ U اگر دارد. بهینه جواب (٢.٣) مساله که دهیم می نشان اکنون
این�صورت، غیر در است شدنی (٢.٣) مساله برای (ū, λ̄,٠) آنگاه d̂ = D(ū, λ̄) به�طوری�که
می�شود. تعویض γi با آن آخر مولفه که باشد iام واحد بردار wi کنید فرض .d̂ /∈ D(U) داریم
بنابراین sk /∈ D اما sk = D(u, λ) آنگاه α = ١ اگر (چون دارد وجود ᾱ ∈ (٠,١) بنابراین
به�طوری�که دارد) تناقض d̂ ∈ intD با که d̂ = D(u, λ)این�صورت در α = ٠ اگر و دارد تناقض

ᾱsk + (١− ᾱ)d̂ ∈ conv{w١, · · · , wp} ⊆ D(U)

(٢.٣) مساله علاوه، به است شدنی (٢.٣) مساله برای (ū, λ̄, ᾱ) که (ū, λ̄) ∈ U دارد وجود یعنی
است. کران�دار

دارد. بهینه جواب (P١(ν
k)) لذا است Rp-کران�دار

≧ پایین از P (X ) و X ̸= ∅ چون . k٣

.D ⊆ Sk می�گیریم نتیجه ،(i٣) با مشابه . k۴

الگوریتم: نتایج

می�گیریم نتیجه ٣.٢.٣ قضیه از .vertSk−١ ⊆ D می�گیریم نتیجه (k١) از . r١
Sk−١ = conv(vertSk−١ −K) ⊆ D

لذا .D = Sk−١ داریم بنابراین .D ⊆ Sk−١ داریم است، شده داده نشان (k۴) در که همان�گونه
است. vertSk−١ ،D K-بیشینه رأس�های مجموعه

اگر فقط و اگر است P ضعیف غیرتسلطی p)-بعدی − ١) ابروجه F ،١١.١.٢ نتیجه بنابه . r٢
H(ν) ابرصفحه یک بنابراین، .F = H(ν)∩P به�طوری�که باشد موجود D از ν رأسK-بیشینه
مجموعه بنابراین باشد، D K-بیشینه رأس یک ν اگر فقط و اگر است ابروجه یک در P حائل

{ν ∈ Rp : φ(y, ν) ≧ ٠ for all ν ∈ vertSk−١}

می�شود. مشخص P غیرتباهیده نامعادله نمایش توسط



۴١ بنسون الگوریتم دوگان .٢.٣

ابروجه یک F∗ := H∗(y)∩D ،١٢.١.٢ نتیجه بنابه باشد، P Rp-کمینه
≧ رأس y کنید فرض . r٣

ابروجه هر برای ،Sk−١ ساختار بنابه و Sk−١ = D چون است. D K-بیشینه p)-بعدی − ١)
بنابه .F∗ = H∗(Pxi)∩D به�طوری�که دارد وجود i ∈ {٠, · · · , k−١} ،D از F∗ K-بیشینه

مجموعه در Rp-کمینه
≧ (غیرتباهیده) رأس�های همه و Pxi = y داریم ١٢.١.٢ نتیجه
Y := {Px٠, · · · , Pxk−١}

دارند. قرار

مجموعه هندسی، دوگان قضیه (r٣)و در P Rp-کمینه
≧ رأس�های مجموعه به توجه با . r۴

{ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(y, ν) ≧ ٠, forall y ∈ Y}

باشد. تباهیده نامعادله است ممکن که است D نامعادله�ای نمایش

زیر مساله� با معادل ٢.٣ مساله .d̂p ≦ γ به�طوری�که d̂ ∈ intD کنید فرض .[١۴] .۵.٢.٣ ملاحظه
دارد: کمتر محدودیت ٢p+ ١ و متغیر p+ ١ که است

αk := max {b
Tu− d̂p
skp − d̂p

: u ≧ ٠, Ãu = b̃} (٣.٣)

آن در که
b̃ := P T (skpλ(d̂)− d̂pλ(sk)), Ã := (skp − d̂p)AT + P T (λ(d̂)− λ(sk))bT

این�صورت در باشد (٢.٣) مساله بهینه جواب α فرضکنید معادلند، هم با مساله دو کنیم ثابت این�که برای
می�کند صدق زیر رابطه در

αsk + (١− α)d̂ = D(u, λ).

صدق نیز (٣.٣) مساله محدودیت�های در کند صدق (٢.٣) مساله محدودیت در عنصری هر این�که بنابه
توجه با D(u, λ) .D(u, λ) = (λ١, · · · , λp−١, bTu) کردیم بیان دوم فصل ابتدای در طرفی از می�کند،

داریم بنابراین است. D(U) K-بیشینه نقطه یک U تعریف به

αskp + (١− α)d̂p = bTu⇐⇒ αskp + d̂p − αd̂p = bTu

⇐⇒ α(skp − d̂p) = bTu− d̂p

⇐⇒ α =
bTu− d̂p
skp − d̂p

.

معادلند. هم با (٣.٣) مساله و (٢.٣) مساله بهینه جواب بنابراین

بگیرید. نظر در زیر اطلاعات با را (PR) مساله .۶.٢.٣ مثال

P =

(
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

)
, A =


٧ ٢١ ٩
٠ ٠ −١
−٧ −۴٢ ٣
١ ٧ ٠

 , b =


٣٠
−١
−٣٩
۶

 .
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.. ν١.

ν٢

.
١

.

٢

.

S٠

۶.٢.٣ مثال در S٠ :۶.٣ شکل

.. ν١.

ν٢

.
١

.

٢

.

S١

۶.٢.٣ مثال در S١ :٧.٣ شکل

می�کنیم حل را زیر خطی برنامه�ریزی مساله و d̂ = (١٢ ,٠) و k = ٠ می�دهیم قرار ابتدا

P١(d̂) : min ١
٢x١ +

١
٢x٢

s.t ٧x١ + ٢١x٢ + ٩x٣ ≧ ٣٠

− x٣ ≧ −١

− ٧x١ − ۴٢x٢ + ٣x٣ ≧ −٣٩

x١ + ٧x٢ ≧ ۶

و λ(d̂) = (١٢ ,
١
٢)

T داریم می�آوریم. به�دست را x٠ = (٠,١,١) جواب مساله این از

S٠ = {ν ∈ R٢ : λ(ν) ≧ ٠, φ(Px٠, ν) ≧ ٠} = {ν ∈ R٢ : ٠ ≦ ν١ ≦ ١, ν٢ ≦ ١− ν١}.

است. P رأسی نقطه y = Px٠ = (٠,١) پس است، D حائل ابرصفحه ν١ + ν٢ = ١ نتیجه در
d̂ = (١٢ ,٠) و ،s١ = (٠,١)t /∈ D مرحله این در می�رویم. بعد مرحله به و k = ١ می�دهیم قرار
P١(ν

١) مساله اکنون .ν١ = (١٨ ,
٣
۴) داریم نتیجه در و α١ = ٣

۴ می�گیریم نتیجه ٢.٣ مساله حل با است.



۴٣ بنسون الگوریتم دوگان .٢.٣

.. ν١.

ν٢

.
١

.

٢

.

S٢

۶.٢.٣ مثال در S٢ :٨.٣ شکل

می�کنیم: حل زیر به�صورت را

min ١
٨x١ +

٧
٨x٢

s.t ٧x١ + ٢١x٢ + ٩x٣ ≧ ٣٠

− x٣ ≧ −١

− ٧x١ − ۴٢x٢ + ٣x٣ ≧ −٣٩

x١ + ٧x٢ ≧ ۶

داشت خواهیم بنابراین ،Px١ = (٣۴ ,
٣
۴) داریم و می�آوریم به�دست را x١ = (٣۴ ,

٣
۴ ,١) جواب

S١ := S٠ ∩ {ν ∈ R٢ : φ(Px١, ν) ≧ ٠} = S٠ ∩ {ν ∈ R٢ : ν٢ ≦ ٣
۴}

شکل�های در که است P غیرتسلطی رأس (٣۴ ,
٣
۴) و است D حائل ابرصفحه ،ν٢ = ٣

۴ ابرصفحه درنتیجه
می�شوند. مشاهده ٩.٣ و ٧.٣

از ،d̂ = (١٢ ,٠) و s٢ = (٠, ٣۴) داریم گام این در می�رویم. بعد گام به و می�گیریم نظر در k = ٢
مساله .λ(ν٢) = ( ١

١٠ ,
٩
١٠) نتیجه در و ν٢ = ( ١

١٠ ,
۶
١٠) لذا ،α٢ = ۴

۵ می�آوریم به�دست ٢.٣ معادله
داریم: زیر به�صورت را P١(ν

٢)

min ١
١٠x١ +

٩
١٠x٢

s.t ٧x١ + ٢١x٢ + ٩x٣ ≧ ٣٠

− x٣ ≧ −١

− ٧x١ − ۴٢x٢ + ٣x٣ ≧ −٣٩

x١ + ٧x٢ ≧ ۶

بنابراین داریم، را x٢ = (۶,٠,١)T جواب فوق مساله از

S٢ = S١ ∩ {ν ∈ R٢ : ۶ν١ − ν٢ ≧ ٠}



۴۴ بنسون بیرونی تقریب الگوریتم دوگان کمک با غیرتسلطی نقاط کردن پیدا .٣

ابروجه یک از داخلی نقطه و P :٩.٣ شکل

٨.٣ شکل�های در که است. P غیرتسلطی رأس (۶,٠) و است D حائل ابرصفحه ۶ν١ − ν٢ = ٠ که
می�یابد. پایان الگوریتم نتیجه در شد، یکی D با S٢ رأسی نقاط می�شوند. مشاهده ٩.٣ و

می�رسد. پایان به گام متناهی تعداد از بعد الگوریتم می�دهیم نشان نهایت در

است. متناهی بنسون بیرونی تقریب الگوریتم دوگان .[١۴] .٧.٢.٣ قضیه

داریم دارد. تعلق intSk−١ به می�شود محاسبه kام تکرار در که νk ∈ D نقطه ،d̂ ∈ intD چون برهان.

Sk := Sk−١ ∩ {ν ∈ Rp : φ(Pxk, ν) ≧ ٠}

که ،νk ∈ F و است D وجه F := {ν ∈ D : φ(Pxk, ν) = ٠} داریم ،١.٢.٣ قضیه توسط و
به νk+١ بنابراین و (νk+١ ∈ int(Sk) (چون νk+١ /∈ F داریم بعدی تکرار برای یعنی .F ⊆ bd(Sk)

متناهی الگوریتم لذا دارد ابروجه متناهی تعداد است، چندوجهی یک D چون دارد. تعلق D دیگر ابروجه
است.

دوگان و P اولیه شدنی مجموعه�های ابروجه�های الگوریتم�ها شد، بیان که الگوریتم�هایی به توجه با
مجموعه ابروجه�های اگر است. مرتبط محاسبات زمان مدت با ابروجه�ها تعداد می�کنند. محاسبه را D
نیاز کمتری محاسبات زمان مدت بنسون الگوریتم دوگان باشند، اولیه ابروجه�های از کمتر دوگان شدنی
بنسون الگوریتم دوگان تقریب بنسون، الگوریتم در تغییراتی اعمال با بعد فصل در است. سریع�تر و دارد

می�آوریم. به�دست را ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه و می�کنیم بیان را



۴ فصل

الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های
بنسون

دوگان و اولیه مساله حل ١.۴

نظر در را زیر چندهدفه خطی برنامه�ریزی مساله و است کران�دار X می�کنیم فرض قبل فصل�های همانند
می�گیریم

(w)minRp

≧
{Px : x ∈ X}. (١.۴)

کار هدف فضای روی که می�کند، پیشنهاد را بیرونی تقریب الگوریتم [٢] بنسون فوق، مساله حل برای
مجموعه بنسون می�کند.

Y ′ = {y ∈ Rp : Px ≦ y ≦ ŷ forsome x ∈ X} (٢.۴)

همان yAI ∈ Rp بردار که ،ŷ > yAI �که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را ŷ ∈ Rp آن در که می�کند تعریف را
است. ١.۴ مساله برای ضد�ایده�آل بردار

را Y ′ بنسون بیرونی تقریب الگوریتم کنیم، کار Y مجموعه روی این�که به�جای ١.١.۴ قضیه طبق
می�کند. بررسی

.YN = Y ′
N و است p بعد از ناتهی کران�دار چندوجهی یک Y ′ ⊆ Rp مجموعه .[٢] .١.١.۴ قضیه

و Y ⊂ Y ′ این�که به توجه با است. p بعد با ناتهی و کران�دار چندوجهی Y ′ می�کنیم ثابت ابتدا برهان.
می�شود نوشته زیر به�صورت Y ′ کنید توجه .Y ′ ̸= ∅ بنابراین است، کران�دار و Y ̸= ∅

Y ′ = P١ ∩ (YE + P٢) (٣.۴)

.P٢ = {z ∈ Rp : z ≥ ٠} و P١ = {y ∈ Rp : y ≦ ŷ} و YE = {Px : x ∈ XE} که
این�که و چندوجهی تعریف و ٣.۴ رابطه به توجه با هستند. YEچندوجهی و P٢ و P١ مجموعه�های
،x ∈ X همه برای چون است. چندوجهی مجموعه Y ′ داریم است، چندوجهی یک چندوجهی، اشتراک



۴۶ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

چون است. ناتهی Y درون بنابراین ŷ > Px

p = dimY ≤ dimY ′ ≤ p

اما y ∈ Y ′
N فرضکنید .Y ′

N = YN می�کنیم ثابت اکنون .dimY ′ = p بنابراین است، ناتهی Y درون و
.Px١ = y١ ≤ y و y١ = Px١ که دارد وجود x١ ∈ X ،Y = {Px : x ∈ X}تعریف طبق ،y /∈ YN

داریم
Px١ = y١ ≤ y < ŷ

.y ∈ YN پس دارد تناقض y ∈ Y ′
N با این ،y١ ≤ y و y١, y ∈ Y ′ یعنی

بنابراین ،y /∈ Y ′
N کنید فرض .y = Px که دارد وجود x ∈ XE پس ،y ∈ YN کنید فرض اکنون

داریم: Y ′ تعریف بنابه و y′ ≤ y = Px که دارد وجود y′ ∈ Y ′
N

∃x′ ∈ X , Px′ ≦ y′ ≤ y = Px

.y ∈ Y ′
N پس دارد تناقض y ∈ YN فرض با این

هستند Rp-کران�دار
≧ که چندهدفه خطی برنامه�ریزی مسائل برای را بنسون الگوریتم قبل فصل در

قبل مانند بنابراین دادیم، انجام Y به�جای Y ′ برای را بنسون الگوریتم کنید فرض اکنون دادیم. توسعه
به�صورت Y ′ از بی�کران توسعه یک P که شود توجه می�کنیم، پیدا Y ′ به�جای را P و می�کنیم عمل

داریم و است P = Y ′ + Rp
≧

Y ′ = (ŷ − Rp
≧) ∩ P .

دارند. یکسان غیرتسلطی مجموعه�های Y و Y ′ و P
یک H∗(Px̄) ،(P١(ν̄)) مساله از x̄ جواب هر برای آنگاه ،ν̄ ∈ maxKD ١.٢.٣اگر قضیه طبق

است. ν̄ ∈ H∗(Px̄) با D حائل ابرصفحه
می�گیریم. نظر در را شد مطرح قبل فصل در که ۴.٢.٣ الگوریتم

در است P = P + Rp
≧ خاصیت دارای P می�کند. ایجاد D و P بین رابطه هندسی دوگان قضیه

چندسقفی آن، اول مولفه�های p− ١ تصویر و می�باشد D = D −K خاصیت دارای D حالی�که

{t ∈ Rp−١, t ≧ ٠,
p−١∑
i=١

ti ≦ ١}

مانند خواصی دارای که محدب چندوجهی مجموعه�های برای را هندسی دوگان قضیه اکنون است.
می�بریم. به�کار هستند D و P خاصیت�های

S = S−Kخاصیت با S ⊆ Rp محدب چندوجهی مجموعه�های فصل، این در .[۴٠] خاصیت۴.٢.١.
می�گیریم. نظر در را است {t ∈ Rp : t ≧ ٠,

∑p−١
i=١ ti ≦ ١} چندسقفی آن اول مولفه p− ١ تصویر و

.S∞ = −K است، دارا را ٢.١.۴ خاصیت که S برای .[۴٠] .٣.١.۴ لم

شد. اثبات ٣.٢.٣ قضیه در برهان.
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می�کنیم تعریف ٢.١.۴ خاصیت با S ⊆ Rp محدب چندوجهی مجموعه یک برای [۴٠] .۴.١.۴ تعریف

D(S) = {y ∈ Rp : φ(y, ν) ≧ ٠, for all ν ∈ vertS}

آن در که

φ(y, ν) =

p−١∑
i=١

yiνi + yp(١−
p−١∑
i=١

νi)− νp.

.D(S) = D(S)+Rp
≧ آنگاه باشد، ٢.١.۴ خاصیت دارای S ⊆ Rp کنید فرض .[۴٠] .۵.١.۴ قضیه

دهیم نشان است کافی بنابراین ،D(S) ⊆ D(S) + Rp
≧ که است واضح برهان.

D(S) + Rp
≧ ⊆ D(S).

ν ∈ vert(S) هر برای ،w ∈ D(S) چون .d ∈ Rp
≧ و w ∈ D(S) با w+d ∈ D(S)+Rp

≧ فرضکنید
کنید فرض .φ(w, ν) ≧ ٠ داریم

λ(ν) = (ν١, · · · , νp−١,١−
p−١∑
i=١

νi)
T

داریم:
φ(w, ν) + ⟨d, λ(ν)⟩ =d١ν١ + · · ·+ dp−١νp−١ − dpν١ − · · · − dpνp−١ + dp + w١ν١

+ · · ·+ wp−١νp−١ + wp − wpν١ − · · · − wpνp−١ − νp,

داریم: طرفی از

φ(w + d, ν) =

p−١∑
i=١

(w + d)iνi + (w + d)p(١−
p−١∑
i=١

ν١)− νp = w١ν١ + · · ·+ wp−١νp−١

+ d١ν١ + · · ·+ dp−١νp−١ + wp + dp − wpν١ − · · · − wpνp−١ − dpν١

− · · · − dpνp−١ − νp.

بنابراین λ(ν), d ∈ Rp
≧ چون .φ(w+ d, ν) = φ(w, ν)+ ⟨d, λ(ν)⟩ می�گیریم نتیجه فوق رابطه دو از

بنابراین .φ(w, ν)+ ⟨d, λ(ν)⟩ ≧ ٠ گرفت نتیجه می�توان لذا φ(w, ν) ≧ ٠ طرفی از ⟨d, λ(ν)⟩ ≧ ٠
.w + d ∈ D(S) نتیجه در و φ(w + d, ν) ≧ ٠ داریم

و D = S برای ١٠.١.٢ قضیه باشد، ٢.١.۴ خاصیت دارای S ⊆ Rp اگر .[۴٠] .۶.١.۴ نتیجه
می�شود. برقرار P = D(S)

و باشند ٢.١.۴ خاصیت با محدب چندوجهی مجموعه�های S١ و S٠ کنید فرض .[۴٠] .٧.١.۴ قضیه
آنگاه ،S١ ⊆ S٠

D(S٠) ⊆ D(S١).

دورشونده جهت یک فقط S١ و S٠ نتیجه در ،S١∞ = S٠∞ = −K داریم ،٣.١.۴ لم بنابه برهان.
دارند. d = −ep = (٠, · · · ,١−,٠)



۴٨ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

۶.١.۴ مثال برای D و P :١.۴ شکل

به یعنی ،y ∈ D(S٠) برای دهیم نشان داریم نیاز دارد. ν١, · · · , νr مانند رأس r ،S٠ کنید فرض
.y ∈ D(S١) داریم ،φ(y, ν) ≧ ٠ ،ν = ν١, · · · , νr با y هر ازای

نمایش قضیه بنابراین ،ν∗ ∈ S٠ داریم S١ ⊆ S٠ چون آنگاه باشد، S١ از رأسی ν∗ کنید فرض
.d = −ep و

∑r
i=١ α١ = ١ ،ν ≧ ٠ ،αi ≧ ٠ با ν∗ =

∑r
i=١ αiν

i + νd که می�کند بیان ν∗ برای
می�کنیم محاسبه را φ(y, ν∗) حال

φ(y, ν∗) =

p−١∑
k=١

ykν
∗
k + yp(١−

p−١∑
k=١

ν∗k)− ν∗p =

p−١∑
k=١

yk(
r∑

i=١
αiν

i
k + νdk)

+ yp(١−
p−١∑
k=١

(
r∑

i=١
αiν

i
k + νdk))−

r∑
k=١

(αiν
i
p + νdp) =

p−١∑
k=١

yk

r∑
i=١

αiν
i
k

+ yp(١−
p−١∑
k=١

r∑
i=١

αiν
i
k)−

r∑
i=١

αiν
i
p +

p−١∑
k=١

ykνdk − yp
p−١∑
k=١

νdk

− νdp =
r∑

i=١
αiφ(y, ν

i) + ٠− ٠+ ν =
r∑

i=١
αiφ(y, ν

i) + ν

D(S١) به y ∈ D(S٠)هر یعنی، این .φ(y, ν∗) ≧ ٠ داریم ν ≧ ٠ و α ≧ ٠ و φ(y, νi) ≧ ٠ چون
.D(S٠) ⊆ D(S١) کردیم ثابت بنابراین دارد. تعلق نیز

و می�شود بزرگتر تکرار هر با D(Sk) که می�دهد نشان ٧.١.۴ قضیه بنسون، دوگان الگوریتم برای
دادن توضیح برای مثالی .D(Sk−١) = D(D) = P داریم� یافت، پایان k تکرار در الگوریتم وقتی
می�یابند. تغییر k تکرار با D(Sk) و Sk چگونه می�دهیم نشان و می�دهیم ارائه بنسون دوگان الگوریتم

بگیرید. نظر در زیر اطلاعات با را دوهدفه خطی برنامه�ریزی مساله یک .٨.١.۴ مثال



۴٩ دوگان و اولیه مساله حل .١.۴

P =

(
١ ٠
٠ ١

)
, A =



٢ ١
١ ١
١ ٢
١ ٠
٠ ١


, b =



۴
٣
۴
٠
٠


.

از: عبارتند P رأس ۴ می�کنید، مشاهده ١.۴ شکل در را D و P

(٠,۴), (١,٢), (٢,١), (۴,٠)

آورد. به�دست زیر به�صورت را D ابروجه�های می�توان جفت�ساز تابع کمک با رأس هر برای

φ((٠,۴), (ν١, ν٢)) = ٠× ν١ + ۴(١− ν١)− ν٢ = ٠⇒ ۴ν١ + ν٢ = ۴

φ((١,٢), (ν١, ν٢)) = ν١ + ١)٢− ν١)− ν٢ = ٠⇒ ν١ + ν٢ = ٢

φ((٢,١), (ν١, ν٢)) = ٢ν١ + (١− ν١)− ν٢ = ٠⇒ −ν١ + ν٢ = ١

φ((۴,٠), (ν١, ν٢)) = ۴ν١ + ١)٠− ν١)− ν٢ = ٠⇒ −۴ν١ + ν٢ = ٠

می�شوند: بیان زیر به�صورت به�ترتیب ،D حائل) (ابرصفحه�های متناظر ابروجه�های و

−۴ν١ + ν٢ = ٠,−ν١ + ν٢ = ١, ν١ + ν٢ = ٢,۴ν١ + ν٢ = ۴.

از: عبارتند D رأس ۵

(٠,٠), (١٣ ,
۴
٣), (

١
٢ ,

٣
٢), (

٢
٣ ,

۴
٣), (١,٠).

آورد. به�دست زیر به�صورت را P ابروجه�های می�توان جفت�ساز تابع کمک با رأس هر برای

φ((y١, y٢), (
١
٣ ,

۴
٣)) =

١
٣y١ + y١)٢− ١

٣)−
۴
٣ = ٠⇒ y١ + ٢y٢ = ۴

φ((y١, y٢), (٠,٠)) = ٠× y١ + y١)٢− ٠)− ٠ = ٠⇒ y٢ = ٠

φ(y١, y٢), (
١
٢ ,

٣
٢)) =

١
٢y١ + y١)٢− ٣

٢)−
٣
٢ = ٠⇒ y١ + y٢ = ٣

φ((y١, y٢), (
٢
٣ ,

۴
٣)) =

٢
٣y١ + y١)٢− ٢

٣)−
۴
٣ = ٠⇒ ٢y١ + y٢ = ۴

φ((y١, y٢), (١,٠)) = y١ + y١)٢− ١)− ٠ = ٠⇒ y١ = ٠

از: عبارتند P ابروجه�های بنابراین

y١ = ٠,٢y١ + y٢ = ۴, y١ + y٢ = ٣, y١ + ٢y٢ = ۴, y٢ = ٠.

و می�شود کوچک Sk ،k تکرار هر در می�دهیم. نشان را Sk تغییرات تکرار هر در الگوریتم، به توجه با
مساله و می�گیریم نظر در را d̂ = (١٢ ,−

١
٨) ابتدا می�یابد. پایان الگوریتم می�شود، D با برابر نهایت در



۵٠ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

.. u١.

u٢

.
١

.

٢

.

S٠

.
d̂ = (١/٨−,١/٢)

S٠ تغییرات :٢.۴ شکل

می�کنیم حل را زیر

P١(d̂) : min ١
٢x١ +

١
٢x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

است: زیر به�صورت که Sk تعریف به توجه با می�باشد. x٠ = (٢,١) مساله این جواب

Sk := Sk−١ ∩ {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(Pxk, ν) ≧ ٠}

داریم:

S٠ = {ν ∈ R٢ : ٠ ≦ ν١ ≦ ١, ν١ − ν٢ + ١ ≧ ٠}

(١,٢) از عبارتند می�دهند، پوشش را S٠ که ابتدایی رأس�های می�کنید. مشاهده را S٠ ،٢.۴ شکل در
حل را قبل فصل در ٢.٣ مساله ،d̂ و s١ = (٠,١) گرفتن نظر در با و k = ١ می�دهیم قرار .(٠,١) و
مرزی نقطه می�گذرد d̂ و s١ نقطه دو از که خطی به توجه با نتیجه در ،α١ = ١٧

٢۵ می�آوریم به�دست می�کنیم



۵١ دوگان و اولیه مساله حل .١.۴

.. v١.

v٢

.
١

.

٢

.

S١

.

d̂

S١ تغییرات :٣.۴ شکل

می�کنیم حل را زیر مساله و ،ν١ = ( ۴
٢۵ ,

١۶
٢۵) از است عبارت می�کنیم پیدا که

P١(ν
١) : min ۴

۵x١ +
١
۵x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

نتیجه در می�آوریم. به�دست را x١ = (۴,٠) جواب و
S١ = S٠ ∩ {ν ∈ R٢ : ٠ ≦ ν١ ≦ ١,−۴ν١ + ν٢ ≦ ٠}

اکنون .k = ٢ می�دهیم قرار است، کوچکتر S٠ از که می�کنید مشاهده ٣.۴ شکل در را S١ تغییرات
.ν٢ = (٢۵٣٣ ,

٣٢
٣٣) مرزی نقطه و α٢ = ١٧

٣٣ داریم و می�گیریم نظر در را d̂ = (١٢ ,−
١
٨) و s٢ = (١,٢)

می�کنیم حل را زیر مساله
P١(ν

٢) : min ٢۵
٣٣x١ +

٨
٣٣x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

داریم سپس و می�آوریم به�دست را x٢ = (٠,۴) جواب
S٢ = S١ ∩ {ν ∈ R٢ : ٠ ≦ ν١ ≦ ١,۴ν١ + ν٢ ≦ ۴}



۵٢ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

.. v١.

v٢

.
١

.

٢

.

S٢

.

d̂

S٢ تغییرات :۴.۴ شکل

داریم ،d̂ = (١٢ ,−
١
٨) و s٣ = (٣۵ ,

٨
۵) اکنون می�رویم. بعد مرحله به و k = ٣ می�دهیم قرار و

می�آوریم. به�دست را ν٣ = (۴٣٧٣ ,
١٠٣
٧٣ ) مرزی نقطه و α٣ = ٨٩

١٠

می�کنیم حل را زیر مساله

p١(ν
٣) : min ۴٣

٧٣x١ +
٣٠
٧٣x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

داریم و می�آوریم، به�دست را x٣ = (١,٢) جواب اکنون

S٣ = S٢ ∩ {ν ∈ R٢ : ٠ ≦ ν١ ≦ ١, ν١ + ν٢ ≦ ٢} = D

می�آوریم. به�دست را P Skها، دوگان کمک با اکنون می�رسد. پایان به الگوریتم و S٣ = D بنابراین
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را D(S٠) منظور این برای

D(S٠) = {y ∈ Rp : φ(y, ν) ≧ ٠ for all ν ∈ vert(Sk)}

می�آوریم به�دست زیر روابط طبق بنابراین ،(١,٢) و (٠,١) با است برابر S٠ رأس�های این�که به توجه با

φ((y١, y٢), (٠,١)) ≧ ٠⇒ y٢ ≧ ١

φ((y١, y٢), (١,٢)) ≧ ٠⇒ y١ ≧ ٢

داریم:



۵٣ دوگان و اولیه مساله حل .١.۴

.. v١.

v٢

.
١

.

٢

.

S٣ = D

.

d̂

S٣ تغییرات :۵.۴ شکل

.. y١.

y٢

.
١

.
٢

.

٢

.

١

.

D(S٠)

D(S٠) تغییرات :۶.۴ شکل

D(S٠) = {y ∈ R٢ : φ(y, ν) ≧ ٠, ν = (٠,١), (١,٢)}

= {y١ ≧ ٢} ∩ {y٢ ≧ ١}

داریم: ،(١,٢) ١٣)و ,
۴
٣) ،(٠,٠) از، عبارتند S١ رأس�های

φ((y١, y٢), (٠,٠)) ≧ ٠⇒ y٢ ≧ ٠

φ((y١, y٢), (١,٢)) ≧ ٠⇒ y١ ≧ ٢

φ((y١, y٢), (
١
٣ ,

۴
٣)) ≧ ٠⇒ y١ + ٢y٢ ≧ ۴

داریم: بنابراین

D(S١) = {y١ ≧ ٢} ∩ {y٢ ≧ ٠} ∩ {y١ + ٢y٢ ≧ ۴}

خواهیم و هستند (١,٠) ،(١٣ ,
۴
٣) ،(

٣
۵ ,

٨
۵) ،(٠,٠) آمده�اند، به�دست که S٢ رأس�های مرحله این در



۵۴ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

.. y١.

y٢

.
١

.
٢

.
٣

.
۴

.

٢

.

١

.

D(S١)

D(S١) تغییرات :٧.۴ شکل

داشت:

φ((y١, y٢), (٠,٠)) ≧ ٠⇒ y٢ ≧ ٠

φ((y١, y٢), (١,٠)) ≧ ٠⇒ y١ ≧ ٠

φ((y١, y٢), (
١
٣ ,

۴
٣)) ≧ ٠⇒ y١ + ٢y٢ ≧ ۴

φ((y١, y٢), (
٣
۵ ,

٨
۵)) ≧ ٠⇒ ٣y١ + ٢y٢ ≧ ٨

داشت: خواهیم مرحله این در

D(S٢) = {y١ ≧ ٠} ∩ {y٢ ≧ ٠} ∩ {y١ + ٢y٢ ≧ ۴} ∩ {٣y١ + ٢y٢ ≧ ٨}

داریم: بعد مرحله در بنابراین ،(١,٠) و (٢٣ ,
۴
٣) ،(

١
٢ ,

٣
٢) ،(

١
٣ ,

۴
٣) ،(٠,٠) از، عبارتند S٣ رأس�های

φ((y١, y٢), (٠,٠)) ≧ ٠⇒ y٢ ≧ ٠

φ((y١, y٢), (١,٠)) ≧ ٠⇒ y١ ≧ ٠

φ((y١, y٢), (
١
٣ ,

۴
٣)) ≧ ٠⇒ y١ + ٢y٢ ≧ ۴

φ((y١, y٢), (
١
٢ ,

٣
٢)) ≧ ٠⇒ y١ + y٢ ≧ ٣

φ((y١, y٢), (
٢
٣ ,

۴
٣)) ≧ ٠⇒ ٢y١ + y٢ ≧ ۴

داریم:

D(S٣) = {y١ ≧ ٠} ∩ {y٢ ≧ ٠} ∩ {y١ + ٢y٢ ≧ ۴}

∩ {y١ + y٢ ≧ ٣} ∩ {٢y١ + y٢ ≧ ۴}



۵۵ دوگان و اولیه مساله حل .١.۴

.. y١.

y٢

.
١

.
٢

.
٣

.
۴

.

٢

.

١

.

٣

.

۴

.

D(S٢)

D(S٢) تغییرات :٨.۴ شکل

.. y١.

y٢

.
١

.
٢

.
٣

.
۴

.

٢

.

١

.

٣

.

۴

.

D(S٣)

D(S٣) تغییرات :٩.۴ شکل



۵۶ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

است. D(S٣) = P که

کرد. بیان را P درونی تقریب روند می�توان D بیرونی تقریب کمک با ،٧.١.۴ قضیه طبق

D توسط P غیرتسلطی ابروجه�های آوردن به�دست ٢.۴

D از ν = (ν١, · · · , νp) رأس الگوریتم، این r٢ قسمت در شد بیان ۴.٢.٣ الگوریتم در آن�چه به بنا
P برای ضعیف غیرتسلطی ابروجه یک در ابرصفحه این که می�شود P حائل ابرصفحه یک با متناظر

آن در که است λ(ν)Ty = νp به�صورت ابرصفحه می�باشد، حائل

λ(ν) = (ν١, · · · , νp−١,١−
p−١∑
i=١

νi)
T

می�شود. حائل P برای غیرتسلطی ابروجه یک در حائل ابرصفحه آنگاه ،λ(ν) > ٠ اگر .λ(ν) ≧ ٠ و
نامیده D مرزی رأس یک ν این�صورت غیر در می�نامیم، Dدرونی رأس یک را ν آنگاه λ(ν) > ٠ اگر

بگیریم. نظر در را D درونی رأس�های است کافی P غیرتسلطی ابروجه�های محاسبه برای می�شود.
را می�شود D از ν درونی رأس یک با متناظر که F غیرتسلطی ابروجه چگونه می�دهیم نشان اکنون

کنیم. محاسبه
مجموعه زیر درونی رأس یک مجاور حائل ابرصفحه��های مجموعه

{ν ∈ Rp : φ(y, ν) = ٠ for all y ∈ W}

حائل ابرصفحه�های همه اگر ،D درونی رأس یک برای .W = {Px٠, · · · , Pxk−١} آن در که است
قضیه براساس آنگاه باشد، ابروجه یک در D حائل برش هر یعنی باشند، غیرتباهیده (برش�ها) مجاور
هستند. F رأس�های نقاط این کرد، پیدا D برش�های با متناظر را P نقاط همه می�توان هندسی دوگان
نتایج از باشند تباهیده آن�ها از بعضی یعنی، نباشند ابروجه یک در D حائل مجاور برش�های همه اگر

می�کنیم. استفاده زیر

اگر باشد، P از F غیرتسلطی ابروجه با متناظر D درونی رأس ν کنید فرض .[۴٠] .١.٢.۴ قضیه
p ∈ F غیرتسلطی نقطه یک با برش آنگاه باشد، داشته تباهیده حائل) (ابرصفحه مجاور برش یک ν

نیست. F از رأس یک p که می�شود متناظر

غیرتباهیده برش k آنگاه دارد. حائل) (ابرصفحه غیرتباهیده برش k که باشد رأسی ν کنید فرض برهان.
کرد. ایجاد غیرتباهیده برش� k خطی ترکیب توسط می�توان را تباهیده برش می�شود. متناظر F رأس k با
بیان رأس k خطی ترکیب همان با می�توان را است متناظر آن با تباهیده برش که نقطه�ای متناظر، به�طور

.p ∈ F داریم، بنابراین کرد.

یک روی که متناظرند D رأس یک مجاور برش�های با P از نقاطی می�دهد نشان ،١.٢.۴ قضیه
و متناظرند P ابروجه از رأس�هایی با D غیرتباهیده برش�های همه این بر علاوه دارند. قرار P ابروجه
پوسته از می�توان بنابراین می�شوند. متناظر نیستند ابروجه رأس�های که نقاطی با تباهیده برش�های همه

کرد. پیدا را ابروجه و کرد استفاده نقاط محدب



۵٧ چندهدفه خطی برنامه�ریزی دوگان تقریبی حل .٣.۴

تباهیده برش و (١٢ ,
٣
٢) رأس :١٠.۴ شکل

بنابراین بگیریم، نظر در را D از (١٢ ,
٣
٢) رأس ،٨.١.۴ مثال در .٢.٢.۴ مثال

φ((y١, y٢), (
١
٢ ,

٣
٢)) = ٠⇒ y١ + y٢ = ٣

(٢,١) و (١,٢) توسط که است پاره�خطی y١+y٢ = ٣ است، (١٢ ,
٣
رأس(٢ با متناظر P از ابروجه این که

از غیرتسلطی نقطه یک که (٣٢ ,
٣
٢) نقطه می�کنید. مشاهده را P ابروجه ١١.۴ شکل در می�شود، ایجاد

اما هستند، F رأس�های (٢,١) و (١,٢) نقاط دارد. قرار F = y١ + y٢ = ٣ ابروجه روی که است P
نیست. رأسی F برای (٣٢ ,

٣
٢) نقطه

زیر به�صورت (٢,١) و (١,٢) رأس دو خطی ترکیب توسط می�توان را (٣٢ ,
٣
٢) نقطه دیگر به�عبارت

آورد: به�دست
١
(١,٢)٢ +

١
(٢,١)٢ = (٣٢ ,

٣
٢).

برای بنابراین دارد، اشتراک (١٢ ,
٣
٢) نقطه در فقط D با که است ν٢ = ٣

٢ ابرصفحه با متناظر نقطه این
نوشت: می�توان D ابروجه دو خطی ترکیب با که است تباهیده D

١
٢(ν١ + ν٢) +

١
٢(−ν١ + ν٢) =

١
٢ × ٢+ ١

٢ × ١⇒ ν٢ =
٣
٢ .

آوریم. به�دست دیگر غیرتباهیده نقطه دو خطی ترکیب با را تباهیده نقطه یعنی

چندهدفه خطی برنامه�ریزی دوگان تقریبی حل ٣.۴

Pتعدادی یعنی باشد به�صورتچندوجهی چندهدفه خطی برنامه�ریزی ضعیفیک غیرتسلطی مجموعه اگر
در متناظر ابروجه�های و رأس�ها ،١٢.١.٢ و ١١.١.٢ نتیجه�های بنابه آنگاه باشد، داشته رأس� و ابروجه



۵٨ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

P از (٣٢ ,
٣
٢) رأس :١١.۴ شکل

یا بنسون الگوریتم با را اولیه مساله می�توانیم رأس�ها، و ابروجه�ها آوردن به�دست برای دارند. وجود D
در که (رأس�ها) ابروجه�ها بین یک به یک تناظر با و کنیم حل بنسون دوگان الگوریتم با را دوگان مساله
مساله (ابروجه�های) رأس�های مساله، یک (رأس�های) ابروجه�های آوردن به�دست با شد، بیان دوم فصل

می�کنیم. محاسبه را مساله حل زمان مدت و کنیم پیدا را دیگر
بنسون الگوریتم از تقریبی الگوریتم یک محاسباتی، پیچیدگی بهبود برای [۴٠] در ارگات و شاهو
رأس اقلیدسی فاصله اگر نیست. Y ′ در که می�گیرد نظر در Sk از رأس یک الگوریتم آن در که کردند ارائه
کمتر دارد قرار درونی نقطه و شده انتخاب رأس بین واصل پاره�خط در که Y ′ مرزی نقطه با شده انتخاب
تقریب و بیرونی تقریب مجموعه به به�ترتیب را مرزی نقطه و رأس آنگاه باشد، (ϵ > ٠ و ϵ ∈ R) ϵ از
که داریم، Y ′ از Y ′i درونی تقریب یک و Y ′ از Y ′o بیرونی تقریب یک نهایت در می�کنیم. اضافه درونی

یعنی برمی�گیرند، در را Y ′

Y ′i ⊆ Y ′ ⊆ Y ′o .

ϵ از کمتر نقطه دو این فاصله که دارد وجود Y ′i در متناظر نقطه یک Y ′o از رأس هر ازای به بنابراین
غیرتسلطی مجموعه که کردند ثابت [۴٠] در ارگات و شاهو دارند. قرار Y ′ مرز در Y ′i نقاط همه است.

.(ε = ϵe) هستند Y ′ ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه Y ′i ضعیف
تقریب١ خطای اما می�کنیم بررسی را چندهدفه خطی برنامه�ریزی دوگان تقریبی حل بخش، این در
آنگاه و کنیم پیدا را D٠ هدف فضای در یافته گسترش تقریبی شدنی مجموعه یک تا می�کنیم، کنترل را
یافته، گسترش اولیه شدنی مجموعه ،P درونی تقریب D(Do) کردیم، پیدا را D(Do) چندوجهی مجموعه
ε-غیرتسلطی مجموعه یک دقیقا D(Do)ضعیف غیرتسلطی مجموعه که می�دهیم نشان نهایت در است.

است. اولیه چندهدفه خطی برنامه�ریزی برای ضعیف
،k١ گام در که تفاوت این با است، ۴.٢.٣ الگوریتم همان بنسون دوگان الگوریتم بیرونی تقریب

١approximation error



۵٩ چندهدفه خطی برنامه�ریزی دوگان تقریبی حل .٣.۴

باشد. تغییرات٢ دامنه یک ϵ > ٠ و ϵ ∈ R کنید فرض
می�کنیم. بیان زیر به�صورت می�کند تغییر k١ گام در که را ۴.٢.٣ الگوریتم

بنسون) الگوریتم دوگان [۴٠].(تقریب .١.٣.۴ الگوریتم
(k = ٠) اولیه ارزش�دهی

کنید. انتخاب را d̂ ∈ intD . i١

می�کنیم. محاسبه را (P١(d̂)) از x٠ بهینه جواب . i٢

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را S٠ مجموعه . i٣

S٠ := {ν ∈ Rp : λ(ν) ≧ ٠, φ(Px٠, ν) ≧ ٠}, k = ١

(k ≧ ١) تکرار گام�های

Do با که را D بیرونی تقریب این�صورت در .s ∈ D + ϵep ،s ∈ vertSk−١ هر برای اگر . k١
sk ∈ vertSk یک این�صورت غیر در شود متوقف الگوریتم ،Sk−١ با است برابر می�دهیم نشان

می�دهیم. ادامه و sk /∈ D + ϵep به�طوری�که می�کنیم انتخاب

به�طوری�که را αk ∈ (٠,١) . k٢

νk := αksk + (١− αk)d̂ ∈ maxKD

می�کنیم. محاسبه

می�کنیم. محاسبه را (P١(ν
k)) از xk بهینه جواب یک . k٣

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Sk مجموعه . k۴

Sk := Sk−١ ∩ {ν ∈ Rp : φ(Pxk, ν) ≧ ٠}.

.(k١) به برو ،k = k + ١ دهید قرار . k۵

به�دست را fهدف مقدار و کنیم حل را D١(s) داریم نیاز ،s ∈ D+ ϵep آیا کنیم بررسی این�که برای
.s ∈ D + ϵep آنگاه ،sp − f ≦ ϵ اگر آوریم.

D(Do) این�که یعنی .D(Do) ⊆ D(D) = P که می�کند دلالت ٧.١.۴ قضیه است، D ⊆ Do چون
مثال کمک به را الگوریتم می�کنیم. استفاده D(Do) نمایش برای P i از است. P درونی تقریب یک

می�دهیم. توضیح ٨.١.۴

٢tolerance
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.. v١.

v٢

.
١

.

٢

.

S٢

.

d̂

D بیرونی تقریب :١٢.۴ شکل

.. y١.

y٢

.
١

.

٢

.

D(Do) = P i

P درونی تقریب :١٣.۴ شکل

بگیرید. نظر در زیر به�صورت را هدفه دو مساله .٢.٣.۴ مثال

P =

(
١ ٠
٠ ١

)
, A =



٢ ١
١ ١
١ ٢
١ ٠
٠ ١


, b =



۴
٣
۴
٠
٠.


.



۶١ چندهدفه خطی برنامه�ریزی دوگان تقریبی حل .٣.۴

P١(d̂) مساله حل با است، d̂ = (١٢ ,−
١
٨) مساله این در ،ϵ =

۵
٢٠ مقدار کنید فرض مثال این در

min ١
٢x١ +

١
٢x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

نتیجه در داریم را x٠ = (٢,١) جواب
S٠ = {ν ∈ R٢ : ٠ ≦ ν١ ≦ ١, ν٢ − ν١ ≧ ١}

رأس�های برای را D١(s) مساله اکنون .(١,٢) و (٠,١) از عبارتند S٠ رأس�های .k = ١ می�دهیم قرار
می�کنیم: حل S٠

max ۴u١ + ٣u٢ + ۴u٣
s.t ٢u١ + u٢ + u٣ + u۴ = λ١

u١ + u٢ + ٢u٣ + u۵ = ١− λ١
ui ≧ ٠ i = ١, · · · ,۵

داریم: (٠,١) نقطه ازای به است. (D١(s) بهینه (مقدار f = ٠ مقدار نقطه دو هر برای
s٢ − f = ١− ٠ = ١ > ۵

٢٠ → (٠,١) /∈ D + ϵep

داریم: (١,٢) نقطه ازای به
s٢ − f = ٢− ٠ = ٢ > ۵

٢٠ → (٠,١) /∈ D + ϵep

ν١ = ( ۴
٢۵ ,

١۶
٢۵) مرزی نقطه نتیجه در و α١ = ١٧

٢۵ می�آوریم، به�دست الگوریتم گام�های روند ادامه با اکنون
می�کنیم حل را P١(ν

١) مساله اکنون باشد. می

min ۴
٢۵x١ +

٢١
٢۵x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

داریم: x١ = (۴,٠) آوردن به�دست با و
S١ = S٠ ∩ {ν ∈ R٢ : ۴ν١ ≧ ν٢}.



۶٢ بنسون الگوریتم دوگان کمک با کارا تقریبا جواب�های .۴

را D١(s) مساله و داریم را S١ از (١,٢) رأس� می�دهیم. ادامه را الگوریتم و k = ٢ می�دهیم قرار اکنون
داریم: می�آوریم. به�دست را f = ٠ مقدار و می�کنیم حل

s٢ − f = ٢− ٠ = ٢ > ۵
٢٠ → (٠,١) /∈ D + ϵep

P١(ν
٢) مساله حل با است. ν٢ = (٢۵٣٣ ,

٣٢
٣٣) مرزی نقطه و α٢ = ١٧

٣٣ می�آوریم به�دست مرحله این در

min ٢۵
٣٣x١ +

٨
٣٣x٢

s.t ٢x١ + x٢ ≧ ۴

x١ + x٢ ≧ ٣

x١ + ٢x٢ ≧ ۴

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

داریم: و می�آوریم به�دست را (٠,۴) جواب
S٢ = S١ ∩ {ν ∈ R٢ : ۴ν١ + ν٢ ≧ ۴}.

مقدار D١(s) حل با داریم. S٢ برای را (٣۵ ,
٨
۵) رأس می�دهیم ادامه را الگوریتم و k = ٣ می�دهیم قرار

می�آوریم به�دست را f = ٧
۵

s٢ − f = ٨
۵ −

٧
۵ = ١

۵ <
۵
٢٠ → (٣۵ ,

٨
۵) ∈ D + ϵep

است برابر تکرارها مجموع می�یابد، پایان الگوریتم و s٢ ∈ D + ϵep و است D از خارج (٣۵ ,
٨
۵) نقطه

درونی تقریب ،١٣.۴ شکل در و Do ،D بیرونی تقریب ١٢.۴ شکل در .S٢ = Do داریم و ٣ با
می�کنید. مشاهده را P i = D(Do)

دقیقا P i ضعیف غیرتسلطی مجموعه که می�دهیم نشان اول، فصل در ϵ-کارا نقاط تعریف بنابه
است. P ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه

می�آوریم. به�دست Duرا = D+ϵep آنگاه می�دهیم، حرکت ϵضریب با ep امتداد در Dرا ابتدا اکنون
و D K-بیشینه نقاط مجموعه Doبین K-بیشینه نقاط مجموعه یافت پایان تقریبی الگوریتم زمانی�که

یعنی دارند، قرار Du K-بیشینه نقاط مجموعه
D ⊆ Do ⊆ Du.

داریم ،٧.١.۴ قضیه طبق بر Pu = D(Du) و P = D(D) برای
Pu ⊆ P i ⊆ P .

نقاط مجموعه بین در P i = D(Do) Rp-کمینه)
≧ (نقاط ضعیف غیرتسلطی نقاط مجموعه بنابراین

دارند. قرار Pu ضعیف غیرتسلطی نقاط مجموعه و P Rp-کمینه)
≧ (نقاط ضعیف غیرتسلطی

مجموعه آنگاه ،ε = ϵe کنید فرض و باشد ϵ دوگان تقریب خطای کنید فرض .[۴٠] .٣.٣.۴ قضیه
است. P ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه P i ضعیف غیرتسلطی
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Du و D :١۴.۴ شکل

ضعیف نقاطε-غیرتسلطی مجموعه Puدقیقا ضعیف غیرتسلطی مجموعه که می��دهیم نشان ابتدا برهان.
است. P

از می�توانیم بنابراین می�بریم، به�کار P = Pu و D = Du برای را ١٠.١.٢ قضیه ،۶.١.۴ نتیجه طبق
آنگاه باشد، Dرأس یک ν = (ν١, · · · , νp) کنید فرض کنیم. استفاده Pu کردن پیدا برای دوگانی قضیه
λ(ν)Ty = νp ابروجه با متناظر D از ν رأس کنید فرض دارد. وجود νu = ν+ ϵep که Du از νu رأس

آن در که باشد P از

λ(ν) = (ν١, · · · , νp−١,١−
p−١∑
i=١

νi)
T

آن در که باشد Pu از λ(νu)Ty = νup ابروجه با متناظر Du از νu = (νu١ , · · · , νup رأس( کنید فرض و

λ(νu) = (νu١ , · · · , νup−١,١−
p−١∑
i=١

νui )
T .

با است موازی λ(ν)y = νp توسط P ابروجه بنابراین .λ(ν) = λ(νu) داریم ،νu = ν + ϵep چون
می�شود. مشخص λ(νu)y = νup توسط که Pu ابروجه

با موازی Fu و دارد وجود Du از Fu ابروجه آن با متناظر آنگاه باشد، D ابروجه یک F کنید فرض
به�صورت را F ابرصفحه آنگاه است، متناظر P از y = (y١, · · · , yp) رأس با F کنید فرض است. F

می�آوریم به�دست زیر

y١ν١ + · · ·+ yp−١νp−١ + yp(١− ν١ − · · · − νp−١) = νp

با: است برابر F توسط شده گسترده ابرصفحه معادله این�صورت در

(yp − y١)ν١ + (yp − y٢)ν٢ + · · ·+ (yp − yp−١)νp−١ + νp = yp.
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Pu و P :١۵.۴ شکل

گسترده ابرصفحه معادله این�صورت در باشد، Pu از yu = (yu١ , · · · , yup رأس( با متناظر Fu کنید فرض
می�شود محاسبه زیر به�صورت Fu توسط شده

yu١ν١ + · · ·+ yup−١νp−١ + yup (١− ν١ − · · · − νp−١) = νp

از: است عبارت Fu توسط شده گسترده ابرصفحه معادله آنگاه

(yup − yu١)ν١ + (yup − yu٢)ν٢ + · · ·+ (yup − yup−١)νp−١ + νp = yup .

داریم بنابراین می�آید، به�دست ϵ اندازه به ep امتداد در F دادن حرکت با Fu و هستند موازی F و Fu

و yup = yp + ϵ

(yup − yu١) = (yp − y١), · · · , (yup − yup−١) = (yp − yp−١)

.yu = y + ϵe یعنی
بنابراین آورد، به�دست y + ϵe به�صورت P از y نقطه هر دادن حرکت با می�توان را Pu بنابراین

چون به�علاوه و است P ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه Pu ضعیف غیرتسلطی مجموعه

Pu ⊆ P i ⊆ P

است. P ضعیف ε-غیرتسلطی مجموعه یک P i ضعیف غیرتسلطی مجموعه داریم، را

را Pu و P ،Du ،D ،١۵.۴ و ١۴.۴ شکل�های و ϵ = ۵
٢٠ کنید فرض ،٨.١.۴ مثال در .۴.٣.۴ مثال

از رأس یک yu = y + ϵe متناظر به�طور باشد، P از رأسی y اگر ٣.٣.۴ قضیه طبق می�دهند. نشان
از: عبارتند P رأس�های که است Pu

(٠,۴), (١,٢), (٢,١), (۴,٠).
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می�آیند به�دست زیر به�صورت Pu متناظر رأس�های بنابراین
(٠,۴) + ( ۵

٢٠ ,
۵
٢٠) = ( ۵

٢٠ ,۴
۵
٢٠)

(١,٢) + ( ۵
٢٠ ,

۵
٢٠) = (١ ۵

٢٠ ,٢
۵
٢٠)

(٢,١) + ( ۵
٢٠ ,

۵
٢٠) = (٢ ۵

٢٠ ,١
۵
٢٠)

(۴,٠) + ( ۵
٢٠ ,

۵
٢٠) = (۴ ۵

٢٠ ,
۵
٢٠)

(۴.۴)

از: عبارتند Pu رأس�ها بنابراین
( ۵
٢٠ ,۴

۵
٢٠), (١

۵
٢٠ ,٢

۵
٢٠), (٢

۵
٢٠ ,١

۵
٢٠), (۴

۵
٢٠ ,

۵
٢٠).

از: عبارتند D رأس�های مثال این در
(٠,٠), (١٣ ,

۴
٣), (

١
٢ ,

٣
٢), (

٢
٣ ,

۴
٣), (١,٠).

از: عبارتند Du رأس�های ،Du = D + ϵep این�که به توجه با
(٠, ۵

٢٠), (
١
٣ ,

٩۵
۶٠), (

١
٢ ,

٣۵
٢٠), (

٢
٣ ,

٩۵
۶٠), (١,

۵
٢٠).

است. ε = ۵
٢٠e با P ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه Pu غیرتسلطی مجموعه



۶۶



۵ فصل

پرتودرمانی در شده ارائه الگوریتم�های کاربرد

هستیم روبرو آن با که بهینه�سازی مسائل سپس و می�دهیم ارائه پرتودرمانی درباره مطالبی بخش این در
می�کنیم. توصیف را

بردن بین از برای گاما، اشعه یا X اشعه مانند (اشعه)، امواج یا پرانرژی ذرات از درمانی پرتو
DNA ژنتیکی مواد به رساندن آسیب با اشعه می�کند. استفاده آنها رشد توقف یا و سرطانی سلول�های
بین از یا و زخمی را هدف) (حجم درمان تحت ناحیه سلول�های سلول�ها، تقسیم و رشد در اختلال یا و

می�برد.
تا برسد نظر مورد نقطه به کافی دوز این�که برای پرتو تمرکز و درمان مزیت بررسی پرتودرمانی هدف
از هدف، این به رسیدن برای نرسد. ضرری اطراف بافت�های به اما بزند آسیب را سرطانی سلول�های به

می�شود. استفاده معکوس برنامه�ریزی سیستم�های

پرتودرمانی بر مقدمه�ای ١.۵

عکس�برداری روش�های می�شود. عکس�برداری بیمار از ابتدا است. گوناگون درمان تا تشخیص مراحل
(اسکن�های PET و مغناطیسی) تشدید MRI(اسکن عکس�برداری و (CT) توموگرافی از عبارتند پزشکی
عکس می�توانند تصاویر این می�شود. استفاده تومورها تشخیص برای که پوزیترون) انتشار با توموگرافی

دهند. ارائه درمان برنامه�ریزی برای ارگان�ها دیگر و تومور از ٣بعدی
درمانی پارامترهای و مشخص (OARs) معرضخطر در اندام�های و تومورها درمان ریزی برنامه در
شامل دوز محاسبه می�شوند. انتخاب پرتو شدت و پرتو انرژی و پرتو نوع و پرتوها زاویه و تعداد مانند
پیدا مناسب درمان زمانی�که است. بیمار نیاز مورد دوز میزان تعیین برای پرتو فیزیکی عملکرد مدل�های
دوره یک در است شده مشخص عکس�برداری با مطابق او درمانی برنامه که شیوه�ای همان به بیمار شد
نادرستی از ناشی خطرات کاهش موجب درمان کیفیت از اطمینان می�گیرد. قرار درمان تحت خاص

شود. می درمانی مراحل از هرکدام
استفاده با پرتوها شکل�دهی با را ٣بعدی درمان برنامه�ریزی امکان پرتودرمانی تکنولوژی پیشرفت
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استفاده (IMRT) پرتودرمانی شدت تنظیم در که می�سازد امکان�پذیر (MLCs) چندلایه موازی�سازی از
این می�شود. پرتو سرتاسر در پرتو شدت تنظیم باعث که است پرتودرمانی از شکلی IMRT می�شوند.
برای به�خصوص برسد. برنامه�ریزی در موردنظر حجم با دوز توزیع مطابقت حد بیشترین به می�تواند
و سر تومورهای برای جمله از دشوار موقعیت در غیرمحدب پیچیده شکل�های با ماهیچه�ای حجم�های
راه�های می�تواند می�شود، پرتودرمانی روش�های انواع با مقایسه در کیفیت بهبود موجب IMRT گردن.

دهد. افزایش را شده�اند توصیف که پارامترهایی و ممکن درمانی
وجود معکوس برنامه�ریزی و روبه�جلو برنامه�ریزی نام به پرتودرمانی برای درمان طراحی روش دو
و می�شوند تثبیت درمانی پارامترهای آن در که خطاست و آزمون روش یک روبه�جلو، برنامه�ریزی دارد.
تکرار مختلف پارامترهای با محاسبه نباشد رضایت�بخش این اگر می�شود. محاسبه حاصل دوز توزیع

شود. پیدا مناسب درمان یک زمانی�که تا می�شود
می�رود به�کار برسند درمانی اهداف به بهتر که درمانی برنامه�های محاسبه برای معکوس، برنامه�ریزی
گرفته نظر در بهینه�سازی مساله یک پرتودرمانی، طراحی نیست. ممکن بهینه�سازی روش�های بدون و
متغییرها و شده فرمول��بندی محدودیت�ها عنوان به یا و هدف توابع عنوان به درمان هدف�های که می�شود

هستند. درمان طراحی پارامترهای همان،
شتاب�دهنده یک طریق از پرتو و می�گیرد قرار تخت روی بیمار که است این�صورت به پرتودرمانی
بنابراین می�شود. تابیده کند چرخش محور یک امتداد در می�تواند و شده نصب حائل یک روی که خطی
تومور روی پرتوها همه بتابد. هدف یک روی نقطه هر از بتواند پرتو که می�گیرند قرار طوری حائل و تخت
(توسط زاویه هر از برسد. کمتری آسیب دیگر بافت�های به ولی شود بیشتر آن تاثیر تا می�شود تابیده
چند شامل است دستگاهی این می�کند، عبور MLC طریق از پرتو می�شود) ایجاد حائل و تخت موقعیت
حرکت با دهد. کاهش را پرتو شدت تا می�کند حرکت پرتو مسیر امتداد در که است فلزی ورق جفت

می�شود. مشخص پرتو شکل و شدت مختلف مکان�های در ورق�ها

دوز محاسبه ٢.۵

(GY) گری١ نام به واحدی با دوز است. معروف پرتو دوز به بافت توسط شده جذب انرژی مقدار
.(١GY=١j/kg) است جرم واحد در شده جذب انرژی مقدار که می�شود اندازه�گیری

می�شود. داده تخصیص بیمار به پرتویی چگونه شود مشخص باید بیمار به دوز تخصیص ارزیابی برای
نامیده وکسل٢ که می�شود تقسیم کوچک مربع-مستطیل�های به و اوست آناتومی دهنده نشان بیمار عکس

می�شوند.
j = ١, · · · , n شامل پرتو هر و باشند متغیر درمان برای k = ١, · · · , p پرتوهای کنید فرض
به شده داده اختصاص دوز می�شوند. اندیس�گذاری i = ١, · · · ,m توسط وکسل�ها و است پیکسل
aijk مقادیر می�کنیم. نمادگذاری aijk به�صورت را k پرتو از j پیکسل برای شدت واحد در i وکسل

١Gray
٢voxel
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پرتو پیکسل�های و وکسل :١.۵ شکل

و پیکسل شدت بین رابطه است. (j, k) ستون�های و i سطرهای با A دوز تجزیه ماتریس تعیین�کننده
به�صورت دوز

d = Ax

است. iام وکسل به یافته اختصاص دوز به مربوط di عناصر و است دوز بردار d ∈ Rm آن در است.
پرتو j = ١, · · · , np ،j پیکسل شدت نشانگر xjk و است پرتو شدت توصیف�کننده x ∈ Rnp بردار

است. k = ١, · · · , p
ارگان�های دادن نشان برای C از و تومور دادن نشان برای T از دارد. تعلق بافت نوع به وکسل هر
طبیعی بافت برای N می�دهیم)، نشان C١, · · · , Ck توسط را خطر معرض در ارگان k) خطر معرض در
داریم باشد m برابر وکسل�ها تعداد کل اگر می�شوند، تقسیم قسمت سه این به وکسل�ها می�شود. استفاده

m = mT +mN +mC

آن در که

mC = mC١ + · · ·+mCk
.

طبق AN ∈ RmN×np و AC ∈ RmC×np ،AT ∈ RmT×np زیرماتریس�های به می�توان را A ماتریس
iام وکسل کرد. تقسیم نرمال بافت و خطر معرض در ارگان�های و تومور وکسل�های به مربوط لایه�های

داد نشان زیر به�صورت می�توان را

di = a(i)x.

است. Aماتریس iام سطر a(i) آن در که
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معرض در اندام هر تومور، برای را خاص دوز یک باید پرتودرمانی متخصص درمان، برنامه�ریزی برای
تحمل را پرتو گوناگون مقادیر می�توانند گوناگون بافت�های چون کند، تعیین طبیعی بافت�های و خطر
ارگان هر برای نباید که دوزی مقدار و (GT ∈ R) تومور برای هدف دوز شامل تعیین�شده دوز کنند.
آن�ها است. (GN ∈ R) طبیعی بافت برای دوز مقدار و (GCk

∈ R) یابد افزایش خطر معرض در
NUB ∈ RmN و CUB ∈ RmC و TG ∈ RmT ، TLB ∈ RmT ،TUB ∈ RmT ساختن برای
برای دوز بالای کران تومور، وکسل�های دوز روی بالا کران و پایین کران هدف، دوز معرف به�ترتیب که
می�شوند. استفاده هستند نرمال بافت وکسل�های دوز بالای کران و خطر معرض در ارگان�های وکسل�
کرد. تقسیم گوناگون ارگان�های به مربوط وکسل�های طبق بر C١UB, · · · , CkUB به می�توان را CUB
محدودیت مشخصکنند. را دوز مقدار می�توانند IMRTمعکوس مدرن ریزی برنامه سیستم�های اکثر
یا بالا کران از بیش دوز مقادیر می�تواند ساختار از خاصی بخش یک فقط می�دهدکه نشان دوز مقدار

کند. دریافت پایین کران از کمتر

IMRT در بهینه�سازی مسائل ٣.۵

طراحی با مابقی و طراح توسط پارامترها از برخی می�شود. مشخص پرتو دوز پارامترها، کردن مشخص با
می�شود. تقسیم مرحله ٣ به برنامه�ریزی روند می�شوند. مشخص معکوس

پرتو. زاویه بهینه�سازی . ١

این می�تابد. آن از پرتو که زاویه�هایی یعنی می�پردازد پرتو زاویه بهترین کردن پیدا به اول مساله
به تومور یا شده پیچیده سالم ارگان اطراف تومور یک زمانی�که سخت، آناتومی شرایط در مساله
پرتو دوز میزان روی پرتو انتقال برای شده انتخاب جهت دارد. اهمیت است غیرمحدب شکل
به باید پرتو بهینه جهت انتخاب برای می�گذارد. اثر تومور اطراف سالم بافت�های و تومور روی
مساله به مساله این شود. بهینه باید عملکرد این پرداخت، جهت�ها از خاصی ترکیب کیفیت بررسی

است. معروف هندسی

پرتو. شدت بهینه�سازی . ٢

جهت و پرتوها تعداد داشتن با شدت نمودار یک شد، مشخص هندسی مساله یک جواب زمانی�که
فیزیکی و بالینی محدودیت�های در را دوز توزیع بهترین و می�شود مشخص زاویه هر برای پرتوها،

می�دهد. انتقال

اجرا. قابلیت بهینه�سازی . ٣

لایه�ای دنباله�های به را آنها بایستی شد، مشخص پرتو شدت و هندسی مسائل برای راه�حل یک
اندازه شدت)، (نقشه�های IMBs درآورند. اجرا به را آن�ها تقریبی طور به تا کند تبدیل MLC
میدان-ساکن- روش این به که می�کنند ایجاد ساکن لایه�ای چند محدودیت�ساز با میدان�هایی
می�شود. طراحی حائل، منتخب جهت�گیری برای چندقطعه�ای میدان�های اندازه گویند. چندگانه
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مشخص شد، متوقف موردنظر موقعیت در MLC لایه�های زمانی�که پرتو انتقال برای میدان شکل
پویا، چندلایه�ای محدودساز روش در است. معروف شوت و گام روش به روش این می�شود.

می�دهند. شکل تغییر پرتودهی با MLC لایه�های

یکدیگر به فوق مساله سه است. دستگاه از بهینه استفاده و درمان مدت کاهش تقسیم�بندی این از هدف
شوند. بهینه همزمان باید پس می�گذارد، تاثیر دیگر مساله جواب روی مساله هر جواب و مرتبطند

ارگان�های به پایین دوز و تومور به بالا کافی به�اندازه یکنواخت دوز انتقال، اهداف این�که به توجه با
از می�سازد. چندهدفه را پرتو �بهینه�سازی مساله این یکدیگرند خلاف نرمال، بافت و خطر معرض در
خطای عنوان به مساله تقریبی حل بنابراین نیست ممکن دقیق به�طور آن انتقال و دوز محاسبه طرفی

می�پردازیم. پرتو شدت مساله بررسی به ما است. قبول قابل تقریب

پرتو شدت مساله ۴.۵

اولین است. گرفته قرار بررسی مورد گسترده به�طور که سال�هاست IMRT پرتو شدت بهینه�سازی مساله
برای زیادی بهینه�سازی روش�های و ریاضی مدل�های شد. انجام شپارد[۴١] توسط بهینه�سازی بررسی
از: عبارتند که شدند تقسیم گروه ۵ به ریاضی مدل�های قرارگرفتند. بررسی مورد پرتو شدت بهینه�سازی

شدنی. مسائل . ١

خطی. برنامه�ریزی مدل . ٢

غیرخطی. برنامه�ریزی مدل�های . ٣

مختلط. عددصحیح برنامه�ریزی مدل�های . ۴

چندهدفه. برنامه�ریزی مدل�های . ۵

می�پردازیم. چندهدفه برنامه�ریزی و خطی برنامه�ریزی مدل و شدنی مسائل بررسی به پایان�نامه این در

شدنی مساله و الگوریتم�ها ١.۴.۵

در نباشد. موجود هدف تابع هیچ که می�افتد اتفاق زمانی پرتو شدت بهینه�سازی مساله خاص حالت
قبول قابل شدنی جواب هر که است این بر فرض است. شدنی مساله یک بهینه�سازی، مساله این��صورت
بوجود از جلوگیری و تومور کنترل برای برابرند. بیش و کم کیفیت دارای شدنی جواب�های همه و است
و نظر مورد اندام برای دوز افزایش یا کاهش جمله از محدودیت�ها برخی سالم، بافت برای مشکل آمدن
این ریاضی مدل می�شود. گرفته نظر در برنامه�ریز توسط خطر معرض در ارگان�های برای دوز بالای کران
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است: زیر به�صورت محدودیت�ها

TLB ≦ ATx ≦ TUB

ACx ≦ CUB

٠ ≦ x.

را فوق فرمول که می�پردازند پرتو شدت�های از مجموعه�ای جستجوی به شدنی جستجوی الگوریتم�های
هستند. محدب شدنی مسائل حل برای معروفی روش�های پرتوافکنی، الگوریتم�های می�کنند. تایید

است متوالی پرتوافکنی روش یک [٣٣] موتزکین۵ و اسکونبرگ۴ [١] گمون٣، آ سطر آزادسازی روش
پرتوافکنی الگوریتم آن�ها شد. ارائه پرتو شدت شدنی مساله حل برای [۵] همکاران و سنسور۶ توسط که
مجموعه�های همه در تکرار شامل سیمنو روش کردند. پیشنهاد شدنی مساله حل برای را سیمنو٧ همزمان
چون است، سطر آزادسازی عملکرد روش از بهتر روش این است. سیستم ثقل مرکز محاسبه و مربوطه

کند. ایجاد باشد، تهی محدب مجموعه�های اشتراک صورتی�که در تقریبی جواب می�تواند
نیم�فضایی محدب مجموعه�های آن در که است محدب شدنی مساله از نمونه�ای خطی شدنی مساله
مجموعه�های ناتهی اشتراک در نقطه�ای محدب، شدنی مساله توصیفمی�شوند. خطی نامساوی با که هستند
آن در که است زیرگرادیانت الگوریتم محدب، شدنی مسائل حل برای دیگر الگوریتم می�کند. پیدا محدب

می�کنند. تغییر x عناصر محدودیت هر با و می�شود محاسبه دوز محدودیت هر

خطی برنامه�ریزی مدل ٢.۴.۵

محققان از بسیاری بعد به آن از شد. ارائه ١٩٩٨ سال در پرتودرمانی، طراحی برای بهینه�سازی مدل اولین
کردند. آزمایش را خطی مدل�های

است: زیر موارد شامل خطی برنامه�ریزی مدل�های اصلی هدف

سالم. یا خطر معرض در اندام�های برای بالا کران�های دوز تغییر یا دوز حداکثر کاهش . ١

تومور. برای دوز حداقل افزایش . ٢

تومور. برای تعیین�شده دوز از انحراف حداکثر کاهش . ٣

باشند: زیر موارد شامل باید محدودیت�ها

پرتو. شدت برای غیرمنفی محدودیت�های . ١

طبیعی. بافت یا خطر معرض در اندام�های برای دوز بالای کران . ٢

٣Agmon
۴Schoenberg
۵Motzkin
۶Censor
٧Cimmino
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تومور. برای دوز افزایش یا کاهش . ٣

شدت. متوسط و شدت حداکثر بین پرتو بالای کران . ۴

خطر. معرض در اندام�های برای دوز میانگین بالای کران�های . ۵

تومور روی هدف اگر کرد. فرمول�بندی می�توان را گوناگون مدل�های محدودیت�ها، و اهداف ترکیب با
معرض در اندام هدف اگر شود. ایجاد سالم یا خطر معرض در بافت روی باید دوز محدودیت آنگاه باشد،

باشد. تومور روی باید محدودیت آنگاه باشد، طبیعی بافت و خطر
برنامه��ریزی مواقع بعضی است. غیرمنفی جواب�های و سرعت مزیت دارای خطی برنامه�ریزی روش
اغلب که دارند را مشکل این خطی برنامه�ریزی مدل�های کند. پیدا شدنی جواب نمی�تواند خطی

می�کنیم. استفاده حجم-دوز محدودیت�های از بنابراین می�کنند. ایجاد پزشکان برای محدودیت�هایی
داد ارائه را زیر خطی برنامه�ریزی مدل هولدر٨ خطی، �برنامه�ریزی مدل بودن نشدنی بر غلبه برای

min wlTα + uTCβ + uTNγ

s.t TLB − Lα ≦ ATx ≦ TUB

ACx ≦ CUB + UCβ

ANx ≦ NUB + UNγ

٠ ≦ Lα ≦ TLB

−CUB ≦ UCβ

٠ ≦ UNγ

٠ ≦ x.

(١.۵)

،uN ∈ RqN ،uC ∈ RqC ،l ∈ RqT ،γ ∈ RqN ،β ∈ RqC ،α ∈ RqT فرمول این در که
تغییر γ و β ،α بردارهای با کران�ها است. UN ∈ RmN×qN و UC ∈ RmC×qC ،L ∈ RmT×qT

مقدار این و می�شود اندازه�گیری بهینه مقدار چگونه که می�دهند نشان UN UCو ،L ماتریس�های می�کنند.
تعیین�کننده وزن w فرمول این در معروفند. توابع به بردارها، و ماتریس�ها این می�شود. قبول یا رد چگونه
دوز به که است طرحی کردن پیدا روی تاکید می�یابد، افزایش w وقتی است. تومور یکنواختی اهمیت

برسد. یکنواخت و ضدتومور
آن در که است میانگین تحلیل یکی می�پردازد. توابع از مجموعه دو تحلیل به محقق
l = ١

mT
e, uC = ١

mC
e, uN = ١

mN
e, L = I, UC = I, UN = I.

آن در که دیگری تحلیل
l = ١, uC = ١, uN = ١, L = e, UC = e, UN = e.

می�شود. حاصل تومور یکنواختی و می�کند غلبه نشدنی معایب به ،(١.۵) خطی برنامه�ریزی مدل

٨Holder
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دوز حجم محدودیت�های ٣.۴.۵

لانگر کردند. کار ریاضی مدل�های به (DVCs) حجم-دوز محدودیت�های تبدیل روی محققان از بسیاری
محققان .[٢٨] کرد استفاده خطی برنامه�ریزی در را پرتو شدت بهینه�سازی در DVCs که بود نفر اولین
ایجاد را حجم-دوز محدودیت�های که مقید نقاط ترکیب�های همه شمارش با را ها LP از دنباله یک
هدف مقدار بهترین که می�کنند انتخاب را وکسل�ها از ترکیبی ها LP حل از پس می�کنند تولید میکنند،

بدهد. را

نشان برای صرفه به روش یک (DVHs) دوز مقدار نمودار که است خاطر این به DVCs محبوبیت
یک در دوز مکان به مربوط مسائل گرفتن نادیده است. ساختار یک به توزیعی دوز مقدار کل دادن
دوز توزیع از کاملی بررسی می�تواند DVH منحنی روی شده انتخاب درست که نقطه چند و ساختار

بدهد.

محدودیت مثال به�طور کرد. استفاده روش این از می�توان مشکل باشد موجود وکسل ٢٠ از بیش اگر
وکسل ١٠٠ اگر بگیرید. نظر در باشد، بیشتر دوز ٢٠gy از می�تواند که ریه برای را درصد ۴٠ حجم-دوز
کار این آید. به�دست بالا حجم-دوز محدودیت مقدار تا کند حل را ها LP ،١٠٠ از ۴٠ باید باشد ریه در

است. DVC مساله برای مختلط عددصحیح برنامه�ریزی از استفاده اساس

همکاران و باهر ابتدا که کردند استفاده طوق١٠ روش از DVCs حل برای [٣٢] همکاران و موریل٩
حجم به نزدیک طبیعی بافت حجم در که، کردند استفاده مطلب این از محققان بودند. داده پیشنهاد [١٩]
دریافت هدف حجم از دور طبیعی بافت�های به نسبت بیشتری دوز باید سرطانی) (بافت هدف بافت
دوزهای بالای کران�های و کردند تقسیم بالا دوز و پایین دوز به را طبیعی ساختارهای آن�ها پس کند.
نقطه�ای دوز محدوده به DVC روش، این در دادند. اختصاص زیاد و کم دوز حجم�های برای را مختلف
گرفته نمی�تواند ممکن نتیجه بهترین زیاد و کم دوز حجم تقسیم�بندی برای تجربه از استفاده با شد. تقسیم

شود.

استفاده پرتو شدت نگاشت بهینه�سازی برای متوالی خطی برنامه�ریزی از [٣٣] زانگ١٢ و مریت١١
که ارگان�هایی و تومور برای دوز افزایش و شد انجام تومور وکسل هر برای دوز کمینه افزایش کردند.
دوز روی بالا کران�های شدن آزاد از استفاده با حجم-دوز کنترل می�شود. مشخص هستند مشکل دچار
هنوز حال این با شود. حاصل مجاز مقدار حداکثر این�که تا می�شود ایجاد خطر معرض در ارگان�های
به�صورت LP kامین و می�شود ایجاد ها LP از دنباله�ای دارد. وجود مدل این در بودن نشدنی مشکل

٩Morrill
١٠Collar technique
١١Meritt
١٢Zhang
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است: زیر

max z

s.t ez ≦ ATx ≦ TUB

Aix ≦M forall i ∈ Rk

Aix ≦ CUBi forall i ∈ C \Rk

٠ ≦ x.

حل از بعد که است راست�هایی سمت با متناظر اندیس�های از مجموعه�ای Rk ⊆ C فرمول، این در
است. محدودیت�ها آن روی بالا کران M > CUBi و می�شود آزاد LP k)امین − ١)

متغیر y∗j,k−١ فرمول این در که R١ = ∅ و Rk = {j ∈ C : y∗j,k−١ > λ} ∪ Rk−١ ،k ≧ ٢ برای
است. ثابت پارامتر λ > ٠ و LP k)امین − ١) در است jام بهینه دوگانه

انتخاب شده، حجم در هدف مقدار افزایش موجب آن�ها آزادسازی که محدودیت�هایی مرحله، هر در
تکرار با نهایت، در داریم. انتخاب در دقت به نیاز نیست، منحصربفرد دوگان بهینه جواب چون می�شوند.
می�شود. پیدا است مختلط عددصحیح برنامه�ریزی جواب به نزدیک LP جواب محدودیت�ها، شدن آزاد

دارد. وجود مساله بودن نشدنی مشکل مدل این در
این دادند. ارائه محدب تابع هر تقریب برای محدب خطی تابع [٣٧ ،٣۶] همکاران و رومیژن١٣
ارائه برای معرضخطر در حجم محدودیت مفهوم از آن�ها ندارد. را خطی برنامه�ریزی محدودیت�های مدل
حجم-دوز نمودار میانگین محدودسازی به کردند فرمول�بندی که محدودیتی کردند. استفاده جدید روش

می�کند. حفظ را هدف حجم در همگن دوز بهبود، برای بودن خطی این می�پردازد. ساختارها

چندهدفه برنامه�ریزی ۵.۵

اهداف بین توازن وجود و فیزیکی محدودیتهای به توجه با درمان، نظر مورد دوز توزیع پرتودرمانی، در
بین تناقض�هایی وجود و فیزیکی محدودیت�های آن، دلیل نیست. امکان�پذیر همواره متناقض، و مختلف
روش اخیر سال ١٠ در اما می�شود، استفاده که است چنددهه پرتودرمانی این�که با است. مختلف اهداف

می�رود. به�کار پرتودرمانی در معکوس برنامه�ریزی از چندهدفه
وزن�ها مجموعه از که است تک�هدفه مساله به آن تبدیل MO چندهدفه مساله حل برای روش یک
که می�شود نامیده اسکالرسازی روش و است متداول بسیار روش این می�شود. استفاده هدف هر برای
مدل�های و غیرخطی برنامه�ریزی مدل�های گفت می�توان بنابراین است. MO بهینه مسائل حل برای
وزن�ها که است این دارد وجود روش این در که مشکلی هستند. چندهدفه مسائل از خاصی حالت خطی،
جواب آوردن به�دست برای پس نیست. مشخص موردنظر جواب با آن�ها رابطه و ندارند بالینی ارزش

کند. بهینه�سازی گوناگون وزن�های با را بهینه��سازی تا است نیاز درمان برنامه�ریز مناسب،

١٣Romeijn
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برنامه�ریزی و (MOLP) خطی چندهدفه برنامه�ریزی بخش دو به IMRT در چندهدفه برنامه�ریزی
همکاران و کاتراتز توسط IMRT برای MOP مدل اولین می�شود. تقسیم (MONP) غیرخطی چندهدفه

است: زیر به�صورت که کردند استفاده واریانس بر مبتنی اهداف از مدل این در شد. ارائه [٨]

F = (fT , fC١ , · · · , fCk
)

آن در که

fT =
١
mT

∥ ATx− d̄T ∥٢٢
d̄T

fck =
١
mCk

∥ (ACk
x− CkUB)+ ∥٢٢
CkUB

, k = ١, · · · , K.

مجموع روش MOP حل روش معمول�ترین است. تومور برای دوز تکرار متوسط d̄T فرمول این در که
فصل قضایای در MOP کارای جواب�های و وزن�دار مجموع بهینه جواب�های بین رابطه است. وزن�دار

شد. بیان اول

کارا مجموعه برای مختلف وزن�های و کردند استفاده ١۵.١.١ قضیه از همکاران و [٨] کارتراتز١۴
کردند. استفاده وزن�دار مجموع مساله حل برای مزدوج گرادیان الگوریتم یک از و آوردند به�دست

[٨] کارتراتز مدل به نسبت کمی تغییرات با چندهدفه، مساله یک [٢۴] همکاران و لاهاناس١۵
دادند: ارائه زیر به�صورت

F = (fT , fN , fC)

آن در که

fT =
١
mT

∥ ATx− TG ∥٢٢

fN =
١
mN

∥ (ANx) ∥٢٢

fC =
١
mC

∥ (ACx− CUB)+ ∥٢٢ .

مصرف مربع میانگین fC و است تومور برای شده تجویز دوز از انحراف مربع میانگین fT فرمول، این در
برای است. نرمال بافت برای دوز مربع میانگین fN و خطر معرض در اندام�های برای دوز حد از بیش
متغیرهای �عنوان به پرتو شدت ریشه مربع از استفاده با مساله این منفی، پرتوی شدت مساله حذف

می�شود. تبدیل نامقید مساله به تصمیم

کردند. فرمول�بندی MOLP با را پرتو شدت مساله خطی، برنامه�ریزی مدل�های اساس بر محققان

١۴Cotrutz
١۵Lahanas
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است: زیر به�صورت [١۶] هماچر١٧ و کوفر١۶ ساده MOLP مدل

min F = (fT , fC , fN)

s.t ATx ≧ TLB(١− fT )

ACx ≦ CUB(١+ fC)

ANx ≦ NUB(١+ fN)

fT , fC , fN ≧ ٠

x ≧ ٠.

کران از انحراف حداکثر fC تومور، برای تجویزی دوز پایین کران از انحراف fTحداکثر فرمول، این در که
بافت برای شده تجویز دوز بالای کران از انحراف حداکثر fN و بیمار بافت برای شده تجویز دوز بالای

است. نرمال
ساختارها همه برای (EUD) معادل یکنواخت دوز از [١٠ ،٩] کرافت١٩ و [۴۴] تیک١٨ و [٢۵] کوفر

هستند: زیر به�صورت [٢۵] همکاران و کوفر فرمول در هدف توابع کردند. استفاده اهداف به�عنوان

F = (FT , · · · , FC١ , · · · , FCK
)

FT =
GT −minT (ATx)

GT

FCk
=
EUDCk

−GCk

GCk

, k = ١, · · · , K.

.GCk
̸= ٠ و هدف بافت برای کمینه دوز مقدار یعنی minT (ATx) فرمول این در

می�شود. حل MONP از راحت�تر MOLP بودن، خطی به�دلیل
از: عبارتند شدند، استفاده همکاران و حلبی٢٠ که توسط دوز حجم اهداف

می�کنند. دریافت شده تجویز آستانه دوز از کمتر هدف بافت وکسل�های تعداد کاهش . ١

می�کنند. دریافت آستانه دوز از بیش که OAR وکسل�های تعداد کاهش . ٢

دارای فرمول�های از بهتر محدب تقریب برای دوز حجم اهداف با چندهدفه فرمول که دادند نشان آن�ها
الگوریتم توسط وزن�ها و کردند حل وزن�دار مجموع روش با را مساله این آن�ها است. دوز حجم محدودیت
کرافت که وزن�دار مجموع روش از تحقیقات اکثر شد. ارائه [] کرافت توسط که شدند انتخاب PGEN
ایجاد برای وزن یک می�توان مشکل و ندارند بالینی ارزش وزن�ها چون می�کنند. استفاده بود داده پیشنهاد
مجموعه بیانگر کامل به�طور نمی�تواند راه�حل�ها این پس کرد. انتخاب مساوی توزیع با غیرتسلطی نقاط

باشد. غیرتسلطی
١۶Kufer
١٧Hamacher
١٨Thieke
١٩Craft
٢٠Halabi
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بهینه�سازی فرمول�سازیMOLPمساله برای می�تواند که می�دهیم ارائه را دیگر راه�حل روش�های اکنون
شود. استفاده شدت

راه�حل�های مفهوم براساس را غیرتسلطی مجموعه از زیرمجموعه�ای ایجاد [١۶]نظریه کوفر و هماچر٢١
تومور دوز بین بعدی دو توازن ایجاد برای نرمال محدودیت روش از همکاران و کرافت دادند. ارائه مشابه
ارائه غیرتسلطی مجموعه ایجاد برای وزن�ها انتخاب برای PGEN روش و کردند استفاده بیمار ارگان و
مجموعه از زیرمجموعه یک آن�ها دهند، ارائه را غیرتسلطی کامل مجموعه نمی�توانند روش�ها این اکثر داد.

می�ز�نند. تقریب آمده به�دست غیرتسلطی نقاط با را غیرتسلطی مجموعه و می�کنند پیدا غیرتسلطی
مرز اشتراک روش این که است [١٠] دنیس٢٣ و داس٢٢ روش اساس بر نرمال، محدودیت روش
ایجاد محدب پوسته� روی (CHIM) هم�فاصله مرجع نقاط از مجموعه�ای روش این در است. نرمال
این می�شود. پیدا تک�هدفه مساله حل توسط متناظر غیرتسلطی نقطه یک مرجع، نقطه هر برای می�کنند.
دو دارای CHIM نرمال اگر که دارد را محدودیت این اما کند پیدا را غیرتسلطی نقاط می�تواند روش

شود. گرفته نادیده غیرتسلطی مجموعه از بخشی است ممکن باشد منفی و مثبت مولفه
پایین کران و بالا کران بین غیرتسلطی مجموعه دادن قرار نظریه از [١٠] همکاران و کرافت روش
تغییر پایین و بالا تقریب و می�شود محاسبه جدید وزن یک تکرار هر در می�کند. استفاده محدب، تقریب

می�شود. گرفته نظر در بالا کران برای تقریب اولین CHIM ابتدا می�کند.
به�صورت آن هدف تابع که کردند استفاده هولدر مدل اساس بر MOLP مدل از [۴٠ ،٣٩] ارگات و شاهو
مینیمم�سازی آن، در که کردند انتخاب پرتو شدت بهینه�سازی مساله برای مدل این و است min(α, β, γ)

اندام�های بالای کران�های ،α تومور پایین کران شده منتقل دوز از انحراف حداکثر از، عبارتند که اهداف
می�گیرد. صورت همزمان به�طور که است γ نرمال بافت کران و β خطر معرض در

زیر به�صورت می�شود استفاده می�کنیم اشاره �آن به که پرتودرمانی مثال�های حل برای که MOLP مدل
است:

min (α, β, γ)

s.t TLB − αe ≦ ATx

ACx ≦ CUB + βe

ANx ≦ NUB + γe

٠ ≦ α ≦ αu

minCUB ≦ β ≦ βu

٠ ≦ γ ≦ γu

٠ ≦ x.

(٢.۵)

هدف سه می�باشند. γ و β و α برای بالا کران�های ترتیب به ،γu ∈ R و βu ∈ R و αu ∈ R آن در که
بالا کران�های کردن اضافه با می�تواند اثر همان می�شوند. محدود پایین و بالا کران�های توسط γ و β و α

٢١Hamacher
٢٢Das
٢٣Dennis
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آید. به�دست x پرتو شدت یعنی تصمیم، متغییرهای روی پایین و
کمک به و بردند به�کار هدف فضای در MOLP این حل برای را بنسون دوگان و اولیه الگوریتم آن�ها

می�کنند. پیدا را ε-کارا جواب�های مجموعه الگوریتم�ها، این
در می�شوند. حل دوگان و اولیه الگوریتم توسط چندهدفه خطی برنامه�ریزی دادیم نشان ٣ فصل در
می�گیریم. نظر در را (٢.۵) مساله منظور این برای می�پردازیم، پرتو شدت بهینه�سازی مساله به این�جا
تومور، پایین کران�های از انحراف حداکثر کاهش که می�گیریم نظر در y١, y٢, y٣ را MOLP این اهداف
صوتی عصب وضعیت سه هستند. نرمال بافت بالای کران�های و خطر معرض در ارگان بالای کران�های
در .[٣٩] می�دهیم قرار بررسی مورد زیر مثال در را (PL) لوزالمعده زخم و (PR) پروستات و (AN)
بنسون الگوریتم از لوزالمعده زخم و پروستات صوتی، عصب ورم برای MOLP حل برای پایان�نامه، این
عصب ورم بیماری مثال دو می�کنیم. استفاده بنسون دوگان الگوریتم تقریب و بنسون دوگان الگوریتم و
است شده اجرا ٧.١ مطلب در الگوریتم شوند. حل بنسون دوگان الگوریتم با می�توانند پروستات و صوتی

می�شود. داده نشان زیر مثال در آن نتایج و

برنامه�ریزی به�صورت می�تواند پرتودرمانی برنامه�ریزی در پرتو شدت بهینه�سازی مساله .١.۵.۵ مثال
١۶۶۴ و متغیر ۵٩٧ و هدف ٣ دارای (AN) صوتی عصب ورم برای MOLP باشد. چندهدفه خطی
در صوتی عصب ورم نتایج است. ابروجه ٨۵ و رأس ۵۵ دارای P اولیه، مساله حل با است. محدودیت
دوگان الگوریتم توسط که P غیرتسلطی ابروجه�های و maxKD مجموعه می�شود. مشاهده ٢.۵ شکل
دیگر تصاویر می�شوند. داده نشان ٢.۵ شکل راست و چپ سمت بالا در ترتیب به می�آیند، به�دست بنسون
و است ϵ = ٠٫ ١ و ϵ = ٠٫ ٠١ تقریب خطای با بنسون الگوریتم تقریب مساله توسط دوگان مساله حل

می�دهند. نشان را P i غیرتسلطی ابروجه�های راست، سمت وتصاویر maxKDo چپ سمت تصاویر

خطای با (AN) برای دوگان و اولیه مساله از آمده به�دست برشی صفحه�های و رأس�ها تعداد :١.۵ جدول
ϵ تقریب

برش�ها غیرتسلطی رأس�های (s) اولیه زمان برش�ها رأس�ها (s) دوگان زمان ϵ

٢١ ٢٧ ۵.٩٣٨ ٨ ١٧ ١.۴٨۴ ٠.١
۴۴ ۴٧ ٨.٧٠٣ ١٨ ٣٣ ٣.٠٧٨ ٠.٠١
٨۵ ۵۵ ١٣.٩٨۴ ۵۵ ٨۵ ٨.٨۶۴ ٠

حل با است. محدودیت ٢١۴٢ و متغیر ٨٢۴ و هدف ٣ دارای (PR) پروستات برای MOLP
در پروستات بیماری نتایج است. ابروجه ٣٢٨٠ و غیرتسلطی رأسی نقطه ٣١۶۵ دارای P اولیه، مساله
غیرتسلطی ابروجه�های و maxKD ترتیب به راست و چپ سمت بالا در تصاویر است. آمده ٣.۵ تصویر
الگوریتم تقریب توسط که نتایجی تصاویر بقیه می�آیند. به�دست بنسون دوگان الگوریتم توسط که هستند P
سمت تصاویر و maxKDo بیانگر تصاویر چپ سمت که می�دهند نشان را می�آیند به�دست بنسون دوگان
ϵ = ٠٫ ٠٠١ خطای تقریب دارای پایین به بالا از که می�دهد نشان را P i غیرتسلطی ابروجه�های راست

هستند. ϵ = ٠٫ ١ و ϵ = ٠٫ ٠١ و



٨٠ پرتودرمانی در شده ارائه الگوریتم�های کاربرد .۵

AN مورد نتایج :٢.۵ شکل



٨١ چندهدفه برنامه�ریزی .۵.۵

خطای با (PR) برای دوگان و اولیه مساله از آمده به�دست برشی صفحه�های و رأس�ها تعداد :٢.۵ جدول
ϵ تقریب

برش�ها غیرتسلطی رأس�های (s) اولیه زمان برش�ها رأس�ها (s) دوگان زمان ϵ

۴٢ ۵۶ ١۴.٧٨١ ١٩ ٣٩ ۴.۴٢٢ ٠.١
١٨۴ ٢٩۶ ۶۴.٩۵۴ ٧٨ ١۵٧ ١٨.۴۵۴ ٠.٠١
۶٩٢ ١١۵٧ ٢۵٧.٣٢٨ ٣۶۶ ٧٢٩ ٨۶.٧٣٣ ٠.٠٠١
٣٢٨٠ ٣١۶۵ ٩٩۵.٠۵٠ ٣١۶۵ ٣٢٨٠ ٧٩٢.٣٩٠ ٠

مساله برای و ثانیه ٩٩۵/٠۵٠ (PR) در و ثانیه ١٣/٩٨۴ (AN) در اولیه مساله برای محاسبه زمان
محاسبات زمان مثال این در است. ٧٩٢/٣٩٠ (PR) در و ٨/٨۶۴ محاسبه زمان (AN) در دوگان،
اگر کلی به�طور است. محاسباتی مزیت دارای دوگان الگوریتم می�کنیم مشاهده گرفت، قرار بررسی مورد
است. سریعتر دوگان روش باشد داشته اولیه مجموعه به نسبت کمتری ابروجه�های دوگان شدنی مجموعه

بنابراین کند، محاسبه ساعت ١٠ مدت در را لوزالمعده زخم مساله نمی�تواند بنسون دوگان الگوریتم
است. شده داده نشان ۴.۵ تصویر در بنسون، دوگان الگوریتم تقریب توسط آمده به�دست نتیجه�های
تصاویر هستند. P i غیرتسلطی ابروجه�های راست سمت تصاویر و maxKDo بیانگر چپ سمت تصاویر

هستند. ϵ = ٠٫ ١ برای پایین تصاویر و ϵ = ٠٫ ٠١ برای بالا

خطای با (PL) برای دوگان و اولیه مساله از آمده به�دست برشی صفحه�های و رأس�ها تعداد :٣.۵ جدول
ϵ تقریب

برش�ها غیرتسلطی رأس�های (s)اولیه زمان برش�ها رأس�ها (s)دوگان زمان ϵ

٣٧ ۵٧ ٧٠.٧٩۶ ٢١ ۴٠ ٢٩.١١٠ ٠.٣
٩٠ ١۵٢ ١۶۴.٣۶٠ ۴۴ ٨۵ ۵٨.٢۶٣ ٠.١
١۵٩ ٢٧٨ ٣٠٣.۶٣٠ ٧٨ ١۵١ ١٠٢.٧۶١ ٠.٠۵
۵٨۶ ١٠٩٧ ١١٨۴.٩۵٠ ٢٩٨ ۵٨٢ ۴٠١.٩٣۴ ٠.٠١
١٠۴١ ١٩٨٩ ٢١۴٧.۵٣٠ ۵٣٩ ١٠۵٨ ٧٣۴.٧٨۴ ٠.٠٠۵

دقیقه ١۵ مدت در ϵ = ٠٫ ٠٠۵ خطای گرفتن نظر در با را مورد ٣ بنسون، دوگان الگوریتم تقریب
می�کنید، مشاهده را ϵ انتخاب تاثیر ،۴.۵ و ٣.۵ ،٢.۵ تصاویر و جدول در که همان�گونه می�کند. حل
می�شود. طولانی�تر محاسبه زمان و بیشتر تباهیده برش�های و رأس�ها ایجاد موجب کمتر تقریب خطای

توسط را Y ′o و Y ′ بنسون، الگوریتم تقریب و بنسون الگوریتم توسط آمده به�دست نتیجه�های مقایسه
نشان را صوتی عصب برای Y ′ ،۵.۵ تصویر می�دهد. نشان مورد سه برای ϵتقریب خطای گوناگون مقادیر
۶.۵ تصویر در آمده به�دست بنسون الگوریتم تقریب توسط که ϵ = ٠٫ ١ تقریبی خطای با Y ′o می�دهد.



٨٢ پرتودرمانی در شده ارائه الگوریتم�های کاربرد .۵

PR مورد نتایج :٣.۵ شکل



٨٣ چندهدفه برنامه�ریزی .۵.۵

PL مورد نتایج :۴.۵ شکل



٨۴ پرتودرمانی در شده ارائه الگوریتم�های کاربرد .۵

بنسون الگوریتم از آمده به�دست AN ،Y ′ :۵.۵ شکل

برای ϵ = ٠٫ ١ با Y ′o است. شده داده نشان ٧.۵ شکل در Y ′ پروستات، بیماری برای می�دهیم. نشان
Y ′o می�دهیم. نشان ٨.۵ تصویر در و آمده به�دست بنسون الگوریتم تقریب توسط که پروستات بیماری
ϵ = ٠٫ ١ تقریبی خطای با و ٩.۵ شکل در ϵ = ٠٫ ٠٠۵ تقریب خطای با لوزالمعده زخم بیماری برای

می�شود. مشاهده ١٠.۵ شکل در

اگر است. آمده ٣.۵ و ٢.۵ ١.۵و جدول�های در ε مختلف مقادیر با Y ′o برش�های و رأس�ها تعداد
پیدا الگوریتم دو هر باشد، ϵ بنسون دوگان الگوریتم تقریب و بنسون الگوریتم تقریب در تقریب خطای
و Y ′o حل محاسبه زمان می�توانیم بنابراین .(ε = ϵe) می�کنند تضمین را ε-غیرتسلطی مجموعه کردن
سریعتر دوگان تقریب حل می�شود، مشاهده بیماری ٣ در و کنیم مقایسه ϵ یکسان تقریب خطای با را P i

است. یکسان ε تقریب خطای با اولیه مساله تقریب حل از
غیرتسلطی ابروجه محاسبه اجازه دوگان مساله حل می�آوریم. به�دست را Y ′ اولیه، MOLP حل با

است. دوگان مساله حل مزیت این که می�دهد را



٨۵ چندهدفه برنامه�ریزی .۵.۵

ϵ = ٠٫ ١ با بنسون الگوریتم تقریب از آمده به�دست AN ،Y ′o :۶.۵ شکل

بنسون الگوریتم تقریب از آمده به�دست PR ،Y ′ :٧.۵ شکل



٨۶ پرتودرمانی در شده ارائه الگوریتم�های کاربرد .۵

ϵ = ٠٫ ١ با PR ،Y ′o :٨.۵ شکل

ϵ = ٠٫ ٠٠۵ با PL ،Y ′o :٩.۵ شکل



٨٧ چندهدفه برنامه�ریزی .۵.۵

ϵ = ٠٫ ١ با PL ،Y ′o :١٠.۵ شکل
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Aabstract

In this thesis, At first we introduce the efficient and weakly efficient solutions of a
multiobjective optimization problem. Then, the scalarization method that is a method of
solving multiobjective optimization problems, is expressed. In the following, with helping
from geometric diuality theorem we show the correspondence between the primal and dual
problems and using geometric duality theorem we express the Benson’s outer algorithm.
The Benson’s algorithm outer find the Nondominated points of outcome set. After that,
We explain The Benson’s algorithm dual and by applying changes on Benson’s algorithm
dual we present approximation version of Benson’s algorithm dual. This algorithm by
generating an outer approximation and inner approximation of Nondominated set, creates
a set of ε-Nondominated points and we prove that the inner approximation is a set of
ε-weakly Nondominated points. At the end, We describe the usage of algorithms in beam
intensity optimization problems in Radiotherapy.

Key words: Multiobjective linear programming, Pareto optimal, objective space, Geo-
metric duality, Benson’s algorithm, outer approximation, ε-nondominated set, radiother-
apy.
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