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چൊیده
کلی گراف�های در را یالی پوشش و استقلال اعداد و خوشه�ها تعداد آمیزی، رنگ پایان�نامه این در
گراف ناپذیری رنگ عدد ابتدا منظور این برای می�کنیم. بررسی مرکزی و میشلسکی گراف�های روی
و کامل دو�بخشی گراف ستاره، گراف مرکزی گراف متعادل رنگی عدد و ستاره گراف کلی و میانی مرکزی،
خوشه�ها تعداد اهمیت به توجه با سپس می�کنیم. محاسبه را دور و مسیر کلی گراف هم�چنین و کامل گراف
آن�ها ترکیب�های برخی و میشلسکی مرکزی، میانی، کلی، گراف مثلث�های تعداد ارتباطی، شبکه�های در
مرتبه میشلسکی گراف کلی، گراف مثلث�های تعداد برای بالایی کران�های و می�یابیم را گراف یک برای
یالی پوشش و استقلال اعداد ادامه در می�دهیم. ارائه گراف یک n مرتبه میشلسکی گراف کلی گراف و n
راسی پوشش و استقلال اعداد حسب بر را درخت�ها از برخی و ستاره گراف میشلسکی گراف کلی گراف
گراف یالی و راسی پوشش و استقلال اعداد بعلاوه و می�آوریم به�دست آن میشلسکی و گراف یالی و
ارائه نا�پذیری رنگ در را خود جدید نتایج انتها در می�کنیم. محاسبه را هزار�پا گراف کلی و میانی مرکزی،

می�یابیم. را هزار�پا گراف و دو�بخشی گراف دور، مسیر، مرکزی گراف نا�پذیری رنگ عدد و می�دهیم
پوششی، عدد استقلال، عدد میشلسکی، گراف میانی، گراف مرکزی، گراف کلی، گراف کلیدی: کلمات

متعادل. رنگی عدد نا�پذیری، رنگ عدد رنگی، عدد یالی، پوشش عدد یالی، استقلال عدد
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١ فصل

تعاریف و مقدمات

داریم نیاز آن�ها به بعد فصل�های در که قضایایی هم�چنین و اولیه مفاهیم و تعاریف از برخی فصل این در
می�باشند. [١١] و [۵] ،[٢] مراجع از برگرفته فصل این قضایای و تعاریف می�کنیم. بیان را

قضایا و تعاریف ١.١

تهی غیر مجموعه شامل ،(V (G), E(G), ψ(G))مرتب سه�تایی یک ،Gگراف (گراف). ١.١.١ تعریف
نامرتب زوج یک G یال هر به که ψ(G) وقوع تابع و یال�ها از E(G) مجموعه راس�ها، از V (G)

G از راس دو v و u و یال یک e اگر می�دهد. نسبت را نیستند) متمایز لزوما (که G راس�های از
راس�های و می�کند وصل v به را u ،e می�گویند این�صورت در ،ψG(e) = {u, v} به�طوری�که باشند،
با خلاصه به�طور را G = (V (G), E(G), ψ(G)) گراف معمولا می�شوند. نامیده e یال سر دو ،v و u
راس�های تعداد و |E(G)| با G گراف یال�های تعداد می�دهند. نشان G = (V,E) یا (V (G), E(G))

و رئوس مجموعه {v١, v٢, v٣, v۴} ،١.١ شکل در مثال، به�عنوان . می�شود داده نشان |V (G)| با آن
از یالی {u, v} اگر می�باشند. G گراف یال�های مجموعه {{v١, v٣}, {v١, v۴}, {v٢, v٣}, {v٣, v۴}}

می�دهند. نشان uv با آن�را خلاصه به�طور باشد، G دلخواه گراف

.. v۴.
v٣

.

v٢

.

v١

G گراف :١.١ شکل

١
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می�شود. نامیده ٢ پیوند مجزا، سر دو با و ١ طوقه یکسان، سر دو با یال پیوند). و (طوقه ٢.١.١ تعریف
طوقه e۶ ،٢.١ شکل در می�دهند. تشکیل را (موازی) چند�گانه یال�های یکسان، سر دو با پیوند چند یا دو

می�دهند. چند�گانه یال�های تشکیل e٢ و e١ و هستند پیوند e٧ و e۵ ،e۴ �،e٣ ،e٢ ،e١ و

..

e١

.

e٢

.
e۶

. v۴.
v٣

.

v٢

.

v١

.

e۵

.

e٣

.
e۴

.

e٧

G گراف :٢.١ شکل

می�شود. داده نشان n یا n(G) با و می�باشد Gگراف رئوس تعداد Gگراف مرتبه (مرتبه). ٣.١.١ تعریف
،١.١ شکل در نامیم. ,p)−گراف q) یک را G آن�گاه باشد، یال q دارای و بوده p مرتبه از گرافی G اگر

است. (۴,۴)−گراف یک G

باشد. متناهی آن یال�های مجموعه و راس�ها مجموعه که است گرافی متناهی). (گراف ۴.١.١ تعریف
.(٣.١ (شکل می�باشد نا�متناهی گراف این�صورت غیر در

..

x١

.

x٢

.

x٣

.

xn

.

. . .

.

(الف)

.

(ب)

نا�متناهی گراف (ب) و متناهی گراف (الف) :٣.١ شکل

به می�شود. نامیده تهی گراف باشد، تهی آن یال�های مجموعه که گرافی تهی). (گراف ۵.١.١ تعریف
.(۴.١ (شکل نباشند مجاور راسی دو هیچ آن در که گرافی دیگر، عبارت

.(۵.١ (شکل باشد چند�گانه یال و طوقه فاقد که است گرافی ساده گراف ساده). (گراف ۶.١.١ تعریف
١Loop
٢Link
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.

تهی گراف :۴.١ شکل

..

v۵

.

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

v٠

.

v۶

.

v٧

.

v٨

.

v٩

.

v١٠

.

v١١

.

v١٢

ساده گراف�های :۵.١ شکل

به V رئوس مجموعه افراز هر برای اگر است، همبند G = (V,E)گراف همبند). (گراف ٧.١.١ تعریف
این�صورت غیر در و باشد موجود Y در سر یک و X در سر یک با یالی ،Y و X تهی غیر زیر�مجموعه دو
به�صورت می�توان را متناهی ناهمبند گراف هر که است بدیهی .(۶.١ (شکل است ناهمبند G گراف
هر این�صورت در گرفت. درنظر مجزا راس�های مجموعه با همبند گراف�های از متناهی تعداد اجتماع

می�نامند. G گراف مولفه یک را همبند گراف�های این از یک

..

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

v۵

.

v۶

.

v٧

.

v١

.

v۶

.

v۵

.

v۴

.

v٢

.

v٧

.

v٣

.

(الف)

.

(ب)

مولفه�ای دو ناهمبند گراف (ب) و همبند گراف (الف) :۶.١ شکل

نامیده کامل گراف باشند، مجاور هم با آن راس دو هر که ساده�ای گراف کامل). (گراف ٨.١.١ تعریف
.(١٣.١ (شکل می�شود داده نمایش Kn با راسی n کامل گراف می�شود.
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غیر زیر�مجموعه دو به بتوان را G گراف رئوس مجموعه کنید فرض دو�بخشی). (گراف ٩.١.١ تعریف
G این�صورت در باشد. Y در آن دیگر سر و X در یال هر از سر یک به�طوری�که کرد، افراز Y و X تهی
ساده G[X, Y ] اگر می�شود. داده نشان G[X, Y ] با و شده نامیده Y و X بخش�های با دو�بخشی گراف
G ،|X| = n, |Y | = m یا |X| = m, |Y | = n و باشد مجاور Y از راس هر با X از راس هر و بوده
دو�بخشی گراف .(٧.١ (شکل می�شود داده نمایش Kn,m یا Km,n با و شده نامیده کامل دو�بخشی گراف
داده نشان K١,m یا K١,n با و نامیده ستاره گراف است، |Y | = ١ یا |X| = ١ که G[X, Y ] کامل

می�نامند. ستاره مرکز است، یک برابر آن اندازه که را ستاره از بخشی اغلب، .(٨.١ (شکل می�شود

..

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

v۵

.

v۶

.

=⇒

.

(الف)

.

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

v۵

.

v۶

.

v۶

.

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

v۵

.

=⇒

.

(ب)

.

v١

.

v۵

.

v٣

.

v۶

.

v۴

.

v٢

کامل دو�بخشی گراف (ب) و دو�بخشی گراف (الف) :٧.١ شکل

.

ستاره� گراف :٨.١ شکل

افراز تهی غیر زیر�مجموعه k به آن�را رئوس مجموعه بتوان که گرافی k−بخشی). (گراف ١٠.١.١ تعریف
می�شود. نامیده k−بخشی گراف نباشد، زیر�مجموعه یک در سرش دو یالی هیچ به�طوری�که کرد،

با آن مختلف بخش�های از راس دو هر که k−بخشی گراف کامل). k−بخشی (گراف ١١.١.١ تعریف
می�شود. نامیده کامل k−بخشی گراف باشند، مجاور هم
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گشتی می�آیند. یکدیگر دنبال به که است یال�ها و راس�ها از دنباله�ای گشت، (مسیر). ١٢.١.١ تعریف
طول مسیر، یال�های تعداد و شده نامیده مسیر باشد، نشده ظاهر یک�بار از بیش راسی هیچ آن در که

می�شود. داده نمایش Pn با راسی n مسیر (الف)). قسمت ٩.١ (شکل می�شود نامیده مسیر

می�آید. به�دست انتهایی راس دو کردن مجاور با مسیر یک از که است گرافی دور (دور). ١٣.١.١ تعریف
فرد، طول با دور می�شود. نامیده دور طول دور، یال�های تعداد و می�شود داده نمایش Cn با راسی n دور

(ب)). قسمت ٩.١ (شکل می�شود نامیده زوج دور زوج، طول با و فرد دور
می�شود. نامیده ضلعی n ،Cn ترتیب، همین به و ضلعی پنج C۵ ضلعی، چهار C۴ مثلث، C٣ اغلب،

..

u۴

.

u٢

.

u٣

.

u١

.

(الف)

.

v۵

.

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

(ب)

فرد دور (ب) و ٣ طول با مسیر (الف) :٩.١ شکل

.(١٠.١ (شکل می�شود نامیده درخت دور، فاقد و همبند گراف (درخت). ١۴.١.١ تعریف

.

درخت :١٠.١ شکل

.(١١.١ (شکل گویند آزاد مثلث گراف را است مثلث فاقد که گرافی آزاد). مثلث (گراف ١۵.١.١ تعریف

dG(v) با و گویند راس آن درجه را می�گذرند v راس از که یال�هایی تعداد راس). (درجه ١۶.١.١ تعریف
نشان ∆(G) و δ(G) با ترتیب، به ،Gگراف رئوس درجه ماکزیمم و مینیمم می�دهند. نشان degG(v) یا

می�باشد. ∆(G) = ۴ و δ(G) = ١ ،١٢.١ شکل در می�شوند. داده

x١ ،١٢.١ شکل در می�باشد. یک درجه از راسی (برگ) آویزان راس آویزان). (راس ١٧.١.١ تعریف
است. آویزان راس یک
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..
v٢

.
v٣

.

v١

.

v۴

.

v۶

.

v۵

.

e١

.
e٢

.

e٣

.

e۴

.

e۵

.

e۶

.

e٧

آزاد مثلث گراف :١١.١ شکل

تبدیل مسیر یک به آویزان رئوس حذف با که است درختی هزار�پا٣ [۶] هزار�پا). (گراف ١٨.١.١ تعریف
می�شود.

..

x١

.

x٢

.

x٣

.

x۴

.

x۵

G گراف :١٢.١ شکل

باشند. برابر هم با آن رئوس تمام درجه هرگاه نامند، منتظم را G گراف منتظم). (گراف ١٩.١.١ تعریف
درجه از منتظم گرافی تهی گراف می�نامند. k−منتظم را G گراف آن�گاه باشد، k ،G راس هر درجه اگر
است. ۴−منتظم ،G گراف ،١٣.١ شکل در است. n− ١ درجه از منتظم گرافی Kn کامل گراف و صفر

است. گراف آن مجاور دوبه�دو رئوس از مجموعه�ای گراف، یک از خوشه یک (خوشه). ٢٠.١.١ تعریف
گراف می�شود. داده نشان ω(G) با و شده نامیده G خوشه�ای عدد ،G گراف خوشه بزرگ�ترین اندازه

می�باشد. ω(G) = ۵ و است خوشه یک خود ،١٣.١ شکل در شده داده نمایش

رئوس مجموعه با ساده گرافی G = (V,E) کنید فرض .( وقوع و مجاورت (ماتریس ٢١.١.١ تعریف
گراف مجاورت ماتریس باشد. E = {e١, e٢, . . . , em} یال�های مجموعه و V = {v١, v٢, . . . , vn}
وقوع ماتریس می�باشد. vj و vi بین یال�های تعداد ai,j که است A(G) := (ai,j) ،n×nماتریس ،G

٣caterpillar
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.

G گراف :١٣.١ شکل

که است n×m ماتریسی می�شود، داده نشان M(G) := (mi,j) با که ،G یالی m و راسی n گراف

mi,j =

١ باشد ej روی vi
٠ این�صورت غیر در

.

باشد. V (G) راس�های مجموعه با ساده گرافی G کنید فرض ساده). گراف یک (مکمل ٢٢.١.١ تعریف
می�باشد V (G) آن راس�های مجموعه که است ساده�ای گراف می�شود، داده نشان Ḡ نماد با که ،G مکمل
راس n ،G اگر نتیجه در .(١۴.١ (شکل می�باشند مجاور نیستند، مجاور G در که راسی دو هر آن در و
یک مکمل که کنید توجه آورد. به�دست Kn از G یال�های تمام حذف با می�توان را Ḡ آن�گاه باشد، داشته
کامل. گراف دو اجتماع از است عبارت کامل دو�بخشی گراف یک مکمل و است تهی گراف کامل، گراف

..
v١

.
v٢

.

v۴

.

v٣

.

=⇒

.

(الف)

.
v١

.
v٢

.

v۴

.

v٣

.

(ب)

Ḡ گراف (ب) و G گراف (الف) :١۴.١ شکل

V (G) تهی غیر مجموعه شامل سه�تایی، یک ،G جهت�دار گراف جهت�دار). (گراف ٢٣.١.١ تعریف
می�دهد، نسبت را رئوس از مرتب زوج یک یال هر به که تابعی و یال�ها از E(G) مجموعه رئوس، از
انتهایی نقاط هم با دو هر و می�شود نامیده یال سر دوم راس و یال دم مرتب زوج ابتدایی راس می�باشد.
جفت چند�گانه یال�های و است یکسان انتهایی نقطه دو با یالی طوقه جهت�دار، گراف در هستند. یال
می�شود. نامیده جهت�دار غیر گراف نباشد، جهت�دار که گرافی .(١۵.١ (شکل دارند یکسان مرتب�های
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......................

جهت�دار گراف�های از نمونه�هایی :١۵.١ شکل

هرگاه می�دهند، نشان H ⊆ G با و گویند G زیر�گراف را H گراف (زیر�گراف). ٢۴.١.١ تعریف
اگر باشد. شده حاصل E(H) به ψG کردن محدود از ψH و E(H) ⊆ E(G) ،V (H) ⊆ V (G)

می�دهند. نشان H ⊂ G نماد با و گفته G سره زیر�گراف را H ،H ̸= G و H ⊆ G

رئوس مجموعه X اگر می�شود. حاصل رئوس حذف از فقط که است زیر�گرافی ،G القایی زیر�گراف
مجموعه Y := V \X اگر هم�چنین می�شود. داده نشان G−X با حاصل زیر�گراف باشد، شده حذف
Y که می�شود؛ داده نشان < Y > یا G[Y ] با Y توسط شده القا زیر�گراف باشد، باقی�مانده رئوس
Y در آن�ها سر دو که است G از یال�هایی آن، یال�های مجموعه و است القایی زیر�گراف رئوس مجموعه

.(١۶.١ (شکل باشد
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v۵

.

v٣

.

v۴
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e۶
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e٧
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e١
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e٢
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e٣
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e۵
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e٨
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v۵
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e٧
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e٣
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e۶
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(الف)

.

(ب)

G− {v١, v٢} القایی زیر�گراف (ب) و G گراف (الف) :١۶.١ شکل

از مجموعه�ای {G١, G٢, . . . , Gn} کنید فرض [٨] گراف�ها). دکارتی (حاصل�ضرب ٢۵.١.١ تعریف
داده نمایش □n

i=١Gi = G١□G٢□ . . .□Gn با که آن�ها، دکارتی حاصل�ضرب باشد. ساده گراف�های
(a١, a٢, . . . , an)راس دو است؛ V (G١)×V (G٢)×· · ·×V (Gn)رئوس مجموعه با گرافی می�شود،
باشیم داشته j ̸= i هر برای و بوده مجاور Gi در bi با ai اگر مجاورند □n

i=١Gi در (b١, b٢, . . . , bn) و
.(١٧.١ (شکل (١ ≤ i, j ≤ n) aj = bj
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..

v١

.

v٢

.

(u١, v١)

.

(u٢, v١)

.

(u١, v٢)

.

(u٢, v٢)

. u١. u٢

K٢ در K٢ دکارتی حاصل�ضرب :١٧.١ شکل

گراف رئوس مجموعه V = {vi : ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض [٨] میشلسکی). (گراف ٢۶.١.١ تعریف
n + ١ کردن اضافه با که است گرافی می�شود، داده نشان µ(G) با که ،G میشلسکی گراف باشد. G
مجاور و G رئوس مجموعه به می�باشد، V ′ = {v′i : ١ ≤ i ≤ n} آن در که ،V ′ ∪ {u} جدید راس
،١ ≤ i ≤ n که ،v′i و vi .(١٨.١ (شکل می�شود ایجاد u با و (١ ≤ i ≤ n) vi همسایه�های با v′i کردن
بوضوح می�شوند. نامیده G میشلسکی گراف ریشه u و جفت مجموعه�های V ′ و V جفت، رئوس
تعریف زیر به�صورت G گراف (n ≥ ٠) n مرتبه میشلسکی گراف .V [µ(G)] = V ∪ V ′ ∪ {u}

می�شود

µn(G) =

µ[µn−١(G)] n ≥ ١

G n = ٠
.
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(الف)
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u
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(ب)
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v′۴

.
v١

.
v٢

.

v۴

.

v٣

.

v′١

.

v′٢

.

v′٣

G میشلسکی گراف (ب) و G گراف (الف) :١٨.١ شکل

x جدید راس کردن اضافه ،e یال حذف از است عبارت e یال زیر�تقسیم (زیر�تقسیم). ٢٧.١.١ تعریف
.(١٩.١ (شکل e سر دو با x کردن مجاور و



١٠ تعاریف و مقدمات .١

..

e

.

=⇒

.

x

e یال زیر�تقسیم :١٩.١ شکل

است گراف رئوس از مجموعه�ای ،G گراف راسی پوشش گراف). راسی (پوشش ٢٨.١.١ تعریف
عدد ،G گراف راسی پوشش کوچک�ترین اندازه باشد. آن در G یال هر از سر یک حداقل به�طوری�که
از مجموعه�ای ،Gگراف یالی پوشش مشابه، به�طور می�شود. داده نشان β(G) با و شده نامیده G پوششی
یالی پوشش کوچک�ترین اندازه ،G یالی پوشش عدد و می�شود رئوس تمام شامل که است گراف یال�های
کوچک�ترین و یالی و راسی پوشش ٢٠.١ شکل در می�شود. داده نشان β′(G) با و می�باشد G گراف

است. شده مشخص آن�ها

..
(ج)

.
(د)

.

(الف)

.

(ب)

یالی پوشش (د) و یالی پوشش (ج) مینیمم، راسی پوشش (ب) راسی، پوشش (الف) :٢٠.١ شکل
مینیمم

از رئوسی مجموعه ،G گراف در راسی مستقل مجموعه یک راسی). مستقل (مجموعه ٢٩.١.١ تعریف
از مجموعه�ای ،G گراف یالی مستقل مجموعه و نباشند مجاور هم با آن از راسی دو هیچ که است G
مستقل مجموعه بزرگ�ترین اندازه نباشند. مشترک راس دارای آن از یالی دو هیچ که می�باشد G یال�های
نامیده G گراف یالی استقلال عدد و استقلال عدد به�ترتیب، ،G یالی مستقل مجموعه بزرگ�ترین و راسی



١١ قضایا و تعاریف .١.١

یالی و راسی مستقل مجموعه ٢١.١ شکل در می�شود. داده نشان α′(G) و α(G) با به�ترتیب، و، شده
است. شده مشخص آن�ها بزرگ�ترین و

..

(ج)

.

(د)

.

(الف)

.

(ب)

مستقل مجموعه (ج) ماکزیمم، راسی مستقل مجموعه (ب) راسی، مستقل مجموعه (الف) :٢١.١ شکل
ماکزیمم یالی مستقل مجموعه (د) و یالی

داریم G = (V,E) دلخواه گراف هر برای [١١] .٣٠.١.١ ∑قضیه
v∈V (G)

dG(v) = ٢|E(G)|.

باشد. فرد دور فاقد اگر وتنها اگر است دو�بخشی G گراف [١١] .٣١.١.١ قضیه

اگر وتنها اگر است، مستقل مجموعه�ای S ⊆ V (G) ،G دلخواه گراف در [١١] .٣٢.١.١ قضیه
.α(G) + β(G) = n(G) بنابراین باشد. راسی پوشش یک V (G)− S = S̄

آن�گاه باشد، تنها راس فاقد G گراف اگر [١١] .((١٩۵٩) (گالای۴ ٣٣.١.١ قضیه
α′(G) + β′(G) = n(G).

آن�گاه باشد، تنها راس فاقد و دو�بخشی گرافی G اگر [١١] .((١٩١۶) (کونیگ۵ ٣۴.١.١ قضیه
α(G) = β′(G).

k−رنگ یک |S| = k که c : V (G) → S گذاری) (برچسب تابع آمیزی). (رنگ ٣۵.١.١ تعریف
رنگی کلاس یک تشکیل هم�رنگ، راس�های و هستند) رنگ�ها (برچسب�ها است G گراف برای آمیزی

۴Gallai
۵König



١٢ تعاریف و مقدمات .١

،G و است مجاز آمیزی k−رنگ باشند، داشته متمایز رنگ�های G مجاور راس�های اگر می�دهند.
شده نامیده G رنگی عدد باشد، پذیر k−رنگ ،G که kیی � عدد کوچکترین می�شود. نامیده پذیر k−رنگ

می�شود. داده نشان χ(G) با و

بررسی را چند�گانه یال�های و طوقه بدون و متناهی جهت�دار، غیر همبند، گراف�های پایان�نامه این در
می�کنیم.



٢ فصل

مرکزی، گراف�های از برخی روی آمیزی رنگ
کلی و میانی

اولیه تعاریف و مقدمه ١.٢

است. گراف برچسب�گذاری مسئله�های خاص حالت�های از یکی گراف آمیزی رنگ گراف، نظریه در
محدودیت آمیزی رنگ این که راس�هاست یا یال�ها به رنگ�هایی کردن نظیر از استفاده آن کلی رویکرد

می�کند. رعایت را خاصی
کلاسیک مسئله�های بر علاوه دارد. تئوری و عملی زمینه�های در زیادی کاربرد�های گراف آمیزی رنگ
آمیزی رنگ روش گراف�ها، انواع روی مختلفی محدودیت�های گرفتن در�نظر با زمینه، این در شده تعریف
می�شود. حل و تعریف علوم و صنعت در وسیع کاربرد�های با متنوعی مسئله�های گراف، رنگ تعداد حتی و
فیبر ارتباطات در مسیر آمیزی رنگ و جغرافیایی نقشه�های آمیزی رنگ به می�توان کاربرد�ها این جمله از
و آموزشی برنامه�ریزی و زمانی جدول برنامه�ریزی قفسه�ها، در شیمیایی ترکیب�های چیدن نحوه نوری،

کرد. اشاره تولیدی فرآیند�های و چرخشی مسابقات زمان�بندی همچنین
خاص گراف�هایی کلی و میانی مرکزی، گراف�های از برخی برای را آمیزی رنگ نوع دو فصل این در
با سپس و نموده بیان را کلی و میانی مرکزی، گراف تعریف ابتدا در منظور، این برای می�کنیم. بررسی
می�یابیم. گراف�ها از بعضی برای را آن�ها رنگی عدد بعد، بخش�های در جدید آمیزی�های رنگ معرفی

شده�اند. بررسی نیز [٩] و [٧] در فصل این مفاهیم بخش، هر در شده ذکر مراجع بر علاوه

گرافی می�شود، داده نشان C(G) با که G گراف از مرکزی گراف [١٠] مرکزی). (گراف ١.١.٢ تعریف
مجاورند: هم با زیر حالات از یکی در C(G) از v و uراس دو و است V (G)∪E(G)رئوس مجموعه با
با G در و v ∈ E(G) و u ∈ V (G) .٢ باشند. مجاور غیر G در راس دو و u, v ∈ V (G) .١
و G گراف یال�های کردن زیر�تقسیم از G مرکزی گراف دیگر، عبارت به .(١.٢ (شکل باشند مجاور هم

می�شود. حاصل آن مجاور غیر رئوس کردن مجاور

با گرافی می�شود، داده M(G)نشان با که G گراف از میانی گراف [١٠] میانی). (گراف ٢.١.٢ تعریف

١٣



١۴ کلی و میانی مرکزی، گراف�های از برخی روی آمیزی رنگ .٢
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G مرکزی گراف (ب) و G گراف (الف) :١.٢ شکل

مجاورند: هم با زیر حالات از یکی M(G)در از v و uراس دو و است V (G)∪E(G) رئوس مجموعه
مجاور هم با G در و v ∈ E(G) و u ∈ V (G) .٢ باشند. مجاور هم با G در و u, v ∈ E(G) .١

.(٢.٢ (شکل باشند

..
v١

.
v٢

.

v۴

.

v٣

.

=⇒

.

(الف)

.

(ب)

.
v١

.
v٢

.

v۴

.

v٣

.
u١

.

u٢

.

u٣

.

u۴

G میانی گراف (ب) و G گراف (الف) :٢.٢ شکل

با گرافی می�شود، داده نشان T (G) با که G گراف از کلی گراف [١٠] کلی). (گراف ٣.١.٢ تعریف
مجاورند: هم با زیر حالات از یکی در T (G) از v و uراس دو و است V (G)∪E(G) رئوس مجموعه
و u ∈ V (G) .٣ باشند. مجاور G در و u, v ∈ E(G) .٢ باشند. مجاور G در و u, v ∈ V (G) .١

.(٣.٢ (شکل باشند مجاور هم با G در و v ∈ E(G)

ستاره گراف کلی و میانی مرکزی، گراف نا�پذیری رنگ ٢.٢

مرکزی، گراف نا�پذیری رنگ و رنگی اعداد سپس و نموده تعریف را نا�پذیری١ رنگ ابتدا بخش، این در
می�یابیم. را ستاره) مرکزی گراف رنگی عدد (بجز ستاره گراف کلی و میانی

متمایز رنگ جفت هر برای که G گراف مجاز آمیزی رنگ یک [١٠] نا�پذیری). (رنگ ١.٢.٢ تعریف
می�شود. نامیده G ناپذیری رنگ باشد، موجود c٢ و c١ با شده رنگ سر دو با یال یک حداقل ،c٢ و c١

١achromatic



١۵ ستاره گراف کلی و میانی مرکزی، گراف نا�پذیری رنگ .٢.٢
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v٣
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u٢
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u٣

.

u۴

G کلی گراف (ب) و G گراف (الف) :٣.٢ شکل

تعداد آن با نا�پذیری رنگ یک G برای بتوان به�طوری�که ،G گراف آمیزی رنگ در رنگ تعداد بیشترین
می�شود. داده نشان χc(G) با و شده نامیده G نا�پذیری رنگ عدد کرد، پیدا رنگ

است زیر به�صورت K١,n ستاره گراف مرکزی گراف نا�پذیری رنگ عدد [١٠] .٢.٢.٢ قضیه
χc[C(K١,n)] = n+ ١.

بوضوح باشد. ستاره مرکز v و بوده K١,n ستاره گراف آویزان رئوس v١, v٢, . . . , vn کنید فرض برهان.
زیر�تقسیم C(K١,n) در (١ ≤ i ≤ n) ui راس به�وسیله (ei =)vvi یال کنید فرض .dK١,n(v) = n

باشیم داشته و شود
V = {v١, v٢, . . . , vn}, V ′ = {u١, u٢, . . . , un}.

و است
(
n
٢
)
+ ٢n برابر C(K١,n) در یال�ها تعداد .V [C(K١,n)] = V ∪ V ′ ∪ {v} )بوضوح

n

٢

)
+ ٢n =

n٢ + ٣n
٢ <

(
n+ ٢
٢

)
.

القایی زیر�گراف ،C(K١,n) گراف در این�که به توجه با اکنون، .χc[C(K١,n)] ≤ n + ١ بنابراین
زیر آمیزی رنگ است، مستقل مجموعه�ای {u١, u٢, . . . , un} و کامل گرافی < {v١, v٢, . . . , vn} >

بود خواهد نا�پذیری رنگ یک C(K١,n) برای

c(v) = c١,

c(ui) = cn+١ ١ ≤ i ≤ n,

c(vi) = ci ١ ≤ i ≤ n.

داریم بنابراین و χc[C(K١,n)] ≥ n+ ١ لذا
χc[C(K١,n)] = n+ ١.

داریم K١,n ستاره گراف برای [١٠] .٣.٢.٢ قضیه
χc[M(K١,n)] = n+ ١.
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v٢
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v٣

.

vi

.

vn

.

v١

.

u٢

.

u٣

.

ui

.

un

.

u١

K١,n ستاره گراف مرکزی گراف (ب) و K١,n ستاره گراف (الف) :۴.٢ شکل

تعریف به توجه با باشد. K١,n ستاره گراف رئوس مجموعه {v, v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
رئوس و شده زیر�تقسیم M(K١,n) در (١ ≤ i ≤ n) ei راس توسط K١,n از vvi یال هر میانی، گراف

داریم لذا می�کنند. القا M(K١,n) در را n+ ١ مرتبه از خوشه�ای v, e١, e٢, . . . , en
V [M(K١,n)] = {v} ∪ {vi| ١ ≤ i ≤ n} ∪ {ei| ١ ≤ i ≤ n}.

به را زیر نا�پذیری رنگ و گرفته در�نظر را C = {c١, c٢, . . . , cn, cn+١} رنگ�های مجموعه حال،
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e٢
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K١,n ستاره گراف میانی گراف (ب) و K١,n ستاره گراف (الف) :۵.٢ شکل

دهید اختصاص M(K١,n)

c(v) = c(v١) = cn+١,

c(ei) = ci ١ ≤ i ≤ n,

c(vi) = c١ ٢ ≤ i ≤ n.



١٧ ستاره گراف کلی و میانی مرکزی، گراف نا�پذیری رنگ .٢.٢

داریم بنابراین
χc[M(K١,n)] ≥ n+ ١.

لذا .n٣+٢n٢ <
(
n+٢
٢
)
و است n٣+٢n

٢ برابر M(K١,n) در یال�ها تعداد طرفی از
χc[M(K١,n)] ≤ n+ ١.

.χc[M(K١,n)] = n+ ١ نتیجه در

داریم K١,n ستاره گراف برای [١٠] .۴.٢.٢ قضیه
χc[T (K١,n)] = n+ ٢.

به توجه با .E(K١,n) = {e١, e٢, . . . , en} و V (K١,n) = {v, v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
بگیریم، در�نظر آن با متناظر یال نام را یال هر کننده زیر�تقسیم راس نام اگر کلی، گراف تعریف

V [T (K١,n)] = {v} ∪ {ei| ١ ≤ i ≤ n} ∪ {vi| ١ ≤ i ≤ n}

T (K١,n) در یال�ها تعداد چون می�کنند. القا را n + ١ مرتبه از خوشه�ای v, e١, e٢, . . . , en رئوس و
بنابراین است،

(
n+٣
٢
)
از کمتر اکیدا مقدار این و است n٢+۵n

٢ برابر
χc[T (K١,n)] ≤ n+ ٢.
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K١,n ستاره گراف کلی گراف (ب) و K١,n ستاره گراف (الف) :۶.٢ شکل

است نا�پذیری رنگ یک T (K١,n) برای زیر آمیزی +n)−رنگ ٢) بوضوح

c(v) = cn+١,

c(ei) = ci ١ ≤ i ≤ n,

c(vi) = cn+٢ ١ ≤ i ≤ n.

نتیجه در و χc[T (K١,n)] ≥ n+ ٢ لذا
χc[T (K١,n)] = n+ ٢.



١٨ کلی و میانی مرکزی، گراف�های از برخی روی آمیزی رنگ .٢

داریم K١,n ستاره گراف برای [١٠] .۵.٢.٢ قضیه

χc[C(K١,n)] = χc[M(K١,n)] = χ[M(K١,n)] = n+ ١,

χ[T (K١,n)] = n+ ١, (n ≥ ٢).

اکنون، .χc[C(K١,n)] = χc[M(K١,n)] = n + ١ شد ثابت ٣.٢.٢ و ٢.٢.٢ قضایای در برهان.
راس توسط K١,n از vvi یال هر کنید فرض هم�چنین و V (K١,n) = {v, v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض

بنابراین باشد. شده زیر�تقسیم M(K١,n) در (١ ≤ i ≤ n) ei

V [M(K١,n)] = {v} ∪ {ei| ١ ≤ i ≤ n} ∪ {vi| ١ ≤ i ≤ n}.

القا M(K١,n) در را n+ ١ مرتبه از خوشه�ای v, e١, e٢, . . . , en رئوس میانی گراف تعریف به توجه با
است مجاز M(K١,n) برای زیر آمیزی رنگ طرفی از .χ[M(K١,n)] ≥ n+ ١ لذا می�کنند.

c(v) = c(v١) = cn+١, c(vi) = c١ ٢ ≤ i ≤ n,

c(ei) = ci ١ ≤ i ≤ n.

ثابت n ≥ ٢ برای فوق، مشابه .χ[M(K١,n)] = n+ ١ نتیجه در و χ[M(K١,n)] ≤ n+ ١ بنابراین
.χ[T (K١,n)] = n+ ١ می�شود

دو�بخشی گراف گرافستاره، گرافمرکزی متعادل رنگآمیزی ٣.٢
کامل گراف و کامل

کابرد چند بیان هم�چنین و آن با متناظر رنگی عدد و متعادل٢ آمیزی رنگ تعریف از پس بخش، این در
گراف و کامل دو�بخشی گراف ستاره، گراف مرکزی گراف برای را متعادل رنگی عدد آمیزی، رنگ این از

می�نماییم. بررسی کامل

V١, V٢, . . . , Vk کلاس k به رئوسگرافGرا مجموعه بتوان اگر [١] متعادل). (رنگآمیزی تعریف١.٣.٢
شرط ،i ̸= j که i, j هر برای و بوده مستقل مجموعه�ای Vi ،١ ≤ i ≤ k هر برای به�طوری�که کرد، افراز
(V١, V٢, . . . , Vk) و متعادل پذیر k−رنگ ،G آن�گاه ،(١ ≤ i, j ≤ k) باشد برقرار ||Vi| − |Vj|| ≤ ١
رنگی عدد باشد، متعادل پذیر k−رنگ ،G که kیی عدد کوچکترین می�شود. نامیده متعادل مستقل افراز

می�شود. داده نشان χ=(G) با و شده نامیده G گراف متعادل

آن دلخواه رنگی کلاس دو هر اندازه اختلاف که G گراف مجاز آمیزی k−رنگ بوضوح .٢.٣.٢ ملاحظه
می�باشد. G گراف متعادل آمیزی k−رنگ با معادل است، یک حداکثر

مسئله هم�چنین و هفته کاری روز شش در زباله آوری جمع مسئله جمله از مسائل، از بسیاری
در نمود. بررسی و مدل�سازی آمیزی، رنگ این از استفاده با می�توان را کار ساعات جدول برنامه�ریزی

٢equitable coloring



١٩ کامل گراف و کامل دو�بخشی گراف ستاره، گراف مرکزی گراف متعادل آمیزی رنگ .٣.٢

که مسیر�هایی و گرفته در�نظر گراف یک رئوس را زباله آوری جمع مسیر�های زباله، آوری جمع مسئله
روز شش از یکی اختصاص می�کنیم. مجاور هم با یال یک به�وسیله را شوند پیموده روز یک در نباید
در برابر مسیر تعداد داشتن اگر و کرد تبدیل ۶−رنگ ساده�تر مسئله به می�توان را مسیر هر به هفته کاری
برنامه�ریزی در کرد. حل ۶−رنگ با متعادل آمیزی رنگ کمک به آن�را می�توان باشد، نظر مورد روز هر
کلاس هر که به�گونه�ای باشد، نظر مورد دانشگاه کار ساعات جدول برنامه�ریزی اگر کار، ساعات جدول
مجموعه X که G[X, Y ] دو�بخشی گراف باید باشند، داشته برابر سخنرانی تعداد روز هر در استاد هر و
این�صورت در کنیم. مدل�سازی را است کلاس�ها با متناظر رئوس مجموعه Y و اساتید با متناظر رئوس
حال، باشد. داشته سخنرانی y کلاس در x استاد اگر تنها و اگر مجاورند، y ∈ Y و x ∈ X رئوس

می�یابد. کاهش G[X, Y ] متعادل یالی آمیزی رنگ به مناسب برنامه�ریزی جدول یافتن مسئله

زیر به�صورت ،n ≥ ٣ برای ،K١,n ستاره گراف مرکزی گراف متعادل رنگی عدد [١] .٣.٣.٢ قضیه
است

χ=[C(K١,n)] = n.

کننده زیر�تقسیم راس ui ،١ ≤ i ≤ n هر برای و V (K١,n) = {v, v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
مرکزی، گراف تعریف به توجه با باشد. C(K١,n) در vvi یال

V [C(K١,n)] = V (K١,n) ∪ {ui| ١ ≤ i ≤ n}

رئوس مجموعه حال، می�کند. القا C(K١,n) در را راسی n خوشه�ای {v١, v٢, . . . , vn}رئوس مجموعه و
می�کنیم افراز زیر زیر�مجموعه�های به را V [C(K١,n)]

V١ = {v, v١},

V٢ = {u١, v٢, un},

Vi = {vi, ui−١} ٣ ≤ i ≤ n.

مجموعه�ای Viها از یک هر پس ،n ≥ ٣ چون .
∪n

i=١ Vi = V [C(K١,n)] و هستند مجزا Viها بوضوح
.χ=[C(K١,n)] ≤ n لذا .(١ ≤ i, j ≤ n) ||Vi| − |Vj|| ≤ ١ ،i ̸= j هر برای و هستند مستقل
شامل C(K١,n) چون .χ=[C(K١,n)] < n کنید فرض خلف به ،χ=[C(K١,n)] ≥ n اثبات برای
رنگ چون ،٢.٣.٢ ملاحظه به توجه با طرفی از .χ[C(K١,n)] ≥ n پس است، n مرتبه از خوشه�ای
که می�دهد نشان تناقض این .χ=[C(K١,n)] ≥ n لذا است، مجاز آمیزی رنگ یک متعادل آمیزی

.χ=[C(K١,n)] = n بنابراین .χ=[C(K١,n)] ≥ n

Kn,n کامل دو�بخشی گراف مرکزی گراف متعادل رنگی عدد باشد، n ≥ ٣ اگر [١] .۴.٣.٢ قضیه
است زیر به�صورت

χ=[C(Kn,n)] = n.

و X = {vi| ١ ≤ i ≤ n} و بوده Kn,n دو�بخشی گراف بخش�های Y و X کنید فرض برهان.
در را راسی n خوشه�ای X رئوس مرکزی، گراف تعریف به توجه با باشد. Y = {v′i| ١ ≤ i ≤ n}



٢٠ کلی و میانی مرکزی، گراف�های از برخی روی آمیزی رنگ .٢

می�کنند. القا C(Kn,n) در را n مرتبه از خوشه�ای نیز Y رئوس مشابه، به�صورت و می�کنند القا C(Kn,n)

شده زیر�تقسیم C(Kn,n) در uij راس توسط (١ ≤ i ≤ n,١ ≤ j ≤ n) viv
′
j یال کنید فرض حال،

بنابراین باشد.
V [C(Kn,n)] = X ∪ Y ∪ {uij| ١ ≤ i ≤ n,١ ≤ j ≤ n}.

.χ=[C(Kn,n)] ≥ n ،٢.٣.٢ ملاحظه به توجه با پس است، n مرتبه از خوشه�هایی شامل C(Kn,n) چون
می�کنیم افراز زیر به�صورت را V [C(Kn,n)] رئوس مجموعه اکنون،

V١ = {v١, v′١, u٢٣} ∪ {unj| ٢ ≤ j ≤ n},

Vi = {vi, v′i, u(i+١)(i+٢)} ∪ {u(i−١)j| ١ ≤ j ≤ n, j ̸= i} ٢ ≤ i ≤ n.

برابر
∪n

i=١ Vi و بوده مجزا Viها بوضوح می�باشند. n پیمانه در محاسبات فوق افراز در که، شود توجه
بوده مستقل مجموعه�ای Vi ،١ ≤ i ≤ n هر برای پس ،n ≥ ٣ چون طرفی از می�باشد. V [C(Kn,n)]

داریم (١ ≤ i, j ≤ n) i ̸= j هر برای لذا می�باشد. |Vi| = n+ ٢ و
||Vi| − |Vj|| ≤ ١.

.χ=[C(Kn,n)] = n نتیجه در و χ=[C(Kn,n)] ≤ n بنابراین

است زیر به�صورت ،n ≥ ۴ که ،Kn کامل گراف مرکزی گراف متعادل رنگی عدد [١] .۵.٣.٢ قضیه
χ=[C(Kn)] = ٣.

که ،V [C(Kn)] = {v١, v٢, . . . , vn} ∪ {uij|١ ≤ i ≤ n− ١, i+ ١ ≤ j ≤ n} کنید فرض برهان.
c١ رنگ و گرفته در�نظر را v١ مانند دلخواه راسی می�باشد. Kn از {vi, vj} یال کننده زیر�تقسیم راس uij
آمیزی رنگ آن�که برای است. مجاور (٢ ≤ j ≤ n) u١j راس n−١ با v١ می�دهیم. اختصاص آن به را
رنگ با شده رنگ رئوس می�دهیم. اختصاص را c٢ رنگ مجاور�ند، غیر دو�به�دو که u١jها، به باشد مجاز
رنگ آن�که برای مجددا مجاور�ند. غیر دو�به�دو رئوس این و هستند مجاور دیگر راس یک با یک هر c٢
زیر�تقسیم رئوس باقی�مانده، نشده رنگ رئوس می�دهیم. اختصاص را c١ رنگ آن�ها به باشد مجاز آمیزی
رنگ c١ با مجاورشان رئوس و بوده مجاور غیر دو�به�دو رئوس این می�باشند. Kn از یال

(
n−١
٢
)
کننده

رنگ رئوس مجموعه به�ترتیب، را، V٢ و V١ اگر می�دهیم. اختصاص را c٢ رنگ رئوس این به است. شده
داریم رئوس به شده داده اختصاص رنگ�های به توجه با بگیریم، در�نظر c٢ و c١ با شده

|V١| = ١+ n− ١ = n,

|V٢| = n− ١+

(
n− ١
٢

)
.

از یکی از را آمیزی رنگ اگر که، شود توجه .||Vi| − |Vj|| > ١ داشت خواهیم n ≥ ۴ برای نتیجه در
را C(Kn) بنابراین رسید. خواهیم مشابه نتیجه به کنیم، شروع نیز Kn یال�های کننده زیر�تقسیم رئوس

.χ=[C(Kn)] ≥ ٣ لذا و نمود آمیزی رنگ متعادل به�صورت رنگ دو با نمی�توان
،V١ کنید فرض نمود. آمیزی رنگ متعادل به�صورت رنگ سه با می�توان را C(Kn) می�دهیم نشان
C(Kn) برای زیر آمیزی رنگ در c٣ و c٢ ،c١ رنگ�های با شده رنگ رئوس مجموعه به�ترتیب، ،V٣ و V٢



٢١ دور و مسیر کلی گراف متعادل آمیزی رنگ .۴.٢

آمیزی رنگ c٣ و c٢ ،c١ با دوری، به�ترتیب را، C(Kn) بیرونی رئوس و کرده شروع v١ راس از باشند.
{v١, u١٢, v٢, u٢٣, v٣, . . . , un−١n, vn, u١n}رئوس مجموعه ،C(Kn) بیرونی رئوس از (منظور می�کنیم
در چون می�گیریم. در�نظر c٢ را u١n رنگ است، دو ٣ بر n باقی�مانده حالتی�که در شود، توجه می�باشد).
داشت خواهند یکسان رنگ�های مجاور�ند که u١n و v١ راس دو و می�شود c(u١n) = c١ این�صورت غیر
که را (١ ≤ i, j ≤ n, i ̸= j) �uijای رئوس اکنون، است. تناقض در آمیزی رنگ بودن مجاز با این و
رنگ رئوس می�کنیم. رنگ است، متمایز c(vj) و c(vi) با که سومی رنگ با می�باشد، c(vi) ̸= c(vj)

n+(n٢)
٣ هم�چنین می�شماریم. را آن�ها اعضای تعداد و داده قرار (١ ≤ i ≤ ٣) Viها در را این�جا به تا شده

||Vi|−|Vj|| ≤ ١ شرط با زیر�مجموعه سه به را C(Kn)رئوس مجموعه اگر در�یابیم، تا می�کنیم محاسبه را
رئوس تعداد طریق بدین باشند. داشته باید اندازه�هایی چه مجموعه سه این کنیم، افراز (١ ≤ i, j ≤ ٣)
می�توان راحتی به می�شود. مشخص شوند، رنگ c٣ و c٢ ،c١ رنگ�های از یک هر با باید که باقی�مانده�ای
آمیزی رنگ و بوده برقرار آن�ها برای فوق شرط که کرد رنگ به�گونه�ای رنگ سه این با را باقی�مانده رئوس
رئوس مجموعه بنابراین است،

∪٣
i=١ Vi = V [C(Kn)] و بوده مستقل Viها چون حال، باشد. مجاز

برقرار متعادل آمیزی رنگ شرایط به�طوری�که کرد، افراز فوق به�صورت مجموعه سه به می�توان را C(Kn)

.χ=[C(Kn)] ≤ ٣ بنابراین باشد.
داریم فوق مطالب به توجه با

χ=[C(Kn)] = ٣.

دور و مسیر کلی گراف متعادل آمیزی رنگ ۴.٢

مسیر کلی گراف متعادل رنگی عدد قبل، بخش در متعادل آمیزی رنگ تعریف به توجه با بخش، این در
می�کنیم. محاسبه را دور و

است زیر به�صورت ،n ≥ ٣ که ،Pn مسیر کلی گراف متعادل رنگی عدد [١] .١.۴.٢ قضیه
χ=[T (Pn)] = ٣.

کنید فرض هم�چنین و V (Pn) = {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
V [T (Pn)] = {vi| ١ ≤ i ≤ n} ∪ {ui| ١ ≤ i ≤ n− ١},

می�کنیم. بحث n برای ممکن حالات روی می�باشد. T (Pn) در vivi+١ یال کننده زیر�تقسیم راس ui که

می�گیریم در�نظر را زیر به�صورت T (Pn) از مستقل مجموعه�های ،n ≡ ٠ (mod ٣) اگر .١ حالت

V١ = {vi|i ≡ ١ (mod ١,(٣ ≤ i ≤ n− ٢} ∪ {uj|j ≡ ٢ (mod ٣), ٢ ≤ j ≤ n− ١},

V٢ = {vi|i ≡ ٢ (mod ٢,(٣ ≤ i ≤ n− ١} ∪ {uj|j ≡ ٠ (mod ٣), ٣ ≤ j ≤ n− ٣},

V٣ = {vi|i ≡ ٠ (mod ٣,(٣ ≤ i ≤ n} ∪ {uj|j ≡ ١ (mod ١,(٣ ≤ j ≤ n− ٢}.



٢٢ کلی و میانی مرکزی، گراف�های از برخی روی آمیزی رنگ .٢

می�گیریم. در�نظر تهی برابر را V٢ از دوم مجموعه است، n = ٣ حالتی�که در کنید، توجه

مجزا دوبه�دو ،|V٢| = ٢n−٣
٣ و |V١| = |V٣| = ٢n

٣ که Viها، و
∪٣

i=١ Vi = V [T (Pn)] بوضوح
،i ̸= j هر برای که است موجود V [T (Pn)] از (V١, V٢, V٣) افراز حالت این در بنابراین هستند.

.χ=[T (Pn)] ≤ ٣ لذا .||Vi| − |Vj|| ≤ ١

می�گیریم در�نظر را زیر به�صورت مستقل مجموعه�های ،n ≡ ١ (mod ٣) اگر .٢ حالت

V١ = {vi|i ≡ ١ (mod ١,(٣ ≤ i ≤ n} ∪ {uj|j ≡ ٢ (mod ٣), ٢ ≤ j ≤ n− ٢},

V٢ = {vi|i ≡ ٢ (mod ٢,(٣ ≤ i ≤ n− ٢} ∪ {uj|j ≡ ٠ (mod ٣), ٣ ≤ j ≤ n− ١},

V٣ = {vi|i ≡ ٠ (mod ٣,(٣ ≤ i ≤ n− ١} ∪ {uj|j ≡ ١ (mod ٣), ١ ≤ j ≤ n− ٣}.

و |V٢| = ٢n−٢
٣ ،|V١| = ٢n+١

٣ که هستند V [T (Pn)] از افرازی V٣ و V٢ ،V١ مجموعه�های
.χ=[T (Pn)] ≤ ٣ پس .||Vi| − |Vj|| ≤ ١ ،i ̸= j هر برای بوضوح هم�چنین .|V٣| = ٢n−٢

٣

می�گیریم در�نظر را زیر مستقل مجموعه�های ،n ≡ ٢ (mod ٣) اگر .٣ حالت

V١ = {vi|i ≡ ١ (mod ١,(٣ ≤ i ≤ n− ١} ∪ {uj|j ≡ ٢ (mod ٣), ٢ ≤ j ≤ n− ٣},

V٢ = {vi|i ≡ ٢ (mod ٢,(٣ ≤ i ≤ n} ∪ {uj|j ≡ ٠ (mod ٣), ٣ ≤ j ≤ n− ٢},

V٣ = {vi|i ≡ ٠ (mod ٣,(٣ ≤ i ≤ n− ٢} ∪ {uj|j ≡ ١ (mod ٣), ١ ≤ j ≤ n− ١}.

||Vi| − |Vj|| ≤ ١ ،i ̸= j هر برای و هستند V [T (Pn)] برای افرازی فوق مجموعه�های بوضوح
.χ=[T (Pn)] ≤ ٣ لذا می�باشد.

٣ طول به دور یک حداقل شامل T (Pn) چون طرفی از .χ=[T (Pn)] ≤ ٣ ،n ≥ ٣ هر برای بنابراین
.χ=[T (Pn)] = ٣ نتیجه در و χ=[T (Pn)] ≥ ٣ لذا است،

است زیر به�صورت Cn دور کلی گراف متعادل رنگی عدد باشد، ٣ از مضربی n اگر [١] .٢.۴.٢ قضیه

χ=[T (Cn)] = ٣.

کنید فرض برهان.

V (Cn) = {v١, v٢, . . . , vn},

V [T (Cn)] = {v١, v٢, . . . , vn} ∪ {u١, u٢, . . . , un},

در vivi+١ یال کننده زیر�تقسیم راس (١ ≤ i ≤ n − ١) ui و vnv١ یال کننده زیر�تقسیم راس un که
بگیرید در�نظر را زیر به�صورت V [T (Cn)] از مستقل مجموعه�های حال، می�باشند. T (Cn)

V١ = {vi|i ≡ ٠ (mod ٣,(٣ ≤ i ≤ n} ∪ {uj|j ≡ ١ (mod ٣), ١ ≤ j ≤ n− ٢},

V٢ = {vi|i ≡ ١ (mod ١,(٣ ≤ i ≤ n− ٢} ∪ {uj|j ≡ ٢ (mod ٣), ٢ ≤ j ≤ n− ١},

V٣ = {vi|i ≡ ٢ (mod ٢,(٣ ≤ i ≤ n− ١} ∪ {uj|j ≡ ٠ (mod ٣), ٣ ≤ j ≤ n}.



٢٣ دور و مسیر کلی گراف متعادل آمیزی رنگ .۴.٢

برای بنابراین .|V١| = |V٢| = |V٣| = ٢n
٣ که می�باشند V [T (Cn)] از افرازی فوق مستقل مجموعه�های

یک حداقل شامل T (Cn) چون طرفی از .χ=[T (Cn)] ≤ ٣ لذا و ||Vi| − |Vj|| ≤ ٠ ≤ ١ ،i ̸= j هر
.χ=[T (Cn)] = ٣ نتیجه در و χ=[T (Cn)] ≥ ٣ پس می�باشد، ٣ طول به دور



٢۴



٣ فصل

روی استقلال و پوششی اعداد مثلث�ها، تعداد
میشلسکی و کلی گراف�های

مقدمه ١.٣

انکار�ناپذیر بشر زندگی در آن�ها، به وابسته علوم و ارتباطی شبکه�های کامپیوتر، پر�رنگ نقش امروزه
تلقی مهم مسئله�ای امور این به مربوط مختلف بخش�های در هزینه�ها کاهش و بهینه�سازی لذا است.
اغلب در و هستند محدودی انرژی دارای حسگر شبکه�های این�که به توجه با راستا، همین در می�شود.
شده طراحی پرتکل�های ندارد، وجود گره�ها باتری کردن شارژ امکان بی�سیم حسگر شبکه�های کاربرد�های
پرتکل�های طراحی در انرژی مدیریت این�سو از باشند. انرژی-کارآمد المقدور حتی باید شبکه�ها این برای
افزایش و حسگر گره�های بین بار تعدیل برای کارآمد رویکرد یک خوشه�بندی و است مهم نیاز یک آن�ها
و انرژی-کارآمد پرتکل�های طراحی برای اصلی رویکرد�های از یکی خوشه�بندی است. شبکه عمر طول
توسط خوشه درون گره�های ارسالی داده�های وسیله این به است. بی�سیم حسگر شبکه�های مقیاس�پذیر
ارسال از ناشی ارتباطی اضافی بار هم�چنین و می�شود ارسال پایه ایستگاه به و شده تجمیع سر�خوشه
منابع و انرژی مصرف در و می�یابد کاهش گره�ها بین امواج تداخل و انرژی مصرف نتیجه در و داده�ها

می�شود. صرفه�جویی

محاسبه گراف یک تبدیلات از برخی برای را راسی) سه (خوشه�های مثلث�ها تعداد ابتدا فصل، این در
از برخی برای را نا�پذیری رنگ عدد و رنگی عدد یالی، و راسی استقلال و پوشش اعداد سپس و نموده
ساختار�های در مثلث�ها تعداد برای را بالایی کران�های انتها، در می�کنیم. بررسی ستاره گراف ساختار�های
مثلث�های تعداد فصل تمام در و بوده [٨] مرجع از فصل این نتایج می�کنیم. مطرح گراف�ها معروف

است. شده داده نشان t(G) با G دلخواه گراف

٢۵



٢۶ میشلسکی و کلی گراف�های روی استقلال و پوششی اعداد مثلث�ها، تعداد .٣

یک روی میانی و مرکزی کلی، گراف مثلث�های تعداد بررسی ٢.٣
آن میشلسکی گراف و گراف

گراف کلی گراف هم�چنین و آن میشلسکی و گراف یک میانی و کلی گراف مثلث�های تعداد بخش این در
نیز ویژه گراف�های از برخی برای را آن�ها مقدار قسمت هر در می�کنیم. بررسی را گراف یک مرکزی

می�کنیم. محاسبه

داریم G ,p)−گراف q) هر برای .١.٢.٣ قضیه

t[T (G)] = ٢t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[
d٢G(vi) + ٢mi

(
dG(vi)

٣

)]
,

است. mi = ٠ این�صورت غیر در و mi = ١ ،dG(vi) ≥ ٣ اگر که

یال q ،G چون می�شود. تولید T (G) در < {u, v, e} > مثلث ،G از e = uv یال هر برای برهان.
e١, e٢, . . . , en و بوده G از دلخواه راسی v کنید فرض حال، می�شود. ایجاد T (G) در مثلث qپس دارد،

داریم T (G) برای را زیر حالت دو باشند. آن بر واقع یال�های

برای لذا می�شود. ظاهر T (G) در < {v, ei, ej} مثلث< ،ej و ei متمایز یال دو برای .١ حالت
داشت. خواهیم T (G) در متمایز مثلث

(
n
٢
)
،n ≥ ٢

داشت. خواهیم T (G) در را < {ei, ej, ek} مثلث< ،ek و ej ،ei متمایز یال سه برای .٢ حالت
می�شود. ایجاد T (G) در متمایز مثلث

(
n
٣
)
،n ≥ ٣ برای پس

سه توسط شده ایجاد مثلث یکی داشت؛ خواهیم T (G) در مثلث دو ،G در مثلث هر ازای به هم�چنین
آن. یال�های توسط شده تولید مثلث دیگری و مثلث راس

داریم ٣٠.١.١ قضیه و فوق مطالب به توجه با

t[T (G)] ≥ q +

p∑
i=١

(
dG(vi)

٢

)
+

p∑
i=١

mi

(
dG(vi)

٣

)
+ ٢t(G)

=
١
٢

p∑
i=١

dG(vi) +

p∑
i=١

dG(vi)!

٢!(dG(vi)− ٢)! +
p∑

i=١
mi

(
dG(vi)

٣

)
+ ٢t(G)

=
١
٢

p∑
i=١

dG(vi) +

p∑
i=١

dG(vi)(dG(vi)− ١)
٢ +

p∑
i=١

mi

(
dG(vi)

٣

)
+ ٢t(G)

=
١
٢

p∑
i=١

dG(vi) +
١
٢

p∑
i=١

d٢G(vi)−
١
٢

p∑
i=١

dG(vi) +

p∑
i=١

mi

(
dG(vi)

٣

)
+ ٢t(G)

= ٢t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[
d٢G(vi) + ٢mi

(
dG(vi)

٣

)]
,

است. mi = ٠ این�صورت غیر در و mi = ١ ،dG(vi) ≥ ٣ اگر که



٢٧ آن میشلسکی گراف و گراف یک روی میانی و مرکزی کلی، گراف مثلث�های تعداد بررسی .٢.٣

برقرار هنگامی قضیه حکم باشد. T (G) در مثلثی < {vi, vj, vk} > کنید فرض دیگر، طرف از
vj ،vi برای ممکن حالات روی شود. حاصل فوق حالات از یکی از < {vi, vj, vk} > مثلث که است

می�کنیم. بحث vk و

است. G در مثلثی < {vi, vj, vk} > آن�گاه ،{vi, vj, vk} ⊆ V (G) اگر (١

نوع از مثلثی < {vi, vj, vk} > آن�گاه باشد، G از یالی vk و vj ،vi رئوس از یکی دقیقا اگر (٢
بود. خواهد اثبات ابتدای در شده تولید مثلث�های

نوع از < {vi, vj, vk} > مثلث آن�گاه باشند، G از یال�هایی vk و vj ،vi از راس دو دقیقا اگر (٣
است. ١ حالت

باشد، ستاره گراف G در آن�ها القایی زیر�گراف و بوده G یال�های vk و vj ،vi راس سه هر اگر (۴
بود. خواهد ٢ حالت نوع از < {vi, vj, vk} > مثلث

نباشد، ستاره گراف G در آن�ها القایی زیر�گراف و بوده G یال�های vk و vj ،vi راس سه هر اگر .١
می�باشند. G در مثلث یک یال�های vk و vj ،vi آن�گاه

در آن با متناظر یال نام را T (G) در G یال�های کننده زیر�تقسیم راس نام فوق برهان در که، کنید توجه
گرفته�ایم. در�نظر G

.t[T (Pn)] = ٢n− ٣ ،n ≥ ٢ برای الف) .٢.٢.٣ نتیجه

.t[T (Cn)] = ٢n ،n > ٣ برای و t[T (C٣)] = ٨ ب)

.t[T (Km,n)] =
mn
۶ (m٢ + n٢ + ۴) ج)

.t[T (Kn)] =
١
۶ [n(n− ١)(n٢ − ١)] د)

٢ است، یک که انتها و ابتدا راس بجز آن، راس هر درجه و بوده مثلث فاقد Pn بوضوح (الف) برهان.
داریم ١.٢.٣ قضیه از بنابراین می�باشد.

t[T (Pn)] = ٢× ٠+
١
١)٢

٢ +

بار n−٢︷ ︸︸ ︷
٢٢ + · · ·+ ١٢+٢٢ + ٢× ٠)

=
١
٢ [٢+ ۴(n− ٢)]

=
١
٢(۴n− ۶)

= ٢n− ٣.



٢٨ میشلسکی و کلی گراف�های روی استقلال و پوششی اعداد مثلث�ها، تعداد .٣

داریم ١.٢.٣ قضیه از می�باشد. ٢ آن راس هر درجه و است مثلث یک دارای C٣ بوضوح (ب)

t[T (C٣)] = ٢× ١+
١
٢)٢

٢ + ٢٢ + ٢٢ + ٢× ٠)

= ٢+
١
٢(۴× ٣)

= ٨.

١.٢.٣ قضیه از می�باشد. ٢ آن راس هر درجه و بوده مثلث فاقد Cn که است بدیهی ،n > ٣ برای اما
داشت خواهیم

t[T (Cn)] = ٢× ٠+
١
٢(

بار n︷ ︸︸ ︷
٢٢ + · · ·+ ٢+٢٢× ٠)

= ٢n.

با می�باشد. m درجه از راس n و n درجه از راس m دارای و بوده مثلث فاقد Km,n بوضوح (ج)
می�کنیم. بحث n و m برای مختلف حالات روی ١.٢.٣ قضیه از استفاده

.m = n = ١ (١

t[T (K١,١)] = ٢× ٠+
١
١)٢

٢ + ١٢ + ٢× ٠)

= ١

=
١× ١
۶ (١٢ + ١٢ + ۴).

است). مشابه نیز n = ١ و m = ٢ (برای n = ٢ و m = ١ (٢

t[T (K١,٢)] = ٢× ٠+
١
١)٢

٢ + ١٢ + ٢٢ + ٢× ٠)

= ٣

=
١× ٢
۶ (١٢ + ٢٢ + ۴).

.m = n = ٢ (٣

t[T (K٢,٢)] = ٢× ٠+
١
٢)٢× ٢٢ + ٢× ٢٢ + ٢× ٠)

= ٨

=
٢× ٢
۶ (٢٢ + ٢٢ + ۴).



٢٩ آن میشلسکی گراف و گراف یک روی میانی و مرکزی کلی، گراف مثلث�های تعداد بررسی .٢.٣

است). مشابه نیز n = ١ و m = ٣ (برای n = ٣ و m = ١ (۴

t[T (K١,٣)] = ٢× ٠+
١
٣)٢

٢ + ٣× ١٢ + ٢× ١
(
٣
٣

)
)

= ٧

=
١× ٣
۶ (١٢ + ٣٢ + ۴).

است). برقرار مشابه به�طور نیز n = ٢ و m = ٣ (برای n = ٣ و m = ٢ (۵

t[T (K٢,٣)] = ٢× ٠+
١
٢)٢× ٣٢ + ٣× ٢٢ + ٢× ٢× ١

(
٣
٣

)
)

= ١٧

=
٢× ٣
۶ (٢٢ + ٣٢ + ۴).

.m,n ≥ ٣ (۶

t[T (Km,n)] = ٢× ٠+
١
٢(m× n٢ + n×m٢ +m× ٢× ١

(
n

٣

)
+ n× ٢× ١

(
m

٣

)
)

=
١
٢(mn

٢ + nm٢ + ٢m n(n− ١)(n− ٢)
۶ + ٢nm(m− ١)(m− ٢)

۶ )

=
mn

۶ (٣n+ ٣m+ n٢ − ٣n+ ٢+m٢ − ٣m+ ٢)

=
mn

۶ (m٢ + n٢ + ۴).

مقادیر روی می�باشد. مثلث
(
n
٣
)
دارای ،n ≥ ٣ برای و بوده n−١ ،Kn راس هر درجه بوضوح (د)

می�کنیم. بحث n مختلف

داریم قضیه حکم از هم�چنین است. مثلث فاقد T (K١) که است بدیهی .n = ١ (١

t[T (K١)] =
١
۶ [١)١− ١٢)(١ − ١)] = ٠.

است. برقرار n = ١ برای حکم لذا

T (K٢) لذا می�شود، ایجاد آن کلی گراف در مثلث یک گراف در یال هر ازای به چون .n = ٢ (٢
داریم قضیه حکم به توجه با طرفی از ببینید). را ١.٣ (شکل دارد مثلث یک

t[T (K٢)] =
١
۶ [٢)٢− ٢٢)(١ − ١)] = ١.

است. برقرار نیز n = ٢ برای حکم پس

نیز قضیه حکم از دارد. مثلث ٨ ،T (K٣) (ب)، قسمت به توجه با ،C٣ = K٣ چون .n = ٣ (٣
داریم

t[T (K٣)] =
١
۶ [٣)٣− ٣٢)(١ − ١)] = ٨.

است. برقرار حکم نیز حالت این در لذا



٣٠ میشلسکی و کلی گراف�های روی استقلال و پوششی اعداد مثلث�ها، تعداد .٣

..
(الف)

.
(ب)

.
=⇒

K٢ کلی گراف (ب) و K٢ گراف (الف) :١.٣ شکل

داریم ١.٢.٣ قضیه به توجه با .n ≥ ۴ (۴

t[T (Kn)] = ٢
(
n

٣

)
+
١
٢

[
n(n− ٢(١ + n× ٢× ١

(
n− ١
٣

)]
= ٢ n(n− ١)(n− ٢)

۶ +
١
٢

[
n(n− ٢(١ + ٢n (n− ١)(n− ٢)(n− ٣)

۶

]
=

١
۶
[
٢n(n− ١)(n− ٢) + ٣n(n− ٢(١ + n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣)

]
=
n(n− ١)

۶ (٢n− ۴+ ٣n− ٣+ n٢ − ۵n+ ۶)

=
١
۶ [n(n− ١)(n٢ − ١)].

،M = m١m٢ . . .mn دهیم قرار (١ ≤ i ≤ n) mi > ٣ هر و n ≥ ٢ هر برای اگر .٣.٢.٣ نتیجه
آن�گاه

t[T (□n
i=١Cmi

)] =
٢Mn

٣ (٢n٢ + ١).

٢ ،Cmi
راس هر درجه (چون ٢n−منتظم گراف □n

i=١Cmi
دکارتی، ضرب تعریف به توجه با برهان.

هر برای (چون آزاد مثلث و است) وصل تا ٢ تا n به □n
i=١Cmi

راس هر پس است، ١ ≤ i ≤ n و بوده
می�باشد) مثلث فاقد نیز □n

i=١Cmi
نتیجه در و بوده مثلث فاقد Cmi

لذا است، mi > ٣ ،١ ≤ i ≤ n

داریم ١.٢.٣ قضیه از است. M = m١m٢ . . .mn مرتبه از

t[T (□n
i=١Cmi

)] = ٢× ٠+
M

٢

[
(٢n)٢ + ٢× ١

(
٢n
٣

)]
=
M

٢

[
۴n٢ + ٢ ٢n(٢n− ٢)(١n− ٢)

۶

]
=
M

۶ (١٢n٢ + ٨n٣ − ١٢n٢ + ۴n)

=
M

۶ (٨n٣ + ۴n)

=
٢Mn

٣ (٢n٢ + ١).

است. شده گرفته در�نظر یک
(٢n
٣
)
ضریب می�باشد، n ≥ ٢ چون که شود توجه
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داریم باشد. δ(G) ≥ ٢ و مثلث t(G) با ,p)−گراف q) یک G کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه

t[T (µ(G))] = ٨t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[
٣d٣G(vi) + d٢G(vi)

]
+

(
١٨q + ۵p+ p٣

۶

)
.

گراف تعریف به توجه با باشد. G گراف رئوس مجموعه V = {v١, v٢, . . . , vp} کنید فرض برهان.
داریم میشلسکی

V [µ(G)] = V ∪ V ′ ∪ {w},

E[µ(G)] = E(G) ∪ {uv′i : uvi ∈ E(G),١ ≤ i ≤ p} ∪ {v′iw : ١ ≤ i ≤ p},

G در n درجه از v دلخواه راس مجاور رئوس v١, v٢, . . . , vn کنید فرض .V ′ = {v′i : ١ ≤ i ≤ p} که
.dµ(G)(v) = ٢n بنابراین بود. خواهند µ(G) در v مجاور رئوس v١, v′١, v٢, v′٢, . . . , vn, v′n لذا باشند.
لذا است. مجاور w و v١, v٢, . . . , vn رئوس با که است موجود µ(G) در v′ راس ،G در vراس با متناظر
چون .dµ(G)(w) = p نتیجه در است. مجاور V ′ راس p تمام با w راس بعلاوه، .dµ(G)(v

′) = n+ ١
dµ(G)(v) ≥ ٣ ،µ(G) در v دلخواه راس هر برای و p ≥ ٣ لذا قضیه)، فرض به (بنا است δ(G) ≥ ٢
چون و می�یابد افزایش مثلث چهار به مثلث هر گراف به میشلسکی ساختار اعمال با طرفی از می�باشد.
١.٢.٣ و ٣٠.١.١ قضیه به توجه با حال، داشت. خواهد مثلث ۴t(G) ،µ(G) لذا دارد، مثلث t(G) ،G

داریم

t[T (µ(G))] = ٢× ۴t(G) + ١
٢

[
p∑

i=١
(٢dG(vi))٢ +

p∑
i=١

(dG(vi) + ٢(١ + p٢

]

+

p∑
i=١

(
٢dG(vi)

٣

)
+

p∑
i=١

(
dG(vi) + ١

٣

)
+

(
p

٣

)

= ٨t(G) + ١
٢ [۴

p∑
i=١

d٢G(vi) +

p∑
i=١

d٢G(vi) +

۴q︷ ︸︸ ︷
٢

p∑
i=١

dG(vi)+

p∑
i=١

١+ p٢]

+

p∑
i=١

٢dG(vi)(٢dG(vi)− ٢)(١dG(vi)− ٢)
۶

+

p∑
i=١

(dG(vi) + ١)dG(vi)(dG(vi)− ١)
۶ +

p(p− ١)(p− ٢)
۶

= ٨t(G) + ١
٢ [۵

p∑
i=١

d٢G(vi) + ۴q + p+ p٢] +
١
۶

p∑
i=١

[٨d٣G(vi)

− ١٢d٢G(vi) + ۴dG(vi) + d٣G(vi)− dG(vi)] +
p٣ − ٣p٢ + ٢p

۶
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= ٨t(G) + ١
٢ [۵

p∑
i=١

d٢G(vi) + ۴q + p+ p٢] +
١
۶

p∑
i=١

[٩d٣G(vi)− ١٢d٢G(vi) + ٣dG(vi)]

+
p٣ − ٣p٢ + ٢p

۶

= ٨t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[٣d٣G(vi) + d٢G(vi)] +
١
٢(۴q + p+ p٢)

+

q︷ ︸︸ ︷
١
٢

p∑
i=١

dG(vi)+
p٣ − ٣p٢ + ٢p

۶

= ٨t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[٣d٣G(vi) + d٢G(vi)] +
١
۶(١٢q + ٣p+ ٣p٢ + ۶q + p٣ − ٣p٢ + ٢p)

= ٨t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[٣d٣G(vi) + d٢G(vi)] + (
١٨q + ۵p+ p٣

۶ ).

داریم ،n > ٣ برای .۵.٢.٣ نتیجه

t[T (µ(Cn))] =
n٣ + ١٠٧n

۶ .

حال، می�باشد. مثلث فاقد و است یال n و ٢ درجه از راس n دارای (n > ٣) Cn بوضوح برهان.
داریم ۴.٢.٣ قضیه به توجه با ،δ(Cn) ≥ ٢ چون

t[T (µ(Cn))] = ٨× ٠+
١
٢ × n(٣× ٢٣ + ٢٢) + (

١٨n+ ۵n+ n٣

۶ )

= ١۴n+
n٣ + ٢٣n

۶

=
n٣ + ١٠٧n

۶ .

.۶.٢.٣ نتیجه
t[T (µ(Km,n))] =

١
۶ [٩mn(m

٢ + n٢ + ٢) +m٣ + n٣ + (m+ n)(۶mn+ ۵)].

می�کنیم. بحث n و m مختلف حالت�های روی مثلث�اند. فاقد µ(Km,n) و Km,n بوضوح برهان.

قضیه از می�باشد، ٢ درجه از راس ۵ دارای µ(K١,١) این�که به توجه با . m = n = ١ .١ حالت
داشت خواهیم ١.٢.٣

t[T (µ(Km,n))] = ٢× ٠+
١
٢(۵× ٢٢ + ٢× ٠) = ١٠.

داریم قضیه صورت به توجه با طرفی، از

t[T (µ(Km,n))] =
١
۶ [(١+١)+١٣+١٣+(٢+١٢+١٢)١×١×٩(۶×١×١+۵)] = ١٠.
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است. برقرار حکم حالت این در لذا

کنید فرض است). مشابه نیز m ≥ ٢ و n = ١ (برای n ≥ ٢ و m = ١ .٢ حالت
مجموعه E = {x١xi : ٢ ≤ i ≤ n + ١} و رئوس مجموعه V = {x١, x٢, . . . , xn+١}

داریم µ(K١,n) گراف برای این�صورت در باشد. K١,n یال�های

V [µ(K١,n)] = {xi : ١ ≤ i ≤ n+ ١} ∪ {x′i : ١ ≤ i ≤ n+ ١} ∪ {u},

E[µ(K١,n)] = {x١xi : ٢ ≤ i ≤ n+ ١} ∪ {x١x′i : ٢ ≤ i ≤ n+ ١}

∪ {x′١xi : ٢ ≤ i ≤ n+ ١} ∪ {ux′i : ١ ≤ i ≤ n+ ١}.

و (٢ ≤ i ≤ n + ١) dµ(K١,n)(xi) = dµ(K١,n)(x
′
i) = ٢ ،dµ(K١,n)(x١) = ٢n لذا

بنابراین و ٢n, n + ١ ≥ ٣ لذا ،n ≥ ٢ چون .dµ(K١,n)(x
′
١) = dµ(K١,n)(u) = n + ١
داشت خواهیم ١.٢.٣ قضیه از

t[T (µ(Km,n))] = ٢× ٠+
١
٢ [(٢n)

٢ + ٢n× ٢٢ + ٢(n+ ٢(١ + ٢× ١
(
٢n
٣

)
+ ٢× ٢× ١

(
n+ ١
٣

)
]

=
١
٢ [۴n

٢ + ٨n+ ٢n٢ + ۴n+ ٢+ ٢ ٢n(٢n− ٢)(١n− ٢)
۶

+ ۴ (n+ ١)n(n− ١)
۶ ]

=
١
٢(۶n

٢ + ١٢n+ ٢+
٨n٣ − ١٢n٢ + ۴n+ ٢n٣ − ٢n

٣ )

=
١
۶(١٨n

٢ + ٣۶n+ ۶+ ١٠n٣ − ١٢n٢ + ٢n)

=
١
۶(١٠n

٣ + ۶n٢ + ٣٨n+ ۶).

داریم دهیم، قرار را m = ١ قضیه رابطه در اگر طرفی از

t[T (µ(Km,n))] =
١
۶ [٩n(١+ n٢ + ٢) + ١+ n٣ + (١+ n)(۶n+ ۵)]

=
١
۶(٩n

٣ + ٢٧n+ ١+ n٣ + ۶n٢ + ١١n+ ۵)

=
١
۶(١٠n

٣ + ۶n٢ + ٣٨n+ ۶).

n درجه از راس m که، است یال mn و راس m+ n دارای Km,n گراف .m,n ≥ ٢ .٣ حالت
خواهیم ۴.٢.٣ قضیه از و δ(Km,n) ≥ ٢ لذا ،m,n ≥ ٢ چون می�باشند. m درجه از راس n و
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داشت

t[T (µ(Km,n))] = ٨× ٠+
١
٢ [m× ٣n٣ + n× ٣m٣ +m× n٢ + n×m٢]

+
١٨mn+ ۵(m+ n) + (m+ n)٣

۶

=
١
٣)٢mn

٣ + ٣nm٣ +mn٢ + nm٢) +
١٨mn+ ۵(m+ n) + (m+ n)٣

۶
=

١
۶ [٩mn

٣ + ٩nm٣ + ٣mn٢ + ٣nm٢ + ١٨mn+ ۵(m+ n) +m٣

+ ٣mn٢ + ٣nm٢ + n٣]

=
١
۶ [٩mn

٣ + ٩nm٣ + ۶mn٢ + ۶nm٢ + ١٨mn+ ۵(m+ n) +m٣ + n٣]

=
١
۶ [٩mn(m

٢ + n٢ + ٢) +m٣ + n٣ + ۶mn(m+ n) + ۵(m+ n)]

=
١
۶ [٩mn(m

٢ + n٢ + ٢) +m٣ + n٣ + (m+ n)(۶mn+ ۵)].

داریم n ≥ ٣ برای .٧.٢.٣ نتیجه

t[T (µ(Kn))] =
١
۶(٩n

۴ − ١۵n٣ + ۶n٢ + ۶n).

،n− ١ درجه از راس n دارای Kn گراف بوضوح .V (Kn) = {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
داریم ۴.٢.٣ قضیه از بنابراین و δ(Kn) ≥ ٢ لذا ،n ≥ ٣ چون می�باشد. مثلث

(
n
٣
)
و یال

(
n
٢
)

t[T (µ(Kn))] = ٨
(
n

٣

)
+
١
٢ [n× ٣(n− ٣(١ + n(n− ٢(١] + [

١٨
(
n
٢
)
+ ۵n+ n٣

۶ ]

= ٨ n(n− ١)(n− ٢)
۶ +

١
٢ [٣n(n

٣ − ٣n٢ + ٣n− ١) + n(n٢ − ٢n+ ١)]

+ [
١٨n(n−١)

٢ + ۵n+ n٣

۶ ]

=
١
۶(٨n

٣ − ٢۴n٢ + ١۶n+ ٩n۴ − ٢٧n٣ + ٢٧n٢ − ٩n+ ٣n٣ − ۶n٢

+ ٣n+ ٩n٢ − ٩n+ ۵n+ n٣)

=
١
۶(٩n

۴ − ١۵n٣ + ۶n٢ + ۶n).

داریم G ,p)−گراف q) هر برای .٨.٢.٣ قضیه

t[M(G)] = t(G) +
١
٢

p∑
i=١

[
d٢G(vi) + ٢mi

(
dG(vi)

٣

)]
− q,
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که

mi =

١ dG(vi) ≥ ٣

٠ این�صورت غیر در
.

ایجاد مثلث آن یال�های روی رئوس توسط ،M(G) در مثلث یک G در مثلث هر ازای به برهان.
در آن با متناظر یال نام را M(G) در G یال�های کننده زیر�تقسیم راس نام کنید فرض حال، می�گردد.
یال�های e١, e٢, . . . , en و بوده n درجه از G در دلخواه راسی v کنید فرض هم�چنین و بگیریم در�نظر G

داریم M(G) برای را زیر حالت دو باشند. آن بر واقع

لذا می�شود. ظاهر M(G) در < {v, ei, ej} > مثلث ،ej و ei متمایز یال دو برای .١ حالت
داشت. خواهیم M(G) در متمایز مثلث

(
n
٢
)
،n ≥ ٢ برای

خواهیم M(G) در را < {ei, ej, ek} > مثلث ،ek و ej ،ei متمایز یال سه برای .٢ حالت
می�شود. ایجاد M(G) در متمایز مثلث

(
n
٣
)
،n ≥ ٣ برای پس داشت.

داریم ٣٠.١.١ قضیه و فوق مطالب به توجه با

t[M(G)] ≥ t(G) +

p∑
i=١

(
dG(vi)

٢

)
+

p∑
i=١

mi

(
dG(vi)

٣

)

= t(G) +

p∑
i=١

dG(vi)(dG(vi)− ١)
٢ +

p∑
i=١

mi

(
dG(vi)

٣

)

= t(G) +
١
٢

p∑
i=١

d٢G(vi)−

q︷ ︸︸ ︷
١
٢

p∑
i=١

dG(vi)+

p∑
i=١

mi

(
dG(vi)

٣

)

= t(G) +
١
٢

p∑
i=١

[
d٢G(vi) + ٢mi

(
dG(vi)

٣

)]
− q,

است. mi = ٠ این�صورت غیر در و mi = ١ ،dG(vi) ≥ ٣ اگر که
< {vi, vj, vk} > مثلث اگر M(G)باشد. در مثلثی < {vi, vj, vk} > کنید فرض دیگر، طرف از
vj ،vi برای ممکن حالات روی لذا بود. خواهد برقرار قضیه باشد، شده ایجاد فوق حالات از یکی توسط

می�کنیم. بحث vk و

نوع از < {vi, vj, vk} > مثلث آن�گاه باشند، G از یال�هایی vk و vj ،vi از راس دو دقیقا اگر (١
است. ١ حالت

مثلث باشد، ستاره G در آن�ها القایی زیر�گراف و بوده G یال�های vk و vj ،vi راس سه هر اگر (٢
بود. خواهد ٢ حالت نوع از < {vi, vj, vk} >

نباشد، ستاره گراف G در آن�ها القایی زیر�گراف و بوده G یال�های vk و vj ،vi راس سه هر اگر (٣
می�باشند. G در مثلث یک یال�های vk و vj ،vi آن�گاه
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شد. نخواهد ایجاد M(G) در مثلثی بوضوح دیگر، حالات برای

.t[M(Cn)] = n ،n > ٣ برای .٩.٢.٣ نتیجه

مثلث فاقد Cn لذا ،n > ٣ چون و می�باشد یال n و ٢ درجه از راس n دارای Cn بوضوح برهان.
داریم ٨.٢.٣ قضیه از بنابراین است.

t[M(Cn)] = ٠+
١
٢(n× ٢٢ + ٢× ٠)− n = n.

داریم ،δ(G) ≥ ٢ که ،G ,p)−گراف q) هر برای .١٠.٢.٣ نتیجه

t[M(µ(G))] = ۴t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[
٣d٣G(vi) + d٢G(vi)

]
+
p(p٢ − ١)

۶ .

داریم ١.٢.٣ قضیه از برهان.
١
٢

p∑
i=١

[
d٢G(vi) + ٢mi

(
dG(vi)

٣

)]
= t[T (G)]− ٢t(G).

داشت خواهیم ٨.٢.٣ قضیه در مقدار این جایگذاری با
t[M(G)] = t[T (G)]− t(G)− q.

بنابراین می�باشد. یال ٣q + p و مثلث ۴t(G) دارای µ(G) میشلسکی، گراف تعریف به توجه با
t[M [µ(G)]] = t[T [µ(G)]]− ۴t(G)− (٣q + p).

داریم فوق رابطه در ۴.٢.٣ قضیه از t[T [µ(G)] جایگذاری با است، δ(G) ≥ ٢ چون حال

t[M [µ(G)] = ٨t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[
٣d٣G(vi) + d٢G(vi)

]
+
١٨q + ۵p+ p٣

۶ − ۴t(G)− (٣q + p)

= ۴t(G) + ١
٢

p∑
i=١

[
٣d٣G(vi) + d٢G(vi)

]
+
p(p٢ − ١)

۶ .

داریم ،m = t(Ḡ) و p ≥ ۴ که ،G ,p)−گراف q) هر برای .١١.٢.٣ قضیه

t[T (C(G))] = ٢m+
١
۶(p

۴ − ٣p٣ + ۵p٢ − ٣p+ ١٢q).

V (G) ∪ E(G) مرکزی، گراف تعریف به توجه با .V (G) = {v١, v٢, . . . , vp} کنید فرض برهان.
داریم v ∈ V [C(G)] دلخواه راس برای و می�باشد C(G) گراف رئوس مجموعه

dC(G)(v) =

p− ١ v ∈ V (G)

٢ v ∈ E(G)
.
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(bij)p×p به�طوری�که می�کنیم، تعریف را vi = (bi١, bi٢, . . . , bip) ،١ ≤ i ≤ p هر برای حال،
آن در و (١ ≤ i, j ≤ p) است Ḡ گراف مجاورت ماتریس

bij =

٠ i = j یا vivj ∈ E(G)

١ i ̸= j و vivj /∈ E(G)
.

بود خواهد زیر به�صورت آن مجاورت ماتریس باشند، G گراف در مثلث یک رئوس vk و vj ،vi اگر
٠ ١ ١
١ ٠ ١
١ ١ ٠

 ,
نباشند)، Gگراف در مثلث یک رئوس vk و vj ،vi اگر (یعنی این�صورت غیر در است. ٢ آن دترمینان که
از G مثلث�های یال�ها، کردن زیر�تقسیم با ،C(G)گراف در می�باشد. صفر آن مجاورت ماتریس دترمینان
رئوس کردن مجاور از که هستند مثلث�هایی داشت، خواهیم C(G) در که مثلث�هایی تنها و می�روند بین
.t[C(G)] = t(Ḡ) = m لذا هستند. Ḡ گراف مثلث�های با متناظر و می�شوند حاصل G مجاور غیر
در بود. خواهد Ḡ در مثلث�ها دترمینان مقدار مجموع نصف C(G) گراف در مثلث�ها تعداد بنابراین

داریم نتیجه

t[C(G)] =
١
٢

p∑
i=j=k=١

∣∣∣∣∣∣∣∣
bii bij bik

bji bjj bjk

bki bkj bkk

∣∣∣∣∣∣∣∣ = t(Ḡ) = m,

.i < j < k که
داریم ١.٢.٣ قضیه از ،p ≥ ۴ این�که به توجه با اکنون،

t[T (C(G))] = ٢t[C(G)] + ١
٢

∑
v∈V [C(G)]

[
d٢C(G)(v) + ٢mv

(
dC(G)(v)

٣

)]

= ٢m+
١
٢

[
p(p− ٢(١ + q × ٢٢ + p× ٢× ١

(
p− ١
٣

)]
= ٢m+

١
٢

[
p٣ − ٢p٢ + p+ ۴q + ٢p (p− ١)(p− ٢)(p− ٣)

۶

]
= ٢m+

١
٢

[
p٣ − ٢p٢ + p+ ۴q + p۴ − ۶p٣ + ١١p٢ − ۶p

٣

]
= ٢m+

١
۶
(
٣p٣ − ۶p٢ + ٣p+ ١٢q + p۴ − ۶p٣ + ١١p٢ − ۶p

)
= ٢m+

١
۶(p

۴ − ٣p٣ + ۵p٢ − ٣p+ ١٢q).

داریم n ≥ ۴ برای .١٢.٢.٣ نتیجه

t[T (C(Kn))] =
١
۶(n

۴ − ٣n٣ + ١١n٢ − ٩n).
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مثلث C(Kn) ،١١.٢.٣ قضیه اثبات به توجه با لذا است، مجاور غیر رئوس فاقد Kn چون برهان.
خواهیم ١١.٢.٣ قضیه در m = ٠ و q =

(
n
٢
)
= n(n−١)

٢ ،p = n جایگذاری با حال، بود. خواهد آزاد
داشت

t[T [C(Kn)] = ٢× ٠+
١
۶

[
n۴ − ٣n٣ + ۵n٢ − ٣n+ ١٢ n(n− ١)

٢

]
=

١
۶(n

۴ − ٣n٣ + ۵n٢ − ٣n+ ۶n٢ − ۶n)

=
١
۶(n

۴ − ٣n٣ + ١١n٢ − ٩n).

داریم m,n ≥ ٣ برای .١٣.٢.٣ نتیجه
t[T (C(Km,n))] = t[T (Km+n)]−mn(m+ n− ۴).

mn و m+ n− ١ درجه از راس m+ n دارای C(Km,n) مرکزی، گراف تعریف از استفاده با برهان.
شامل C(Km,n) ،١١.٢.٣ قضیه اثبات به توجه با ،m,n ≥ ٣ چون بعلاوه می�باشد. ٢ درجه از راس
قسمت ٢.٢.٣ نتیجه و ١.٢.٣ قضیه از فوق، مطالب به توجه با حال، بود. خواهد مثلث

(
m
٣
)
+
(
n
٣
)

داشت خواهیم (د)

t[T [C(Km,n)]] = ٢t[C(Km,n)] +
١
٢

∑
v∈V [C(Km,n)]

[
d٢C(Km,n)

(v) + ٢mv

(
dC(Km,n)(v)

٣

)]

= ٢
[(
m

٣

)
+

(
n

٣

)]
+
١
٢ [(m+ n)(m+ n− ٢(١ +mn× ٢٢

+ (m+ n)× ٢× ١
(
m+ n− ١

٣

)
]

= ٢
[(
m

٣

)
+

(
n

٣

)]
+
١
٢ [(m+ n)[(m+ n)٢ − ٢(m+ n) + ١] + ۴mn

+ ٢(m+ n)
(m+ n− ١)(m+ n− ٢)(m+ n− ٣)

۶ ]

= ٢
[(
m

٣

)
+

(
n

٣

)]
+
١
۶ [٣(m+ n)٣ − ۶(m+ n)٢ + ٣(m+ n)

+ ١٢mn+ (m+ n)۴ − ۶(m+ n)٣ + ١١(m+ n)٢ − ۶(m+ n)]

= ٢
[(
m

٣

)
+

(
n

٣

)]
+
١
۶ [(m+ n)۴ − ٣(m+ n)٣ + ۵(m+ n)٢

− ٣(m+ n) + ١٢mn]

= ٢
[(
m

٣

)
+

(
n

٣

)]
+
١
۶ [(m+ n)۴ − (m+ n)٣ − (m+ n)٢ + (m+ n)]

+
١
۶ [−٢(m+ n)٣ + ۶(m+ n)٢ − ۴(m+ n) + ١٢mn]
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=
١
۶(٢m

٣ − ۶m٢ + ۴m+ ٢n٣ − ۶n٢ + ۴n) + t[T (Km+n)] +
١
۶(−٢m

٣ − ٢n٣ − ۶m٢n

− ۶mn٢ + ۶m٢ + ۶n٢ + ١٢mn− ۴m− ۴n+ ١٢mn)

= t[T (Km+n)] +
١
۶ [−۶mn(m+ n− ۴)]

= t[T (Km+n)]−mn(m+ n− ۴).

کرد. ثابت می�توان نیز ١١.٢.٣ قضیه از استفاده با را نتیجه این که، است ذکر به لازم

گراف�ها از ویژه�ای خانواده نا�پذیری رنگ و پوشش اعداد ٣.٣

بررسی را ستاره گراف میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و یالی استقلال اعداد ابتدا بخش، این در
گراف مرکزی و میانی کلی، گراف رنگی و نا�پذیری رنگ یالی، پوشش پوشش، اعداد سپس می�کنیم.
اعداد ستاره)، گراف کلی گراف نا�پذیری رنگ عدد و ستاره گراف مرکزی گراف رنگی عدد (بجز ستاره
را ستاره گراف میانی گراف استقلال عدد هم�چنین و کامل گراف میشلسکی گراف یالی پوشش و پوشش

می�یابیم.

داریم ،n ≥ ٢ که ،K١,n ستاره گراف برای .١.٣.٣ قضیه

.α′[T (µ(K١,n))] = α[µ(K١,n)] + α(K١,n) + α′[µ(K١,n)]− α′(K١,n) الف)

.β′[T (µ(K١,n))] = β′[µ(K١,n)] + β′(K١,n) + β[µ(K١,n)]− β(K١,n) ب)

کنید فرض n ≥ ٢ برای برهان.

V (K١,n) = {xi : ١ ≤ i ≤ n+ ١},

E(K١,n) = {ej = x١xj+١ : ١ ≤ j ≤ n}.

٣۴.١.١ و ٣٣.١.١ قضایای بکار�گیری با است، دو�بخشی گرافی K١,n چون .β = ١ و α = n بوضوح
ببینید). را ٢.٣ شکل (الف) (قسمت β′ = α = n و α′ = β = ١ داشت خواهیم

و |V [µ(K١,n)]| = ٢n + ٣ داریم K١,n ستاره گراف برای میشلسکی گراف تعریف به توجه با
برای پوششی {x١, x′١, u} بوضوح ببینید). را ٢.٣ شکل (ب) (قسمت |E[µ(K١,n)]| = ۴n + ١

داریم µ(K١,n) از S دلخواه پوشش برای .β[µ(K١,n)] ≤ ٣ لذا و است µ(K١,n)∑
vi∈S

dµ(K١,n)(vi) ≥ |E[µ(K١,n)]| = ۴n+ ١.

مفروضات به توجه با اکنون، .β[µ(K١,n)] = ٣ نتیجه در .|S| ≥ ٣ لذا ،∆[µ(K١,n)] = ٢n چون
.α[µ(K١,n)] = ٢n داشت خواهیم ٣٢.١.١ قضیه از فوق،

،K = {x١xi : ٢ ≤ i ≤ n} ∪ {x١x′i : ٢ ≤ i ≤ n} ∪ {xn+١x′١, x′n+١u} یال�های مجموعه
چون طرفی از .β′[µ(K١,n)] ≤ ٢n لذا می�پوشاند. را µ(K١,n) رئوس تمام ،|K| = ٢n که
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K١,n میشلسکی گراف (ب) و K١,n ستاره گراف (الف) :٢.٣ شکل

بنابراین است. لازم µ(K١,n) گراف رئوس پوشاندن برای یال ٢n حداقل پس ،α[µ(K١,n)] = ٢n
داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از مجدد استفاده با .β′[µ(K١,n)] = ٢n نتیجه در و β′[µ(K١,n)] ≥ ٢n

.α′[µ(K١,n)] = ٣
لذا .(٣.٣ (شکل |V [T (µ(K١,n))]| = ۶n+۴ داریم µ(K١,n) برای کلی گراف تعریف به توجه با
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K١,n میشلسکی گراف کلی گراف :٣.٣ شکل
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پس است. لازم T [µ(K١,n)] رئوس پوشاندن برای یال |V [T (µ(K١,n))]|
٢ = ٣n+ ٢ حداقل

β′[T [µ(K١,n)]] ≥ ٣n+ ٢. (١.٣)

می�دهیم قرار ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،µ(K١,n) گراف در حال،
ei = x١xi+١, e

′
i = x١x

′
i+١, di = x′١xi+١, d

′
i = ux′i+١.

یال�های مجموعه این�صورت در

L = {eie′i : ١ ≤ i ≤ n} ∪ {xi+١di : ٢ ≤ i ≤ n} ∪ {x′i+١d′i : ١ ≤ i ≤ n}

∪ {x١x٢, d١x′١, uu′},

لذا می�پوشاند. را T [µ(K١,n)] رئوس تمام ،|L| = ٣n+ ٢ که
β′[T [µ(K١,n)]] ≤ ٣n+ ٢. (٢.٣)

T [µ(K١,n)]برای ٣٣.١.١ قضیه از استفاده با .β′[T [µ(K١,n)]] = ٣n+٢ داریم ٢.٣ و ١.٣ از بنابراین
.α′[T [µ(K١,n)]] = ٣n+ ٢ داشت خواهیم

داریم ،n ≥ ٢ که ،K١,n ستاره گراف برای .٢.٣.٣ نتیجه
α′[T (µ(K١,n))] = β′[T (µ(K١,n))].

.β[T (K١,n)] = β′[T (K١,n)] = β′[M(K١,n)] = β′[C(K١,n)] = n + ١ الف) .٣.٣.٣ قضیه
.α[M(K١,n)] = n+ ١ هم�چنین

.(n ≥ ٢), β[C(K١,n)] = β[µ(Kn)] = β′[µ(Kn)] = χ[T (K١,n)] = n+ ١ ب)

.χc[C(K١,n)] = χc[M(K١,n)] = χ[M(K١,n)] = n+ ١ ج)

برای راسی مستقل مجموعه یک {x٢, x٣, . . . , xn+١} ،۴.٣ شکل (الف) قسمت به توجه با برهان.
هر پس است، مجاور T (K١,n) رئوس تمام با x١ چون .α[T (K١,n)] ≥ n لذا می�باشد. T (K١,n)

قسمت به مجدد توجه با هم�چنین نمی�باشد. x١ شامل راس دو حداقل با T (K١,n) در مستقل مجموعه
حداکثر T (K١,n) در مستقل مجموعه هر لذا مجاورند، دو�به�دو (١ ≤ i ≤ n) eiها چون ،۴.٣ شکل (الف)
{v١, v٢, . . . , vn+١} کنید فرض خلف به .α[T (K١,n)] ≤ n می�کنیم ادعا eiها�ست. از یکی شامل
لذا .(١ ≤ i ≤ n + ١) vi ̸= x١ فوق مطالب به توجه با باشد. T (K١,n) در مستقل مجموعه�ای
ej که واقعیت این با مطلب این اما می�باشد. vi = ej ،١ ≤ j ≤ n یک برای که است موجود viیی
قضیه از .α[T (K١,n)] = n داشت خواهیم و است درست ادعا لذا است. تناقض در است xj+١ مجاور

داد نشان می�توان مشابه به�صورت .β[T (K١,n)] = n+ ١ می�شود نتیجه ٣٢.١.١

β′[T (K١,n)] = β′[M(K١,n)] = α[M(K١,n)] = β′[C(K١,n)] = n+ ١,

β[C(K١,n)] = n+ ١ (n ≥ ٢).
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K١,n مرکزی گراف (ج) و K١,n میانی گراف (ب) ،K١,n کلی گراف (الف) :۴.٣ شکل

می�کنیم ثابت n ≥ ٢ هر برای حال،
β[µ(Kn)] = β′[µ(Kn)] = n+ ١.

گراف تعریف به توجه با باشد. Kn کامل گراف رئوس مجموعه {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض
را متمایز راس ٢ حداکثر یال هر چون .|V [µ(Kn)]| = ٢n + ١ داریم Kn گراف برای میشلسکی

یال�های مجموعه طرفی از .β′[µ(Kn)] ≥ n+ ١ لذا می�پوشاند،
K = {viv′i+١ : ١ ≤ i ≤ n− ١} ∪ {vnv′١, v′١u},

بنابراین .β′[µ(Kn)] ≤ n+ ١ پس می�پوشانند. را µ(Kn) رئوس تمام ،|K| = n+ ١ که
β′[µ(Kn)] = n+ ١.

ادعا .α[µ(Kn)] ≥ n پس است، مستقل مجموعه�ای µ(Kn) در {v′١, v′٢, . . . , v′n} چون حال،
مستقل مجموعه� یک S = {u١, u٢, . . . , un+١} کنید فرض خلف برهان به .α[µ(Kn)] = n می�کنیم
واقع S در viها از یکی حداکثر لذا مجاورند، دوبه�دو (١ ≤ i ≤ n) viها چون باشد. µ(Kn) در راسی
است، k ̸= j که �v′kهایی تمام با vj میشلسکی گراف تعریف به توجه با .vj ∈ S کنیم فرض است.
برای این�صورت در باشد، u ∈ S اگر هم�چنین است. متناقض S بودن مستقل با این و می�باشد مجاور
شده گرفته در�نظر Kn میشلسکی گراف ریشه u) است تناقض مجددا که v′i /∈ S ،١ ≤ i ≤ n هر

داریم ٣٢.١.١ قضیه از و α[µ(Kn)] = n بنابراین است).
β[µ(Kn)] = n+ ١.

می�شود. کامل قضیه اثبات ۵.٢.٢ قضیه و فوق مطالب به توجه با

بالا کران�های ۴.٣

گراف مثلث�های تعداد برای بالایی کران�های گراف، شده تایید درجات دنباله تعریف از بعد بخش، این در
می�یابیم. گراف یک n مرتبه میشلسکی گراف کلی گراف و n مرتبه میشلسکی گراف کلی،



۴٣ بالا کران�های .۴.٣

(q١, q٢, . . . , qn) و (p١, p٢, . . . , pn) کنید فرض گراف). شده تایید درجات (دنباله ١.۴.٣ تعریف
(q١, q٢, . . . , qn) دنباله توسط (p١, p٢, . . . , pn) دنباله این�صورت در باشند. حقیقی اعداد از دنباله�هایی
مرتبه هم گراف دو H و G کنید فرض حال، باشد. pi ≤ qi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر است، شده تایید
گوییم باشد، شده تایید H درجات کاهشی غیر دنباله توسط G درجات کاهشی غیر دنباله اگر باشند.

است. شده Hتایید درجات دنباله توسط G درجات دنباله

در که را زیر لم بخش، ابتدای در شده ذکر گراف�های مثلث�های تعداد برای بالا کران�های ارائه از قبل
می�کنیم. یاد�آوری می�گیرد قرار استفاده مورد ادامه

یک درجات دنباله توسط G گراف درجات دنباله آن�گاه باشد، Kn فاقد G گراف اگر [۴ ،٢] .٢.۴.٣ لم
می�شود. تایید کامل −n)−بخشی ١) گراف

باشد. t(H) ≤ t(G) و شده تایید G درجات دنباله توسط H درجات دنباله کنید فرض .٣.۴.٣ قضیه
داریم

.t[T (H)] ≤ t[T (G)] الف)

.t[µn(H)] ≤ t[µn(G)] ب)

.t(T [µn(H)]) ≤ t(T [µn(G)]) ج)

.t(T [µn(C(K١,n))]) ≤ t(T [µn+١(Kn)]) داریم n ≥ ٢ برای خاص، حالت در

.V (G) = {ui : ١ ≤ i ≤ n} و V (H) = {vi : ١ ≤ i ≤ n} کنید فرض برهان.
لذا است، شده تایید G درجات دنباله توسط H درجات دنباله چون (الف)

n∑
i=١

d٢H(vi) ≤
n∑

i=١
d٢G(ui),

n∑
i=١

mvi

(
dH(vi)

٣

)
≤

n∑
i=١

mui

(
dG(ui)

٣

)
,

داریم قضیه فرض طبق هم�چنین کردیم. تعریف ١.٢.٣ قضیه در را (١ ≤ i ≤ n) mui
و mvi که

بنابراین .t(H) ≤ t(G)

٢t(H)+
١
٢

n∑
i=١

[
d٢H(vi) + ٢mvi

(
dH(vi)

٣

)]
≤٢t(G)+١

٢

n∑
i=١

[
d٢G(ui) + ٢mui

(
dG(ui)

٣

)]
.

.t[T (H)] ≤ t[T (G)] داشت خواهیم ١.٢.٣ قضیه از نتیجه در
است. برقرار حکم می�کنیم ثابت n روی استقرا به (ب)

حکم قضیه فرض و n مرتبه میشلسکی گراف تعریف به توجه با بوضوح .n = ٠ استقرا. آزمون
است. برقرار

با لذا است، t(H) ≤ t(G) و شده تایید G درجات دنباله توسط H درجات دنباله چون .n = ١
شده تایید µ(G) درجات دنباله توسط نیز µ(H) درجات دنباله میشلسکی گراف تعریف به توجه

بود. خواهد t[µ(H)] ≤ t[µ(G)] و
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باشد. برقرار n از کمتر مرتبه با میشلسکی گراف�های برای حکم کنید فرض استقرا. فرض

توجه با است. برقرار حکم نیز n مرتبه از میشلسکی گراف�های برای می�دهیم نشان استقرا. حکم
.۴t[µn−١(H)] ≤ ۴t[µn−١(G)] لذا .t[µn−١(H)] ≤ t[µn−١(G)] داریم استقرا فرض به
آن مثلث�های تعداد برابر ۴ گراف یک میشلسکی گراف در مثلث�ها تعداد این�که به توجه با حال،
میشلسکی گراف تعریف از نتیجه در .t[µ(µn−١(H))] ≤ t[µ(µn−١(G))] پس است، گراف
نیز n مرتبه میشلسکی گراف برای حکم لذا .t[µn(H)] ≤ t[µn(G)] داشت خواهیم n مرتبه

است. برقرار

تعریف به توجه با لذا است. شده تایید G درجات دنباله توسط H درجات دنباله فرض طبق (ج)
بود. خواهد شده تایید µn(G) درجات دنباله توسط نیز µn(H) درجات دنباله ،n مرتبه میشلسکی گراف
است برقرار (الف) قسمت شرایط پس می�باشد. t[µn(H)] ≤ t[µn(G)] (ب)، قسمت طبق هم�چنین

.t(T [µn(H)]) ≤ t(T [µn(G)]) داشت خواهیم لذا و
هستند. ٢n+ ١ مرتبه از C(K١,n) و µ(Kn) مرکزی، گراف و میشلسکی گراف تعریف به توجه با
است n درجه از دیگر راس یک و n درجه از راس n ،٢n− ٢ درجه از راس n شامل µ(Kn) هم�چنین
چون می�باشد. n درجه از دیگر راس یک و ٢ درجه از راس n ،n درجه از راس n شامل نیز C(K١,n) و
اثبات به توجه با حال، می�شود. تایید µ(Kn)درجات دنباله توسط C(K١,n)درجات دنباله پس ،n ≥ ٢(
n
٣
)
،Kn چون طرفی از .t[C(K١,n)] =

(
n
٣
)
لذا دارد، مجاور غیر راس n ،K١,n چون ،١١.٢.٣ قضیه

از فوق مفروضات به توجه با .t[C(K١,n)] ≤ t[µ(Kn)] بنابراین .t[µ(Kn)] = ۴
(
n
٣
)
لذا دارد، مثلث

میشلسکی گراف تعریف از نتیجه در . t(T [µn(C(K١,n))]) ≤ t(T [µn(µ(Kn))]) داریم (ج) قسمت
داشت خواهیم n مرتبه

t(T [µn(C(K١,n))]) ≤ t(T [µn+١(Kn)]).

داریم باشد. n مرتبه از گرافی G کنید فرض .١ .۴.۴.٣ قضیه

.t[T (G)] ≤ t[T (Kn)] الف)

.t[µn(G)] ≤ t[µn(Kn)] ب)

.t[T (µn(G))] ≤ t[T (µn(Kn))] ج)

موجود a+ b = n که b و aمثبت و صحیح اعداد آن�گاه باشد، n مرتبه از آزاد مثلث گرافی G اگر .٢
به�طوری�که است،

.t[T (G)] ≤ t[T (Ka,b)] د)

.t[µn(G)] ≤ t[µn(Ka,b)] ه)

.t[T (µn(G))] ≤ t[T (µn(Ka,b))] و)



۴۵ بالا کران�های .۴.٣

هم�چنین و شده تایید Kn گراف درجات دنباله توسط n مرتبه از G گراف درجات دنباله بوضوح برهان.
در می�شوند. نتیجه ٣.۴.٣ قضیه از (ج) و (ب) (الف)، قسمت�های بنابراین است. t(G) ≤ t(Kn)

توسط Gگراف درجات دنباله ٢.۴.٣ لم به توجه با است، n مرتبه از آزاد مثلث گرافی G چون ،٢ قسمت
قضیه از مجدد استفاده با بنابراین می�شود. تایید ،a + b = n که ،Ka,b دو�بخشی گراف درجات دنباله

می�شوند. حاصل نیز (و) و (ه) (د)، قسمت�های ٣.۴.٣



۴۶



۴ فصل

و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج
نا�پذیری رنگ

ساختار�های از برخی برای را یالی و راسی استقلال و پوشش اعداد قبل، فصل�های ادامه در فصل، این در
از برخی مرکزی گراف نا�پذیری رنگ و رنگی اعداد به سپس و می�نماییم بررسی خاص درخت�هایی
این نتایج می�کنیم. محاسبه نیز را هزار�پا گراف نا�پذیری رنگ عدد انتها در می�پردازیم. معروف گراف�های

است. شده حاصل نگارنده توسط فصل

و مرکزی کلی، گراف یالی و راسی پوشش و استقلال اعداد ١.۴
هزار�پا میانی

می�باشد. هزار�پا کلی و میانی مرکزی، گراف یالی و راسی استقلال و پوشش اعداد بررسی شامل بخش این

داریم (١.۴ (شکل C هزار�پا گراف برای .١.١.۴ قضیه

.α[T (C)] = α[C(C)] = β[M(C)] =
∑n

i=١ ni + n− ١ الف)

.α′[T (C)] = α′[C(C)] = α′[M(C)] =
∑n

i=١ ni + n− ١ ب)

.β[T (C)] = β[C(C)] = α[M(C)] =
∑n

i=١ ni + n ج)

.β′[T (C)] = β′[C(C)] = β′[M(C)] =
∑n

i=١ ni + n د)

تعداد n١ ببینید)، را ١.۴ (شکل بنامیم C گراف مخصوص رئوس مجموعه را {x١, t١, . . . , u١, s١} اگر
nn ترتیب، همین به و t١ مخصوص راس آویزان رئوس تعداد n٢ ،x١ مخصوص راس آویزان رئوس

می�باشد. s١ مخصوص راس آویزان رئوس تعداد

۴٧



۴٨ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴
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C هزار�پا گراف :١.۴ شکل

می�کنیم. ثابت قسمت سه در را قضیه این برهان.
داریم کلی گراف تعریف از استفاده با اول. قسمت

|V [T (C)]| = ٢n١ + · · ·+ ٢nn + n+ n− ١

= ٢
n∑

i=١
ni + ٢n− ١.

،K = {x٢, . . . , xn١+١, . . . , s٢, . . . , snn+١, y١, . . . , yn−١} رئوس مجموعه ٢.۴ شکل به توجه با
لذا است. T (C) برای مستقل مجموعه�ای ،|K| =

∑n
i=١ ni + n− ١ که
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C هزار�پا گراف کلی گراف :٢.۴ شکل

α[T (C)] ≥
n∑

i=١
ni + n− ١. (١.۴)

می�کنیم ادعا

α[T (C)] ≤
n∑

i=١
ni + n− ١. (٢.۴)

روی استقرا با دهیم، نشان T (Cn) با را مخصوص راس n با هزار�پا گراف کلی گراف اگر ادعا. اثبات
است. برقرار ادعا می�دهیم نشان مخصوص، رئوس تعداد

.α[T (C١)] = n١ داریم ٣.۴ شکل به توجه با بوضوح .n = ١ استقرا. آزمون



۴٩ هزار�پا میانی و مرکزی کلی، گراف یالی و راسی پوشش و استقلال اعداد .١.۴
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e٢
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x٢
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en١

..

xn١+١

K١,n١ کلی گراف :٣.۴ شکل

برقرار مخصوص راس n از کمتر با هزار�پا گراف کلی گراف برای ادعا کنید فرض استقرا. فرض
داریم مخصوص راس n− ١ با هزار�پا گراف کلی گراف برای پس باشد.

α[T (Cn−١)] ≤
n−١∑
i=١

ni + n− ٢.

برقرار ادعا نیز مخصوص راس n با هزار�پا گراف کلی گراف برای می�دهیم نشان استقرا. حکم
انتهایی مخصوص راس .α[T (Cn)] >

∑n
i=١ ni + n − ١ کنیم فرض خلف برهان به است.

برسیم. T (Cn−١) گراف به تا کرده حذف T (Cn) گراف از را آن مخصوص غیر مجاور رئوس و
گراف کلی گراف که باقیمانده، گراف لذا دارد. مستقل راس nn + ١ شده حذف قسمت n∑بوضوح

i=١ ni+n−١−nn−١ =
∑n−١

i=١ ni+n−٢ از بیشتر راسمخصوصاست، n−١ با هزار�پا
باطل خلف فرض لذا است. تناقض در استقرا فرض با مطلب این داشت. خواهد مستقل راس

است. برقرار ادعا و

٣٢.١.١ قضیه به توجه با چون حال، .α[T (C)] =
∑n

i=١ ni + n− ١ می�شود نتیجه ٢.۴ و ١.۴ از لذا
.β[T (C)] =

∑n
i=١ ni + n بنابراین است، α[T (C)] + β[T (C)] = ٢

∑n
i=١ ni + ٢n− ١

یال�های مجموعه ٢.۴ شکل به توجه با مجددا

L ={eixi+١ : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ . . . ∪ {gisi+١ : ١ ≤ i ≤ nn}

∪ {x١y١, t١y٢, . . . , u١yn−١, s١s٢},

نشان .β′[T (C)] ≤
∑n

i=١ ni + n پس می�پوشاند. را T (C) رئوس تمام ،|L| =
∑n

i=١ ni + n که
.β′[T (C)] =

∑n
i=١ ni + n داشت خواهیم لذا و β′[T (C)] ≥

∑n
i=١ ni + n می�دهیم

فرض آید وارد خللی کلیت به آن�که بدون .β′[T (C)] <
∑n

i=١ ni + n کنیم فرض خلف برهان به
راس ٢

∑n
i=١ ni + ٢n− ١ یال،

∑n
i=١ ni + n− ١ باید لذا .β′[T (C)] =

∑n
i=١ ni + n− ١ کنیم

٢
∑n

i=١ ni + ٢n− ٢ حداکثر یال تعداد این پس دارد، راس دو حداکثر یال هر چون اما بپوشانند. را
بنابراین است. تناقض یک این و می�ماند باقی نشده پوشیده راس یک حداقل و می�دهد پوشش را راس

.β′[T (C)] ≥
∑n

i=١ ni + n

چون .α′[T (C)] + β′[T (C)] = ٢
∑n

i=١ ni + ٢n − ١ داریم ٣٣.١.١ قضیه از استفاده با
.α′[T (C)] =

∑n
i=١ ni + n− ١ داشت خواهیم لذا ،β′[T (C)] =

∑n
i=١ ni + n



۵٠ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

،J = {x١, . . . , xn١+١, . . . , s١, . . . , snn+١} رئوس مجموعه ۴.۴ شکل به توجه با دوم. قسمت
.α[M(C)] ≥

∑n
i=١ ni + n پس است. M(C) برای مستقل مجموعه�ای ،|J | =

∑n
i=١ ni + n که

α[M(C)] ≤
∑n

i=١ ni + n می�شود ثابت C مخصوص رئوس تعداد روی استقرا با قبل، قسمت مشابه
.α[M(C)] =

∑n
i=١ ni + n بنابراین و
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C هزار�پا گراف میانی گراف :۴.۴ شکل

از استفاده با لذا است، |V [M(C)]| = ٢
∑n

i=١ ni + ٢n− ١ میانی گراف تعریف به توجه با چون
.β[M(C)] =

∑n
i=١ ni + n− ١ داشت خواهیم فوق مقدار و ٣٢.١.١ قضیه

یال�های مجموعه ۴.۴ شکل به توجه با

I ={eixi+١ : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ . . . ∪ {gisi+١ : ١ ≤ i ≤ nn}

∪ {x١y١, t١y٢, . . . , u١yn−١, s١g١},

مشابه .β′[M(C)] ≤
∑n

i=١ ni + n لذا می�پوشاند. را M(C) رئوس تمام ،|I| =
∑n

i=١ ni + n که
قضیه از و β′[M(C)] =

∑n
i=١ ni + nپس .β′[M(C)] ≥

∑n
i=١ ni + n می�شود نتیجه قبل قسمت

.α′[M(C)] =
∑n

i=١ ni + n− ١ داشت خواهیم ٣٣.١.١
رئوس مجموعه ۵.۴ شکل به توجه با سوم. قسمت

R = {e١, . . . , en١ , . . . , g١, . . . , gnn , y١, . . . , yn−١},

.α[C(C)] ≥
∑n

i=١ ni+n−١ لذا است. C(C) برای مستقل مجموعه�ای ،|R| =
∑n

i=١ ni+n−١ که
α[C(C)] ≤

∑n
i=١ ni+n−١ می�شود ثابت C رئوسمخصوص تعداد روی استقرا با اول، قسمت مشابه

.α[C(C)] =
∑n

i=١ ni + n− ١ نتیجه در و
مقدار دو به توجه با حال، .|V [C(C)]| = ٢

∑n
i=١ ni + ٢n − ١ داریم مرکزی گراف تعریف از

.β[C(C)] =
∑n

i=١ ni + n داشت خواهیم ٣٢.١.١ قضیه از فوق
یال�های مجموعه ۵.۴ شکل به توجه با

S = {eixi+١ : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ . . . ∪ {gisi+١ : ١ ≤ i ≤ nn} ∪ {x١y١, . . . , u١yn−١, s١g١},

استفاده با .β′[C(C)] ≤
∑n

i=١ ni+nپس می�پوشاند. را C(C)رئوس تمام ،|S| =
∑n

i=١ ni+n که
.β′[C(C)] =

∑n
i=١ ni + n لذا و β′[C(C)] ≥

∑n
i=١ ni + n می�شود نتیجه خلف برهان از مجدد

داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از ،|V [C(C)]| = ٢
∑n

i=١ ni + ٢n− ١ این�که و مقدار این به توجه با
.α′[C(C)] =

∑n
i=١ ni + n− ١



۵١ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴
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C هزار�پا گراف مرکزی گراف :۵.۴ شکل

میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد ٢.۴
درخت�ها از برخی

یالی استقلال اعداد گراف، یک میشلسکی گراف استقلال عدد برای کران�هایی ارائه از پس بخش، این در
می�کنیم. بررسی را درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و

داریم G گراف برای .١.٢.۴ قضیه
α[µ(G)] ≤ max{٢α(G), |V (G)|}.

U = {u١, u٢, . . . , un} اگر رئوسگرافGباشد. مجموعه V = {v١, v٢, . . . , vn} فرضکنید برهان.
هم�چنین . است V [µ(G)] = V ∪ U ∪ {w} آن�گاه باشد، V با متناظر جفت مجموعه

E[µ(G)] = E(G) ∪ {uiv′ : viv′ ∈ E(G), ١ ≤ i ≤ n} ∪ {uiw : ١ ≤ i ≤ n}.

داشت خواهیم میشلسکی گراف تعریف به توجه با لذا است. تهی G بوضوح آن�گاه ،α(G) = n اگر
داریم (G = ∅) α(G) = n حالتی�که در پس .α[µ(G)] = ٢α(G)

α[µ(G)] = ٢α(G) ≤ max{٢α(G), |V (G)|}.

ممکن حالات روی باشد. µ(G) مستقل مجموعه بزرگ�ترین S و α(G) < n کنید فرض حال،
می�کنیم. بحث µ(G) گراف ریشه برای

نتیجه در بود. خواهد G برای مستقل مجموعه�ای S ∩V و S ∩U = پس∅ .w ∈ S .١ حالت
لذا و α(G) ≥ α[µ(G)]− ١

α[µ(G)] ≤ α(G) + ١ ≤ n− ١+ ١ = n = |V (G)|.

.α[µ(G)] ≤ max{٢α(G), |V (G)|} بنابراین

آن جفت راس ،ui ∈ S ∩ U هر برای می�کنیم ادعا .S ∩ U ̸= ∅ پس .w /∈ S .٢ حالت
که است موجود uiیی لذا نباشد. چنین کنیم فرض خلف برهان به است. S عضو نیز (vi (یعنی
مجاور vi همسایه�های تمام با ui چون می�باشد. S در vi از همسایه�ای پس .vi /∈ S و ui ∈ S
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که ،ui /∈ S ∩ U نتیجه در .ui /∈ S بنابراین و بود خواهد S در نیز ui از همسایه�ای لذا است،
است. برقرار ادعا پس است. تناقض یک این

لذا و α(G) ≥ |S ∩ V | ≥ α[µ(G)]
٢ پس است، G برای مستقل مجموعه�ای S ∩ V چون حال،

است. برقرار حکم نیز حالت این در بنابراین .α[µ(G)] ≤ ٢α(G)

داریم G گراف برای .٢.٢.۴ قضیه
α[µ(G)] ≥ ٢α(G).

در V (G) با متناظر جفت مجموعه U اگر باشد. G گراف رئوس مجموعه V (G) کنید فرض برهان.
مستقل مجموعه بزرگ�ترین S کنید فرض است. V [µ(G)] = V (G) ∪ U ∪ {w} آن�گاه باشد، µ(G)
می�کنیم. اضافه S به را U در S با متناظر جفت مجموعه رئوس حال، .|S| = α(G) لذا باشد. G راسی
بنابراین است. µ(G) برای مستقل مجموعه�ای حاصل مجموعه میشلسکی، گراف تعریف به توجه با

.α[µ(G)] ≥ ٢α(G)

.α[µ(G)] = ٢α(G) آن�گاه باشد، α(G) ≥ |V (G)|
٢ اگر .٣.٢.۴ نتیجه

١.٢.۴ قضیه به توجه با لذا و ٢α(G) ≥ |V (G)|پس است، α(G) ≥ |V (G)|
٢ فرض طبق چون برهان.

داریم
α[µ(G)] ≤ ٢α(G). (٣.۴)

داریم ٢.٢.۴ قضیه به توجه با طرفی از
α[µ(G)] ≥ ٢α(G). (۴.۴)

.α[µ(G)] = ٢α(G) داشت خواهیم ۴.۴ و ٣.۴ از بنابراین

برای حداقل و ni ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ،(۶.۴ (شکل C هزار�پا گراف برای .۴.٢.۴ قضیه
داریم ،ni ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ nیک

.α′[T (µ(C))] = α[µ(C)] + α(C) + ۵α′(C)− α′[µ(C)] الف)

.β′[T (µ(C))] = β′[µ(C)] + β′(C) + ۵β(C)− β[µ(C)] ب)

فاقد و درخت C چون .β(C) = n و α(C) =
∑n

i=١ ni داریم ۶.۴ شکل به توجه با بوضوح برهان.
از دو�بخشی گرافی C که آن�جایی از بود. خواهد دو�بخشی C ،٣١.١.١ قضیه به توجه با لذا است، دور
α′(C) = n و β′(C) =

∑n
i=١ ni ،٣۴.١.١ و ٣٣.١.١ قضایای از لذا است،

∑n
i=١ ni + n مرتبه
می�شوند. حاصل
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C هزار�پا گراف :۶.۴ شکل

لذا می�باشد. α(C) ≥ |V (C)|
٢ بوضوح پس است، ni ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای فرض به بنا چون

داریم C برای میشلسکی گراف تعریف از .α[µ(C)] = ٢
∑n

i=١ ni داریم ٣.٢.۴ نتیجه از

|V [µ(C)]| = ٢
n∑

i=١
ni + ٢n+ ١,

|E[µ(C)]| =
n∑

i=١
ni + n+ ٣

(
n∑

i=١
ni + n− ١

)
= ۴

n∑
i=١

ni + ۴n− ٣.

نتیجه در و α[µ(C)] + β[µ(C)] = ٢
∑n

i=١ ni + ٢n + ١ داشت خواهیم ٣٢.١.١ قضیه از لذا
.β[µ(C)] = ٢n+ ١
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C هزار�پا گراف میشلسکی گراف :٧.۴ شکل

مجموعه ٧.۴ شکل به توجه با این�صورت در .n١ ≥ ٢ کنید فرض قضیه کلیت از کاستن بدون
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یال�های

K ={x١xi : ٢ ≤ i ≤ n١} ∪ {x١x′i : ٢ ≤ i ≤ n١} ∪ {xn١+١x
′
١, x

′
n١+١u}∪

{t١t′i : ٢ ≤ i ≤ n٢ + ١} ∪ {t′١ti : ٢ ≤ i ≤ n٢ + ١} ∪ . . .∪

{z١z′i : ٢ ≤ i ≤ nn + ١} ∪ {z′١zi : ٢ ≤ i ≤ nn + ١},

طرفی از .β′[µ(C)] ≤ ٢
∑n

i=١ ni پس می�پوشاند. را µ(C) رئوس تمام ،|K| = ٢
∑n

i=١ ni که
با .β′[µ(C)] = ٢

∑n
i=١ ni بنابراین و β′[µ(C)] ≥ ٢

∑n
i=١ ni لذا ،α[µ(C)] = ٢

∑n
i=١ ni چون

نتیجه در و α′[µ(C)] + β′[µ(C)] = ٢
∑n

i=١ ni + ٢n + ١ داریم ٣٣.١.١ قضیه از مجدد استفاده
.α′[µ(C)] = ٢n+ ١

داریم C هزار�پا گراف میشلسکی گراف برای کلی گراف تعریف به توجه با

|V [T (µ(C))]| = |V [µ(C)]|+ |E[µ(C)]| = ۶
n∑

i=١
ni + ۶n− ٢.

است. لازم T [µ(C)] رئوس پوشاندن برای یال |V [T (µ(C))]|
٢ = ٣

∑n
i=١ ni + ٣n − ١ حداقل بنابراین

پس

β′[T (µ(C))] ≥ ٣
n∑

i=١
ni + ٣n− ١. (۵.۴)

دهیم قرار اگر حال،

.d′i = ux′i+١, di = x′١xi+١, e
′
i = x١x

′
i+١, ei = x١xi+١ ،١ ≤ i ≤ n١ برای •

.c′i = ut′i+١, ci = t′١ti+١, f
′
i = t١t

′
i+١, fi = t١ti+١ ،١ ≤ i ≤ n٢ برای •

...

.h′i = uz′i+١, hi = z′١zi+١, g
′
i = z١z

′
i+١, gi = z١zi+١ ،١ ≤ i ≤ nn برای •

.zw = z١w١, . . . , tx = t١x١, uz′١ = uz′١, . . . , ux′
١
= ux′١ •

.w′
١z١ = w′

١z١ . . . , x
′
١t١ = x′١t١, z

′
١w١

= z′١w١, . . . , t
′
١x١ = t′١x١ •

یال�های مجموعه این�صورت در

L ={eie′i : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ {fif ′
i : ١ ≤ i ≤ n٢} ∪ . . . ∪ {gig′i : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{xi+١di : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ {ti+١ci : ١ ≤ i ≤ n٢} ∪ . . . ∪ {zi+١hi : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{x′i+١d′i : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ {t′i+١c′i : ١ ≤ i ≤ n٢} ∪ . . . ∪ {z′i+١h′i : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{uux′
١
, x′١t١, t

′
١x١x١, x

′
١t١tx}∪{ut′١t

′
١, . . . , uz′١z

′
١}∪{t′١s١s١, s

′
١t١st, . . . , w

′
١z١z١, z

′
١w١
zw},
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می�پوشاند. است، n = ١ حالتی�که بجز را، T [µ(C)]گراف رئوس تمام ،|L| = ٣
∑n

i=١ ni+٣n−١ که
بنابراین

β′[T (µ(C))] ≤ ٣
n∑

i=١
ni + ٣n− ١. (۶.۴)

یال�های مجموعه نیز n = ١ حالت در
{eie′i :١ ≤ i ≤ n١}∪{xi+١di :٢ ≤ i ≤ n١}∪{x′i+١d′i : ١ ≤ i ≤ n١}∪{x١x٢, d١x′١, uux′

١
},

می�پوشاند. را T [µ(C)] رئوس تمام می�کند، صدق فوق رابطه در و است ٣n١ + ٢ برابر تعدادش که
از مقدار این به توجه با .β′[T (µ(C))] = ٣

∑n
i=١ ni + ٣n− ١ می�شود نتیجه ۶.۴ و ۵.۴ از لذا

داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه

α′[T (µ(C))] + ٣
n∑

i=١
ni + ٣n− ١ = ۶

n∑
i=١

ni + ۶n− ٢

.α′[T (µ(C))] = ٣
∑n

i=١ ni + ٣n− ١ نتیجه در و

برای حداقل و ni ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ،(۶.۴ (شکل C هزار�پا گراف برای .۵.٢.۴ نتیجه
داریم ،ni ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ nیک

α′[T (µ(C))] = β′[T (µ(C))].

برای و nii ≥ ١ و ni ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ،٨.۴ شکل در T درخت برای .۶.٢.۴ قضیه
داریم ،ni ≥ ٣ ،١ ≤ i ≤ nیک حداقل

.α′[T (µ(T ))] = α[µ(T )] + α(T ) + ۵α′(T )− α′[µ(T )] الف)

.β′[T (µ(T ))] = β′[µ(T )] + β′(T ) + ۵β(T )− β[µ(T )] ب)
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T درخت :٨.۴ شکل

با حال، بود. خواهد دو�بخشی T ،٣١.١.١ قضیه به بنا لذا است. دور فاقد و درخت یک T برهان.
داریم ٣۴.١.١ و ٣٣.١.١ قضایای از استفاده نیز و T بودن دو�بخشی ،٨.۴ شکل به توجه

α(T ) = β′(T ) =
n∑

i=١
ni +

n∑
i=١

nii − n,

β(T ) = α′(T ) = ٢n.
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و می�باشد α(T ) ≥ |V (T )|
٢ بوضوح پس است، nii ≥ ١ و ni ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ n هر برای چون

تعریف به توجه با .α[µ(T )] = ٢
∑n

i=١ ni + ٢
∑n

i=١ nii − ٢n داشت خواهیم ٣.٢.۴ نتیجه از لذا
داریم میشلسکی گراف

|V [µ(T )]| = ٢(n١ + ١) + ٢n١١ + · · ·+ ٢(nn + ١) + ٢nnn + ١

= ٢
n∑

i=١
ni + ٢

n∑
i=١

nii + ٢n+ ١,

|E[µ(T )]| = ۴n١ + ١+ ۴n١١ + ٣+ ۴n٢ + ١+ ۴n٢٢ + ٣ · · ·+ ٣+ ۴nn + ١

+ ۴nnn

= ۴
n∑

i=١
ni + ۴

n∑
i=١

nii + ۴n− ٣.

.β[µ(T )] = ۴n+ ١ داشت خواهیم ٣٢.١.١ قضیه از فوق، مقادیر به توجه با
یال�های مجموعه این�صورت در .n١ ≥ ٣ کنید فرض قضیه کلیت از کاستن بدون

K ={x١xi : ٢ ≤ i ≤ n١ − ١}∪{xn١+١y′i : ١ ≤ i ≤ n١١}∪{x′n١+١yi : ١ ≤ i ≤ n١١}∪

{x١x′i : ٢ ≤ i ≤ n١ − ١} ∪ {x′١xn١ , x
′
n١
u}∪

{t١t′i : ٢ ≤ i ≤ n٢} ∪ {tn١+٢λ
′
i : ١ ≤ i ≤ n٢٢} ∪ {t′n١+٢λi : ١ ≤ i ≤ n٢٢}∪

{t′١ti : ٢ ≤ i ≤ n٢} ∪ . . . ∪ {s١s′i : ٢ ≤ i ≤ nn} ∪ {snn+١β
′
i : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{s′nn+١βi : ١ ≤ i ≤ nnn} ∪ {s′١si : ٢ ≤ i ≤ nn},

ببینید) را ٩.۴ (شکل می�پوشاند را µ(T ) رئوس تمام ،|K| = ٢
∑n

i=١ ni + ٢
∑n

i=١ nii − ٢n که
برابر µ(T ) گراف استقلال عدد چون طرفی از .β′[µ(T )] ≤ ٢

∑n
i=١ ni + ٢

∑n
i=١ nii − ٢n لذا و

بنابراین .β′[µ(T )] ≥ ٢
∑n

i=١ ni + ٢
∑n

i=١ nii − ٢n لذا است، ٢
∑n

i=١ ni + ٢
∑n

i=١ nii − ٢n

β′[µ(T )] = ٢
n∑

i=١
ni + ٢

n∑
i=١

nii − ٢n.

.α′[µ(T )] = ۴n+ ١ داریم ٣٣.١.١ قضیه از لذا است، تنها راس فاقد µ(T ) چون حال،
داریم µ(T ) برای کلی گراف تعریف به توجه با

|V [T (µ(T ))]| = ٢
n∑

i=١
ni + ٢

n∑
i=١

nii + ٢n+ ١+ ۴
n∑

i=١
ni + ۴

n∑
i=١

nii + ۴n− ٣

= ۶
n∑

i=١
ni + ۶

n∑
i=١

nii + ۶n− ٢.

T [µ(T )] رئوس پوشاندن برای یال |V [T (µ(T ))]|
٢ = ٣

∑n
i=١ ni + ٣

∑n
i=١ nii + ٣n− ١ حداقل لذا

می�دهیم قرار .β′[T (µ(T ))] ≥ ٣
∑n

i=١ ni + ٣
∑n

i=١ nii + ٣n− ١ پس است. لازم
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T درخت میشلسکی گراف :٩.۴ شکل

.d′i = ux′i+١, di = x′١xi+١e
′
i = x١x

′
i+١, ei = x١xi+١ ،١ ≤ i ≤ n١ برای •

.α′
i = uy′i, αi = x′n١+١yi,m

′
i = xn١+١y

′
i,mi = xn١+١yi ،١ ≤ i ≤ n١١ برای •

...

.h′i = us′i+١, hi = s′١si+١, g
′
i = s١s

′
i+١, gi = s١si+١ ،١ ≤ i ≤ nn برای •

.γ′i = uβ′
i, γi = s′nn+١βi, p

′
i = snn+١β

′
i, pi = snn+١βi ،١ ≤ i ≤ nnn برای •

.s′١w١
= s′١w١, . . . , z

′
١t١ = z′١t١, t

′
١x١ = t′١x١ •

.w′
١s١ = w′

١s١, . . . , t
′
١z١ = t′١z١, x

′
١t١ = x′١t١ •

.us′١ = us′١, . . . , ut′١ = ut′١, ux′
١
= ux′١, sw = s١w١, . . . , zt = z١t١, tx = t١x١ •

یال�های مجموعه این�صورت در

L ={eie′i : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ . . . ∪ {gig′i : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{mim
′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {pip′i : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{x′i+١d′i : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ . . . ∪ {s′i+١h′i : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{y′iα′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {β′

iγ
′
i : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{xi+١di : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ . . . ∪ {si+١hi : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{yiαi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {βiγi : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{uux′
١
, x′١t١, t

′
١x١x١, x

′
١t١tx} ∪ {ut′١t

′
١, . . . , us′١s

′
١}∪

{t′١z١z١, z
′
١t١zt, . . . , w

′
١s١s١, s

′
١w١
sw},



۵٨ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

است، n = ١ حالتی�که بجز را، T [µ(T رئوس[( تمام ،|L| = ٣
∑n

i=١ ni+٣
∑n

i=١ nii+٣n−١ که
یال�های مجموعه نیز حالت این در می�پوشاند.

{eie′i : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ {mim
′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {x′i+١d′i : ٢ ≤ i ≤ n١}∪

{y′iα′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {xi+١di : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ {yiαi : ١ ≤ i ≤ n١١}∪

{x١x′٢, d′١u, ux′
١
x′١},

بنابراین می�پوشاند. را T [µ(T )] گراف رئوس تمام است، ٣n١ + ٣n١١ + ٢ برابر تعدادش که
نتیجه در و β′[T (µ(T ))] ≤ ٣

∑n
i=١ ni + ٣

∑n
i=١ nii + ٣n− ١

β′[T (µ(T ))] = ٣
n∑

i=١
ni + ٣

n∑
i=١

nii + ٣n− ١.

داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از ،|V [T (µ(T ))]| و β′[T (µ(T ))] مقادیر به توجه با اکنون،

α′[T (µ(T ))] = ٣
n∑

i=١
ni + ٣

n∑
i=١

nii + ٣n− ١.

برای و nii ≥ ١ و ni ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ،٨.۴ شکل در T درخت برای .٧.٢.۴ نتیجه
داریم ،ni ≥ ٣ ،١ ≤ i ≤ nیک حداقل

α′[T (µ(T ))] = β′[T (µ(T ))].

زوج صورت در و nii ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ،١٠.۴ شکل در T درخت برای .٨.٢.۴ قضیه
داریم ،nii ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ nیک حداقل برای ،n بودن

.α′[T (µ(T ))] = α[µ(T )] + α(T ) + ۵α′(T )− α′[µ(T )] الف)

.β′[T (µ(T ))] = β′[µ(T )] + β′(T ) + ۵β(T )− β[µ(T )] ب)
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T درخت :١٠.۴ شکل

می�کنیم. بررسی حالت دو در را قضیه برهان.



۵٩ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴

درخت T چون .β(T ) = ٣n
٢ و α(T ) =

∑n
i=١ nii +

n
٢ بوضوح باشد. زوج n اول. حالت

از فوق، مفروضات به توجه با است. دو�بخشی T ،٣١.١.١ قضیه به بنا لذا است، دور فاقد و
.α′(T ) = ٣n

٢ و β′(T ) =
∑n

i=١ nii +
n
٢ می�شود نتیجه ٣۴.١.١ و ٣٣.١.١ قضایای

از بنابراین و می�باشد α(T ) ≥ |V (T )|
٢ بوضوح لذا است، nii ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای چون

میشلسکی گراف تعریف به توجه با هم�چنین .α[µ(T )] = ٢
∑n

i=١ nii + n داریم ٣.٢.۴ نتیجه
داریم

|V [µ(T )]| = ٢
n∑

i=١
nii + ۴n+ ١,

|E[µ(T )]| = ۴
n∑

i=١
nii + ٨n− ٣.

می�آید. به�دست β[µ(T )] = ٣n+ ١ ،٣٢.١.١ قضیه از لذا

یال�های مجموعه این�صورت در .n١١ ≥ ٢ کنید فرض قضیه کلیت از کاستن بدون

K ={x٢y′i : ١ ≤ i ≤ n١١ − ١} ∪ {y′n١١u} ∪ {x′٢yi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {x′١t١, t′١x١}∪

{t٢λ′i : ١ ≤ i ≤ n٢٢} ∪ {t′٢λi : ١ ≤ i ≤ n٢٢} ∪ {z′١u١, u′١z١} ∪ . . .∪

{s٢β′
i : ١ ≤ i ≤ nnn} ∪ {s′٢βi : ١ ≤ i ≤ nnn} ∪ {w′

١s١, w١s
′
١},

لذا و ببینید) را ١١.۴ (شکل می�پوشاند را µ(T ) رئوس تمام ،|K| = ٢
∑n

i=١ nii + n که
٢
∑n

i=١ nii + n برابر µ(T ) استقلال عدد چون طرفی از .β′[µ(T )] ≤ ٢
∑n

i=١ nii + n

بنابراین .β′[µ(T )] ≥ ٢
∑n

i=١ nii + nپس است،

β′[µ(T )] = ٢
n∑

i=١
nii + n.

.α′[µ(T )] = ٣n+ ١ داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از مجدد استفاده و فوق مقادیر به توجه با

داریم است، زوج n حالتی�که مشابه برهانی با باشد. فرد n دوم. حالت

α(T ) = β′(T ) =
n∑

i=١
nii +

n+ ١
٢ ,

β(T ) = α′(T ) =
٣n− ١

٢ ,

α[µ(T )] = β′[µ(T )] = ٢
n∑

i=١
nii + (n+ ١),

β[µ(T )] = α′[µ(T )] = ٣n.



۶٠ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴
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T درخت میشلسکی گراف :١١.۴ شکل

از است عبارت می�پوشاند، را µ(T ) رئوس که یال�هایی مجموعه حالت این در

K ={x٢y′i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {x′٢yi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {x′١t١, t′١x١}∪

{t٢λ′i : ١ ≤ i ≤ n٢٢} ∪ {t′٢λi : ١ ≤ i ≤ n٢٢} ∪ {z′١u١, u′١z١} ∪ . . .∪

{s٢β′
i : ١ ≤ i ≤ nnn} ∪ {s′٢βi : ١ ≤ i ≤ nnn} ∪ {v′١w١, v١w

′
١}∪

{s١s٢, s′١u}.

داریم T میشلسکی گراف برای کلی گراف تعریف به توجه با حال،

|V [T (µ(T ))]| = ٢
n∑

i=١
nii + ۴n+ ١+ ۴

n∑
i=١

nii + ٨n− ٣

= ۶
n∑

i=١
nii + ١٢n− ٢.

است. لازم T [µ(T )] رئوس پوشاندن برای یال |V [T (µ(T ))]|
٢ = ٣

∑n
i=١ nii + ۶n− ١ حداقل بنابراین

می�دهیم قرار .β′[T (µ(T ))] ≥ ٣
∑n

i=١ nii + ۶n− ١ لذا

.d′١ = ux′٢, d١ = x′١x٢, e
′
١ = x١x

′
٢, e١ = x١x٢ •

...

.h′١ = us′٢, h١ = s′١s٢, g
′
١ = s١s

′
٢, g١ = s١s٢ •

.α′
i = uy′i, αi = x′٢yi,m

′
i = x٢y

′
i,mi = x٢yi ،١ ≤ i ≤ n١١ برای •

...

.γ′i = uβ′
i, γi = s′٢βi, p

′
i = s٢β

′
i, pi = s٢βi ،١ ≤ i ≤ nnn برای •



۶١ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴

.us′١ = us′١, . . . , ut′١ = ut′١, ux′
١
= ux′١ •

.s′١w١
= s′١w١, w

′
١s١ = w′

١s١, . . . , t
′
١x١ = t′١x١, x

′
١t١ = x′١t١ •

.sw = s١w١, . . . , zt = z١t١, tx = t١x١ •

یال�های مجموعه این�صورت در

L ={e١e′١, . . . , g١g′١} ∪ {mim
′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {pip′i : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{x٢d١, . . . , s٢h١} ∪ {yiαi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {βiγi : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{x′٢d′١, . . . , s′٢h′١} ∪ {y′iα′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {β′

iγ
′
i : ١ ≤ i ≤ nnn}∪

{uux′
١
, x′١t١, t

′
١x١x١, x

′
١t١tx} ∪ {ut′١t

′
١, . . . , us′١s

′
١}∪

{t′١z١z١, z
′
١t١zt, . . . , w

′
١s١s١, s

′
١w١
sw},

است، n = ١ حالتی�که بجز را، T [µ(T )] گراف رئوس تمام ،|L| = ٣
∑n

i=١ nii + ۶n − ١ که
یال�های مجموعه نیز حالت این در می�پوشاند.

{mim
′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {yiαi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {y′iα′

i : ١ ≤ i ≤ n١١}∪

{x١e١, e′١x′٢, x٢d١, x′١ux′
١
, d′١u},

پوشش عدد تعریف به بنا لذا می�پوشاند. را T [µ(T )] رئوس تمام است، ٣n١١ + ۵ برابر تعدادش که
.β′[T (µ(T ))] = ٣

∑n
i=١ nii +۶n−١ نتیجه در و β′[T (µ(T ))] ≤ ٣

∑n
i=١ nii +۶n−١ یالی،

داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از فوق، مقادیر به توجه با حال،

α′[T (µ(T ))] = ٣
n∑

i=١
nii + ۶n− ١.

زوج صورت در و nii ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که ،١٠.۴ شکل در T درخت برای .٩.٢.۴ نتیجه
داریم ،nii ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ nیک حداقل برای ،n بودن

α′[T (µ(T ))] = β′[T (µ(T ))].

داریم ،n١i ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n١ هر برای که ،١٢.۴ شکل در T درخت برای .١٠.٢.۴ قضیه

.α′[T (µ(T ))] = α[µ(T )] + α(T ) + ۵α′(T )− α′[µ(T )] الف)

.β′[T (µ(T ))] = β′[µ(T )] + β′(T ) + ۵β(T )− β[µ(T )] ب)



۶٢ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴
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T درخت :١٢.۴ شکل

به توجه با لذا است. دو�بخشی T ،٣١.١.١ قضیه بر بنا پس است، دور فاقد و درخت T چون برهان.
داشت خواهیم ٣۴.١.١ و ٣٣.١.١ قضایای از استفاده نیز و T بودن دو�بخشی ،١٢.۴ شکل

α(T ) = β′(T ) =

n١∑
i=١

n١i+ ١,

β(T ) = α′(T ) = n١.

می�باشد. α(T ) ≥ |V (T )|
٢ بوضوح لذا است. n١i ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n١ هر برای قضیه فرض بر بنا

یال�های مجموعه این�که به توجه با حال،

K ={x٢y′i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {xn١+١z
′
i : ١ ≤ i ≤ n١n١}∪

{x′٢yi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {x′n١+١zi : ١ ≤ i ≤ n١n١} ∪ {x′١u, x١x٢}

داشت خواهیم ۶.٢.۴ قضیه اثبات مشابه ببینید)، را ١٣.۴ (شکل می�پوشاند را µ(T ) رئوس تمام

α[µ(T )] = β′[µ(T )] = ٢
n١∑
i=١

n١i+ ٢,

β[µ(T )] = α′[µ(T )] = ٢n١ + ١.

است زیر به�صورت µ(T ) گراف یال�های و رئوس تعداد چون

|V [µ(T )]| = ٢n١ + ٢
n١∑
i=١

n١i+ ٣,

|E[µ(T )]| = ۴n١ + ۴
n١∑
i=١

n١i+ ١,

داریم T میشلسکی گراف کلی گراف برای لذا

|V [T (µ(T ))]| = ٢n١ + ٢
n١∑
i=١

n١i+ ٣+ ۴n١ + ۴
n١∑
i=١

n١i+ ١

= ۶n١ + ۶
n١∑
i=١

n١i+ ۴.



۶٣ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴
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T درخت میشلسکی گراف :١٣.۴ شکل

و است لازم T [µ(T )] رئوس پوشاندن برای یال |V [T (µ(T ))]|
٢ = ٣n١ + ٣

∑n١
i=١ n١i+ ٢ حداقل پس

می�دهیم قرار .β′[T (µ(T ))] ≥ ٣n١ + ٣
∑n١

i=١ n١i+ ٢ بنابراین

.di = ux′i+١, ci = x′١xi+١, e
′
i = x١x

′
i+١, ei = x١xi+١ ،١ ≤ i ≤ n١ برای •

.si = uy′i, qi = x′٢yi, f
′
i = x٢y

′
i, fi = x٢yi ،١ ≤ i ≤ n١١ برای •

...

توجه .li = uw′
i, ti = x′n١wi, g

′
i = xn١w

′
i, gi = xn١wi ،١ ≤ i ≤ n١(n١ − ١) برای •

µ(T ) در آن�ها با متناظر جفت رئوس ′�wها
i و T در xn١ راس آویزان رئوس ��wiها که، شود

.(١ ≤ i ≤ n١(n١ − می�باشند((١

.mi = uz′i, ri = x′n١+١zi, p
′
i = xn١+١z

′
i, pi = xn١+١zi ،١ ≤ i ≤ n١n١ برای •

.x′١u = x′١u •

یال�های مجموعه این�صورت در

K ={ciei : ١ ≤ i ≤ n١} ∪ {x′i+١e′i : ٢ ≤ i ≤ n١} ∪ {x٢y′١, . . . , xn١+١z
′
١}∪

{y′isi : ٢ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {z′imi : ٢ ≤ i ≤ n١n١}∪

{fif ′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {pip′i : ١ ≤ i ≤ n١n١}∪

{yiqi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {ziri : ١ ≤ i ≤ n١n١}∪

{e′١d١, s١d٢, . . . , l١dn١} ∪ {m١u, x
′
١ux

′
١} ∪ {x١x′٢},

می�پوشاند. است، n١ = ١ حالتی�که بجز را، T [µ(T رئوس[( تمام ،|K| = ٣n٣+١
∑n١

i=١ n١i+٢ که
یال�های مجموعه می�باشد، n١ = ١ حالتی�که در

{fif ′
i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {yiqi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ {y′isi : ١ ≤ i ≤ n١١}∪

{x١e′١, x′١c١, x٢e١, x′٢d١, ux′١u},



۶۴ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

لذا می�پوشاند. را T [µ(T )] رئوس تمام است، ٣n١١+ ۵ برابر تعدادش که

β′[T (µ(T ))] ≤ ٣n١ + ٣
n١∑
i=١

n١i+ ٢.

داریم ٣٣.١.١ قضیه از فوق، مقادیر به توجه با .β′[T (µ(T ))] = ٣n١ + ٣
∑n١

i=١ n١i+ ٢ بنابراین

α′[T (µ(T ))] = ٣n١ + ٣
n١∑
i=١

n١i+ ٢.

داریم ،n١i ≥ ١ ،١ ≤ i ≤ n١ هر برای که ،١٢.۴ شکل در T درخت برای .١١.٢.۴ نتیجه
α′[T (µ(T ))] = β′[T (µ(T ))].

ni ≥ ١ ،١ ≤ j ≤ ni هر و ١ ≤ i ≤ n هر برای که ،١۴.۴ شکل در T درخت برای .١٢.٢.۴ قضیه
،nij ≥ ٢ ،١ ≤ j ≤ ni یک و ١ ≤ i ≤ n یک حداقل برای �،n بودن زوج صورت در و nij ≥ ١ و

داریم

.α′[T (µ(T ))] = α[µ(T )] + α(T ) + ۵α′(T )− α′[µ(T )] الف)

.β′[T (µ(T ))] = β′[µ(T )] + β′(T ) + ۵β(T )− β[µ(T )] ب)
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θnnnn

.. . . ...
s١

T درخت :١۴.۴ شکل

،١ ≤ i ≤ n هر برای حالتی�که در و ١٠.٢.۴ قضیه در است، n = ١ حالتی�که در حکم درستی برهان.
یک حداقل برای و بوده n ≥ ٢ اگر حال، است. شده اثبات ٨.٢.۴ قضیه در است، ni = ١

می�کنیم. بررسی حالت دو را قضیه باشد، ni ≥ ٢ ،(١ ≤ i ≤ n) i

T ،٣١.١.١ قضیه به توجه با لذا است، دور فاقد و درخت T چون باشد. زوج n اول. حالت
٣۴.١.١ و ٣٣.١.١ قضایای از استفاده نیز و ١۴.۴ شکل به توجه با بنابراین می�باشد. دو�بخشی

داریم

α(T ) = β′(T ) =

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni+
n

٢ ,

β(T ) = α′(T ) =
n∑

i=١
ni +

n

٢ .



۶۵ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴

بوضوح لذا است، nij ≥ ١ و ni ≥ ١ ،١ ≤ j ≤ ni هر و ١ ≤ i ≤ n هر برای چون طرفی از
مشابه بنابراین .n١١ ≥ ٢ کنیم فرض قضیه کلیت از کاستن بدون می�باشد. α(T ) ≥ |V (T )|

٢

داشت خواهیم است) زوج n حالتی�که (در ٨.٢.۴ قضیه برهان

α[µ(T )] = β′[µ(T )] = ٢(
n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + n,

β[µ(T )] = α′[µ(T )] = ٢
n∑

i=١
ni + n+ ١.

از است عبارت ببینید)، را ١۵.۴ (شکل می�پوشاند را µ(T ) حالت این در که یال�هایی مجموعه

K ={x٢y′i : ١ ≤ i ≤ n١١− ١} ∪ {y′n١١u} ∪ {x٣w′
i : ١ ≤ i ≤ n١٢} ∪ . . .∪

{xn١+١z
′
i : ١ ≤ i ≤ n١n١} ∪ . . . ∪ {v٢µ′

i : ١ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . .∪

{vnn+١θ
′
i : ١ ≤ i ≤ nnnn} ∪ {x′٢yi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . .∪

{x′n١+١zi : ١ ≤ i ≤ n١n١} ∪ . . . ∪ {v′٢µi : ١ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . .∪

{v′nn+١θi : ١ ≤ i ≤ nnnn} ∪ {x١t′١, t١x′١, . . . , s١v′١, s′١v١}.

متناظر جفت راس w′
i و T در x٣ راس آویزان راس wi ،١ ≤ i ≤ n١٢ هر برای که، شود توجه

می�باشد. µ(T ) در wi با

داشت خواهیم قبل حالت مشابه باشد. فرد n دوم. حالت

α(T ) = β′(T ) =

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni+
n+ ١
٢ ,

β(T ) = α′(T ) =
n∑

i=١
ni +

n− ١
٢ ,

α[µ(T )] = β′[µ(T )] = ٢(
n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + n+ ١,

β[µ(T )] = α′[µ(T )] = ٢
n∑

i=١
ni + n.



۶۶ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

از است عبارت ببینید)، را ١۵.۴ (شکل می�پوشاند را µ(T ) حالت این در که یال�هایی مجموعه

K ={x٢y′i : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {xn١+١z
′
i : ١ ≤ i ≤ n١n١} ∪ . . .∪

{v٢µ′
i : ١ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . . ∪ {vnn+١θ

′
i : ١ ≤ i ≤ nnnn}∪

{x′٢yi : ١ ≤ i ≤ n١١} ∪ . . . ∪ {x′n١+١zi : ١ ≤ i ≤ n١n١} ∪ . . .∪

{v′٢µi : ١ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . . ∪ {v′nn+١θi : ١ ≤ i ≤ nnnn}∪

{x١t′١, t١u′١, . . . , s١v′١, s′١v١, x′١u}.

داریم حالت دو هر برای میشلسکی، گراف تعریف به توجه با حال،
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T درخت میشلسکی گراف :١۵.۴ شکل

|V [µ(T )]| = ٢
n∑

i=١
ni + ٢(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٢n+ ١,

|E[µ(T )]| = ۴
n∑

i=١
ni + ۴(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + n+ ٣(n− ١)

داشت خواهیم T میشلسکی گراف کلی گراف برای لذا و

|V [T (µ(T ))]| = ٢
n∑

i=١
ni + ٢(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٢n+ ١

+ ۴
n∑

i=١
ni + ۴(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + n+ ٣(n− ١)

= ۶
n∑

i=١
ni + ۶(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ۶n− ٢.



۶٧ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴

برای یال |V [T (µ(T ))]|
٢ = ٣

∑n
i=١ ni+٣(

∑n١
i=١ n١i+ · · ·+

∑nn

i=١ nni)+٣n−١ حداقل بنابراین
لذا است. لازم T [µ(T )] رئوس پوشاندن

β′[T (µ(T ))] ≥ ٣
n∑

i=١
ni + ٣(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٣n− ١. (٧.۴)

می�کنیم ادعا حال،

β′[T (µ(T ))] ≤ ٣
n∑

i=١
ni + ٣(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٣n− ١. (٨.۴)

T گراف و ببینید) را ١۴.۴ (شکل بنامیم T گراف ویژه رئوس را x١, t١, . . . , s١, v١ اگر ادعا. اثبات
است. برقرار ادعا می�کنیم ثابت n روی استقرا با دهیم، نشان Tn با را ویژه راس n با

شد. ثابت ١٠.٢.۴ قضیه در .n = ١ استقرا. آزمون

باشد. برقرار ویژه راس n از کمتر با T گراف برای ادعا کنیم فرض استقرا. فرض

است. برقرار نیز Tn برای می�دهیم نشان استقرا. حکم

برای که یال�هایی تعداد مینیمم بعلاوه β′[T (µ(Tn−١))] مساوی یا کمتر β′[T (µ(Tn))] بوضوح
می�دهیم قرار ببینید). را ١۵.۴ (شکل می�باشد است، لازم ∗ قسمت رئوس پوشاندن

.di = uv′i+١, ci = v′١vi+١, e
′
i = v١v

′
i+١, ei = v١vi+١ ،١ ≤ i ≤ nn برای –

.ki = uµ′
i, qi = v′٢µi, f

′
i = v٢µ

′
i, fi = v٢µi ،١ ≤ i ≤ nn١ برای –

...

.mi = uθ′i, ri = v′nn+١θi, p
′
i = vnn+١θ

′
i, pi = vnn+١θi ،١ ≤ i ≤ nnnn برای –

.v′١u = v′١u, v
′
١s١ = v′١s١, v١s′١ = v١s

′
١, v١s١ = v١s١ –

یال�های مجموعه این�صورت در

J ={ciei : ١ ≤ i ≤ nn} ∪ {v′i+١e′i : ١ ≤ i ≤ nn}∪

{fif ′
i : ١ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . . ∪ {pip′i : ١ ≤ i ≤ nnnn}∪

{µ′
iki : ٢ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . . ∪ {θ′imi : ٢ ≤ i ≤ nnnn}∪

{µiqi : ١ ≤ i ≤ nn١} ∪ . . . ∪ {θiri : ١ ≤ i ≤ nnnn}∪

{v٢µ′
١, . . . , vnn+١θ

′
١} ∪ {k١d١, . . . ,m١dnn} ∪ {v١s′١v١, v١s١v

′
١s١ , v

′
١v

′
١u},

s′١ ،s١ که، شود (توجه می�پوشاند را ∗ قسمت رئوس تمام ،|J | = ٣nn + ٣
∑nn

i=١ nni+ ٣ که
داریم فوق مقدار و استقرا فرض از لذا شده�اند). پوشیده T [(µ(Tn−١))] در u و

β′[T (µ(Tn))] ≤ ٣
n∑

i=١
ni + ٣(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٣n− ١.



۶٨ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

می�شود نتیجه ٨.۴ و ٧.۴ از بنابراین

β′[T (µ(T ))] = ٣
n∑

i=١
ni + ٣(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٣n− ١

داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از و

α′[T (µ(T ))] = ٣
n∑

i=١
ni + ٣(

n١∑
i=١

n١i+ · · ·+
nn∑
i=١

nni) + ٣n− ١.

ni ≥ ١ ،١ ≤ j ≤ ni هر و ١ ≤ i ≤ n هر برای که ،١۴.۴ شکل در T درخت برای .١٣.٢.۴ نتیجه
،nij ≥ ٢ ،١ ≤ j ≤ ni یک و ١ ≤ i ≤ n یک حداقل برای �،n بودن زوج صورت در و nij ≥ ١ و

داریم

α′[T (µ(T ))] = β′[T (µ(T ))].

بجز سطر، هر رئوس تمام و بوده ١۶.۴ شکل در T درخت سطر�های تعداد n > ١ اگر .١۴.٢.۴ قضیه
سطر�های از یکی حداقل است، زوج n حالتی�که در و باشند داشته پایین به رو یال یک حداقل آخر، سطر

داریم باشد، داشته راس دو کم دست زوج

.α′[T (µ(T ))] = α[µ(T )] + α(T ) + ۵α′(T )− α′[µ(T )] الف)

.β′[T (µ(T ))] = β′[µ(T )] + β′(T ) + ۵β(T )− β[µ(T )] ب)
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T درخت :١۶.۴ شکل

∑mk

j=١ jmk = mk ،(n ≥ ٣ حالتی�که (در ٣ ≤ k ≤ n هر برای و بوده n > ١ این�که فرض با برهان.
می�کنیم. بررسی حالت دو در را قضیه باشد،



۶٩ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴

،٣١.١.١ قضایای از استفاده با لذا است، دور فاقد و درخت T چون باشد. زوج n اول. حالت
داشت خواهیم ٣۴.١.١ و ٣٣.١.١

α(T ) = β′(T ) = mn +mn−٢ + · · ·+m٢,

β(T ) = α′(T ) = mn−١ +mn−٣ + · · ·+m١.

بوضوح دارند، پایین به رو یال یک حداقل آخر، سطر بجز سطر، هر رئوس تمام چون حال،
از .α[µ(T )] = ٢(mn +mn−٢ + · · ·+m٢) داریم ٣.٢.۴ نتیجه از و است α(T ) ≥ |V (T )|

٢

داریم میشلسکی گراف تعریف به توجه با طرفی

|V (µ(T ))| = ٢
n∑

i=١
mi + ١,

|E(µ(T ))| = ۴
n∑

i=٢
mi + ١.

.β[µ(T )] = ٢(mn−١ +mn−٣ + · · ·+m١) + ١ داشت خواهیم ٣٢.١.١ قضیه از بنابراین

یال�های مجموعه این�صورت در .m٢ ≥ ٢ کنید فرض قضیه کلیت از کاستن بدون

K ={y′١١z١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {y′mn−١mn−١
zmni : ١ ≤ i ≤ mn}∪

{y١١z′١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {ymn−١mn−١z
′
mni : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . .∪

{v′m١
xi : ١ ≤ i ≤ m٢} ∪ {vm١x

′
i : ١ ≤ i ≤ m٢ − ١} ∪ {x′m٢

u},

١٧.۴را (شکل می�پوشاند را µ(T ) رئوس تمام ،|K| = ٢(mn + mn−٢ + · · · + m٢) که
پس ببینید).

β′[µ(T )] ≤ ٢(mn +mn−٢ + · · ·+m٢).

می�باشد. آن جفت راس T از راس هر پایین راس ١٧.۴ شکل در که، شود توجه

لذا ،α[µ(T )] = ٢(mn +mn−٢ + · · ·+m٢) چون حال،

β′[µ(T )] ≥ ٢(mn +mn−٢ + · · ·+m٢)

به�دست مقدار و µ(T ) مرتبه به توجه با .β′[µ(T )] = ٢(mn ++mn−٢ · · ·+m٢) بنابراین و
داشت خواهیم ٣٣.١.١ قضیه از ،β′[µ(T )] برای آمده

α′[µ(T )] = ٢(mn−١ +mn−٣ + · · ·+m١) + ١.



٧٠ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴
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T درخت میشلسکی گراف :١٧.۴ شکل

داشت خواهیم قبل حالت مشابه باشد. فرد n دوم. حالت

α(T ) = β′(T ) = mn +mn−٢ + · · ·+m١,

β(T ) = α′(T ) = mn−١ +mn−٣ + · · ·+m٢,

α[µ(T )] = β′[µ(T )] = ٢(mn +mn−٢ + · · ·+m١),

β[µ(T )] = α′[µ(T )] = ٢(mn−١ +mn−٣ + · · ·+m٢) + ١.

از است عبارت می�پوشاند، را µ(T ) که یال�هایی مجموعه حالت این در

K ′ ={y′١١z١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {y′mn−١mn−١
zmni : ١ ≤ i ≤ mn}∪

{y١١z′١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {ymn−١mn−١z
′
mni : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . .∪

{x′١t١i : ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . . ∪ {x′m٢
tm٣i : ١ ≤ i ≤ m٣}∪

{x١t′١i : ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . . ∪ {xm٢t
′
m٣i

: ١ ≤ i ≤ m٣}∪

{vm١x١, v
′
m١
u}.

رئوس tm٣i و . . . ،x١ راس زیرین مجاور رئوس t١i ،١ ≤ i ≤ m٣ هر برای که، شود توجه
است. tij جفت راس t′ij ،١ ≤ i, j ≤ m٣ هر برای هم�چنین می�باشد. xm٢ راس زیرین مجاور



٧١ درخت�ها از برخی میشلسکی گراف کلی گراف یالی پوشش و استقلال اعداد .٢.۴

داریم T میشلسکی گراف برای کلی گراف تعریف به توجه با

|V [T (µ(T ))]| = ٢
n∑

i=١
mi + ١+ ۴

n∑
i=٢

mi + ١

= ٢m١ + ۶
n∑

i=٢
mi + ٢.

است. لازم T [µ(T )] رئوس پوشاندن برای یال |V [T (µ(T ))]|
٢ = m٣+١

∑n
i=٢mi+١ حداقل بنابراین

می�دهیم قرار .β′[T (µ(T ))] ≥ m١ + ٣
∑n

i=٢mi + ١ لذا

.βi = v′m١
xi, α

′
i = vm١x

′
i, αi = vm١xi ،١ ≤ i ≤ m٢ برای •

.γm٣i = xm٢tm٣i, . . . , γ١i = x١t١i ،١ ≤ i ≤ m٣ برای •

.γ′m٣i
= xm٢t

′
m٣i
, . . . , γ′١i = x١t

′
١i ،١ ≤ i ≤ m٣ برای •

.λm٣i = x′m٢
tm٣i, . . . , λ١i = x′١t١i ،١ ≤ i ≤ m٣ برای •

...

.ωmni = ymn−١mn−١zmni, . . . , ω١i = y١١z١i ،١ ≤ i ≤ mn برای •

.ω′
mni = ymn−١mn−١z

′
mni, . . . , ω

′
١i = y١١z

′
١i ،١ ≤ i ≤ mn برای •

.θmni = y′mn−١mn−١
zmni, . . . , θ١i = y′١١z١i ،١ ≤ i ≤ mn برای •

.d٢i = x′iu ،١ ≤ i ≤ m٢ برای و d١m١ = v′m١
u •

.d٣m٣ i
= t′m٣i

u, . . . , d٣١i = t′١iu ،١ ≤ i ≤ m٣ برای •
...

.dnmn i = z′mniu, . . . , dn١i = z′١iu ،١ ≤ i ≤ mn برای •

یال�های مجموعه این�صورت در

L ={vm١x١} ∪ {v′m١
β١} ∪ {αiα

′
i : ١ ≤ i ≤ m٢} ∪ {βixi : ٢ ≤ i ≤ m٢}∪

{γ١iγ′١i : ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . . ∪ {γm٣iγ
′
m٣i

: ١ ≤ i ≤ m٣}∪

{λ١it١i : ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . . ∪ {λm٣itm٣i : ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . .∪

{ω١iω′
١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {ωmniω

′
mni : ١ ≤ i ≤ mn}∪

{θ١iz١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {θmnizmni : ١ ≤ i ≤ mn}∪

{ud١m١} ∪ {x′id٢i : ١ ≤ i ≤ m٢}∪

{t′١id٣١i : ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . . ∪ {t′m٣i
d٣m٣ i

: ١ ≤ i ≤ m٣} ∪ . . .∪

{z′١idn١i : ١ ≤ i ≤ mn} ∪ . . . ∪ {z′mnidnmn i : ١ ≤ i ≤ mn},
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لذا و می�پوشاند را T [µ(T )] گراف رئوس تمام ،|L| = ١+m١ + ٣
∑n

i=٢mi که

β′[T (µ(T ))] ≤ m١ + ٣
n∑

i=٢
mi + ١.

داریم ٣٣.١.١ قضیه به توجه با حال، .β′[T (µ(T ))] = m١ + ٣
∑n

i=٢mi + ١ بنابراین

α′[T (µ(T ))] = m١ + ٣
n∑

i=٢
mi + ١.

بجز سطر، هر رئوس تمام و بوده ١۶.۴ شکل در T درخت سطر�های تعداد n > ١ اگر .١۵.٢.۴ نتیجه
سطر�های از یکی حداقل است، زوج n حالتی�که در و باشند داشته پایین به رو یال یک حداقل آخر، سطر

داریم باشد، داشته راس دو کم دست زوج

α′[T (µ(T ))] = β′[T (µ(T ))].

گراف�ها از برخی نا�پذیری رنگ عدد بررسی ٣.۴

مسیر، مرکزی گراف نا�پذیری رنگ عدد مختلف، آمیزی�های رنگ وسیع کاربرد به توجه با بخش، این در
رنگ عدد هم�چنین و هزار�پا گراف مرکزی گراف رنگی عدد هزار�پا، گراف و کامل دو�بخشی گراف دور،

می�دهیم. ارائه آن�ها برای کران�هایی یا و می�یابیم را هزار�پا گراف نا�پذیری

داریم n ≥ ٢ هر برای .١.٣.۴ قضیه

n− ١ ≤ χc[C(Pn)] ≤ n.

...
v١
..

u١
..

v٢
..

u٢
..

v٣
..

u٣
.. . . ..

v۴
..

vn−١
..

un−١
..

vn

Pn مرکزی گراف :١٨.۴ شکل

یال ،١ ≤ i ≤ n − ١ هر برای و باشد Pn راس�های مجموعه {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
C(Pn) یال�های تعداد ببینید). را ١٨.۴ (شکل باشد شده زیر�تقسیم C(Pn) در ui راس توسط vivi+١



٧٣ گراف�ها از برخی نا�پذیری رنگ عدد بررسی .٣.۴

برابر

٢(n− ١) + (n− ٢) + (n− ٣) + · · ·+ ١

= ٢n− ٢+
(n− ٢)(n− ١)

٢

=
n٢ + n− ٢

٢

بنابراین می�باشد.
(
n+١
٢
)
= n٢+n

٢ از کمتر اکیدا مقدار این و است
χc[C(Pn)] ≤ n. (٩.۴)

می�کنیم آمیزی رنگ زیر به�صورت را C(Pn) حال،
به�صورت نیز n ≥ ۶ برای و است شده داده نشان ١٩.۴ شکل در آمیزی رنگ ٢ ≤ n ≤ ۵ برای

می�کنیم تعریف زیر

c(v١) = ٢, c(v٢) = ١, c(v٣) = ١, c(v۴) = ٣, c(v۵) = ۴, · · · , c(vn) = n− ١,

c(u١) = ٣, c(u٢) = ٢, c(u٣) = ۴, c(u۴) = ۵, · · · , c(un−٢) = n− ١, c(un−١) = ١.

...
٢
..

١
..

C(P٢)

..
٢

..
١

..
٢

..
١

..

C(P٣)

..
٢

..
٣

..
١

..
٢

..
٣

..
١

..

C(P۴)

..
٣

..
٢

..
۴

.....

٢

..

۵

..

١

..

٢

..

۵

..

۴

..

٣

..

۵

..

۴

..

C(P۵)

٢ ≤ n ≤ ۵ برای C(Pn) گراف آمیزی رنگ :١٩.۴ شکل

c′ با شده رنگ سر دو با یالی c′′ و c′ دلخواه رنگ دو هر برای و بوده مجاز فوق آمیزی رنگ چون
حداقل با C(Pn) برای نا�پذیری رنگ این چون حال، است. ناپذیری رنگ یک پس است، موجود c′′ و

داشت خواهیم لذا است، امکان�پذیر رنگ n− ١
n− ١ ≤ χc[C(Pn)]. (١٠.۴)

.n− ١ ≤ χc[C(Pn)] ≤ n داریم ١٠.۴ و ٩.۴ از بنابراین
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.χc[C(Cn)] = n آن�گاه ،n ≥ ٣ اگر .٢.٣.۴ قضیه

یال و un راس توسط vnv١ یال و باشد Cn رئوس مجموعه {v١, v٢, . . . , vn} کنید فرض برهان.
بودن فرد یا زوج به توجه با باشد. شده زیر�تقسیم C(Cn) در (١ ≤ i ≤ n− ١) ui راس توسط vivi+١

می�کنیم تعریف C(Cn) برای را زیر آمیزی n−رنگ ،n

بگیرید در�نظر را زیر آمیزی رنگ n ≥ ۶ برای و ببینید را ٢٠.۴ شکل n = ۴ برای باشد. زوج n

c(v١) = ١, c(v٢) = n, c(v٣) = ٣, . . . , c(vn−١) = n− ١, c(vn) = ٢,

c(u١) = ٢, c(u٢) = ۴, c(u٣) = n,

c(ui) =

i+ ٢ i ∈ E,۴ ≤ i < n− ٢

i− ١ i ∈ O,۵ ≤ i ≤ n− ٣
,

c(un−٢) = ٢, c(un−١) = n− ٢, c(un) = n.

...١.. ٢.. ٣..

۴

..

٣

..

١

..

٢

..

۴

C(C۴) گراف آمیزی رنگ :٢٠.۴ شکل

در�نظر را زیر آمیزی رنگ n ≥ ٧ برای و ببینید را ٢١.۴ شکل n = ٣,۵ برای باشد. فرد n
بگیرید

c(v١) = ١, c(v٢) = n, c(v٣) = ٣, . . . , c(vn−١) = n− ١, c(vn) = ٢,

c(u١) = ٢, c(u٢) = ١, c(u٣) = n, c(ui) = i− ١ (۴ ≤ i ≤ n).

c′′ و c′ با شده رنگ سر دو با یالی c′′ و c′ دلخواه رنگ دو هر برای و بوده مجاز فوق آمیزی رنگ چون
بنابراین است. نا�پذیری رنگ یک لذا است، موجود

χc[C(Cn)] ≥ n. (١١.۴)



٧۵ گراف�ها از برخی نا�پذیری رنگ عدد بررسی .٣.۴

...
٣
..
٢

..

١

..
٣

..
١

..
٢

.....
۴

..
٢

..

۵

..

۴

.....

١

...

٢

..

١

..
۴

..
٣

....
٢

C(C۵) و C(C٣) گراف�های آمیزی رنگ :٢١.۴ شکل

داریم مرکزی، گراف تعریف به توجه با حال،

|E[C(Cn)]| =
(
n

٢

)
+ n

=
n٢ + n

٢ .

می�کنیم ادعا .χc[C(Cn)] ≤ n+ ١ لذا است،
(
n+٢
٢
)
= n٣+٢n+٢

٢ از کمتر اکیدا یال تعداد این چون
χc[C(Cn)] ≤ n. (١٢.۴)

C(Cn) برای رنگ n+ ١ با نا�پذیری رنگ یک لذا .χc[C(Cn)] = n+ ١ کنیم فرض خلف برهان به
می�شود. داده اختصاص viها از یکی به رنگ یک حداقل پس داریم، ui راس n چون است. موجود
n − ١ با cn+١ پس ،dC(Cn)(vi) = n − ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای چون .c(vn) = cn+١ کنیم فرض
که می�ماند باقی cn مانند رنگ یک باشند، متمایز رنگ n− ١ این این�که فرض با می�شود. مجاور رنگ
و نکرده�ایم بحث آن�ها مورد در که می�ماند اصلی راس دو فقط روند این با است. نشده مجاور cn+١ با

کنیم فرض آید، وارد خللی کلیت به آن�که بدون هستند. یال�ها روی رئوس نشده، بحث رئوس بقیه
c(un) = c١, c(un−١) = cn−١.

داشت خواهیم را زیر حالت�های

چون حال، می�شود. مجاور رنگ n با cn+١ این�صورت در .c(vn−١) = cn+١, c(v١) = cn .١
تناقض که نمی�شوند، مجاور هم با cn−١ و c١ پس هستند، دو درجه از همگی باقی�مانده رئوس

است). مشابه نیز c(vn−١) = cn, c(v١) = cn+١ (برای است

cn−١ با c١ این�که برای حال، می�شود. مجاور رنگ n با cn+١ پس .c(u١) = cn+١, c(v١) = cn .٢
باقی�مانده رئوس درجه به توجه با این�صورت در .c(vn−١) = c١ باشیم داشته باید باشد، مجاور
مشابه نیز c(un−٢) = cn+١, c(vn−١) = cn (برای است تناقض که نمی�شود، مجاور cn با cn−١

است).



٧۶ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

رئوس درجه به توجه با اما می�شود. مجاور رنگ n با cn+١ مجددا .c(u١) = cn, c(v١) = cn+١ .٣
تناقض در آمیزی رنگ بودن نا�پذیر رنگ با این که نمی�شوند، مجاور هم با هرگز cn و c١ باقی�مانده

است). مشابه نیز c(un−٢) = cn, c(vn−١) = cn+١ (برای است

است. تناقض که نمی�شود مجاور cn+١ با cn فوق، حالت�های بجز حالتی هر در .۴

cn+١ باشند، نداشته متمایز رنگ�های vn مجاور رئوس اگر طرفی از می�رسیم. تناقض به حالت هر در لذا
بنابراین می�رسیم. تناقض به صورت هر در پس می�شود. ایجاد تناقض و شد نخواهد مجاور رنگ n با

است. برقرار ادعا و باطل خلف فرض
.χc[C(Cn)] = n داشت خواهیم ١٢.۴ و ١١.۴ از نتیجه در

داریم m,n ≥ ١ هر برای .٣.٣.۴ قضیه
χc[C(Km,n)] = m+ n.

می�کنیم. ثابت را حکم Km,n گراف رئوس تعداد روی استقرا با برهان.

داریم ٢٢.۴ شکل در شده داده نشان آمیزی رنگ به توجه با .m = n = ١ استقرا. آزمون
.χc[C(K١,١)] ≤ ٢ لذا ،|E[C(K١,١)]| = ٢ <

(٣
٢
)
= ٣ چون طرفی از .χc[C(K١,١)] ≥ ٢

...٢ ..

١

..

٢

C(K١,١) گراف آمیزی رنگ :٢٢.۴ شکل

بنابراین
χc[C(K١,١)] = ٢.

از کمتر با کامل دو�بخشی گراف�های از مرکزی گراف�های برای حکم کنید فرض استقرا. فرض
باشد. برقرار راس m+ n

است. برقرار حکم نیز C(Km,n) گراف برای می�دهیم نشان استقرا. حکم

رنگ شرایط با رنگ m + n − ١ با استقرا فرض به بنا که را، C(Km,n−١) گراف کنید فرض
و رئوس و افزوده C(Km,n−١) گراف به را vn راس باشیم. داشته می�شود، آمیزی رنگ نا�پذیری
را ٢٣.۴ (شکل می�کنیم اضافه را Km,n مرکزی گراف تعریف برقراری برای نیاز مورد یال�های
هر برای vi رئوس استقرا فرض به توجه با می�دهیم. اختصاص vn راس به را cn رنگ ببینید).
C(Km,n−١)گراف در (١ ≤ i ≤ n−١) viها (چون دارند متمایزی رنگ�های ١ ≤ i ≤ n−١
بدین باشند). داشته متمایز رنگ n− ١ باید نا�پذیری رنگ شرایط حفظ برای مجاورند، دوبه�دو



٧٧ گراف�ها از برخی نا�پذیری رنگ عدد بررسی .٣.۴

پایین بخش رنگ m از جایگشتی حال، می�شود. مجاور viها متمایز رنگ n − ١ با cn ترتیب
شود حفظ آمیزی رنگ بودن مجاز که می�دهیم نسبت vn مجاور نشده رنگ رئوس به به�گونه�ای را
امر این دارند، متمایز رنگ�های آمیزی رنگ بودن نا�پذیر رنگ دلیل به پایین بخش راس m (چون
.χc[C(Km,n)] ≥ m+ n لذا و می�شود مجاور نیز دیگر رنگ m با cn پس است). امکان�پذیر

..

. . .

.

. . .

.

v١

.

v٢

.

vn

.

u١

.

u٢

.

um

Km,n مرکزی گراف :٢٣.۴ شکل

به یکرنگجدید در�این�صورتحداقل .χc[C(Km,n)] > m+n خلففرضکنیم برهان به حال،
،(١ ≤ i ≤ n−١) �viها با صورتی هیچ در و اختصاصمی�یابد vn مجاور رئوسرنگنشده از یکی
بودن نا�پذیر رنگ با این و نمی�شود مجاور دارند، متمایزی رنگ ١ ≤ i ≤ n − ١ هر برای که
.χc[C(Km,n)] ≤ m + n داریم و بوده باطل خلف فرض لذا است. تناقض در آمیزی رنگ

.χc[C(Km,n)] = m+ n بنابراین

داریم C هزار�پا گراف برای .۴.٣.۴ قضیه

.χ[C(C)] =
∑n

i=١ ni الف)

است). شده داده نشان ٢۶.۴ شکل در S) C(C) /∈ {C(K١,١), C(K١,٢), S} که

.
∑n

i=١ ni + (n− ١) ≤ χc[C(C)] ≤
∑n

i=١ ni + n ب)

C هزار�پا گراف مخصوص رئوس مجموعه را {x١, t١, . . . , w١, s١} ،١.١.۴ قضیه مشابه که، کنید توجه
در�نظر x١, t١, . . . , s١ مخصوص رئوس آویزان راس�های تعداد به�ترتیب، را، n١, n٢, . . . , nn و نامیده

گرفته�ایم.

می�کنیم. بررسی حالت دو در را قسمت این (الف) برهان.

تعریف C(C) برای را زیر آمیزی رنگ ٢۴.۴ شکل به توجه با .n١ ≥ ٣ و n = ١ اول. حالت
می�کنیم

c(x١) = c٣, c(xi+١) = ci (١ ≤ i ≤ n١), c(e١) = c٢, c(ei) = c١ (٢ ≤ i ≤ n١).

پس است. مجاز فوق آمیزی رنگ
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...
x١..

e١

..

x٢

...

xn١+١

..

. . .

..
en١

K١,n١ مرکزی گراف :٢۴.۴ شکل

χ[C(C)] ≤ n١. (١٣.۴)

لذا می�دهند. خوشه تشکیل ،|L| = n١ که ،L = {x٢, . . . , xn١+١} رئوس مجموعه طرفی از

χ[C(C)] ≥ n١. (١۴.۴)

.χ[C(C)] = n١ داریم ١۴.۴ و ١٣.۴ از بنابراین

آمیزی رنگ ٢۵.۴ شکل به توجه با .(١ ≤ i ≤ n) C(C) ̸= S و ni ≥ ١ ،n ≥ ٢ دوم. حالت
می�کنیم تعریف C(C) برای را زیر

c(x٢) = c١, . . . , c(xn١+١) = cn١ , c(t٢) = cn١+١, . . . , c(tn١+٢) = cn١+n٢ , . . . ,

c(s٢) = c∑n−١
i=١ ni+١, . . . , c(snn+١) = c∑n

i=١ ni
,

c(ei) = cn١+١ ١ ≤ i ≤ n١,

c(fi) = cn١+n١+٢ ١ ≤ i ≤ n٢,

...

c(gi) = c∑n−١
i=١ ni+١ ١ ≤ i ≤ nn−١,

c(hi) = c١ ١ ≤ i ≤ nn,

c(x١) = c١, c(t١) = cn١+١, . . . , c(s١) = c∑n−١
i=١ ni+١

اختصاص را مجاورش رنگ دو بجز فوق رنگ�های از رنگی ،(١ ≤ i ≤ n − ١) yiها � به و
است). امکان�پذیر فوق شرایط با ،S بجز هزار�پا، گراف هر برای امر (این می�دهیم

.(١ ≤ i ≤ nn−است(١ wiwi+١ یال کننده زیر�تقسیم راس gi فوق آمیزی رنگ در که، شود توجه

پس است. مجاز فوق آمیزی رنگ

χ[C(C)] ≤
n∑

i=١
ni. (١۵.۴)
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...
x١..

e١

..

x٢

...

xn١+١

..

t٢

...
t١...

tn١+٢

..
y١..

y٢..
z١..

. . .

..

. . .

.. . . ...
w١..

yn−١..

h١

..

s٢

..
s١..

hnn

..

snn+١

..

. . .

..
en١

..

f١

..

fn٢

C هزار�پا گراف مرکزی گراف :٢۵.۴ شکل

،|L′| =
∑n

i=١ ni که ،L′ = {x٢, . . . , xn١+١, . . . , s٢, . . . , snn+١} رئوس مجموعه طرفی از
لذا می�دهند. خوشه تشکیل

χ[C(C)] ≥
n∑

i=١
ni. (١۶.۴)

.χ[C(C)] =
∑n

i=١ ni داشت خواهیم ١۶.۴ و ١۵.۴ از بنابراین

داریم ٢۶.۴ شکل به توجه با بوضوح باشد، C(C) ∈ {C(K١,١), C(K١,٢), S} اگر

χ[C(K١,١)] = ٢, χ[C(K١,٢)] = ٣, χ(S) = ٣.

...١ ..

٢

..

١

..

C(K١,١)

...

١

..

٢

..
٣

..

١

..

٢

...

C(K١,٢)

...

١

..

٢

.. ١.. ٣.. ٢..

١

..

٢

....

S

خاص گراف�های :٢۶.۴ شکل

توجه با .n > ١ کنید فرض لذا است. برقرار حکم ٢.٢.٢ قضیه به توجه با باشد، n = ١ اگر (ب)
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داریم C هزار�پا گراف برای مرکزی گراف تعریف به

|E[C(C)]| = ٢n١ + · · ·+ ٢nn + ٢(n− ١) + (n− ٢) + (n− ٣) + · · ·+ ١

+ (n− ١)
n∑

i=١
ni +

(∑n
i=١ ni

٢

)

= ٢
n∑

i=١
ni + (n− ١) +

n−١∑
i=١

i+ (n− ١)
n∑

i=١
ni +

(
∑n

i=١ ni)!

٢!(
∑n

i=١ ni − ٢)!

= (n+ ١)
n∑

i=١
ni + (n− ١) + (n− ١)n

٢ +
(
∑n

i=١ ni)(
∑n

i=١ ni − ١)
٢

=
١
٢

[
(٢n+ ١)

n∑
i=١

ni + n٢ + n− ٢+ (
n∑

i=١
ni)

٢

]
.

طرفی از

(∑n
i=١ ni + n+ ١

٢

)
=

(
∑n

i=١ ni + n+ ١)(
∑n

i=١ ni + n)

٢

=
١
٢

[
(٢n+ ١)

n∑
i=١

ni + n٢ + n+ (
n∑

i=١
ni)

٢

]
.

داشت خواهیم بنابراین .|E[C(C)]| <
(∑n

i=١ ni+n+١
٢

)
پس

χc[C(C)] ≤
n∑

i=١
ni + n. (١٧.۴)

می�کنیم آمیزی رنگ زیر به�صورت را C(C) رئوس حال،

باشد ni = ١ ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر (١

c(x٢) = c١, c(t٢) = c٢, . . . , c(w٢) = cn−١, c(s٢) = cn,

c(x١) = cn+١, c(y١) = c١, c(t١) = cn+٢, c(y٢) = c٢, c(f١) = cn+١, . . . ,

c(w١) = c٢n−١, c(yn−١) = cn−١, c(g١) = c٢n−٢,

c(e١) = c٢, c(s١) = c٢, c(h١) = c١.
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باشد ni ≥ ٢ ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر (٢

c(x٢) = c١, . . . , c(xn١+١) = cn١ , c(t٢) = cn١+١, . . . , c(tn١+٢) = cn١+n٢ , . . . ,

c(s٢) = c∑n−١
i=١ ni+١, . . . , c(snn+١) = c∑n

i=١ ni
,

c(en١) = c١, c(ei) = c(xi+٢) ١ ≤ i ≤ n١ − ١,

c(fn٢) = cn١+١, c(fi) = c(ti+٢) ١ ≤ i ≤ n٢ − ١,
...

c(gnn−١) = c∑n−٢
i=١ ni+١, c(gi) = c(wi+٢) ١ ≤ i ≤ nn−١ − ١,

c(hnn) = c∑n−١
i=١ ni+١, c(hi) = c(si+٢) ١ ≤ i ≤ nn − ١,

به توجه با جدید رنگ n− ١ حداقل با ،n ≥ ۶ برای را، {x١, t١, . . . , s١, y١, y٢, . . . , yn−١} رئوس
رنگ شرایط حفظ با و راحتی به می�توان، نیز n ≤ ۵ برای هم�چنین و می�کنیم رنگ ١.٣.۴ قضیه اثبات

نمود. آمیزی رنگ رنگ، n− ١ حداقل با نا�پذیری،
C(C) گراف رئوس ،(١ ≤ i ≤ n)باشد ni ≥ ٢ برخی برای و ni = ١ �iها، از برخی برای اگر (٣

می�کنیم. رنگ فوق آمیزی رنگ دو از ترکیبی با را
c′ با شده رنگ سر دو با یالی c′′ و c′ دلخواه رنگ دو هر برای و بوده مجاز فوق آمیزی رنگ چون

پس است. نا�پذیری رنگ یک لذا است، موجود c′′ و

χc[C(C)] ≥
n∑

i=١
ni + (n− ١). (١٨.۴)

داشت خواهیم ١٨.۴ و ١٧.۴ از بنابراین
n∑

i=١
ni + (n− ١) ≤ χc[C(C)] ≤

n∑
i=١

ni + n.

،٢ ≤ i ≤ m هر برای و n١ ≥ ١ که مخصوص، راس m با C هزار�پا گراف برای .۵.٣.۴ قضیه
داریم ،ni ≥ i− ١

χc(C) = m+ ١.

را ٢٨.۴ (شکل نامیده گراف مخصوص رئوس را، v١, v٢, . . . , vm ،C هزار�پا گراف در که کنید توجه
.(١ ≤ i ≤ m) می�گیریم در�نظر vi مخصوص راس آویزان رئوس تعداد نیز، را ni و ببینید)

می�کنیم ثابت ابتدا برهان.
χc(C) ≤ m+ ١. (١٩.۴)

رنگ در پس دارد، مخصوص راس m ،C گراف چون .χc(C) > m + ١ کنیم فرض خلف برهان به
نیستند، مجاور آویزان رئوس چون می�یابد. اختصاص C آویزان رئوس به رنگ دو حداقل گراف آمیزی



٨٢ نا�پذیری رنگ و پوششی استقلال، اعداد برای جدیدی نتایج .۴

نا�پذیری رنگ تعریف با این و مجاورند غیر رنگ دو حداقل آن در که داشت خواهیم آمیزی رنگ لذا
.χc(C) ≤ m+ ١ داریم و است باطل خلف فرض پس است. متناقض

می�دهیم نشان مخصوص رئوس تعداد روی استقرا به حال،
χc(C) ≥ m+ ١. (٢٠.۴)

ببینید) را ٢٧.۴ (شکل می�کنیم رنگ زیر به�صورت را C گراف .m = ١ استقرا. آزمون
c(v١) = c١, c(xi) = c٢ (١ ≤ i ≤ n١).

لذا و است نا�پذیری رنگ یک فوق آمیزی رنگ پس می�باشد، برقرار نا�پذیری رنگ خواص چون
.χc(C) ≥ ٢

...
v١..

x١

..
. . .

.

xn١

K١,n١ گراف :٢٧.۴ شکل

باشد. برقرار مخصوص راس m از کمتر با هزار�پا گراف برای حکم کنیم فرض استقرا. فرض

است. برقرار حکم نیز مخصوص راس m با هزار�پا گراف برای می�دهیم نشان استقرا. حکم

مطابق مخصوص، راس m − ١ با هزار�پا گراف به را vm مخصوص راس با K١,nm+١ گراف
رنگ، m با مخصوص راس m− ١ با هزار�پا گراف استقرا فرض طبق می�افزاییم. ،٢٨.۴ شکل
رنگ با cm+١ پس می�دهیم. اختصاص vm راس به را cm+١ رنگ حال، می�شود. آمیزی رنگ
را آن�ها شود، مجاور نیز رنگ�ها باقی با آن�که برای می�شود. مجاور همسایه�اش مخصوص راس
است) امکان�پذیر امر این قضیه شرایط به توجه (با می�دهیم اختصاص vm راس آویزان رئوس به

داشت. خواهیم رنگ m+ ١ با نا�پذیریی رنگ لذا و

..

u١

.

u٢

.

unm

.

. . .

.

v١

.

. . .

.

v٢

.

. . .

.

v٣

.

. . .

.

v۴

.

vm−٢

.

vm−١

.

. . .

.

vm

.

. . .

C هزار�پا گراف :٢٨.۴ شکل

.χc(C) = m+ ١ داریم ٢٠.۴ و ١٩.۴ از نتیجه در



آ� پیوست

نماد�ها جدول

G گراف مثلث�های تعداد t(G)

G١, G٢, . . . , Gn گراف�های دکارتی حاصل�ضرب □n
i=١Gi

G گراف در xراس درجه dG(x)

راسی n دور Cn

G زیر�گراف H H ⊆ G

G سره زیر�گراف H H ⊂ G

استقلال عدد α

یالی استقلال عدد α′

پوششی عدد β

یالی پوشش عدد β′

خوشه�ای عدد ω

نا�پذیری رنگ عدد χc

رنگی عدد χ

متعادل رنگی عدد χ=

Y و X بخش�های با G دو�بخشی گراف G[X,Y ]

|Y | = m و |X| = n که Y و X بخش�های با کامل دو�بخشی گراف Km,n

آویزان راس n با ستاره گراف K١,n

راسی n کامل گراف Kn

G گراف از کلی گراف T (G)

G گراف از مرکزی گراف C(G)

G گراف از میانی گراف M(G)

G میشلسکی گراف µ(G)

٨٣



٨۴ نماد�ها جدول آ�.

گراف در درجه ماکزیمم ∆

G گراف مرتبه n(G)

راسی n مسیر Pn

G گراف مکمل Ḡ

گراف در درجه مینیمم δ
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k-coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیزی k−رنگ

k-colorable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر k−رنگ

equitable k-colorable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پذیر k−رنگ

الف

equitable independence-partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل مستقل افراز

ب

vertex cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی پوشش

edge cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی پوشش

خ

clique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه

د

sequence majorized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده تایید دنباله

degree-majorized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده تایید درجات دنباله

cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور

ر

pendant vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آویزان راس

isolated vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها راس

internal vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی. راس

coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیزی. رنگ

proper coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی آمیزی رنگ

achromatic coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�پذیری رنگ

root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه

twin-vertices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جفت رئوس

ز

subdividing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�تقسیم
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subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�گراف.

induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیر�گراف

proper subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره زیرگراف

ض

Cartesian product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دکارتی ضرب

ع

independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استقلال عدد

edge independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی استقلال عدد

covering number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوششی عدد

edge covering number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی. پوشش عدد

clique number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای عدد

achromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�پذیری. رنگ عدد

chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی عدد

equitable number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل رنگی عدد

گ

k-partite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k−بخشی. گراف

complete k-partite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. k−بخشی گراف

k-regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k−منتظم گراف

empty graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تهی گراف

directed graph, digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار گراف

bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دو�بخشی. گراف

complete bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل دو�بخشی گراف

simple graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده گراف

nondirected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار غیر گراف

complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف

total graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلی گراف

triangle-free graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد مثلث گراف

central graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی گراف

complement graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکمل. گراف

regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم گراف

middle graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانی. گراف

Mycielski graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میشلسکی گراف



٨٨ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

n-iterated Mycielski graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n مرتبه میشلسکی گراف

infinity graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�متناهی گراف

disconnected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�همبند گراف

caterpillar graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هزار�پا گراف

connected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند گراف

م

adjacency matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاورت ماتریس

incidence matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وقوع ماتریس

triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث

adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور

independent set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مجموعه

twin-sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جفت مجموعه�های

component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مولفه

ه

neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسایگی

ی

multiple edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند�گانه یال�های



فارسی به انگلیسی واژه�نامه

A

achromatic coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�پذیری رنگ

achromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�پذیری. رنگ عدد

adjacency matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاورت ماتریس

adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور

���B

bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دو�بخشی. گراف

C

Cartesian product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دکارتی ضرب

caterpillar graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هزار�پا گراف

central graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی گراف

chromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگی عدد

clique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه

clique numbar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای عدد

coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیزی. رنگ

complement graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکمل. گراف

complete bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل دو�بخشی گراف

complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف

complete k-partite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. k−بخشی گراف

component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مولفه

connected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند گراف

covering number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوششی عدد

cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور

D

degree-majorized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده تایید درجات دنباله



٩٠ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

directed graph, digraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار گراف

disconnected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�همبند گراف

E

edge cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی پوشش

edge covering number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی. پوشش عدد

edge independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالی استقلال عدد

empty graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تهی گراف

equitable independence-partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل مستقل افراز

equitable k-colorable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل پذیر k−رنگ

equitable number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعادل رنگی عدد

I

incidence matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وقوع ماتریس

independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استقلال عدد

independent set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مجموعه

induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیر�گراف

infinity graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�متناهی گراف

internal vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی. راس

isolated vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها راس

K

k-colorable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر k−رنگ

k-coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیزی k−رنگ

k-partite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k−بخشی. گراف

k-regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k−منتظم گراف

M

middle graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانی. گراف

multiple edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند�گانه یال�های

Mycielski graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میشلسکی گراف

N

neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسایگی

n-iterated Mycielski graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n مرتبه میشلسکی گراف

nondirected graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت�دار غیر گراف

P



٩١ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

pendant vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آویزان راس

proper coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی آمیزی رنگ

proper subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره زیرگراف

R

regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم گراف

root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه

S

sequence majorized . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده تایید دنباله

simple graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده گراف

subdividing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�تقسیم

subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیر�گراف.

T

total graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلی گراف

triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث

triangle-free graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزاد مثلث گراف

twin-sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جفت مجموعه�های

twin-vertices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جفت رئوس

V

vertex cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی پوشش



نمایه

١١ آمیزی، k−رنگ

١٢ پذیر، k−رنگ

١٨ متعادل، پذیر k−رنگ

١٨ متعادل، مستقل افراز

١٠ راسی، پوشش

١٠ یالی، پوشش

٨ دکارتی، حاصل�ضرب

۶ خوشه،

۴٠ شده، تایید درجات دنباله

۵ دور،

۶ آویزان، راس

١١ آمیزی، رنگ

١٨ متعادل، آمیزی رنگ

١٢ واقعی، آمیزی رنگ

١۵ نا�پذیری، رنگ

٩ ریشه،

٩ جفت، رئوس

٩ زیر�تقسیم،

٨ زیر�گراف،

٨ القایی، زیر�گراف

٨ سره، زیر�گراف

۵ مسیر، طول

١٠ استقلال، عدد

١٠ یالی، استقلال عدد

١٠ پوششی، عدد

١٠ یالی، پوشش عدد

۶ خوشه�ای، عدد

١۵ نا�پذیری، رنگ عدد

١٢ رنگی، عدد

١٨ متعادل، رنگی عدد

١١ ،(١٩١۶) کونیگ قضیه

١١ ،(١٩۵٩) گالای قضیه

۴ k−بخشی، گراف

۴ کامل، k−بخشی گراف

۶ k−منتظم، گراف

٢ تهی، گراف

٧ جهت�دار، گراف

٣ دو�بخشی، گراف

۴ کامل، دو�بخشی گراف

٢ ساده، گراف

۴ ستاره، گراف

٧ جهت�دار، غیر گراف

٣ کامل، گراف

١٣ کلی، گراف

۵ آزاد، مثلث گراف

١٣ مرکزی، گراف

۶ منتظم، گراف

١٣ میانی، گراف

٩ میشلسکی، گراف

٩٢



٩٣ نمایه

٩ ،n مرتبه میشلسکی گراف

٢ نا�متناهی، گراف

٣ ناهمبند، گراف

۶ هزار�پا، گراف

٣ همبند، گراف

۵ گشت،

۶ مجاورت، ماتریس

۶ وقوع، ماتریس

۵ مثلث،

١٠ راسی، مستقل مجموعه

١٠ یالی، مستقل مجموعه

٩ جفت، مجموعه�های

٧ ساده، گراف یک مکمل

٣ مولفه،

٢ چند�گانه، یال�های



Aabstract

In this dissertation, we analyze the coloring, the number of cliques and the edge
independence number and edge covering number in the total graphs on the Mycielski
graphs and central graphs. For this purpose, we first calculate the achromatic number of
the central graph, middle graph and total graph on the star graphs and the equitable
chromatic number of the central graphs on the star graphs, complete bipartite graphs
and complete graphs and also total graph of paths and cycles. Then, we find the number
of triangles for the total graph, middle graph, central graph, Mycielski graph and some
of their combinations and we provide upper bounds for the number of triangles of the
n−iterated Mycielski graph of a graph and the total graph of the n−iterated Mycielski
graph of it. Moreover we obtain the edge independence number and edge covering
number of the total graph of the Mycielski graphs on the star graphs and some of the
trees in terms of the vertex and edge independece number and the vertex and edge
covering number. In addition we calculate the vertex and edge independence number
and vertex and edge covering number of the central graphs, middle graphs and total
graphs on the caterpillar. Finally, we present our new results on the achromatic coloring
and find the achromatic number of the central graph on the paths, cycles, bipartite
graphs and caterpillar graphs.

Keywords: Total graph, Central graph, Middle graph, Mycielski graph, Independence
number, Covering number, Edge independence number, Edge covering number,
Chromatic number, Achromatic number, Equitable chromatic number.
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