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وابسته پاسخ�های با بتا رگرسیونی مدل�های بیزی تحلیل عنوان:

باغیشنی حسین دکتر راهنما: استاد

ریاضی آمار گرایش: آمار رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده شاهرود دانشگاه:
١٠۵ صفحات: تعداد ١٣٩٣ شهریور فارغ�التحصیلی: تاریخ

آمیخته مدل�های بتا، رگرسیون بیزی، تحلیل کلیدی: واژگان

چکیده
مشتریان درصد رشد، نرخ تورم، نرخ مانند نسبت و نرخ پاسخ�های تحلیل مسایل از بسیاری در
عوامل کشف به علاقه�مند خاص، منطقه�ای در بیماری یک درصد و اقتصادی بنگاه یک در قول خوش
مقیاس است. دستیابی قابل رگرسیونی مدل�های با معمولا هدف، این هستیم. پاسخ متغیر بر موثر
داده�ها، نوع این رگرسیونی تحلیل برای است. (٠,١) فاصله به محدود و پیوسته پاسخ�ها، گونه این
از اما است. پروبیت یا لجستیک رگرسیونی مدل�های از استفاده می�رسد ذهن به که گزینه�هایی اولین
نیستند. مناسب آن�ها برای مدل�ها این است، چوله شدت به معمولا پاسخ�ها نوع این توزیع که آن�جا
می�باشد بتا رگرسیون مدل دارد، مناسبی و منطقی سازگاری نسبت و نرخ داده�های ماهیت با که مدلی
اخیر سال�های در آن از استفاده چولگی�ها، انواع مدل�بندی در بتا توزیع بالای انعطاف دلیل به که
یک است. (GLM) تعمیم�یافته خطی مدل�های رده از عضو یک بتا رگرسیون است. شده پرطرفدار
متعددی، موارد در اما است. پاسخ متغیرهای استقلال تعمیم�یافته، خطی مدل�های در اساسی پذیره
این در می�باشند. وابسته هم به پاسخ�ها زمانی، سری�های و فضایی داده�های طولی، داده�های مانند
وارد با داده�ها وابستگی که می�شود استفاده (GLMM) تعمیم�یافته خطی آمیخته مدل�های از موارد،
این است. ساده�تر بیزی دیدگاه از مدل�ها این برازش می�شود. لحاظ مدل به پنهان متغیر�های شدن
پاسخ�های شدیم علاقه�مند بنابراین است. MCMC نمونه�گیری روش�های انقلاب مرهون سادگی

کنیم. تحلیل بیزی دیدگاه از را محدود تکیه�گاه و پیوسته مقیاس با وابسته



଒یਪھا৩هآૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند



೯دایا...

ଦیاभࢌآن৔଒وراচمඟ໊د
وচଦمඟ໊دآن৔଒ورایاभࢌ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

باغیشنی، حسین دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه

ੀय़نازࠡࡔم
৘඼ෙ७ور۱۳۹۳



پیش�گفتار

خوش مشتریان درصد رشد، نرخ تورم، نرخ مانند نسبت و نرخ پاسخ�های تحلیل مسایل از بسیاری در
موثر عوامل کشف به علاقه�مند خاص، منطقه�ای در بیماری یک درصد و اقتصادی بنگاه یک در قول
این مقیاس است. دستیابی قابل رگرسیونی مدل�های با معمولا هدف، این هستیم. پاسخ متغیر بر
اولین داده�ها، نوع این رگرسیونی تحلیل برای است. (٠,١) فاصله به محدود و پیوسته پاسخ�ها، گونه
آن�جا از اما است. پروبیت یا لجستیک رگرسیونی مدل�های از استفاده می�رسد ذهن به که گزینه�هایی
مدلی نیستند. مناسب آن�ها برای مدل�ها این است، چوله شدت به معمولا پاسخ�ها نوع این توزیع که
به که می�باشد بتا رگرسیون مدل دارد، مناسبی و منطقی سازگاری نسبت و نرخ داده�های ماهیت با که
پرطرفدار اخیر سال�های در آن از استفاده چولگی�ها، انواع مدل�بندی در بتا توزیع بالای انعطاف دلیل
اساسی پذیره یک است. (GLM) تعمیم�یافته خطی مدل�های رده از عضو یک بتا رگرسیون است. شده
داده�های مانند متعددی، موارد در اما است. پاسخ متغیرهای استقلال تعمیم�یافته، خطی مدل�های در
مدل�های از موارد، این در می�باشند. وابسته هم به پاسخ�ها زمانی، سری�های و فضایی داده�های طولی،
پنهان متغیر�های شدن وارد با داده�ها وابستگی که می�شود استفاده (GLMM) تعمیم�یافته خطی آمیخته
دلیل به تعمیم�یافته، خطی آمیخته مدل�های در درستنمایی بر مبتنی استنباط می�شود. لحاظ مدل به
از مدل�ها این برازش است. دشوار بسیار درستنمایی، تابع محاسبه برای بالا بعد با انتگرال�های وجود
آن در که است MCMC نمونه�گیری روش�های انقلاب مرهون سادگی این است. ساده�تر بیزی دیدگاه
پیچیده. مشتق�های محاسبه نه و بالاست بعد با انتگرال�های حل به نیازی نه پسین توزیع محاسبه برای
تحلیل بیزی دیدگاه از را محدود تکیه�گاه و پیوسته مقیاس با وابسته پاسخ�های شدیم علاقه�مند بنابراین

است: زیر صورت به� پایان�نامه این ساختار مقدمه، این به توجه با کنیم.

می�کنیم. مطرح را پایان�نامه این موضوع به ورود برای نیاز مورد مفاهیم و تعاریف اول، فصل در •

دیدگاه از آن� استنباط و برازش به و می�کنیم معرفی را بتا آمیخته رگرسیون مدل دوم، فصل در •
می�پردازیم. بیزی

ج



چ

قرار ارزیابی مورد را پیشنهادی روش و مدل عملکرد شبیه�سازی مطالعه یک با سوم، فصل در •
می�دهیم.

نفت از تبدیل�شده بنزین نسبت داده�های شامل واقعی مثال دو با را مدل کاربرد چهارم، فصل در •
می�دهیم. نمایش بتن مقاومت میزان و خام

استنباط و برازش نحوه سپس و می�پردازیم rjags بسته و JAGS نرم�افزار معرفی به آ، پیوست در •
نوشته�شده کدهای می�کنیم. تشریح مثال یک با JAGS توسط را بتا آمیخته رگرسیون مدل�های در

�شده�اند. آورده ب پیوست در نیز ،JAGS محیط در پایان�نامه، مثال�های بازتولید برای



مطالب فهرست

د تصاویر فهرست

ر جداول فهرست

١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته خطی آمیخته مدل�های ٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط در بیزی و بسامدی د�یدگاه�های ٣.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC نمونه�گیری روش�های ۴.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متروپولیس-هستینگس الگوریتم ۵.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیبز نمونه�گیر ۶.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارکوف زنجیر یک همگرایی ٧.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گلمن-روبین همگرایی معیار ١.٧.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جی�وک همگرایی معیار ٢.٧.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حساسیت تحلیل ٨.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف سایر ٩.١

١٩ بتا آمیخته رگرسیون مدل ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا رگرسیون مدل ١.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا آمیخته رگرسیون مدل�های بیزی تحلیل ٢.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مدل ١.٢.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مدل ٢.٢.٢

ح



خ مطالب فهرست

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش ٣.٢

٣١ شبیه�سازی مطالعه ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت دقت پارامتر با مدل ١.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . پیوسته تبیینی متغیرهای با مدل شبیه�سازی ١.١.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . گسسته تبیینی متغیرهای با مدل شبیه�سازی ٢.١.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر دقت پارامتر با مدل ٢.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل دو هر برای حساسیت تحلیل ٣.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مدل ١.٣.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مدل ٢.٣.٣

۵٣ کاربردی مثال�های ۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نفت از تبدیل�شده بنزین نسبت داده�های ١.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت دقت پارامتر با مدل ١.١.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر دقت پارامتر با مدل ٢.١.۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتن مقاومت داده�های ٢.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت دقت پارامتر با مدل ١.٢.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر دقت پارامتر با مدل ٢.٢.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ٣.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات ۴.۴

٧٩ JAGS �نرم�افزار آ�

٨۵ JAGS نرم�افزار �دستورهای ب

٩٨ مراجع



تصاویر فهرست

٢٠ . . . . . . . . . . β و α از مختلفی مقادیر ازای به بتا چگالی توابع نمودارهای ١.٢

٣٧ . . اول زنجیر تحت a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای جی�وک نمودارهای ١.٣

٣٨ . . . . . a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ٢.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای اثر نمودارهای ٣.٣

۴٠ اول زنجیر تحت a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای خودهمبستگی نمودارهای ۴.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . اول زنجیر تحت دوم مدل پارامترهای جی�وک نمودارهای ۵.٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . دوم مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ۶.٣

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مدل پارامترهای اثر نمودارهای ٧.٣

۴٧ . . . . . . . . . اول زنجیر تحت دوم مدل پارامترهای خودهمبستگی نمودارهای ٨.٣

حرارت�های درجه مقابل در بنزین به تبدیل�شده خام نفت نسبت پراکنش نمودار ١.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبخیر مختلف

برای ϕ برای b · ۴ پیشین (١.۴)با مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای ٢.۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنزین داده�های

۵٩ بنزین داده�های برای ϕ برای b ·۴ پیشین (١.۴)با مدل پارامترهای جی�وک نمودارهای ٣.۴

داده�های برای ϕبرای b·۴ پیشین (١.۴)با مدل پارامترهای خودهمبستگی نمودارهای ۴.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنزین

۶١ . بنزین داده�های برای ϕ برای b · ۴ پیشین (١.۴)با مدل پارامترهای اثر نمودارهای ۵.۴

ϕ برای b · ۴ پیشین (١.۴)با مدل پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودارهای ۶.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنزین داده�های برای

۶۶ . . . . . ماسه متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار ٧.۴

د



ذ تصاویر فهرست

۶٧ . . . . . . آب متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار ٨.۴
۶٧ . . . . سیمان متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار ٩.۴
۶٨ . میکروسیلیس متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار ١٠.۴

متغیر مختلف دسته�های در اول تکرار زمان در پاسخ متغیر چگالی و جعبه�ای نمودار ١١.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماسه

متغیر مختلف دسته�های در اول تکرار زمان در پاسخ متغیر چگالی و جعبه�ای نمودار ١٢.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آب

متغیر مختلف دسته�های در اول تکرار زمان در پاسخ متغیر چگالی و جعبه�ای نمودار ١٣.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیمان

متغیر مختلف دسته�های در اول تکرار زمان در پاسخ متغیر چگالی و جعبه�ای نمودار ١۴.۴
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میکروسیلیس

متغیر مختلف دسته�های در دوم تکرار زمان در پاسخ متغیر چگالی و جعبه�ای نمودار ١۵.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میکروسیلیس

متغیر مختلف دسته�های در سوم تکرار زمان در پاسخ متغیر چگالی و جعبه�ای نمودار ١۶.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میکروسیلیس



جداول فهرست

٣٣ . . . . . . . . . . . مدل هر DIC مقادیر و ϕ برای مختلف پیشین توزیع�های ١.٣

٣٣ . . . . . . . . a · ۴ پیشین توزیع برای ثابت دقت پارامتر با مدل برازش نتایج ٢.٣

٣۴ . . . . . . . . . a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای برای ESS مقادیر ٣.٣

٣۵ . . a · ۴ پیشین توزیع با ثابت دقت پارامتر با مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج ۴.٣

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . گسسته تبیینی متغیرهای با اول مدل برازش نتایج ۵.٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مدل پارامترهای برای ESS مقادیر ۶.٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مدل برازش نتایج ٧.٣
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

حقیقت، در است. رگرسیون تحلیل روش�های آماری، تکنیک�های بین در روش�ها پرکاربردترین از یکی
آماری، دید از است. آماری روش�های بین در کاربرد وسیع�ترین و بیشترین با روشی رگرسیونی تحلیل
رگرسیونی تحلیل واژه امروزه اما می�باشد. میانگین یا متوسط مقدار یک به بازگشت مفهوم به رگرسیون

می�شود. برده به�کار متغیرها بین روابط به مربوط مطالعات به اشاره جهت

و می�نامیم پاسخ متغیر را آن که نظر مورد متغیر یک بین که می�سازد قادر را ما رگرسیونی تحلیل
عنوان به نماییم. استفاده آن از و کنیم معین تجربه به را رابطه�ای پیش�بین، یا تبیینی متغیر چند یا یک
دوره� یک طول در که است گریسی روغن قوطی�های تعداد پاسخ، متغیر رگرسیونی، مطالعه� یک در مثال،
این که است منطقه این در موسساتی تعداد شامل تبیینی، متغیر و است شده مصرف منطقه�ای در معین

می�کنند. مصرف را گریس روغن

تبیینی متغیرهای از که گاهی�هایی آ روی از پاسخ متغیر پیش�گویی برای غالبا را رگرسیونی تحلیل
فروش ناحیه� یک در روغن مصرف که بوده�اند مایل گریس، روغن مطالعه� در مثلا، می�برند. به�کار دارند،
برای روش این از کنند. پیش�گویی دارند، ناحیه این موسسات تعداد از که گاهی�هایی آ روی از را جدید

می�کنند. استفاده نیز پاسخ متغیر و تبیینی متغیرهای بین وابستگی ماهیت بررسی

از بسیاری در اما می�شوند. شامل را پاسخ بودن نرمال و خطی پذیره�های رگرسیون، معمول مدل�های
شامل معمولا موارد این هستند. (٠,١) فاصله به محدود اندازه�ای دارای پاسخ متغیرهای کاربردی، موارد
خوش�قول مشتریان درصد رشد، نرخ تورم، نرخ مثال عنوان به می�باشند. نسبت�ها و نرخ�ها درصدها،
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نوع این مدل�بندی برای معمولا، خاص. منطقه یک در بیماری یک درصد و اقتصادی بنگاه یک در
به توزیع دلیل به اما، می�گیرند. قرار استفاده مورد پروبیت٢ و لجستیک١ رگرسیونی مدل�های داده�ها،
موارد، این�گونه در دهند. برازش را داده�ها �خوبی به نمی�توانند مدل دو این پاسخ�ها، نوع این چوله� شدت
تعمیم�یافته٣ خطی مدل�های خانواده از عضوی بتا رگرسیون مدل می�شود. پیشنهاد بتا رگرسیونی مدل
مختلفی موارد در اما است. اساسی پذیره یک پاسخ متغیرهای استقلال خانواده این در است. (GLMs)
موارد، این�گونه در دارند. وابستگی پاسخ�ها فضایی، داده�های و زمانی سری�های طولی، داده�های مانند
می�گیرند. قرار استفاده مورد (GLMMs) تعمیم�یافته۴ خطی آمیخته مدل�های نام به GLMs از تعمیمی
مواجه کمتری مشکلات با بیزی دیدگاه در حالی�که در است. سخت بسامدی دیدگاه از مدل�ها این برازش

می�پردازیم. بیزی و بسامدی استنباط�های و GLMM رده معرفی به ادامه در شد. خواهیم

تعمیم�یافته خطی آمیخته مدل�های ٢.١

آن�هاست، تغییرات و میانگین�ها روی توجه مرکز آماری، روش�های از استفاده موارد اغلب در تقریبا
معمول�ترین می�شود. آن�ها ماهیت درباره یا میانگین�ها درباره استنباط روش�های ایجاد به منجر که
طرح ماتریس و Y پاسخ متغیر با خطی، مدل یک در است. (LM) خطی۵ مدل رگرسیونی، مدل
به�صورت X از خطی ترکیب حسب بر است، Y |X شرطی میانگین همان که رگرسیونی، تابع ،X
عبارتی به یا نامعلوم، ثابت�های بردار β ضرایب مدل، این در می�شود. گرفته نظر در E[Y |X] = Xβ

می�شوند. نامیده ثابت۶ اثرات

پذیره این پاسخ�ها برای �که زمانی است. مشاهدات بین استقلال خطی، مدل�های پذیره�های از یکی
قرار استفاده مورد (LMMs) خطی٧ آمیخته مدل�های به معروف مدل�ها این از تعمیمی نیست، برقرار

١Logistic
٢Probit
٣Generalized Linear Models
۴Generalized Linear Mixed Models
۵Linear Model
۶Fixed Effects
٧Linear Mixed Models
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تصادفی٩ اثرات همان یا پنهان٨ متغیرهای از استفاده پاسخ�ها، بین وابستگی گرفتن نظر در برای می�گیرد.
E[Y |X,Z, b] = Xβ + Zb �صورت به LMM یک در پاسخ میانگین است. مناسب و رایج راه یک
بردار با متناظر ماتریسطرح Z و β ثابت اثرات با متناظر Xماتریسطرح آن در که می�شود داده نمایش
متغیرهای عنوان به معمولا تصادفی اثرات .(٢٠٠١ سیرل، و (مک�کالاک می�باشند b تصادفی اثرات
می�کنند، توصیف را اثرات این توزیع که پارامترهایی و می�شوند تلقی صفر) میانگین (با نرمال تصادفی

می�شوند. برآورد

خطی مدل و نرمال توزیع از استفاده شمارشی، و دودویی پاسخ�های مانند مسایل، از بسیاری در
نظر در را داده�ها این برای پاسخ میانگین در موجود محدودیت خطی مدل�های زیرا نیست. مناسب
فاصله در می�باشد، موفقیت احتمال همان که میانگین دودویی، داده�های برای مثال عنوان به نمی�گیرند.
مقداری هر پاسخ میانگین برآورد است ممکن کنیم استفاده خطی مدل از چنان�چه و می�گیرد قرار (٠,١)
رگرسیون از معمولا، برنولی، توزیع فرض با داده�ها این برای نتیجه در باشد. حقیقی اعداد مجموعه در
مدل�های (١٩٧٢) ودربرن و نلدر مشکل این ساختن مرتفع برای می�شود. استفاده لجستیک یا پروبیت
پاسخ�های تحلیل برای که هستند خطی مدل�های از تعمیمی مدل�ها این کردند. معرفی را تعمیم�یافته خطی
است: چیز دو مدل�ها این�گونه در تعمیم این ذات یافته�اند. گسترش نمایی توزیع�های خانواده عضو
از خطی ترکیبی صورت به لزوما پاسخ میانگین دوم، باشند؛ غیرنرمال می�توانند پاسخ متغیرهای اول،
تبیینی متغیرهای از خطی ترکیب صورت به پیوند١٠ تابع نام به آن از تابعی بلکه نیست، تبیینی متغیرهای

می�شود. گرفته نظر در

تابع بتوان هرگاه گوییم، نمایی توزیع�های خانواده از زیررده�ای را توزیع�ها از خانواده�ای .١.٢.١ تعریف
نوشت: زیر صورت به را آن چگالی

fY (y) = exp

{
yγ − ψ(γ)

a(ϕ)
− c(y, ϕ)

}
, (١.١)

یک در بنابراین، هستند. معلوم توابعی a(·) و ψ(·) ،c(·) و توزیع خانواده� پارامترهای γ و ϕ آن در که
�صورت به واریانس و میانگین نمایی، خانواده

E(Y ) =
∂ψ(γ)

∂(γ)
= µ, V ar(Y ) = a(ϕ)

∂٢ψ(γ)

∂(γ)٢
, (٢.١)

می�شوند. محاسبه

٨Latent Variables
٩Random Effects

١٠Link Function
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پیشگوی نام به رگرسیونی، ضرایب و تبیینی متغیرهای از خطی رابطه�ای η اگر ،GLM یک در
آن�گاه باشد، خطی١١

g(µ) = η = Xβ,

مدل�بندی را میانگین خطی، پیشگوی و پاسخ میانگین پیوند با تابع این است. پیوند تابع یک g(·) که
پروبیت، ،g(µ) = ln µ

١−µ لجیت، پیوند توابع ،GLMs در استفاده مورد پیوند توابع جمله از می�کند.
و مک�کالاک به توابع این مقایسه برای می�باشند. ،g(µ) = ln(µ) لگاریتمی، و g(µ) = Φ−١(µ)

کنید. مراجعه (١٩٨٩) نلدر

زیر �صورت به آن چگالی که است نرمال توزیع نمایی، توزیع�های خانواده از بارز مثال یک .٢.٢.١ مثال
می�باشد:

f(yij|bi) = exp

{
yijµij − µ٢ij/٢

σ٢
− ١
٢

(
y٢ij
σ٢

+ ln٢πσ٢
)}

,

میانگین همچنین، .c(yij, ϕ) = −١
٢(

y٢ij
σ٢ +ln٢πσ٢) و ψ(γij) =

µ٢ij
٢ ،ϕ = σ ،γij = µij آن، در که

از: عبارتند (٢.١) روابط طبق نرمال توزیع واریانس و
E(yij|ηij) = µij,

V ar(yij|ηij) = σ٢.

یعنی است. همانی١٢ پیوند تابع ،µij ∈ R این�که به توجه با پاسخ، میانگین برای مناسب پیوند تابع یک
.µij = ηij ∈ R بنابراین g(µij) = µij

مدل�های سراغ به پس نیست، برقرار همیشه غیرنرمال مشاهدات بین در استقلال پذیره �که آن�جایی از
رده دو از طبیعی ترکیبی مدل�ها این رفت. خواهیم (١٩٩٣ کلیتون، و (بریسلو تعمیم�یافته خطی آمیخته
یک ،GLM یک در خطی پیشگوی به تصادفی اثرات افزودن با واقع در هستند. GLMs و LMMs

می�شود. تشکیل دارند، کاربرد مختلفی عملی موقعیت�های در که منعطف مدل�های از خانواده
چگالی تابع با نمایی خانواده از توزیعی دارای و بوده شرطی مستقل GLMM یک در پاسخ متغیر
اگر آمد. خواهند به�دست (٢.١) رابطه از آن واریانس و میانگین مشابه، به�طور و می�باشد (١.١) احتمال
ترکیبی عنوان به میانگین این روی پیوند تابع آن�گاه باشد، E[Y |X,Z, b] = µ با برابر شرطی میانگین

شد: خواهد معرفی مدل به تصادفی و ثابت عامل دو هر از خطی
g(µ) = Xβ + Zb.

١١ Linear Predictor
١٢Identity Link Function
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است. طولی١٣ داده�های تحلیل در GLMMs از معمول استفاده یک

(i = ١, . . . ,m) i عضو هر برای این�که یعنی بگیرید، نظر در را متعادل١۴ داده یک اگر .٣.٢.١ تعریف
بتوان هرگاه می�نامیم طولی داده را داده�ها مجموعه آن�گاه باشد، داشته وجود (n) مشاهده یکسانی تعداد

صورت به عضو m کل روی را داده�ها بردار j = ١, . . . , n و i = ١, . . . ,m برای

y =
{
yi
}m
i=١

=

{{
yij

}n
j=١

}m

i=١

,

iام عضو داده�های بردار بنابراین می�شود. داده نشان yij با jام زمان در مشاهده iام، عضو برای نوشت.
از عبارتست

yi = [yi١ yi٢ . . . yij . . . yin]
T =

{
yij

}n
j=١

.

گروه�های با نفر صد از گرفته�شده خون فشار اندازه به می�توان طولی داده�های از مثال�هایی عنوان به
iام، عضو از گرفته�شده خون فشار اندازه yij پاسخ متغیر آن در (که مشخص روز ده در مختلف سنی
سه در بتن مقاومت میزان اندازه�گیری و می�باشد) ،j = ١, . . . ,١٠ jام، زمان در ،i = ١, . . . ,١٠٠

کرد. اشاره مختلف، زمانی واحد

Zi و β = (β١, . . . , βp)
T بردار با متناظر ni×p طرح ماتریس Xi طولی، داده یک در کنید فرض

هر روی تصادفی اثرات بنابراین باشند. bi = (bi١, . . . , biq)
T بردار با متناظر ni × q طرح ماتریس

اثرات این روی شدن شرطی با اعضا بین وابستگی که داشت خواهد بر در را متفاوتی مقدار ،i آن، عضو
از عبارتست طولی داده یک برای تعمیم�یافته خطی آمیخته مدل اوصاف، این با رفت. خواهد بین از

g(E[yij|bi, xij, zij]) = xTijβ + zTijbi, i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . , ni,

bi تصادفی اثرات معمولا و است iام فرد برای پاسخ تکرارهای تعداد ni و افراد تعداد m آن، در که
مشروط ،yij پاسخ، متغیرهای وجود، این با می�باشند. صفر میانگین با چندمتغیره نرمال توزیع دارای
خواهند (١.١) شکل به نمایی توزیع�های خانواده از توزیعی دارای و بوده شرطی مستقل اثرات، این به
است. ηij = xTijβ + zTijbi �صورت به خطی پیشگوی از تابعی γij متعارف١۵ پارامتر آن، در که بود

١٣Longitudinal Data
١۴Balanced Data
١۵Canonical Parameter
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آماری استنباط در بیزی و بسامدی د�یدگاه�های ٣.١

درستنمایی تابع محاسبه� برای که هستند درستنمایی بر مبتنی روش�های بسامدی، استنباط معمول روش�های
و زمان�بر محاسبات دارای که می�شوند شامل را بالا بعد با انتگرال�های عددی حل ،GLMMs رده در
شامل اول، رهیافت می�پذیرد. صورت رهیافت دو با انتگرال�ها نوع این تقریب می�باشند. پیچیده�ای
(پینیرو مربع�بندی١۶ روش�های مانند می�زنند، تقریب عددی به�صورت را انتگرال که است روش�هایی
که می�زنند تقریب طوری را انتگرال زیر تابع که هستند روش�هایی دوم، رهیافت .(١٩٩۵ وبیتس،
١٩٩٣؛ کلیتون، و (بریسلو لاپلاس١٧ تقریب روش�های جمله از باشد، داشته بسته صورت آن انتگرال

.(١٩٩٣ کلیتون، و (بریسلو تاوانیده١٨ شبه�درستنمایی و (١٩٩۵ لین، و بریسلو

انتگرال�گیری روش�های اساسی مشکل هستند. توجهی قابل معایب دارای ذکرشده، روش�های یکاز هر
می�باشد. شود، انتگرال�گیری باید که تابعی برای چگال�تر) (نواحی مهم نواحی شناسایی در عددی
با این�صورت غیر در و می�کنند عمل خوب ۶ حداکثر بعد با نواحی برای عددی انتگرال�گیری�های
افزایش می�شویم. مواجه خطاها تجمیع با انتگرال، بعد افزایش با زیرا می�شوند، مواجه زیادی خطای

.(١٩٩٣ کلیتون، و (بریسلو داشت خواهد همراه به نیز را محاسبات افزایش انتگرال، بعد

که بیزی، دیدگاه مدل�ها، از رده این در بسامدی استنباط� دیدگاه در موجود مشکلات به توجه با
یک در پسین توزیع باشد. مناسب جایگزین یک می�تواند است، پسین توزیع بر مبتنی آن در استنباط
این تشکیل نحوه است. مشاهدات به توجه با پارامتر مورد در اولیه دیدگاه و باور شده به�روز بیزی، مدل

می�باشد. زیر صورت به nتایی، معمول نمونه یک برای توزیع

θ آن در که باشد، f(·|θ) احتمال چگالی تابع با nتایی تصادفی نمونه یک Y١, . . . , Yn کنید فرض
یک در می�کند. اختیار Θ پارامتر فضای مجموعه در را خود مختلف مقادیر و می�باشد علاقه مورد پارامتر
پیشین توزیع نام به احتمالی توزیع یک از تحققی نیز θ پارامتر واقعی مقدار می�شود فرض بیزی، مدل

با را درستنمایی تابع و π(θ) با را توزیع این اگر است.

L(θ|y) = fy|θ(y١, . . . , yn|θ),

با است معادل π(θ|y) پسین توزیع بیز، قاعده بنابر آن�گاه دهیم نشان

π(θ|y) = L(θ|y)π(θ)∫
Θ
L(θ|y)π(θ)dθ

∝ c(y)L(θ|y)π(θ),

١۶Quadrature Methods
١٧Laplace Approximation
١٨Penalized Quasi Likelihood



٧ MCMC نمونه�گیری روش�های .۴.١

با است برابر و می�شود نامیده نرمال�ساز ثابت c(y) آن در که
c(y) =

١∫
Θ
L(θ|y)π(θ)dθ

.

توزیع از (نمونه�گیری نمونه�گیری بر مبتنی روش�های از بالا بعد با انتگرال�های تقریب برای بیزی رهیافت
کارلوی مونت و مهم١٩ نقاط نمونه�گیری روش�های به می�توان روش�ها این جمله از می�کند. استفاده پسین)
ارگودیک٢١ قضیه و بزرگ اعداد قوی قانون روش�ها، این در کرد. اشاره (MCMC) مارکوفی٢٠ زنجیر
توزیع از علاقه مورد کمیت�های به نمونه�ها از حاصل برآوردگرهای همگرایی ضامن (١٩۴٢ (بیرخوف،
می�گیرد، قرار استفاده مورد کوچک بعد با انتگرال�های برای مهم نقاط نمونه�گیری روش� می�باشند. پسین
به�طوری باشند مفید می�توانند نیز بالا بعد با انتگرال�گیری مسایل برای MCMC روش�های حالی�که در
نیست. پیچیده تابع یک از مشتق�گیری و ماکسیمم�سازی بالا، بعد با انتگرال�های حل به نیازی دیگر �که

MCMC نمونه�گیری روش�های ۴.١

نوع از انتگرال�های برای مناسب تقریبی ارایه �کارلویی، مونت انتگرال�گیری روش�های در اصلی هدف
صورت به می�توان را انتگرال این می�باشد. τ =

∫
g(x)dx

τ = Ef [h(X)] =

∫
h(x)f(x)dx,

حل می�شود. تعریف g(·) با متناسب که است تابعی h(·) و چگالی تابع یک f(·) آن، در که نوشت
میانگین محاسبه� با می�باشد. f(x) از X١, . . . , Xm نمونه تولید نیازمند انتگرال، این کارلویی مونت
مقدار به همگرایی ،m→ ∞ چنان�چه بزرگ، اعداد قوی قانون بنابر و h̄m = ١

m

∑m
i=١ h(Xi) نمونه�ای

یعنی می�شود، تضمین ،τ انتگرال،
h̄m

p−→ Ef [h(X)].

مونت روش به انتگرال�گیری برای که است روش�هایی شامل ،MCMC نمونه�گیری روش�های
بیزی، مدل یک در می�گیرند. قرار استفاده مورد بیزی، استنباط به مربوط مسایل در اغلب �کارلویی،
امید به انتگرال�گیری مساله� ،f(x, θ) ،(x, θ) توام چگالی و π(θ) پیشین، چگالی بودن مفروض شرط با

یعنی می�شود، تبدیل π(θ|x) پسین توزیع به نسبت g(θ) مانند تابعی شرطی ریاضی

E[g(θ)|x] =
∫
Θ

g(θ)π(θ|x)dθ.

١٩Importance Sampling
٢٠Markov Chain Monte Carlo
٢١Ergodic Theorem
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و (متروپولیس هستینگس٢٢ متروپولیس الگوریتم�های به�ویژه ،MCMC انتگرال�گیری روش�های
اسمیت، و گلفاند و ١٩٨۴ گمان، و (گمان گیبز٢٣ نمونه�گیر و (١٩٧٠ هستینگز، و ١٩۵٣ همکاران،

آمده�اند. پدید پیچیده آماری مدل�های تحلیل برای مفید بسیار ابزار عنوان به (١٩٩٠
متعددی مشکلات دارای متروپولیس-هستینگس جمله از ،MCMC نمونه�گیری معمول روش�های
مسایل این�گونه گیبز نمونه�گیر اما می�باشند. محاسبات طولانی زمان و زنجیر همگرایی تشخیص نظیر
دنباله�ها این است ممکن البته است. ساده�تر آن اجرای و می�کند تقسیم ساده�تر مسایل از دنباله�ای به را
است، جالب�توجه و مفید الگوریتم این وجود، این با ولی باشند داشته نیاز همگرایی برای زیادی زمان
متروپولیس- الگوریتم دو ادامه در کنیم. تولید توام پسین توزیع از نمونه یک که می�دهد را اجازه این زیرا
تعریف چند الگوریتم�ها، این تشریح از قبل می�دهیم. شرح مختصر به�طور را گیبز نمونه�گیر و هستینگس

می�کنیم. بیان را

X(t) و است) زمان متغیر بیانگر معمولا (که شاخص متغیر t اگر تصادفی). (فرآیند ١.۴.١ تعریف
{X(t) : t ∈ T} تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای تصادفی، فرآیند یک آن�گاه باشد، t با متناسب متغیر
نامیده فرآیند اندیس�گذار مجموعه T و است تصادفی متغیر یک t ∈ T هر ازای به X(t) آن در که است

می�شود.

هرگاه می�گوییم، مارکوف زنجیر یک را {X(t)} تصادفی فرآیند مارکوف). (زنجیر ٢.۴.١ تعریف

P (X(i+١) = a|X(i), X(i−١), . . . , X(٠)) = P (X(i+١) = a|X(i))

= K(X(i), X(i+١)),

از دنباله�ای مارکوف، زنجیر یک بنابراین می�نامند. مارکوف هسته یا انتقال٢۴ هسته را K(·, ·) آن در که
متغیر است، iام فعلی زمان در فرآیند حالت که ،X(i) بودن معلوم فرض با که است تصادفی متغیرهای
از می�باشد. X(i−١), . . . , X(٠) یعنی گذشته، حالت�های از مستقل است فرآیند بعدی حالت که X(i+١)

اجازه گذشته به وابستگی عدم این است، وابسته آن قبلی نمونه� به فقط زنجیر هر در بعدی نمونه� که آن�جا
گیرند. قرار استفاده مورد پیچیده مسایل ساده�سازی برای مارکوف زنجیرهای تا می�دهد

هرگاه است، مانا مارکوف زنجیر یک {X(t)} مارکوف زنجیر مانا). مارکوف (زنجیر ٣.۴.١ تعریف

٢٢Metropolis-Hastings Algorithms
٢٣Gibbs Sampler
٢۴Transition Kernel



٩ متروپولیس-هستینگس الگوریتم .۵.١

.X(t+١) ∼ f(·) آن�گاه X(t) ∼ f(·) اگر طوری�که به باشد f(·) مانای٢۵ توزیع یک دارای

متروپولیس-هستینگس الگوریتم ۵.١

الگوریتم، این MCMCاست. نمونه�گیری روش�های مجموعه از مثالی متروپولیس-هستینگس الگوریتم
،t = ١,٢, . . . برای ،{θ(t)} تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای ،π(θ|x) توام پسین توزیع داشتن شرط با
چگالی تعیین به ملزم را ما الگوریتم، این نمونه�ها، این تولید برای می�کند. تولید پی�درپی به�طور را
آن مقدار به توجه با ،t+ ١ زمان در θ احتمال چگالی تابع تابع، این می�کند. p(θ(t+١), θ(t)) پیشنهادی

می�شود: بیان زیر صورت به متروپولیس-هستینگس الگوریتم عملکرد بنابراین است. t زمان در
،θ(t) داشتن شرط با

کن. تولید را θ(t+١) ∼ p(θ(t+١), θ(t)) نمونه .١

بده قرار .٢

θ(t) =


θ(t+١) ρ(θ(t), θ(t+١)),

θ(t) ١− ρ(θ(t), θ(t+١)),

طوری�که به

ρ(θ(t), θ(t+١)) = min

{
١, f(x|θ

(t+١))π(θ(t+١))

f(x|θ(t))π(θ(t))
p(θ(t), θ(t+١))

p(θ(t+١), θ(t))

}
,

می�گویند. متروپولیس-هستینگس پذیرش احتمال آن به که

تعیین است ممکن مواردی در است. مواجه مشکلاتی با متروپولیس-هستینگس الگوریتم یک اجرای
می�باشد. زنجیر جاری مقدار همسایگی در کاوش جایگزین، روش یک باشد. دشوار پیشنهادی چگالی
یک ε آن در که است، θ(t+١) = θ(t) + ε رابطه از t + ١ زمان در θ شبیه�سازی ایده، این اجرای
توزیع نتیجه در و ،ε توزیع بودن متقارن شرط با است. صفر میانگین با θ از مستقل تصادفی متغیر
قدم متروپولیس-هستینگس الگوریتم را الگوریتم ،p(θ(t+١), θ(t)) = p(θ(t), θ(t+١)) یعنی پیشنهادی،

صورت به آن پذیرش احتمال و می�نامند تصادفی٢۶ زدن

٢۵Stationary Distribution
٢۶Random Walk Metropolis-Hastings Algorithm
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ρ(θ(t), θ(t+١)) = min

{
١, f(x|θ

(t+١))π(θ(t+١))

f(x|θ(t))π(θ(t))

}
,

رابرت به مشابه الگوریتم�های و الگوریتم این جزییات از وعمیق�تر بیشتر گاهی آ برای شد. خواهد تعریف
کنید. مراجعه (٢٠٠۴) کسلا و

گیبز نمونه�گیر ۶.١

پارامترهای کامل شرطی توزیع�های که است زمانی� بیزی، مدل�های در گیبز نمونه�گیر کاربرد بیشترین
θ = (θ١, . . . , θB) آن در که ،π(θ|x) توام پسین توزیع از نمونه تولید برای دارند. وجود علاقه مورد
شرطی چگالی�های این آوریم. به�دست را کامل شرطی چگالی�های باید ابتدا است، مدل پارامترهای بردار

از: عبارتند

π(θ١|x, θ٢, . . . , θB),

π(θ٢|x, θ١, θ٣, . . . , θB),
...

π(θB|x, θ١, . . . , θB−١).

یک تولید برای ،t = ١,٢, . . . tام، مرحله در θ(t) = (θ
(t)
١ , . . . , θ

(t)
B ) داشتن فرض با گیبز نمونه�گیر

می�کند: تولید زیر �صورت به را نمونه�ها از دنباله�ای ،π(θ|x) توام پسین توزیع از مارکوف زنجیر

١ : θ
(t+١)
١ ∼ π(θ١|x, θ(t)٢ , . . . , θ

(t)
B ),

٢ : θ
(t+١)
٢ ∼ π(θ٢|x, θ(t+١)

١ , θ
(t)
٣ , . . . , θ

(t)
B ),

...

B : θ
(t+١)
B ∼ π(θB|x, θ(t+١)

١ , . . . , θ
(t+١)
B−١ ).

پسین توزیع از نمونه�ای بالا، الگوریتم توسط تولیدشده نمونه که (٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت است شده ثابت
است. π(θ|x) توام



١١ مارکوف زنجیر یک همگرایی .٧.١

شود: گرفته نظر در زیر بیزی مدل nتایی، نمونه یک برای کنید فرض .١.۶.١ مثال

Xi ∼ N(θ, σ٢), i = ١, . . . , n,

θ ∼ N(θ٠, τ
٢), σ٢ ∼ IGamma(a, b),

از عبارتست (θ, σ٢) پسین توزیع بنابراین هستند. معلوم مقادیری b و a ،τ٢ ،θ٠ آن در که

π(θ, σ٢|x) ∝
[

١
(σ٢)n/٢

e−
∑

i(xi−θ)٢/(٢σ٢)
]
×
[
١
τ
e−(θ−θ٠)٢/(٢τ٢)

]
×
[

١
(σ٢)a+١ e

١/bσ٢
]
.

صورت به کامل شرطی توزیع�های بنابراین

π(θ|x, σ٢) ∝ e−
∑

i(xi−θ)٢/(٢σ٢)e−(θ−θ٠)٢/(٢τ٢σ٢)

∝ e
θ٢( −١

٢τ٢
− n

٢σ٢
)+θ( θ٠

τ٢
+nx̄

σ٢
)

∝ e

−١
٢ ( ١

τ٢
+ n

σ٢
)

(
θ٢−٢θ

( θ٠
٢τ٢

+ nx̄
٢σ٢

١
٢τ٢

+ n
٢σ٢

))

∝ e
−١
٢ (σ

٢+nτ٢
σ٢τ٢

)

(
θ٢−٢θ

(
σ٢θ٠+nτ٢x̄
σ٢+nτ٢

))
,

π(σ٢|x, θ) ∝
(
١
σ٢

)(n+٢a+٣)/٢
e
− ١

٢σ٢
(
∑

i(xi−θ)٢+(θ−θ٠)٢/τ٢+٢/b)
,

گرفت نتیجه می�توان راحتی به آمده، به�دست چگالی�های هسته به توجه با هستند. محاسبه قابل

θ|x, σ٢ ∼ N

(
σ٢

σ٢ + nτ٢
θ٠ +

nτ٢

σ٢ + nτ٢
x̄,

σ٢τ٢

σ٢ + nτ٢

)
,

σ٢|x, θ ∼ IGamma

(
n

٢ + a,
١
٢
∑
i

(xi − θ)٢ + b

)
.

توام پسین توزیع از دلخواه نمونه یک می�توان گیبز، نمونه�گیر کمک به و چگالی�ها این داشتن با اکنون
کرد. تولید π(θ, σ٢|x)

مارکوف زنجیر یک همگرایی ٧.١

تشخیص مهم چالش دو بیزی، استنباط�های MCMCدر نمونه�گیری روش�های از شایع استفاده کنار در
شناسایی برای هستند. مطرح محاسبات طولانی زمان و زنجیر آمیختگی٢٧ ویژگی�های و همگرایی

٢٧Mixing Properties
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زنجیر یک همگرایی ابتدا اما شده�اند. پیشنهاد مختلفی معیارهای ،MCMC زنجیرهای همگرایی
می�کنیم. تشریح را مارکوف

مساله به انتگرال�گیری مساله کارلویی، مونت انتگرال�گیری روش�های در شد، اشاره قبلا که همان�طور
مستقل و مستقیم نمونه تولید موارد، از بسیاری در می�شود. تبدیل f(·) از نمونه تولید برای راهی یافتن
توزیع که مانا مارکوف زنجیر یک از استفاده با می�توان موارد این در است. مشکل� f(·) هدف چگالی از
زنجیر از تولیدشده نمونه که آن�جایی از اما کرد. تولید نمونه یک مستقیم غیر به�طور است، f(·) آن مانای
را نمونه�ای چنین کیفیت ندارد. را مشابه حجمی با مستقل نمونه یک کیفیت است، وابسته مارکوف
و رابرت ١٩٩٨؛ همکاران، و (گلمن سنجید (ESS) موثر٢٨ نمونه حجم نام به کمیتی طریق از می�توان
نزدیک�تر تولیدشده نمونه�های تعداد به پارامتر هر برای محاسبه�شده ESS مقدار هرچه .(٢٠٠۴ کسلا،

هستند. برخوردار بالاتری کیفیت از تولیدشده نمونه�های باشد،

مورد پارامتر برای موثر نمونه حجم آن�گاه باشد، زنجیر از تولیدشده نمونه�های تعداد n اگر .١.٧.١ تعریف
صورت به نظر

ESS =
n

١+ ٢
∑∞

k=١ ρk
,

تعداد که است کمیتی ESS واقع در است. k گام در خودهمبستگی مقدار ρk آن در که می�شود محاسبه
می�زند. تخمین را زنجیر از آمده به�دست مستقل نمونه�های

نمونه�ها می�توان باشد، f(·) مانای توزیع یک دارای زنجیر اگر مارکوف، زنجیرهای نظری مباحث در
صدق زیر رابطه در f(·) مانای توزیع و K مارکوف هسته زنجیر، یک در نتیجه، در کرد. تولید آن از را

:(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت ∫می�کنند
χ

K(x, y)f(x)dx = f(y).

از صرفنظر ،K یعنی، می�کند. تحمیل K هسته بر را نافروکاستنی٢٩ ویژگی مانا، توزیع یک وجود
دیگر از داشت. خواهد را زنجیر حالت فضای وضعیت�های تمام روی بر حرکت اجازه ،X(٠) اولیه مقدار
این به بودن بازگشتی است. زنجیر بودن بازگشتی٣٠ مارکوف، زنجیرهای در مانا توزیع یک وجود نتایج
بازگشتی، زنجیر یک در بازگردد. نامتناهی تعداد به دلخواه، مجموعه هر به می�تواند زنجیر که است معنی
مانای توزیع به ،X(٠) اولیه مقدار هر ازای به ،X(t) توزیع یعنی است. حدی٣١ توزیع یک مانا توزیع

٢٨Effective Sample Size
٢٩Irreduciblity
٣٠Recurrency
٣١Limiting Distribution



١٣ مارکوف زنجیر یک همگرایی .٧.١

ارگودیک، قضیه بنابر بنابراین، می�شود. نامیده نیز بودن ارگودیک ویژگی، این می�شود. همگرا f(·)
می�شود: حاصل زیر �صورت به همگرایی

١
T

T∑
t=١

h(X(t))
p−→ Ef [h(X)].

،f(·) هدف چگالی از نمونه�گیری برای MCMC رهیافت گفت، می�توان فوق مطالب به توجه با
مانای توزیع با K مارکوف هسته یک از استفاده با را ،X(٠) اولیه مقدار با ،X(t) مارکوف زنجیر یک
X(T٠), X(T١+٠), . . . نمونه�های ،T٠ بزرگ کافی اندازه به مقدار یک برای سپس و می�کند تولید f(·)
،f(·) مانای توزیع به زنجیر همگرایی بررسی بنابراین، شده�اند. گرفته f(·) توزیع از که می�کند تولید را

می�شود. مطرح MCMC نمونه�گیری روش�های در که است مهمی مباحث از یکی

از بعد و زنجیر همگرایی از پیش می�شود: تقسیم بخش دو به MCMC زنجیر یک از شبیه�سازی
که است زنجیر از بخشی عنوان به است، مشهور داغیدن٣٢ دوره به که همگرایی از پیش بخش همگرایی.
عبارت به گرفت. نظر در پسین توزیع از خوب معرف یک عنوان به نمی�توان را تولیدشده نمونه�های آن در
توزیع از تحققی عنوان به X(T٠) و شوند گرفته نادیده باید X(٠), X(١), . . . , X(T١−٠) نمونه�های ساده�تر،
زمان در صرفه�جویی باعث نمونه�ها، این حذف و داغیدن دوره کردن پیدا می�شود. گرفته نظر در f(·)
X(T٠), X(T١+٠), . . . (وابسته�) نمونه�های همگرایی، از بعد بخش در شد. خواهد محاسباتی) (هزینه�
بر نظارت امر، این می�شوند. استفاده علاقه مورد کمیت�های مورد در استنباط برای f(·) از تولیدشده
متفاوت، شروع نقاط با مستقل تولیدشده دنباله� چند از ساخته�شده استنباط�های مقایسه� با را همگرایی

.(١٩٩٢ روبین، و (گلمن می�کند پیشنهاد

همگراست. زنجیر یک دهیم تشخیص چگونه که است این می�شود مطرح این�جا در که بحثی حال
کاربران شود. همگرا است، نظر مد که مانایی توزیع به نهایت در تولیدشده زنجیر داریم انتظار زیرا
نمونه�گیری، از تولیدشده خروجی روی همگرایی تشخیص روش�های کردن پیاده با را همگرایی ،MCMC

جمله از دارند. وجود MCMC زنجیرهای همگرایی بررسی برای متعددی روش�های می�کنند. بررسی
ولچ و هیدل�برگر ،(١٩٩٢) جی�وک ،(١٩٩٢) روبین و گلمن همگرایی معیارهای به می�توان روش�ها این
(سرکار، lattice بسته�های از توابعی توسط معیارها این مشخص، زنجیر یک برای کرد. اشاره (١٩٨٣)
این�جا در ما هستند. محاسبه قابل R نرم�افزار در موجود (٢٠٠۶ همکاران، و (پلامر coda و (٢٠٠٨

می�کنیم. معرفی را معیارها معروف�ترین از مورد دو

٣٢Burn-in
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گلمن-روبین همگرایی معیار ١.٧.١

متعدد دنباله�های شبیه�سازی توسط همگرایی تشخیص جهت را روشی ١٩٩٢ سال در روبین و گلمن
شکل مرحله هفت در معیار این ،f(θ) هدف چگالی داشتن با کردند. پیشنهاد مختلف شروع نقاط با

می�گیرد.

این در می�باشد. متفاوت آغازی مقادیر با و ٢n طول با دنباله m ≥ ٢ تولید شامل اول، مرحله •
بود. خواهد آخر تکرار n روی تمرکز و شده حذف دنباله هر اول تکرار n روش،

می�شوند: محاسبه زیر مقادیر نظر، مورد پارامتر هر برای دوم، مرحله •

B =
n

m− ١

m∑
i=١

(θ̄i. − θ̄..)
٢,

W =
١
m

m∑
i=١

s٢i ,

s٢i = ١
n−١

∑n
j=١(θij − θ̄i.) و دنباله m تمام میانگین θ̄.. دنباله، هر میانگین θ̄i. آن در که

دنباله m میانگین�های بین واریانس B
n
که باشید داشته توجه می�باشند. دنباله� هر درون واریانس

است. دنباله�ای درون واریانس m متوسط ،W و

µ̂ = θ̄.. یعنی ،θ شبیه�سازی�شده مقادیر mn نمونه�ای میانگین برابر را µ̂ میانگین سوم، مرحله •
می�دهیم. قرار

یعنی می�شود. محاسبه B و W وزنی متوسط عنوان به هدف توزیع واریانس چهارم، مرحله •
.E(W ) = σ٢ آن�گاه ،n→ ∞ اگر رو، این از .σ̂٢ = n−١

n
W + ١

n
B

تقریب آن نتیجه که می�شود گرفته نظر در هدف توزیع برآورد عنوان ,N(µ̂به σ̂٢) توزیع پنجم، مرحله •
df = ٢V̂ ٢/ ˆvar(V̂ ) آزادی درجه و

√
V̂ =

√
σ̂٢ +B/mn مقیاس ،µ̂ میانگین با t توزیع

بود. خواهد θ برای

بالقوه٣٣ مقیاس کاهش عامل که است عاملی برآورد توسط همگرایی بر نظارت مرحله ششم، مرحله •

٣٣ Potential Scale Reduction Factor



١۵ مارکوف زنجیر یک همگرایی .٧.١

می�شود: برآورد زیر �صورت به و دارد نام (PSRF )

R̂ =

√
V̂

W

df

df − ٢

=

√
(
n− ١
n

+
m+ ١
mn

B

W
)

df

df − ٢ .

می�یابد. کاهش یک سمت به ،n→ ∞ که زمانی عامل این

مانا توزیع به همگرایی دهد، نشان را یک به نزدیک عددی R̂ اگر گفت می�توان آخر مرحله در •
تولید عبارتی به یا طولانی�تر، زنجیرهای اجرای نیازمند این�صورت، غیر در است. شده حاصل

بود. خواهیم بیشتر نمونه�های

جی�وک همگرایی معیار ٢.٧.١

آخر و اول بخش میانگین�های برابری که همگرایی تشخیص آزمون آماره یک ١٩٩٢ سال در جی�وک
و اول درصد ١٠ معمول، به�طور بخش، دو این داد. ارایه می�کند، اندازه�گیری را مارکوف زنجیرهای
از تعداد چه این�که تعیین برای همگرایی تشخیص آزمون می�شوند. گرفته نظر در زنجیر آخر درصد ۵٠
یک عنوان به آزمون این عبارتی به می�گیرد. قرار استفاده مورد شوند، گرفته نادیده باید آغازی تکرارهای

می�شود. شناخته داغیدن دوره برای برآوردگر
که کنیم بررسی آزمون این انجام با بخواهیم که باشد تکراری اولین با برابر n٠ و تکرارها تعداد n اگر
شود. محاسبه است، استاندارد Z-امتیاز٣۴ یک که جی�وک آزمون آماره� باید نه، یا می�شود همگرا زنجیر
تکرارهای تعداد اول، تکرار nA اگر .θt = θ(X(t+n٠)) و باشد دلخواه مورد کمیت θ(X) کنید فرض
،n−n∗+١ = nB که است مقداری n∗ آن در که ،B بخش تکرارهای تعداد آخر، تکرار nB و Aبخش

می�شوند: تعریف زیر صورت به آن�ها میانگین�های و B و A بخش�های آن�گاه باشند

A = {t : ١ ≤ t ≤ nA},

B = {t : n∗ ≤ t ≤ n},

١ < nA < n∗ < n,
nA + nB

n
< ١,

θ̄A =
١
nA

∑
t∈A

θt,

٣۴Z-score
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θ̄B =
١

n− n∗ + ١
∑
t∈B

θt.

تولیدشده نمونه�های آن�گاه شود، همگرا n٠ در زنجیر اگر که است مطلب این بیان�گر جی�وک آزمون
زنجیر، بخش آخرین و اولین از محاسبه�شده میانگین�های نتیجه در و شده�اند گرفته زنجیر مانای توزیع از
از عبارتست است، استاندارد نرمال توزیع دارای مجانبی به�طور که جی�وک آماره� بنابراین هستند. معادل

Zn =
θ̄A − θ̄B√
ŜA
θ

nA
+

ŜB
θ

n−n∗+١

→ N(٠,١) n→ ∞,

می�توان ذکرشده مطالب به توجه با حال هستند. θ̄B و θ̄A مجانبی واریانس�های ŜB
θ

n−n∗+١ و
ŜA
θ

nA
آن در که

مقدار اگر آزمون، این در کرد. آزمون θ حالت فضای روی را میانگین�ها، برابری فرضیه صفر، فرضیه�
است. نشده همگرا هنوز زنجیر یعنی این و می�شود رد صفر فرضیه آن�گاه باشد، بزرگ |Zn|

حساسیت تحلیل ٨.١

از استفاده است، متعدد و نامعلوم پارامترهای شامل مدل یک که مواردی در می�دانیم که همان�طور
استفاده و انتخاب بیزی، استنباط در مسایل بزرگترین از یکی وجود این با است. معمول بیزی روش�های
مواردی در و است پارامتر مورد در اولیه گاهی آ و دیدگاه پیشین، توزیع پارامترهاست. پیشین توزیع از
خواهد مشکل پیشین توزیع انتخاب نیست، دسترس در پارامترها ماهیت مورد در اطلاعی هیچ�گونه که

بود.

قرار استفاده مورد تصمیم�گیری مسایل برای پارامترها پسین استنباط نتایج بیزی، تحلیل�های در
می�باشد. مفید بیزی حساسیت تحلیل تصمیم�گیری�ها، این حساسیت بررسی برای بنابراین می�گیرد.
توزیع که می�کند ایفا را مهمی نقش پارامترها پیشین توزیع به نسبت بیزی استنباط حساسیت بررسی
این پارامترهای مقادیر تغییر یا پیشین توزیع�های نوع تغییر با مدل دوباره اجرای از استفاده با را پسین
بیزی٣۵ استواری که بیزی، حساسیت تحلیل اصلی ایده بنابراین می�دهد. قرار مطالعه مورد توزیع�ها،
هستند، موجود اطلاعات با سازگار که پیشین�هایی از رده یک کردن مشخص از پس می�شود، نامیده نیز
حساسیت تحلیل است. نهایی استنباط در پارامترها پیشین توزیع�های تغییرات تاثیر ارزیابی و مطالعه
یا هستند استوار مختلف پیشین توزیع�های انتخاب به نسبت بیزی استنباط�های که داد خواهد نشان

٣۵Bayesian Robustness



١٧ تعاریف سایر .٩.١

برای پیشین توزیع�های انتخاب به استنباط نتایج اگر است، استوار بیزی استنباط یک عبارتی به خیر.
نباشند. وابسته چندان مدل، پارامترهای

تعاریف سایر ٩.١

هرگاه �گوییم، مثبت معین را n×n بعد با A متقارن ماتریس مثبت٣۶). معین (ماتریس ١.٩.١ تعریف
.XTAX > ٠ باشیم، داشته X ̸= ٠ nتایی ستونی بردار هر ازای به

انتخاب به مربوط مسایل در (DIC) انحراف٣٧ اطلاع معیار انحراف). اطلاع (معیار ٢.٩.١ تعریف
می�باشد. مناسب آمده�اند، دست به MCMC شبیه�سازی توسط پسین توزیع�های آن در که بیزی مدل

می�شود. گرفته نظر در بیزی چارچوب در مدل انتخاب برای AIC از تعمیمی عنوان به معیار این
صورت به را مدل موثر پارامترهای تعداد و D(θ) = −٢ln[L(y|θ)] صورت به را انحراف اگر
θ̄ = E(θ|y) و D(θ̄) = −٢ln[L(y|θ̄)] ،D̄ = E[D(θ)] آن در که کنیم، تعریف pD = D̄−D(θ̄)

با است برابر DIC آن�گاه باشند،

DIC = pD + D̄

= D(θ̄) + ٢pD.

اطلاع برای می�شود. انتخاب باشد، داشته را DIC کمترین که مدلی نامزد، بیزی مدل چندین بین در
(٢٠٠٢) همکاران و اسپیگل�هالتر به آن تعریف چگونگی و مدل انتخاب ملاک این ویژگی�های مورد در

کنید. مراجعه

٣۶Positive Definite Matrix
٣٧Deviance Information Criterion
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٢ فصل

بتا آمیخته رگرسیون مدل

مقیاس با وابسته پاسخ متغیر که شرایطی برای مناسب رگرسیونی مدل یک معرفی دنبال به فصل این در
پیروی بتا توزیع یک از مدل این در پاسخ متغیر هستیم. می�باشد، (٠,١) فاصله به محدود و پیوسته
صورت دو به دقت پارامتر می�شوند. تعریف دقت پارامتر و میانگین حسب بر آن پارامترهای که می�کند
وجود به توجه با می�شود. گرفته نظر در دوم) (مدل تبیینی متغیرهای به وابسته و اول) (مدل ثابت
در مدل� این که آن�جایی از می�کنیم. استفاده آمیخته رگرسیونی مدل یک از پاسخ، متغیرهای در وابستگی
اولین استنباط، برای بیزی رهیافت یک از استفاده می�گیرد، قرار تعمیم�یافته خطی آمیخته مدل�های رده
سپس و می�پردازیم بتا آمیخته رگرسیون مدل معرفی به ابتدا فصل، این در بنابراین، می�باشد. پیشنهاد

می�دهیم. نشان MCMC نمونه�گیری روش�های از استفاده با را آن� برازش

بتا رگرسیون مدل ١.٢

صورت به Y تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع اگر

f(y;α, β) =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
yα−١)١− y)β−١, ٠ < y < ١, α, β > ٠,

و پیوسته بتا تصادفی متغیر .Y ∼ Beta(α, β) می�نویسیم و است بتا توزیع دارای Y می�گوییم باشد،
استفاده با می�توان نیز را (a, b) فاصله به محدود متغیر هر حال این با است. (٠,١) فاصله به محدود

برد. به�کار آن برای را بتا توزیع و کرد محدود (٠,١) فاصله به ،y∗ = y−a
y−b تبدیل از

پارامترهای مقادیر تغییر ازای به آن احتمال چگالی تابع زیرا است، انعطاف�پذیر توزیع یک بتا توزیع
از گسترده�ای طیف در انعطاف�پذیری این .(١.٢ (شکل باشد داشته متفاوتی شکل�های می�تواند توزیع



٢٠ بتا آمیخته رگرسیون مدل .٢

مناسب انتخاب یک بتا توزیع گفت می�توان بنابراین می�گیرد. قرار استفاده مورد کاربردی موقعیت�های
بتا توزیع از مختلفی کاربردهای است. (٠,١) فاصله به محدود و پیوسته� داده�های مدل�سازی برای
سریباری-نتو و فراری بار اولین شده�اند. معرفی (١٩٩۵) همکاران و جانسون و (١٩٩٩) باری توسط
تعمیم�یافته خطی مدل�های چارچوب در بتا توزیع با پاسخ متغیر آن، در که کردند پیشنهاد را مدلی (٢٠٠۴)

است. شده مدل�سازی ،ϕ دقت، پارامتر نام به مثبت پارامتر یک و ،�µ پاسخ، میانگین از استفاده با
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β و α از مختلفی مقادیر ازای به بتا چگالی توابع نمودارهای :١.٢ شکل

µ = α
α+β

صورت به جدید پارامترهای بتا، توزیع مبنای بر و تعمیم�یافته خطی مدل�های چارچوب در
می�توان بنابراین .β = (١− µ)ϕ و α = µϕ داشت خواهیم نتیجه در می�شوند. تعریف ϕ = α+ β و

نوشت
E(Y ) = µ,

V ar(Y ) =
µ(١− µ)

١+ ϕ
.



٢١ بتا رگرسیون مدل .١.٢

می�یابد. کاهش نیز پاسخ متغیر واریانس یابد، افزایش ϕ هرگاه ثابت، µ برای واریانس، رابطه به توجه با
پاسخ متغیر چگالی تابع حال کرد. تعبیر مدل دقت ارزیابی پارامتر یک عنوان به می�توان را ϕ رو این از

کرد: بازنویسی زیر صورت به می�توان را y

f(y|µ, ϕ) = Γ(ϕ)

Γ(µϕ)Γ((١− µ)ϕ)
yµϕ−١)١− y)(١−µ)ϕ−١, ٠ < y < ١, (١.٢)

می�شود. داده نشان Y ∼ Beta(µϕ, (١− µ)ϕ) نماد با و ٠ < µ < ١ ،ϕ > ٠ آن در که

می�نویسیم باشند، µ١, . . . , µn میانگین با مستقل تصادفی متغیر n ،Y١, . . . , Yn اگر
است µi میانگین برای تبدیل یک مستلزم بتا رگرسیون مدل نتیجه در .Yi ∼ Beta(µiϕ, (١− µi)ϕ)

صورت به را آن می�توان که

g(µi) =

p∑
j=١

xijβj = xTi β = ηi,

بردار xi = (xi١, . . . , xip)
T نامعلوم، رگرسیونی ضرایب بردار β = (β١, . . . , βp)

T که نوشت
مشتق�پذیر و یکنوا پیوند تابع یک g(.) و خطی پیشگوی ηi عضو، iامین برای معلوم کمکی متغیرهای

می�باشند.

برای مناسب پیوند تابع یک می�باشد. پاسخ میانگین برای پیوند تابع تعریف نیازمند GLM یک
به بود. خواهد لجیت پیوند تابع بنگارد، (٠,١) بازه به را خطی پیشگوی باشد قادر که پاسخ میانگین

عبارتی

logit(µi) = ln
µi

١− µi
= xTi β.

پیوند تابع است، مثبت اکیدا پارامتر یک که دقت، پارامتر برای مناسب پیوند تابع یک مشابه، به�طور
سریباری-نتو، و (فراری شود گرفته نظر در ثابت می�تواند پارامتر این می�باشد. ،ln(ϕi) لگاریتمی،
wi آن در که شود مدل�سازی ln(ϕi) = wTi δ مانند میانگین، مشابه رگرسیونی ترکیب یک در یا (٢٠٠۴
.(٢٠٠۶ ورکوی�لن، و (اسمیتسون هستند نامعلوم رگرسیونی ضرایب بردار δ و کمکی متغیرهای بردار

در که همانطور اما می�باشد. بالا معرفی�شده مدل اساسی پذیره�های از یکی پاسخ�ها استقلال پذیره
چنین در هستند. وابسته پاسخ�ها آن�ها در که دارند وجود مختلفی موقعیت�های کردیم، مطرح پیش فصل

رفت. خواهیم GLMMs رده سراغ به می�باشد، نیز پایان�نامه این دلخواه مورد که مواردی



٢٢ بتا آمیخته رگرسیون مدل .٢

بتا آمیخته رگرسیون مدل�های بیزی تحلیل ٢.٢

و (برنسکام بتا رگرسیون و (٢٠٠٠ همکاران، و (دی بیزی تعمیم�یافته خطی مدل�های تعمیم منظور به
مدل می�کنیم: معرفی را (٢٠١٣ همکاران، و (فیگوئرا بتا آمیخته رگرسیون مدل دو ،(٢٠٠٧ همکاران،
دوم، مدل می�شود؛ گرفته نظر در ثابت مشاهدات همه� ازای به دقت پارامتر آن در که است مدلی اول،

می�شود. الصاق نیز دقت پارامتر به آمیخته اثرات با خطی پیشگوی یک میانگین بر علاوه

اول مدل ١.٢.٢

باشند مستقل و پیوسته تصادفی بردارهای ،bi تصادفی، اثرات وجود شرط با y١, . . . , ym کنید فرض
محدود ،yij آن، مولفه هر و i واحد نمونه� برای مشاهده�شده پاسخ بردار yi = (yi١, . . . , yini

)T هر که
بگیرید: نظر در را زیر ساختار با رگرسیونی مدل یک حال است. (٠,١) فاصله به

g(E(yi|bi)) = Xiβ + Zibi, i = ١, . . . ,m. (٢.٢)

به ηi خطی آمیخته پیشگوی با پاسخ بردار شرطی میانگین برای پیوند تابع یک g(·) مدل، این در
رگرسیونی ضرایب بردار با متناظر ni × p طرح ماتریس Xi است، ηi = Xiβ + Zibi صورت
bi = (bi١, . . . , biq)

T بردار با متناظر ni× q طرح ماتریس Zi و ثابت) (اثرات β = (β١, . . . , βp)
T

هستند. تصادفی) (اثرات
صورت به (٢.٢) رابطه مولفه� jامین شرطی، میانگین برای لجیت پیوند تابع یک انتخاب با

logit(µij) = ln(
µij

١− µij
) = ηij = xTijβ + zTijbi, (٣.٢)

پاسخ، شرطی میانگین و xij = (xij١, . . . , xijp)
T ،zij = (zij١, . . . , zijq)

T به�طوری�که بود خواهد
با است معادل ،µij = E(yij|bi)

µij =
exp(ηij)

١+ exp(ηij)
=

exp(xTijβ + zTijbi)
١+ exp(xTijβ + zTijbi)

. (۴.٢)

داریم j = ١, . . . , ni و i = ١, . . . ,m هر برای بنابراین

yij|bi,β, ϕ ind.∼ Beta(µijϕ, (١− µij)ϕ).

به µij جایگزینی با البته هستند، (١.٢) چگالی تابع دارای و مستقل ϕ βو ،bi به مشروط yijها یعنی
می�آید. به�دست (۴.٢) رابطه از که µ جای



٢٣ بتا آمیخته رگرسیون مدل�های بیزی تحلیل .٢.٢

در که bi|Σb ∼ Nq(٠,Σb) یعنی می�باشد. نرمال توزیع تصادفی، اثرات توزیع برای معمول پذیره
نقاط وجود جمله از دلایلی به کاربردی، مسایل از بسیاری در است. مثبت معین ماتریس یک Σb آن
توزیع یک است بهتر بنابراین بود. نخواهد مناسبی انتخاب تصادفی اثرات توزیع بودن نرمال پذیره پرت،
درجه با چندمتغیره t توزیع شود. گرفته نظر در اثرات این برای نرمال از سنگین�تر دم�های با چندمتغیره
صورت به ،Σb مثبت معین کوواریانس ماتریس و µb = ٠ ∈ Rq مکانی بردار ،νb > ٠ مثبت، آزادی
که باشید داشته توجه البته می�باشد. موارد این برای مناسب نامزد یک bi|νb,Σb ∼ tq(νb,٠,Σb)

و (کاتز کرد خواهد میل چندمتغیره نرمال توزیع سمت به چندمتغیره t توزیع ،νb بزرگ مقادیر ازای به
می�کنیم. استفاده تصادفی اثرات توزیع برای نرمال پذیره از پایان�نامه این در .(٢٠٠۴ ناداروجا،

مدل، پارامترهای برای پیشین توزیع� تعیین مستلزم بیزی، دیدگاه از بتا آمیخته رگرسیون مدل تحلیل
نیازمند شود، حاصل مانا توزیع به MCMCهمگرایی الگوریتم یک در این�که برای می�باشد. ϕ و Σb ،β
معمول به�طور می�باشد. سره پیشین�های انتخاب آن مطمئن نتیجه که هستیم سره پسین توزیع� یک داشتن
.β ∼ Np(µβ,Σβ) یعنی می�شود، گرفته نظر در چندمتغیره نرمال پیشین توزیع رگرسیونی، ضرایب برای
،β ∼ tp(νβ, µβ,Σβ) یعنی می�باشد. چندمتغیره t توزیع مناسب، جایگزین یک تصادفی، اثرات مشابه

.(νβ) آزادی درجه برای مناسب مقدار یک تعیین با البته
دارد. نیاز مناسب پیشین توزیع یک به که است تصادفی اثرات کوواریانس ماتریس پارامتر، دومین
بنابراین است. مثبت معین و متقارن ماتریس�های روی احتمال توزیع�های از خانواده�ای ویشارت، خانواده
.(٢٠١٠ همکاران، و (فونگ بود خواهد معکوس ویشارت توزیع ماتریس، این برای پیشین توزیع یک

چگالی تابع با Σb ∼ IWq(ψ, c) یعنی

π(Σb) =
|ψ|c/٢

٢cq/٢.Γq(c/٢)
|Σb|−

c+q+١
٢ exp

(
−١
٢ tr(ψΣ−١

b )

)
,

چندمتغیره گاما تابع Γq(·) و q × q بعد با مثبت معین ماتریس ψ توزیع، آزادی درجه c ≥ q آن در که
می�باشند. (١٩۶۴ (جیمز،

پارامتر، این برای معمول انتخاب یک دارد. وجود دقت پارامتر پیشین توزیع برای انتخاب چندین
مقدار یک با ،ϕ ∼ IG(ε, ε)صورت به معکوس گامای توزیع است، مثبت پارامتر یک این�که به توجه با

است: زیر شکل به توزیع این چگالی تابع بود. خواهد ،ε برای کوچک و مثبت

π(ϕ) =
εε

Γ(ε)
ϕ−(ε+١)e

−ε
ϕ .

(٢٠٠۶) گلمن .(٢٠١٣ همکاران، و (فیگوئرا می�باشد کمی گاهی�بخشی آ میزان دارای پیشین توزیع این
برای ،π(ϕ) = ١

٢aϕ١/٢ چگالی تابع با ϕ = u٢, u ∼ U(٠, a) صورت به ϕ پیشین توزیع که داد نشان
(٢٠١٣) همکاران و فیگوئرا دارد. معکوس گامای توزیع به نسبت کمتری گاهی�بخشی آ ،a بزرگ مقادیر



٢۴ بتا آمیخته رگرسیون مدل .٢

مقادیر برای آن چگالی تابع و توزیع این کردند. پیشنهاد پارامتر این برای را انعطاف�پذیرتری پیشین توزیع
از عبارتند ،a مثبت

ϕ = (aB)٢, B ∼ Beta(١+ ε,١+ ε),

π(ϕ) =
Γ(٢+ ٢ε)

٢ (Γ(١+ ε))٢ a٢+١ε
ϕ

ε−١
٢
(
a− ϕ١/٢

)ε
.

توزیع با (٢٠١٣) همکاران و فیگوئرا پیشنهادی توزیع ،ε کوچک مقادیر برای که باشید داشته توجه
شد. خواهد معادل (٢٠٠۶) گلمن پیشنهادی

دوم مدل ٢.٢.٢

پارامتر برای (۴.٢) آمیخته رگرسیون مدل و yij هر برای ϕij مختلف دقت پارامترهای شامل مدل، این
پیشگوی یک از می�توان نیز دقت پارامتر مدل�بندی برای میانگین، پارامتر مشابه می�باشد. µij مکانی
بنابراین است. لگاریتمی پیوند تابع پارامتر، این برای مناسب پیوند تابع یک کرد. استفاده آمیخته خطی

ln(ϕij) = τij = wTijδ + hTijdi, (۵.٢)

hTij = (hij١, . . . , wijq∗) و (p∗ بعد (با δثابت اثرات با متناظر wTijبردار = (wij١, . . . , wijp∗) آن در که
ماتریس�های نیست نیازی که باشید داشته توجه می�باشند. (q∗ بعد (با di تصادفی اثرات با متناظر بردار
بنابراین باشند. Zi Xiو ماتریس�های Hiهمان = (hi١, . . . , hini

)T Wiو = (wi١, . . . , wini
)T طرح

صورت به و مستقل �diها، و �biها تصادفی، اثرات وجود شرط با مدل، این در پاسخ متغیرهای

yij|bi,β,di, δ ind.∼ Beta(µijϕij, (١− µij)ϕij), i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . , ni,

می�شوند. داده نمایش
همچنین، است. مثبت Σdیکماتریسمعین که di|Σd ∼ Nq∗(٠,Σd) فرضکنید اول، مدل مشابه

یعنی بود. خواهند Σb و β برای رفته به�کار توزیع�های مشابه Σd و δ برای پیشین توزیع�های
δ ∼ Np∗(µδ,Σδ), Σd ∼ IWq∗(ψ

∗, c∗).

MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش ٣.٢

yTi = (yi١, . . . , yini
) که ηT = (ηT١ , . . . ,η

T
m) و yT = (yT١ , . . . , yTm) کنید فرض اول، مدل تحت

β بودن مفروض شرط به ηiها ،(٣.٢) رگرسیونی مدل بنابر هستند. وابسته ηTi = (ηi١, . . . , ηini
) و



٢۵ MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش .٣.٢

ویژگی�های با توزیعی دارای و مستقل ،Σb و

f(ηi|β,Σb) ∝ f(bi|β,Σb),

ηi|β,Σb ∼ Nni
(Xiβ, ZiΣbZ

T
i ),

f(η١, . . . ,ηm|β,Σb) =
m∏
i=١

f(ηi|β,Σb),

به آن�ها چگالی تابع پس می�باشند. مستقل ϕ و β biها، بودن مفروض شرط به نیز yiها بود. خواهند
صورت

f(y١, . . . , ym|ηi, ϕ) =
m∏
i=١

f(yi|ηi, ϕ) =
m∏
i=١

ni∏
j=١

f(yij|ηij, ϕ),

با است برابر مدل حاشیه�ای درستنمایی تابع قبل، روابط به توجه با بنابراین می�شود. تعریف

L(ϕ,β,Σb|y) = f(y١, . . . , ym|ϕ,β,Σb)

=

∫
Rm

f(y١, . . . , ym|ηi, ϕ,β,Σb)dηi

=

∫
Rm

f(y١, . . . , ym|ηi, ϕ)f(η١, . . . ,ηm|β,Σb)dηi

=

∫
Rm

m∏
i=١

ni∏
j=١

f(yij|ηij, ϕ)
m∏
i=١

f(ηi|β,Σb)dηi

=

∫
Rm

m∏
i=١

ni∏
j=١

Γ(ϕ)

Γ(µijϕ)Γ((١− µij)ϕ)
y
µijϕ−١
ij (١− yij)

(١−µij)ϕ−١

m∏
i=١

١
(٢π)ni/٢|ZiΣbZT

i |١/٢
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢ dηi.

به است. موجود تصادفی اثرات ،m مشاهدات، تعداد به مدل، این در که دریافت می�توان راحتی به
و انتگرال این بالای بعد به توجه با بنابراین، است. m = ١٠٨ بتن، مقاومت داده�های در مثال، عنوان
در است. توجهی قابل خطای شامل و دشوار بسیار انتگرال این عددی حل آن، زیر تابع پیچیده صورت
MCMCمی�باشد. نمونه�گیری روش��های و بیزی استنباط دیدگاه از مدل برازش رو پیش�� رهیافت نتیجه

توزیع گرفتن نظر در (با توام پسین توزیع هستند، مستقل ϕ و Σb ،β پارامترهای که فرض این تحت
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صورت به (ϕ پارامتر برای معکوس گامای پیشین

π(β,Σb, ϕ,η|y) ∝

 m∏
i=١

ni∏
j=١

f(yij|ηij, ϕ)

( m∏
i=١

f(ηi|β,Σb)

)
π(β)π(ϕ)π(Σb)

∝ exp

[
m∑
i=١

ni∑
j=١

ln
( Γ(ϕ)

Γ(µijϕ)Γ((١− µij)ϕ)
y
µijϕ−١
ij (١− yij)

(١−µij)ϕ−١
)

+
m∑
i=١

ln
( ١
(٢π)ni/٢|ZiΣbZT

i |١/٢
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢

)
+ ln

( ١
(٢π)p/٢|Σβ|١/٢

e
−(β−µβ)TΣ−١

β
(β−µβ)

٢

)
+ ln

( |ψ|c/٢

٢cq/٢Γq(c/٢)
|Σb|−

c+q+١
٢ e

−١
٢ tr(ψΣ

−١
b )
)

+ ln
( εε

Γ(ε)
ϕ−(ε+١)e

−ε
ϕ

)]
,

از کارلویی مونت نمونه یک کامل، شرطی توزیع�های بودن مفروض شرط با گیبز نمونه�گیر بود. خواهد
از عبارتند کامل شرطی توزیع�های می�کند. تولید توام پسین توزیع این

π(β|Σb, ϕ,η, y) ∝ exp

[
m∑
i=١

ni∑
j=١

(
− ln Γ(g−١(ηij(β))ϕ)Γ((١− g−١(ηij(β)))ϕ)

+ g−١(ηij(β))ϕ ln
yij

١− yij

)
+

m∑
i=١

ln
(
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢

)
+ ln

( ١
(٢π)p/٢|Σβ|١/٢

e
−(β−µβ)TΣ−١

β
(β−µβ)

٢

)]

∝
m∏
i=١

ni∏
j=١

(
yij

١−yij )
g−١(ηij(β))ϕ

Γ(g−١(ηij(β))ϕ)Γ((١− g−١(ηij(β)))ϕ)

× e−
(
(β−µβ)TΣ−١

β (β−µβ)+
∑m

i=١(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

)
/٢

(٢π)p/٢|Σβ|١/٢
,
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π(Σb|β, ϕ,η, y) ∝ exp

[
m∑
i=١

ni∑
j=١

(
− ln Γ(g−١(ηij(bi))ϕ)Γ((١− g−١(ηij(bi)))ϕ)

+ g−١(ηij(bi))ϕ ln
yij

١− yij

)
+

m∑
i=١

ln
(
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢

)
+ ln

( |ψ|c/٢

٢cq/٢Γq(c/٢)
|Σb|−

c+q+١
٢ e

−١
٢ tr(ψΣ

−١
b )
)]

∝
m∏
i=١

ni∏
j=١

(
yij

١−yij )
g−١(ηij(bi))ϕ

Γ(g−١(ηij(bi))ϕ)Γ((١− g−١(ηij(bi)))ϕ)

× |ψ|c/٢

٢cq/٢Γq(c/٢)
|Σb|−

c+q+١
٢ e

−١
٢

(
tr(ψΣ−١

b )+
∑m

i=١(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

)
,

π(ϕ|β,Σb,η, y) ∝ exp

[
m∑
i=١

ni∑
j=١

(
ln

Γ(ϕ)

Γ(µijϕ)Γ((١− µij)ϕ)
+ µijϕ ln

yij
١− yij

)
+ ln

( εε

Γ(ε)
ϕ−(ε+١)e

−ε
ϕ

)]

∝
m∏
i=١

ni∏
j=١

Γ(ϕ)

Γ(µijϕ)Γ((١− µij)ϕ)
(

yij
١− yij

)µijϕ × εε

Γ(ε)
ϕ−(ε+١)e

−ε
ϕ ,

،i, k = ١, . . . ,m, i ̸= k برای و

π(ηi|ηk, yi,β,Σb, ϕ) ∝ exp

[
m∑
i=١

ni∑
j=١

(
− ln Γ(g−١(ηij(β))ϕ)Γ((١− g−١(ηij(β)))ϕ)

+ g−١(ηij(β))ϕ ln
yij

١− yij

)
+

m∑
i=١

ln
(
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢

)]

∝
m∏
i=١

ni∏
j=١

(
yij

١−yij )
g−١(ηij)ϕ

Γ(g−١(ηij)ϕ)Γ((١− g−١(ηij))ϕ)

× e
−١
٢
∑m

i=١(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ),

b و β تصادفی و ثابت ضرایب به خطی پیشگوی وابستگی تاکید منظور به η(b) و η(β) که به�طوری
مشخص شکل کامل، شرطی توزیع�های این از یک هیچ می�کنید مشاهده که همان�طور شده�اند. استفاده
نرم�افزار اما است. ناممکن مواردی در و دشوار کاری توزیع�ها، این محاسبه ندارند. شناخته�شده�ای و
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صورت آسانی به آن توسط نمونه تولید و می�کند محاسبه خودکار صورت به را توزیع�ها این ١JAGS

الگوریتم�هایی کمک به کامل شرطی توزیع�های این از کدام هر از نمونه تولید .(٢٠٠٣ (پلامر، می�پذیرد
متروپولیس-درون-گیبز٢ الگوریتم حاصل، الگوریتم به که می�پذیرد متروپولیس-هستینگسصورت مانند
می�شوند. محاسبه JAGS در µi و ϕ ،Σb ،β پارامترهای پایه بر پسین استنباط�های سپس، می�گویند.

مدل بنابر آن�گاه .τ Ti = (τi١, . . . , τini
) که ،τ T = (τ T١ , . . . , τ

T
m) کنید فرض دوم، مدل تحت

صورت به آن�ها چگالی تابع و بوده مستقل Σd و δ به مشروط τها i ،(۵.٢) رگرسیونی

f(τ i|δ,Σd) ∝ f(di|δ,Σd),

τ i|δ,Σd ∼ Nni
(Wiδ,HiΣdH

T
i ),

f(τ ١, . . . , τm|δ,Σd) =
m∏
i=١

f(τ i|δ,Σd),

زیر صورت به می�توان را حاشیه�ای درستنمایی تابع موجود، روابط به توجه با بنابراین می�شود. بیان
کرد: تعریف

L(β,Σb, δ,Σd|y) = f(y١, . . . , ym|β,Σb, δ,Σd)

=

∫
Rm

∫
Rm

m∏
i=١

ni∏
j=١

f(yij|ηij, τij)
m∏
i=١

f(ηi|β,Σb)
m∏
i=١

f(τ i|δ,Σd)dηidτ i

=

∫
Rm

∫
Rm

m∏
i=١

ni∏
j=١

Γ(ϕij)

Γ(µijϕij)Γ((١− µij)ϕij)
y
µijϕij−١
ij (١− yij)

(١−µij)ϕij−١

×
m∏
i=١

١
(٢π)ni/٢|ZiΣbZT

i |١/٢
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢

×
m∏
i=١

١
(٢π)ni/٢|HiΣdHT

i |١/٢
e

−(τi−Wiδ)
T (HiΣdH

T
i )−١(τi−Wiδ)

٢ dηidτ i,

است. دشوار بسیار آن عددی حل که

گامای پیشین توزیع گرفتن نظر در (با توام پسین توزیع ،Σd و δ ،Σb ،β میان استقلال فرض با

١Just Another Gibbs Sampler
٢Metropolis-within-Gibbs
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رابطه� از (ϕ پارامتر برای معکوس

π(β,Σb,η, τ , δ,Σd|y) ∝

 m∏
i=١

ni∏
j=١

f(yij|ηij, τij)

( m∏
i=١

f(ηi|β,Σb)

)
(

m∏
i=١

f(τ i|δ,Σd)

)
π(β)π(Σb)π(δ)π(Σd)

∝
m∏
i=١

ni∏
j=١

Γ(ϕij)

Γ(µijϕij)Γ((١− µij)ϕij)
y
µijϕij−١
ij (١− yij)

(١−µij)ϕij−١

m∏
i=١

١
(٢π)ni/٢|ZiΣbZT

i |١/٢
e

−(ηi−Xiβ)
T (ZiΣbZ

T
i )−١(ηi−Xiβ)

٢

m∏
i=١

١
(٢π)ni/٢|HiΣdHT

i |١/٢
e

−(τi−Wiδ)
T (HiΣdH

T
i )−١(τi−Wiδ)

٢

×e
−(β−µβ)TΣ−١

β (β−µβ)/٢

(٢π)p/٢|Σβ|١/٢
× e−(δ−µδ)TΣ−١

δ (δ−µδ)/٢

(٢π)p∗/٢|Σδ|١/٢
× εε

Γ(ε)
ϕ−(ε+١)e

−ε
ϕ

×|ψ|c/٢|Σb|−
c+q+١

٢

٢cq/٢Γq(c/٢)
e

−١
٢ tr(ψΣ

−١
b ) × |ψ∗|c∗/٢|Σd|−

c∗+q∗+١
٢

٢c∗q∗/٢Γq∗(c∗/٢)
e

−١
٢ tr(ψ

∗Σ−١
d ),

از عبارتند کامل شرطی توزیع�های مدل، این در می�آید. به�دست
π(Σb|η,β, τ , δ,Σd, y), π(β|Σb,η, τ , δ,Σd, y),

π(δ|Σb,η,β, τ ,Σd, y), π(Σd|Σb,η,β, τ , δ, y),

π(ηi|ηk, τ k, yi,Σb,β, δ,Σd), π(τ i|τ k,ηk, yi,Σb,β, δ,Σd),

i, k = ١, . . . ,m, i ̸= k.

شناخته�شده�ای صورت�های دارای و می�شوند محاسبه اول مدل در کامل شرطی توزیع�های مشابه که
کرد تولید JAGS در می�توان را توام پسین توزیع از کارلویی مونت نمونه�های اول، مدل مشابه نیستند.

می�شوند. محاسبه JAGS در نیز ϕij و µij پایه بر پسین استنباط�های و
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٣ فصل

شبیه�سازی مطالعه

مورد دوم، فصل در معرفی�شده دوم و اول مدل� دو عملکردهای شبیه�سازی، از استفاده با بخش این در
سپس می�شوند. داده برازش و شبیه�سازی نظر مورد مدل�های ابتدا منظور، این برای می�گیرند. قرار ارزیابی
برآوردگرهای همگرایی نهایت در و شد خواهد انتخاب DIC براساس مناسب مدل آن�ها، از یک هر در
گلمن- همگرایی تشخیص روش�های با مدل همگرایی بررسی می�گیرد. قرار بررسی مورد منتخب مدل
و اثر١ نمودارهای رسم با زنجیر آمیختگی رفتار بررسی همچنین، می�شود. انجام جی�وک و روبین

می�گیرد. صورت خودهمبستگی٢

ثابت دقت پارامتر با مدل ١.٣

عملکرد ارزیابی و ثابت، دقت پارامتر با مدل اول، پیشنهادی مدل تشریح منظور به شبیه�سازی، این در
در j = ١, . . . ,۵ و i = ١, . . . ,١٠٠ برای را زیر شرایط با بتا آمیخته رگرسیون مدل آن، بیزی تحلیل

گرفتیم: نظر

yij|bi,β, ϕ ∼ Beta(µijϕ, (١− µij)ϕ),

و bi = (bi١, bi٢)
T ،β = (β١, β٢, β٣)

T آن در که

ln(
µij

١− µij
) = ηij = xijβ + zijbi. (١.٣)

١Trace Plots
٢Autocorrelation Plots



٣٢ شبیه�سازی مطالعه .٣

گرفتیم. نظر در µb = (٠,٠) با N٢(µb,Σb) توزیع دارای را تصادفی اثرات مطالعه این در

پیوسته تبیینی متغیرهای با مدل شبیه�سازی ١.١.٣

کردیم فرض یعنی کردیم، تولید استاندارد یکنواخت توزیع از را تبیینی متغیرهای مقادیر بخش، این در
صورت به را Σb و β ،ϕ مدل، پارامترهای برای واقعی مقادیر .xij, zij ∼ U(٠,١)

ϕ = ۴٩, β = (−٢,١,٢)T , Σb =

 ١٫ ٠٩ −٠٫ ٣۶

−٠٫ ٣۶ ٠٫ ١٣


β ∼ N٣(µβ,Σβ) و Σb ∼ IW٢(Ψ, c) پیشین توزیع�های پارامترها، این برای همچنین گرفتیم. نظر در

مقادیر با

Σβ =


۵ ٠ ٠

٠ ۵ ٠

٠ ٠ ۵

 ,Ψ =

 ۵ ١۵

١۵ ۴۵

 , a = ٠٫ ٠٠١, c = ۵, µβ = (٠,٠,٠)T ,

دادیم. اختصاص را
بر شده�اند، پیشنهاد آماری متون در دقت پارامتر برای مختلفی پیشین توزیع�های آن�که به توجه با
این کنیم. بررسی پسین استنباط بر مهم پارامترهای از یکی عنوان به را پیشین�ها این اثر تا شدیم آن
دو گرفتن نظر در با را پیشین�ها این با مدل برازش آمده�اند. ١.٣ جدول در مختلف پیشین توزیع�های
١.٣ جدول مدل�های از یک هر برای �کارلویی، مونت تکرار ١٠٠٠٠ و مختلف آغازی نقاط با زنجیر

دادیم. انجام
DIC مقادیر و برازش هر در دقت پارامتر معیار انحراف و پسین میانگین برآوردهای ،١.٣ جدول در
پارامتر پیشین توزیع نوع که است این گرفت می�توان جدول این از که نتیجه�ای اولین شده�اند. گزارش
هم به نزدیک برازش هر در دقت پارامتر برآوردشده مقادیر زیرا ندارد پسین استنباط بر تاثیری دقت،
براساس زیرا است، مدل مناسب�ترین عنوان به a · ۴ پیشین توزیع با مدل انتخاب دوم، نتیجه هستند.
برخوردار مدل�ها سایر به نسبت بهتری برازش از باشد داشته را DIC مقدار کمترین که مدلی ،DIC

است.
در نتایج و شد انجام مدل این برازش ،DIC براساس a ·۴ پیشین توزیع با مدل انتخاب به توجه با
پسین، میانگین جمله از پسین توزیع از خلاصه�شده�ای مقادیر جدول، این در شده�اند. گزارش ٢.٣ جدول
یک هر برآوردشده� مقادیر که می�دهند نشان نتایج شده�اند. گزارش ٩۵٪ اعتبار فاصله و معیار انحراف
اعتماد عدم البته است. قبول قابل استنباط�ها دقت و هستند نزدیک آن�ها واقعی مقدار به پارامترها از
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مدل هر DIC مقادیر و ϕ برای مختلف پیشین توزیع�های :١.٣ جدول

مدل ϕ برای پیشین توزیع میانگین معیار انحراف DIC

a · ١ ϕ ∼ IG(٠٫ ٠٠١,٠٫ ٠٠١) ۵٢٫ ٣۴٣٢ ۴٫ ٠٩۴١ −٢۶٢٩

a · ٢ ϕ = u٢, u ∼ U(٠,۵٠) ۵٢٫ ٨۵۴٧ ٣٫ ٣٣٨١ −٢۶٧٣

a · ٣ ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ١,١٫ ١) ۵٢٫ ٣٠٨٨ ٣٫ ٣٢۶۴ −٢۶٨۵

a · ۴ ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ۵,١٫ ۵) ۵٢٫ ٨٢۴٨ ٣٫ ٣۶٩ −٢۶٨٧

a · ۵ ln(ϕ) ∼ t(٠,۵,١٠) ۵٢٫ ۴۶٨۶ ۴٫ ٠۵٠٨ −٢۵٩۵

این برآوردهای زیرا گرفت، نتیجه می�توان نیز را ،Σb تصادفی، اثرات وابستگی پارامترهای استنباط به
فاصله در پارامتر واقعی مقدار آن�که به توجه با ،Σb٢٢ پارامتر برآوردگر و هستند اریبی دارای پارامترها

می�دهد. نمایش را ناسازگاری نوعی است، نگرفته قرار ٩۵٪ اعتبار

a · ۴ پیشین توزیع برای ثابت دقت پارامتر با مدل برازش نتایج :٢.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −٢٫ ٠١٢٢ ٠٫ ٠۴١٨ (−٢٫ ٠٩٢۴,−١٫ ٩٢٧٧)

β٢ ١ ١٫ ٠٠٠٣ ٠٫ ٠٣٩۵ (٠٫ ٩٢١۵,١٫ ٠٧٧٨)

β٣ ٢ ٢٫ ٠١۵٩ ٠٫ ٠٣٩٨ (١٫ ٩٣۶,٢٫ ٠٩۶٨)

ϕ ۴٩ ۵٢٫ ٨٢۴٨ ٣٫ ٣۶٩ (۴۶٫ ١٧۵,۵٩٫ ۴٣٧)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ٢٢٢ ٠٫ ١٧۶٢ (٠٫ ٩٢١٨,١٫ ۶٠١۴)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٢۴٠۶ ٠٫ ٠٨٧٨ (−٠٫ ۴٢۶٠٫−,١ ٠٨١٨)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ۵٨٣٨ ٠٫ ٠٨۴۶ (٠٫ ۴۴۵۶,٠٫ ٧۶۶١)

خود مانای توزیع به تولیدشده زنجیرهای توزیع آیا که است این می�شود مطرح این�جا که سوالی حال
براکز در که روبین و گلمن همگرایی تشخیص چندمتغیره نسخه توسط مساله این بررسی هستند؟ همگرا
متغیرها از خطی ترکیب یک برای را PSRF آن در که می�گیرد صورت است، آمده (١٩٩٨) گلمن و
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یعنی چندمتغیره٣ مقیاس کاهش عامل اگر همگراست زنجیر یک آزمون، این بنابر می�کند. محاسبه
برابر a · ۴ پیشین توزیع با مدل برای عامل این مقدار باشد. (١٫ ٢ از (کمتر یک نزدیک MPSRF

یعنی این و همگراست تولیدشده زنجیر گفت می�توان پس است. کمتر ١٫ ٢ از که است آمده به�دست ١٫ ٠١
با را تولیدشده نمونه�های این کیفیت آمده�اند. توام، پسین توزیع یعنی مانا، توزیع از تولیدشده نمونه�های
می�دهد. نشان پارامترها از یک هر برای را ESS مقادیر ،٣.٣ جدول سنجید. می�توان نیز ESS محاسبه
تولیدشده نمونه�های تعداد به نزدیک پارامترها از یک هر برای مقادیر، این می�کنید، مشاهده که همان�طور
تولیدشده نمونه�های تعداد زنجیرها، تعداد و تکرارها تعداد به توجه (با است آمده� به�دست پسین توزیع از
برخوردارند. قبولی قابل کیفیت از تولیدشده نمونه�های بنابراین است). ٢٠٠٠ با برابر پسین توزیع از

a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای برای ESS مقادیر :٣.٣ جدول

پارامترها β١ β٢ β٣ ϕ Σb١١ Σb١٢ Σb٢٢

ESS ١٧۵٠٫ ٩١ ٢٠٠٠ ١٨٧٨٫ ۶١ ١٨٧۴٫ ۶٩ ١۶۴٨٫ ٢٢ ١۶٧٠٫ ۵٨ ١۶٨٨٫ ١٨

انجام جی�وک و گلمن-روبین همگرایی آزمون�های توسط نیز پارامتر هر برای زنجیر همگرایی بررسی
در می�کنید، مشاهده که همان�طور شده�اند. گزارش ۴.٣ جدول در همگرایی آزمون�های این نتایج شدند.
با است. شده گزارش پارامترها از یک هر برای جی�وک و گلمن-روبین همگرایی معیار مقادیر جدول این
پارامتر هر برای PSRF زیرا است. همگرا پارامتر هر برای زنجیر گفت می�توان وضوح به نتایج بررسی
نشان را کوچک مقداری پارامتر هر برای ،|Zn| جی�وک، آزمون آماره قدرمطلق و یک به نزدیک مقداری

می�دهند.
تجمعی، میانگین جی�وک، نمودارهای رسم با پارامتر هر برای زنجیرها همگرایی ارزیابی دوم روش
و زنجیر هر در را همگرایی می�توان جی�وک نمودارهای رسم با می�پذیرد. صورت خودهمبستگی و اثر
(به�طور شده تقسیم بخش� ١٩ به زنجیر اول نیمه نمودار، این در کرد. بررسی پارامترها از یک هر برای
محاسبه بارها و بارها ،Zn جی�وک، آزمون آماره� سپس و می�شود) تقسیم بخش ٢٠ به زنجیر پیش�فرض
از بعد سومین و اول بخش گذاشتن کنار از بعد Zn دومین زنجیر، تکرارهای تمام با Zn اولین می�شود.
از استفاده با تنها Zn آخرین نهایت در می�شوند. محاسبه ترتیب همین به و اول بخش دو گذاشتن کنار

شد. خواهد محاسبه زنجیر دوم نیمه
از یک هر برای اول زنجیر تحت جی�وک نمودارهای شده�اند، گزارش ١.٣ شکل� در که نمودارهایی
در محاسبه�شده Znهای از زیادی تعداد �که می�کنید مشاهده نمودارها این به توجه با هستند. پارامترها

٣Multivariate Proportional Scale Reduction Factor
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a · ۴ پیشین توزیع با ثابت دقت پارامتر با مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج :۴.٣ جدول

پارامترها آزمون آماره

گلمن-روبین جی�وک

آزمون آماره برآورد زنجیر١ زنجیر٢

β١ ١٫ ٠٠ ١٫ ٧١١ ٠٫ ۴۵٨

β٢ ١٫ ٠١ −٠٫ ١١۴ −٠٫ ۴۴٣

β٣ ١٫ ٠٠ −١٫ ٢٨٢ ٠٫ ۴۴٩

ϕ ١٫ ٠٠ −١٫ ٩٨٩ −١٫ ٨٢٨

Σb١١ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٧٩۶ −٠٫ ۴٢٣

Σb١٢ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٣۵۵ −١٫ ٠٨٩

Σb٢٢ ١٫ ٠٠ ٠٫ ٣٠۴ ١٫ ۵٠٣

گفت می�توان بنابراین شده�اند. شامل را کوچکی مقادیر عبارتی به یا دارند، قرار مشخص�شده فاصله
شده�اند. گرفته زنجیر، مانای توزیع از تولیدشده نمونه�های

،٢.٣ شکل می�کند. رسم تکرارها تعداد مقابل در را تجمعی پسین میانگین تجمعی، میانگین نمودار
هر همگرایی می�توان نمودارها این بررسی با می�دهد. نمایش پارامترها از یک هر برای را نمودارها این

کرد. مشاهده را آن واقعی مقدار به پارامتر

رسم با می�دهند. نشان پارامترها از یک هر تحت را اثر نمودارهای ،٣.٣ شکل در موجود نمودارهای
نمودارها این به توجه با کرد. مشاهده پارامتر فضای در را زنجیرها آمیختگی رفتار می�توان نمودار این
آمیختگی از پارامتر هر برای زنجیر که گرفت نتیجه می�توان آن�ها از یک هر در زنجیر منظم نوسانات و
قرار کاوش مورد خوبی به پسین چگال نواحی که است معنی این به آمیختگی این است. برخوردار خوبی

گرفته�اند.

از است. مارکوف زنجیرهای بین خودهمبستگی�های ارزیابی همگرایی، ارزیابی برای دیگر روشی
همبسته همواره نمونه�ها است، t−١ زمان در آن قبلی مقدار به وابسته t زمان در نمونه مقدار یک که آن�جا
تاخیر مقابل در خودهمبستگی نمودار با زنجیرها در موجود نمونه�های در همبستگی ارزیابی بود. خواهند
این رسم از هدف یابد. کاهش سرعت به نیز همبستگی تاخیر، افزایش با داریم انتظار که می�پذیرد صورت
مطلب این نشان�دهنده� این که است صفر سمت به زنجیر یک همبستگی سریع کاهش مشاهده نمودار،
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همگرا خود مانای توزیع به و هستند قبولی قابل کیفیت دارای زنجیر، در تولیدشده نمونه�های که است
می�شوند.

نشان پارامترها از یک هر ازای به را خودهمبستگی نمودارهای ،۴.٣ شکل در موجود نمودارهای
بالایی کیفیت از تولیدشده نمونه�های که کرد مشاهده می�توان نمودارها این از یک هر در می�دهند.
هر برای زنجیر دیگر، عبارت به می�کند. میل صفر سمت به سرعت به آن�ها وابستگی و برخوردارند

است. ناهمبسته پارامتر

گسسته تبیینی متغیرهای با مدل شبیه�سازی ٢.١.٣

متغیرها این است. شده داده برازش گسسته تبیینی متغیرهای با اول مدل شبیه�سازی، از بخش این در
قبل بخش مانند نیز پارامترها .xij, zij ∼ Bernoulli(٠٫ ۵) یعنی کردیم؛ تولید برنولی توزیع از را
Σb ∼ IW٢(Ψ, c) و β ∼ N٣(µβ,Σβ) ،ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ۵,١٫ ۵) پیشین توزیع دارای
و مختلف آغازی نقاط با زنجیر دو گرفتن نظر در با را مدل برازش هستند. مشابه مقادیر مجموعه با

دادیم. انجام �کارلویی مونت تکرار ١٠٠٠٠

میانگین برآوردهای پارامتر، هر واقعی مقدار شامل که آمده�اند ۵.٣ جدول در مدل این برازش نتایج
هر بیزی برآوردهای مقدار که می�کنیم مشاهده می�باشند. ٩۵٪ اعتبار فاصله و معیار انحراف پسین،
دارای و ناسازگار ،Σb تصادفی، اثرات وابستگی پارامترهای اما است. نزدیک آن واقعی مقدار به پارامتر
وابستگی پارامترهای برآورد در برازش روش خوب چندان نه عملکرد بیانگوی که هستند بالایی اریبی
استنباط و تحلیل دارد اهمیت که آن�چه کاربردی موقعیت�های در موارد از بسیاری در البته است. مدل
وابستگی کردن لحاظ برای تصادفی اثرات و است ،β بردار یعنی رگرسیونی، پارامترهای برای مناسب

می�شوند. گرفته نظر در مدل در پاسخ�ها بین

١٫ ٠١ < ١٫ ٢ با برابر MPSRF مقدار و شد انجام مدل این برای گلمن-روبین همگرایی آزمون
می�باشد. مانا توزیع به زنجیرها همگرایی اثبات�کننده� که آمد به�دست

که آمدند به�دست پیوسته تبیینی متغیرهای مشابه تبیینی متغیرهای این برای بیزی تحلیل نتایج بقیه
کردیم. صرفنظر آن�ها گزارش از
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اول زنجیر تحت a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای جی�وک نمودارهای :١.٣ شکل
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a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :٢.٣ شکل
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a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای اثر نمودارهای :٣.٣ شکل
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اول زنجیر تحت a · ۴ پیشین توزیع با اول مدل پارامترهای خودهمبستگی نمودارهای :۴.٣ شکل



۴١ متغیر دقت پارامتر با مدل .٢.٣

گسسته تبیینی متغیرهای با اول مدل برازش نتایج :۵.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −١٫ ٩٧٨ ٠٫ ٠٠٠٩ (−٢٫ ٠۵۵,−١٫ ٨٩٩)

β٢ ١ ١٫ ٠٠٣ ٠٫ ٠٠٠٨ (٠٫ ٩٣۵,١٫ ٠٧٢)

β٣ ٢ ٢٫ ٠۶۴ ٠٫ ٠٠٠٩ (١٫ ٩٨١,٢٫ ١۴٣)

ϕ ۴٩ ۴۶٫ ٩٩٩ ٠٫ ٠٨١ (۴٠٫ ٢٣٨,۵۴٫ ۶١)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ٠۶٩ ٠٫ ٠٠٣٩ (٠٫ ٧۶٩,١٫ ۴۴١)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٠٩ ٠٫ ٠٠٢٢ (−٠٫ ٢٩,٠٫ ٠٩۶)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ۶٧۵ ٠٫ ٠٠٢٢ (٠٫ ۵٠۵,٠٫ ٨٨٧)

متغیر دقت پارامتر با مدل ٢.٣

یعنی است، متغیر دقت پارامتر با بتا آمیخته رگرسیون مدل یک که دوم مدل برازش به بخش این در
yij|bi,β,di, δ ∼ Beta(µijϕij, (١− µij)ϕij),

اول مدل در شبیه�سازی�شده� داده�های مجموعه همان از مدل، این شبیه�سازی برای پرداخت. خواهیم
یعنی، کردیم. استفاده

xij, zij ∼ U(٠,١),β = (−٢,١,٢)T ,Σb =

 ١٫ ٠٩ −٠٫ ٣۶

−٠٫ ٣۶ ٠٫ ١٣


پیشین توزیع�های همان را β و Σb پارامترهای پیشین توزیع� همچنین .δ = (٣٫ ۵۵,٠٫ ۴٢٫−,١ ٠١)T و
و دارد را (١.٣) ساختار همان مدل این در نیز پاسخ میانگین گرفتیم. نظر در اول مدل در پیشنهادشده

صورت به رگرسیونی ساختار یک است، لگاریتمی پیوند تابع دارای که دقت پارامتر برای

ln(ϕij) = (δ١ + di١) + (δ٢ + di٢)xij٢ + δ٣xij٣, (٢.٣)

و N٣(٠,Σβ) توزیع دارای ،δ = (δ١, δ٢, δ٣)
T دقت، پارامتر رگرسیونی ضرایب آن در که گرفتیم نظر در

مکانی، پارامتر تصادفی اثرات با یکسان توزیعی دارای ،di = (di١, di٢)
T دقت، پارامتر تصادفی اثرات
می�باشند. N٢(٠,Σb) یعنی ،bi
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�کارلویی مونت تکرار ١٠٠٠٠ و مختلف آغازی نقاط با زنجیر دو گرفتن نظر در با را مدل این برازش
مقدار نظیر اطلاعاتی جدول این در است. شده گزارش ٧.٣ جدول در برازش این نتیجه� دادیم. انجام
توجه با شده�اند. گزارش ٩۵٪ اعتبار فاصله و معیار انحراف پسین، میانگین برآوردهای پارامتر، واقعی
مقادیر به نزدیک پارامتر هر بیزی برآوردهای همان یا پسین، میانگین مقادیر که می�کنیم مشاهده جدول به
در می�شود. مشاهده نیز Σb٢٢ پارامتر در اریبی و ناسازگاری همچنین آمده�اند. به�دست آن�ها واقعی
خواهد مانا توزیع به زنجیر همگرایی بیان�کننده� که می�باشد MPSRF = ١٫ ٠١ < ١٫ ٢ برازش، این
مقادیر به توجه با کرد. مشاهده ۶.٣ جدول در می�توان را تولیدشده نمونه�های این کیفیت همچنین بود.
قبولی قابل کیفیت از تولیدشده نمونه�های گفت می�توان پارامترها، از یک هر برای آمده� به�دست ESS

برخوردارند.

دوم مدل پارامترهای برای ESS مقادیر :۶.٣ جدول

پارامتر β١ β٢ β٣ δ١ δ٢ δ٣ Σb١١ Σb١٢ Σb٢٢

ESS ٢٠٠٠ ٢٠٠٠ ١٨۶٣٫ ٩ ١٧۵۶٫ ۵ ١٩٣٩ ١۶۵٧ ١٨۴٢٫ ۵ ١٩٠٢٫ ٩ ١٨٢۵٫ ٩

٨.٣ جدول در آن�ها نتایج و شده انجام دوم مدل برای جی�وک و گلمن-روبین همگرایی آزمون�های
آمده به�دست یک به نزدیک عددی پارامتر هر ازای به PSRF گلمن-روبین، آزمون در شده�اند. گزارش
می�دهد. نشان را کوچک مقداری زنجیر هر در پارامتر هر ازای به Znها قدرمطلق جی�وک، آزمون در و
و همگرایی همچنین است. همگرا پارامتر هر برای زنجیر گفت می�توان نتایج این به توجه با بنابراین
در خودهمبستگی و اثر جی�وک، تجمعی، میانگین نمودارهای توسط پارامتر هر برای زنجیرها آمیختگی
خوب آمیختگی همگرایی، تاییدکننده شکل�ها این همگی که شده�اند داده نمایش ٨.٣ تا ۵.٣ شکل�های

هستند. زنجیرها در تولیدشده نمونه�های قبول قابل کیفیت و تولیدشده زنجیرهای

مدل دو هر برای حساسیت تحلیل ٣.٣

را پارامترها پیشین توزیع�های پیشنهادی، مدل دو نتایج بر پارامترها پیشین توزیع تاثیر بررسی منظور به
شده�اند. گزارش بخش این در حاصل نتایج که دادیم تغییر مدل دو هر در
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دوم مدل برازش نتایج :٧.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −١٫ ٩٣۵۶ ٠٫ ٠٠١٣ (−٢٫ ٠۵١٫−,٣١ ٨١٨۶)

β٢ ١ ١٫ ٠٠٠٢ ٠٫ ٠٠١٣ (٠٫ ٨٨۴٩,١٫ ١٠٨٣)

β٣ ٢ ١٫ ٨۶٨۶ ٠٫ ٠٠١۵ (١٫ ٧٣۴۵,٢٫ ٠٩۵٧)

δ١ ٣٫ ۵۵ ٣٫ ٧١٠٠ ٠٫ ٠٠٣۵ (٣٫ ٣٩۴,۴٫ ٠٢)

δ٢ ٠٫ ۴١ ٠٫ ٣٠٣۵ ٠٫ ٠٠۴٧ (−٠٫ ٠٩٩,٠٫ ٧٣٨)

δ٣ −٢٫ ٠١ −٢٫ ۴٠٧ ٠٫ ٠٠۴۴ (−٢٫ ٢٫−,٧٨٣ ٠١۴)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ٢٩٩٩ ٠٫ ٠٠٢٩ (١٫ ٠۶٧۴,١٫ ۵۶٧٣)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٣۴٢۵ ٠٫ ٠٠١٢ (−٠٫ ۴۵۶۵,−٠٫ ٢۴۶)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ٣٧١٨ ٠٫ ٠٠٠٨ (٠٫ ٣٠۴٨,٠٫ ۴۴٩٨)

دوم مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج :٨.٣ جدول

پارامترها گلمن-روبین آزمون جی�وک آزمون

آزمون آماره برآورد زنجیر١ زنجیر٢

β١ ١٫ ٠٠٢ −٠٫ ٢۴٣ −٠٫ ٢۴۴

β٢ ١٫ ٠٠٠ −٠٫ ١١۴ ٠٫ ٩۶٧

β٣ ٠٫ ٩٩٩ ٠٫ ٣٣۴ ١٫ ٨۵١

δ١ ١٫ ٠٠٩ −٠٫ ٠۶۵ −٠٫ ۴٠۴

δ٢ ١٫ ٠٠٠ ١٫ ۵٩١ −٢٫ ١٣٩

δ٣ ١٫ ٠٠٠ ٠٫ ٢٣۶ ٠٫ ۵٠۵

Σb١١ ١٫ ٠٠۴ ١٫ ٠۴۶ −٠٫ ٧٨۵

Σb١٢ ١٫ ٠٠١ −٠٫ ٢٠١ ٠٫ ٨٩٩

Σb٢٢ ١٫ ٠٠١ ٠٫ ۵٠۶ −٠٫ ٧٩٨
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اول زنجیر تحت دوم مدل پارامترهای جی�وک نمودارهای :۵.٣ شکل



۴۵ مدل دو هر برای حساسیت تحلیل .٣.٣

0 200 600 1000

−
1.

94
0

−
1.

92
0

β1

0 200 600 1000

0.
98

0
0.

99
5

β2

0 200 600 1000

1.
85

1.
87

1.
89

β3

0 200 600 1000

3.
68

3.
74

δ1

0 200 600 1000

0.
26

0.
30

0.
34

δ2

0 200 600 1000

−
2.

48
−

2.
40

δ3

0 200 600 1000

1.
28

0
1.

30
0

Σb11

0 200 600 1000

−
0.

35
2

−
0.

34
4

Σb12

0 200 600 1000

0.
36

8
0.

37
4

Σb22

دوم مدل پارامترهای تجمعی میانگین نمودارهای :۶.٣ شکل
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دوم مدل پارامترهای اثر نمودارهای :٧.٣ شکل
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اول زنجیر تحت دوم مدل پارامترهای خودهمبستگی نمودارهای :٨.٣ شکل
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اول مدل ١.٣.٣

کنید فرض میانگین، برای (١.٣) رابطه نیز و اول مدل برازش در ذکرشده شرایط همان گرفتن نظر در با
توزیع�های دارای Σb و ،β = (β١, β٢, β٣)

T ،ϕ پارامترهای
β ∼ N٣(µ,Σ), Σb ∼ IW٢(Ψ, c), ϕ = u٢, u ∼ U(٠,۵٠), (٣.٣)

مقادیر با

Σ =


١۵ ٠ ٠

٠ ١۵ ٠

٠ ٠ ١۵

 ,Ψ =

١٠ ٢۵

٢۵ ۵٠

µ = (١٠٠,١٠٠,١٠٠)T , c = ١٠,

باشند.
همچنین، شده�اند. داده نمایش ٩.٣ جدول در آن نتایج و شد داده برازش ذکرشده شرایط با اول مدل

صورت به β برای دیگری پیشین توزیع با را مدل این

β ∼ t٣(µ,Σ, ν), µ = (٠,٠,٠)T , ν = ٢٠,Σ =


۵ ٠ ٠

٠ ۵ ٠

٠ ٠ ۵

 , (۴.٣)

١٠.٣ جدول در آن نتایج که دادیم برازش ،Σb و ϕ برای (٣.٣) در ذکرشده پیشین توزیع�های همان با و
دو هر در پارامترها، از یک هر برآوردشده مقادیر که می�دهند نشان نتایج این طرف، یک از آمده�اند.
،٢.٣ جدول با جدول دو این نتایج مقایسه با دیگر، طرف از هستند. آن�ها واقعی مقدار به نزدیک جدول،
نزدیک بسیار پیشین توزیع�های از مجموعه سه هر به�کارگیری از حاصل برآوردهای که می�کنیم مشاهده
تاثیر استنباط نتایج بر پارامترها پیشین توزیع انتخاب که گرفت نتیجه می�توان بنابراین، هستند. هم به
دیگر، عبارت به هستند. استوار پیشین توزیع�های انتخاب به نسبت بیزی استنباط�های و ندارد چندانی

نیست. حساس شده، انتخاب پارامترها برای که پیشینی نوع به نسبت مدل

دوم مدل ٢.٣.٣

پارامتر و میانگین برای (٢.٣) و (١.٣) روابط می�پردازیم. دوم مدل برازش به قبل، زیربخش مشابه
Σb و δ = (δ١, δ٢, δ٣)

T ،β = (β١, β٢, β٣)
T پارامترهای برای همچنین هستند. برقرار نیز دقت

پیشین توزیع�های
β ∼ N٣(µ,Σ), δ ∼ N٣(µ,Σ), Σb ∼ IW٢(Ψ, c), (۵.٣)



۴٩ مدل دو هر برای حساسیت تحلیل .٣.٣

(٣.٣) پیشین�های مجموعه با اول مدل برازش نتایج :٩.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −١٫ ٩٩۴ ٠٫ ٠۴٧٢ (−٢٫ ٠٨۶١٫−,٧ ٩٠١٣)

β٢ ١ ١٫ ٠١٣ ٠٫ ٠۴٠۶ (٠٫ ٩٣۶,١٫ ٠٩٢٩)

β٣ ٢ ١٫ ٩٩٣ ٠٫ ٠۴۴ (١٫ ٩٠٢٨,٢٫ ٠٧٩٧)

ϕ ۴٩ ۴٩٫ ٧۴٣ ٣٫ ٠٣۴٧ (۴٣٫ ٧٧١,۵۵٫ ٧٣۶)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ١٣٣ ٠٫ ١۵٧ (٠٫ ٨۵٧٣,١٫ ۴٧۶٩)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ١١۴ ٠٫ ٠٨٠٨ (−٠٫ ٢٧٩٩,٠٫ ٠٣٩۵)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ۵٩۵ ٠٫ ٠٨١۵ (٠٫ ۴۵٢٣,٠٫ ٧٧۶۵)

(۴.٣) پیشین�های مجموعه با اول مدل برازش نتایج :١٠.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −١٫ ٩٩٧ ٠٫ ٠۴۶٧ (−٢٫ ١٫−,٠٨٩٧ ٩٠٣٢)

β٢ ١ ١٫ ٠١۵ ٠٫ ٠٣٩۴ (٠٫ ٩٣٩,١٫ ٠٨٨٩)

β٣ ٢ ١٫ ٩٩۴ ٠٫ ٠۴۵۴ (١٫ ٩٠۵۵,٢٫ ٠٨٢٧)

ϕ ۴٩ ۴٩٫ ٧۵٧ ٣٫ ١۶۵٢ (۴٢٫ ٧۶٩٣,۵۶٫ ٠۴۴٩)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ١٢٩ ٠٫ ١۵٢٧ (٠٫ ٨۶٩۶,١٫ ۴۵٨١)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ١١۵ ٠٫ ٠٧٩۵ (−٠٫ ٣۶۶۴,٠٫ ٠٣٢۶)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ۵٩۶ ٠٫ ٠٨٣٢ (٠٫ ٢۵٣٢,٠٫ ٧٧۴٢)
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مقادیر با

Σ =


١۵ ٠ ٠

٠ ١۵ ٠

٠ ٠ ١۵

 ,Ψ =

١٠ ٢۵

٢۵ ۵٠

µ = (١٠٠,١٠٠,١٠٠)T , c = ١٠,

پیشین توزیع�های و
β ∼ t٣(µ,Σ, ν), δ ∼ t٣(µ,Σ, ν), (۶.٣)

µ = (٠,٠,٠)T , ν = ٢٠,Σ =


۵ ٠ ٠

٠ ۵ ٠

٠ ٠ ۵

 ,

گرفتیم. نظر در را Σb برای (۵.٣) در ذکرشده پیشین� همان با
١٢.٣ و ١١.٣ جدول�های در (۶.٣) و (۵.٣) پیشین�های مجموعه دو با دوم مدل برازش نتایج
بسیار جدول، دو هر در پارامترها، از یک هر برآوردشده مقادیر که می�کنیم مشاهده شده�اند. گزارش
این بیانگر ٧.٣ جدول با جدول دو این نتایج مقایسه همچنین، هستند. آن�ها واقعی مقدار به نزدیک
آن بیزی استنباط�های� و نیست حساس پارامترها پیشین انتخاب به نسبت نیز دوم مدل که است مطلب

هستند. استوار پیشین توزیع�های انتخاب به نسبت
دلیل به که کرد استفاده نیز پیشین توزیع�های سایر از می�توان دقیق�تر، و بیشتر بررسی برای البته

کردیم. خودداری کار این از پایان�نامه شدن حجیم از پرهیز
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(۵.٣) پیشین�های مجموعه با دوم مدل برازش نتایج :١١.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −١٫ ٩٣٢٩ ٠٫ ٠۶١٣ (−٢٫ ٠۵۶,−١٫ ٨١۴)

β٢ ١ ٠٫ ٩٩٧ ٠٫ ٠۵٧٩ (٠٫ ٨٨٣,١٫ ١٠٩)

β٣ ٢ ١٫ ٨٧ ٠٫ ٠۶٩٩ (١٫ ٧۴٢,٢٫ ٠٠٨)

δ١ ٣٫ ۵۵ ٣٫ ٧٠٨٣ ٠٫ ١۵٩ (٣٫ ٣٨٢,۴٫ ٠٢٨)

δ٢ ٠٫ ۴١ ٠٫ ٣٠٩۴ ٠٫ ٢٠٧ (−٠٫ ٠٨٣,٠٫ ٧١۵)

δ٣ −٢٫ ٠١ −٢٫ ۴١٠١ ٠٫ ١٩۵ (−٢٫ ٨٢۵,−١٫ ٩٩۴)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ٢٨۴٣ ٠٫ ١٢٨ (١٫ ٠۶٠۴,١٫ ۵۵٢)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٢٨۶۴ ٠٫ ٠۵٣١ (−٠٫ ٠٫−,٣٨٨ ١٨٩)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ٣٨۵٧ ٠٫ ٠٣٨٢ (٠٫ ٣١٩,٠٫ ۴۶٨)

(۶.٣) پیشین�های مجموعه با دوم مدل برازش نتایج :١٢.٣ جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٢ −١٫ ٩٣۴۵ ٠٫ ٠۵٩۵ (−٢٫ ٠۵٣۶,−١٫ ٨٢١)

β٢ ١ ٠٫ ٩٩٣ ٠٫ ٠۵۶٩ (٠٫ ٨٨۵۴,١٫ ١١١٢)

β٣ ٢ ١٫ ٨٧٠٩ ٠٫ ٠٧٠٧ (١٫ ٧٣۶۴,٢٫ ٠١)

δ١ ٣٫ ۵۵ ٣٫ ٧۴۵١ ٠٫ ١۵٨٩ (٣٫ ۴٢۵۵,۴٫ ٠۵٠٢)

δ٢ ٠٫ ۴١ ٠٫ ٢٨٠۶ ٠٫ ٢٠۵٧ (−٠٫ ١١۶٩,٠٫ ۶٨۵٨)

δ٣ −٢٫ ٠١ −٢٫ ۴۴٢٩ ٠٫ ٢٠٢ (−٢٫ ٢٫−,٨٣٢١ ٠٠٩٨)

Σb١١ ١٫ ٠٩ ١٫ ٢٩١٧ ٠٫ ١٢۵٩ (١٫ ٠۶١٧,١٫ ۵۵٧۵)

Σb١٢ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٢٨٨ ٠٫ ٠۵۴۵ (−٠٫ ۴٠۶٠٫−,٩ ١٨۶٣)

Σb٢٢ ٠٫ ١٣ ٠٫ ٣٧۶۴ ٠٫ ٠٣٧٣ (٠٫ ٢٢١١,٠٫ ۴۶٧٢)
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۴ فصل

کاربردی مثال�های

کاربردی موقعیت�های در را بتا آمیخته رگرسیونی مدل�های بیزی برازش و به�کارگیری نحوه فصل، این در
و خام نفت از تبدیل�شده بنزین نسبت داده�های شامل واقعی مثال دو موقعیت�ها این می�کنیم. تشریح

می�شوند. شامل را بتن مقاومت درصد

نفت از تبدیل�شده بنزین نسبت داده�های ١.۴

پاسخ متغیر داده�ها، این در است. شده گزارش (١٩۵۶) پراتر توسط بار اولین بنزین داده�های مجموعه
،xi تبیینی، متغیرهای و است شکنش و تقطیر فرآیند از بعد بنزین به تبدیل�شده خام نفت نسبت y
که می�کنیم مشاهده داده�ها کردن مرتب از بعد می�باشند. بنزین تبخیر حرارت درجه�های ،i = ١, . . . ,١٠
مجموعه این در همچنین می�باشند. مشاهده ۴ یا ٣ ،٢ شامل خوشه هر و است خوشه ١٠ دارای مدل

می�باشد. ٣٢ با برابر مشاهدات تعداد داده�،

ثابت دقت پارامتر با را بتا رگرسیون مدل یک (٢٠٠۴) سریباری و فراری داده�ها، این تحلیل برای
ثابت شیب یک و سطح ١٠ با ثابت عامل یک عنوان به را خام نفت دسته�های آن در که کردند برازش
گرفت. نظر در تصادفی عامل یک عنوان به را دسته�ها (٢٠٠٠) ونابلز مقابل، در دادند. قرار بررسی مورد
از عرض با میانگین برای رگرسیونی مدل یک که می�دهد نشان ،١.۴ نمودار داده�ها، پراکنش١ نمودار
آمیخته رگرسیون مدل یک بنابراین باشد. مناسب می�تواند داده�ها برای ثابت شیب یک و تصادفی مبدا

١Scatter Plot
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متغیر، و ثابت دقت پارامتر با مدل دو هر از بخش این در ما باشد. مناسب می�تواند داده�ها این برای بتا
می�کنیم. استفاده آن�ها تحلیل برای
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مختلف حرارت�های درجه مقابل در بنزین به تبدیل�شده خام نفت نسبت پراکنش نمودار :١.۴ شکل

تبخیر

ثابت دقت پارامتر با مدل ١.١.۴

ثابت شیب�ها حرارت، درجه�های همه برای می�رسد نظر به اگرچه داده�ها، پراکنش نمودار به توجه با
به تصادفی شیب و مبدا از عرض با را پاسخ میانگین برای رگرسیونی مدل بخش این در ما اما هستند،

صورت

logit(µij) = (β١ + bi١) + (β٢ + bi٢)xij (١.۴)

گرفتیم. نظر در ،ni = (۴,٣,٣,۴,٣,٣,۴,٣,٢,٣) ،j = ١, . . . , ni ،i = ١, . . . ,١٠ برای
پیشین توزیع�های دارای β و Σb پارامترهای

β ∼ N٢(µβ,Σβ), Σb ∼ IW٢(Ψ, c),
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مقادیر با

Σβ =

۵ ٠

٠ ۵

 ,Ψ =

١٠٠٠ ٠

٠ ١٠٠٠

 , µβ = (٠,٠)T , c = ۴,

توزیع�های این گرفتیم. نظر در دقت پارامتر برای را مختلفی پیشین توزیع�های قبل فصل همانند هستند.
دو گرفتن نظر در با و توزیع�ها این از یک هر برای را اول مدل نهایت در آمده�اند. ١.۴ جدول در پیشین

دادیم. برازش کارلویی مونت تکرار ٢٠٠٠٠٠ و مختلف آغازی نقاط با زنجیر

می�گیریم نتیجه ،١.۴ جدول در موجود مدل�های از یک هر برای محاسبه�شده DIC مقادیر به توجه با
بنابراین است. برخوردار مدل�ها سایر به نسبت بهتری برازش از ،DIC کمترین با b ·۴ پیشین با مدل که
٢.۴ جدول در مدل این برازش نتایج دادیم. برازش را (١.۴) مدل و کرده انتخاب ϕ برای را پیشین این
از پس می�باشند. پارامتر هر برای ٩۵٪ اعتبار فاصله و معیار انحراف پسین، میانگین شامل که آمده�اند
درمی�یابیم شده�اند، گزارش ٣.۴ جدول در آن نتایج که جی�وک، و گلمن-روبین همگرایی، آزمون�های انجام
یک به نزدیک پارامتر هر برای PSRF زیرا است، همگرا ،β١ جز پارامتر، هر برای تولیدشده زنجیر که

می�دهند. نشان را کوچک مقداری یک هر برای |Zn| و

بنزین داده�های برای (١.۴) مدل در DIC مقادیر و ϕ پیشین توزیع�های :١.۴ جدول

مدل ϕ برای پیشین توزیع DIC

b · ١ ϕ ∼ IG(٠٫ ٠٠١,٠٫ ٠٠١) −٢٩۵٫ ۴

b · ٢ ϕ = u٢, u ∼ U(٠,۵٠) −٢٩۶٫ ٣

b · ٣ ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ١,١٫ ١) −٢٩۶٫ ٨

b · ۴ ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ۵,١٫ ۵) −٢٩٨٫ ٢

برای مقادیر، این شده�اند. گزارش ۴.۴ جدول در پارامترها از یک هر برای محاسبه�شده ESS مقادیر
به توجه (با است آمده� به�دست پسین توزیع از تولیدشده نمونه�های تعداد به نزدیک پارامترها از یک هر
بنابراین است). ۴٠٠٠ با برابر پسین توزیع از تولیدشده نمونه�های تعداد زنجیرها، تعداد و تکرارها تعداد

برخوردارند. قبولی قابل کیفیت از تولیدشده نمونه�های گرفت نتیجه می�توان

تجمعی، میانگین نمودارهای رسم با را پارامترها از یک هر برای مانا توزیع به زنجیر همگرایی همچنین
می�توان تجمعی، میانگین نمودار ،٢.۴ نمودار از استفاده با کردیم. بررسی اثر و خودهمبستگی جی�وک،
شکل جی�وک، نمودارهای به توجه با کرد. مشاهده را آن واقعی مقدار به ،β١ جز پارامتر، هر همگرایی
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بنزین داده�های برای ϕ برای b · ۴ پیشین با (١.۴) مدل برازش نتایج :٢.۴ جدول

پارامترها پسین استنباط

میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٠٫ ۶۶٢۵ ٠٫ ۵٩٣۶ (−١٫ ٠٫−,٢٧١٩ ٠۵۴۴)

β٢ ٠٫ ٠١٠٩٨ ٠٫ ٠٠٠۴۶ (٠٫ ٠١٠١,٠٫ ٠١١٩)

ϕ ٣٠۶٫ ٧۶٩٢ ٩٠٫ ٧٣ (١۵٣٫ ۵٣۴,۵٠۵٫ ۶)

Σb١١ ١١٠٫ ۴٧٩٧ ۵٣٫ ۴٣ (۵٠٫ ٣٨۶٢,٢۵٠٫ ٠٩١)

Σb١٢ −٧٫ ۶٢۵٨ ٩٩٫ ٢٧ (−١٨٨٫ ٨۶١,١۴٩٫ ٠٧١)

Σb٢٢ ۵٠٣٫ ٣١۵٢ ۶۶۶٫ ٣ (٩۴٫ ٢٣۴٢,١٨٠٩)

بنزین داده�های برای ϕ برای b · ۴ پیشین با (١.۴) مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج :٣.۴ جدول

آزمون آماره مدل پارامترهای

β١ β٢ ϕ Σb١١ Σb١٢ Σb٢٢

گلمن-روبین ٢٠٩٫ ٠١ ١٫ ٠٢ ١٫ ٠٠ ١٫ ٠١ ١٫ ٠٣ ١٫ ٠٨

جی�وک

١ زنجیر ٣٫ ٣٢۶ ٠٫ ٠٢۶١ ٠٫ ٢۶١ ٠٫ ۴۵۵ −٠٫ ٩٠۴ −٠٫ ٨٢٧

٢ زنجیر −٨٫ ٩٣۶ −٠٫ ٢٨۴ ١٫ ٣٣٢ ١٫ ۴٢٢ −٢٫ ٣۶٨ −٠٫ ٠٨٠٢

بنزین داده�های برای b · ۴ پیشین توزیع با (١.۴) مدل پارامترهای برای ESS مقادیر :۴.۴ جدول

پارامترها β١ β٢ ϕ Σb١١ Σb١٢ Σb٢٢

ESS ١٨٫ ٩٢٣ ٣٧۵۶٫ ۵٧٣ ٣٨۵٧٫ ٧٨١ ۴٠٠٠ ۴٠٠٠ ٣۶٨٣٫ ٨٠٣
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بنابراین دارند. قرار مشخص�شده فاصله در محاسبه�شده Znهای از زیادی تعداد �که می�کنیم مشاهده ،٣.۴
شکل خودهمبستگی، نمودارهای شده�اند. گرفته زنجیر، مانای توزیع از تولیدشده نمونه�های گفت می�توان
گفت می�توان ۵.۴ نمودار مشاهده با است. ناهمبسته پارامتر هر برای زنجیر که می�دهند نشان ،۴.۴
مورد خوبی به پسین چگال نواحی یعنی است، برخوردار خوبی آمیختگی از پارامترها همه برای زنجیر
می�دهد. نشان را پارامتر هر برای حاشیه�ای پسین چگالی نمودارهای ،۶.۴ شکل گرفته�اند. قرار کاوش
سایر به نسبت مناسبی آمیختگی β١ پارامتر که کرد مشاهده وضوح به می�توان نیز نمودارها این در البته

است. نگرفته قرار کاوش مورد �خوبی به زنجیر حالت فضای دیگر، عبارت به ندارد. پارامترها

در کرد، معرفی تصادفی اثرات سطوح همه برای مشترک مبدا از عرض را آن می�توان که β١ پارامتر
قابل نتایج برازش�شده مدل اگرچه گفت می�توان بنابراین نیست. اهمیت دارای کاربردی مدل�بندی�های
این شاید البته نیست. ناخوشایند چندان موضوع این آن، نقش به توجه با اما ندارد، β١ برای قبولی
از که دارد بیشتری بررسی�های به نیاز که باشد نیز β١ پارامتر بودن شناسایی قابل غیر دلیل به نتایج

است. خارج پایان�نامه این حوصله

متغیر دقت پارامتر با مدل ٢.١.۴

رگرسیونی مدل�های است. وابسته تبیینی متغیرهای به دقت پارامتر که می�کنیم فرض بخش، این در
جدول در شیب، و مبدا از عرض بودن تصادفی یا ثابت براساس لگاریتمی، پیوند تابع با دقت پارامتر
رگرسیونی مدل همچنین است. قبل بخش مانند نیز Σb و β پارامترهای پیشین توزیع� آمده�اند. ۵.۴

است. (١.۴) ساختار همان دارای پاسخ میانگین

یک هر برای نیز DIC مقدار و دادیم برازش ϕ مختلف مدل�های از یک هر ازای به را دوم مدل
با مدل یک که ،c · ۵ مدل ،DIC مقادیر مشاهده با آمده�اند. ۵.۴ جدول در مقادیر این �شد. محاسبه
در نیز c · ۵ مدل برازش نتایج می�شود. انتخاب است، داده�ها برای ثابت شیب و تصادفی مبدا از عرض
،٧.۴ جدول جی�وک، و گلمن-روبین همگرایی آزمون�های نتایج بررسی با شده�اند. گزارش ۶.۴ جدول
تولیدشده نمونه�های این کیفیت همچنین است. همگرا ،β١ جز پارامتر، هر برای زنجیر که می�گیریم نتیجه
مقادیر، این به توجه با کرد. مشاهده است، آمده ٨.۴ جدول در آن نتایج که ،ESS محاسبه با می�توان را
قبولی قابل کیفیت از ،β١ جز پارامترها، از یک هر برای زنجیرها در تولیدشده نمونه�های گفت می�توان

برخوردارند.

درجه افزایش که گفت می�توان متغیر، و ثابت دقت پارامتر با مدل دو هر از حاصل نتایج به توجه با
این دارد. مستقیم تاثیر بنزین به تبدیل�شده خام نفت نسبت افزایش بر متوسط، به�طور تبخیر، حرارت
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بنزین
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بنزین داده�های برای ϕ برای b · ۴ پیشین با (١.۴) مدل پارامترهای جی�وک نمودارهای :٣.۴ شکل



۶٠ کاربردی مثال�های .۴
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داده�های برای ϕ برای b · ۴ پیشین با (١.۴) مدل پارامترهای خودهمبستگی نمودارهای :۴.۴ شکل

بنزین



۶١ نفت از تبدیل�شده بنزین نسبت داده�های .١.۴
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بنزین داده�های برای ϕ برای b · ۴ پیشین با (١.۴) مدل پارامترهای اثر نمودارهای :۵.۴ شکل



۶٢ کاربردی مثال�های .۴
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برای ϕ برای b · ۴ پیشین با (١.۴) مدل پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودارهای :۶.۴ شکل

بنزین داده�های



۶٣ بتن مقاومت داده�های .٢.۴

بنزین داده�های برای یک هر برای DIC مقادیر و ϕ مختلف مدل�های :۵.۴ جدول
مدل ln(ϕij) DIC

c · ١ δ١ −٢٩٢٫ ٧

c · ٢ δ١ + di١ −٢٠٠٫ ٩٣

c · ٣ δ٢xij −٣٠٠

c · ۴ δ١ + δ٢xij −٢٩٧٫ ٢

c · ۵ di١ + δ٢xij −٣١۵

c · ۶ (δ١ + di١) + δ٢xij −٣٠۶٫ ٨

ضریب بودن مثبت به توجه با همچنین است. حصول قابل برآوردشده ضریب مثبت علامت با نتیجه
افزایش تبخیر، حرارت درجه میزان افزایش با نیز تاثیر این دقت میزان گفت می�توان ،c · ۵ مدل در δ٢

می�یابد.

بتن مقاومت داده�های ٢.۴

جمله از خواصی بودن دارا علت به که است بتن ساختمانی، مصالح متداول�ترین و مهم�ترین از یکی
را آن از استفاده خوب، فشاری مقاومت و مصالح به آسان دسترسی آتش��سوزی، برابر در خوب مقاومت

است. کرده روبرو عمومی مقبولیت با

و آب ماسه، سیمان، از متناسبی مقدار کردن مخلوط از که است سنگ به شبیه مصالحی بتن
و است ماسه) و (شن درشت و ریز سنگ�دانه�های بتن، اصلی توده می�آید. به�دست دیگر افزودنی�های
است، پوشانده را سنگدانه�ها اطراف شیره�ای صورت به که سیمان و آب بین شیمیایی انفعالات و فعل
را بتن اصلی اسکلت سنگدانه�ها این می�شود. یکدیگر به سنگدانه�ها چسبیدن و شدن یکپارچه باعث
در شیمیایی واکنش موجب مخلوط این در نیز آب می�کنند. تحمل را بتن بر وارد نیروی و داده تشکیل

دارد. همراه به بتن نهایی مقاومت به رسیدن از پس را بتن مخلوط شدن سخت که می�شود سیمان

تخریبساختمان میزان با که می�باشد ساختمان زیاد بسیار وزن بتنی ساختمان�های مهم معایب از یکی
وزن بسازیم، سبک بتن از را پانل�ها و جداکننده تیغه�های بتوانیم اگر دارد. مستقیم نسبت زلزله اثر بر
مقاومت بودن کم ولی می�یابد. کاهش زیادی مقدار زلزله توسط ساختمان تخریب نتیجه در و ساختمان



۶۴ کاربردی مثال�های .۴

بنزین داده�های برای ϕ برای c · ۵ مدل برازش نتایج :۶.۴ جدول

پارامترها پسین استنباط

میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −٠٫ ۴٨٧٣ ٠٫ ۴٩٢٧ (−٠٫ ٩٨,٠٫ ٠١٢۴)

β٢ ٠٫ ٠٠٩۵ ٠٫ ٠٠١٢ (٠٫ ٠٠٨۴,٠٫ ٠١١۶)

δ٢ ٠٫ ٠١٨١ ٠٫ ٠٠٩٣ (٠٫ ٠٠٠٣,٠٫ ٠٣۴٩)

Σb١١ ۶٣٫ ۵٩ ٢١٫ ٣٩ (١۴٫ ١٧,٣١۴٫ ۶)

Σb١٢ −۶٫ ١٠٨٨ ۴۴٫ ٢۴ (−٨۶٫ ٣٣١,٨٧٫ ٧)

Σb٢٢ ۴٩٧٫ ۴١۶ ۵٩۴ (٩٨٫ ٢١٣,٢٠٣۴)

بنزین داده�های برای ϕ برای c · ۵ مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج :٧.۴ جدول

آزمون آماره مدل پارامترهای

β١ β٢ δ٢ Σb١١ Σb١٢ Σb٢٢

گلمن-روبین ۵٧٨٫ ٢۵ ١٫ ٠٢ ١٫ ٠١ ١٫ ٠٢ ١٫ ٠۵ ١٫ ٠٨

جی�وک

١ زنجیر −۴٫ ١٩١ −٠٫ ۵۴٣ −٠٫ ٣۵٢ ١٫ ۵۶٧ ١٫ ٩٣٣ ١٫ ٢٨٩

٢ زنجیر −٢٫ ٢٨۶ −٠٫ ۵٢١ ٢٫ ۵٨٢ −٠٫ ١١۶ −٠٫ ١٠۴ −٢٫ ٠٨۶

بنزین داده�های برای ϕ برای c · ۵ مدل پارامترهای برای ESS مقادیر :٨.۴ جدول

پارامترها β١ β٢ δ٢ Σb١١ Σb١٢ Σb٢٢

ESS ٩٫ ۴٧٨ ۴٠٠٠ ٣٧۶٣٫ ۴٠٢ ٣٩٢٢٫ ۶۵١ ٣۵٣٩٫ ۶۶ ٣٧٧٧٫ ٩٠٢



۶۵ بتن مقاومت داده�های .٢.۴

است. بوده آن امتیازات از بهره�گیری و بتن نوع این کاربرد دامنه نمودن محدود در مهمی عامل سبک بتن
این و رود بالا سبک بتن مقاومت که است شده سبب سبک بتن ساخت در میکروسیلیس از استفاده

یابد. کاهش نیز محدودیت

به توجه با است. شده گزارش (١٣٩١) همکاران و رضایی توسط بتن مقاومت داده�های مجموعه
متغیر میکروسیلیس۵. سیمان۴و آب٣، ماسه٢، از عبارتند بررسی مورد تبیینی متغیرهای داده�ها، این
می�باشد. روز) ٩٠ و ٢٨ ،٧ از پس بتن مقاومت (میزان مختلف زمان سه در بتن۶ مقاومت میزان پاسخ
اندازه�گیری زمان طول در تکرار سه (آزمایش) مورد هر برای که داریم طولی داده مجموعه یک بنابراین
مجموعه این اول، مثال همانند می�باشند. زمان هر در مشاهده ١٠٨ شامل داده�ها همچنین است. شده
از یک هر پراکنش نمودار رسم با می�کنیم. تحلیل متغیر و ثابت دقت پارامتر حالت دو برای نیز را داده
مشاهده می�توان ،١٠.۴ تا ٧.۴ نمودارهای زمان)، سه هر (در پاسخ متغیر مقابل در تبیینی متغیرهای
برای بنابراین، باشند. متفاوت می�توانند مختلف زمان�های در تبیینی متغیرهای از کدام هر اثرات که کرد
می�کنیم. استفاده تبیینی متغیرهای همه برای تصادفی پارامترهای با مدل یک از پاسخ میانگین مدل�بندی

ثابت دقت پارامتر با مدل ١.٢.۴

در گزارش�شده مختلف پیشین توزیع�های دارای و است ثابت دقت پارامتر که می�کنیم فرض مدل این در
ساختار با میانگین برای رگرسیونی مدل یک شامل مدل این همچنین، می�باشد. ٩.۴ جدول

logit(µij) = (β١+ bi١) + (β٢+ bi٢)Sij + (β٣+ bi٣)Wij + (β۴+ bi۴)SFij + (β۵+ bi۵)Cij,

.bi = (bi١, . . . , bi۵)
T ∼ N۵(٠,Σb) آن در که می�باشد، i = ١, . . . ,١٠٨ و j = ١,٢,٣ برای

پیشین توزیع�های دارای Σb و β = (β١, . . . , β۵)
T پارامترهای

β ∼ N۵(٠,Σβ), Σb ∼ IW۵(Ψ, c),

٢Sand
٣Water
۴Cement
۵Silicafume
۶Stre



۶۶ کاربردی مثال�های .۴
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ماسه متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار :٧.۴ شکل

مقادیر با

Σβ = ۵I۵,Ψ = ١٠٠٠I۵, c = ٢۵,

می�باشد. ℓ بعد با همانی ماتریس Iℓ آن در که هستند،
d ·٣ پیشین توزیع با مدل گفت می�توان مدل�ها از یک هر برای محاسبه�شده DIC مقادیر مشاهده با
نشان را مدل این برازش نتایج ١٠.۴ جدول است. برخوردار بهتری برازش از مدل�ها سایر به نسبت
هر برای زنجیر گفت می�توان ،١١.۴ جدول جی�وک، و گلمن-روبین همگرایی آزمون�های بنابر می�دهد.

است. همگرا ،β١ جز پارامتر،
حال، این با کردیم. خودداری نموداری تشخیص روش�های گزارش از پایان�نامه، نشدن حجیم دلیل به

هستند. پارامترها زنجیر همگرایی و آمیختگی خوب ویژگی�های تاییدکننده نمودارها، تمامی

متغیر دقت پارامتر با مدل ٢.٢.۴

تبیینی متغیرهای کدام آن�که درک برای دادیم. برازش متغیر دقت پارامتر اساس بر را مدل قسمت، این در
اکتشافی، تحلیل در کردیم. استفاده اکتشافی تحلیل از باشند، داشته تاثیر دقت پارامتر بر می�توانند
آن�ها بین روابط نیز و شاخص�ها شناسایی و کشف منظور به تجربی داده�های بررسی دنبال به پژوهشگر



۶٧ بتن مقاومت داده�های .٢.۴
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آب متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار :٨.۴ شکل

300 350 400 450

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

cement

y

سیمان متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار :٩.۴ شکل



۶٨ کاربردی مثال�های .۴
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میکروسیلیس متغیر مقابل در زمان سه هر در بتن مقاومت میزان پراکنش نمودار :١٠.۴ شکل

بر علاوه اکتشافی تحلیل دیگر بیان به می�دهد. انجام معینی مدل هرگونه تحلیل بدون را کار این و است
زمانی و باشد فرضیه�ساز یا مدل�ساز ساختارساز، می�تواند باشد، داشته پیشنهادی یا تجسسی ارزش آن�که
عامل�های تعداد درباره فرضیه تشکیل برای پیش�تجربی و قبلی و کافی شواهد پژوهشگر که می�رود به�کار
را داده�ها می�کنند، توجیه را متغیرها بین هم�پراشی که عامل�هایی تعیین برای و نداشته داده�ها زیربنایی
آزمون روش یک نه و مدل تولید و تدوین روش یک به�عنوان بیشتر اکتشافی تحلیل بنابراین می�کاود.
اکتشافی تحلیل روش�های طریق از که فرضیه�ای که است آن مطلوب پس می�شود. گرفته نظر در مدل
تحلیل در شود. رد یا تایید دقیق�تر آماری روش�های معرض در گرفتن قرار طریق از می�شود، تدوین
نامعلومی متغیرهای درباره حتی�الامکان تا شوند انتخاب زیادی دقت با باید معلوم متغیرهای اکتشافی،
حجم با نمونه�هایی نیازمند اکتشافی تحلیل همچنین آید. فراهم بیشتری اطلاعات می�شوند، استخراج که

می�باشد. زیاد بسیار

را پاسخ متغیر جعبه�ای نمودارهای می�گذارند، اثر دقت پارامتر بر که تبیینی متغیرهای شناسایی برای
داده�ها نمودارها این در کردیم. رسم تبیینی متغیر هر مختلف دسته�های برای آن��ها چگالی نمودار همراه به
مرکزیت، می�توان نمودار این از استفاده با می�شوند. رسم و گروه�بندی هم به نزدیک مشاهدات طبق بر
دو در پاسخ جعبه�ای نمودار مقایسه در نمود. تفسیر مختلف گروه�های در را داده�ها چولگی و پراکندگی
با نمودار مستطیل�های طول به توجه با را آن�ها پراکندگی می�توان تبیینی، متغیرهای مشاهدات از دسته



۶٩ بتن مقاومت داده�های .٢.۴

بتن مقاومت داده�های برای یک هر برای DIC مقادیر و ϕ پیشین توزیع�های :٩.۴ جدول

مدل ϕ پیشین توزیع DIC

d · ١ ϕ ∼ IG(٠٫ ٠٠١,٠٫ ٠٠١) −١۶٨٢٫ ٨

d · ٢ ϕ = u٢, u ∼ U(٠,۵٠) −١۶٧٣٫ ٨

d · ٣ ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ١,١٫ ١) −١٧٠٢٫ ٧

d · ۴ ϕ = (۵٠B)٢, B ∼ beta(١٫ ۵,١٫ ۵) −١۶٨۶٫ ۴

می�باشد. نیز بیشتری پراکندگی دارای دارد بزرگتری طول که مستطیلی نمود. مقایسه یکدیگر

از یک هر مختلف دسته�های برای پاسخ چگالی و جعبه�ای نمودارهای ،١۴.۴ تا ١١.۴ نمودارهای
که رسید نتیجه این به می�توان نمودارها این مشاهده با می�دهند. نمایش را اول زمان در تبیینی متغیرهای
گروه�های در طرفی از باشند. اثرگذار پاسخ (دقت) واریانس بر می�توانند سیمان و آب ماسه، متغیرهای
پاسخ متغیر این�که به توجه با دارد. مشابه روند یک تقریبا پاسخ واریانس میکروسیلیس، متغیر مختلف
سوم و دوم زمان�های در مذکور چگالی و جعبه�ای نمودارهای است، شده اندازه�گیری مختلف زمان سه در
می�توان حال می�باشند. میکروسیلیس متغیر به مربوط ١۶.۴ و ١۵.۴ نمودارهای شدند. ترسیم نیز
ندارد. پاسخ دقت یا واریانس بر تاثیری زمان سه هر در میکروسیلیس متغیر که گرفت نتیجه این�طور
١٢.۴ جدول در بود. خواهد سیمان و آب ماسه، متغیرهای شامل دقت پارامتر برای نهایی مدل بنابراین
عرض� بودن تصادفی یا ثابت براساس ،ϕ برای لگاریتمی پیوند تابع با مختلف رگرسیونی ساختارهای
تابع با رگرسیونی ساختار یک شامل نیز مدل این اول، مدل مشابه همچنین، آمده�اند. شیب، و مبدا از

صورت به تصادفی شیب و مبدا از عرض با پاسخ میانگین برای لجیت پیوند

logit(µij) = (β١+ bi١) + (β٢+ bi٢)Sij + (β٣+ bi٣)Wij + (β۴+ bi۴)SFij + (β۵+ bi۵)Cij,

می�باشد.

برای نیز DICرا مقادیر و دادیم برازش دقت پارامتر رگرسیونی مدل�های از یک هر برای را دوم مدل�
مدلی ،e · ٢ مدل نتایج، این طبق شده�اند. گزارش ١٢.۴ جدول در مقادیر این آوردیم. به�دست یک هر
همگرایی آزمون�های و مدل این برازش نتایج می�شود. انتخاب ثابت، شیب و تصادفی مبدا از عرض با
PSRF مقادیر که آن�جا از آمده�اند. ١۴.۴ و ١٣.۴ جدول�های در مدل این برای جی�وک و گلمن-روبین
زنجیر گفت می�توان می�دهند، نشان را کوچک مقداری Znها قدرمطلق و یک به نزدیک پارامتر هر برای



٧٠ کاربردی مثال�های .۴

بتن مقاومت داده�های برای d ·٣ پیشین توزیع با ثابت دقت پارامتر با مدل برازش نتایج :١٠.۴ جدول

پارامترها پسین استنباط

میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −١١٫ ۴٩٨١ ٠٫ ۵٠٣٠ (−١٣٫ ٨٫−,٣٧٨ ٠٠٧)

β٢ ٨٫ ٧٠٩٩ ٠٫ ٠٠٠٢٣۶٧ (٧٫ ٩۵٩,٩٫ ۵٢٢١)

β٣ −٠٫ ۴٠١٣ ٠٫ ٠٠٠٧١٩٠ (−١٫ ۶٣٧,٠٫ ۶٩٧٢)

β۴ ١۶٫ ١٢٠۵ ٠٫ ٠٠٠۶٨۵۶ (١۴٫ ٠۵٢,١٨٫ ١٧٨١)

β۵ −١٢٫ ٧١۴٣ ٠٫ ٠٠٠٣٣۶٧ (−١٣٫ ١١٫−,٧٢٨ ٧٧)

ϕ ٨٣٫ ۵٧۶۵ ۴٫ ٨٢٠ (۵٢٫ ٣٠٨,١٠٧٫ ١۶)

Σb١١ ۴۵٫ ۶۴۵١ ١٫ ٣۵٢٣ (۴١٫ ٣٨٠۵,١٣٠٫ ٩)

Σb١٢ ٠٫ ٣٢٢١ ٠٫ ٣۴۴۵ (−٣٩٫ ١٩٩۶,٢٨٫ ۶٠)

Σb١٣ −٠٫ ٠٣۴٨ ٠٫ ١٣١١ (−۴١٫ ١٨٠۶,٢٧٫ ٩۴)

Σb١۴ ٠٫ ٢٩٨۶ ٠٫ ۴۶١ (−٢١٫ ٨٠۴۶,۴٠٫ ۶٢)

Σb١۵ ١٠٫ ١٧٠٣ ٠٫ ٧۶٠٩ (−٢٠٫ ۵۶۴١,۴٢٫ ۵٧)

Σb٢٢ ۵٢٫ ١۶٠۵ ١٫ ۵۶٨ (٢٩٫ ۶۵٢٣,٩٩٫ ۴۴)

Σb٢٣ −٠٫ ١٩۵٧ ٠٫ ٣٩٠۵ (−٢۶٫ ۵٨٠٨,٢۴٫ ٧۶)

Σb٢۴ ٠٫ ٩١۴٩ ٠٫ ٣١۵٣ (−٢٠٫ ٨٠۵٩,٢٨٫ ۴۶)

Σb٢۵ ٠٫ ٠٧٨٢ ٠٫ ۵٨١٢ (−٢٨٫ ٢٩٠٩,٢١٫ ۵٩)

Σb٣٣ ۵١٫ ٣٢۵۵ ١٫ ٨٢٣٣ (٢٨٫ ٠۶٧٨,٩۶٫ ۴٧)

Σb٣۴ −٠٫ ٠۴۶۵ ٠٫ ٢۴ (−٢۶٫ ٣٧١٩,٢٢٫ ١۶)

Σb٣۵ ٠٫ ١١۴ ٠٫ ١١٩٩ (−٢٩٫ ٨۶٧,٢٣٫ ٧٠)

Σb۴۴ ۵١٫ ٧٧٨٨ ١٫ ١۴٠۴ (٢٨٫ ١٣٧۴,٩۵٫ ١۶)

Σb۴۵ −٠٫ ٢١۴٧ ٠٫ ٠٣٠٧ (−٢۶٫ ٢۶۴۴,٢۶٫ ٩٩)

Σb۵۵ ۵٢٫ ٣٧٧۵ ١٫ ٠١۴۴ (٢٨٫ ٩٧٣,١٠۴٫ ۶)



٧١ بتن مقاومت داده�های .٢.۴

برای d · ٣ پیشین توزیع با ثابت دقت پارامتر با مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج :١١.۴ جدول

بتن مقاومت داده�های
پارامترها آزمون آماره

گلمن-روبین جی�وک

آزمون آماره برآورد زنجیر١ زنجیر٢

β١ ١۴٧٫ ٢ ۶٫ ٢٠٣ −٣٫ ١٢١

β٢ ١٫ ٠٠ ٠٫ ١۴٠ −١٫ ٣۵٧

β٣ ١٫ ٠٠ ٠٫ ۴١٨ ٠٫ ٢٠٣

β۴ ١٫ ٠٢ ٢٫ ٢٠٩ −٠٫ ٣٩٩

β۵ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٢٣٧ −١٫ ٨٣٨

ϕ ١٫ ٠٠ ٢٫ ١۵٣ −٠٫ ۵۴٨

Σb١١ ١٫ ٠١ ٢٫ ٠٢۴ ٠٫ ٢٢١

Σb١٢ ١٫ ٠١ −١٫ ٠٨٨ −٢٫ ۴۴

Σb١٣ ١٫ ٠٢ ٠٫ ٣٣٧ −٢٫ ٣١۵

Σb١۴ ١٫ ٠٠ ٢٫ ١١۴ ٠٫ ٨٧۴

Σb١۵ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٢١٠ ٠٫ ٩٠۴

Σb٢٢ ١٫ ٠٠ ٠٫ ۶۶٣ ١٫ ٢٩١

Σb٢٣ ١٫ ٠٢ ٢٫ ۴١٢ ٠٫ ٧٧٨

Σb٢۴ ١٫ ٠١ −٠٫ ٠۵۵ −١٫ ٨٢۶

Σb٢۵ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٢٠٢ −٠٫ ۶٧٣

Σb٣٣ ١٫ ٠١ −٢٫ ١١٣ −٠٫ ٢١٧

Σb٣۴ ١٫ ٠١ ٠٫ ٣٧۶ −٠٫ ٣٨٧

Σb٣۵ ١٫ ٠٠ ٠٫ ١٩٧ −٢٫ ۶٢٩

Σb۴۴ ١٫ ٠٠ ٢٫ ٨٠١ ٠٫ ٢١٢

Σb۴۵ ١٫ ٠٢ ١٫ ٢۶۵ ١٫ ۵۴۵

Σb۵۵ ١٫ ٠٠ −١٫ ۴٣٧ ١٫ ۴١٨



٧٢ کاربردی مثال�های .۴
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٧٣ بتن مقاومت داده�های .٢.۴
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٧۵ نتیجه�گیری .٣.۴

بتن مقاومت داده�های در دوم مدل برای DIC مقادیر و ϕ مختلف مدل�های :١٢.۴ جدول

مدل ln(ϕij) DIC

e · ١ δ١ + δ٢Sij + δ٣Wij + δ۵Cij −١٧٣٣٫ ٣

e · ٢ (δ١ + di١) + δ٢Sij + δ٣Wij + δ۵Cij −١٧٣٣٫ ۵

e · ٣ δ١ + (δ٢ + di٢)Sij + (δ٣ + di٣)Wij + (δ۵ + di۵)Cij −١٧٢۵٫ ٣

e · ۴ (δ١ + di١) + (δ٢ + di٢)Sij + (δ٣ + di٣)Wij + (δ۵ + di۵)Cij −١٧٢٠٫ ١

است. همگرا ،β١ �جز پارامتر، هر برای تولیدشده
میکروسیلیس، و ماسه میزان افزایش که گرفت نتیجه می�توان مدل، دو هر از حاصل نتایج به توجه با
متوسط، به�طور سیمان، و آب حالی�که در دارند مستقیم تاثیر بتن مقاومت میزان افزایش بر متوسط، به�طور
گفت می�توان نیز e ·٢ مدل نتایج مشاهده با همچنین دارند. معکوس تاثیر بتن مقاومت میزان افزایش بر
افزایش ضرایب، این مثبت علامت به توجه با سیمان، و آب ماسه، میزان افزایش با مدل دقت میزان
ساختار استنباط بر مدل دقت رگرسیونی مدل پارامترهای برآوردهای که داشت توجه باید البته می�یابد.
کارایی افزایش موجب می�تواند شود، انتخاب به�درستی اگر و است تاثیرگذار نیز مدل میانگین رگرسیونی

شود. میانگین ساختار استنباط

نتیجه�گیری ٣.۴

ارائه (٠,١) فاصله به محدود و وابسته پاسخ�های برای بتا آمیخته رگرسیون مدل یک پایان�نامه این در
روش�های از استفاده و بیزی دیدگاه از آن استنباط دارد، قرار GLMMs رده در مدل این که آن�جا از شد.
قرار ارزیابی مورد شبیه�سازی مطالعه یک با مدل این عملکرد گرفت. صورت MCMC نمونه�گیری
و شبیه�سازی از آمده به�دست نتایج به توجه با شد. داده نشان واقعی مثال دو در مدل کاربرد و گرفت

کرد: عنوان را زیر نتایج می�توان خلاصه، به�طور واقعی، مثال�های روی مدل پیاده�سازی

است. استوار پیشین توزیع�های انتخاب به نسبت بتا آمیخته رگرسیون مدل بیزی استنباط .١

است. اعتماد قابل و بالا رگرسیونی پارامترهای برای بیزی استنباط�های دقت .٢

که آن�جا از ولی باشد، توجه قابل می�تواند تصادفی اثرات وابستگی پارامترهای برآوردهای اریبی .٣



٧۶ کاربردی مثال�های .۴

باید البته نباشد. مهم چندان می�تواند اریبی این نیستند، محققین علاقه مورد معمولا پارامترها این
اهمیت با پارامترها این کارای برآورد فضایی، داده�های تحلیل جمله از مواردی در که داشت توجه
دارند مستقیم تاثیر رگرسیونی پارامترهای برآوردگرهای کارایی بر هم برآوردها این زیرا بود. خواهد

فضایی. پیشگویی�های کارایی بر هم و

وابسته آن�ها ماهیت و است فاصله یک به محدود پاسخ متغیر تکیه�گاه که کاربردی موقعیت�های در .۴
یک عنوان به می�تواند مطرح�شده استنباط رهیافت و پایان�نامه این در پیشنهادشده مدل هستند،

گیرد. قرار نظر مد محقق انتخاب

مدل پارامترهای زنجیرهای همگرایی می�توان کاربردی، مثال�های و شبیه�سازی�ها نتایج به توجه با .۵
داشت. اطمینان آمده به�دست استنباط�های به نتیجه در و دانست حصول قابل را

تحقیق آینده برای پیشنهادات ۴.۴

آینده عنوان به زیر بندهای به می�توان پایان�نامه، این در شبیه�سازی مطالعه و نظری مباحث به توجه با
کرد: اشاره تحقیق

می�توان را پیشنهادی استنباط روش و مدل است. طولی داده�های تحلیل بر تمرکز پایان�نامه، این در .١
داد. قرار مطالعه مورد فضایی-زمانی و فضایی داده�های مانند وابسته داده�های ساختار سایر برای

در باشد. هزینه�بر بسیار GLMMsمی�تواند بیزی تحلیل MCMCبرای الگوریتم�های از استفاده .٢
(INLA) جمع�بسته٧ آشیانه�ای لاپلاس تقریب مانند تقریبی بیزی روش�های از بهر�ه�گیری موارد این
جمله از روش�ها نوع این به�کارگیری امکان مطالعه شود. هزینه�ها این کاهش موجب می�تواند

می�باشد. آینده تحقیقات زمینه�های

٧Integrated Nested Laplace Appproximation



٧٧ تحقیق آینده برای پیشنهادات .۴.۴

بتن مقاومت داده�های برای e · ٢ مدل برازش نتایج :١٣.۴ جدول

پارامترها پسین استنباط

میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

β١ −١٠٫ ۶٧۶٧ ٠٫ ٩٩٠٨ (−١٢٫ ۵٣۵۶,−٨٫ ٨٨٨)

β٢ ٨٫ ٢٣١٠۶ ٠٫ ۴۵٧ (٧٫ ٣٠٣١,٩٫ ٠۶٩٨)

β٣ −١٫ ١٩٨۶ ٠٫ ۶٩٩٧ (−٢٫ ۵۵١٧,٠٫ ١٧۶١)

β۴ ١۵٫ ۵٢٧١ ١٫ ٠٣٧١ (١٣٫ ۵٢٢٢,١٧٫ ۵٧٣٣)

β۵ −١١٫ ٢٨۶٩ ٠٫ ۵٠۴٧ (−١٣٫ ٢۴٣۴,−١٠٫ ٢٣۶٩)

δ١ ١٫ ١٣٨ ١٫ ٨٨٣٩ (−٢٫ ٠٠٨١,۵٫ ٣٧٢۴)

δ٢ ١٫ ۵۶٠١ ١٫ ٢٩٣٢ (−٠٫ ٨٢۴۶,۴٫ ٠٩۵٧)

δ٣ ٢٫ ١١۶١ ٢٫ ٠٨٨٨ (−١٫ ٧٩۵٩,۶٫ ۴٢٨٢)

δ۵ ٣٫ ۵۶٢٩ ١٫ ۵٧۶۴ (٠٫ ۴٨٨٢,۶٫ ٨٠٧٣)

Σb١١ ۴٠٫ ۵٢۶١ ٢٫ ٨٩٨٩ (٢٣٫ ۶٩٩٧,۶٩٫ ۵۶٠٣)

Σb١٢ −٠٫ ٠۴٢١ ٠٫ ۵٣١٢ (−١٩٫ ٢٠٢۴,١٩٫ ۴٣٧٩)

Σb١٣ ٠٫ ٠٨۵١ ٠٫ ۴١١٢ (−١٩٫ ١٧٢,١٩٫ ٠۴٠٢)

Σb١۴ ٠٫ ٢٢٨٧ ٠٫ ۶۶۵٢ (−١٩٫ ٣٩۶۴,٢٠٫ ١٢٧٣)

Σb١۵ −٠٫ ٠٩٢٣ ٠٫ ٣٧٢ (−١٨٫ ۵٧۴٩,١٨٫ ٨٣۵٩)

Σb٢٢ ۵٢٫ ٠٨٢١ ٢٫ ٢٨۴۴ (٢٧٫ ٩۵٠٢,٩٧٫ ٣٣٣۵)

Σb٢٣ −٠٫ ٠٧٧۶ ٠٫ ٠٨۴٨ (−٢۴٫ ٧۴۶۵,٢۵٫ ٠۴۴)

Σb٢۴ ٠٫ ٨٢٩٧ ٠٫ ۶٣٨٩ (−٢٣٫ ۵۵٩۶,٢٧٫ ۶٧٧۶)

Σb٢۵ −٠٫ ۴٢١٨ ٠٫ ۵٨٨۵ (−٢۵٫ ٢۴٣٨,٢۴٫ ٩۴٣۴)

Σb٣٣ ۵٢٫ ١۴۵۴ ٢٫ ۶٣١٢ (٢٨٫ ۴۴۶٧,٩٧٫ ٣۴٧١)

Σb٣۴ −٠٫ ۴٢۴ ٠٫ ٢٠١٢ (−٢۵٫ ٨١٢٢,٢۴٫ ١٨٧۶)

Σb٣۵ −٠٫ ١٨۶ ٠٫ ٣٩٧۴ (−٢۴٫ ۵١٨٢,٢۵٫ ١٠۴۵)

Σb۴۴ ۵٢٫ ۴۴٩٧ ٢٫ ٣٨٢ (٢٨٫ ٣٩٨٢,٩٧٫ ٧۶٧٢)

Σb۴۵ −٠٫ ٣۶٣ ٠٫ ٣۴٧ (−٢۶٫ ٨٧٣۵,٢٣٫ ٧٠٨٩)

Σb۵۵ ۵٢٫ ٠٣۴١ ٢٫ ٠٨۶۵ (٢٨٫ ٢۵۴۴,٩۴٫ ٢٣۶٨)



٧٨ کاربردی مثال�های .۴

بتن مقاومت داده�های برای e · ٢ مدل برای همگرایی آزمون�های نتایج :١۴.۴ جدول

پارامترها آزمون آماره

گلمن-روبین جی�وک

آزمون آماره برآورد زنجیر١ زنجیر٢

β١ ١٢٣٫ ٢ −٠٫ ٨٨٩ −۵٫ ٣٠٩

β٢ ١٫ ٠٠ ١٫ ۴٢٨ −٠٫ ١١١

β٣ ١٫ ٠٠ −١٫ ٠٢١ −٠٫ ۴١٨

β۴ ١٫ ٠٠ ١٫ ۶۴٣ −١٫ ٧۵۶

β۵ ١٫ ٠٠ ١٫ ١٨۴ ١٫ ۵١١

δ١ ١٫ ٠٣ ١٫ ٧١١ −٣٫ ١٨۴

δ٢ ١٫ ٠٢ −٠٫ ٠۶٢ −٢٫ ۵٨٨

δ٣ ١٫ ٠٠ ١٫ ۶۵۴ −٠٫ ۴٣٨

δ۵ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٩٩٨ ٠٫ ۶۴۴

Σb١١ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٩۵۶ −٠٫ ٣٨٨

Σb١٢ ١٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠۴ −١٫ ٠۵٢

Σb١٣ ١٫ ٠٠ ١٫ ٢٨۶ ١٫ ۶٢٧

Σb١۴ ١٫ ٠٠ −١٫ ١۶٢ −٠٫ ۶٩٨

Σb١۵ ١٫ ٠٢ ٣٫ ۴۴٢ −١٫ ٧۵٧

Σb٢٢ ١٫ ٠٠ ٢٫ ١٢٨ −٠٫ ٩٢٩

Σb٢٣ ١٫ ٠٠ ٠٫ ٩٢٩ −٠٫ ٧٨۵

Σb٢۴ ١٫ ٠٠ ٠٫ ١٢٢ −١٫ ٩٧۴

Σb٢۵ ١٫ ٠٠ −٠٫ ٧٨٣ ٠٫ ٩۵٧

Σb٣٣ ١٫ ٠٠ ١٫ ٧٨١ −١٫ ٩٨٨

Σb٣۴ ١٫ ٠٣ −١٫ ٠٠٨ −٠٫ ٧٧۶

Σb٣۵ ١٫ ٠٠ ١٫ ٧۵٩ ٠٫ ۵۵٨

Σb۴۴ ١٫ ٠٢ ٠٫ ٨٧۵ −٣٫ ٠٠٣

Σb۴۵ ١٫ ٠١ −١٫ ٨٠٣ ٠٫ ١۶۴

Σb۵۵ ١٫ ٠١ ٠٫ ٨۴١ −٢٫ ٢٨۵



آ� پیوست

JAGS �نرم�افزار

شرطی توزیع�های یافتن می�شود، مطرح بیزی مدل�های گسترده کاربردهای در که مسایلی مهم�ترین از یکی
نیز پیچیده�ای محاسبات مستلزم و بالاست ابعاد با توابعی از انتگرال�گیری نیازمند اغلب که است کامل
از �کارلو مونت نمونه تولید برای گیبز نمونه�گیر ،MCMC نمونه�گیری روش�های مجموعه در می�باشد.
خودکار به�طور و آسانی به توزیع�ها این می�باشد. کامل شرطی توزیع�های محاسبه نیازمند توام پسین توزیع
انجام آن�ها از نمونه تولید کامل، شرطی توزیع�های محاسبه از پس می�شوند. محاسبه JAGS نرم�افزار در
مستقیم به�طور و راحتی به نمونه تولید باشند، شناخته�شده توزیع�های جمله از توزیع�ها، این اگر می�شود.
متروپولیس-هستینگس مانند MCMC روش�های با نمونه تولید این�صورت غیر در می�پذیرد. صورت

می�گیرد. انجام

از استفاده با بیزی مدل�های تحلیل برای برنامه�ای پلامر١، مارتین برنامه، نویسنده از نقل به ،JAGS
WinBUGS زبان�های با متفاوت، کمی اما مشابه، زبانی دستور دارای برنامه این است. گیبز نمونه�گیری
WinBUGSاست برای جایگزین یک JAGS است. (٢BUGS برنامه (نسخه�های OpenBUGS و
قرار استفاده مورد r2jags و rjags بسته�های از استفاده با و R طریق از نصب، از بعد می�تواند که

گیرد.

نمونه�گیری و مدل فرمول�بندی داده�ها، کردن وارد است: مرحله سه شامل JAGS در برنامه یک اجرای
باید ابتدا ،MCMC شبیه�سازی شروع برای مدل، تعیین و داده�ها کردن مشخص از بعد زنجیرها. از

١JAGS home page: http:// mcmc-jags.sourceforge.net
٢Bayesian inference Using Gibbs Sampling
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تعدادی برای زنجیرها راه�اندازی و مدل تدوین به نوبت سپس دهیم. ارائه مدل به را آغازی مقدار چندین
است داغیدن دوره شامل اول بخش است. بخش دو MCMCشامل خروجی یک می�رسد. تکرارها از
می�شود. مشاهده توام) پسین (توزیع مانا توزیع به شدن همگرا برای که است خروجی اجرا، باقیمانده و
نیاز زنجیر چندین به معمول به�طور کمتر، وابستگی با نمونه�هایی تولید برای و همگرایی کنترل منظور به
بعد نهایت، در هستند. پسین توزیع از تولیدشده نمونه�های از دنباله�ای شامل زنجیرها از یک هر داریم.

است. ضروری مدل همگرایی بررسی نمونه، تولید از
خواهد زیر صورت به JAGS در برنامه یک اجرای کلی دستورالعمل شده، ذکر مراحل به توجه با

بود:

data <- list( y=y, N=length(y), ...)

inits <- list( list( var1, var2 ),

list( var1, var2 ),

list( var1, var2 ) )

cat( " model {

##Likelihood

...

##Priors

...

}", file="model.txt " )

می�دهیم. برازش JAGS با را ساده خطی رگرسیون مدل یک دستورالعمل، این تشریح برای

شرایط با را yi = α + xiβ + ei, i = ١, . . . ,۵٠ ساده خطی رگرسیون مدل آ�.١.٠. مثال
α, β ∼ N(٠,٠٫ ٠٠١), xi ∼ N(٠,٣۶), ei ∼ N(٠, σe), σe ∼ U(٠,١٠٠)

است: انجام قابل زیر صورت به rjags بسته و JAGS در مدل این شبیه�سازی بگیرید. نظر در

:rjags جمله از نیاز مورد بسته�های فراخوانی .١

library(rjags)

library(coda)

library(lattice)
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مدل: از ۵٠ حجم به داده مجموعه شبیه�سازی .٢

## simulate covariate data

n <- 50

sdx <- 6

obsx <- rnorm(n, 0, sdx)

## simulate response data

alpha <- 0

beta <- 10

sdy <- 20

error <- rnorm(n, 0, sdy)

obsy <- alpha + beta*truex + error

داده�ها: معرفی .٣

jags_d <- list(x = obsx, y = obsy, n = length(obsx))

زنجیر: دو برای اولیه مقادیر معرفی .۴

jags_ini <- list(list(alpha=-2,beta=5,sdy=15),

list(alpha=1,beta=10,sdy=25) )

: JAGS به ساده خطی رگرسیون بیزی مدل شناساندن .۵

cat("

model{

## Likelihood

for (i in 1:n) {

mu[i] <- alpha + beta * x[i]

y[i] ~ dnorm(mu[i], tauy) }
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## Priors

alpha ~ dnorm(0, .001)

beta ~ dnorm(0, .001)

sdy ~ dunif(0, 100)

tauy <- 1 / (sdy * sdy)

}" , file="yerror.txt")

mod <- jags.model("yerror.txt", data=jags_d,

inits=jags_ini,

n.chains=2,

n.adapt=1000)

پارامترها: توام پسین توزیع از ١٠٠٠ حجم به MCMC نمونه تولید .۶

out <- coda.samples(mod,

var=c("alpha", "beta", "sdy"),

n.iter=10000,

thin=10)

توام: پسین توزیع از لازم کمیت�های محاسبه .٧

summary(out)

می�دهد. نمایش را مدل پارامترهای پسین کمیت�های از خلاصه�ای آ�.١، جدول
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(آ�.١.٠) مثال شبیه�سازی نتایج آ�.١: جدول

پارامترها پسین استنباط

واقعی مقدار میانگین معیار انحراف ٩۵٪ اعتبار فاصله

α ٠ −۵٫ ١١٢ ٠٫ ١٠٨٠٨ (−١۶٫ ٨١۴,۶٫ ٧٨۶)

β ١٠ ۶٫ ۵١٩ ٠٫ ٠١۴۵١ (۵٫ ٠٣٣,٨٫ ٠٢٩)

σe ٢٠ ۴٢٫ ١٠٩ ٠٫ ٠٧٩۵٣ (٣۴٫ ۴٠۶,۵١٫ ۴۴۵)

برازش R افزار نرم در rjags بسته از استفاده با چهارم و سوم فصل�های در موجود مدل�های تمامی
شده�اند. گزارش ب پیوست در آن�ها به مربوط دستورات و شده�اند
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ب پیوست

JAGS نرم�افزار �دستورهای

است. شده ارایه چهارم فصل در موجود مدل�های برازش به مربوط دستورات پیوست این در
می�شوند. فراخوانی زیر بسته�های ابتدا

library(rjags)

library(coda)

library(lattice)

می�باشند: زیر صورت به بنزین داده�های به مربوط دستورات

data("GasolineYield",package="betareg")

:b · ١ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi,(1-mu[i])*phi)

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])
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}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

phiinv ~ dgamma(0.01,0.01)

phi <- 1/phiinv

}

:b · ٢ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi,(1-mu[i])*phi)

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

phiuni ~ dunif(0,50)

phi <- phiuni*phiuni

}

:b · ٣ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {
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for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi,(1-mu[i])*phi)

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

phib ~ dbeta(1.1,1.1)

phi <- (50*phib)^2

}

:b · ۴ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi,(1-mu[i])*phi)

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

phib ~ dbeta(1.5,1.5)
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phi <- (50*phib)^2

}

:c · ١ مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi[i],(1-mu[i])*phi[i])

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

log(phi[i]) <- delta[1]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi)

}

:c · ٢ مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi[i],(1-mu[i])*phi[i])

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]
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log(phi[i]) <- delta[1]+d[j,1,1]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi)

}

:c · ٣ مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi[i],(1-mu[i])*phi[i])

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

log(phi[i]) <- delta[2]*x[i]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])
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meanphi <- mean(phi)

}

:c · ۴ مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi[i],(1-mu[i])*phi[i])

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

log(phi[i]) <- delta[1]+(delta[2]*x[i])

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi)

}

:c · ۵ مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi[i],(1-mu[i])*phi[i])

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]
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log(phi[i]) <- d[j,1,1]+delta[2]*x[i]

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi)

}

:c · ۶ مدل برای •

model {

for(j in 1:m) {

for(i in (N[j]+1) : N[j+1] ) {

y[i] ~ dbeta(mu[i]*phi[i],(1-mu[i])*phi[i])

logit(mu[i]) <- beta[1]+b[j,1,1] + (beta[2]+b[j,1,2])*x[i]

log(phi[i]) <- (delta[1]+d[j,1,1])+(delta[2]*x[i])

}

b[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[j,1,1:2] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:2] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:2,1:2] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:2,1:2] ~ dwish(R0[,],4)

sigma.b[1:2,1:2] <- inverse(sigb[,])
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meanphi <- mean(phi)

}

می�باشند: زیر صورت به بتن مقاومت داده�های به مربوط دستورات

:d · ١ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)

logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])

phiinv ~ dgamma(0.01,0.01)

phi <- 1/(phiinv)

}

:d · ٢ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)
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logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])

phiuni ~ dunif(0,50)

phi <- phiuni*phiuni

}

:d · ٣ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)

logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]

+(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])
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phib ~ dbeta(1.1,1.1)

phi <- (50*phib)^2

}

:d · ۴ پیشین توزیع با اول مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)

logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])

phib ~ dbeta(1.5,1.5)

phi <- (50*phib)^2

}

:e · ١ مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)
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logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

log(phi[i,j]) <- delta[1]+(delta[2]*S[i])+(delta[3]*W[i])+

(delta[5]*C[i])

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi[,])

}

:e · ٢ مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)

logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

log(phi[i,j])<-delta[1]+d[i,1,1]+(delta[2]*S[i])+

(delta[3]*W[i])+(delta[5]*C[i])

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])
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d[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi[,])

}

:e · ٣ مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)

logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

log(phi[i,j])<- delta[1]+(delta[2]+d[i,1,2])*S[i]+

(delta[3]+d[i,1,3])*W[i]+(delta[5]+d[i,1,5])*C[i]

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])
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meanphi <- mean(phi[,])

}

:e · ۴ مدل برای •

model {

for(i in 1:m) {

for(j in 1:n) {

y[i,j] ~ dbeta(mu[i,j] * phi,(1-mu[i,j])* phi)

logit(mu[i,j])<-beta[1]+b[i,1,1]+(beta[2]+b[i,1,2])*S[i]+

(beta[3]+b[i,1,3])*W[i]+

(beta[4]+b[i,1,4])*SF[i]+(beta[5]+b[i,1,5])*C[i]

log(phi[i,j])<-(delta[1]+d[i,1,1])+(delta[2]+d[i,1,2])*S[i]+

(delta[3]+d[i,1,3])

*W[i]+(delta[5]+d[i,1,5])*C[i]

}

b[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

d[i,1,1:5] ~ dmnorm(mb[],sigb[,])

}

beta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

delta[1:5] ~ dmnorm(mbeta[],sigbeta1[,])

sigbeta1[1:5,1:5] <- inverse(sigbeta[,])

sigb[1:5,1:5] ~ dwish(R0[,],25)

sigma.b[1:5,1:5] <- inverse(sigb[,])

meanphi <- mean(phi[,])

}
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regression models are the popular models to analyze this type of responses. However,
the real distribution of such responses are usually greatly skewed and then the afor-
mentioned models are not appropriate for analyzing them. A new proposed regression
model that has a logical and appropriate adaptation with the essence of rate responses
is beta regression model which has recently become popular due to high flexibility of
beta distribution in modeling various kinds of skewnesses. The beta regression model
is an element of generalized linear models. An essential assumption in generalized
linear models is independency of response variables. However, in various situations,
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ables are dependent. In these cases, generalized linear mixed models have been used
in which the dependency structure of responses is considered by using latent variables.
Fitting these models is easier by the Bayesian approach. This simplicity is due to the
revolution of MCMC sampling methods. Therefore, our main aim is Bayesian analysis
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