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چൊیده
حل نظر مورد تقریب بهترین مسئله می�کنیم. بیان را تقریب بهترین مسئله یک نامه پایان این در
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دستگاه برای تقریبی جواب یک دنبال به ما و ندارند جواب که هستند دستگاههایی زبر�معین دستگاههای
دستگاه�های و می�رسیم تقریبی جواب به همگرا عصبی شبکه مدل یک بوسیله نیز حالت این هستیم.

ندارند. زدن تقریب به نیازی و دارند بفرد منحصر جواب معمولا نیز معین
بهینه جواب با معادل شده، پیشنهاد عصبی شبکه تعادل نقطه که کرد خواهیم ثابت قضیه، مطابق

است. شده مطرح دوم درجه و محدب اکیدا بهینه�سازی مسأله
زبرمعین. دستگاه�های زیرمعین، دستگاه�های عصبی، شبکه مدل تقریب، بهترین مسئله کلیدی: کلمات
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٢ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

مقدمه ١.٠.١

به مربوط مفاهیم ابتدا است. شده بیان مختصر بطور بعد فصل�های برای نیاز مورد مفاهیم فصل دراین
خصوص در سپس می�کنیم، رابیان ریاضی آنالیز مفاهیم و محدب توابع و مجموعه تقریب، بهترین آنالیز
پایداری مفاهیم انتها در و می�پردازیم ١ بهینگی کافی و لازم شرایط ذکر به نامقید و مقید بهینه�سازی مسائل

می�دهیم. ارائه را دینامیکی سیستم�های در انرژی تابع و ٢

تقریب بهترین آنالیز اولیه مفاهیم ١.١

:α ∈ R هر و x, y ∈ Rn هر برای هرگاه گوییم، نرم تابع را ∥ . ∥: Rn → R تابع .١.١.١ تعریف
∥ x ∥⩾ ٠,
∥ x ∥= ٠ ⇔ x = ٠,
∥αx∥ = |α|∥x∥,
∥ x+ y ∥⩽∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

می�شوند. تعریف زیر صورت به l١, l٢, lr نرمهای x ∈ Rn بردار برای

∥x∥١ = |x١|+ ...+ |xn|,

∥x∥٢ =
√
xTx =

√
x١٢ + ...+ xn٢,

∥x∥r = r
√
x١r + ...+ xnr, r ≥ ١.

و داخلی ضرب یک آن در که است E خطی فضای یک حقیقی داخلی ضرب فضای .٢.١.١ تعریف
شده�اند. معرفی زیر خواص با نرم یک

⟨f, h⟩ = ⟨h, f⟩, ∀f, h ∈ E .i

⟨f, ah+ βg⟩ = α⟨f, h⟩+ β⟨f, g⟩, ∀α, β ∈ R .ii

f ̸= ٠ اگر ⟨f, f⟩ > ٠ .iii

||f || =
√

⟨f, f⟩ .iv

با Rn از عبارتند مهم داخلی ضرب فضای دو

⟨x, y⟩ =
n∑
i=١

xiyi,

١Optimality
٢Stability



٣ تقریب بهترین آنالیز اولیه مفاهیم .١.١

با [a, b] روی بر پیوسته توابع فضای ،Cw[a, b] و

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx,

است. معین پیوسته مثبت تابع یک w آن در که است

می�گیریم: نظر در زیر بصورت را l٢(n) فضای .٣.١.١ مثال

l٢(n) : {x : {١,٢, · · · , n} −→ R}.

می�شود: تعریف زیر بصورت l٢(n) روی داخلی ضرب

< x, y >= Σ x(i)y(i),

∥x∥ = (Σn
i=١x

٢(i))
١
٢ .

مخروطی دوگان آنگاه Xباشد، داخلی ضرب فضای از ناتهی زیر�مجموعه�ی S کنیم فرض .۴.١.١ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر بصورت را S

So = {x ∈ X| < x, y >≤ ٠ ∀y ∈ S},

می�کنیم: تعریف زیر بصورت را S متعامد و

S⊥ = S٠ ∩ (−S٠) = {x ∈ X| < x, y >= ٠ ∀y ∈ S}.

می�دهیم نمایش زیر بصورت d(x,M) با را M نرمدار فضای از x نقطه فاصله .۵.١.١ تعریف

d(x,M) = inf
y∈M

||x− y||.

است. < x, x >= ||x||٢ بصورت X ×X نرمدار فضای روی داخلی ضرب .۶.١.١ تعریف

تقریب بهترین را y٠ آنگاه ||x−y٠|| = d(x,M) بطوریکه باشد داشته وجود ای y٠ اگر .٧.١.١ تعریف
می�نامیم. M در x

می�دهیم. نمایش زیر بصورت pM(x) با را M در x نقطه تقریب�های بهترین مجموعه .٨.١.١ تعریف

pM(x) = {y ∈M | ||x− y|| = d(x,M)}.

می�گویند. پروکسیمینال را M مجموعه pM(x) ̸= ∅ ، x ∈ X هر ازای به اگر



۴ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

محدب و آفین مجموعه�های ١.١.١

در M در متمایز نقطه دو هر از گذرنده خط اگر می�نامیم، آفین را M ⊂ Rn مجموعه .٩.١.١ تعریف
داشت: خواهیم θ ∈ R و x١, x٢ ∈M هر برای باشد، آفین Mمجموعه�ای اگر گیرد. Mقرار مجموعه

θx١ + (١− θ)x٢ ∈M.

نقاط آفین ترکیب را θ١ + θ٢ + · · ·+ θk = ١ که θ١x١ + θ٢x٢ + · · ·+ θkxk به��صورت نقطه یک
است. خودش نقاط آفین ترکیبات تمام شامل آفین مجموعه هر واقع در می�نامیم. x١, · · · , xk

در دلخواه نقطه دو هر از گذرنده پاره�خط اگر می�نامیم، محدب را M ⊂ Rn مجموعه .١٠.١.١ تعریف
٠ ≤ θ ≤ ١ هر و x١, x٢ ∈ M هر برای باشد، محدب مجموعه�ای M اگر گیرد. قرار M مجموعه

داشت: خواهیم
θx١ + (١− θ)x٢ ∈M.

آن دلخواه نقطه دو هر از عبوری پاره�خط مسیر در مانعی هیچ که است مجموعه�ای محدب مجموعه واقع در
٠ ≤ θi ≤ ١, θ١+θ٢+· · ·+θk = ١ که θ١x١+θ٢x٢+· · ·+θkxk به��صورت نقطه باشد. نداشته وجود
محدب ترکیبات تمام شامل محدب مجموعه هر واقع در می�نامیم. x١, · · · , xk نقاط محدب ترکیب را

است. خودش نقاط

Mمی�نامیم محدب Mپوسته مجموعه از انتخابی نقاط محدب ترکیبهای همه مجموعه .١١.١.١ تعریف
می�شود. تعریف زیر بصورت و

co(M) = {Σk
i=١θiui : k ∈ N, ui ∈M, θi ⩾ ٠,Σk

i=١θi = ١}

می�دهد. نشان را نامحدب و محدب مجموعه�های از هایی نمونه (١.١) شکل

می�گویند. چبیشف را مجموعه باشد داشته تقریب بهترین یک فقط یکو مجموعه�ای اگر تعریف١٢.١.١.

هرگاه زیر��فضاست یک M .١٣.١.١ تعریف
∀αi, βi ∈ R, xi, yi ∈M Σn

i=١αixi + βiyi ∈M

صورت به را اعضایش از یکی بتوان اگر تنها و اگر است، خطی وابسته A مجموعه .١۴.١.١ تعریف
نوشت. اعضا سایر از خطی ترکیب

و باشد داشته جواب یک حداقل هرگاه می�گوییم سازگار را Ax = b معادلات دستگاه .١۵.١.١ تعریف
( است. m× nماتریس A ) باشد. نداشته جوابی هیچ هرگاه گوییم ناسازگار

بینهایت یا و دارد فرد به منحصر جواب فقط یا ندارد جوابی هیچ یا خطی، معادلات دستگاه یک
می�پردازیم. آن به جلوتر که دارد جواب



۵ عصبی شبکه و سازی بهینه اولیه مفاهیم .٢.١

گذرنده پاره�خط آنکه بدلیل راست سمت شکل است. محدب و کراندار ضلعی یکشش چپ شکل نامحدب. و محدب مجموعه�های برخی :١.١ شکل
است. نامحدب نیست، مجموعه شامل تماما آن نقطه دو از

محدب و آفین توابع ٢.١.١

فضای در خطی عملیات حافظ هرگاه می�گوییم، خطی تابع را f : Rn → R تابع .١۶.١.١ تعریف
یعنی: باشد. Rn برداری

f(x+ y) =f(x) + f(y),

f(αx) =αf(x).

. α ∈ R هر و x, y ∈ Rn هر برای

و خطی تابع یک مجموع به��صورت هرگاه می�گوییم، آفین تابع را f : Rn → Rl تابع .١٧.١.١ تعریف
است. آفین تابع b ∈ Rl و A ∈ Rl×n که f(x) = Ax+ b مثال عنوان به باشد. ثابت تابع یک

یک E ⊂ Rn محدب مجموعه در واقع نقاط مجموعه روی بر f : Rn → R تابع .١٨.١.١ تعریف
اگر: می�شود، نامیده محدب تابع

∀x, y ∈ E, λ ∈ (٠,١) : f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y).

عصبی شبکه و سازی بهینه اولیه مفاهیم ٢.١

صورت به x٠ ∈ Rn نقطه در f تابع گرادیان بگیرید. نظر در را f : Rn → R تابع .١.٢.١ تعریف
شود: می تعریف زیر

∇f(x٠) :=
(
∂f

∂x١
(x٠), · · · ,

∂f

∂xn
(x٠)

)T

.



۶ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

همچنین باشد. مشتق�پذیر تابعی U ⊆ Rn مجموعه روی f : Rn → R کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
هسین ماتریس دراینصورت باشند، پیوسته� U روی و موجود ∂٢f

∂xi∂xj
دوم مرتبه مشتقات همه کنید فرض

می�شود: تعریف زیر به��صورت و می�دهند نشان Hf با را f

Hf =


∇ ∂f

∂x١

∇ ∂f
∂x٢
...

∇ ∂f
∂xn

 =



∂٢f
∂x٢١

∂٢f
∂x١∂x٢

. . . ∂٢f
∂x١∂xn

∂٢f
∂x٢∂x١

∂٢f
∂x٢٢

. . . ∂٢f
∂x٢∂xn

... ... . . . ...
∂٢f

∂xn∂x١

∂٢f
∂xn∂x٢

. . . ∂٢f
∂x٢n

 .

مولفه هر و باشد fm تا · · · f٢ و f١ مولفه�های دارای f : Rn → Rm تابع کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
ژاکوبین ماتریس اینصورت در باشند. x٠ در xj هر به نسبت جزئی مشتقات دارای fi : Rn → R

می�شود: تعریف زیر صورت به می�دهند. نشان Jf (x٠) با که را x٠ در f

Jf (x٠) =



∂f١
∂x١

(x٠) . . . ∂f١
∂xj

(x٠) . . . ∂f١
∂xn

(x٠)
... . . .

... . . .
...

∂fi
∂x١

(x٠) . . . ∂fi
∂xj

(x٠) . . . ∂fi
∂xn

(x٠)
... . . .

... . . .
...

∂fm
∂x١

(x٠) . . . ∂fm
∂xj

(x٠) . . . ∂fm
∂xn

(x٠)


.

پوشش هر اگر می�گوییم، فشرده مجموعه یک را X متریک فضای از E زیرمجموعه .۴.٢.١ تعریف
باشد. داشته متناهی باز زیرپوشش یک E باز

ازای به که باشد موجود Nε(x̄) مثل x̄ از ε−همسایگی و x̄ ∈ X, f : X −→ R اگر .۵.٢.١ تعریف
است. f برای موضعی کمینه یک x̄ آنگاه، f(x̄) ≤ f(x) باشیم داشته x ∈ X ∩Nε(x̄) هر

نامقید مسائل برای کافی و لازم شرایط

مسأله باشد. Rn در باز مجموعه یک X کنید فرض .([٨] اول مرتبه لازم (شرط .۶.٢.١ قضیه
بگیرید: نظر در را زیر نامقید برنامه�ریزی

min f(x) (١.١)

آنگاه باشد٣، موضعی کمینه یک x̂ اگر است. مشتق�پذیر x̂ مانند ای نقطه در f : Rn → R آن در که
. ∇f(x̂) = ٠

٣Local minimum



٧ عصبی شبکه و سازی بهینه اولیه مفاهیم .٢.١

و ٠ ̸= R ∈ Rn ازای به هرگاه است ۴ مثبت معین نیمه ، An×n(X) ماتریس .٧.٢.١ تعریف
باشیم: داشته X ∈M

RTA(X)R ≥ ٠.

( هستند. M ⊂ Rn روی توابعی Aماتریس عناصر )

X ∈M و ٠ ̸= R ∈ Rn ازای به هرگاه است ۵ مثبت معین n×n ، A(X) ماتریس .٨.٢.١ تعریف
باشیم: داشته

RTA(X)R > ٠.

( هستند. M ⊂ Rn روی توابعی Aماتریس عناصر )

باشد. موجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض .([٨] دوم مرتبه لازم (شرط .٩.٢.١ قضیه
است. مثبت معین نیمه x̂ در f هسین ماتریس و ∇f(x̂) = ٠ آنگاه باشد، موضعی کمینه یک x̂ اگر

اگر باشد. موجود x̂ در f : Rn → R دوم مشتق کنید فرض .([٨] کافی (شرط .١٠.٢.١ قضیه
است. f اکید موضعی کمینه یک x̂ آنگاه باشد، مثبت معین x̂ در f هسین ماتریس و ∇f(x̂) = ٠

باشد: زیر به��صورت E مجموعه کنید فرض . ([٨]) .١١.٢.١ قضیه
E = {x ∈ Rn | gk(x) ≤ ٠, k = ١, · · · ,m, hp(x) = ٠, p = ١, · · · , l}

آنگاه باشند، آفین p = ١, · · · , l برای hp(x)ها و محدب توابعی k = ١, · · · ,m برای gk(x)ها اگر
است. محدب مجموعه یک E

یک دارای f(x) آنگاه باشد، محدب تابعی E محدب مجموعه بر f(x) اگر .([٨]) .١٢.٢.١ قضیه
است. ۶ سراسری کمینه یک شود، یافت کمینه�ای چنین اگر است. موضعی کمینه

برای gk(x)ها همه و f(x) اگر کمینه�سازی، کلی مسأله یک برای که می�کنند بیان بالا قضیه دو
موضعی کمینه یک آنگاه باشند، آفین p = ١, · · · , l برای hp(x)ها و محدب توابعی k = ١, · · · ,m

است. سراسری کمینه یک قیود، از مجموعه این تحت f(x) از

مقید مسائل برای کافی و لازم شرایط

در باز مجموعه یک X کنید فرض .([٨], (K.K.T) ٧ کاروش-کان-تاکر لازم (شرایط .١٣.٢.١ قضیه
بگیرید: نظر در را زیر مقید کمینه�سازی مسأله باشد. Rn

min f(x) (٢.١)
۴Positive semi-definite
۵Positive-definite
۶Global minimum
٧Karush-Kuhn-Tucker
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subject to


gk(x) ≤ ٠, k = ١, ...,m,

hj(x) = ٠, j = ١, ..., l,

x = (x١, x٢, ..., xn)
T ∈ X,

(٣.١)

این شدنی جواب یک x̂ کنید فرض . hj : Rn → R و gk : Rn → R ، f : Rn → R آن در که
مشتق�پذیر x̂ در k ∈ K برای gk و f کنید فرض همچنین . K = {k : gk(x̂) = ٠} و باشد مسأله
فرض به�علاوه باشند. پیوسته مشتق دارای j = ١, ..., l برای hj و پیوسته x̂ در k /∈ K برای gk و
کمینه x̂ اگر باشند. مستقل�خطی مجموعاً j = ١, ..., l برای ∇hj(x̂) و k ∈ K برای ∇gk(x̂) کنید
برای v̂j ≥ ٠ و k ∈ K برای ûk ≥ ٠ یکتای اسکالر�های آنگاه باشد، (٢.١)-(٣.١) برای موضعی

به�طوری�که: هستند، موجود j = ١, ..., l{
∇f(x̂) +

∑
k∈K ûk∇gk(x̂) +

∑l
j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,

ûk ≥ ٠, k ∈ K.

کاروش-کان-تاکر شرایط آنگاه باشد، مشتق�پذیر x̂ در k /∈ K برای gk اگر بالا فرض�های بر علاوه
شود: نوشته زیر به��صورت می�تواند

∇f(x̂) +
∑m

k=١ ûk∇gk(x̂) +
∑l

j=١ v̂j∇hj(x̂) = ٠,
ûkgk(x̂) = ٠, k = ١, ...,m,
ûk ≥ ٠, k = ١, ...,m.

شود: نوشته زیر ماتریسی به�فرم می�تواند کاروش-کان-تاکر شرایط همچنین
∇f(x̂) +∇g(x̂)T û+∇h(x̂)T v̂ = ٠,
ûTg(x̂) = ٠,
û ≥ ٠,

تایی m بردار یک û و است l×n ژاکوبی ماتریس ∇h(x̂) و m×n ژاکوبی ماتریس ∇g(x̂) آن در که
می�شود. نامیده لاگرانژ ضرایب بردار

(
ûT , v̂T

)T است. تایی l بردار یک v̂ و

در باز مجموعه یک X کنید فرض .([٨], (K.K.T) کاروش-کان-تاکر کافی (شرایط .١۴.٢.١ قضیه
و باشد مسأله شدنی جواب یک x̂ کنید فرض بگیرید. نظر در را (٢.١) و (٣.١) مسأله باشد، Rn

اسکالر�های یعنی باشد، برقرار x̂ در کاروش-کان-تاکر شرایط اگر . K = {k : gk(x̂) = ٠} همچنین
به�طوری�که: باشند، موجود j = ١, ..., l برای v̂j ≥ ٠ و k ∈ K برای ûk ≥ ٠

∇f(x̂) +
∑
k∈K

ûk∇gk(x̂) +
l∑

j=١
v̂j∇hj(x̂) = ٠,

بود. خواهد (٢.١) و (٣.١) برای موضعی کمینه یک x̂ آنگاه
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لیاپانوف پایداری :٢.١ شکل

باشند محدب k = ١, · · · ,m برای gk و f توابع (٢.١) و (٣.١) مسأله در [٨]اگر .١۵.٢.١ قضیه
کافی�اند. و لازم کاروش-کان-تاکر، شرایط آنگاه باشند، آفینی p = ١, · · · , l برای hp توابع و

پایداری ١.٢.١

بعبارت می�گوییم، دینامیکی سیستم می�کند تغییر زمان با آنها حالت که سیستمی به .١۶.٢.١ تعریف
به را هندسی فضای یک از نقاطی وابستگی نحوه� تابع، یک توسط آن در که است سیستمی یک دیگر

می�کند. توصیف زمان

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی ẋسیستم = f(x(t)),

x(t٠) = x٠ ∈ Rn,
(۴.١)

.f(x∗) = ٠ اگر می�شود، نامیده (۴.١) برای تعادل٨ نقطۀ یک x∗ است. f : Rn → Rn آن در که

،x∗ تعادل نقطۀ (٢.١) شکل به توجه با باشد. (۴.١) جواب يک x(t) کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
باشد داشته وجود δ > ٠ يک ، ε > هر٠ و x(t٠) = x٠ هر برای اگر است، لياپانوف٩ مفهوم به پايدار

آنگاه: ،∥ x(t)− x٠ ∥≤ δ اگر به�طوری�که
∥ x(t)− x∗ ∥< ε, ∀t ≥ t٠.

مجموعه به سراسری١٠ همگرای (۴.١) ديناميکی سيستم .١٨.٢.١ تعریف

Ω∗ = {x | است (۴.١) سيستم جواب x}

٨Equilibrium point
٩Lyapunov

١٠Global convergent
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کند: صدق زير رابطه در سيستم از x(t) دلخواه جواب هر اگر می�شود گفته
lim
t→∞

d(x(t),Ω∗) = ٠,

آن در که
d(x,Ω∗) = inf

y∈Ω∗
∥ x− y ∥ .

می�شود، ناميده سراسری١١ مجانبي پايدار x∗ یکتای تعادل نقطۀ در ديناميکی سيستم .١٩.٢.١ تعریف
كند: صدق زير شرط در و باشد پايدار لياپانوف مفهوم به x∗اگر

lim
t→∞

x(t) = x∗.

می�شود، گفته (۴.١) سيستم به نسبت تغییرناپذیر١٢ مجموعه يک ،M ⊆ Rn مجموعه .٢٠.٢.١ تعریف
باشد. x(t) ∈M ،t ≥ t٠ هر ازای به آنگاه ،t٠ ≥ ٠ و x(t٠) ∈M اگر

وجود L ثابت عدد اگر می�کند صدق شيتز١٣ ليپ شرط در F : Rn → Rn نگاشت .٢١.٢.١ تعریف
باشيم: داشته x, y ∈ Rn نقطه دو هر برای به�طوری�که باشد، داشته

∥ F (x)− F (y) ∥≤ L ∥ x− y ∥ .

D٠ ⊂ Rn مانند همسايگی يک ،Rn از نقطه هر ازای به اگر ناميم Rn روی موضعی شيتز ليپ را F
باشد. برقرار x, y ∈ D٠ نقطه دو هر برای بالا نامساوی به�طوری�که باشد داشته وجود�

،x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر برای اگر می�شود، گفته يکنوا١۴ F : Rn → Rn نگاشت .٢٢.٢.١ تعریف
باشيم: داشته

(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ ٠.

برقرار x ̸= y هر برای اکيد به��صورت فوق نامساوی اگر است، يکنوا١۵ اکيداً Rn روی F همچنین
ثابت عدد x, y ∈ Rn نقاط از زوج هر برای اگر است قوی یکنوای Rn روی F نگاشت همچنین باشد.

به�طوری�که: باشد داشته وجود β > ٠
(x− y)T (F (x)− F (y)) ≥ β ∥ x− y ∥٢ .

مشتق�پذير پيوسته به�طور تابع يک ، F : K ⊂ Rn → Rn که می�کنيم فرض .([٨]) .٢٣.٢.١ قضیه
باشد، مثبت) (معين مثبت معين نيمه نیست، متقارن لزوماً که F ژاکوبين ماتريس اگر باشد. K روی

است. قوی) (يکنوای يکنوا F آنگاه
١١Globally asympotically stable
١٢Invariant set
١٣Lipschitz
١۴Monotone
١۵Strictly monotone
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روی پذير مشتق پيوسته به�طور تابع يک ،F : K ⊂ Rn → Rn می�کنيم فرض [٨] .٢۴.٢.١ قضیه
و اگر است، Ω روی قوی) یکنوای ) یکنوا F این�صورت در باشد. Ω شامل K باز و محدب مجموعه�ی

باشد. مثبت) معین ) مثبت معین نیمه x ∈ Ω هر برای F ژاکوبی ماتریس اگر تنها

باشد، پيوسته تابع يک f : Rn −→ Rn اگر (۴.١) ديناميکی سيستم در .([١٠]) .٢۵.٢.١ قضیه
علاوه دارد. وجود t ∈ [t٠, τ) ازای به x(t) ١۶ موضعی جواب يک ، x٠ ∈ Rn و t٠ > ٠ هر برای آنگاه
Rn در f اگر و بود خواهد يکتا جواب آنگاه کند، صدق موضعی شيتز ليپ شرط در x٠ در f اگر اين، بر

شود. داده توسعه +∞ تا می�تواند τ آنگاه کند صدق شيتز ليپ شرط در

انرژی تابع ٢.٢.١

و (۴.١) سیستم برای تعادل نقطۀ یک x = ٠ که کنید فرض .([١٨]) .٢۶.٢.١ قضیه
اگر: باشد، مشتق�پذیر پیوسته به�طور تابع یک E : Ω ⊆ Rn → R

،E(٠) = ٠ .١

،E(x) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٢

،Ė(x) ≤ ٠ ،x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٣

سیستم برای انرژی» «تابع یا لیاپانوف» تابع را« E(x) و بود خواهد سیستم پایداری نقطۀ x = ٠ آنگاه
می�نامیم. (۴.١)

E : Ω ⊆ و (۴.١) سیستم برای تعادل نقطۀ یک x = ٠ که کنید فرض .([١٨]) .٢٧.٢.١ قضیه
اگر: باشد، مشتق�پذیر پیوسته به�طور تابع یک Rn → R

،E(٠) = ٠ .١

،E(x) > ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٢

،Ė(x) < ٠ ، x ∈ Ω ⊆ Rn \ {٠} هر ازای به .٣

سراسری مجانبی پایدار x = ٠ نقطۀ آنگاه باشد، Ω = Rn اگر بود. خواهد مجانبی پایدار x = ٠ آنگاه
است.

١۶Local solution
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لازال تغییرناپذیری اصل ٣.٢.١

حد ،p ∈ Rn نقطه باشد. ẋ = f(x) دینامیکی سیستم از جوابی x(t) کنید فرض .٢٨.٢.١ تعریف
همچنین و limn→∞ tn = ∞ به�طوری�که باشد موجود (tn)n≥٠ دنباله اگر می�شود، نامیده x(t) مثبت١٧
می�دهیم. نمایش L+ با را (x(t))t≥٠ مسیرهای دنباله ١٨ مثبت حدود مجموعه .limn→∞ x(tn) = p

ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای مثبت١٩ تغییرناپذیر مجموعه را M مجموعه .٢٩.٢.١ تعریف
هرگاه: می��گوییم

x(٠) ∈M ⇒ x(t) ∈M, ∀t ≥ ٠.

ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای منفی٢٠ تغییرناپذیر مجموعه را M مجموعه .٣٠.٢.١ تعریف
هرگاه: می�گوییم

x(٠) ∈M ⇒ x(t) ∈M, ∀t ≤ ٠.

ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای اساسی٢١ تغییرناپذیر مجموعه را M مجموعه .٣١.٢.١ تعریف
باشد. منفی تغییرناپذیر همچنین، و مثبت تغییرناپذیر اگر می�گوییم

هر برای اگر می�شود، Mنامیده به وابسته مجانبی پایدار (x(t))t≥٠ مسیرهای دنباله .٣٢.٢.١ تعریف
به�طوری�که: ، T > ٠ باشد داشته وجود ε > ٠

d (x(t),M) < ε, ∀t > T,

است. متر یک d آن در که

می�پردازیم. لم یک بیان به لازال٢٢ تغییرناپذیری اصل بیان از قبل

D که باشد لیپ�شیتس پیوسته D ⊆ Rn روی f : D → Rn تابع کنید فرض .([١٢]) .٣٣.٢.١ لم
پیوسته به�طور V : D → [٠,∞) تابع کنید فرض همچنین، است. مبدأ شامل و فشرده مجموعه�ای
t ≥ ٠ هر برای جواب�ها این و باشد ẋ = f(x) دینامیکی سیستم برای جوابی x(t) و مشتق�پذیر

: (x(t))t≥٠ مسیرهای دنباله مثبت حدود مجموعه اینصورت در باشند. کراندار D مجموعه توسط

است. ناتهی •

١٧Positive limit
١٨Positive limits set
١٩Positive invariant set
٢٠Negative invariant set
٢١Functional invariant set
٢٢LaSalle’s invariance principle
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است. فشرده •

است. مثبت تغییرناپذیر •

که را ẋ = f(x) دینامیکی سیستم .([١٢] لازال، ناپذیری تغییر (اصل .٣۴.٢.١ قضیه
مثبت تغییرناپذیر و فشرده مجموعه�ای Ω ⊂ D کنید فرض و گرفته نظر در f : D ⊆ Rn → Rn

باشیم داشته Ω روی و بوده مشتق�پذیر پیوسته به�طور V : D → R تابع کنید فرض همچنین، باشد.
Mبزرگترین اگر اکنون است. V̇ (x) = ٠ که باشد D از نقاطی مجموعه E کنید فرض . V̇ (x) ≤ ٠
مجموعه در شروعی نقطه با دینامیکی سیستم این جواب هر آنگاه باشد، E در تغییرناپذیرمثبت مجموعه

است. M مجموعه به وابسته مجانبی پایدار ،Ω

نتیجه این می�کنیم. بیان می�آید به�دست لازال تغییرناپذیری اصل از مستقیما که را زیر مهم نتیجه حال
می�کند. کامل را لیاپانوف پایداری قضیه

تابع و باشد ẋ = f(x) دینامیکی سیستم تعادل نقطه مبدأ کنید فرض .([١٢]) .٣۵.٢.١ نتیجه
داشته D مجموعه روی به�طوری�که باشد مبدأ شامل و مشتق�پذیر پیوسته D ⊂ Rn روی V : D → R
فقط E اگر می�گیریم. نظر در را E = {x ∈ D | V̇ (x) = ٠} مجموعه همچنین . V̇ (x) ≤ ٠ باشیم
مجانبی پایدار بالا دینامیکی سیستم تعادل نقطه یک عنوان به مبدأ آنگاه باشد، x(t) ≡ ٠ نقطه شامل

بود. خواهد

عصبی شبکه�های از مختصری تاریخچه��ی ۴.٢.١

و کلوث٢٣ مک وارن زمانیکه شد، شروع بیستم قرن چهل دهه�ی در عصبی شبکه�های جدید دیدگاه
محاسبه را منطقی٢۶ و حسابی٢۵ تابع هر می�توانند اصل در عصبی شبکه�های که دادند نشان والترپیتز٢۴
این و نامید مصنوعی عصبی شبکه�های علمی حوزه�ی شروع نقطه�ی می�توان را افراد این کار نمایند.
پنجاه دهه�ی اواخر در عصبی شبکه�های عملی کاربرد نخستین یافت. ادامه دونالدهب٢٧ با موضوع
نمود. معرفی را پرسپترون٢٩ شبکه�ی ١٩۵٨ سال در روزنبلات٢٨ فرانک زمانیکه شد، مطرح بیستم قرن
زمان همین در نماید. شناسایی هم از را الگوها بود قادر که ساختند شبکه�ای همکارانش و روزنبلات
جدید یادگیری قانون با را آدلاین٣١ خطی تطبیقی عصبی شبکه�ی ١٩۶٠ سال در برناردویدرو٣٠ که بود

٢٣Warren McCulloch
٢۴Walter Pitts
٢۵Logical function
٢۶Arithmetic
٢٧Donald Hebb
٢٨Frank Rosenblalt
٢٩Pereceptron
٣٠Bernurd Widrow
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دهه تا عصبی شبکه�های پیشرفت می�باشد. پرسپترون شبکه�ی شبیه ساختار لحاظ از که نمود مطرح
اطلاع بدون و مستقل طور جیمزاندرسون٣٣به و تئوکوهونن٣٢ ١٩٧٢ در یافت. ادامه بیستم قرن هفتاد
نمایند. عمل ذخیره�ساز عناصر عنوان به بودند قادر که نمودند معرفی را جدید عصبی شبکه�های هم از
روی کردن کار به علاقه می�کرد. فعالیت سازمانده٣۵ خود شبکه�های روی دهه این در گروسبرگ٣۴ استفان
و جدید ایده�های بروز عدم علت به هشتاد دهه با قیاس در بیستم قرن شصت دهه در عصبی شبکه�های
روی تحقیقات هشتاد، دهه خلال در لیکن می�نمود. کمرنگ پیاده�سازی جهت سریع کامپیوترهای نبود
تأمل قابل جدید نگرش دو عصبی شبکه�های دوباره زایش این در یافت، افزایش دوباره عصبی شبکه�های
که برگشتی٣۶ شبکه�های از وسیع طبقه یک عملکرد توضیح جهت تصادفی مکانیسم از استفاده می�باشند.
١٩٨٢ سال در هاپفیلد٣٧ جان توسط ایده این نمود. استفاده اطلاعات ذخیره�سازی جهت را آن�ها می�توان
انتشار پس الگوریتم شد، هشتاد دهه در عصبی شبکه�های توسعه�ی کلید که مهم ایده�ی دومین شد. مطرح
شبکه�های ایده دو این بروز با گردید. مطرح جیمزمکلند۴٠ و دیویدراملهارت٣٩ توسط که می�باشد خطا٣٨
مختلف رشته�های در زیادی کاربردهای عصبی شبکه�های و شد نوشته مقاله هزاران و شدند متحول عصبی
جدید یادگیری روش�های و نوین ساختارهای به عصبی شبکه�های در پیشرفت�ها بیشتر کردند. پیدا علوم

می�شوند. مربوط

مصنوعی عصبی شبکه زیستی مبنای ۵.٢.١

دانشمندان که شد شروع آنجا از انسان مغز عملکرد از الهام با مصنوعی، عصبی شبکه�های روی بر کار
می�دهد. انجام را محاسبات مرسوم دیجیتالی کامپیوترهای از متفاوت کاملا به�گونه�ای بشر مغز دریافتند
نرون۴١ یا عصبی سلول نام به ساختاری واحدهای از که است پیچیده بسیار داده پردازش سیستم یک مغز
هر اند. ارتباط�� در باهم گسترده به�طور که می�باشد عصب ١٠١١ شامل انسان مغز است. شده تشکیل
وجود به ۴٢را عصبی) (دستگاه سیناپس ١٠١۴ تقریبا هم با که است ارتباط در دیگر نرون ١٠۴ با نرون

٣١Adaptive linear element
٣٢Teo Kohonen
٣٣Jemes Anderson
٣۴Stefan Grossberg
٣۵Self-organizing
٣۶Feedback(Recurrent)
٣٧John Hopfield
٣٨Error back-propagation
٣٩Daivid Rummelhurt
۴٠James Mcland
۴١Neuron
۴٢Sinaps
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الف قسمت می�دهد: نشان را خروجی تک ساده عصبی شبکه یک و نرون یک (١.٢) شکل می�آورند.

ساده عصبی شبکه یک و طبیعی نرون یک :٣.١ شکل

دندریت�ها ، بیولوژیکی عصب یک اصلی ترکیب می�دهد. نشان مغز در را عصب بیولوژیکی مدل یک
اطلاعات که اکسون و می�باشد بدن سلول�های به دیگر عصب�های از فعالیت انتقال آن�ها کار که هستند
در منفرد طور به نرون�ها که می�دهد نشان را بنیادی ولی ساده مدل یک ب قسمت می�دهد. انتقال را
است، غفلت مورد مصنوعی عصبی شبکه مدل�های از بسیاری در که مهمی موارد از یکی پیچیده�اند. خود
را مورد این ساختارها بعضی در البته می�کند، عبور اکسون طول در سیگنال یک که است زمانی مقدار

. می�گیرند نظر در واضح طور به

عصبی شبکه کاربردهای ۶.٢.١

ریسک، آنالیز سامانه�های جمله از می�باشند، وسیعی کاربرد دامنه�ی دارای مصنوعی عصبی شبکه�های
اورژانس، اتاق آزمایش کامپیوتر، کیفیت آنالیز جوشکاری، کیفیت آنالیز خلبان، بدون هواپیما کنترل
تشخیص طیفی، شناسایی وام، ریسک تخمین کامیون، ترمز تشخیص سامانه�های گاز، و نفت اکتشاف
راه اطلاعات بازیابی هپاتیت، تشخیص صدا، تشخیص خطا، مدیریت صنعتی، کنترل فرآیندهای دارو،
می�توان کل در و.... چهره و نوشته�ها دست و بعدی سه تشخیصاشیاء زیردریایی، مین�های شناسایی دور،
هم وبه مغشوش الگوهای (شبکه تناظر کرد: بندی دسته زیر صورت به را عصبی شبکه�های کاربردهای
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آوردن دست (به تعمیم�دهی الگو، بازسازی شناسایی، دسته�بندی، خوشه�یابی، می�کند)، بازشناسی را ریخته
شبکه�های امروزه سازی. بهینه نشده)، داده آموزش شبکه به قبلا که ورودی محرک برای صحیح پاسخ یک
خط، تشخیص مانند مسائلی شامل خود که الگو تشخیص مسائل نظیر مختلفی کاربردهای در عصبی
بندی دسته مانند بندی دسته مسائل نیز و می�شود دست این از مسائلی و تصویر پردازش گفتار، شناسایی
بسیار یا ناشناخته داخلی ساختار که سامانه�هایی مدل�سازی یا کنترل در می�روند. کار به تصاویر، یا متون
مثال عنوان به می�شود. استفاده مصنوعی عصبی شبکه�های از افزون روز صورت به نیز دارند پیچیده�ای
عصبی شبکه صورت این در که نمود استفاده عصبی شبکه یک از موتور یک ورودی کنترل در می�توان

گرفت. خواهد یاد را کنترل تابع خود

بهینه�سازی در عصبی شبکه�های ٣.١

تابع نمودن بهینه می�باشد، سازی بهینه مسائل در مصنوعی هوش کاربردهای از یکی شد گفته که همانطور
با باشد. می پیچیده بسیار راست� سر تحلیلی روش�های از استفاده با آن) کردن مینیمم یا (ماکزیمم هدف
روش�ها این در می�گردد. میسر رایانه�ای عددی روش�های بکارگیری با جواب به رسیدن امکان این وجود
می�شویم. نزدیک بهینه جواب به قیود گرفتن نظر در با و متوالی دوره�های در طراحی متغیرهای تغییر با
قابل افزایش موجب مکرر دفعات در سازه�ها مستقیم تحلیل و متداول بهینه�سازی روش�های از استفاده
عصبی (شبکه�های عصبی شبکه�های کاربرد مورد در بررسی و بحث می�گردد. محاسبه زمان ملاحظه�ای
از شده انجام پژوهش�های نتایج است. شده آغاز میلادی ١٩٨٠ سال اوایل از بهینه�سازی در مصنوعی)
برنامه�ریزی و هندسی برنامه�ریزی دوم، درجه برنامه�ریزی خطی، برنامه�ریزی چون مواردی تا�کنون، زمان آن
سازی بهینه مسائل برای مصنوعی عصبی شبکه�های از استفاده در اصلی ایده �می�گیرد. بر در را غیر�خطی
مدل�های کننده�ی بیان دو این که است دینامیکی سیستم یک و (نامنفی) انرژی تابع یک از استفاده
یک معمولا شده بیان دینامیکی سیستم هستند. بهینه�سازی مسائل متناظر مصنوعی عصبی شبکه�های
نقطه�ی آغازین نقطه�ی یک برای که می�رود انتظار است. اول مرتبه غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه
باشد. اصلی بهینه�سازی مسأله بهینه�ی جواب آمده، به�دست غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه پایداری
به دیفرانسیل معادلات دستگاه همگرایی برای که است این انرژی تابع از استفاده در اساسی اصل یک
عصبی شبکه�های مدل می�توان البته باشد. نامنفی باید حتماً آن با متناظر انرژی تابع آن، پایداری نقطه�ی
مدل یک برای بنابراین کرد. بیان نیز انرژی تابع گرفتن نظر در بدون حتی را سازی بهینه مسائل نظیر
زیر به�صورت مسائل اینگونه در عصبی شبکه�های از استفاده اساسی اصل بهینه�سازی، مسائل با متناظر

می�شود: بیان
بدست غیر�خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه تعادل نقطه�ی دلخواه، آغازین نقطه�ی یک ”برای

برعکس”. و است اصلی مسأله بهینه جواب آمده
و دوگانی مدل�های قسمت دو به می�توان را بهینه�سازی مختلف مسائل متناظر شده مطرح مدل�های
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بهینه�سازی مسائل در مهم بسیار نظریه دو جریمه�ای توابع و دوگانی نظریه نمود. تقسیم جریمه�ای مدل�های
جریمه�ای توابع نظریه�ی در هستند. حل قابل کلاسیک روش دو این مبنای بر مسائل این اکثر که هستند
مدل�های از دوگانی نظریه در ولی می�شود، استفاده نظر مورد مدل معرفی برای گرادیانی مدل�های از معمولا
روش بهینه�سازی، مسأله هر با متناظر بتوان اگر می�شود. استفاده مسائل این حل برای -دوگان اولیه
می�توان آنگاه سازد، برآورده را وکافی لازم شرایط مسأله آن حل برای روش آن که نمود ارائه را مشخصی
برنامه�ریزی مسائل برای تا�کنون بسازیم. نظر مورد مسأله برای عصبی شبکه مدل یک روش، آن با متناظر
شبکه مدل چند ارائه به ادامه در است. شده ارائه مختلفی مدلهای ارائه غیر�خطی و دوم درجه خطی،

می�پردازیم. مختلف عصبی

عصبی شبكه�های مختلف مدلهای ١.٣.١

اول مدل

بگیرید: نظر در را زیر خطی برنامه�ریزی مسأله

minimize f(x) = aTx

subject to

g(x) = Dx− b = ٠,

x ≥ ٠,

(۵.١)

به�صورت (۵.١) دوگان است. b ∈ Rm و x, a ∈ Rn ، Rank(D) = m و D ∈ Rm×n آن در که
می�شود: بیان زیر

minimize f̄(y) = bTy

subject to

ḡ(y) = D̄Ty − a ≤ ٠,

y ∈ Rn.

(۶.١)

است: شده داده نمایش زیر به�صورت (۵.١) حل برای متناظر مدل [١١] در
dx

dt
= −[DT (Dx− b)− β(D̄Ty − a)],

dy

dt
= −β[(Dx− D̄Ty − a)+ − b],

(٧.١)

. (x, y)T ∈ {(x, y)T | x ≥ ٠} و β =∥ (x+ D̄Ty − a)+ − x ∥٢٢ آن در که
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دوم مدل

بگیرید: نظر در را زیر دوم درجه برنامه�ریزی مسأله

minimize f(x) =
١
٢x

TAx+ aTx

subject to

Dx− b = ٠,

x ≥ ٠,

(٨.١)

است: زیر به�صورت (٨.١) دوگان است. مثبت معین متقارن ماتریس یک A آن در که

minimize f̄(y) = bTy − ١
٢x

TAx

subject to

D̄y − Ax− a ≤ ٠.

(٩.١)

است: شده داده نمایش زیر به�صورت (٨.١) حل برای متناظر مدل [١١] }در
dx
dt

= −{DT (x− b) + γ(−DTy + Ax+ a) + γA[x− (x+DTy − Ax− a)+]},
dy
dt

= −γ{Dx− b+D[(x+DTy − Ax− a)+ − x]},
(١٠.١)

. (x, y)T ∈ {(x, y)T | x ≥ ٠} و γ = ∥(x+DTy − Ax− a)+ − x∥٢٢ آن در که

سوم مدل

بگیرید: نظر در را زیر غیر�خطی برنامه�ریزی مسأله

minimize f(x),

subject to

g(x) = [g١(x), g٢(x), ..., gm(x)]
T ≤ ٠, i = ١, ...,m.

(١١.١)

۴٣ تنک و هاپفیلد (١١.١) حل برای . f(x), gi(x) : Rn → R١ و f(x), g(x) ∈ C٢ آن در که
دادند: ارائه زیر به�صورت عصبی شبکه مدل یک [١٣] در

ẋ = C−١{−∇f(x)−∇g(x)g+(x)− ١
s
Q−١x}s, (١٢.١)

۴٣Hopfield and Tank



١٩ بهینه�سازی در عصبی شبکه�های .٣.١

n × n قطری ماتریس یک Q و نرون هر ظرفیت کننده بیان n × n قطری ماتریس یک C آن در که
می�شوند: تعریف زیر به�صورت آن اعضای که است

qij =
١

١
ρi
+
∑m

j=١−dji
, (١٣.١)

s و داخلی نرونهای به شده داده تخصيص وزن�هاي dji نرون، هر گرمایی هدایت ضریب ١
ρi
آن در که

است: شده انتخاب زیر به�صورت متناظر انرژی تابع است. جريمه پارامتر

E١(x) = f(x) +
m∑
j=١

[g+i ]
٢ +

n∑
i=١

x٢i
٢srii

. (١۴.١)



٢ فصل

تقریب بهترین مساله یک

مقدمه ١.٢

نظر در را Ax = b خطی معادلات دستگاه می�پردازیم. تقریب بهترین مساله بیان به فصل این در
این دانیم می است. بعدی n ماتریسی x و بعدی m ماترسی b و m × n ماتریس A که می�گیریم،
هستیم دستگاه برای تقریبی جواب دنبال به منظور این برای باشد. نداشته جواب است ممکن دستگاه
نقطه هر ازای به تابع مقدار کمترین با جواب بهترین بدنبال باشد داشته جواب بینهایت دستگاه اگر و
ما دارد. وجود ... و مقدماتی سطری اعمال مانند روش�هایی دستگاه این حل برای می�آوریم. بدست
زیادی ماتریسی عملیات به نیاز که می�رسیم رابطه�ای به دستگاه جواب آوردن بدست برای فصل این در
بعد با ماتریس�های برای عملیات این بخصوص است، ماتریس�ها گیری معکوس و ماتریسی ضرب مانند
می�کنیم. استفاده عصبی روششبکه از دستگاه جواب آوردن بدست برای دلیل همین به زاست مشکل� بالاتر

مساله بیان ١.١.٢

دستگاه است. بعدی m ، [b] ماتریس و بعدی n ماتریسی [x] ، m×nماتریس A = [aij] کنید فرض
می�گیریم: نظر در را زیر


a١١x١ + a١٢x٢ + · · ·+ a١nxn = b١,
...
am١x١ + am٢x٢ + · · ·+ amnxn = bm.

آن ستون�های اگر و می�نامیم طویل را A باشد ستون�هایش از بیشتر A ماتریس سطرهای هرگاه



٢١ مقدمه .١.٢

می�نامیم. عریض را Aماتریس باشد سطرهایش از بیشتر

است. محدب ای مجموعه Ax = b دستگاه جوابهای مجموعه .١.١.٢ قضیه

از: عبارتند ها دستگاه جواب مختلف های حالت برهان.
است محدب و است ∅ آن جواب مجموعه که باشد نداشته جواب است ممکن نظر مورد های دستگاه
است نقطه�ای تک بصورت دستگاه جواب مجموعه حالت این در باشد، داشته فرد به منحصر جواب یا و
بصورت دستگاه جواب مجموعه باشد داشته جواب بینهایت ما نظر مورد دستگاه اگر است. محدب و

است. محدب Ax = b دستگاه جواب مجموعه بنابراین است، محدب خط و است خط

دارد. تقریب بهترین یک حداکثر محدب مجموعه هر ([٩]) .٢.١.٢ قضیه

بنابراین باشد، y١, y٢ مانند تقریب بهترین دو دارای و باشد محدب مجموعه�ای Kکنید فرض برهان.
محدب مجموعه تعریف از استفاده با است. (y١+y٢)

٢ ∈ K نتیجه در y١, y٢ ∈ Pk(x) و x ∈ X اگر
داریم:

d(x,K) ≤∥ x− ١
٢(y١ + y٢) ∥=∥ ١

٢(x− y١) +
١
٢(x− y٢) ∥

≤ ١
٢ ∥ x− y١ ∥ +

١
٢ ∥ x− y٢ ∥= d(x,K).

ρ ≥ ٠ برخی برای که می�گیریم نتیجه بالا نامساوی از

x− y١ = ρ(x− y٢).

است. ثابت حکم و باطل خلف فرض نتیجه در . y١ = y٢ داریم ، ρ = ١ برای بنابراین

است. X = l٢(m) آن در که گیریم می نظر در M را {y ∈ X | y = Ax, x ∈ Rn} مجموعه

است. متناهی� بعد با زیرفضا M = {y ∈ X | y = Ax, x ∈ Rn} مجموعه�ی .٣.١.٢ لم

کنید. مراجعه [٩] به برهان.

همگراست. زیر�دنباله�ای دارای R در کراندار دنباله�ی هر .۴.١.٢ قضیه

کنید. مراجعه [٢] به برهان.

است. بسته داخلی، ضرب فضای از متناهی بعد با زیر�فضای هر .۵.١.٢ قضیه



٢٢ تقریب بهترین مساله یک .٢

قضیه استقرا است،با بعدی n و است شده تولید {x١, x٢, · · · , xn} توسط M می�کنیم فرض برهان.
yk = αkx١ بصورت را yk باشد، M در کراندار دنباله�ای yk و n = ١ دهیم می قرار می�کنیم. ثابت را
زیر�دنباله�ای دارای {αk} (۴.١.٢) بنابر . است R در کراندار ای دنباله {αk} نتیجه در نوشت. می�توان
( αkj −→ α٠ ) بطوریکه همگراست α٠ به که می�نامیم αkj را مذکور دنباله�ی زیر� ست. R در همگرا
فرض است. برقرار n = ١ برای استقرا بنابراین می�کند. ثابت را M در yk داشتن حد استدلال این ،

می�کنیم: ثابت را بعدی n+ ١ برای باشد، {x١, x٢, · · · , xn} توسط شده تولید M می�کنیم
باشند. شده تولید {x١, x٢, · · · , xn} توسط Mnو {x١, x٢, · · · , xn+١} توسط M می�کنیم فرض
d(xn+١,Mn) > ٠ گرفت نتیجه می�توان پس xn+١ /∈ Mn و است بسته Mn استقرا فرض طبق

باشد. zk ∈ M و yk = zk + βkxn+١ بصورت و M در کراندار دنباله�ای {yk کنیم می فرض
∥ yk ∥⩾ d(yk,Mn) = d(zk + βkxn+١,Mn) = d(βkxn+١,Mn)

| βk |<
∥ yk ∥

d(xn+١,Mn)

و است کراندار دنباله�ای {βk} نتیجه در
∥ zk ∥=∥ yk − βkxn+١ ∥⩽∥ yk ∥ + | βk |∥ xn+١ ∥

همگراست. ای زیر�دنباله دارای ���������������������������������������بنابراین است کراندار {zk} بنابراین کراندارند. {βk} و {yk دنباله�های
y٠ = اگر هستند. z٠, β٠ ∈ M که میگیریم نظر در βkj −→ β٠ و zkj −→ z٠ زیر�دنباله�های

. y٠ ∈ M نتیجه در باشد z٠ + β٠xn+١

ykj −→ y٠

∥ ykj − y٠ ∥=∥ (zkj − z٠)+ (βkj − β٠)xn+١ ∥⩽∥ zkj − z٠ ∥ + | βkj − β٠ |∥ xn+١ ∥−→ ٠

است. بسته M بنابراین y٠ ∈ M و ykj −→ y٠ چون

است. بسته M زیر�فضای .۶.١.٢ نتیجه

است. پروکسیمینال ،M زیر�فضای از بسته مجموعه�ی زیر هر .٧.١.٢ قضیه

کنید. رجوع [٩] به اثبات برای برهان.

است. چبیشف ، l٢(m) در متناهی بعد با و بسته محدب زیر�مجموعه هر .٨.١.٢ قضیه

کنید. مراجعه [٩] به اثبات برای برهان.

است تقریب بهترین جواب دارای Ax = b دستگاه بنابراین است. چبیشف M مجموعه .٩.١.٢ نتیجه
یکتاست. آن جواب و

هستند. یکریخت l٢(m) و Rm فضاهای .١٠.١.٢ لم



٢٣ مقدمه .١.٢

کنید. رجوع [٩] به اثبات برای برهان.

x = یعنی بالا دستگاه جواب یافتن برای l٢(m) در نرم تعریف و (١٠.١.٢) لم به توجه با
می�کنیم: مینیمم را زیر عبارت ، (x١, x٢, · · · , xm)

Σm
i=١(Σ

n
j=١aijxj − bi)

٢

است، M فضای زیر در y٠ تقریب بهترین پیداکردن هدف باشد دستگاه این تقریب بهترین y٠ اگر
Ax٠ = y٠ داریم: x٠ ∈ Rn هر بازای اینصورت در

اگر فقط و اگر y٠ = pM(x) آنگاه x ∈ X, y٠ ∈ M هر وبرای باشد زیر�فضا M اگر .١١.١.٢ قضیه
. ∀y ∈ M < x− y٠, y >= ٠ یعنی x− y٠ ∈ M⊥

کنید. رجوع [٩] به اثبات برای برهان.

اگر فقط و اگر b− y٠ ∈ M⊥ اگر فقط و اگر y٠ = pM(b) : داریم (١١.١.٢) قضیه از استفاده با
∀x ∈ Rn < b− y٠, Ax >= ٠
: داریم داخلی ضرب تعریف در

< y,Ax >= Σm
i=١yi(Σ

n
j=١aijxj) = Σn

j=١(Σ
m
i=١a

∗
jiyi)xj =< A∗y, x >

بنابراین ∀x ∈ Rn < A∗(b− y٠), x >= ٠ اگر تنها و اگر y٠ = PM(b) می�گیریم نتیجه بالا از

A∗(b− y٠) = ٠ =⇒ A∗b = A∗y٠

می�شود نوشته زیر بصورت پس ، y٠ ∈ M چون
y٠ = Ax٠

داریم: بنابراین
A∗b = A∗Ax٠

داریم است پذیر معکوس A∗A چون
x٠ = (A∗A)−١A∗b

ماتریسی عملیات به نیاز ( x٠ یعنی ) دستگاه تقریبی جواب آوردن بدست برای می�شود ملاحظه
جواب آوردن بدست برای دلیل همین به است، ماتریس�ها گیری معکوس و ماتریسی ضرب مانند بسیاری



٢۴ تقریب بهترین مساله یک .٢

دستگاه برای جواب بودن یکتا و جواب وجود فصل این در می�کنیم. استفاده عصبی شبکه روش از دستگاه
مدل Am×nماتریس بودن �Mبعدی مختلف حالت�های برای بعد های فصل در کردیم. ثابت را Ax = b

می ثابت را دستگاه بودن جواب دارای بعبارتی یا عصبی شبکه بودن همگرا و می�دهیم ارائه عصبی شبکه
کنیم.

مربعات کمترین نظریه تقریب: بهترین ٢.٢

شود: بیان می�تواند زیر صورت به تقریب، بهترین کلاسیک مسایل از یکی
از p چندجمله�ای دنبال به ثابت، n یک برای است. شده تعریف [a, b] بازه روی بر پیوسته تابع یک
زیر عبارت با می�توان را انحراف باشد. داشته f از را ممکن انحراف کمترین که هستیم n حداکثر درجه

گرفت. اندازه
max
a≤x≤b

∣∣∣f(x)− p(x)
∣∣∣.

است. متفاوت باشد، داشته اگر ،f شده بریده ساده تیلور سری با کاملا این که داد تشخیص می�توان فورا
نیست. واضح وجه هیچ به جوابش که داریم اکسترمم مساله یک این�جا در ما حقیقت، در

وجود

،f ∈ E هر به�ازای باشد. E زیرفضای یک G و نرمدار خطی فضای یک E می�کنیم فرض این�جا در
می�شود: تعریف زیر کمیت با G از f فاصله

d(f,G) = inf
g∈G

||f − g||,

وسیله به f بردار تقریب در باشیم امیدوار می�توانیم که می�گیرد اندازه را انحرافی مینیمم قدرمطلق این
خاصیت دارای G از g عنصر یک اگر نماییم. تحصیل G از عنصر یک

||f − g|| = d(f,G),

مفهوم لذا می�شود. نامیده� G از f تقریب بهترین و می�کند اختیار را انحراف مینیمم این g آن�گاه باشد،
دارد. مساله برای شده انتخاب نرم به بستگی تقریب بهترین

بر شده تعریف پیوسته توابع کلیه C[a, b] فضای E نرم�دار فضای فوق، شده ذکر کلاسیک مساله در
از است عبارت نرم و است [a, b] روی

||f || = max
a≤x≤b

∣∣∣f(x)∣∣∣, f ∈ C[a, b]. (١.٢)

عنوان به که می�باشد n مساوی یا کوچکتر درجه با چندجمله�ای�های تمام
∏

n فضای G زیرفضای پس
می�شود. تعبیر C[a, b] از زیرفضا یک



٢۵ مربعات کمترین نظریه تقریب: بهترین .٢.٢

وجود f برای تقریب بهترین آیا که است این اصلی مسایل از یکی تقریب، بهترین کلی مساله در
است. آمده مهم وجودی قضیه یک این�جا در دارد؟

هر آن�گاه باشد، E نرم�دار خطی فضای یک در متناهی بعد با زیرفضای یک G ([٩])اگر .١.٢.٢ قضیه
است. G در تقریب بهترین یک لااقل دارای E از نقطه

عنصر با باید f تقریب بهترین برای g مانند داوطلب هر باشد. E از عنصر یک f کنید فرض برهان.
این�رو از می�شود، مقایسه G صفر

||f − g|| ≤ ||f − ٠|| = ||f ||,

مجموعه به را خود جستجوی ما بنابراین

K = {g ∈ G : ||g − f || ≤ ||f ||},

چون است. فشرده K است، متناهی بعد از G چون است. کراندار و بسته K مجموعه می�کنیم. محدود
مقدار حقیقی پیوسته تابع یک که کنیم بیان را قضیه این می�توانیم است، پیوسته g −→ ||f − g|| تابع

می�کند. اختیار را خود اینفیمم فشرده مجموعه یک روی بر

نیستند. منحصربه�فرد تقریب�ها بهترین کلی، به�طور

داخلی ضرب فضاهای

مستلزم معمولا و باشد مشکل کار یک می�تواند خاص f و G برای تقریب بهترین آوردن بدست واقع در
معادلات حل به نیاز فقط ما که دارد، وجود مهم حالت یک ولیکن می�باشد. غیرخطی دستگاه یک حل

است. داخلی ضرب فضای یک E آن در که است حالتی این داریم. خطی

داریم داخلی ضرب فضای یک در ([٩]) .٢.٢.٢ لم

⟨
∑n

i=١ aifi, g⟩ =
∑n

i=١ ai⟨fi, g⟩ الف.

∥ f + g ∥٢=∥ f ∥٢ +٢⟨f, g⟩+ ∥ g ∥٢ ب�.

∥ f + g ∥٢=∥ f ∥٢ + ∥ g ∥٢ آن�گاه ،f ⊥ g اگر ج�.

|⟨f, g⟩| ≤∥ f ∥∥ g ∥ د�.

∥ f + g ∥٢ + ∥ f − g ∥٢= ٢ ∥ f ∥٢ +٢ ∥ g ∥٢ ه�.



٢۶ تقریب بهترین مساله یک .٢

می�شود. ثابت داخلی ضرب فضای تعریف ii و i اصول از استفاده با و استقرا به الف قسمت برهان.
می�کند: استفاده iv و ii و i اصول از ب قسمت

∥ f + g ∥٢ = ⟨f + g, f + g⟩ = ⟨f, f⟩+ ⟨f, g⟩+ ⟨g, f⟩+ ⟨g, g⟩

=∥ f ∥٢ +٢⟨f, g⟩+ ∥ g ∥٢

است. شوارتز نامساوی د قسمت می�شود. نتیجه ب قسمت از فورا فیثاغورث، قانون ج، قسمت
نباشد. برقرار (f, g) مرتب زوج برای که کنید فرض آن اثبات برای

|⟨f, g⟩| >∥ f ∥∥ g ∥

بنابراین ،∥ g ∥= ١ کنیم فرض می�توانیم بودن، همگن بنابر .g ̸= ٠ که است واضح ⟨f,٠⟩ = ٠ چون
به پس .∥ f ∥< ١ بنابراین ،⟨f, g⟩ = ١ کنیم فرض می�توانیم بودن همگن بنابر .|⟨f, g⟩| >∥ f ∥

می�رسیم: تناقض
٠ ≤∥ f − g ∥٢=∥ f ∥٢ −٢⟨f, g⟩+ ∥ g ∥٢=∥ f ∥٢ −١

می�آید. به�دست ب قسمت بر مبتنی محاسبات با ه قسمت

می�شود: ثابت زیر به�صورت نرم برای مثلثی نامساوی باشد، موجود شوارتز نامساوی این�که محض به

∥ f + g ∥٢ =∥ f ∥٢ +٢⟨f, g⟩+ ∥ g ∥٢

≤∥ f ∥٢ +٢ ∥ f ∥∥ g ∥ + ∥ g ∥٢

= (∥ f ∥ + ∥ g ∥)٢

g ∈ G و f ∈ E به�ازای باشد. E داخلی ضرب فضای از زیرفضا یک G کنید فرض .٣.٢.٢ قضیه
هستند: معادل زیر خواص

است. G در f برای تقریب بهترین g .i

f − g ⊥ G .ii

داریم: فیثاغورث قانون بنابر h ∈ G هر به�ازای آن�گاه ،f − g ⊥ G اگر برهان.
∥ f − h ∥٢=∥ (f − g) + (g − h) ∥٢=∥ f − g ∥٢ + ∥ g − h ∥٢≥∥ f − g ∥٢

پس λ > ٠ و h ∈ G کنید فرض و باشد، f برای تقریب بهترین g که کنید فرض عکس، حالت برای

٠ ≤∥ f − g + λh ∥٢ − ∥ f − g ∥٢

=∥ f − g ∥٢ +٢λ⟨f − g, h⟩+ λ٢ ∥ h ∥٢ − ∥ f − g ∥٢

= λ{٢⟨f − g, λ⟩+ h ∥ h ∥٢}
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و باشد برقرار نیز −h برای باید نامساوی همان .⟨f − g, h⟩ ≥ ٠ می�گیریم نتیجه ،λ ↓ ٠ دادن اجازه با
.f − g ⊥ Gپس بود دلخواه G در h چون f⟩و − g, h⟩ = ٠ این�رو از .⟨f − g, h⟩ ≤ ٠ بنابراین

می�باشد. خاص وضع این در تقریب بهترین یکتایی اثبات، نتیجه یک که کنید توجه

متعامد دستگاه�های

متعامد دستگاههای وسیله به که دارد وجود داخلی ضرب فضای در تقریب مسایل حل برای دیگری راه
ضرب فضای یک در f١, f٢, · · · بردارهای از نامتناهی یا متناهی دنباله یک می�گوییم می�شود. انجام

اگر است متعامد داخلی
⟨fi, fj⟩ = ٠ (i ̸= j)

باشیم: داشته j و i هر برای اگر می�شود نامیده یکه متعامد مجموعه
⟨fi, fj⟩ = δij

می�باشند. مناسب بسیار تقریب برای زیر نتیجه واسطه به دستگاه�هایی چنین

E داخلی ضرب فضای یک در یکه متعامد دستگاه یک {g١, g٢, · · · , gn} کنید فرض .۴.٢.٢ قضیه
.ci = ⟨f, gi⟩ اگر تنها و اگر می�آید به�دست

∑n
i=١ cigi عنصر یک توسط f تقریب بهترین باشد.

تقریب، بهترین که دارید توجه باشد. g١, g٢, · · · , gn توسط تولیدشده زیرفضای G کنید فرض برهان.
شرط توسط (٣.٢.٢) قضیه مانند ،

∑n
i=١ cigi

f −
n∑
i=١

cigi ⊥ G

حال است. ci = ⟨f, gi⟩ شرط معادل شرط این که کنیم بررسی باید فقط لذا می�شود. مشخص
ضرب محاسبه با باشد. عمود gi پایه�ای بردار هر بر اگر تنها و اگر بود خواهد عمود G بر f −Σn

i=١cigi

داریم: (١ ≤ j ≤ n ازای (به نیاز مورد داخلی

⟨f −
n∑
i=١

cigi, gj⟩ = ⟨f, gj⟩ −
n∑
i=١

ci⟨gi, gj⟩

= ⟨f, gj⟩ − cj = ٠

عناصر توسط را E عناصر که هستیم مایل اگر می�شود: پیشنهاد ملاحظات بنابراین زیر استراتژی
به�دست G برای {g١, g٢, · · · , gn} مانند یکه متعامد پایه یک باید ابتدا بزنیم، تقریب G زیرفضای یک

.
∑n

i=١⟨f, gi⟩gi از است عبارت f تقریب بهترین سپس آوریم.
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بسل نامساوی و تعمیم�یافته فیثاغورث قانون

می�باشد. تعمیم�یافته فیثاغورث قانون بعدی نتیجه

آن�گاه باشد، متعامد [g١, g٢, · · · , gn] اگر ([٣]) .۵.٢.٢ لم

∥
n∑
i=١

aigi ∥٢=
n∑
i=١

a٢i ∥ gi ∥٢ . ∀ai ∈ R

است درست نیز n+ ١ به�ازای آن�گاه باشد درست n برای معادله اگر است. واضح n = ١ اگر برهان.
می�دهد: نتیجه فیثاغورث قانون مقدماتی حالت بردن به�کار و بوده عمود

∑n
i=١ aigi بر an+١gn+١ زیرا

∥
n+١∑
i=١

aigi ∥٢ =∥
n∑
i=١

aigi ∥٢ + ∥ an+١gn+١ ∥٢

=
n∑
i=١

a٢i ∥ gi ∥٢ +a٢n+١ ∥ gn+١ ∥٢

می�باشد. بسل نامساوی زیر نتیجه

آن�گاه باشد، یکه متعامد [g١, g٢, · · · , gn] اگر ([٣]) .۶.٢.٢ لم
n∑
i=١

|⟨f, gi⟩|٢ ≤∥ f ∥٢

فضای در f برای تقریب بهترین g⋆ ،(۴.٢.٢) قضیه بنابر .g⋆ =
∑n

i=١⟨f, gi⟩gi کنید فرض برهان.
(که فیثاغورث قانون بنابر .f − g⋆ ⊥ G ،(٣.٢.٢) قضیه بنابر می�باشد. �giها وسیله به آمده پدید G

داریم: می�رود)، به�کار بار دو

∥ f ∥٢=∥ f − g⋆ ∥٢ + ∥ g⋆ ∥٢⩾∥ g⋆ ∥٢=
n∑
i=١

|⟨f, gi⟩|٢

اشمیت ـ� گرام� فرایند

آورد؟ به�دست یکه متعامد پایه یک میتوان چگونه که می�کنیم معطوف سوال این به را خود توجه اکنون
می�شود. داده توضیح زیر قضیه در گرام�ـ�اشمیت فرآیند



٢٩ مربعات کمترین نظریه تقریب: بهترین .٢.٢

فضای یک از U زیرفضای یک برای پایه یک {v١, v٢, · · · , vn} کنید فرض ([٣]) .٧.٢.٢ قضیه
می��کنیم: تعریف بازگشتی به�طور را زیر رابطه باشد. داخلی ضرب

ui =

∥ vi −
i−١∑
j=١

⟨vi, uj⟩uj ∥

−١vi − i−١∑
j=١

⟨vi, uj⟩uj

 (i = ١,٢, · · · , n)

است. U برای یکه متعامد پایه یک {u١, u٢, · · · , un} صورت این در

ثابت i روی بر استقرا با می�دهیم. نشان Ui با را {v١, v٢, · · · , vi} توسط آمده پدید فضای برهان.
که کرد خواهیم

{u١, u٢, · · · , ui} ⊆ Ui آ.

است. یکه متعامد {u١, u٢, · · · , ui} ب.

ب و آ روابط که کنید فرض حال .∥ u١ ∥= ١ و u١ ∈ U١ که می�کنیم ملاحظه بلافاصله i = ١ به�ازای
یک vi بنابراین .vi /∈ Ui−١ و {u١, u٢, · · · , ui−١} ⊆ Ui−١ پس باشند. درست i− ١ اندیس برای
که می�شود نتیجه نیست. صفر ui تعریف در کسر مخرج و نیست u١, u٢, · · · , ui−١ از خطی ترکیب
Σi−١
j=١⟨vi, uj⟩uj چون . {u١, u٢, · · · , ui} ⊆ Ui این�رو از دارد. تعلق Ui به و است خوش�تعریف ui

.ui ⊥ {u١, u٢, · · · , ui−١} این�رو از قضیه ).بنابر (۴.٢.٢) قضیه بنابر ) Ui−١ در vi تقریب بهترین
.∥ ui ∥= ١ که است واضح

جمله�ای تک توابع روی بر گرام�ـ�اشمیت فرآیند که می�دهد رخ وقتی توجه قابل ساده�سازی یک
می�تواند داخلی ضرب هر زیر، قضیه در می�شود. گرفته به�کار ( طبیعی�شان ترتیب به ) ١, x, x٢, · · ·

باشیم: داشته تابع سه هر برای که باشد خاصیت این دارای که شرطی به گیرد قرار استفاده مورد
⟨fg, h⟩ = ⟨f, gh⟩

است. معتبر شده، استفاده معمولی داخلی ضرب برای آشکار به�طور این

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx

هستند: متعامد می�شوند، تعریف زیر صورت به استقرایی به�طور که چندجمله�ای�هایی دنباله .٨.٢.٢ قضیه

pn(x) = (x− an)pn−١(x)− bnpn−٢(x) (n ≥ ٢)

و p١(x) = x− a١ ،p٠(x) = ١ با

an = ⟨xpn−١, pn−١⟩/⟨pn−١, pn−١⟩

bn = ⟨xpn−١, pn−٢⟩/⟨pn−٢, pn−٢⟩
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نیست. صفر بنابراین و است n درجه تکین چندجمله�ای یک pn هر که است واضح فرمول�ها از برهان.
⟨pn, pi⟩ = ٠ که می�دهیم نشان n روی بر استقرا با حال نیست. صفر فرمول�ها کسر مخرج این�رو، از
a١ تعریف به ،n = ١ برای نداریم. اثبات برای چیزی ،n = ٠ برای .i = ٠,١, · · · , n − ١ ازای به

می�کنیم، توجه
⟨p١, p٠⟩ = ⟨(x− a١)p٠, p٠⟩ = ⟨xp٠, p٠⟩ − a١⟨p٠, p٠⟩ = ٠

آن�گاه .n ≥ ٢ آن در که است، معتبر n− ١ اندیس برای ما ادعای کنیم فرض حال

⟨pn, pn−١⟩ = ⟨xpn−١, pn−١⟩ − an⟨pn−١, pn−١⟩ − bn⟨pn−٢, pn−١⟩ = ٠

⟨pn, pn−٢⟩ = ⟨xpn−١, pn−٢⟩ − an⟨pn−١, pn−٢⟩ − bn⟨pn−٢, pn−٢⟩ = ٠

داریم: i = ٠,١, · · · , n− ٣ هر ازای به

⟨pn, pi⟩ = ⟨xpn−١, pi⟩ − an⟨pn−١, pi⟩ − bn⟨pn−٢, pn−i⟩

= ⟨pn−١, xpi⟩

= ⟨pn−١, pi+١ + ai+١pi + bi+١pi−١⟩ = ٠

بنویسیم آن به�جای باید ،i = ٠ اگر کردیم. استفاده xpi نمایش برای بازگشتی فرمول از گام، آخرین در
.xp٠ = p١ + a١p٠

pn که هستند خاصیت این دارای (٨.٢.٢) قضیه در شده توصیف pn چندجمله�ای�های .٩.٢.٢ قضیه
است. مینیمم ∥ pn ∥ آن برای که است n درجه تکین چندجمله�ای یک

شود. داده نمایش pn−
∑n−١

i=٠ cipi به�صورت می�تواند n درجه از تکین دلخواه چندجمله�ای یک برهان.
اگر بود خواهد مینیمم تابع این نرم

pn −
n−١∑
i=٠

cipi ⊥
∏
n−١

.pn ⊥
∏

n−١ زیرا می�شود برقرار (i مقادیر همه ازای (به ci = ٠ کردن اختیار با تعامد رابطه این

خانواده یک آن�گاه باشد، E داخلی ضرب فضای یک در یکه متعامد دستگاه یک [u١, u٢, · · · ] اگر
می�شوند: تعریف زیر معادله توسط ،pn تصویر، عملگر�های از

Pnf =
n∑
i=١

⟨f, ui⟩ui

هستند: زیر خواص دارای Pn عملگر�های .١٠.٢.٢ قضیه

می�نگارد. u١, u٢, · · · , un توسط آمده پدید Un زیرفضای یک به خطی به�طور را E ،Pn .i



٣١ مربعات کمترین نظریه تقریب: بهترین .٢.٢

.P ٢
n = Pn یعنی است، تصویر یک Pn هر .ii

.f − Pnf ⊥ Un که مفهوم این به است متعامد نگاشت یک Pn هر .iii

است. Un در f تقریب بهترین Pnf .iv

.⟨Pnf, g⟩ = ⟨f, Png⟩ است: خودالحاق Pn هر .v

کنید. مراجعه ([٣]) به برهان.

گرام ماتریس

یکه متعامد پایه�های از استفاده بدون مقدماتی روش یک با داخلی ضرب فضاهای در تقریب مسایل
تقریب بهترین بخواهیم اگر و باشد U زیرفضای برای پایه�ای {u١, u٢, · · · , un} اگر شوند. حل می�توانند

کنیم: عمل زیر طریق به می�توانیم کنیم، محاسبه U در f عنصر یک برای را
که است کافی و لازم ،(٣.٢.٢) قضیه بنابه باشد، f برای تقریب بهترین u ∈ U عنصر یک این�که برای
دادن قرار با ١ ≤ i ≤ n ازای به ⟨u− f, ui⟩ = ٠ که است آن معادل شرط یک باشد. u− f ⊥ U

می�آوریم: بدست را زیر شرط ،u =
∑n

j=١ cjuj
n∑
j=١

cj⟨uj, ui⟩ = ⟨f, ui⟩ (١ ≤ i ≤ n)

را c١, c٢, · · · , cn مجهول n و خطی معادله n دستگاه یک که هستند مساله برای نرمال معادلات این�ها
.Gij = ⟨ui, uj⟩ از عبارتند عناصرش می�شود، نامیده گرام ماتریس ضرایب ماتریس می�آورند. پدید

است. نامنفرد آن گرام ماتریس آن�گاه باشند، خطی مستقل [u١, u٢, · · · , un] اگر .١١.٢.٢ لم

بردارهای که بیابیم قسمی به B مانند n× nماتریس یک می�توانیم گرام�ـ�اشمیت فرآیند بنابر برهان.

vi =
n∑
s=١

Bisus

سپس دهند. تشکیل یکه متعامد مجموعه یک
σij = ⟨vi, vj⟩ = ⟨

∑
s

Bisus,
∑
r

Bjrur⟩ =
∑
s

∑
r

Bis⟨us, ur⟩BT
rj

است([٣]). نامنفرد G که می�دهد نتیجه این است. I = BGBT صورت به معادله این

شد بیان بالا در که تقریبی مساله است. غیرممکن نتیجه این از دیگری اثبات ارایه مقابل در مقاومت
جملات حسب بر نیز u بسط است. u منحصربه�فرد جواب یک دارای (٣.٢.٢) قضیه از بعد تذکر بنابر
مساله که می�دهد نتیجه این است. پایه هر ویژگی یک این زیرا است منحصربه�فرد ،u =

∑
ciui پایه،
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باید G ماتریس است، برقرار f هر برای این چون دارد. (c١, c٢, · · · , cn) منحصربه�فرد جواب یک ما
باشد. نامنفرد

اصل در بنابراین، دارند. یکتا جواب یک نرمال معادلات که می�دهد اطمینان ما به (١١.٢.٢) لم
ماتریس وضعیت عدد عمل در شود. استفاده تقریب مساله حل برای می�تواند U زیرفضای برای پایه هر
می�باشد uj(x) = xj−١ توابع برای گرام ماتریس ،([٣]) هیلبرت ماتریس شود. گرفته درنظر باید گرام
وضعیت، نقطه�نظر از می�شود. استفاده ⟨f, h⟩ =

∫ ١
٠ f(x)g(x)dx داخلی ضرب از که هنگامی به

همانی ماتریس�های آن�ها گرام ماتریس�های زیرا هستند یکه متعامد پایه�های پایه�ها، رضایت�بخش�ترین
می�باشند.

خطی معادلات جواب ١.٢.٢

: اینصورت در می�گیریم، نظر در را Am×nx = b دستگاه

است ممکن یا ندارد جواب دستگاه یا حالت این در می�نامیم. زبر�معین را دستگاه ،m > n اگر .١
باشد. فرد به منحصر جوابش

دستگاه A بودن پذیر معکوس فرض با حالت این در می�نامیم. معین را دستگاه ،m = n اگر .٢
دارد. جواب یک فقط

rank(A | b) = rank(A) فرض= با حالت این در می�نامیم. زیر�معین را دستگاه ،m < n اگر .٣
دارد. جواب نهایت بی دستگاه ،m

معین زبر دستگاههای خطی: معادلات مربعات کمترین جواب ٢.٢.٢

می�کنیم. بررسی است ناسازگار کلی حالت در دستگاه این بگیرید. نظر در را Ax = b زبر�معین دستگاه
یعنی باشد. حداقل Ax و b فاصله بطوریکه است X مانند برداری یافتن دستگاه، حل از هدف

min
x

||b− Ax||٢٢.

b − Ax که کنیم محاسبه طوری را x باید نتیجه در هستیم. R(A) در برداری دنبال به منظور این به
آن در که باشد R(A) بر عمود

R(A) = {Ay | y ∈ Rn} = {A ستونهای خطی ترکیب }

ماتریس j ستون Aj ) باشد: عمود Aماتریس ستونهای تمام به b−Ax که می�خواهیم ای x بنابراین
( است A

ATj (b− Ax) = ٠ j = ١, · · · , n⇐⇒ AT (b− Ax) = ٠ ⇐⇒ ATAx = AT b.

می�گردد. تقریب بهترین جواب به منجر نرمال معادلات حل پس
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معین زیر دستگاههای خطی: معادلات مربعات کمترین جواب ٣.٢.٢

جواب بی�نهایت دستگاه این کلی حالت در بگیرید. نظر در را Ax = b زیر�معین دستگاه .١٢.٢.٢ قضیه
در z و می�باشد دستگاه برای خاص جواب یک y که می�باشد x = y + z بصورت آن جواب هر و دارد

می�کند. صدق Az = ٠ رابطه

کنید. حساب را Ax است کافی برهان.
Ax = A(y + z) = Ay + Az = Ay = b.

داریم: اینصورت در باشد، Ax = b دستگاه برای جواب یک x̄ کنید فرض عکس حالت برای
x̄ = y + (x̄− y) = y + z,

: داریم و می�کند صدق Az = ٠ دستگاه در z کنیم ثابت است کافی حال . z = x̄− y آن در که
Az = A(x̄− y) = Ax̄− Ay = b− b = ٠.

می�کنیم: تعریف زیر رابصورت A هسته
N (A) = {z ∈ Rn | Az = ٠}

کمترین جواب است. اقلیدسی طول کمترین دارای که است مد�نظر جوابی زیر�معین دستگاههای مورد در
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شود: حل زیر بصورت مساله باید بنابراین طول. کوتاهترین با جواب یعنی مربعات
min ∥ x ∥٢٢

subject to Ax = b.

x ∈ N (A)⊥ (یعنی باشد. عمود N (A) بر Ax = b باید زیر�معین دستگاه جواب آوردن بدست برای
x = AT t ، t برخی ازای به یعنی باشد، x ∈ R(AT ) باید بنابراین . N (A)⊥ = R(AT ) طرفی از (

داریم: آوریم. بدست را t است کافی x آوردن بدست برای نتیجه در است.
b = Ax = AAT t =⇒ t = AT (AAT )−١b

است. x = AT (AAT )−١b بصورت معین زیر حالت برای مربعات کمترین جواب بنابراین

چبیشف تقریب:نظریه بهترین ٣.٢

فضای یک روی بر شده تعریف پیوسته مقدار حقیقی توابع همه از C(X) فضای با بخش این در
است مایل که ای خواننده باشد. فشرده هاسدورف فضای X می�کنیم فرض می�کنیم. کار X توپولوژیک
در کراندار و بسته مجموعه یک را X است ممکن کند خودداری کلی توپولوژیکی درباره ملاحظاتی از

بگیرد. نظر در R در [a, b] بازه یک مثال بعنوان - Rk حقیقی فضای
زیر صورت به را نرم اگر ،( باناخ فضای یک حقیقت در ) می�شود نرمدار فضای یک C(X) فضای

کنیم تعریف
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∥ f ∥= max
x∈X

| f(x) |

می�گیرد. قرار استفاده مورد بخش این سر�تا��سر در نرم این

یک و C(X) از f عنصر یک است. زیر بصورت �C(X) فضای در تقریب بهترین مهم مسأله یک
اینرو از بزنیم. تقریب G عنصر یک با را f می�خواهیم مفروضند، C(X) در G متناهی بعد با زیرفضا

می�کنیم: تعریف

d(f,G) = inf
g∈G

∥ f − g ∥

که قسمی به دارد وجود g ∈ G عنصر یک یعنی دارد- وجود تقریب بهترین آیا که می�کنیم سوال و

∥ f − g ∥= d(f,G)

تقریبها بهترین سازی مشخص ١.٣.٢

می�کنیم. ملاحظه را زیر لم مطلب شدن روشن برای تقریبها بهترین سازی مشخص به پرداختن از قبل

معادلند: زیر خواص ، g ∈ G عنصر یک برای .١.٣.٢ لم

است. f برای تقریب بهترین یک g .١

است. f − g برای تقریب بهترین یک ٠ .٢

داریم h ∈ G هر ازای به آنگاه باشد، درست (١) اگر برهان.
∥ f − g ∥⩽∥ f − g − h ∥

نامساوی آنگاه باشد، درست (٢) اگر برعکس باشد. f−g تقریب بهترین یک صفر که می�کند ایجاب این
می�باشد. درست (١)، باشد) G از عنصری می�تواند g+h (چون و است برقرار h ∈ G هر ازای به قبلی
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یعنی می�باشد، G در تقریب بهترین دارای C(X) از f عنصر کدام که بفهمیم نیازمندیم واقعا بنابراین
تعریف زیر بصورت را بحرانی مجموعه f ∈ C(X) برای است. ∥ f ∥= d(f,G) خاصیت دارای

می�کنیم:
crit(f) = {x ∈ X :| f(x) |=∥ f ∥}

معادلند. زیر خواص C(X) در G زیر�فضای یک و f عنصر یک برای .٢.٣.٢ قضیه

∥f∥ = d(f,G) .١

نیست. crit(f)در f علامت همان دارای G از عنصری هیچ .٢

داریم: ،g ∈ G مانند عنصری ازای به پس باشد. نا�درست (١) که کنید فرض برهان.
∥f − g∥ <∥ f ∥

داریم: و σ(x) = sgnf(x) می�دهیم قرار x ∈ crit(f) ازای به

σ(x)[f(x)− g(x)] ⩽| f(x)− g(x) |⩽∥ f ∥=| f(x) |= σ(x)f(x)

دارد. crit(f) روی بر را f(x) علامت همان g(x) و σ(x)g(x) > ٠ بنابراین،
باشد. crit(f)برقرار روی بر g(x)f(x) > ٠ کنید فرض باشد. نادرست (٢) می�کنیم فرض اکنون
است فشرده مجموعه یک crit(f) چون . ∥ g ∥= ١ که می�کنیم فرض قضیه کلیت از شدن کاسته بدون
crit(f)برقرار روی بر g(x)f(x) > ε که قسمی به دارد وجود مثبت ε است، پیوسته تابع یک gf و

دهید قرار باشد.

℘ = {x ∈ X : g(x)f(x) > ε}

crit(f) از متمایز فشرده مجموعه یک آن مکمل است. crit(f) شامل باز مجموعه یک ℘ پس
اینرو از است.

ρ ≡ max{| f(x) |: x ∈ X \ ℘} <∥ f ∥

شوند. انتخاب متوالی بطور باید λ ضرایب آن در که بزنیم، تقریب λg توسط را f می�کنیم سعی اکنون
باشد: برقرار ای نقطه زیر نامساوی که مایلیم ℘ داخل نقاط برای ابتدا، است. نیاز مورد چیزی چه ببینیم

(f − λg)٢ = f٢ − ٢λgf + λ٢g٢ ⩽∥ f ∥٢ −٢λε+ λ٢ =∥ f ∥٢ −λ(٢ε− λ) <∥ f ∥٢

نقاطی یعنی - نقاط سایر برای اگر بود. خواهد درست رابطه این می�شود، بررسی سادگی به گونه همان
باشیم داشته می�خواهیم باشد. درست دارند، قرار X \ ℘ در که
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| f − λg |≤| f | +λ | g |≤ ρ+ λ <∥ f ∥

شود انتخاب درست λ اگر بنابراین . ٠ < λ <∥ f ∥ −ρ اگر عبارت این

∥ f − λg ∥<∥ f ∥

است. نادرست (١) که می�دهد نشان این و

آوریم. می دست به را بعدی نتیجه ، قضیه(٢.٣.٢) و (١.٣.٢) لم از استفاده با

G از عنصری g∗ و C(X) از زیر�فضایی G ، C(X) از عنصری f کنید فرض ([٣]) .٣.٣.٢ نتیجه
در G در ای g عنصر هیچ که است کافی و لازم باشد، G در f تقریب بهترین g∗ اینکه برای باشند.
صدق {x :| f(x) − g∗(x) |=∥ f − g∗ ∥} مجموعه روی بر g(x)[f(x) − g∗(x)] > ٠ نامساوی

نکند.

کافی و لازم باشد، f ∈ C[a, b] برای تقریب بهترین g ∈ Π١ عنصر یک اینکه برای .۴.٣.٢ نتیجه
اختیار متفاوت علامت با را ± ∥ f −g ∥ مقدار [a, b] بازه از نقطه سه در حداقل (f −g) تابع که است

کند.

عنصری هیچ که است این مشخصه خاصیت ، f − g مورد در (٢.٣.٢) قضیه گیری کار به با برهان.
در نقطه سه لااقل باشد. داشته crit(f − g) روی بر را f − g علامت همان نمی�تواند g ∈ Π١ از
اینصورت غیر در زیرا باشند متفاوت علامتهای دارای f−g مقادیر آنها در که شود یافت باید crit(f−g)
f(x)− g(x) =∥ f − g ∥ رابطه در صادق نقاط که قسمی به شود یافت [a, b] در ξ نقطه یک بایست
باشند. آن دیگر طرف در f(x)− g(x) = − ∥ f − g ∥ رابطه در صادق نقاط و بوده ξ طرف یک در
روی بر f − g علامت همان دارای که داشت خواهد وجود می�شود صفر ξ در که خطی تابع یک پس

بود. خواهد crit(f − g)

به منحصر نقطه یک شامل K آنگاه باشد. Rn در بسته و محدب مجموعه�ای K کنید فرض .۵.٣.٢ لم
هستند. معادل K در زیر خواص بعلاوه، است. نرم مینیمم با فرد

٠ ∈ K .١

. u ∈ K هر ازای به ⟨v, u⟩ > ٠ آن برای که دارد وجود v مانند برداری .٢
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که می�کنیم انتخاب گونه�ای به را uj ∈ K و ρ = inf{∥ u ∥: u ∈ K} کنید فرض برهان.
∥ uj ∥→ ρ.

می�دهد: نتیجه الاضلاع متوازی قانون زیرا است کوشی دنباله یک [uj] دنباله

∥ ui − uj ∥٢= ٢ ∥ ui ∥٢ +٢ ∥ uj ∥٢ − ∥ ui + uj ∥٢ (٢.٢)

=٢ ∥ ui ∥٢ +٢ ∥ uj ∥٢ −۴ ∥ (ui + uj)⧸٢ ∥٢ (٣.٢)

⩽٢ ∥ ui ∥٢ + ∥ uj ∥٢ −۴ρ٢ (۴.٢)

−→ ٢ρ٢ + ٢ρ٢ − ۴ρ٢ = ٠

است. بسته K زیرا u ∈ K پس .uj → u مثلا همگراست. کوشی دنباله هر است کامل فضا، چون
و u اگر می�شود: ثابت بالا نظیر استدلالی با بودن فرد به منحصر . ∥ u ∥= ρ پیوستگی بنابر همچنین

آنگاه باشند، K در ρ نرم با عنصر دو u′

∥ u− u
′ ∥٢≤ ٢ ∥ u ∥٢ +٢ ∥ u′ ∥٢ −۴ρ٢ = ٠

می�شود. نتیجه فورا (١) آنگاه باشد، درست (٢) اگر
برای می�گیریم. نظر در K در نرم کمترین با نقطه�ای را v باشد، درست کنید(١) عکس،فرض حالت برای

داریم: θ ∈ (٠,١) و دلخواه و u ∈ K

٠ ≤∥ θu+ (١− θ)v ∥٢ − ∥ v ∥٢= θ٢ ∥ u− v ∥٢ +٢θ⟨u− v, v⟩

که می�دهد نشان این و
٠ ≤ θ ∥ u− v ∥٢ +٢⟨u− v, v⟩

⟨v, u⟩ ≥ ⟨v, v⟩ > ٠ حالیکه در ،⟨u− v, v⟩ ≥ ٠ که می�گیریم نتیجه ، θ ↓ ٠ دادن اجازه با

S محدب پوسته نقطه هر باشد، بعدی n خطی فضای از زیرمجموعه�ای S کنید فرض .۶.٣.٢ قضیه
Sاست. نقطه (n+ ١) حداکثر از محدب ترکیب

که می�کنیم فرض قضیه کلیت از کاستن باشد.بدون S محدب پوسته از نقطه یک P کنید فرض برهان.
داریم پس باشد. صفر P

Σk
i=١θiui = ٠

صفر از کمینه�ای نمایش چنین که کنیم فرض می�توانیم Σk
i=١θi = ١. ،. ui ∈ S و مناسب θi > ٠ بازای

i = ١, · · · , k ازای به θi > ٠ می�شود نتیجه باشد). کوچک ممکن حد تا K یعنی ) باشد شده انتخاب
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نابدیهی خطی وابستگی یک آنگاه ، k > n + ١ اگر می�شود. تمام اثبات ، k ≤ n + ١ اگر
. λ١ = ٠ می�دهیم قرار می�آوریم. بدست را Σk

i=٢λiui = ٠
داریم t حقیقی اعداد همه�ی ازای به که می�کنیم ملاحظه

Σk
i=١(θi + tλ١)ui = ٠

کنید فرض
ϕ(t) = min

١≤i≤k
(θi + tλi)

که دارد وجود خاص t٠ یک اینرو از . ϕ(t) < ٠ ای، t ازای به . ϕ(٠) > ٠ و است پیوسته ϕ تابع
داریم ، θ′

i = θi + t٠λi دادن قرار با . ϕ(t٠) = ٠ آن برای
min θ

′

i = ٠, θi ⩾ ٠, θ′

١ = θ١ > ٠

ترکیب صورت به را ، Σθ′
i بر تقسیم با است. θ′

i = ٠ دارای جمله یک Σk
i=١θ

′
iui بسط در اینرو از

است. متناقض K بودن کمینه با این و می�کنیم، بیان S عنصر k − ١ از محدب

است. فشرده نرمدار، خطی فضای در فشرده مجموعه یک محدب پوسته .٧.٣.٢ لم

تمام از متشکل V مجموعه باشد. X بعدی n فضای یک در فشرده مجموعه�ای S کنید فرض برهان.
بگیرید نظر در را زیر های تایی (٢n+ ٢)

v ≡ (θ٠, θ١, · · · , θn, u٠, u١, · · · , un),

. Σn
i=٠θi = ١ و θi ≥ ٠ ،ui ∈ S ، θi ∈ R آن در که

بعد دارای فضا این می�باشند. Rn+١ ×X ×X · · · ×X در نقاطی ها تایی (٢n+ ٢) این
n+ ١+ (n+ ١)n = (n+ ٢(١

f(v) = Σn
i=٠θiui صورت به را f(v) است. فشرده V اینرو از است، کراندار و بسته V مجموعه و است

می�نگارد. co(S) توی به را V ،f پس می�کنیم. تعریف
یک پیوسته تصویر چون هست. نیز پیوسته تابع این است. روی) (به پوشا f ، (۶.٣.٢) قضیه بنابر

است. فشرده co(S) که گیریم می نتیجه است، فشرده فشرده، مجموعه

معادلند: زیر خواص ، Rn در S فشرده مجموعه یک ازای به .٨.٣.٢ قضیه

⟨v, u⟩ > ٠. که قسمی به دارد وجود ای v ،u ∈ S تمام برای .١

ندارد. قرار S محدب پوسته در ٠ .٢
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ازای به . Σk
i=١θiui = ٠ بنویسیم می�توانیم باشد، نادرست (٢) می�کنیم فرض (١) =⇒ (٢) برهان.

: داریم ، v ∈ Rn هر ازای به . ui ∈ S و مناسب θi > ٠
٠ = ⟨v,٠⟩ = Σk

i=١θi⟨v, ui⟩

است. نادرست (١) اینرو از باشند. مثبت نمی�تواند ⟨v, ui⟩ اعداد همه�ی است واضح
استفاده با و است فشرده co(S) ، (٧.٣.٢) لم بنابر باشد. درست (٢) کنید فرض ، عکس حالت برای

است. درست (١) که می�گیریم نتیجه (۵.٣.٢) لم از

خطی معادلات چبیشف جواب ۴.٢

و σi = sgn(Ax− b)i, b ∈ Rm, x ∈ Rn و باشد m× n ماتریسی A کنید فرض .١.۴.٢ نتیجه
I = {i :| (Ax− b)i |=∥ Ax− b ∥∞}

مجموعه محدب پوسته در ٠ که است کافی و لازم کند مینیمم را ∥ Ax − b ∥∞ نرم x اینکه برای
می�دهد. نمایش را A ام i سطر Ai آن در که گیرد، قرار {σiAi : i ∈ I}

حد�ممکن تا که A ستونهای از خطی ترکیب یک ∥ Ax − b ∥∞ سازی مینیمم جستجوی در برهان.
T = مجموعه بر توابعی عنوان به را ستونی بردار�های همه می�کنیم. جستجو باشد، نزدیک b به
فضای تقریبها از G زیر�فضای و بوده b می�شود زده تقریب که عنصری کنیم. می تعبیر {١,٢, · · · ,m}
σi علامت G از عنصری هیچ که حقیقت این با x جواب ، (٢.٣.٢) قضیه بنابر می�باشد. A ستونی
زیرا است. ناسازگار i ∈ I ، σi(Av)i دستگاه ، معادل طور به می�شود. مشخص ندارد، I بر را
یعنی می�دهد، ارائه معادلی شرط ، (٨.٣.٢) قضیه شود. نوشته ⟨σiAi, v⟩ > ٠ صورت به می�تواند

. ٠ ∈ co{σiAi : i ∈ I}



٣ فصل

یک وسیله به زبر�معین �خطی دستگاه�های حل
عصبی شبکه مدل

مقدمه ١.٣

شبکه مدل بخش این در می�دهیم. ارائه قبل فصل تقریب بهترین مساله برای حلی راه بخش این در
دستگاه را دستگاه این باشد، طویل Aماتریس که می�دهیم ارائه خطی معادلات دستگاههای برای عصبی
هستیم. آن برای تقریبی جواب بدنبال ما و ندارند جواب معمولا که می�گویند زبر�معین خطی معادلات
و مقدماتی سطری اعمال مانند است شده پیشنهاد دستگاه�ها این حل برای گوناگونی روشهای تاکنون
است. شده بیان مختلف مقالات در نیز متعددی روشهای و عددی آنالیز کتابهای در LR و QR روشهای

· · · و لاگمن مقاله در ILC روش

زبر�معین دستگاههای ١.١.٣

بگیرید. نظر در را زیر خطی معادلات دستگاه

Ax = b (١.٣)

این اوقات بیشتر گوییم. می ١زبر�معین را دستگاه باشد، نداشته وجود (١.٣) دستگاه برای جوابی اگر
خطی) مستقل ستون�های (با باشد. طویل A ماتریس که افتد می اتفاق وقتی حالت

١Overdetermined



۴٢ عصبی شبکه مدل یک وسیله به زبر�معین �خطی دستگاه�های حل .٣

می�کنیم: مینیمم را خطا مقدار اینحالت در معمولا
J (x) = ||b− Ax||٢٢.

داریم: J (x) بسط

J (x) =(b− Ax)T (b− Ax) (٢.٣)

=bT b− bTAx− xTAT b+ xTATAx (٣.٣)

=bT b− ٢bTAx+ xTATAx (۴.٣)

داریم: J (x)از گیری مشتق با
∂

∂x
J (x) = −٢AT b+ ٢ATAx.

دهیم. می قرار صفر مساوی آنرا مشتق
∂

∂x
J (x) = ٠ =⇒ ATAx = AT b.

داریم: ATA بودن معکوس�پذیر فرض با

x = (ATA)−١AT b

با است برابر (١.٣) دستگاه مربعات کمترین جواب بنابراین
min
x

||b− Ax||٢٢ =⇒ x = (ATA)−١AT b.

عصبی شبکه مدل ٢.٣

آمد، بوجود محاسباتی پیچیدگی و گرفتن معکوس مشکلات x = (ATA)−١AT bآوردن بدست برای
می�کنیم. استفاده عصبی شبکه از آن حل برای خاطر این به بزرگتر. بعد با ماتریس�های برای بخصوص

می�گیریم: نظر در را زیر دوم درجه برنامه�ریزی مساله ابتدا

min
x

J (x) = ||b− Ax||٢٢. (۵.٣)

کاروش-کان-تاکر شرایط در x∗ اگر فقط و اگر �است (۵.٣) بهینه یکجواب ، x∗ ∈ Rn [١٩] به توجه با
کند: صدق زیر

ATAx = AT b

می�گویند. کاروش-کان-تاکر نقطه را x∗



۴٣ پایداری تحلیل .٣.٣

است. محدب J (x) = ||b− Ax||٢٢ تابع .٢.٢.٣ قضیه

است. محدب J (x) لذا است. مثبت معین و ٢ATA با است برابر J (x) هسین ماتریس برهان.

x∗ اگر تنها و اگر است (۵.٣) بهینه جواب x∗ ،[١٩] کتاب قضیه بنابر است محدب J (x) چون
باشد. (۵.٣) برای کاروش-کان-تاکر نقطه

پیوسته زمان دینامیکی سیستم یک ساختن هدف باشند، زمان به وابسته متغیرهای x(.) کنید فرض
دینامیکی معادله از (۵.٣) حل برای می�کند. صدق (۵.٣) مساله کاروش-کان-تاکر شرایط در که است

می�کنیم: استفاده زیر صورت به

dx

dt
= −(ATAx− AT b), (۶.٣)

فرضکنید می�کنیم. تعریف (۵.٣) بهینه نقاط مجموعه�ی بعنوان ∗Dرا . x ∈ IRn+l و x٠ آغازین نقطه با

ψ(x) = ATAx− AT b . (٧.٣)

می�شود: نوشته زیر بصورت (۶.٣) عصبی شبکه بنابراین

dx

dt
= τψ(x), (٨.٣)

x(t٠) = x٠, (٩.٣)

است. عصبی شبکه همگرایی نرخ کننده بیان پارامتر τ آن در که

پایداری تحلیل ٣.٣

می�گردد. بررسی (٩.٣) و (٨.٣) عصبی شبکه مدل همگرایی و پایداری قسمت این در

یک x∗ صورت این در باشد، (٨.٣) و (٩.٣) عصبی شبکه تعادل نقطه�ی x∗ کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
(۵.٣) بهینه�ی جواب یک x∗ ∈ Rn اگر برعکس، است. (۵.٣) مساله�ی برای کاروش-کان-تاکر نقطه

باشد. (٨.٣) و (٩.٣) مدل تعادل نقطه�ی x∗ باشد،



۴۴ عصبی شبکه مدل یک وسیله به زبر�معین �خطی دستگاه�های حل .٣

نتیجه در ، dx∗

dt
= ٠ آنگاه است. (٨.٣) و عصبی(٩.٣) شبکه�ی تعادل نقطه�ی x∗ کنید فرض برهان.

داریم:

ATAx∗ − AT b = ٠. (١٠.٣)

می�کند. صدق کاروش-کان-تاکر شرایط در x∗ که است واضح اخیر رابطه از
است. واضح آن برعکس اثبات

منحصر پیوسته جواب یک (٨.٣) و (٩.٣) سیستم در x(t٠) دلخواه اولیه نقطه�ی هر برای .٢.٣.٣ لم
دارد. وجود x(t) برای بفرد

در جواب یکتایی قضیه طبق بر .([٣]) است موضعی لیپ�شیتز پیوسته�ی ATAx− AT b تابع برهان.
فرد به منحصر پیوسته جواب دارای (٨.٣) و (٩.٣) عصبی شبکه�ی ،[١۵] معمولی دیفرانسیل معادلات

است. τ → ∞ که τ > t٠ برای x(t), t ∈ [t٠, τ)

ψ نگاشت ∇ψ(x) ژاکوبین ماتریس سپس باشد. کامل رتبه�ی A ∈ Rm×n کنید فرض .٣.٣.٣ لم
است. منفی معین ماتریس یک (١٠.۴) در شده تعریف

که می�شود داده نشان ساده محاسبه یک با برهان.
∇ψ(x) = −ATA

می�کند. کامل را اثبات این و است منفی معین ∇ψ(y) ماتریس گرفت نتیجه میتوان آسانی به

که است x∗ به همگرا و است مجانبی پایدار (٨.٣) و (٩.٣) در شده ارائه شبکه�عصبی .۴.٣.٣ قضیه
است. (۵.۴) بهینه جواب x∗ آن در

بگیرید: نظر در را زیر لیاپانوف تابع برهان.

E(x) = ∥ψ(x)∥٢ + ١
٢∥x− x∗∥٢. (١١.٣)

داریم: (١٠.۴) به توجه با

dψ

dt
=
∂ψ

∂x

dx

dt
= ∇ψ(x)ψ(x).

بنابراین

dE(x(t))

dt
= (dψ

dt
)Tψ + ψT (dψ

dt
) + (x− x∗)T dx(t)

dt
(١٢.٣)

= ψT (∇ψ(x)T +∇ψ(x))ψ + (x− x∗)Tψ(x). (١٣.٣)



۴۵ پایداری تحلیل .٣.٣

داریم: (٣.۴.۴) لم کاربردن به با

ψT (x)(∇ψ(x)T +∇ψ(x))ψ(x) < ٠, ∀x ̸= x∗. (١۴.٣)

داریم (٢۴.٢.١) ولم تعریف(١٨.٢.١) از استفاده با

(x− x∗)T (ψ(x)− ψ(x∗)) = (x− x∗)Tψ(x) < ٠, ∀x ̸= x∗.

بنابراین

dE(x(t))

dt
< ٠. (١۵.٣)

چون ادامه در است، لیاپانوف مفهوم به سراسری پایدار (٨.٣) و (٩.٣) عصبی شبکه یعنی

E(y) ≥ ١
٢∥y − y∗∥٢, (١۶.٣)

دارد وجود زیر بصورت همگرا زیردنباله�ی یک
{x(tk)|t٠ < t١ < ... < tk < tk+١, tk → ∞ , k → ∞, }

می�کند صدق زیر رابطه در و limk→∞ x(tk) = x̄ بطوریکه
dE(y(t))

dt
= ٠.

ناوردای قضیه�ی از استفاده با است. {x(t)|t ≥ t٠}. از حدنقطه�ای -ω یک x̄ که می�دهد نشان این
K = {x(t) | dE(x(t))

dt
= ٠} در ناپذیر تغییر مجموعه بزرگترین M که {x(t) → M} داریم لازال

: داریم (٨.٣) و (٩.٣) از است.

dE(y(t))

dt
= ٠ ⇔ dx

dt
= ٠,

.M ⊆ K ⊆ D∗ که x̄ ∈ D∗ سپس
کنیم: می تعریف زیر بصورت دیگری لیاپانوف تابع (١۵.۴) در x∗ = x̄کردن جایگزین با

Ē(x) = ∥ψ(x)∥٢ + ١
٢∥x− x̄∥٢. (١٧.٣)

طرفی: از ، Ē(x̄) = ٠. و بوده مشتق�پذیر پیوسته بطور Ē(x) آنگاه

lim
k→∞

x(tk) = x̄

limk→∞ Ēx(tk) = Ēx̄ داریم: بنابراین



۴۶ عصبی شبکه مدل یک وسیله به زبر�معین �خطی دستگاه�های حل .٣

اینرو از
∀ϵ > ٠ ∃q > ٠ s.t. t ≥ tq : Ē(x(t)) < ϵ.

می�دهد ونتیجه می�آید بدست dĒ(x(t))
dt

≤ ٠ مشابه بطور

∀ t ≥ tq
١
٢∥x(t)− x̄∥٢ ≤ Ē(x(t)) ≤ ϵ.

(٩.٣) در شده ارائه عصبی شبکه نتیجه در limt→∞ x(t) = x̄ یا limt→∞ ∥x(t)− x̄∥ = ٠ بنابراین
است. (۵.٣) بهینه جواب x̄ و است سراسری همگرای x̄تعادل نقطه به (٨.٣) و

پایدار ،(۵.٣) مسأله حل برای (٨.٣)-(٩.٣) عصبی شبکه آنگاه ، D∗ = {x∗} اگر .۵.٣.٣ نتیجه
می�باشد. x∗ تعادل نقطه به مجانبی

عددی مثال�های ۴.٣

آن در که بگیرید نظر در را (١.٣) زبر�معین دستگاه .١.۴.٣ مثال

A =


١ ١
١ ١
٠ ١

 , b =

١
٢
٣

 ,
با است برابر دستگاه مربعات کمترین جواب

x =

[
٣

−١٫ ۵

]
.

واضح دهد. می نشان را شروع نقطه ١٠ با (٩.٣) و (٨.٣) عصبی شبکه از گذرا رفتار (١.٣) شکل
شدند. همگرا دستگاه مربعات کمترین جواب به مسیرها که است



۴٧ عددی مثال�های .۴.٣
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(١.۴.٣) مثال حل برای (٨.٣) و (٩.٣) عصبی شبکه از گذرا رفتار :١.٣ شکل



۴ فصل

یک وسیله به زیرمعین خطی دستگاه�های حل
عصبی شبکه مدل

مقدمه ١.۴

خطی معادلات دستگاه در که حالتی ما نظر مورد تقریب بهترین مساله برای حلی راه نیز بخش این در
ارائه قبل فصل تقریب بهترین مساله برای حلی راه بخش این در باشد. عریض A ماتریس Ax = b

ما و دارند جواب بینهایت معمولا که می�گویند زیر�معین خطی معادلات دستگاه را دستگاه این می�دهیم.
معادلات دستگاههای برای عصبی شبکه مدل بخش این در هستیم. آن برای نرم کمترین جواب بدنبال
است شده پیشنهاد دستگاه�ها این حل برای گوناگونی روشهای تاکنون می�دهیم. ارائه نظر مورد خطی
در نیز متعددی روشهای و عددی آنالیز کتابهای در LR و QR روشهای و مقدماتی سطری اعمال مانند

· · · و لاگمن مقاله در ILC روش است. شده بیان مختلف مقالات

زیرمعین دستگاههای ٢.۴

بگیرید. نظر در را زیر خطی معادلات دستگاه

Ax = b (١.۴)

بیشتر حالت این گوییم. می ١زیر�معین را دستگاه باشد، داشته وجود دستگاه این برای جواب بینهایت اگر
باشد. خطی مستقل ستون�های با عریض Aماتریس که افتد می اتفاق وقتی اوقات

١underdetermined

۴٨



۴٩ عصبی شبکه مدل .٣.۴

کنیم. می حساب زیر بصورت نرم کمترین با را x جواب اینحالت در معمولا
min
x

J (x) = ||x||٢٢

subject to Ax = b.

می�کنیم: تعریف زیر بصورت را لاگرانژ تابع
L(x,M) = ||x||٢٢ +MT (b− Ax).

با است برابر لاگرانژ تابع مشتقات
∂

∂x
L(x) = ٢x− ATM.

∂

∂M
L(x) = b− Ax.

داریم: مشتقات دادن قرار صفر مساوی با

x =
١
٢A

TM. (٢.۴)

b =Ax. (٣.۴)

داریم: (٣.۴) در (٢.۴) جایگذاری با

b =
١
٢AA

TM

نتیجه در باشد، معکوس�پذیر AAT می�کنیم فرض

M = ٢(AAT )−١b (۴.۴)

.x = AT (AAT )−١b با است برابر (١.۴) دستگاه نرم کمترین جواب (٢.۴) در (۴.۴) جایگذاری با
که است واضح

Ax = A(AT (AAT )−١b) = (AAT )(AAT )−١b = b.

عصبی شبکه مدل ٣.۴

آمد، بوجود محاسباتی پیچیدگی و گرفتن معکوس مشکلات x = (ATA)−١AT bآوردن بدست برای
استفاده عصبی شبکه مدل یک از آن حل برای خاطر این به بالاتر. بعد با ماتریس�های برای بخصوص

می�کنیم.
می�گیریم: نظر در را زیر دوم درجه برنامه�ریزی مساله ابتدا

min
x

J (x) = ||x||٢٢ (۵.۴)

subject to Ax = b (۶.۴)



۵٠ عصبی شبکه مدل یک وسیله به زیرمعین خطی دستگاه�های حل .۴

باشد موجود v∗ ∈ Rl اگر فقط و اگر �است (۵.۴)-(۶.۴) بهینه جواب یک x∗ ∈ Rn [١٩] به توجه با
کند: صدق زیر کاروش-کان-تاکر شرایط در (x∗T , v∗T )T }که

٢x+ ATv = ٠,
b = Ax.

(٧.۴)

می�شود. نامیده x∗ با متناظر لاگرانژ ضریب v∗ و است کاروش-کان-تاکر نقطه x∗

است. محدب J (x) تابع .٢.٣.۴ قضیه

است. محدب J (x) لذا است. مثبت معین و ٢I با است برابر J (x) هسین ماتریس برهان.

تنها و اگر است (۵.۴) و (۶.۴) بهینه جواب x∗ ، کتاب[١٩] قضیه بنابر است محدب J (x) چون
باشد. (۵.۴) و (۶.۴) برای کاروش-کان-تاکر نقطه x∗ اگر

زمان با دینامیکی سیستم یک ساختن هدف باشند، زمان به وابسته متغیرهای v(.), x(.) کنید فرض
و (۶.۴) حل برای می�کند. صدق (۵.۴) و (۶.۴) مساله کاروش-کان-تاکر شرایط در که است پیوسته

می�کنیم: استفاده زیر بصورت دینامیکی معادله از ، (۵.۴)

dx

dt
= −

(
٢x+ ATv

)
, (٨.۴)

dv

dt
= b− Ax, (٩.۴)

(۶.۴) بهینه نقاط مجموعه�ی بعنوان را D∗ و y = (xT , vT )T ∈ IRn+l و (xT٠ , vT٠ )T آغازین نقطه با
کنید فرض . می�کنیم تعریف (۵.۴) و

ψ(y) =

[
−
(
٢x+ ATv

)
b− Ax

]
. (١٠.۴)

می�شود: نوشته زیر بصورت (٨.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه بنابراین

dy

dt
= τψ(y), (١١.۴)

y(t٠) = y٠. (١٢.۴)

است. عصبی شبکه مدل همگرایی نرخ کننده بیان پارامتر τ > ٠ آن در که



۵١ پایداری تحلیل .۴.۴

پایداری تحلیل ۴.۴

می�دهیم. قرار بررسی مورد را (٨.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه پایداری و همگرایی بخش این در

در باشد، (٨.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه تعادل نقطه�ی y∗ = (x∗T , v∗T )T کنید فرض .١.۴.۴ قضیه
اگر برعکس، است. (۵.۴) و (۶.۴) مساله�ی برای کاروش-کان-تاکر شرایط نقطه یک x∗ صورت این
y∗ = (x∗T , v∗T )T که طوری به دارد وجود v∗ ∈ Rl باشد، (۵.۴) و (۶.۴) بهینه�ی یکجواب x∗ ∈ Rn

است. (٨.۴) و (٩.۴) در عصبی شبکه�ی تعادل نقطه�ی

سپس باشد. (٨.۴) و عصبی(۴.٩) شبکه�ی تعادل نقطه�ی y∗ = (x∗T , v∗T )T کنید فرض برهان.
یعنی: ، dx∗

dt
= dv∗

dt
= ٠

٢x∗ + ATv∗ = ٠, (١٣.۴)

Ax∗ − b = ٠. (١۴.۴)

می�کند. صدق کاروش-کان-تاکر شرایط در y∗ = (x∗T , v∗T )T که است واضح (١٣.۴)-(١۴.۴) از
است. برقرار بوضوح نیز آن عکس

یک (٨.۴)-(٩.۴) سیستم در y(t٠) = (x(t٠)
T , v(t٠)

T )T دلخواه اولیه نقطه�ی هر برای .٢.۴.۴ لم
دارد. وجود y(t) = (x(t)T , v(t)T )T فرد به منحصر پیوسته جواب

یکتایی قضیه مطابق هستند. موضعی لیپ�شیتز پیوسته�ی Ax − b و ٢x + ATv اینکه بدلیل برهان.
منحصر پیوسته جواب یک (٨.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه�ی ،[١۵] معمولی دیفرانسیل معادلات در جواب

دارد. τ → ∞ که τ > t٠ برای y(t), t ∈ [t٠, τ) فرد به

تعریف ψ نگاشت ∇ψ(y) ژاکوبین ماتریس سپس باشد. کامل رتبه�ی A ∈ Rm×n فرض .٣.۴.۴ لم
است. منفی نیمه�معین ماتریس یک (١٠.۴) در شده

که می�شود داده نشان ساده محاسبه یک با برهان.

∇ψ(y) =

[
−٢I −AT

A Ol×l

]
.

می�کند. کامل را اثبات این و است منفی نیمه�معین ∇ψ(y) ماتریس گرفت نتیجه میتوان آسانی به

y∗ = به همگرا و است مجانبی پایدار (٨.۴) و (٩.۴) در شده ارائه شبکه�عصبی .۴.۴.۴ قضیه
است. (۵.۴) و (۶.۴) بهینه جواب x∗ که است (x∗T , v∗T )T ,



۵٢ عصبی شبکه مدل یک وسیله به زیرمعین خطی دستگاه�های حل .۴

بگیرید: نظر در را زیر لیاپانوف تابع برهان.

E(y) = ∥ψ(y)∥٢ + ١
٢∥y − y∗∥٢. (١۵.۴)

داریم به(۴.١٠) توجه با

dψ

dt
=
∂ψ

∂y

dy

dt
= ∇ψ(y)ψ(y).

آنگاه
dE(y(t))

dt
= (dψ

dt
)Tψ + ψT (dψ

dt
) + (y − y∗)T dy(t)

dt
(١۶.۴)

= ψT (∇ψ(y)T +∇ψ(y))ψ + (y − y∗)Tψ(y). (١٧.۴)

داریم: (٣.۴.۴) لم کاربردن به با

ψT (y)(∇ψ(y)T +∇ψ(y))ψ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗. (١٨.۴)

داریم: (٢۴.٢.١) لم و تعریف(١٨.٢.١) از استفاده با

(y − y∗)T (ψ(y)− ψ(y∗)) = (y − y∗)Tψ(y) ≤ ٠, ∀y ̸= y∗.

نتیجه در

dE(y(t))

dt
≤ ٠. (١٩.۴)

چون است، مجانبی پایدار (٨.۴) و (٩.۴) عصبی شبکه که است معنی این به

E(y) ≥ ١
٢∥y − y∗∥٢, (٢٠.۴)

دارد وجود زیر بصورت همگرا زیردنباله�ی یک
{(x(tk)T , v(tk)T )T |t٠ < t١ < ... < tk < tk+١, tk → ∞ , k → ∞},

(x̄T v̄T )T آن در که limk→∞(x(tk)
T , v(tk)

T )T = (x̄T , v̄T )T بطوریکه
dE(y(t))

dt
= ٠,

قضیه�ی از استفاده با {(x(t)T , v(t)T )T |t ≥ t٠}. حدنقطه�ای -ωیک (x̄T , v̄T )T که می�دهد نشان این
در ناپذیر تغییر مجموعه Mبزرگترین که x(t)T)}دارد , v(t)T )T →M}, مجموعه�ی یک لازال ناوردای

که می�شود داده نشان (٨.۴) و (٩.۴) از K = {(x(t)T , v(t)T )T |dE(y(t))
dt

= ٠}.

dx

dt
= ٠, dv

dt
= ٠ ⇔ dE(y(t))

dt
= ٠



۵٣ عددی های مثال .۵.۴

.M ⊆ K ⊆ D∗ که (x̄T , v̄T )T ∈ D∗ سپس
کنیم: می تعریف زیر بصورت دیگری لیاپانوف تابع (١۵.۴) در v∗ = v̄و x∗ = x̄ کردن جایگزین با

Ē(y) = ∥ψ(y)∥٢ + ١
٢∥y − ȳ∥٢. (٢١.۴)

: که شود توجه Ē(ȳ) = ٠ و بوده مشتق�پذیر پیوسته بطور Ē(y) سپس

lim
k→∞

(x(tk)
T , v(tk)

T )T = (x̄T , v̄T )T ,

بنابراین:
lim
k→∞

Ē(x(tk)
T , v(tk)

T )T = Ē(x̄, v̄).

اینرو از
∀ϵ > ٠ ∃q > ٠ s.t. t ≥ tq : Ē(y(t)) < ϵ.

بنابراین dĒ(y(t))
dt

≤ ٠. مشابه بطور

∀ t ≥ tq
١
٢∥y(t)− ȳ∥٢ ≤ Ē(y(t)) ≤ ϵ.

و (٩.۴) در شده ارائه عصبی شبکه بنابراین limt→∞ y(t) = ȳ. و limt→∞ ∥y(t)− ȳ∥ = ٠ بنابراین
است. (۵.۴) و (۶.۴) بهینه جواب x̄ که ȳ = (x̄T , v̄T )T , تعادل نقطه به سراسری همگرای (٨.۴)

(۵.۴) و (۶.۴) حل برای ((٨.۴)) و ((٩.۴)) عصبی ∗Dشبکه = {(x∗T , v∗T )T} اگر .۵.۴.۴ نتیجه
می�باشد. y∗ = (x∗T , v∗T )T . تعادل نقطه به پایدار مجانبی بطور

عددی های مثال ۵.۴

آن در که بگیرید نظر در را (١.۴) زیر�معین دستگاه .١.۵.۴ مثال

A =


١ ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 , b =

.۵
٢
٣

 .
با است برابر دستگاه نرم کمترین جواب

x =


١
٢
٢
٣





۵۴ عصبی شبکه مدل یک وسیله به زیرمعین خطی دستگاه�های حل .۴

دهد. می نشان را شروع نقطه ١٠ با (١١.۴) و (١٢.۴) عصبی شبکه از گذرا رفتار (١.۴) شکل
شدند. همگرا دستگاه نرم کمترین جواب به مسیرها که است واضح

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2

−1

0

1

2

3

4

5

 x
1
(t)

 x
2
(t)  x

3
(t)

 x
4
(t)

 t

 x

(١.۵.۴) مثال حل برای (١١.۴) و (١٢.۴) عصبی شبکه از گذرا رفتار :١.۴ شکل



گیری نتیجه
مورد را خطی معادلات دستگاه�های حل یعنی کردم بیان را تقریب بهترین مسئله یک نامه پایان این در

رسیدم. تقریبی جواب یک به همگرا عصبی شبکه مدل توسط و دادم قرار بررسی
مزایای دارد. وجود LR و QRروش و کردن پلکانی سطری مانند متعددی روش�های دستگاه�ها حل برای

از: عبارتند روش این

یافتن در مدل سراسری همگرایی بدلیل اولیه، نقطه هر از شروع با شده ارائه عصبی شبکه مدل •
ندارد. تاثیری جواب

می�شویم. مواجه محاسباتی پیچیدگی با کمتر روش این از استفاده •

بسیار باشد بزرگ A ماتریس بعد که زمانی Ax = b دستگاه برای شده ارائه عصبی شبکه مدل •
است. مناسب

. گرفت بکار مهندسی مسائل در می�توان را آمده بدست خطی دستگاه�های حل روش
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Abstract

In this thesis, we describe a problem of best approximation. The best approximation is
solving linear equation systems. Linear equation systems are three types. Determined,
Underdetermined, Overdetermined system.
Underdetermined equation system have infinite answer. We are looking for answers to the
lowest norm. Answer it obtains by a neural network converges.
Overdetermined equation system usually do not have any answer and we are looking for
the approximation solution. In this case, the approximation solution converges approached
by a neural network model.
Answer determined system usually is unique and do not need to approximated.
According to theorem, the equilibrium point of the proposed neural network is proved to
be equivalent to the optimal solution point to the optimal solution of the strictly convex
quadratic optimization problem.
Keywords: Best approximation problem, neural network model, underdetermined sys-
tem, overdetermined system.
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