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චاری... ণپاس໋�
به و ساخت، رهنمون دانش و علم طریق به و بخشید، هستی�مان که را یکتا پروردگار بی�کران سپاس

نهاد. روزی�مان را گاهی آ و علم از خوشه�چینی و نمود، مفتخرمان معرفت، و علم رهروان همنشینی
انتقادها رهنمودها، ارائه با که ارجمند راهنمای استاد آرشی، محمد دکتر آقای جناب از سپاس با
شایسته استادان از نمودند. تشویق و حمایت مرا پایان�نامه اجرای مراحل تمامی در پیشنهادهایشان، و
شدند، متقبل را رساله این داوری زحمت که ربیعی محمدرضا دکتر و نزاکتی احمد دکتر آقایان جناب

دارم. را قدردانی و تشکر نهایت
و است ایشان خیر دعای از دارم امروز هرچه که عزیز، مادر و بزرگوار پدر زندگی�ام، سرمایه تنها از
برادرانم و خواهران از سپاس دارم. صمیمانه و ویژه تشکری بوده�اند، راهم ادامه برای قلبی قوت همواره
است. من دلگرمی مایه�ی هستی�شان و بودند مشکلات با مواجهه در من حامی تحصیل طول در همواره که
بیاموزم تا آموخت وجودش همه با که عزیز، «سنجر» خانم سرکار معلمم اولین دستان بر می�زنم بوسه
و نگاشت زندگیم سیاه تخته بر را سپیدی که استادی دولتی» علی «دکتر آقای جناب از سپاسگزارم و

کرد. معنا را بودن انسان و بودن زندگی، برایم
فروش مس علی دکتر باغیشنی، حسین دکتر شاهسونی، داود دکتر آقایان جناب محترم استادان از
و آموزش جهت ارشد، کارشناسی دوره در تحصیلی�ام دوران طول در که اقبال، نگار دکتر خانم سرکار و
نقّادی به را دانسته�ها نقّالی تا می�کنند تلاش عاشقانه و صادقانه و کشیده�اند زحمت بنده، علمی ارتقای
صنعتی (دانشگاه کبرائی مهدی دکتر آقای جناب از همچنین می�نمایم. قدردانی سازند، تبدیل اندیشه�ها

می�نمایم. قدردانی صمیمانه کشیدند، داده�ها توصیف برای که زحماتی خاطر به کبیر)، امیر
بی�دریغش محبت پاس به راد» نوروزی «مینا خانم عزیزم، دوست از کنم تشکر است شایسته بسی

نمود. تسهیل برایم را مسیر مشکلات چشم�داشتی هیچ بدون که
نژاد، اخوان مهشید عشوره، سوسن احمدی، خان مریم خانم�ها، خوبم دوستان از قدردانی پاس به
و روحی آرامش بودن، هم با ناب لحظه�های لذت که تفاخ السادات کوثر و آشوری الهام سابقی، عطیه

آن�هاست. سبز حضور مدیون فکری�ام آسایش

ୀزوਫییدگਚی ජ໑۱۳۹۳م



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی بیدگلی برزوئی مریم اینجانب
راهنمایی تحت ، ریج جک�نایف برآوردگر رفتار بررسی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد آرشی محمد دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “Shahrood University” یا شاهرود“

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
روش از استفاده دارد، وجود خطی رگرسیون در طرح ماتریس ستون�های بین همخطی هنگامی�که
به�دست ضعیفی خیلی برآوردهای که می�شود باعث معمولا مدل، ضرایب برآورد در دوم توان�های کمترین
در است ممکن رگرسیون ضرایب دوم توان�های کمترین برآوردگرهای واریانس که است شده ثابت �آید.
خیلی متوسط طور به پارامتر دوم توان�های کمترین برآورد بردار طول و یابند افزایش توجهی قابل حد
اریب برآوردگرهای از استفاده شده، مطرح مشکلات رفع راه�های از یکی راستا، این در می�شود. زیاد

است.
از استفاده گستردگی به منجر دوم، توان�های کمترین برآوردگر نبودن کاربردی و همخطی مسئله
آوردن به�دست برای ... و لیو ریج، رگرسیون مانند متعددی روش�های است. شده اریب برآوردگرهای
اصلاح�شده برآوردگر از استفاده روش�ها این از یکی است. شده مطرح رگرسیون ضرایب اریب برآوردهای
با را لیو جک�نایف و لیو نوع برآوردگر دو که است این برآوردگر این کار اساس که است، لیو جک�نایف
توان�های کمترین برآوردگر به نسبت بهتری عملکرد که می�دهد ارائه برآوردگری سپس و می�کند ترکیب هم
دوم توان�های کمترین برآوردگر به نسبت کمتری واریانس دارای اما، بوده اریب برآوردگر این دارد. دوم

است.
محققین برخی نتایج از منظور بدین ایم. داده� قرار بررسی مورد را ریج رگرسیون مدل� پایان�نامه این در
پیچیدگی به توجه با است. گردیده �شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر به منجر نهایت در که ایم برده بهره
مخاطره و اریبی ارائه منظور به جک�نایف و مونت�کارلویی شبیه�سازی روش�های از شده، ارائه برآوردگر

ایم. برده بهره آن

همخطی مخاطره، چندگانه، رگرسیون لیو، برآوردگر ریج، برآوردگر جک�نایف، برآوردگر کلیدی: کلمات

چ



ൈঠஅتار
بین انتخاب راستای در بودند. مواجه اریب برآوردگر دو بین انتخاب مشکل با قدیم از آماردان�ها
اریبی که کنیم انتخاب را برآوردگری جک�نایف تکنیک از بهره�گیری با �ایم نموده سعی اریب، برآوردگرهای
لیو جک�نایف برآوردگر و برده به�کار لیو اریب برآوردگر برای را تکنیک این منظور بدین دارد. کمتری

ایم. کرده معرفی را �شده اصلاح
اریبی کاهش دنبال به کدنیز١(٢٠١٢) آ و دوران کدنیز آ مقاله�ی دادن قرار مبنا با راستا این در
روش از خود مقاله�ی در (٢٠١٢) کدنیز آ و دوران کدنیز آ می�باشیم. رگرسیون ضرایب اریب برآوردهای
و (١٩٨٨)۴ نیکوئیست ،(١٩٨۶) همکاران سینگ٣و ،(١٩٧٧)٢ هینکلی توسط شده ارائه جک�نایف
یافته، تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر و لیو جک�نایف برآوردگر محاسبه�ی برای (٢٠٠٨) همکاران باتا۵و
یانگ۶ و لی همچنین و (٢٠١٢) کدنیز آ و دوران کدنیز آ مقاله نتایج از یاری با منظور بدین اند. برده بهره
ارائه برآوردگر پیچیدگی به توجه با ایم. نموده معرفی را �شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر ،(٢٠١٢)
برده بهره آن مخاطره و اریبی محاسبه منظور به جک�نایف و مونت�کارلویی شبیه�سازی روش�های از شده،
از: عبارتست مختصر طور به فصل هر مطالب می�باشد. ضمیمه ۵ و فصل ۴ شامل مجموعه این ایم.

ضرورت، به بنا است. شده آورده بررسی مورد موضوع تاریخچه بر نگاهی مقدمات، فصل١، در •
روش ادامه در است. گردیده ذکر لیو نوع برآوردگر و ریج، رگرسیون چندگانه، خطی رگرسیون از مقدماتی

است. شده ذکر واریانس و اریبی برآورد در آن کاربرد و تعریف جک�نایف
کارایی و معرفی لیو �شده اصلاح جک�نایف برآوردگر عنوان با را لیو برآوردگر از دیگری نوع فصل٢، در •
که است شده تلاش شبیه�سازی همچنین و عددی مثال یک با نهایت در ایم. داده قرار بررسی مورد را آن

یابیم. دست دارد، یافته تعمیم لیو برآوردگر به نسبت بهتری عملکرد که برآوردگری به
مورد �شده اصلاح لیو برآوردگر عنوان با ،(٢٠١٢) یانگ و لی توسط شده معرفی برآوردگر فصل٣، در •

١Akdeniz Duran and Akdeniz
٢Hinkley
٣Singh
۴Nyquist
۵Batah
۶ Li and Yang

ح



خ گفتار پیش

نسبت برآوردگر این عملکرد سازی شبیه و عددی مثال یک با نیز فصل این در است. گرفته قرار تحلیل
است. گرفته قرار مقایسه و بررسی مورد شده، مطرح برآوردگرهای سایر به

تبدیل برآوردگری به جک�نایف تکنیک از بهره�گیری با را (٢٠١٢) یانگ و لی برآوردگر فصل۴، در •
سایر با برآوردگر این کارایی مقایسه��ی برای است. قبلی برآوردگر به نسبت کمتری اریبی دارای که کرده

کرده�ایم. استفاده کارلویی مونت شبیه�سازی روش�های از برآوردگرها
پایان�نامه متن در لم�ها و قضایا اثبات درک سادگی �منظور به ماتریس�ها جبر بر مقدمه�ای ضمیمه١، در •

است. گردیده مطرح
ایم. نموده بیان را است، شده گرفته به�کار محاسبات در که اساسی لم�های و تعاریف ضمیمه٢، در •

شناخت برای عاملی عنوان به واریانس تورم عامل و کاپا آماره خصوص در توضیحاتی ضمیمه٣، در •
است. شده داده خطی رگرسیون مدل در همخطی

است. شده ارائه Rافزار نرم با کامپیوتری برنامه�های ضمیمه۴، در •
است. گردیده مطرح آینده در کار ادامه�ی برای پیشنهادها و نتیجه�گیری و بحث خلاصه، ضمیمه۵، در •

هم و قضیه هم که صورتی در و * علامت از بوده نویسنده از برهان که مواردی در مجموعه، این در
است. شده استفاده ** نماد از می�باشد، نویسنده از برهان



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇයج ࣂࡣت
کنفرانس دوازدهمین ریج”، جک�نایف برآوردگر ”کارایی .(١٣٩٣) م.، آرشی و م. بیدگلی برزوئی .١

ایران. کرمانشاه، ایران، آمار

پتروشیمی”، صنعت در �شده اصلاح لیو برآوردگر ”کاربرد .(١٣٩٣) م.، آرشی و م. بیدگلی برزوئی .٢
گاز، نفت، صنایع در بهینه تصمیم�سازی برای عملیات در تحقیق المللی بین کنفرانس نخستین

ایران. تهران، پخش، و پالایش و پتروشیمی

علوم مجله شده”، اصلاح� لیو جک�نایف ”برآوردگر .(١٣٩٣) م.، آرشی و م. بیدگلی برزوئی .٣
داوری. تحت آماری،

د



اختصاری علائم و نمادها نشانه�ها، فهرست

Xماتریس X
Xتصادفی بردار X

تصادفی بردار x
X تصادفی بردار یافته�ی x

A ماتریس ترانهاده�ی A′

جک�نایف نمونه امین -i X(i)

γ دوم توان�های کمترین برآوردگر γ̂OLSE

γ ریج برآوردگر γ̂(k)

γ لیو برآوردگر γ̂(d)

γ یافته تعمیم لیو برآوردگر γ̂(D)

γ لیو جک�نایف برآوردگر γ̂JGLE(d)

γ یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر γ̂JGLE(D)

γ یافته تعمیم لیو جک�نایف �شده اصلاح برآوردگر γ̂MJGLE(D)

γ �شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر γ̂JMLE(d, b)

q آزادی درجه با مرکزی دو کی- توزیع χ٢(q)

Σ واریانس و µ میانگین با متغیره -p نرمال Np(µ,Σ)

X شرطی عدد κ(X)

ام -j مشاهده برای واریانس تورم عامل V IFj

جامعه واریانس برآورد σ̂٢

همبستگی ضریب ρ

خطا �دوم توان میانگین ماتریس MSEM

خطا �دوم توان میانگین ماتریس اثر SMSE

اریبی مطلق قدر ماتریس اثر ABIAS

d مقدار یافته تعمیم لیو نوع برآورد dmm

β دوم توان�های کمترین برآوردگر β̂OLSE

β ریج برآوردگر β̂(k)

β لیو برآوردگر β̂(d)

β آمیخته برآوردگر β̂ME

β شده محدود دوم توان�های کمترین برآوردگر β̃

β �شده اصلاح ریج برآوردگر β̂MRE(k, b)

β �شده اصلاح لیو برآوردگر β̂MLE(k, b)

ذ



اختصاری علائم و نمادها نشانه�ها، فهرست

دوم توان�های کمترین برآوردگر LSE

لیو نوع برآوردگر LE

یافته تعمیم لیو برآوردگر GLE

لیو جک�نایف برآوردگر JLE

�یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر JGLE

لیو �شده اصلاح جک�نایف برآوردگر MJLE

یافته تعمیم لیو �شده اصلاح جک�نایف برآوردگر MJGLE

ریج برآوردگر RE

�شده اصلاح ریج برآوردگر MRE

�شده اصلاح لیو برآوردگر MLE

�شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر JMLE

ر



مطالب فهرست

ش تصاویر لیست

ص جداول لیست

١ دورنما و مقدمه ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه و مقدمه ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه خطی رگرسیون ٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل پارامترهای برآورد ١.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه رگرسیون در همخطی ٢.٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . چندگانه همخطی با برخورد برای روش�هایی ٣.٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج رگرسیون ٣.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیو نوع برآوردگر ۴.١
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١ فصل

دورنما و مقدمه

تاریخچه و مقدمه ١.١

تعریف آماری متغیرهای بین نادقیق روابط تحلیل و تعیین روش عنوان به رگرسیون آماری، کتب در
مورد آمده به�دست روابط تحلیل و متغیرها بین روابط تعیین مطلب دو رگرسیون در بنابراین می�شود.

می�گیرد. قرار توجه
در (١٨٨۶) گالتون١ مطالعات به گذاری نام این دلیل است. «برگشت» معنای به لغت در رگرسیون
(نمودار پدر قد مقابل در پسر قد نمودار رسم با گالتون می�شود. مربوط پدر قد و پسر قد بین رابطه�� مورد
پسرانی قد، بلند افراد اغلب که رسید نتیجه این به (مشاهدات) داده�ها از زیادی تعداد اساس بر پراکنش)
میانگین٢» به «برگشت را پدیده این و دارند خود از قدتر بلند پسرانی قد، کوتاه افراد اکثر و قدتر کوتاه�
روابط تعیین ماند. باقی آماری متغیرهای بین روابط بررسی روش�های بر رگرسیون نام پس آن از و نامید

می�نامند. استنباطی رگرسیون را روابط این تحلیل و توصیفی رگرسیون را آماری متغیرهای بین
یک �کنید فرض شود، واقع مفید می�تواند رگرسیونی تحلیل آن در که مسئله یک از مثالی عنوان به
خدمت و سرویس عملیات و تحویلی محصول که شده استخدام نوشابه سازنده یک توسط صنایع، مهندس
یک این�که برای لازم زمان که بداند می�خواهد او کند. تحلیل و تجزیه را فروش ماشین�های برای رسانی
خیر. یا دارد شده تحویل محصول موارد تعداد به بستگی دهد سرویس را ماشین این تحویل�دهنده، فرد
زمان و است کرده بازدید تصادف به می�باشند، فروش ماشین دارای که را جزئی فروشنده ٢۵ مهندس
مشاهده فقره، هر برای مورد) حسب (بر شده داده تحویل محصول حجم و دقیقه) حسب (بر تحویل

می�شود.
وابسته متغیر که است الگویی یا معادله شکل به بالا در شده ذکر متغیرهای با تحویل زمان بین رابطه
پیوسته پاسخ متغیر خطی رگرسیون در می�کند. مربوط پیش�بین٣ متغیر چند یا یک به را تحویل) (زمان

١Francis Galton
٢Regression to the mean
٣Predictor

١
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تحویل زمان مثال این در باشند. رسته�ای۴ یا گسسته پیوسته، می�توانند پیش�بین متغیرهای ولی است
شده تحویل محصول مختلف تعداد پیش�بین متغیرهای و می�شود محاسبه دقیقه حسب بر وابسته متغیر

می�دهیم. نشان X١, X٢, · · · , Xp با را پیش�بین متغیرهای و y با را پاسخ متغیر می�باشد.

است ممکن اصطلاح این بردن بکار اما می�نامند، نیز مستقل» «متغیرهای را پیش�بین متغیرهای
y از معمولا و نیستند یکدیگر از مستقل ، X١, X٢, · · · , Xp همیشه زیرا باشد، کننده گمراه حدی تا
بیشتر، توضیحات برای می�شود. نامیده وابسته» «متغیر اوقات گاهی نیز، پاسخ متغیر نیستند. مستقل

ببینید. را (١٣٨٧) نیرومند

صنعتی مالی، اقتصادی، آماری، تحلیل�های در آماری روش مهم�ترین و کاربردی�ترین رگرسیونی تحلیل
استفاده مورد کاربردی مسائل بررسی و حل در ماهرانه�ای طور به اخیر دهه ۴ به�خصوصدر می�باشد؛ ... و
تعمیم دوم توان�های کمترین برآورد روش رگرسیونی، تحلیل شاخه�های زیاد تعداد بین در است. گرفته قرار
می�باشد پایه�ای روشی ببینید) را ٢٠٠۴ ،٧ کوراتا و (کاریا مارکف۶ گوس- معروف نظریه اساس بر یافته۵،
رگرسیون مدل به�خصوص آماری استنباط کاربردی و نظری جنبه�های از بسیاری در اساسی نقشی هنوز و

می�کند. ایفا خطی

نامیده متعامد٨ متغیرها این باشد، نداشته وجود پیش�بین متغیرهای بین خطی رابطه هیچ اگر
خواهند کاربرد پر دوم توان�های کمترین برآوردگر باشند، متعامد پیش�بین متغیرهای هنگامی�که می�شوند.
عدم اوقات، گاهی نیستند. متعامد پیش�بین متغیرهای عمل، در موارد از بسیاری در متأسفانه، اما بود.
متغیرهای رگرسیون الگوی یک در اگر اما نیست. حادی بسیار مسأله پیش�بین، متغیرهای در تعامد وجود
بر استنباط است ممکن صورت این در باشند، خطی وابسته کامل، تقریباً یا و کامل صورت به پیش�بین
میان که می�گوییم هنگام این در باشد. اشتباه پر و گمراه�کننده بسیار حدی تا رگرسیون الگوی این اساس

دارد. وجود همخطی رگرسیون الگوی در متغیرها

از ای گسترده استفاده به منجر دوم، توان�های کمترین برآوردگر نبودن کاربردی و همخطی مسئله
عبارتند همخطی، مشکل رفع برای اریب برآوردیابی روش�های برخی است. شده اریب برآوردگرهای
زمینه� در بیشتر مطالعه (برای ... و لیو١١ نوع برآورد ، ریج١٠ برآورد استاین٩، انقباضی برآورد از
و ١٩٧۶ سوئیندل١۴ ،١٩٩۵ توتنبرگ١٣ و رائو راداکریشنا ،٢٠٠٣ لیو١٢ به یافته، بهبود برآوردگرهای

کنید). مراجعه ١٣٨٨ بشتیان زاده حسن

۴Categorical
۵Generalized least squares
۶Gauss- Markov
٧Kariya and Kurata
٨Orthogonal
٩Stein shrinkage estimation

١٠Ridge estimation
١١Liu-type estimation
١٢Liu
١٣Radhakrishna Rao and Tuotenburg
١۴Swindel
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واریانس اریبی، جمله از برآوردها اصلی ویژگی�های بررسی آماری، استنباط در مهم مباحث از یکی
حتی و پیچیده عمدتاً منظور، این برای معمول روش�های برخی از استفاده آن�هاست. نمونه�ای توزیع و
چنین در دارد. وجود پیچیده تئوری فرض�های برقراری به نیاز آنان از برخی در و هستند ممکن غیر
روش�ها این مزیت مهم�ترین زیرا باشد، راهگشا می�تواند باز�نمونه�گیری روش�های از استفاده شرایطی،
به زیادی توجه اخیر سال�های در است. پیچیده فرض�های برقرای و تئوری محاسبات به نیاز عدم
ترین عمده جک�نایف١۶ و استرپ١۵ بوت روش�های است. شده رگرسیون در بازنمونه�گیری روش�های
بوت روش شد. معرفی کوئینلی توسط ١٩۴٩ سال در جک�نایف روش می�باشند. بازنمونه�گیری روش
نگاهی استرپ: «بوت عنوان با مقاله�ای در ١٩٧٩ سال در افرن١٧ بردلی توسط بار اولین برای استرپ
نمونه�ای توزیع و واریانس اریبی، برآورد برای آن از مقاله این در و معرفی جک�نایف»، روش به دیگر
بعدها ولی بود. ناپارامتری١٨ استرپ بوت افرن، توسط شده معرفی استرپ بوت شد. استفاده آماره�ها
بیزی٢١ استرپ بوت هموار٢٠، استرپ بوت پارامتری١٩، استرپ بوت جمله از استرپ بوت مختلف انواع
یانگ٢۴ و سیلورمن ،(١٩٨١) روبین٢٣ به بیشتر گاهی آ برای شدند. معرفی نیز دوگانه٢٢ استرپ بوت و

کنید. مراجعه (١٩٩٧) هینکلی٢۶ و دیویسن و ،(١٩٩۵) وایند٢۵ ،(١٩٨٧)
عنوان با مقاله�ای در فریدمن٢٧ دیوید توسط بار اولین رگرسیون در استرپ بوت روش�های از استفاده

شد. مطرح ١٩٨١ سال در رگرسیون» مدل�های کردن استرپ «بوت
پیش�بین متغیرهای بودن تصادفی یا و بودن ثابت اساس بر رگرسیون در استرپ بوت روش�های کاربرد
تصادفی صورت در و مانده�ها از بازنمونه�گیری روش از پیش�بین متغیرهای بودن ثابت صورت در است.

می�شود. استفاده مشاهدات از بازنمونه�گیری روش از بودن،
روش به آماردانان از بسیاری توجه ١٩٨٣ سال در گانگ٢٨ و افرن توسط ای مقاله چاپ زمان از
تا ٧٠ دهه اواخر از طوری�که به گردید، آشکارتر روز به روز آن کاربرد و اهمیت و شد جلب جک�نایف
زمینه�های در آن کاربردهای و ویژگی�ها استرپ، بوت مورد در مقاله هزار ده از بیش ،٨٠ دهه اواسط
و برد کار به ریج رگرسیون برای را جک�نایف تکنیک ١٩٨٨ سال در نیکوئیست شد. نوشته مختلف
به نسبت بیشتری واریانس و کمتر اریبی پارامتر دارای جک�نایف ریج برآوردگر که رسید نتیجه این به

١۵Bootstrap
١۶Jackknife
١٧Bradley Efron
١٨Non-parametric bootstrap
١٩Parametric bootstrap
٢٠Smoothed bootstrap
٢١Bayesian bootstrap
٢٢Double bootstrap
٢٣Rubin
٢۴Silverman and Yang
٢۵Vinod
٢۶Davison and Hinkley
٢٧Freedman
٢٨Efron and Gong
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است. شده استفاده رگرسیون انجام برای جک�نایف روش از پایان�نامه این در است. ریج برآوردگر
روش از مختصری معرفی به پایان�نامه، مشی خط و اصلی اهداف شدن روشن�تر برای ادامه، در

می�پردازیم. جک�نایف روش و لیو نوع برآوردگر ریج، رگرسیون چندگانه، رگرسیون

چندگانه خطی رگرسیون ٢.١

فرمول�بندی زیر صورت به چندگانه٢٩ خطی رگرسیون در پاسخ متغیر یک و پیش�بین متغیر p رابطه�ی
می�شود:

y = Xβ + ϵ (١.١)

ماتریس یک X = (X١, · · · , Xn)
′ پاسخ�ها، از n × ١ بردار یک y = (y١, · · · , yn)′ درآن که

مجهول رگرسیون ضرایب بردار β = (β١, · · · , βp)
′ -بعدی، p بردار n از معلوم و تصادفی غیر n× p

داریم دیگر عبارتی به هستند. تصادفی خطای بردار ϵ = (ϵ١, · · · , ϵn)′ و مدل) (پارامترهای
y١

y٢
...
yn

 =


x١١ x١٢ · · · x١p

x٢١ x٢٢ · · · x٢p
...

xn١ xn٢ · · · xnp




β١

β٢
...
βp

+


ϵ١

ϵ٢
...
ϵn

 .

مدل در ثابت مقدار برآوردکردن منظور به یک�ها از n×١ بردار X اول ستون کاربردی، مسائل در اغلب
می�باشد. رگرسیون

مناسب هنگامی پارامتری روش این است. ساده٣٠ خطی رگرسیون از تعمیمی چندگانه خطی رگرسیون
تقریبی صورت به کم دست پیش�بین متغیرهای و پاسخ متغیر میان رابطه�ی بودن خطی فرض که است
از استفاده است، نامعلوم پیش�بین متغیرهای و پاسخ متغیر میان رابطه هنگامی�که اما باشد. برقرار

�شود. �کننده�ای گمراه نتایج به منجر است ممکن خطی رگرسیون

مدل پارامترهای برآورد ١.٢.١

σ٢I برابر خطا مؤلفه کوواریانس واریانس- ماتریس کنید فرض و گرفته نظر در را (١.١) خطی مدل
است. نامعلوم اسکالر مقدار یک σ٢ آن در که ، cov(ϵ) = σ٢I عبارتی به باشد،

یعنی مانده�ها دوم توان�های مجموع که است برآوردگری دوم، توان�های کمترین برآوردگر

S(β٠, β١, · · · , βk) =
n∑

i=١

ϵ٢i

=
n∑

i=١

yi − β٠ −
p∑

j=١

βjXij

٢

٢٩ Multiple linear regression
٣٠Ordinary linear regression
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= (y −Xβ)′(y −Xβ)

= y′y − ٢y′Xβ + β′X′Xβ (٢.١)

زیر شکل به (β٠, β١, · · · , βk) به نسبت S از مشتق�گیری با کند. مینیمم را

∂S

∂β
= 0 − ٢X′y + ٢X′Xβ

بودن)، پذیر (معکوس X′X ماتریس بودن٣١ نامنفرد صورت در ،∂S
∂β

دادن قرار صفر با مساوی و
می�آید به�دست زیر صورت به رگرسیونی ضرایب دوم توان�های کمترین برآوردگرهای

β̂ = (X′X)−١X′y. (٣.١)

بود خواهد چنین y شده مشاهده مقادیر با ŷ شده برازش مقادیر بردار
ŷ = Xβ̂ = Hy (۴.١)

روی می�شود باعث زیرا می�شود نامیده شده٣٣ برازش یا هت٣٢ ماتریس H = X(X′X)−١X′ آن در که
تصویر شده برازش مقادیر بردار به را مشاهدات مقادیر بردار طرفی از و شود گذاشته هت علامت یک y
بین زیر رابطه آ�.٢٣.٠، قضیه به بنا و است خودتوان٣۴ و متقارن ، p× p ماتریسی H ماتریس می�کند.

است برقرار ماتریس اثر و رتبه
rank(H) = tr(H) = p.

می�شود محاسبه زیر صورت به نیز β̂ کوواریانس واریانس- ماتریس

cov(β̂) = cov
(
(X′X)−١X′y

)
= (X′X)−١X′cov(y)

(
(X′X)−١X′

)′
= (X′X)−١X′cov(y)X(X′X)−١

= σ٢(X′X)−١. (۵.١)

کمترین برآوردهای آن�گاه ،cov(y) = σ٢I و E(y) = Xβ اگر مارکف) گوس- (قضیه .١.٢.١ قضیه
واریانس می�نیمم دارای خطی نااریب برآوردگرهای تمام میان در j = ٠,١, · · · , k ،β̂j دوم توان�های

هستند.

که می�کنیم پیدا قسمی به را A ماتریس و می�گیریم نظر در β از Ay مانند خطی برآوردگر یک برهان.
باشد، β نااریب برآوردگر یک Ay آن�که برای شود. β برای واریانس می�نیمم با نااریب برآوردگر یک Ay

نوشت زیر صورت به می�توان را این ،E(y) = Xβ فرض از استفاده با .E(Ay) = β باشیم داشته باید

E(Ay) = AE(y) = AXβ = β

٣١Non- singular
٣٢ Hat matrix
٣٣Fitting
٣۴Idempotent
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می�دهد را زیر نااریبی شرط که
AX = I

باشد. برقرار β ممکن مقادیر تمام برای باید AXβ = β رابطه زیرا
از است عبارت Ay برآوردگر برای کوواریانس واریانس- ماتریس
cov(Ay) = A(σ٢I)A′ = σ٢AA′.

به توجه (با که کنیم انتخاب قسمی به را A باید بنابراین دارند، قرار σ٢AA′ قطر روی β̂j واریانس
عبارت ،β̂ = (X′X)−١X′y به Ay ارتباط برای شوند. می�نیمم AA′ قطری اعضای (AX = I

می�کنیم کم و اضافه را (X′X)−١X′

AA′ = [A− (X′X)−١X′ + (X′X)−١X′][A− (X′X)−١X′ + (X′X)−١X′]′.

می�آوریم به�دست جمله چهار دهیم، بسط (X′X)−١X′ و A− (X′X)−١X′ به نسبت را عبارت این اگر
داریم نتیجه در می�شوند. صفر ،AX = I بنابر آن جمله دو که

AA′ = [A− (X′X)−١X′][A− (X′X)−١X′]′ + (X′X)−١ (۶.١)

(قضیه است مثبت معین نیمه (۶.١) راست سمت از [A− (X′X)−١X′][A− (X′X)−١X′]′ ماتریس
انتخاب با صفرند. مساوی یا بزرگتر قطری اعضای آ�.١٨.٠، قضیه اول قسمت بنابه ببینید)، را آ�.٢٠.٠
نااریب شرط در A مقدار (این داد. قرار صفر برابر می�توان را قطری اعضای این ،A = (X′X)−١X′

از است عبارت β برای حاصل واریانس می�نیمم برآوردگرهای پس می�کند.) صدق نیز AX = I بودن
Ay = (X′X)−١X′y

است. β̂ دوم توان�های کمترین برآورد همان برابر که

مانده�ها دوم توان�های میانگین از عبارتست σ٢ نااریب برآوردگر

E(s٢) =
E(SSE)

n− p
=

(n− p)σ٢

n− p
= σ٢ (٧.١)

و بوده مانده�ها دوم توان�های مجموع ،SSE = (y −Xβ)′(y −Xβ) آن در که
(n− p)S٢

σ٢
∼ χ٢(n− p).

آن در که ،cov(y) = cov(ϵ) = σ٢Σ ،(١.١) مدل در اگر (٢٠٠۴ کوراتا، و (کاریا * .٢.٢.١ قضیه
دادن قرار با آن�گاه است، مثبت معین ماتریسی Σ

(X′Σ−١X) = C.

است زیر صورت به رگرسیونی ضرایب دوم توان�های کمترین برآوردگر (الف)
β̂ = C−١X′Σ−١y. (٨.١)

از است عبارت β̂ کوواریانس ماتریس (ب)
cov(β̂) = σ٢C−١. (٩.١)

است زیر شکل به σ̂٢ نااریب برآوردگر (پ)

σ̂٢ =
(y −Xβ̂)′Σ−١(y −Xβ̂)

n− p
. (١٠.١)
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آن در که دارد وجود Pn×n ناویژه ماتریس است، مثبت معین ماتریس Σ این�که از (الف) برهان.
داریم ،y = Xβ + ϵ در چپ سمت از P−١ نمودن ضرب با آ�.١٩.٠). (قضیه Σ = PP′

P−١y = P−١Xβ + P−١ϵ

آن در که

E(P−١ϵ) = P−١E(ϵ)

= P−١0

= 0.

نوشت می�توان آ�.٢١.٠، قضیه به بنا همچنین

cov(P−١ϵ) = P−١cov(ϵ)(P−١)′

= P−١σ٢Σ(P−١)′

= σ٢P−١PP′(P′)−١

= σ٢I.

بنابراین

β̂ =
[
X′(P−١)′P−١X

]−١
X′(P−١)′P−١y

=
[
X′(P′)−١P−١X

]−١
X′(P′)−١P−١y

=
[
X′(PP′)−١X

]−١
X′(PP′)−١y

= C−١X′Σ−١y.

(ب)

cov
[
C−١X′y

]
= C−١X′cov(y)XC−١

= C−١X′σ٢ΣXC−١

= σ٢C−١.

(پ)
که این به توجه با

β̂′X′Σ−١Xβ̂ = β̂′X′Σ−١XC−١X′Σ−١y

= β̂′CC−١X′Σ−١y

= β̂′X′Σ−١y
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بنابراین

(y −Xβ̂)′Σ−١(y −Xβ̂) = y′Σ−١y − y′Σ−١Xβ̂

− β̂′X′Σ−١y + β̂′X′Σ−١Xβ̂

= y′Σ−١y − y′Σ−١XC−١X′Σ−١y

= y′
[
Σ−١ −Σ−١XC−١X′Σ−١

]
y

و V = σ٢Σ ،A =
[
Σ−١ −Σ−١XC−١X′Σ−١] گرفتن نظر در با و ب.٠.٣۴ قضیه به بنا و

می�شود. حاصل نتیجه µ = Xβ

Nn(Xβ, σ٢Σ) توزیع دارای y ،(١.١) خطی مدل در اگر (٢٠٠۴ کوراتا، و (کاریا * .٣.٢.١ قضیه
برآوردگرهای آن�گاه است، معلوم مثبت معین ماتریس Σ و p رتبه با n× p ماتریس X آن در که باشد،

از است عبارت σ٢ و β ماکزیمم درستنمایی
β̂ = C−١X′Σ−١y (١١.١)

و
σ̂٢ =

١
n
(y −Xβ̂)′Σ−١(y −Xβ̂). (١٢.١)

با است برابر درستنمایی تابع متغیره، -n نرمال چگالی تابع به توجه با برهان.

LnfY (y) = −n

٢Ln(٢π)−
n

٢Lnσ
٢ − n

٢Ln|Σ| (١٣.١)

− (y −Xβ)′Σ−١(y −Xβ)

٢σ٢
∂LnfY (y)

∂β
=

−٢X′Σ−١(y −Xβ)

٢σ٢ = 0

=⇒ β̂ = C−١X′Σ−١y

همچنین

∂LnfY (y)

∂σ٢
= − n

٢σ٢ +
(y −Xβ̂)′Σ−١(y −Xβ̂)

٢σ۴ = 0 (١۴.١)

=⇒ σ̂٢ =
(y −Xβ̂)′Σ−١(y −Xβ̂)

n
.

می�باشند زیر صورت به شده برازش مقادیر صورت این در
ŷ = Xβ̂ = HΣ− ١

٢y (١۵.١)

مراجعه (٢٠٠۴) کوراتا و کاریا به بیشتر گاهی آ برای .H = XΣ− ١
٢ (X′Σ−١X)−١X′Σ− ١

٢ آن در که
کنید.
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چندگانه رگرسیون در همخطی ٢.٢.١

پیش�بین متغیرهای که است وابسته فرض این به ضمنی طور به چندگانه رگرسیون معادله�ی تفسیر و تعبیر
به رگرسیون ضریب یک تعبیر زیرا هستند. خطی مستقل عبارتی به� و ندارند یکدیگر با قوی وابستگی
سایر و یافته افزایش واحد یک متناظر پیش�بین متغیر وقتی پاسخ متغیر در تغییر اندازه�گیری صورت
خطی روابط که صورتی در تغییر این اما است؛ متداول امری شوند داشته نگاه ثابت پیش�بین متغیرهای

بود. نخواهد معتبر باشد داشته وجود پیش�بین متغیرهای بین قوی

می�گویند. متعامد را متغیرها این باشد، نداشته وجود پیش�بین متغیرهای میان خطی ارتباط هیچ وقتی
پیش�بین متغیر�های وضعیت�ها بعضی در نیستند. متعامد پیش�بین متغیرهای رگرسیون کاربردهای اکثر در

می�شود. مبهم رگرسیون نتایج مواردی چنین این در و دارند خطی ارتباط کامل طور به تقریباً

گوییم باشد دیگر پیش�بین متغیر چند یا یک از خطی دقیق تابع یک پیش�بین متغیرهای از یکی اگر
متغیرهای از یکی که می�افتد اتفاق وقتی ناقص٣۶ همخطی است. کامل٣۵ همخطی دارای رگرسیون
همخطی دیگر عبارت به باشد. دیگر پیش�بین متغیر چند یا یک از خطی تابع یک تقریبی بطور پیش�بین
همخطی و R٢

i = ١ باشیم داشته ( i = ١, · · · , p ) i یک ازای به کم دست که می�دهد رخ زمانی کامل
تعیین ضریب R٢

i آن در که ،R٢
i
∼= ١ باشیم داشته i یک ازای به کم دست که می�آید پیش زمانی ناقص

(R٢) تعیین ضریب که داشت دقت باید است. پیش�بین متغیرهای سایر بر xi متغیر خطی رگرسیون
y تعیین ضریب ،(١.١) رگرسیون مدل در لذا است. کل پراکندگی به بیان�شده پراکندگی تقسیم حاصل

با است برابر X روی

R٢ =
β̂′X′y − nȳ٢

y′y − nȳ٢
, ȳ =

١
n

n∑
i=١

yi.

ماتریس نتیجه در و شود کوچک بسیار X′X ماتریس دترمینان که می�شود باعث ناقص همخطی
واریانس دیگر، عبارت به و هستند بزرگ بسیار مطلق قدر لحاظ از که باشند اعضایی دارای ،(X′X)−١

دقت دیگر عبارت به نمی�باشد. β از دقیقی برآورد β̂ این�صورت، در می�شود. بزرگ بسیار β̂ برآوردگر
در کوچکی تغییر با یعنی است. ناپایدار β̂ این، بر علاوه می�شود. کم بسیار رگرسیون ضرایب برآورد
توسط β̂ محاسبه نتیجه در و می�کنند پیدا زیادی تغییرات β̂ در موجود مقادیر پیش�بین، متغیرهای مقادیر
همچنین دهد. به�دست متفاوتی کاملا جواب�های است ممکن متفاوت) روش دو (با متفاوت رایانه دو
نمی�شود) رتبه٣٧ تمام ماتریس این (زیرا نبوده پذیر وارون X′Xماتریس کامل همخطی وجود صورت در
چه�وقت که بدانیم است مهم بنابراین داشت. نخواهد وجود یکتا جواب ضرایب برآورد برای نتیجه در و
روزبه به همخطی شاخص�های و آثار مورد در باشیم. آن ممکن پیامدهای مواظب تا دارد وجود همخطی

کنید. مراجعه (١٣٩١) نجاریان و (١٣٩٠)

٣۵Exact collinearity
٣۶Partial collinearity
٣٧Full rank



١٠ دورنما و مقدمه .١

چندگانه همخطی با برخورد برای روش�هایی ٣.٢.١

روش�های است. شده پیشنهاد چندگانه همخطی از ناشی مشکلات با برخورد برای متعددی روش�های
کمترین از غیر برآورد روش�های بکارگیری و مجدد مدل تخصیص اضافی، داده�های آوری جمع� شامل کلی
همخطی لحاظ به شده ایجاد مشکلات بردن بین از برای اند شده طراحی ویژه طور به که دوم توان�های

است. چندگانه
برای معمولا می�شود، گرفته به�کار متعامد غیر داده�های مورد دوم٣٨در توان�های کمترین روش که وقتی
کمترین برآوردهای واریانس که می�شود گفته می�آید. به�دست ضعیف خیلی برآوردهای رگرسیون ضرایب
کمترین برآورد بردار طول و یابد افزایش توجهی قابل حد در است ممکن رگرسیون ضرایب دوم توان�های
برآوردهای مطلق قدر که است معنی بدین این است. زیاد خیلی متوسط طور به� پارامتر دوم توان�های
نمونه�های ارا�ئه با که معنی بدین می�باشند، ناپایدار بسیار لذا و می�باشد بزرگ خیلی دوم توان�های کمترین

کرد. خواهند تغییر توجهی قابل حد در علامت�ها و اندازه�ها متفاوت،
خطی برآوردگرهای کلاس در دوم توان�های کمترین برآوردگر که می�دهد را اطمینان این ١.٢.١ قضیه
اگر باشد. کوچک�ترین واریانس این که ندارد وجود تضمینی اما است، واریانس می�نیمم نااریب٣٩دارای
نقطه�ای برآورد این�صورت در که می�شود عریض� β برای اطمینان فاصله نتیجه در باشد بزرگ β̂ واریانس
بایستی که است ضرورت این گذاشتن کنار مسئله، این دادن جلوه کوچک راه یک است. ناپایدار بسیار β̂

باشد. نااریب β برآوردگر
برآوردگر واریانس از کمتر واریانس دارای که کرد پیدا β برای β̂∗ اریب برآوردگر یک بتوان که کنیم فرض
به ب.٣٠.٠ تعریف به بنا β̂∗ برآوردگر ،(MSE)۴خطای٠ دوم توان�های میانگین باشد. β̂ نااریب

است زیر صورت

MSE
(
β̂∗
)
= E

(
β̂∗ − β

)٢
= V ar

(
β̂∗
)
+
[
E(β̂∗)− β

]٢
(١۶.١)

یا

MSE(β̂∗) = V ar(β̂∗) +
(
Bias(β̂∗)

)٢
.

اریبی کمی مقدار پذیرفتن با می�باشد. β تا β̂∗ فاصله دوم توان ریاضی امید با MSEبرابر که داریم توجه
β̂ نااریب برآوردگر واریانس از β̂∗ برای MSE که شود کوچک طوری می�تواند β̂∗ واریانس ،β̂∗ برای
یکی، کاستن با داد. کاهش را واریانس هم و اریبی هم همزمان نمی�توان که داشت توجه باید باشد. کمتر
معمولا موارد این در که می�گویند واریانس و اریبی پایاپای مبادله خاصیت این به می�یابد. افزایش دیگری

می�کنند. کمینه را MSE مقدار
برای کوچک واریانس شود. باریک�تر β اطمینان فاصله بایستی β برای اریب برآوردگر به�کارگیری با

می�باشد. β برای β̂ نااریب برآوردگر از پایدارتر برآوردگری β̂∗ که می�دهد نتیجه نیز اریب برآوردگر

٣٨Least square
٣٩ linear unbiased estimators
۴٠Mean square error
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ریج رگرسیون ٣.١

ناپایداری باعث است ممکن خطی رگرسیون تحلیل در پیش�بین متغیرهای بین چندگانه همخطی وقوع
علامت و بزرگی که معنی این به شود، رگرسیونی پارامترهای دوم توان�های کمترین برآوردهای در شدید
برآورد آن، نتیجه�ی در که بود خواهد ثبات بی ملاحظه�ای قابل به�طور مختلف نمونه�های در پارامترها بردار

بود. نخواهند اعتماد قابل آمده، به�دست دوم توان�های کمترین
جمع�آوری طریقه (١ گرفت: نظر در را عامل چهار داده�ها در همخطی آمدن بوجود برای می�توان کلی طور به

مدل. در متغیرها زیاد تعداد (۴ مدل نوع (٣ مدل روی بر شده گرفته نظر در قیدهای (٢ داده�ها
گرفت. نظر در زیر صورت به می�توان را داده�ها در همخطی تأثیر

روابط از استفاده با بگیرید. نظر در را y = β١X١ + β٢X٢ + ϵ مدل

Sy =

√∑n
i=١(yi − ȳi)٢

n− ١ , y′i =
١√
n− ١

(
yi − ȳk
Sy

)

Sk =

√∑n
i=١(xik − x̄k)٢

n− ١ , X ′
ik =

١√
n− ١

(
xik − x̄k

Sk

)
n∑

i=١

(X ′
i١)

٢ =
n∑

i=١

(
xi١ − x̄١√
n− ١s١

)٢
,

n∑
i=١

X ′
i١X

′
i٢ =

n∑
i=١

(
xi١ − x̄١√
n− ١s١

)(
xi٢ − x̄٢√
n− ١s٢

)
معادله بنابراین می�کنیم. استاندارد را داده�ها هستند، X٢ و X١ معیار انحراف ترتیب به s٢ و s١ آن در که

می�باشد زیر صورت به نرمال
(X′X)β̂ = X′y.

عبارتی ]به
١ r١٢

r٢١ ١

][
β̂١

β̂٢

]
=

[
r١y

r٢y

]

می�شود تعریف زیر صورت به متغیرها بین همبستگی ضرایب آن در که
r٢١ = Corr(x١, x٢), rjy = Corr(xj, y), j = ١,٢.

با است برابر دوم توان�های کمترین برآورد نتیجه، در

β̂ =

 ١
١−r٢١٢

−r١٢
١−r٢١٢

−r٢١
١−r٢٢١

١
١−r٢١٢

[r١y
r٢y

]

بنابراین
β̂١ =

r١y − r١٢r٢y

١− r٢١٢

β̂٢ =
r٢y − r١٢r١y

١− r٢١٢
.

±∞ سمت به C−١ = (X′X)−١ درایه�های آن�گاه باشند، شدیدی همبستگی دارای X٢ و X١ اگر حال
این و می�شود زیاد بسیار β̂ کوواریانس�های و واریانس�ها یعنی Cov(β̂) = σ٢C−١ چون و می�کند، میل



١٢ دورنما و مقدمه .١

همخطی وجود می�کنند. تولید β٢ و β١ برای متفاوت برآودهایی متفاوت نمونه�های که است معنی بدان
�دوم توان اگر می�دهد. نشان باشد، باید آن�چه از بیشتر فوق روش به را βj برآورد فوق مشکل بر علاوه

بگیریم نظر در زیر صورت به را آن واقعی مقدار از β تفاضل

L٢
١ = (β̂ − β)′(β̂ − β) (١٧.١)

E(L٢
١) = E[(β̂ − β)′(β̂ − β)] =

p∑
j=١

E(β̂j − βj)
٢.

داریم طرفی از

p∑
j=١

Var(β̂j) = σ٢tr[(X′X)−١]

= σ٢
p∑

j=١

١
λj

می�باشند. C = X′X ماتریس ویژه مقادیر ها λj آن در که
امید این�صورت در و بود خواهد کوچک بسیار ویژه مقادیر از یکی حداقل همخطی، وجود صورت در
از دوم توان�های کمترین برآورد متوسط به�طور بنابراین می�شود. بزرگ خیلی فاصله �دوم توان ریاضی

زیر رابطه به توجه با بود. خواهد دور خیلی آن واقعی مقدار

E(L٢
١) = E[(β̂ − β)′(β̂ − β)]

= E(β̂′β̂)− β′β

= σ٢
p∑

j=١

١
λj

.

بزرگ�تر طولی دارای متوسط به�طور β برای دوم توان�های کمترین برآورد همخطی وجود صورت در
کم�تر خطایی میانگین اما اریب، که است برآوردگری یافتن مشکل این رفع برای روش یک می�باشد.
اریبی میزان گرفتن نظر در کوچک با می�نامیم. β̂∗ را برآوردگر این دارد. β̂ نااریب برآوردگر به نسبت
β̂ نااریب برآوردگر واریانس از کمتر β̂∗ ،MSE که به�طوری کرد کوچک می�توان را β̂∗ واریانس ،β̂∗

شود.
است، شده داده توسعه رگرسیون، ضرایب اریب برآوردگرهای آوردن به�دست �منظور به مختلفی روش�های
شد. پیشنهاد ١٩٧٠ سال در کنارد۴٢ و هورل توسط که است ریج۴١ رگرسیون روش�ها این از یکی که

ها X از بیشتری تعداد یا دو که می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را (١.١) چندگانه خطی رگرسیون مدل
قطری p× p ماتریس یک Λ اگر است. چندگانه همخطی مشکل دارای مدل پس باشند. خطی وابسته
ماتریس T و می�باشند X′X ماتریس (λ١, λ٢, · · · , λp) ویژه مقادیر آن اصلی قطر اعضای که باشد

۴١Ridge regression
۴٢Hoerl and Kennard
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آن�گاه آ�.٠.١۶)، تعریف به (بنا باشد ویژه بردارهای از متعامد متناظر
T′X′XT = Λ.

از عبارتست (١.١) خطی مدل کانونی۴٣ صورت γ = T′β و Z = XT فرض با

y = Xβ + ϵ

= (ZT′)(Tγ) + ϵ

= Zγ + ϵ. (١٨.١)

این�صورت در

Z′Z = (XT)′(XT)

= (T′X′)(XT)

= T′(X′X)T

= Λ. (١٩.١)

می�آید به�دست زیر صورت به معمولی دوم توان�های کمترین برآوردگر

γ̂OLSE = (Z′Z)−١Z′y

= Λ−١Z′y. (٢٠.١)

است زیر صورت به اولیه پارامترهای برآورد بردار همچنین،
β̂ = Tγ̂OLSE.

که آید می دست به (٢٠.١) رابطه در (Λ + kI) با Λ جایگزینی از که است برآوردگری ریج، برآوردگر
به پارامتر این افزودن با دارد، بستگی k پارامتر به که برآوردگر این است. ثابت مقداری k > ٠ آن در

می�شود آن وضعیت بهبود باعث Z′Z ماتریس
γ̂(k) = (Λ+ kI)−١Z′y

از خطی تبدیل یک ریج برآوردگر واقع در می�آید. به�دست عددی مختلف تحلیل�های با k > ٠ آن در که
است دوم توان�های کمترین برآوردگر

γ̂(k) = (Λ+ kI)−١Z′y (٢١.١)

= (Λ+ kI)−١Λγ̂OLSE

= Tkγ̂OLSE

است. خطی غیر k پارامتر به نسبت ریج برآوردگر که داشت توجه باید .Tk = (kΛ−١+ I)−١ آن در که

۴٣Canonical form
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شود. می محاسبه زیر صورت به نرمال معادلات یافته تغییر حل با β̂(k) ریج برآوردگر حقیقت در
(X′X+ kI)β̂(k) = X′y.

نتیجه در
β̂(k) = (X′X+ kI)−١X′y. (٢٢.١)

محدودیت و خطا دوم توان�های کمترین از خطی ترکیبی مینیمم�سازی حاصل معادلات این واقع در
زیر عبارت در A کردن مینیمم یعنی است. ββ′ ≤ ϕ٢ صورت به پارامتر فضای روی بر اعمال�شده

A(β, ϕ) = (y −Xβ)′(y −Xβ) + k(β′β − ϕ٢)

برآوردگر k = ٠ اگر که داریم توجه می�شود. انتخاب تحلیل�گر توسط که است ثابتی k ≥ ٠ آن در که
تحلیل روش به آن ریاضیات شباهت دلیل به فوق روش است. دوم توان�های کمترین برآوردگر همان ریج
استفاده مورد دوم درجه پاسخ سطح رفتار تشریح برای (١٩۵٩) کنارد و هورل توسط این از قبل که ریج

می�شود. نامیده ریج رگرسیون گرفت، قرار
از است عبارت β̂(k) ریاضی امید

E
(
β̂(k)

)
= E[Tkβ̂] = Tkβ. (٢٣.١)

زیر صورت به کوواریانس واریانس- ماتریس همچنین می�باشد. β اریب برآوردگر یک β̂(k) بنابراین
است

Var
(
β̂(k)

)
= σ٢(X′X+ kI)−١X′X(X′X+ kI)−١. (٢۴.١)

از است عبارت ریج برآوردگر خطای دوم توان�های میانگین

MSE
(
β̂(k)

)
= V ar

(
β̂(k)

)
+
(
Bias(β̂(k))

)٢
(٢۵.١)

= σ٢tr
[
(X′X+ kI)−١X′X(X′X+ kI)−١

]
+ k٢β′(X′X+ kI)−٢β

= σ٢
p∑

j=١

λj

(λj + k)٢
+ k٢β′(X′X+ kI)−٢β

مجموع (٢۵.١) راست طرف جمله اولین می�باشند. X′X ویژه مقادیر λ١, λ٢, · · · , λp آن در که
توجه باید ،k > ٠ اگر می�باشد. اریبی دوم توان دوم جمله و β̂(k) درون پارامترهای واریانس�های

می�یابد. کاهش واریانس ، k افزایش با هرچند می�یابد؛ افزایش k با β̂(k) درون اریبی که داشت
در افزایش از بزرگتر واریانس در کاهش که کند انتخاب را k از مقداری که است این ریج رگرسیون ایده�ی
β̂(k) ریج برآوردگر خطای دوم توان میانگین شود، انجام بتواند امری چنین اگر باشد. اریبی دوم توان
اگر کردند، ثابت (١٩٧٠) کنارد و هورل بود. خواهد β̂ دوم توان�های کمترین برآوردگر واریانس از کمتر
برآوردگر واریانس از MSE(β̂(k)) آن برای که دارد وجود k از صفر غیر مقداری باشد کران�دار β′β

ریج برآوردهای آن ازای به که دارد وجود k برای مثبتی مقدار است. کوچکتر β̂ دوم توان�های کمترین
بود. خواهند پایدار داده�ها برآورد در کم تغییرات به نسبت

١-٠ فاصله�ی در معمولا که می�باشد k از مقادیری برای k مقابل در β̂(k) اعضای نمودار یک ریج اثر
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صورت به تقریباً که می�کنند پیشنهاد را k مقدار ٢۵ تا به�کارگیری سنی۴۴(١٩٧۵) و مارکوارت دارند. قرار
به رگرسیون ضرایب در ناپایداری باشد، شدید همخطی اگر دارند. قرار (٠,١) فاصله�ی روی لگاریتمی
خواهند تغییر نمایشی صورت به ریج برآوردهای از بعضی k افزایش با بود. خواهد بدیهی ریج اثر لحاظ
قبول قابل کوچک مقدار انتخاب هدف بود. خواهند پایدار ریج برآوردهای k مقادیر بعضی ازای به کرد.
را برآوردها از مجموعه�ای کار این که است امید باشند. پایدار β̂(k) ریج برآوردهای آن در که است k از
مونتگومری۴۵ به بیشتر گاهی آ برای دهد. به�دست دوم توان�های کمترین برآوردهای از MSEکوچکتر با

کنید. مراجعه (١٩٣٨) همکاران و چاترجی۴۶ و (١٩٩٢)

لیو نوع برآوردگر ۴.١

غیر برآوردگری ریج، پارامتر به نسبت (١٩٧٠) وکنارد هورل توسط شده ارائه ریج برآوردگر که آن�جایی از
برآوردگری (١٩٩٣) لیو دارد، عددی محاسبات به نیاز بهینه ریج پارامتر محاسبه همچنین و است خطی
انقباضی پارامتر به نسبت که کرد ارائه همخطی مشکل حل برای دوم توان�های کمترین برآوردگر پایه بر

بود. راحت�تر آن پارامتر اساس بر برآوردگر این سازی بهینه این�صورت در که باشد، خطی
معمولی رگرسیون برآوردگر با را (١٩۵۶) استاین برآوردگر ،(١٩٩٣) لیو ناقص، همخطی مشکل رفع برای
به آن از مکرر استفاده دلیل به آن از پس که کرد پیشنهاد را زیر صورت به برآوردگری و نمود ترکیب ریج

شد معروف ،(LE)۴لیو٧ نوع برآوردگر

γ̂(d) = (Λ+ I)−١(Z′y + dγ̂OLSE) (٢۶.١)

توان�های کمترین برآوردگر از خطی ترکیب برآوردگر این دارد. نام اریبی۴٨ پارامتر ٠ < d < ١ آن در که
داریم عبارتی به است، دوم

γ̂(d) = (Λ+ I)−١Z′y + d(Λ+ I)−١γ̂OLSE.

بنویسیم می�توانیم حالت این در

γ̂(d) = (Λ+ I)−١(Z′y + dγ̂OLSE)

= (Λ+ I)−١(Λ+ dI)γ̂OLSE

= Fdγ̂OLSE (٢٧.١)

.Fd = (Λ+ I)−١(Λ+ dI) آن در که

۴۴Marquardt and Snee
۴۵Montgomery
۴۶Chatterjee
۴٧Liu-type estimator
۴٨Biasing parameter
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�یافته تعمیم لیو برآوردگر ١.۴.١

Dبرآوردگر > ٠ مانند اریبی ماتریس یک به d اریبی پارامتر جایگذاری با کاچیرانلار۴٩(١٩٩۵) و کدنیز آ
�یافته تعمیم لیو برآوردگر نامیدند. ،(GLE)۵یافته٠� تعمیم لیو برآوردگر را آن و دادند تعمیم را (١٩٩٣) لیو

است زیر فرمولی صورت دارای
γ̂(D) = (Λ+ I)−١(Z′y +Dγ̂OLSE). (٢٨.١)

صورت به قطری ماتریس یک D اریبی ماتریس (١٩٩۵) کاچیرانلار و کدنیز آ برآوردگر در

D =


d١ ٠ · · · ٠

٠ . . . · · · ٠
... · · · . . . ٠
٠ · · · · · · dp


ترکیب یک نیز �یافته تعمیم لیو برآوردگر داد نشان می�توان . ٠ < di < ١, i = ١,٢, · · · , p که بود

از عبارتست آن خلاصه�تر نمایش و است دوم توان�های کمترین برآوردگر از خطی

γ̂(D) = (Λ+ I)−١(Z′y +Dγ̂OLSE)

= (Λ+ I)−١(Λγ̂OLSE +Dγ̂OLSE)

= (Λ+ I)−١(Λ+D)γ̂OLSE

=
[
(Λ+ I)−١Λ+ (Λ+ I)−١D

]
γ̂OLSE

=
[
(Λ+ I)−١Λ+ (Λ+ I)−١(I− I+D)

]
γ̂OLSE

=
[
(Λ+ I)−١Λ− (Λ+ I)−١(I− I−D)

]
γ̂OLSE

=
[
(Λ+ I)−١Λ− (Λ+ I)−١(I−D) + (Λ+ I)−١

]
γ̂OLSE

=
[
(Λ+ I)−١(Λ+ I)− (Λ+ I)−١(I−D)

]
γ̂OLSE

=
[
I− (Λ+ I)−١(I−D)

]
γ̂OLSE

= FDγ̂OLSE (٢٩.١)

آن در که

FD = (Λ+ I)−١(Λ+D)

= (Λ+ I)−١Λ+ (Λ+ I)−١D

= (Λ+ I)−١Λ− (Λ+ I)−١(I−D) + (Λ+ I)−١

= (Λ+ I)−١(Λ+ I)− (Λ+ I)−١(I−D)

= I− (Λ+ I)−١(I−D).

۴٩Akdenize and Kaciranlar
۵٠Generalized liu-type estimator



١٧ لیو نوع برآوردگر .۴.١

نوشت می�توان منظور این برای می�آوریم. به�دست برآوردگر این برای را اریبی مقدار

bias(γ̂(D)) = E(γ̂(D))− γ

= [I− (Λ+ I)−١(I−D)]E(γ̂OLSE)− γ (٣٠.١)

داریم (٢٩.١) و (٢٠.١) رابطه�ها�ی به بنا که

bias(γ̂(D)) = [I− (Λ+ I)−١(I−D)]γ − γ

= −(Λ+ I)−١(I−D)γ

= (FD − I)γ. (٣١.١)

ساده لیو نوع برآوردگر به �یافته تعمیم لیو برآوردگر ، d١ = d٢ = . . . = dp = d,٠ < d < ١ هرگاه
می�شود.

زیر صورت به تعمیم�یافته لیو برآوردگر کوواریانس واریانس- ماتریس (٢٠.١) و (٢٩.١) به توجه با
می�شود محاسبه

cov(γ̂(D)) = cov(FDγ̂OLSE)

= FDcov(γ̂OLSE)F
′
D

= σ٢FDΛ
−١F′

D. (٣٢.١)

خطا۵١ دوم توان میانگین ماتریس مقدار (٣١.١) و (٣٢.١) روابط به توجه با و ب.٣٠.٠ تعریف به بنا
است محاسبه قابل زیر صورت به �یافته تعمیم لیو برآوردگر برای (MSEM)

MSEM(γ̂(D)) = cov(γ̂(D)) + (bias(γ̂(D)))٢

= σ٢FDΛ
−١F′

D + (FD − I)γγ′(FD − I)′. (٣٣.١)

عددی مثال ٢.۴.١

به�کار مختلف شیمیایی مواد تهیه و سنتز در ماده پیش و اولیه ماده عنوان به پتروشیمی صنعت در استیلن
کوچک�ترین است. شده ابداع ماده این انبوه تولید برای زیادی صنعتی روش�های رو، این از می�رود.
گانه سه پیوند هم با که کربن اتم دو و هیدروژن اتم دو از که است هیدروکربنی آلکین�های خانواده عضو
شناخته اشباع�نشده شیمیایی مواد جزو استیلن گانه سه پیوند این وجود خاطر به است. شده ساخته دارند

می�شود.
درجه شامل: توضیحی متغیر سه با استیلن به هپتان -n تبدیل درصد نشان�دهنده ١.١ جدول داده�های

۵١Mean square error matrix



١٨ دورنما و مقدمه .١

استیلن به هپتان -n تبدیل صد در داده�های :١.١ جدول

اتصال زمان هپتان -n به H٢ نسبت کتور رآ درجه استیلن به هپتان -n تبدیل صد در
٠/٠١٢ ٧/۵ ١٣٠٠ ۴٩
٠/٠١٢ ٩ ١٣٠٠ ۵٠/٢
٠/٠١١۵ ١١ ١٣٠٠ ۵٠/۵
٠/٠١٣ ١٣/۵ ١٣٠٠ ۴٨/۵
٠/٠١٣۵ ١٧ ١٣٠٠ ۴٧/۵
٠/٠١٢ ٢٣ ١٣٠٠ ٢٨
٠/٠۴ ۵/٣ ١٢٠٠ ٣١/۵
٠/٠٣٨ ٧/۵ ١٢٠٠ ٣١/۵
٠/٠٣٢ ١١ ١٢٠٠ ٣۴/۵
٠/٠٢۶ ١٣/۵ ١٢٠٠ ٣۵
٠/٠٣۴ ١٧ ١٢٠٠ ٣٨
٠.٠۴١ ٢٣ ١٢٠٠ ٣٨/۵
٠/٠٨۴ ۵/٣ ١١٠٠ ١۵
٠/٠٩٨ ٧/۵ ١١٠٠ ١٧
٠/٩٢ ١١ ١١٠٠ ٢٠/۵
٠/٠٨۶ ١٧ ١١٠٠ ٢٩/۵

ببینید.) را (نجاریان١٣٩٠ می�باشد. هپتان -n به H نسبت اتصال، زمان کتور، رآ
است زیر صورت به پارامتری مدل الگوی

y = β٠ + β١X١i + β٢X٢i + β٣X٣i + ϵi

X٣ اتصال، زمان X٢ کتور، رآ درجه X١ استیلن، به هپتان -n تبدیل درصد نشان�دهنده y آن در که
است. هپتان -n به H نسبت

ببینید.) را پ (پیوست می�گردد محاسبه زیر رابطه�ی از و است تشخیصهمخطی برای معیاری V IF

V IFj = (x′
jxj)/(x

′
jMjxj)

آن در Mjکه = In −Xj(X
′
jXj)

−١X ′
j

X = (xj, Xj).

است. xj متغیر حذف از پس باقیمانده مشاهدات ماتریس Xj و xj متغیر به مربوط مشاهدات xj و
صورت به ترتیب به V IF مقادیر متغیرها این برای

٣٢۵٫ ٧٣, ٣٢٩٫ ١۶٣, ۶٫ ۴٨, ١٫ ۵۴



١٩ لیو نوع برآوردگر .۴.١

d مختلف مقادیر برای β̂(d) برآورد :٢.١ جدول

d = ١ d = ٠/٧۵ d = ٠/۵۵
-١١٣/١١ -٨۶/۴١۶ -۶۵/٠۶١ β٠

٠/١٢٣ ٠/١٠٠٨ ٠/٠٨٣ کتور رآ درجه ضریب
-٠/٠٣٣ -٠/٠١١ ٠/٠٠٩ هپتان -n به H٢ نسبت ضریب
-١/۴٢۴ -٢/٩٢٢ -۴/١٢١ اتصال زمان ضریب
١٢٧٩۵/۶۴ ٧۴٧۶/١٩٨ ۴٢۴٩/٩١٢ ضرایب توان�دوم طول
١٠٢٧/٨٩٢ ١٣٢٠/٢٧٢ ٢۶۶۴/۴٧۵ خطا توان�دوم میانگین اثر

این در متغیرهاست. بین شدید همخطی بر دلالت که هستند ٣٠ از بزرگتر ها V IF از بعضی است.
توان�های کمترین از استفاده با معتبر پیش�گویی و استنباط بنابراین، معنی�اند بی رگرسیونی ضرایب حالت،
را برآوردگر این مقدار است. لیو برآوردگر از استفاده مشکل این رفع برای حل راه یک است. مشکل دوم
مقادیر و (β′β) رگرسیون ضرایب �دوم توان طول و برآوردها ایم. نموده محاسبه مختلف های d ازای به
برنامه است. آمده ٢.١ جدول در d مختلف مقادیر ازای به است trace(MSEM) برابر که ها MSE

است. آمده ت.١ پیوست در مثال این به مربوط
می�شود محاسبه زیر رابطه از واریانس برآورد

σ̂٢ = (y − Zγ̂OLSE)
′(y − Zγ̂OLSE)/(n− p).

شکل و ٢.١ جدول به توجه با که می�دهد نشان مختلف نواحی در را لیو نوع برآوردگر عملکرد ١.١ شکل
می�کند. پیدا کاهش MSE مقدار و می�یابد افزایش برآوردگر �دوم توان طول d مقدار افزایش با ١.١
برآورد و کاهش برآوردگر اریبی �دوم توان مقدار می�کند پیدا افزایش ١ سمت به d مقدار هرچه همچنین

می�یابد. افزایش برآوردگرها واریانس
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٠ < d < ١ ، d مختلف مقادیر ازای به لیو نوع برآوردگر عملکرد :١.١ شکل



٢١ آمیخته برآوردگر .۵.١

آمیخته برآوردگر ۵.١

اطلاع روش این کرده�اند. معرفی را آمیخته۵٣ برآوردگر روش (١٩۶٣) تیل و (١٩۶١) گلدبرگر۵٢ و تیل
با آمیخته برآوردگر می�افزاید. داده�ها به پیشین توزیع یک جای به مستقیم طور به را اضافی یا پیشین
r < p از مجموعه�ای می�تواند محقق که می�شود فرض و می�شود شروع (١.١) معمولی رگرسیون مدل

که این�صورت به بگیرد، نظر در β روی بر را پیشین محدودیت�های
a = Tβ + δ

بردار یک a و می�باشد r رتبه با ثابت و معلوم r× p ماتریس T ،Var(δ) = V ،E(δ) = 0 آن در که
داشت خواهیم بیفزاییم آن به را X و y اگر هستند. r × ١ ]تصادفی

y

a

]
=

[
X
T

]
β +

[
ϵ

δ

]
می�آید به�دست نااریب آمیخته برآوردگر دوم، توان�های کمترین روش بردن کار به با و

β̂ME =

(
١
σ٢
X′X+ T′V−١T

)−١( ١
σ٢
X′y + T′V−١a

)
.

آن�گاه بگیریم، نظر در ،V = σ٢١I و a = 0 ،( A′A = I آن در (که T = A اگر حال
β̂ME = (X′X+ kI)−١X′y ≡ β̂(k)

.k =
σ٢

σ٢١
آن در که

آمیخته برآورد در گرفت. نظر در یکدیگر معادل عددی نظر از می�توان را ریج رگرسیون و آمیخته برآوردگر
برآوردگر اریبی موجب که است، معین ثابتی a ریج رگرسیون در حالی�که در است تصادفی متغیر یک a

می�شود.
بررسی و مطالعه مورد نیز دیگر محقق چندین توسط یافته تعمیم لیو برآوردگر بر تعمیم�هایی و خواص
ترکیبی که کردند معرفی را وزنی لیو برآوردگر (٢٠٠٩) همکاران و یانگ۵۴ میان این در است. گرفته قرار

است. لیو نوع برآوردگر و وزنی آمیخته برآوردگر از
برآوردگر از ترکیبی که کردند پیشنهاد را تصادفی محدودکننده برآوردگر وایجکوان۵۵(٢٠٠۶) و هیبرت
پارامترها بردار برای را لیو شده محدود برآوردگر سو۵۶(٢٠٠٩) و یانگ است. لیو نوع برآوردگر با آمیخته
بهبود و معرفی خطی رگرسیون مدل یک در می�شود، فرض پارامترها بردار روی خطی محدودیت وقتی
مدل یک در β پارامترهای بردار برای لیو نوع برآوردگر دوران۵٧(٢٠٠٩) کدنیز آ و کدنیز آ بخشیدند.

است. نامعلوم و هموار تابعی f که کردند معرفی Y = Xβ + f + ϵ پارامتری نیمه رگرسیون

۵٢Theil and Goldberger
۵٣Mixed estimation
۵۴Yang
۵۵Hubert and Wijekoon
۵۶Xu
۵٧Akdeniz Duran
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جک�نایف روش ۶.١

معرفی برآوردگر یک اریبی کاهش برای روشی عنوان به کوئینلی توسط ١٩۴٩ سال در جک�نایف روش
بهره استاندارد خطای برآورد برای آن از و نهاد جک�نایف را تکنیک این نام توکی۵٨ ١٩۵٨ سال در شد.

گرفت.
مقصود است. استفاده قابل جا همه در و آسانی به که است سوئیسی جیبی چاقوی یک جک�نایف،
جایگزینی برای وسیله این کاربرد از مفیدی گسترده�ی ارائه ابزار، این برای جک�نایف نام به�کارگیری از
یک عنوان به آمار علم در را واژه این توکی نباشند. دسترس در است ممکن که است تخصصی ابزارهای
مثال عنوان به می�رود. به�کار شرایط از وسیعی انواع تحت که نمود معرفی نیرومندی روش و رویکرد
افرون از نقل به ١٣٩٠ راد (نوروزی نمود اشاره اطمینان بازه�های محاسبه�ی در آن کاربرد به می�توان

ببینید). را ١٩٧٩
جک�نایف است. پیچیده فرض�های برقراری و تئوری محاسبات به نیاز عدم روش این مزیت مهم�ترین
مورد را روش این جزئیات بخش این در می�باشد. برآوردگرها واریانس و اریبی برآورد برای ساده روشی

می�دهیم. قرار بررسی
صورت به F نامعلوم توزیع�های ازخانواده تصادفی نمونه یک X = (X١, X٢, · · · , Xn) کنید فرض

باشد زیر
F = {Fθ : θ ∈ Θ ⊆ R}.

می�شود. حذف اصلی نمونه از مشاهدات، از یکی بار، هر در که است نمونه�هایی اساس بر روشجک�نایف
می�دهیم نشان زیر صورت به را جک�نایف نمونه�های

X(i) = (X١, X٢, · · · , Xi−١, Xi+١, · · · , Xn) (٣۴.١)

است. مشاهده i-امین جز به اصلی نمونه مشاهدات تمام شامل جک�نایف نمونه i-امین
نمونه هر با متناظر آن�گاه باشد، θ معمول برآوردگر θ̂ = S(X) و جک�نایف نمونه i-امین ،X(i) اگر

می�شود تعریف زیر صورت به θ̂ جک�نایف پاسخ جک�نایف،
θ̂(i) = Sn−١,i = S(X(i)). (٣۵.١)

تعریف زیر صورت به Sn اریبی آن�گاه باشد، θ پارامتر از هموار برآوردگری Sn = Sn(X١, · · · , Xn) اگر
می�شود

bias(Sn) = E(Sn)− θ. (٣۶.١)

از عبارتست کوئینلی جک�نایف اریبی برآورد
biasjack(Sn) = (n− ١)(S̄n − Sn) (٣٧.١)

آن در که

S̄n =
١
n

n∑
i=١

Sn−١,i.

۵٨Tukey



٢٣ جک�نایف روش .۶.١

کنیم تعریف زیر صورت به را θ جک�نایف برآوردگر اگر .١.۶.١ قضیه

Sjack = Sn − biasjack(Sn)

= Sn − (n− ١)(S̄n − Sn)

= nSn − (n− ١)S̄n. (٣٨.١)

θ̂ = Sn اریبی از Sjack اریبی دیگر عبارت به است. یافته۵٩ کاهش اریبی با برآوردگری Sjack آن�گاه
است. کمتر

(١٩٧١ همکاران، و شوکنی۶٠ و ١٩٨٠ (افرن، داریم برآوردگرها برای معمولا برهان.

E(Sn) = θ +
a

n
+

b

n٢
+O(n−٣)

و

bias(Sn) =
a

n
+

b

n٢
+O(n−٣) (٣٩.١)

است.) آمده ب.٠.٢۶ پیوست در o و O (تعاریف ندارند. بستگی n به و مجهولند b و a آن در که
نوشت می�توان پس است، داده n-١ اساس بر Sn−١,i چون

bias(Sn−١,i) =
a

n− ١ +
b

(n− ٢(١ +O((n− ٣−(١).

می�شود نتیجه اریبی تعریف به توجه با

bias(
١
n

n∑
i=١

Sn−١,i) = E(
١
n

n∑
i=١

Sn−١,i)− θ

=
١
n
E(

n∑
i=١

Sn−١,i)− θ

=
١
n

n∑
i=١

E(Sn−١,i)− θ

=
١
n

[
n∑

i=١

E(Sn−١,i)− nθ

]

=
١
n

n∑
i=١

[E(Sn−١,i)− θ]

=
١
n

n∑
i=١

bias(Sn−١,i). (۴٠.١)

۵٩Bias-reduced estimator
۶٠Schucany



٢۴ دورنما و مقدمه .١

داریم ،(۴٠.١) رابطه به توجه با و ،i = ١,٢, · · · , n ،Sn−١,i هم�توزیعی از

bias(S̄n) = bias(
١
n

n∑
i=١

Sn−١,i)

=
١
n

n∑
i=١

bias(Sn−١,i)

=
١
n
.nbias(Sn−١,i)

= bias(Sn−١,i). (۴١.١)

بنابراین است. برابر Sn−١,i اریبی با S̄n اریبی یعنی

b̂jack = E(biasjack(Sn))

= E
[
(n− ١)(S̄n − Sn)

]
= (n− ١)

[
E(S̄n)− E(Sn)

]
= (n− ١)

[
E(S̄n)− bias(Sn)− θ

]
= (n− ١)

[
bias(S̄n)− bias(Sn)

]
= (n− ١)

[
(

١
n− ١ − ١

n
)a+ (

١
(n− ٢(١ − ١

n٢
)b+O(

١
n٣

)

]
=

a

n
+

(٢n− ١)b
n٢(n− ١) +O(

١
n٢

). (۴٢.١)

لذا

bias(Sjack) = E(Sjack)− θ

= E(Sn − b̂jack)− θ

= E(Sn)− E(b̂jack)− θ

= bias(Sn)− E(b̂jack)

= − b

n(n− ١) +O(
١
n٢

). (۴٣.١)

a

n
اول درجه جمله حذف با جک�نایف روش که است واضح (٣٩.١) و (۴٣.١) مقایسه با بنابراین

می�کند. تولید کمتر اریبی با برآوردگری ،bias(Sn) در
نوشت زیر صورت به می�توان را (٣٨.١) در Sjack تعریف

Sjack =
١
n

n∑
i=١

[nSn − (n− ١)Sn−١,i] . (۴۴.١)



٢۵ جک�نایف روش .۶.١

زیرا

Sjack = nSn − (n− ١)S̄n

= nSn − (n− ١(١
n

n∑
i=١

Sn−١,i

=
١
n
n٢Sn − (n− ١(١

n

n∑
i=١

Sn−١,i

=
١
n

n∑
i=١

nSn − (n− ١(١
n

n∑
i=١

Sn−١,i

=
١
n

n∑
i=١

[nSn − (n− ١)Sn−١,i] . (۴۵.١)

بگیرید نظر در زیر صورت به و داده نشان S̃n,i با را جک�نایف مقادیر شبه ،(١٩۵٨) توکی
S̃n,i = nSn − (n− ١)Sn−١,i i = ١,٢, · · · , n.

داریم صورت این در
هستند. تصادفی) (نمونه iid ،i = ١,٢, · · · , n ،S̃n,i مقادیر شبه (الف)

.
√
nSn واریانس با است برابر تقریباً ها S̃n,i واریانس (ب)

برآورد برای S̃n,١, · · · , S̃n,n نمونه�ای واریانس از می�توان که است طبیعی (ب) و (الف) به توجه با
نوشت می�توان پس کرد. استفاده V ar(

√
nSn)

V ar(
√
nSn) = nV ar(Sn)

=
١

n− ١

n∑
i=١

(S̃n,i −
١
n

n∑
j=١

S̃n,j)
٢

⇒ V ar(Sn) =
١

n(n− ١)

n∑
i=١

(S̃n,i −
١
n

n∑
j=١

S̃n,j)
٢. (۴۶.١)

می�آوریم به�دست Sn−١,i برحسب را ١
n

∑n
i=١ S̃n,i ،(۴۴.١) از استفاده با

١
n

n∑
i=١

S̃n,i =
١
n

n∑
i=١

[nSn − (n− ١)Sn−١,i]

=
١
n

[
(

n∑
i=١

nSn)− (n− ١)
n∑

i=١

Sn−١,i

]

=
n٢

n
Sn −

(n− ١)
n

n∑
i=١

Sn−١,i

= nSn −
(n− ١)

n

n∑
i=١

Sn−١,i. (۴٧.١)



٢۶ دورنما و مقدمه .١

داریم پس

V arjack(Sn) =
١

n(n− ١)

n∑
i=١

S̃n,i −
١
n

n∑
j=١

S̃n,j

٢

=
١

n(n− ١)

n∑
i=١

١
n

n∑
j=١

S̃n,j − S̃n,i

٢

=
١

n(n− ١)

n∑
i=١

nSn −
(n− ١)

n

n∑
j=١

Sn−١,j − nSn + (n− ١)Sn−١,i

٢

=
١

n(n− ١)

n∑
i=١

(n− ١)Sn−١,i −
(n− ١)

n

n∑
j=١

Sn−١,j

٢

=
١

n(n− ١)

n∑
i=١

[(n− ٢(١S٢
n−١,i +

(n− ٢(١
n٢

(
n∑

j=١

Sn−١,j)
٢

− ٢(n− ٢(١
n

Sn−١,j(
n∑

j=١

Sn−١,j)]

=
١

n(n− ١) [(n− ٢(١
n∑

i=١

S٢
n−١,i +

n(n− ٢(١
n٢

(
n∑

j=١

Sn−١,j)
٢

− ٢(n− ٢(١
n

(
n∑

j=١

Sn−١,j)
n∑

i=١

Sn−١,i]

=
(n− ٢(١
n(n− ١)

n∑
i=١

S٢
n−١,i +

١
n٢

 n∑
j=١

Sn−١,j

٢

− ٢
n
(

n∑
j=١

Sn−١,j)Sn−١,i


=

(n− ٢(١
n(n− ١)

n∑
i=١

(Sn−١,i −
١
n

n∑
j=١

Sn−١,j)
٢

=
n− ١
n

n∑
i=١

(Sn−١,i −
١
n

n∑
j=١

Sn−١,j)
٢. (۴٨.١)

با است برابر واریانس جک�نایف برآورد بنابراین

V arjack(Sn) =
n− ١
n

n∑
i=١

(Sn−١,i −
١
n

n∑
j=١

Sn−١,j)
٢. (۴٩.١)

با شد خواهد برابر Sn آماره�� استاندارد خطای جک�نایف برآورد نتیجه در

sejack(Sn) = [V arjack(Sn)]
١
٢

=

n− ١
n

n∑
i=١

(Sn−١,i −
١
n

n∑
j=١

Sn−١,j)
٢

 ١
٢

. (۵٠.١)



٢٧ جک�نایف روش .۶.١

که داد نشان آسانی به می�توان آن�گاه ،θ̂ = S(X) = X̄ بگیریم نظر در اگر خاص حالت در

sejack(X̄) =

[
١

n(n− ١)

n∑
i=١

(Xi − X̄)٢

] ١
٢

. (۵١.١)

این است. برابر آن نااریب برآورد با استاندارد، خطای جک�نایف برآورد آن�گاه ،θ̂ = X̄ اگر یعنی
می�کنیم. ثابت ٢.۶.١ قضیه در را مطلب

است. آن واقعی استاندارد خطای برآورد برابر X̄ استاندارد خطای جک�نایف برآورد .٢.۶.١ قضیه

با است برابر X̄ واریانس برآورد که می�دانیم برهان.

S٢

n
=

١
n−١

∑n
i=١(Xi − X̄)٢

n

=
١

n(n− ١)

n∑
i=١

(Xi − X̄)٢. (۵٢.١)

است. برابر (۵٢.١) با نیز X̄ واریانس جک�نایف برآورد کنیم ثابت باید پس
داریم آن�گاه ،S(X) = X̄ اگر

Sn−١,i =

∑n
j=١Xj −Xi

n− ١

=
nX̄ −Xi

n− ١

=
n

n− ١X̄ − ١
n− ١Xi

⇒ ١
n

n∑
i=١

Sn−١,i

=
١
n

n∑
i=١

(
n

n− ١X̄ − ١
n− ١Xi)

=
n

n− ١X̄ − ١
n− ١X̄i. (۵٣.١)

داریم پس

Sn−١,i −
١
n

n∑
i=١

Sn−١,i = (
n

n− ١X̄ − ١
n− ١Xi)− (

n

n− ١X̄ − ١
n− ١X̄)

=
١

n− ١(X̄ −Xi). (۵۴.١)



٢٨ دورنما و مقدمه .١

با می�شود برابر X̄ استاندارد خطای جک�نایف برآورد ،(۵٠.١) در (۵۴.١) جایگذاری با

sejack(X̄) =

[
n− ١
n

n∑
i=١

(
١

n− ١(X̄ −Xi)

)
)٢

] ١
٢

=

[
n− ١
n

n∑
i=١

(
١

(n− ٢(١ (X̄ −Xi)
٢
)
)

] ١
٢

=

[
١

n(n− ١)

n∑
i=١

(Xi − X̄)٢

] ١
٢

(۵۵.١)

. (۵١.١) با است برابر که

از عبارتست θ بسنده آماره می�دانیم . X١, X٢, · · · , Xn
iid∼ U(٠, θ) کنید فرض .٣.۶.١ مثال

.E[Sn] =

(
١+

١
n

)
θ ،θ > ٠ هر ازای به همچنین و Sn = X(n) = maxiXi

از عبارتست حالت این در جک�نایف برآوردگر

Sjack =
١
n

n∑
i=١

S̃n,i, S̃n,i = nSn − (n− ١)Sn−١,i

نتیجه در .Sn−١,i = max{X١, X٢, · · · , Xi−١, Xi+١, · · · , Xn} آن در که

E(Sjack) = n(١+
١
n
)θ − (n− ١](١+

١
n− ١ ]θ

= θ.

عمومی (خاصیت می�کند. حذف اریبی از را ١
n
درجه از عبارت جک�نایف برآوردگر که شود می دیده

جک�نایف.) برآوردگرهای
باشد. θ میانگین با توزیع هم و مستقل تقریباً تصادفی متغیرهای i = ١,٢, · · · , n ،S̃n,i کنید فرض

از عبارتست نمونه واریانس جک�نایف برآورد

V̂ arjack =
١

n− ١

n∑
i=١

(S̃n,i − Sjack)
٢.

آماره�ی بنابراین و
Sjack − θ

(
V̂ arjack

n
)
١
٢

پارامتر ٪١)١٠٠− α) تقریبی اطمینان فاصله یک و است آزادی درجه n− ١ با t توزیع دارای تقریباً
از عبارتست θ(

Sjack − t(n−١),α٢
V̂ arjack√

n
, Sjack + t(n−١),α٢

V̂ arjack√
n

)
.

مراجعه (١٩٧٧) هینکلی و (١٣٨٧) غیورمرادی به زمینه این در بیشتر جزئیات به دستیابی برای
کنید.



٢ فصل

لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر

مقدمه ١.٢

،(١٩٨۶) همکاران و سینگ ،(١٩٧٧) هینکلی که جبری مهارت�های برخی از استفاده با فصل، این در
مدل�های در نایف جک برآوردگر آوردن به�دست برای (٢٠٠٨) همکاران و باتا و (١٩٨٨) نیکوئیست
نشان و گرفته به�کار یافته تعمیم لیو نوع برآوردگر برای را جک�نایف روش دادند، پیشنهاد ریج رگرسیون
به نسبت کمتری MSEM کردند، پیشنهاد (٢٠١٢) دوران کدنیز آ و کدنیز آ که را برآوردگری می�دهیم

دارد. یافته تعمیم لیو جک�نایف و یافته تعمیم لیو برآوردگرهای
اریبی مقدار و شده�اند توصیف یافته تعمیم لیو وجک�نایف یافته تعمیم لیو مدل�های اول، بخش در
است. شده معرفی لیو نوع شده اصلاح جک�نایف برآوردگر دوم بخش در و شده محاسبه آن واریانس و
را برآوردگر کارایی یافته، تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر با برآوردگر این مقایسه منظور به سوم، بخش در
برآوردگر خطا دوم توان میانگین ماتریس معیار از استفاده با چهارم بخش در و داده�ایم قرار بررسی مورد
یک پنجم، بخش در است. شده مقایسه یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر با لیو شده اصلاح جک�نایف
شبیه�سازی از استفاده با ششم، بخش در نهایت در و آورده�ایم برآوردگر کارایی تشریح برای عددی مثال

است. شده گرفته قرار بررسی مورد نتایج صحت مونت�کارلویی
برزوئی مقاله آن متن از که می�باشد. (٢٠١٢) دوران کدنیز آ و کدنیز آ مرجع از عمدتاً فصل این نتایج

است. شده استخراج (١٣٩٣) آرشی و بیدگلی

یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر معرفی ٢.٢

�یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر بخش این در شد. معرفی ۴.١ قسمت در تعمیم�یافته لیو نوع برآوردگر
نهایت در می�کنیم. محاسبه آن�را کوواریانس واریانس- ماتریس و اریبی داده، شرح کامل�تری طور به را
مقادیر �یافته تعمیم لیو نوع برآوردگر به نسبت �یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر برتری دادن نشان برای

می�کنیم. مقایسه هم با را برآوردگر دو هر ب.٣٠.٠) تعریف (طبق MSEM معیار و اریبی

٢٩



٣٠ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

با و (٣۵.١) رابطه به توجه با بگیرید. نظر در (١٨.١) رابطه در خطی رگرسیون مدل کانونی صورت
تعریف زیر صورت به γ̂(D) جک�نایف پاسخ جک�نایف، نمونه هر با متناظر آ�.١٢.٠، قضیه از استفاده

می�شود

γ̂(D)(i) = (A− ziz
′
i)
−١(Z′y − ziyi)

=

(
A−١ +

A−١ziz
′
iA−١

١− z′iA
−١zi

)
(Z′y − ziyi)

= A−١Z′y −A−١ziyi +
A−١ziz

′
iA−١

١− z′iA
−١zi

Z′y − A−١ziz
′
iA−١

١− z′iA
−١zi

ziz
′
i

= γ̂(D)−A−١ziyi

(
١+

z′iA−١zi
١− z′iA

−١zi

)
+

A−١ziz
′
i

١− z′iA
−١zi

γ̂(D)

= γ̂(D)− (A−١ziyi)(١− z′iA−١zi) + (z′iA−١zi)(A
−١ziyi) + A−١ziz

′
iγ̂(D)

١− z′iA
−١zi

= γ̂(D)− A−١ziyi +A−١ziz
′
iγ̂(D)

١− z′iA
−١zi

= γ̂(D)− A−١zi(yi − ziγ̂(D))

١− z′iA
−١zi

= γ̂(D)− A−١ziei
١− wi

(١.٢)

i-امین ،wi = z′iA
−١zi لیو، باقیمانده i-امین ،ei = yi−z′iγ̂(D) ،Zماتریس از سطر i-امین ،z′i که

و فاصله فاکتور

A−١ = (Λ+ I)−١(I+DΛ−١)

= (Λ+ I)−١(Λ+D)Λ−١

= FDΛ
−١ (٢.٢)

روش از می�کند، بازتاب را نا�برابر وزن�های با مدلِ ،wi صفر غیر مقدار که نکته این به توجه با است.
استفاده شدند، پیشنهاد (١٩٨٨) نیکوئیست و (١٩٧٧) هینکلی توسط که وزنی جک�نایف مقادیر شبه

می�شود تعریف زیر صورت به جک�نایف وزنی مقادیر شبه خصوص این در می�کنیم.

Qi = γ̂(D) + n(١− wi)(γ̂(D)− γ̂(D)(i)) (٣.٢)



٣١ یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر معرفی .٢.٢

می�آید به�دست زیر صورت به یافته کاهش اریبی با ،(JGLE)یافته١ تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر

γ̂JGLE(D) = Q̄ =
١
n

n∑
i=١

Qi

= γ̂(D) +
١
n

n∑
i=١

n(١− wi)(γ̂(D)− γ̂(D)−i)

= γ̂(D) +
n∑

i=١

(١− wi)

(
γ̂(D)− γ̂(D) +

A−١ziei
١− wi

)

= γ̂(D) +
n∑

i=١

A−١ziei

= γ̂(D) +A−١
n∑

i=١

ziei (۴.٢)

همچنین و

n∑
i=١

ziei =
n∑

i=١

(yi − z′iγ̂(D))

=
n∑

i=١

ziyi −
n∑

i=١

ziz
′
i(Λ+ I)−١(z′y +Dγ̂(D))

=
n∑

i=١

ziyi −
n∑

i=١

ziz
′
i(Λ+ I)−١(I+DΛ−١)Z′y

= Z′y − Z′Z(Λ+ I)−١(I+DΛ−١)Z′y

= (I−ΛA−١)Z′y. (۵.٢)

داریم (۴.٢) در (۵.٢) جایگذاری با

γ̂JGLE(D) = γ̂(D) +A−١(I−ΛA−١)Z′y

= γ̂(D) +A−١Z′y −A−١ΛA−١Z′y

= γ̂(D) + γ̂(D)−A−١Λγ̂(D)

= ٢γ̂(D)−A−١Λγ̂(D)

= [٢I−A−١Λ]γ̂(D) (۶.٢)

١Jackknifed generalized liu-type estimator



٣٢ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

گرفت نتیجه می�توان (٢٩.١) عبارت به توجه با و

γ̂JGLE(D) = (٢I−A−١Λ)γ̂(D)

=
[
I+ (I−A−١Λ)

]
γ̂(D)

=
[
I+ (Λ+ I)−١(I−D)

]
γ̂(D)

= (٢I− FD)γ̂(D). (٧.٢)

می�شود نتیجه (٢٩.١) رابطه از استفاده با

γ̂JGLE(D) = (٢I− FD)FDγ̂OLSE. (٨.٢)

است زیر صورت به �یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر مؤلفه i-امین

γ̂JGLE(D)i =
λ٢i + d٢i + ٢(λi + di)

(١+ λi)٢
γ̂i

= [g(di)]γ̂i (٩.٢)

هستند. γ̂ بردار از مؤلفه -امین i ها، γ̂i و ٠ ≤ g(di) ≤ ١ آن در که
در اریبی کاهش است. کمتری اریبی دارای که می�کنند فراهم را برآوردگری جک�نایف مقادیر شبه معمولا
نشان�دهنده | · · · |i آن در که می�شود؛ مشخص |bias(γ̂JGLE(D)i)| با |bias(γ̂(D)i)| مقادیر مقایسه

است. مؤلفه i-امین مطلق قدر
�یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر و �یافته تعمیم لیو نوع برآوردگر ،(٨.٢) و (٢٩.١) روابط به توجه با
�یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر اریبی ،(٨.٢) رابطه به توجه با بنابراین هستند. اریب برآوردگرهایی

از عبارتست

bias(γ̂JGLE(D)) = E(γ̂JGLE(D))− γ

= (٢I− FD)FDγ − γ

= [(٢I− FD)FD − I]γ

= ([I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢]− I)γ

= −(Λ+ I)−٢(I−D)٢γ

= (I− FD)
٢γ. (١٠.٢)



٣٣ یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر معرفی .٢.٢

با است برابر لیو نوع برآوردگر و �یافته تعمیم لیو برآوردگرجک�نایف اریبی�های مؤلفه i-امین تفاضل

|bias(γ̂(D)i)| − |bias(γ̂(D)JGLE(D)i)|

= |(di − ١)
١+ λi

|.|γi| −
(١− di)

٢

(١+ λi)٢
|γi|

= |−(١− di)

١+ λi

|.|γi| −
(١− di)

٢

(١+ λi)٢
|γi|

=
(١− di)(١+ λi + ١+ di)

(١+ λi)٢
|γi|

=
(١− di)(λi + di)

(١+ λi)٢
|γi| (١١.٢)

به نسبت بیشتری اریبی مطلق قدر دارای لیو نوع برآوردگر می�دهد نشان و است مثبت مقداری که
است. �یافته تعمیم لیو برآوردگرجک�نایف

روابط به توجه با را جک�نایف لیو برآوردگر ،d١ = d٢ = d٣ = . . . = dp = d ،٠ < d < ١ هرگاه
نوشت زیر صورت به می�توان (٧.٢) و (٢٩.١)

γ̂JLE(d) = (٢I− Fd)Fd

= ٢Fd − F٢
d

= (I− (١− d)٢(Λ+ I)−٢)γ̂OLSE. (١٢.٢)

می�آید. به�دست دوم توان�های کمترین برآوردکننده�ی آن�گاه ،d = ١ ،(١٢.٢) رابطه در اگر
است زیر صورت به �یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر کوواریانس (٢٠.١) و (٨.٢) از استفاده با

cov(γ̂JGLE(D)) = cov((٢I− FD)FDγ̂OLSE)

= (٢I− FD)FDcov(γ̂OLSE)F
′
D(٢I− FD)

′

= σ٢)٢I− FD)FDΛ
−١F′

D(٢I− FD)
′. (١٣.٢)

زیر صورت به (١٠.٢) و (١٣.٢) روابط طبق �یافته تعمیم لیو برآوردگرجک�نایف برای MSEM مقدار
می�شود محاسبه

MSEM(γ̂JGLE(D)) = cov(γ̂JGLE(D)) + [bias(γ̂JGLE(D))][bias(γ̂JGLE(D))]′

= σ٢)٢I− FD)FDΛ
−١F′

D(٢I− FD)
′ + (I− FD)

٢γγ′(I− FD)
′٢.

(١۴.٢)

عددی مثال ١.٢.٢

برآوردگر از این�جا در بگیرید. نظر در را استیلن به هپتان -n تبدیل درصد به مربوط ٢.۴.١ مثال
�دوم توان طول برآوردگر، این مقدار می�کنیم. استفاده همخطی مشکل رفع برای یافته تعمیم لیو جک�نایف



٣۴ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

d مختلف مقادیر برای β̂(d) برآورد :١.٢ جدول

d = ١ d = ٠/٧۵ d = ٠/۵۵
-١١٣/١١ -٨١٠۶/٧٨١ -٩٢/۶٠٩ β٠

٠/١٢٣ ٠/١١٨ ٠/١٠۶ کتور رآ درجه ضریب
-٠/٠٣٣ -٠/٠٢٨ -٠/٠١۶ هپتان -n به H٢ نسبت ضریب
-١/۴٢۴ -٢/٠۴١ -٣/۴١٨ اتصال زمان ضریب
١٠۵۶/١۵٧ ١١۴٠۶/۵١ ٨۵٨٨/١۴٨ ضرایب توان�دوم طول
١٠٢٧/٨٩٢ ٩۵٨/٩٢٠ ١١٢٠/۶٢۶ خطا توان�دوم میانگین اثر

است. آمده ١.٢ جدول در d مختلف مقادیر ازای به خطا �دوم توان میانگین مقادیر و رگرسیون ضرایب
مقدار و می�شود بیشتر رگرسیون ضرایب �دوم توان d مقدار افزایش با ١.٢ شکل و ١.٢ جدول به توجه با
واریانس برآورد و کمتر اریبی �دوم توان مقدار می�یابد، افزایش d مقدار هرچه و می�شود. کمتر MSE

است. شده آورده ت.٢ پیوست در مثال این به مربوط برنامه می�شود. بیشتر برآوردگرها

یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر ٣.٢

سال در کدنیز٣ آ و دوران کدنیز آ توسط ،(MJGLE)یافته٢ تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر
طراحی یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر عنوان به برآوردگر این است. شده پیشنهاد ٢٠١٢

از عبارتست که است شده

γ̂MJGLE(D) = [I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢]γ̂(D)

= [I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢]FDγ̂OLSE

= [I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢][I− (Λ+ I)−١(I−D)]γ̂OLSE (١۵.٢)

این مؤلفه i-امین (١۵.٢) رابطه به توجه با آن�گاه، I−D؛ = 0 چون ،di = ١, i = ١,٢, . . . , p هرگاه
بود خواهد زیر صورت به برآوردگر

γ̂MJGLE(D)i = γ̂i.

زیر صورت به (١۵.٢) رابطه در γ̂MJGLE آن�گاه ،٠ < d < ١ و d١ = d٢ = · · · = dp = d هرگاه
می�نامند ،(MJLE)۴لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر را آن که می�شود نوشته

γ̂MJLE(d) =
[
I− (١− d)٢(Λ+ I)−٢][I− (١− d)(Λ+ I)−١

]
γ̂OLSE. (١۶.٢)

٢Modified jackknifed generalized liu-type estimator
٣Akdeniz Duran and Akdeniz
۴Modified jackknifed liu-type estimator



٣۵ یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٣.٢

٠ < d < ١ ، d مختلف مقادیر ازای به لیو برآوردگر عملکرد :١.٢ شکل



٣۶ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

داریم مؤلفه i-امین برای (١۶.٢) و (٩.٢) روابط از استفاده با

γ̂MJGLE(D)i =

[
١− (١− di)

٢

(١+ λi)٢

] [
١− ١− di

١+ λi

]
γ̂OLSE

=

(
(١+ λi)

٢ − (١− di)
٢

(١+ λi)٢

)(
١+ λi − ١+ di

١+ λi

)
=

(λi + di)(١+ λi)
٢

(١+ λi)٣
− (λi + di)(١− di)

٢

(١+ λi)٣

=
(λi + di)

(١+ λi)

[
١− (١− di)

٢

(١+ λi)٢

]
= [g(di)]γ̂i (١٧.٢)

است. g(di) ≤ ١ آن در که
است محاسبه قابل زیر صورت به برآوردگر این اریبی

bias(γ̂MJGLE(D)) = E(γ̂MJGLE(D))− γ

= [I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢]FDγ − γ

= [(I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢)FD − I]γ

= −(Λ+ I)−١[I+ (Λ+ I)−١(I−D)− (Λ+ I)−٢(I−D)٢](I−D)γ

= −(Λ+ I)−١[I+ FD − F٢
D](I−D)γ

= −(Λ+ I)−١W(I−D)γ (١٨.٢)

.W = I+ FD − F٢
D آن در که

با است برابر نیز یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر کوواریانس واریانس- ماتریس

cov(γ̂MJGLE(D)) =[I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢][I− (Λ+ I)−١(I−D)]cov(γ̂OLSE)

([I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢][I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢])′

= σ٢ΦΛ−١Φ′

(١٩.٢)

آن در که

Φ =
[
I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢

] [
I− (Λ+ I)−١(I−D)

]
= (٢I− FD)F

٢
D.



٣٧ یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر کارایی .۴.٢

با ست برابر MSEM مقدار نهایت در و

MSEM(γ̂MJGLE(D)) = cov(γ̂MJGLE(D)) + [bias(γ̂MJGLE(D))]

= σ٢ΦΛ−١Φ′

+ ((Λ+ I)−١W(I−D)γ)((Λ+ I)−١W(I−D)γ)′

= σ٢ΦΛ−١Φ′

+ (Λ+ I)−١W(I−D)γγ′(I−D)W′(Λ+ I)−١. (٢٠.٢)

یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر کارایی ۴.٢

مناسب معیاری و بوده اریب یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر که دیدیم قبلی بخش�های در
محاسبات در سهولت مطلبو این درک برای ابتدا MSEMاست. برآوردگر، این کارایی اندازه�گیری برای
را یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر کارایی ادامه در و می�کنیم رابیان قضیه چند بعدی،
مقایسه MSEM معیار از استفاده با یافته، تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر و یافته تعمیم لیو برآوردگر با

می�کنیم.

p×pمثبت معین قطری ماتریس یک D کنید فرض (٢٠١٢ دوران، کدنیز آ و کدنیز (آ * .١.۴.٢ قضیه
تعمیم لیو نوع برآوردگر به نسبت کمتری واریانس یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر باشد.

دارد. �یافته

داریم (١٩.٢) و (٣٢.١) روابط به توجه با برهان.
cov(γ̂(D))− cov(γ̂MJGLE(D)) = σ٢H (٢١.٢)

آن در که

H = [I− (Λ+ I)−١(I−D)]Λ−١[I− (Λ+ I)−١(I−D)]′ − σ٢ΦΛ−١Φ′

= σ٢(I− FD)[Λ
−١ − (I− F٢

D)Λ
−١(I− F٢

D)
′](I− FD)

′.

است زیر صورت به و مثبت ماتریس این مؤلفه i-امین است. قطری ماتریس یک Hماتریس بنابراین

hii =
λi(λi + di)(١− di)

٢

(١+ λi)۵
[(١+ λi)

٢ + (λi + di)(٢+ λi − di)].

است. کامل برهان و بوده مثبت معین ماتریس یک H ماتریس آ�.١٧.٠ تعریف طبق بنابراین

p×pمثبت معین قطری ماتریس یک D کنید فرض (٢٠١٢ دوران، کدنیز آ و کدنیز (آ * .٢.۴.٢ قضیه
اختلاف آن�گاه باشد،

∆١ = MSEM(γ̂OLSE, γ̂(D))−MSEM(γ̂OLSE, γ̂MJGLE(D)) (٢٢.٢)



٣٨ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

کند صدق زیر نامساوی در اگر تنها و اگر است، منفی غیر معین ماتریس یک

γ′[L−١(σ٢H+ FDγγ
′F′

D)L
′−١−[١γ ⩽ ١ (٢٣.٢)

.W = I+ FD − F٢
D و L = FDW آن در که

داریم (٢٠.٢) و (٣٣.١) رابطه�ها�ی از استفاده با برهان.

∆١ = MSEM(γ̂, γ̂(D))−MSEM(γ̂, γ̂MJGLE(D))

= σ٢FDΛ
−١F′

D + (FD − I)γγ′(FD − I)′ − σ٢ΦΛ−١Φ′

+ (Λ+ I)−١W(I−D)γγ′(I−D)W′(Λ+ I)−١

= σ٢FDΛ
−١F′

D − σ٢ΦΛ−١Φ′ + FDγγ
′F′

D − FDWγγ′W′F′
D

= σ٢H+ FDγγ
′F′

D − FDWγγ′W′F′
D (٢۴.٢)

آ�.١٧.٠، تعریف طبق که است مثبت عناصر با قطری ماتریس یک W = I + FD − F٢
D آن در که

اختلاف بنابراین می�باشد. مثبت معین نیز H ماتریس که دیدیم ١.۴.٢ قضیه� در می�باشد. مثبت معین
این�که به توجه با باشد. نا�منفی معین L−١∆١L

′−١ اگر تنها و اگر است منفی غیر معین ∆١

L−١∆١L
′−١ = L−١

(
σ٢H+ FDγγ

′F′
D

)
L′−١ − γγ′ (٢۵.٢)

ب.٣٢.٠، لم از استفاده با است، مثبت معین و متقارن σ٢H + FDγγ
′F′

D ماتریس که مطلب این و
اگر تنها و اگر است نامنفی معین L−١∆١L

′−١ ماتریس

γ′
[
L−١(σ٢H+ FDγγ

′F′
D)L

′−١
]−١

γ ≤ ١ (٢۶.٢)

است. کامل برهان و

عددی مثال ١.۴.٢

برآوردگر از این�جا در بگیرید. نظر در را استیلن به هپتان -n تبدیل صد در به مربوط ٢.۴.١ مثال
برآوردگر، این مقدار می�کنیم. استفاده همخطی مشکل رفع برای یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف
جدول در d مختلف مقادیر ازای به خطا �دوم توان میانگین مقادیر و رگرسیون ضرایب �دوم توان طول

است. آمده ٢.٢
می�شود بیش�تر رگرسیون ضرایب �دوم توان d مقدار افزایش با ٢.٢ شکل و ٢.٢ جدول به توجه با
برآورد و کم�تر اریبی �دوم توان مقدار می�یابد، افزایش d مقدار هرچه و می�شود. کم�تر MSEمقدار و

است. شده آورده ت.٣ پیوست در مثال این به مربوط برنامه می�شود. بیش�تر برآوردگرها واریانس



٣٩ یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر کارایی .۴.٢

٠ < d < ١ ، d مختلف مقادیر ازای به لیو برآوردگر عملکرد :٢.٢ شکل



۴٠ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

d مختلف مقادیر برای β̂(d) برآورد :٢.٢ جدول

d = ١ d = ٠/٧۵ d = ٠/۵۵
-١١٣/١١ -٨١/۵٩ -۵٣/٣٣ β٠

٠/١٢٣ ٠/٠٩٧ ٠/٠٧۴ کتور رآ درجه ضریب
-٠/٠٣٣ -٠/٠١١ ٠/٠١٩ هپتان -n به H٢ نسبت ضریب
-١/۴٢۴ -٣/٣۵۴ -۵/٠۴۶ اتصال زمان ضریب
١٢٧٩۵/۶۴ ۶۶۶٨/۵٣٣ ٢٨۶٩/۵٩٣ ضرایب توان�دوم طول
١٠٢٧/٨٩٢ ١٢۵۶/۴٨١ ٢۵۵۴/٨٢٩ خطا �دوم توان میانگین اثر

و یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر مقایسه ۵.٢
یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر

به نسبت بهتری عملکرد یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر که می�دهیم نشان بخش این در
می�کنیم. بیان را قضیه چند ابتدا در دارد. یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر

باشد. مثبت معین قطری ماتریس یک D کنید فرض (٢٠١٢ دوران، کدنیز آ و کدنیز (آ * .١.۵.٢ قضیه
برآوردگر به نسبت کمتری کوواریانس واریانس- ماتریس یافته تعمیم لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر

دارد. یافته تعمیم لیو جک�نایف

داریم (١٩.٢) و (١٣.٢) رابطه�های از استفاده با برهان.

cov(γ̂JGLE(D)) = σ٢
[
I− (Λ+ I)−٢(I−D)−٢

]
Λ−١

[
I− (Λ+ I)−٢(I−D)٢

]′
= σ٢VUΛ−١U′V′

(٢٧.٢)
همچنین و

cov(γ̂MJGLE(D)) = σ٢ΦΛ−١Φ′

= σ٢VUVΛ−١V′U′V′ (٢٨.٢)

.V = I− FD,U = I+ FD آن در که
گرفت نتیجه می�توان (٢٨.٢) و (٢٧.٢) روابط از استفاده با

cov(γ̂JGLE(D))− cov(γ̂MJGLE(D)) = σ٢VUΛ−١U′V′ − σ٢VUVΛ−١V′U′V′

= σ٢VU(Λ−١ −VΛ−١V′)U′V′

= σ٢Σ

(٢٩.٢)



۴١ عددی مثال .۶.٢

σ٢(λi + di)
٢)٣+ λi − di)

٣

λi(١+ λi)۵
برابر تفاضل این قطر عنصر i-امین و بوده Σیکماتریسقطری آن در که

است. کامل برهان آ�.١٧.٠، تعریف از استفاده با می�باشد، مثبت مقدار این این�که به توجه با است.

لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر برتری برای را کافی و لازم شرط که می�آوریم قضیه�ای ادامه در
می�دهد. به�دست یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر به نسبت یافته تعمیم

p×p قطری مثبت معین ماتریس یک D کنید فرض (٢٠١٢ دوران، کدنیز آ و کدنیز (آ * .٢.۵.٢ قضیه
اختلاف آن�گاه باشد.

∆٢ = MSEM(γ, γ̂JGLE(D))−MSEM(γ, γ̂MJGLE(D))

کند صدق زیر نامساوی در اگر تنها و اگر است نامنفی ماتریس یک
γ′
[
L−١(σ٢Σ+ F٢

Dγγ
′F′٢

D)L
′−١
]−١

γ ⩽ ١

باشد. می p× p بعد با مثبت معین ماتریس L آن در که

داریم (٢٠.٢) و (١۴.٢) روابط به توجه با برهان.

∆٢ = cov(γ̂JGLE(D)− cov(γ̂MJGLE(D)) + (I− FD)
٢γγ′(I− FD)

′٢

− (Λ+ I)−١W(I−D)γγ′(I−D)W′(Λ+ I)−١

= σΣ+ F٢
Dγγ

′F′٢
D − FDWγγ′W ′F′

D. (٣٠.٢)

اگر است نامنفی معین ∆٢ اختلاف بنابراین، است. مثبت معین Σ ماتریس ،١.۵.٢ قضیه به توجه با
به می�توان را L−٢∆١L

′−١ ماتریس که باشید داشته دقت باشد. نامنفی معین L−٢∆١L
′−١ اگر تنها و

نوشت زیر صورت
L−٢∆١L

′−١ = L−١(σ٢Σ+ F٢
Dγγ

′F′٢
D)L

′−١ − γγ′.

در باشد. نامنفی معین ماتریس L−٢∆١L
′−١ اگر تنها و اگر است نامنفی معین ماتریس ∆٢ اختلاف

عبارت ب.٣٢.٠، لم از استفاده با است، مثبت معین و متقارن (σ٢Σ+F٢
Dγγ

′F′٢
D) ماتریس حالی�که

باشد برقرار زیر رابطه�ی اگر تنها و اگر است نامنفی معین L−٢∆١L
′−١

γ′
[
L−١(σ٢Σ+ F٢

Dγγ
′F′٢

D)L
′−١
]−١

γ ⩽ ١.

است. کامل برهان صورت، این در که

عددی مثال ۶.٢

به مربوط داده�های واقعی، مثال یک در فصل این در شده معرفی برآوردگرهای رفتار بررسی منظور به
در که کانادا، کشور اتاوا۵ منطقه� در مجزا خانه ٩٢ شامل داده�ها این می�گیریم. نظر در را خانه�ها ارزش

۵Ottowa



۴٢ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

کنید). مراجعه یاتچیو۶،٢٠٠٣ (به می�باشد است، شده فروخته ١٩٨٧ سال طول
است زیر صورت به پارامتری مدل الگوی

yi = β٠ + β١(frplc)i + β٢(grge)i + β٣(lux)i + β۴(anginc)i + β۵(dhwy)i

+ β۶(lot area)i + β٧(nrbed)i + β٨(usrspc)i + ϵi (٣١.٢)

شومینه دارای خانه که معناست این به frplc = ١ است، پاسخ) (متغیر خانه فروش قیمت y آن در �که
فضای از خانه بودن دارا lux = ١ بود. خواهد grge = ١ باشد گاراژ دارای خانه اگر است، (بخاری)
متغیر یک عنوان به بزرگراه از خانه فاصله می�دهد. نشان را محلی درآمد متوسط avginc است، مجلل
فوت در زمین اندازه که است پیوسته�ای متغیر arealot می�شود. داده نشان dhwy صورت به مستقل
بنا زیر که است متغیری usespcis نهایت در و است خواب اتاق تعداد nrbed می�دهد. نشان را مربع

می�کند. بیان را فوت حسب بر
مثال این به مربوط برنامه است. شده داده نشان ٣.٢ جدول در متغیر�ها بین همبستگی ضریب ماتریس

متغیرها بین همبستگی :٣.٢ جدول

usespc nrbed lot area dhwy avginc lux grge frplc sp
٠/۴٧٧ ٠/٣٧١ ٠/١۴۶ -٠/١ ٠/٣۴٢ ٠/۵٠۶ ٠/٢٩٩ ٠/٣٣٧ ١ sp
٠/۴۶٣ ٠/٣١۴ ٠/١۵٩ ٠/١٠٨ ٠/٣٨١ ٠/٠۵۴ ٠/١۴۶ ١ ٠/٣٣٧ frplc
٠/٢٢٣ ٠/١٣۵ ٠/١٧٠ ٠/٠۵٨ ٠/٠٢٧ ٠/٠٧٩ ١ ١۴۶/ ٠/٢٩٩ grge
٠/١۴٨ ٠/١٩٧ ٠/٠٠٢ ٠/٠٩۴ ٠/٠٠١ ١ ٠/٠٧٩ ٠/٠۵۴ ٠/۵٠۶ lux
٠/٢٧٨ ٠/١١۶ ٠/١٣٣ -٠/١١٠ ١ ٠/٠٠١ ٠/٠٢٧ ٠/٣٨١ ٠/٣۴٢ avginc
٠/٠٢٣ ٠/٠٢٩ ٠/٠٨١ ١ -٠/١١٠ ٠/٠٩۴ ٠/٠۵٨ ٠/١٠٨ -٠/١ dhwy
٠/١۵۴ ٠/٣٢۴ ١ ٠/٠٨١ ٠/١٣٣ ٠/٠٠٢ ٠/١٧٠ ٠/١۵٩ ٠/١۴۶ lot area
٠/۵٧٧ ١ ٠/٣٢۴ ٠/٠٢٩ ٠/١١۶ ٠/١٩٧ ٠/١٣۵ ٠/٣١۴ ٠/٣٧١ nrbed
١ ٠/۵٧٧ ٠/١۵۴ ٠/٠٢٣ ٠/٢٧٨ ٠/١۴٨ ٠/٢٢٣ ٠/۴۶٣ ٠/۴٧٧ usespc

است. آمده ت.۴ پیوست در
داده�هایی است ممکن ندارند. یکسانی معنی همخطی و همبستگی که شد متذکر (١٩٩١ ) بلسلی٧
٠٫ ٧ از کم�تر توصیفی متغیر�های جفت بین همبستگی حالی�که در باشند همخطی دارای که باشیم داشته
آماره علت همین به نیستند؛ کافی چندگانه همخطی بررسی برای زوجی همبستگی�های این�رو، از است.
(پیوست�های می�کنیم. بررسی داده�ها این برای را (V IF ) واریانس تورم عامل و شرطی) (عدد کاپا

ببینید.) را پ.٢ و پ.١
، dhwy ، avginc ، lux ، grge ، frplc متغیرهای: شامل مشاهدات ماتریس X٩×٩٢ کنید فرض

۶Yatchew
٧Belsley



۴٣ عددی مثال .۶.٢

عبارتند X′X ماتریس ویژه مقادیر باشد. یک�ها از اضافی ستون یک و usespc ، nrbed ، lot area
از

λ١ = ١٫ ۴٧, λ٢ = ٣٫ ٧٧, λ٣ = ۴٫ ۵٢, λ۴ = ١۵٫ ٣٣, λ۵ = ١٨٫ ۵٧

λ۶ = ٢٠٫ ٩٧, λ٧ = ۴١٫ ٧٩, λ٨ = ٢٧١٫ ١۵, λ٩ = ٢٣٩۵١٣٫ ۶٨.

با است برابر مثال این برای کاپا آماره همچنین
κ = ۴٠٣٫ ٢٧ > ١٠

است. شدید همخطی دارای X می�دهد نشان که
از عبارتند ترتیب به V IF مقادیر داده�ها این برای و است همخطی تشخیص برای دیگری معیار V IF

۵٩٫ ۵۶١٠, ۴٫ ٧۵٧۶, ٣٫ ٠٢۶۴, ١٫ ١٢١٣, ٢٣٫ ٩٠٨۵,

۴٫ ٨٢١٧, ٢۶٫ ٠٨١٨, ۵٠٫ ١۵۴٢, ٣١٫ ٣۵۶۴.

حالت، این در متغیرهاست. بین شدید همخطی بر دلالت که هستند ٣٠ از بزرگتر ها V IF از بعضی
دوم توان�های کمترین از استفاده با معتبر پیش�گویی و استنباط بنابراین، معنی�اند بی رگرسیونی ضرایب
برآوردگرهای از دوم توان�های کمترین روش از استفاده جای به مشکل این رفع برای است. مشکل
به نیست، مثال این در اصلی نگرانی d برآوردکردن می�کنیم. استفاده لیو نوع برآوردگر یا ریج رگرسیون
است. شده پیشنهاد ١٩٩٣ سال در لیو توسط d برآوردکردن برای بسیاری مختلف تکنیک�های حال �هر
و ۵.٢ ، ۴.٢ جداول در می�باشد. (٧.٢) صورت به چندگانه خطی رگرسیون مدل یک (٣١.٢) مدل
به�دست d = ٠٫ ۵۵,٠٫ ٧۵,١ ازای به داده�ها این برای γ̂MJLE(d) و γ̂JLE(d) ،γ̂(d) برآوردگرهای ۶.٢
trace(MSEM) برابر که MSEها مقادیر و (β′β) رگرسیون ضرایب دوم توان طول و برآوردها آمدند.

است. آمده ۶.٢ و ۵.٢ ،۴.٢ جداول در d مختلف مقادیر ازای به است
می�گردد محاسبه زیر رابطه�ی از واریانس برآورد و است کانونی مدل در γ̂OLSE برآورد γ̂

σ̂٢ = (y − Zγ̂OLSE)
′(y − Zγ̂OLSE)/(n− p).

MSEMنسبت و واریانس اریبی، دوم توان دوم، توان طول لحاظ از برآوردگر هر که نواحی ٣.٢ شکل
داریم. برآوردگر سه MSEMبا تابع سه ٣.٢ شکل در می�دهد. نشان را دارد برتری دیگر برآوردگرهای به
ضعیف�تری عملکرد لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر که است واضح d مقابل MSEMدر شکل طبق
است d > ٠٫ ۵٣ وقتی حالی�که در دارد، لیو جک�نایف برآوردگر به نسبت ٠ < d < ٠٫ ۵٣ حالت در

است. مثال این در لیو جک�نایف برآوردگر از بهتر اندکی لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر



۴۴ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

d مختلف مقادیر برای β برآورد :۴.٢ جدول

d = ١ d = ٠/٧۵ d = ٠/۵۵
β̂OLSE β̂(d) β̂(d)

۶٢/۵١٩٧ ۵۶/٢١٣۶ ۵١/١۶٨٧ β٠

۶/۴٢٧۶ ۵/٩٢٩٣ ۵/۵٣٠۶ frplc
١٣/١١١٨ ١٣/١٨٠٠ ١٣/٢٣۴۵ grge
۶۶/۴٢۵٨ ۶٣/١٣٢٠ ۶٠/۴٩٧١ lux
٠/۶٠۶۶ ٠/۶۵٠٢ ٠/۶٨۵١ avginc

-١١/١٧٠٧ -١٠/٣٧٠٧ -٩/٧٣٠٧ dhwy
٠/٧٢٩٩ ٠/٩٠۶۵ ١/٠۴٧٨ lot area
٣/۶٨٨٠ ۴/٨١۵۶ ۵/٧١٧۶ nrbed
٢۶/۶٩١٣ ٢۶/٠٠٩١ ٢۵/۴۶٣۴ usespc
٩٣٨۶ ٨١۶٣ ٧٢۶١/٢ β′β

٧۶۴/٧ ٧١۵/٨ ٧۵٩/٩ SMSE

d مختلف مقادیر برای β برآورد :۵.٢ جدول

d = ١ d = ٠/٧۵ d = ٠/۵۵
β̂OLSE β̂JLE(d) β̂JLE(d)

۶٢/۵١٩٧ ۶١/٨٧٣۵ ۶٠/۴٢۶٠ β٠

۶/۴٢٧۶ ۶/٣۶۵٣ ۶/٢٢۵٩ frplc
١٣/١١١٨ ١٣/١٢۴۶ ١٣/١۵٣٣ grge
۶۶/۴٢۵٨ ۶۶/٢۴٠٩ ۶۵/٨٢۶٨ lux
٠/۶٠۶۶ ٠/۶١٠٧ ٠/۶١٩٩ avginc

-١١/١٧٠٧ -١١/١٠٢٠ -١٠/٩۴٧٩ dhwy
٠/٧٢٩٩ ٠/٧۴٩١ ٠/٧٩٢١ lot area
٣/۶٨٨٠ ٣/٧٨۵٠ ۴/٠٠٢٢ nrbed
٢۶/۶٩١٣ ٢۶/۶٩٢۴ ٢۶/۶٩۴٨ usespc
٩٣٨۶ ٩٢٨٠ ٩٠۴۵/٧ β′β

٧۶۴/٧ ٧۵۶/١ ٧۴٠/۴ SMSE



۴۵ عددی مثال .۶.٢

٠ < d < ١ ، d مختلف مقادیر ازای به برآوردگرها مقایسه :٣.٢ شکل



۴۶ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

d مختلف مقادیر برای β برآورد :۶.٢ جدول

d = ١ d = ٠/٧۵ d = ٠/۵۵
β̂OLSE β̂MJLE(d) β̂MJLE(d)

۶٢/۵١٩٧ ۵۵/۶٣٣١ ۴٩/۴۵٨١ β٠

۶/۴٢٧۶ ۵/٨٧۴٠ ۵/٣۶٩۶ frplc
١٣/١١١٨ ١٣/١٩١٨ ١٣/٢٧٠۴ grge
۶۶/۴٢۵٨ ۶٢/٩۵٩٢ ۵٩/٩۶٨٢ lux
٠/۶٠۶۶ ٠/۶۵٣٩ ٠/۶٩۵٩ avginc

-١١/١٧٠٧ -١٠/٣٠٨۶ -٩/۵۴۶۴ dhwy
٠/٧٢٩٩ ٠/٩٢٣۵ ١/٠٩٧٣ lot area
٣/۶٨٨٠ ۴/٩٠۴٠ ۵/٩٨٢١ nrbed
٢۶/۶٩١٣ ٢۶/٠٠۶۶ ٢۵/۴۴۶٠ usespc
٩٣٨۶ ٨٠٧۵/۴ ٧٠٢٣/٣ β′β

٧۶۴/٧ ٧٠٨/٢ ٧٣٧/٩ SMSE

شبیه�سازی مطالعه ٧.٢

یک می�کنیم. بررسی کارلو مونت شبیه�سازی تکنیک از استفاده با را پیشنهادی برآوردگرهای رفتار اکنون
ممکن همخطی مختلف درجه�های تحت را گوناگون برآوردگرهای عملکرد مقایسه شبیه�سازی، مطالعه
توضیحی متغیرهای است. مفروض (١.١) خطی رگرسیون مدل می�کنیم فرض شبیه�سازی برای می�سازد.

(١٩٧۵ گالارنیو٨، و دونالد سی (ام می�شوند تولید زیر رابطه�ی طبق

xij =
(
١− ρ٢

)١/٢
wij + ρwip i = ١, · · · , n; j = ١, · · · , p (٣٢.٢)

به پیش�بین متغیر دو هر بین همبستگی و مستقل استاندارد نرمال شبه�تصادفی اعداد wij طوری�که به
با را برآوردگرها روی مختلف همخطی درجه�های اثرهای مطالعه، این در می�شود. مشخص ρ٢ شکل
شدید همخطی به ضعیفی اشاره متناظر شرطی اعداد می�کنیم. بررسی ρ = ٠٫ ٨,٠٫ ٩۵,٠٫ ٩٩ مقادیر
مطالعه این در استاندارد انحراف می�کنیم. شبیه�سازی n = ١۵,۵٠,١٠٠ نمونه اندازه با را داده�ها دارد.

است. شده گرفته نظر در σ = ٠٫ ١,١,۵ صورت به
می�شود تولید زیر فرمول به توجه با (i = ١, · · · , n) ،yi پاسخ متغیر

yi = β٠ + β١xi١ + β٢xi٢ + · · ·+ βpxip + ϵi, i = ١, · · · , n (٣٣.٢)

می�باشد. σ٢ واریانس و صفر میانگین دارای و هستند مستقل و نرمال شبه�تصادفی اعداد ϵi آن در که
به�دست را γ برآوردگر و می�کنیم تبدیل کانونی مدل به را اصلی مدل می�کنیم محاسبه را برآوردگرها وقتی
و می�شود تکرار بار ١٠٠٠ آزمایش ρ, n, σ٢ انتخاب هر برای می�شود. تبدیل β به γ سپس می�آوریم،

٨McDonald and Galarnaeu



۴٧ شبیه�سازی مطالعه .٧.٢

می�کنیم محاسبه زیر روابط اساس بر را اریبی١٠ مطلق قدر و خطا٩ توان�دوم میانگین ماتریس

MSEM(β̂) =
١

١٠٠٠

١٠٠٠∑
l=١

∥ β̂(l) − β ∥٢, (٣۴.٢)

ABIAS(β̂) =
١

١٠٠٠

١٠٠٠∑
l=١

p∑
i=١

|β̂il − βi| (٣۵.٢)

شبیه�سازی l در پارامتر i-امین برآورد ، β̂il و است شبیه�سازی l-امین در پارامترها برآورد β̂(l) آن در که
هر برای است. شده برآورد درست اندازه چه تا پارامتر بردار که دارد این بر دلالت MSEM است.

می�شود برآورد زیر صورت به نیز d مقدار تکرار،

d̂mm = ١− σ̂٢

[
p∑

i=١

١
λi(١+ λi)

/

p∑
i=١

γ̂٢OLSE

(١+ λi)٢

]
(٣۶.٢)

.(١٩٩٣ (لیو، می�کند می�نیمم را لیو برآوردگر MSE که است شده انتخاب طوری d̂mm که کنید دقت
ویژه بردارهای ماتریس T و هستند σ٢ و γ دوم توان�های کمترین برآوردگر σ̂ و γ̂ = T′β̂ این�جا در

است. X′X ویژه مقادیر با متناظر

و n = ١۵ (الف) ازای به MJLE و JLE ، LE ، OLSE برای MSEM برآورد :٧.٢ جدول
p = ٣ و n = ١٠٠ (پ) ، p = ٣ و n = ۵٠ (ب) ،p = ٣

σ = ۵ σ = ١ σ = ٠/١
ρ = ٠/٩٩ ρ = ٠/٩۵ ρ = ٠/٨ ρ = ٠/٩٩ ρ = ٠/٩۵ ρ = ٠/٨ ρ = ٠/٩٩ ρ = ٠/٩۵ ρ = ٠/٨

(الف)
١/۵٠٠١٣ ١/٠۶۵۶۴ ٠/٩۶٩٨٧ ١/١١٠٧٠ ٠/٨۵٣٨۶ ٠/٨٢٧٨٩ ٠/٧٧١٨٩ ٠/٧٩۴٨٠ ٠/٨١٩٣٩ β̂

١/١٨٨٠٧ ١/٠٠۵٣٨ ٠/٩۵٧١٠ ٠/٩٣٩۶٨ ٠/٨٢٢۴٠ ٠/٨٢۴٣٣ ٠/٧۶١٢۴ ٠/٧٩٢۵۶ ٠/٨١٨۵٧ β̂(d)

١/٣۴۴٢٨ ١/٠٣٧٠٧ ٠/٩۶١٣٣ ١/٠٢۵٣٨ ٠/٨٣۶٨٢ ٠/٨٢٣٨٠ ٠/٧٧٠۴۴ ٠/٧٩۴۴٧ ٠/٨١٩٣٨ β̂JLE(d)

١/١۴۶۶٩ ٠/٩٩٧٢١ ٠/٩۵۵٢٢ ٠/٩١۶۴١ ٠/٨١٧۴٣ ٠/٨٢٣١۴ ٠/٧۶٠١٧ ٠/٧٩٢۵١ ٠/٨١٨۵٧ β̂MJ (d)

٢۴٧/٣٩ ۴٩ ٧/٧۴ ١٨۶/٩٧ ٢٩/٠٩ ١٢/٠٣ ٢٣١/٨۶ ۴۶/١٩ ٨/٣٣ κ

(ب)
١/٠٠۶٧۶ ٠/٩٧٧٨٣ ٠/٩۶٩٣٧ ٠/٩١٣٩٠ ٠/٨٩٧٩٨ ٠/٨٨۴٩٨ ٠/٨۵۵۵١ ٠/٨۵۴۴۴ ٠/٨۴٨٩٣ β̂

٠/٩٨۴۶٧ ٠.٩٧٣۶٧ ٠.٩٧٠۶١ ٠.٩٠٠١٧ ٠.٨٩۴۵١ ٠.٨٨۶٧۶ ٠.٨۵۴٨٢ ٠.٨۵۴٣٠ ٠.٨۴٨٩٣ β̂(d)

٠/٩٩۵۶١ ٠/٩٧۵٣١ ٠/٩۶٨٩۵ ٠/٩٠٧٢۵ ٠/٨٩۶٢٠ ٠/٨٨۴٨٣ ٠/٨۵۵۴٩ ٠/٨۵۴۴۴ ٠/٨۴٨٩٣ β̂JLE(d)

٠/٩٨١۶۵ ٠/٩٧٣٠۴ ٠/٩٧٠۶۴ ٠/٨٩٨١٧ ٠/٨٩٣٨١ ٠/٨٨۶٧١ ٠/٨۵۴٨٠ ٠/٨۵۴٣٠ ٠/٨۴٩٨٣ β̂MJ (d)

١٣٣/١۵ ٢٨/۶٠ ٧/٩۴ ١٧٨/۶۴ ٣٣/٩٧ ٧/١٨ ١٨٠/٢٢ ٣٢/٩١ ۶/٨١ κ

(پ)
٠/٩٨٧۵۶ ٠/٩٧٩٣۵ ٠/٩٧٨١٣ ٠/٩٢٨٨٧ ٠/٩٢۵۶٩ ٠/٩٢۵٩٨ ٠/٨٩۵۵۵ ٠/٨٩١۴۴ ٠/٨٩٢١۴ β̂

٠/٩٨١۶٧ ٠/٩٧٨۵٢ ٠/٩٧٩۴٩ ٠/٩٢۵١٧ ٠/٩٢۴٨٨ ٠/٩٢۶۴٠ ٠/٨٩۵٣٧ ٠/٨٩١۴١ ٠/٨٩٢١۵ β̂(d)

٠/٩٨۴۴٧ ٠/٩٧٨٧٢ ٠/٩٧٨١١ ٠/٩٢٧٢٠ ٠/٩٢۵٣١ ٠/٩٢۵٩۴ ٠/٨٩۵۵۵ ٠/٨٩١۴۴ ٠/٨٩٢١۴ β̂JLE(d)

٠/٩٨٠٨۵ ٠/٩٧٨٣۵ ٠/٩٧٩۵٨ ٠/٩٢۴۵٩ ٠/٩٢۴۶٩ ٠/٩٢۶٣٧ ٠/٨٩۵٣۶ ٠/٨٩١۴١ ٠/٨٩٢١۵ β̂MJ (d)

١٧٢/٩۵ ٣۵/٩۴ ۶/٩٢ ١۴٠/٧٨ ٣٩/۴٩ ٧/٣۵ ١۵٧/۶٩ ٣٠/٠۴ ۶/۴١ κ

در مثال این به مربوط برنامه شده�اند. خلاصه ٨.٢ و ٧.٢ جداول در شبیه�سازی�ها عددی نتایج
است. شده آورده ت.۵ پیوست

٩Mean square error matrix
١٠Absolute bias



۴٨ لیو شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .٢

nو = ١۵ (الف) ازای MJLEبه و JLE ، LE ، OLSE برای اریبی مطلق قدر برآورد :٨.٢ جدول
p = ٣ nو = ١٠٠ (پ) ،p = ٣ و n = ۵٠ (ب) ، p = ٣

σ = ۵ σ = ١ σ = ٠٫ ١
ρ = ٠٫ ٩٩ ρ = ٠٫ ٩۵ ρ = ٠٫ ٨ ρ = ٠٫ ٩٩ ρ = ٠٫ ٩۵ ρ = ٠٫ ٨ ρ = ٠٫ ٩٩ ρ = ٠٫ ٩۵ ρ = ٠٫ ٨

(الف)
١/٧١٩٧٨ ١/۶٧٩٧۵ ١/۶٧٠٩٩ ١/۵۶١٣٢ ١/۵٢٢۵٨ ١/۵٣٩۴۶ ١/۴۶۶۴٣ ٠١/۵٠٩٢١ ١/٣٣٠۶٧ β̂(d)

١/٧۶۴٣٨ ١/۶٧٩۶۶ ١/۶۶۴٨٩ ١/۵٧۶۵۵ ١/۵١۴١٨ ١/۵٣٨٨٢ ١/۴۶۶۴٨ ١/۵٠٩٧۶ ١/٣٢٩٨٠ β̂JLE(d)

١/٧١٣٨٣ ١/۶٧٩۵٧ ١/۶٧١٩٢ ١/۵۵٩۵٠ ١/۵٢٣۶٣ ١/۵٣٧٣٠ ١/۴۶۶٢٩ ١/۵٠٩١٩ ١/٣٣٠۶٨ β̂MJ (d)

٢۴٧/٣٩ ۴٩ ٧/٧۴ ١٨۶/٩٧ ٢٩/٠٩ ١٢/٠٣ ٢٣١/٨۶ ۴۶/١٩ ٨/٣٣ κ

(ب)
١/٧٠۴١٠ ١/٧٠۵۶٣ ١/٧٠۵١٣ ١/۶٣١١۵ ١/۶٣١۴٩ ١/٩١٠٩٨ ١/۵٨٨٢١ ١/۵٨۴٢٧ ١/۵٨٣٠٧ β̂(d)

١/٧٠٣٨٢ ١/٧٠۴٨٩ ١/٧٠٣٢١ ١/۶٣٠٢٨ ١/۶٣٠٣٧ ١/۶٠۶٩۵ ١/۵٨٨١٢ ١/۵٨۴٢١ ١/۵٨٣٠٣ β̂JLE(d)

١/٧٠۴١٢ ١/٧٠۵۶٧ ١/٧٠۵٢۴ ١/۶٣١٢٠ ١/۶٣١٣٨ ١/۶١١٢٨ ١/۵٨٨٢١ ١/۵٨۴٢٧ ١/۵٨٣٠٧ β̂MJ (d)

١٣٣/١۵ ٢٨/۶٠ ٧/٩۴ ١٧٨/۶۴ ٣٣/٩٧ ٧/١٨ ١٨٠/٢٢ ٣٢/٩١ ۶/٨١۶٨١ κ

(پ)
١/٧١٢٧٠ ١/٧٠٩٧١ ١/٧١١٨۶ ١/۶۶٢۶٠ ١/۶۶٣١۶ ١/۶۶۴٩١ ١/۶٣٣۴٨ ١/۶٢٩٧٠ ١/۶٢٧۵٠ β̂(d)

١/٧١٢۶٢ ١/٧٠٩١٣٧ ١/٧١٠٢٣ ١/۶۶٢۴٨ ١/۶۶٢۶۵ ١/۶۶۴٧١ ١/۶٣٣۴٩ ١/۶٢٩۶٩ ١/۶٢٧۴٨ β̂GLE(d)

١/٧١٢۶٩ ١/٧٠٩٨٠ ١/٧١٢٠٧ ١/۶۶٢۵٢ ١/۶۶٣١٣ ١/۶۶٩٩١ ١/۶٣٣۴٨ ١/۶٢٩٧٠ ١/۶٢٧۵٠ β̂MJ (d)

١٧٢/٩۵ ٣۵/٩۴ ۶/٩٢ ١۴٠/٧٨ ٣٩/۴٩ ٧/٣۵ ١۵٧/۶٩ ٣٠/٠۴ ۶/۴١ κ

اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر n = ١۵ کوچک نمونه�های اندازه برای الف، قسمت ٧.٢ جدول در
و پیش�بین�ها بین همبستگی ضریب حالت�های همه��ی در برآوردگرها دیگر به نسبت بهتری عملکرد لیو
و n = ۵٠ متوسط نمونه�های اندازه برای ، ٧.٢ جدول پ و ب قسمت در دارد. استانداردها انحراف
عمل لیو جک�نایف برآوردگر همانند لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر ،n = ١٠٠ بزرگ نمونه�های اندازه
از بهتر قوی خیلی و قوی همخطی حالت تحت لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر حال هر به می�کند؛
دیگر به نسبت لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر دیگر؛ عبارت به می�کند. عمل لیو جک�نایف برآوردگر
افزایش پیش�بین متغیرهای بین همخطی درجه که مواقعی در خطا دوم توان میانگین معیار در برآوردها

دارد. بیشتری کارایی می�یابد
لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر n = ١۵ کوچک نمونه�های اندازه برای الف، قسمت ٨.٢ جدول در
برآوردگرها دیگر بین در را اریبی مطلق قدر میانگین کمترین قوی خیلی و قوی چندگانه همخطی تحت
n = ۵٠ متوسط نمونه�های اندازه برای ،٨.٢ پجدول الفو قسمت در دارد. مختلف واریانس�های برای
اریبی مطلق قدر میانگین کمترین یافته تعمیم لیو جک�نایف برآوردگر ،n = ١٠٠ بزرگ نمونه�های اندازه و
جک�نایف برآوردگر خطا، واریانس و همخطی نمونه�، اندازه حالت�های تمام در دارد. حالت�ها بیشتر در را

دارد. اریبی مطلق قدر میانگین معیار در لیو جک�نایف برآوردگر از بهتر لیو
نمونه�های اندازه در لیو جک�نایف برآوردگر ،٨.٢ جدول در شده گرفته نظر در حالات بیشتر خلاصه، طور به
به نسبت لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر طوری�که به است برآوردگر�ها دیگر از بهتر خیلی کوچک

است. شدید همخطی�های حالت در دیگر برآوردگرهای
برآوردگرهای به نسبت لیو اصلاح�شده جک�نایف برآوردگر که بگوییم می�توانیم شبیه�سازی نتایج همه�ی از

است. داشته توجهی قابل عملکرد حالت�ها برخی در لیو جک�نایف و لیو نوع



٣ فصل

یانگ و لی شده اصلاح لیو برآوردگر

مقدمه ١.٣

زیر صورت به را ،(MRE) شده٢ اصلاح ریج برآوردگر (١٩٧۶) سوئیندل پیشین١، اطلاع اساس بر
کرد پیشنهاد

β̂MRE(k,b٠) = (X′X+ kI)−١(X′y + kb٠) (١.٣)

خصوص در پیشین اطلاعی نشان�دهنده که β برای مقداری عنوان به است تصادفی غیر بردار b٠ آن در که
میل b٠ مقدار به شده اصلاح ریج برآوردگر می�کند، میل بی�نهایت به k وقتی�که می�باشد. β پارامتر
چگونه این�که می�آید. به�دست دوم توان�های کمترین برآوردگر همان k = ٠ ازای به همچنین می�کند.

می�کنیم. مطرح را آن ابتدا در که دارد قضیه�ای بیان به نیاز می�شود، محاسبه برآوردگر

Σ و cov(y) = cov(ϵ) = σ٢Σ آن در که را (١.١) خطی مدل (١٩٩۵ (رائو٣، * .١.١.٣ قضیه
در که ،Hβ = h کنید فرض همچنین بگیرید. نظر در (X′Σ−١X) = C و است مثبت معین ماتریسی
این�صورت در باشد، شده تعیین پیش از و مؤلفه q با بردار یک h و q رتبه با معلوم q×pماتریسH آن
دوم توان�های کمترین برآوردگر آن به (که ،Hβ = h قید درستی تحت دوم توان�های کمترین برآوردگر

از عبارتست می�گویند) β̃۴شده محدود
الف-

β̃ = β̂ −C−١H′(HC−١H′)−١(Hβ̂ − h)

است زیر خواص دارای که
است. β برای نااریب برآوردگری ،Hβ = h فرض تحت ب-

١Prior information
٢Modified ridge estimator
٣Rao
۴Restricted estimator

۴٩
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با است برابر آن کوواریانس واریانس- ج-ماتریس
σ٢[C−١ −C−١H′(HC−١H′)HC−١].

سازی کمینه روش از Hβ = h فرضیه تحت شده محدود برآوردگر آوردن به�دست برای الف- برهان.
را زیر تابع حال است. لاگرانژ ضریب مؤلفه q با بردار یک ٢λ کنید فرض میکنیم. استفاده لاگرانژ

می�کنیم. می�نیمم λ و β به نسبت

Q(β, λ) = ϵ′Σ−١ϵ+ ٢λ′(Hβ − h)

= (y −Xβ)′Σ−١(y −Xβ) + ٢λ′(Hβ − h).

(٢.٣)

داریم مشتق این دادن قرار صفر با مساوی و β و λ به نسبت Q(β, λ) مشتق�گیری با

∂Q(β, λ)

∂λ
= ٢(Hβ − h) (٣.٣)

= 0 =⇒ Hβ = h
∂Q(β, λ)

∂β
= −٢X′Σ−١(y −Xβ) + ٢H′λ = 0

این�صورت در که

=⇒ ٢X′Σ−١y − ٢H′λ = ٢X′Σ−١Xβ (۴.٣)

β =
١
٢C

−٢)١X′Σ−١y − ٢H′λ)

= C−١X′Σ−١y −C−١H′λ

و

=⇒ Hβ = HC−١X′Σ−١y −HC−١H′λ (۵.٣)

= h

⇒ HC−١H′λ = HC−١X′Σ−١y − h

λ = [HC−١H′]−١{HC−١X′Σ−١y − h}

می�آید به�دست زیر صورت به β نتیجه در

β = C−١X′Σ−١y

−C−١H′[HC−١H′]−١{HC−١X′Σ−١y − h}.

از عبارتست شده محدود دوم توان�های کمترین برآوردگر بنابراین،
β̃ = β̂ −C−١H′(HC−١H′)−١(Hβ̂ − h).



۵١ مقدمه .١.٣

زیرا می�باشد β برای نااریب برآوردگری ،Hβ = h فرضیه تحت حاصل برآوردگر ب-

E(β̃) = E(β̂)−C−١H′(HC−١H′)−١(HE(β̂)− h)

= β.

می�آید به�دست زیر صورت به β̂ کوواریانس ماتریس همچنین ج-

V ar(β̃) = V ar
(
β̂ −C−١H′(HC−١H′)−١(Hβ̂ − h)

)
= V ar(β̂) +C−١H′(HC−١H′)−١HV ar(β̂)H′(HC−١H′)−١C−١H

− ٢Cov
(
β̂,C−١H′(HC−١H′)−١Hβ̂

)
= σ٢C−١ + σ٢C−١H′(HC−١H′)−١HC−١H′(HC−١H′)−١C−١H

− ٢σ٢C−١ −C−١H′(HC−١H′)−١HC−١

= σ٢[C−١ −C−١H′(HC−١H′)−١HC−١].

پارامترهاست. بردار روی اضافی محدودیت اعمال همخطی، با مقابله برای روش�ها بهترین از یکی
در که دادند ارائه پارامترها برآورد برای را روشی یانگ۶(٢٠٠٧) و ژانگ و (١٩٧٨) همکاران و سوامی۵
رگرسیون دیگر عبارت به می�شود، می�نیمم کروی و خطی محدودیت دو تحت مانده�ها �دوم توان مجموع آن

زیر سازی بهینه مسئله به تبدیل شده محدود خطی

Minβ(y −Xβ)′(y −Xβ)

روش و خطا دوم توان�های می�نیمم تلفیق از استفاده با حال می�شود. β = b٠ و β′β = d٢ قید دو با
که را زیر تابع منظور این برای می�آوریم. به�دست مدل این برای را شده اصلاح ریج برآوردگر لاگرانژ،
می�نیمم پارامترهاست، فضای روی شده اعمال محدودیت دو و خطا دوم توان�های مجموع از خطی تابعی

می�کنیم

L(β, d, λ) = y′y − ٢β′X′y + β′X′Xβ + kβ′β − kd٢ + ٢λ′β − ٢λ′b٠.

داریم مشتق این دادن قرار صفر با مساوی و λ و β به نسبت L(β, d, λ) از گرفتن مشتق با

∂L

∂β
= −٢X′y + ٢X′Xβ + ٢kβ + ٢λ (۶.٣)

= 0 ⇒ (X′X+ kI)β = X′y − λ

β = (X′X+ kI)−١(X′y − λ)

۵Swamy
۶Zhang and Yang
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و

∂L

∂λ
= 0 (٧.٣)

⇒ β = b٠
(X′X+ kI)−١(X′y − λ) = b٠

(X′X+ kI)−١X′y − (X′X+ kI)−١λ = b٠
(X′X+ kI)−١X′y − b٠ = (X′X+ kI)−١λ

λ = X′y − (X′X+ kI)b٠

داریم β فرمول در λ مقدار جایگذاری با صورت این در که

β̂MRE(k, b٠) = (X′X+ kI)−١(X′y + kb٠).

کاربردها در پیشین اطلاع گرفتن نظر در می�رسد نظر به شد، اشاره (١٩٧۶) سوئیندل توسط که همان�طور
می�کنیم. ارزیابی آن براساس را رگرسیون ضرایب برآورد دلیل همین به است، مفید و معقول

برآوردگر یک و دوم توان�های کمترین برآوردگر بین انتخاب مشکل با تنها آماردان�ها که می�دانیم
برخی لذا؛ هستند. مواجه اریب برآوردگر دو بین انتخاب مشکل با آ�ن�ها بلکه نیستند، رو به رو اریب
(٢٠٠١) همکاران و ساکالو٧ اند. کرده مقایسه نیز باهم را اریب برآوردگرهای از تعدادی آماردان�ها از
توان�های کمترین برآوردگر جای به جدیدی برآوردگر و کردند مقایسه لیو نوع برآوردگر با را ریج برآوردگر
تقریباً برآوردگرهای (٢٠٠٣) ارول و کدنیز آ دادند. پیشنهاد دارد وجود همخطی که مواقعی در دوم،
مقایسه دوم توان�های میانگین ماتریس معیار از استفاده با را یافته تعمیم لیو و یافته تعمیم ریج نااریب
کمترین برآوردگر با را آن و کرده محاسبه را جدیدی برآوردگر کاچیرانلار٨(٢٠٠٨) و ساکالو کردند.

کردند. مقایسه لیو نوع برآوردگرهای دوم، توان�های

پیشین اطلاع اساس بر که برآوردگر این می�کنیم. معرفی را لیو نوع از جدیدی برآوردگر فصل، این در
معیار از استفاده با دارد. نام شده اصلاح لیو برآوردگر است، خطی رگرسیون مدل در پارامترها بردار از
لیو، نوع برآوردگر دوم، توان�های کمترین برآوردگر از بهتر برآوردگر این خطا، دوم توان میانگین ماتریس
شده اصلاح لیو برآوردگر فصل، این اولِ بخش در می�کند. عمل شده اصلاح ریج برآوردگر و ریج برآوردگر
مقایسه برآوردگرها دیگر با شده اصلاح لیو برآوردگر کارایی دوم، بخش در �است. شده معرفی کامل طور به
مونت�کارلو شبیه�سازی یک و عددی مثال یک نظری نتایج شرح�دادن برای سوم، بخش در شده�است.

است. شده انجام
برزوئی مقاله آن متن از که می�باشد. (٢٠١٢) یانگ هو و لی یالیان مرجع از عمدتاً فصل این نتایج

است. شده استخراج (١٣٩٣) آرشی و بیدگلی

٧Sakalhoglu
٨Sakahoglu and Kaciranlar



۵٣ شده اصلاح لیو برآوردگر .٢.٣

شده اصلاح لیو برآوردگر ٢.٣

β برآورد در همچنین داریم، اختیار در β = b٠ صورت به β خصوص در پیشین اطلاعی کنید فرض
اطلاع و کرده استفاده ریج برآوردگر از می�توانیم حالت، این در بنابراین دارد. وجود همخطی مشکل
که شده اصلاح لیو برآوردگر بخش این در منظور همین به بریم. کار به آن اصلاح منظور به را پیشین

می�نماییم. معرفی را می�گیرد، بهره پیشین اطلاع از و است ریج برآوردگر نوع از اریبی برآوردگر
کنید فرض

Tk = (X′X+ kI)−١X′X

= (X′X+ kI)−١(X′X+ kI− kI)

= (X′X+ kI)−١(X′X+ kI)− kI(X′X+ kI)−١

= I− k(X′X+ kI)−١.

نوشت زیر صورت به می�توان را (١.٣) در شده اصلاح ریج برآوردگر

β̂MRE(k,b٠) = (X′X+ kI)−١X′y + k(X′X+ kI)−١b٠
= (X′X+ kI)−١X′X(X′X)−١X′y + (I− Tk)b٠
= Tkβ̂OLSE + (I− Tk)b٠. (٨.٣)

کمترین برآوردگر و b٠ پیشین اطلاع از محدبی ترکیب حقیقت در ��شده اصلاح ریج برآوردگر بنابراین
است. دوم توان�های

کنید فرض حال

Fd = (X′X+ I)−١(X′X+ dI)

= (Λ+ I)−١(Λ+ dI)

= (Λ+ I)−١Λ+ (Λ+ I)−١d

= (Λ+ I)−١Λ− (١− d)(Λ+ I)−١ + (Λ+ I)−١

= (Λ+ I)−١(Λ+ I)− (١− d)(Λ+ I)−١

= I− (١− d)(Λ+ I)−١. (٩.٣)

به را لیو نوع برآوردگر و پیشین اطلاع اساس بر ،(MLE) شده٩ اصلاح لیو برآوردگر مشابه، طور به
می�کنیم ارائه زیر صورت

β̂MLE(d,b٠) = Fdβ̂OLSE + (I− Fd)b٠
= (X′X+ I)−١(X′X+ dI)β̂OLSE + (١− d)(X′X+ I)−١b٠
= (X′X+ I)−١

[
(X′X+ dI)β̂OLSE + (١− d)b٠

]
. (١٠.٣)

٩Modified liu estimation
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می�باشند برقرار زیر تساوی�های b٠ و d مختلف مقادیر ازای به می�شود ملاحظه که همان�طور

β̂MLE(١,b٠) = β̂OLSE (١١.٣)

β̂MLE(٠,b٠) = (X′X+ I)−١(X′X+ b٠)

β̂MLE(d,٠) = β̂(d).

پیشین اطلاع و دوم توان�های کمترین برآوردگر از محدبی ترکیب که شده اصلاح لیو برآوردگر حقیقت، در
باشد. لیو برآوردگر و دوم توان�های کمترین برآوردگر تعمیم عنوان به می�تواند است،

بگیرید نظر در (١.١) خطی رگرسیون مدل کانونی صورت

y = Zγ + ϵ (١٢.٣)

است. X′X ویژه بردارهای آن ستون�های که است متعامد ماتریس T و α = T′β ،Z = XT آن در که
بنابراین

Z′Z = T′X′XT

= Λ

= diag(λ١, · · · , λp)

خطی مدل برای می�باشند. X′Xماتریس ویژه بردارهای مقادیر ،λ١ ≥ λ٢ ≥ · · · ≥ λp > ٠ آن در که
می�شوند بیان زیر صورت به برآوردگرها (١٢.٣)

γ̂OLSE = Λ−١Zy (١٣.٣)

γ̂(d) = (Λ+ I)−١(Λ+ dI)−١Λ−١Z′y (١۴.٣)

γ̂(k) = (Λ+ kI)−١Z′y (١۵.٣)

γ̂MRE(k,b) = (Λ+ kI)−١(Z′y + kb) (١۶.٣)

γ̂MLE(d,b) = (Λ+ I)−١
[
(Λ+ d)Λ−١Z′y + (١− d)b

]
(١٧.٣)

. b = T′b٠ آن در که

برآوردگرها مقایسه ٣.٣

در می�کنیم. مقایسه شده اصلاح ریج و ریج لیو، برآوردگرهای با را شده اصلاح لیو برآوردگر بخش این در
لیو برآوردگر از بهتر MSEM معیار اساس بر شده اصلاح لیو برآوردگر که می�دهیم نشان اول بخش زیر
نهایت در و می�کنیم مقایسه ریج برآوردگر با را شده اصلاح لیو برآوردگر دوم بخش زیر در می�کند. عمل
است. پذیرفته صورت سوم بخش در شده اصلاح ریج برآوردگر و شده اصلاح لیو برآوردگر بین مقایسه



۵۵ برآوردگرها مقایسه .٣.٣

لیو و شده اصلاح لیو برآوردگر بین مقایسه ١.٣.٣

است بازنویسی قابل زیر صورت به کانونی تبدیلات اساس بر شده اصلاح لیو برآوردگر
γ̂MLE(d,b) = (Λ+ I)−١

[
(Λ+ d)Λ−١Z′y + (١− d)b

]
(٩.٣) رابطه اساس بر و

I− (Λ+ I)−١(Λ+ dI)b = (I− I+ (١− d)(Λ+ I)−١b)

= (١− d)(Λ+ I)−١b.

می�شود نتیجه

γ̂MLE(d,b) = (Λ+ I)−١(Λ+ dI)γ̂OLSE + (Λ+ I)−١)١− d)b

= Adγ̂OLSE + (I−Ad)b

.Ad = (Λ+ I)−١(Λ+ dI) آن در که

دارد برتری لیو برآوردگر به نسبت شده اصلاح لیو برآوردگر ١٢.٣ خطی مدل تحت ** .١.٣.٣ قضیه
اگر تنها و اگر

γγ′ − (γ − b)(γ − b)′ ⩾ ٠.

از عبارتند ترتیب به شده اصلاح لیو برآوردگر کوواریانس واریانس- ماتریس و اریبی بردار برهان.

bias(γ̂MLE(d,b)) = Adγ

= (I−Ad)b− γ

= (Ad − I)(γ − b) (١٨.٣)

cov(γ̂MLE(d,b)) = cov(Adγ̂OLSE + (I−Ad)b)

= cov(AdΛ
−١Z′y)

= AdΛ
−١Z′σ٢ZΛ−١A′

d

= σ٢(AdΛ
−١Z′ZΛ−١A′

d)

= σ٢AdΛ
−١A′

d.

(١٩.٣)

داریم (١٩.٣) و (١٨.٣) روابط از استفاده با

MSEM(γ̂MLE(d,b)) = σ٢AdΛ
−١A′

d

+ (Ad − I)(γ − b)(γ − b)′(Ad − I))′. (٢٠.٣)
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شده اصلاح لیو MSEMبرآوردگر و کوواریانس واریانس- ماتریس اریبی، (١٣.٣) رابطه از استفاده با
است محاسبه قابل زیر صورت به

bias(γ̂(d)) = (Λ+ I)−١(Λ+ dI)γ − γ

= (Ad − I))γ (٢١.٣)

cov(γ̂(d)) = cov(Adγ̂OLSE)

= σ٢AdΛ
−١A′

d (٢٢.٣)

MSEM(γ̂(d)) = σ٢AdΛ
−١A′

d

+ (Ad − I))γγ′(Ad − I)′. (٢٣.٣)

با است برابر (٢٣.٣) از (٢٠.٣) رابطه اختلاف ،(٢٣.٣) تا (٢١.٣) روابط گرفتن نظر در با

∆١ = MSEM(γ̂(d))−MSEM(γ̂MLE(d,b))

= (Ad − I)γγ′(Ad − I)′ − (Ad − I)(γ − b)(γ − b)′(Ad − I)′

= (Ad − I) [γγ′ − (γ − b)(γ − b)′] (Ad − I)′. (٢۴.٣)

است. کامل برهان صورت این در

شده اصلاح لیو و ریج ، لیو برآوردگرهای بین مقایسه ٢.٣.٣

باشد. ثابت مقداری ،٠ < k < ١ کنید فرض (٢٠١٢ یانگ١٠، هو و لی یالیان ) * .٢.٣.٣ قضیه
آن�گاه ،٠ < d < d∗i < ١ اگر (الف)

MSEM(γ̂(k))−MSEM(γ̂MLE(d,b)) > ٠

اگر تنها و اگر
b′٢

[
σ٢(C١C

′
١ − C٢C

′
٢) + b١b′

١

]
b٢ ⩽ ١.

آن�گاه ،٠ < d∗i < d < ١ اگر (ب)
MSEM(γ̂MLE(d,b))−MSEM(γ̂(k)) > ٠

اگر تنها و اگر

b′
١

[
σ٢(C٢C

′
٢ −C١C

′
١) + b٢b

′
٢

]
b٢ ⩽ ١

آن در که
d∗i =

λi − kλi

k + λi

, i = ١,٢, · · · , p.
١٠Yalian Li and Hu Yang



۵٧ برآوردگرها مقایسه .٣.٣

برابر ترتیب به ریج برآوردگر کوواریانس واریانس- ماتریس و اریبی برهان.

bias(γ̂(k)) = (Λ+ kI)−١Z′y −Λ−١Z′y

= Tkγ − γ

= (Tk − I)γ

= −k(Λ+ kI)−١γ (٢۵.٣)

و

cov(γ̂(k)) = Cov((Λ+ kI)−١Z′y)

= (Λ+ kI)−١Z′Cov(y)Z(Λ+ kI)−١

= σ٢(Λ+ kI)−١Λ(Λ+ kI)−١. (٢۶.٣)

داریم (٢۶.٣) و (٢۵.٣) رابطه از
MSEM(γ̂(k)) = σ٢AkΛA′

k + k٢Akγγ
′A′

k (٢٧.٣)

.Ak = (Λ + kI)−١ آن در که
با است برابر ریج برآوردگر از شده اصلاح لیو برآوردگر MSEM اختلاف

∆٢ = MSEM(γ̂(k))−MSEM(γ̂MLE(d,b))

= σ٢(AkΛA′
k −AdΛ

−١A′
d) + k٢Akγγ

′A′
k − (Ad − I)(γ − b)(Ad − I)′

= σ٢D١ + b١b′
١ − b٢b′

٢ (٢٨.٣)

است محاسبه قابل زیر صورت به شده اصلاح لیو برآوردگر از ریج برآوردگر MSEM اختلاف و

∆٣ = MSEM(γ̂MLE(d,b))−MSEM(γ̂(k))

= σ٢(AdΛ
−١A′

d −AkΛA′
k) + (Ad − I)(γ − b)(Ad − I)′ − k٢Akγγ

′A′
k

= σ٢D٢ + b٢b′
٢ − b١b′

١ (٢٩.٣)

آن�ها در که

D١ = C١C
′
١ −C٢C

′
٢

D٢ = C٢C
′
٢ −C١C

′
١

C١ = AkΛ
١/٢

C٢ = AdΛ
−١/٢

b١و = bias(γ̂(k)) = −kAkγ

b٢ = bias(γ̂MLE(d,b)) = (Ad − I)(γ − b).



۵٨ یانگ و لی شده اصلاح لیو برآوردگر .٣

کرد بازنویسی زیر صورت به می�توان را D١ ماتریس

D١ = C١C
′
١ −C٢C

′
٢

= AkΛA′
k −AdΛ

−١A′
d

= Tdiag(τ١, · · · , τp)T′

آن در �که

τi =
(λi + ٢(١λ٢i − (λi + d)٢(λi + k)٢

λi(λi + ٢(١(λi + k)٢

چراکه ،τi > ٠ آن�گاه ٠ < d < λi−kλi

k+λi
< ١ اگر که است بدیهی

λi > ٠ ⇒ (λi + ٢(١λ٢i > (λi + d)٢(λi + k)٢

−→ (λi + ١)λi > (λi + d)(λi + k) =⇒ λi − λik

λi + k
> d > ٠

.D١ > ٠ می�دهد نتیجه که
.D٢ > ٠ می�دهد نتیجه که ،τi > ٠ آن�گاه ،٠ < λi−kλi

k+λi
< d < ١ اگر مشابه طور به

.D١ > ٠ و ،τi > ٠ می�گیریم نتیجه ،٠ < k <
λi − dλi

d+ λi

و d ثابت مقدار برای

.D٢ > ٠ می�گیریم نتیجه ،٠ <
λi − dλi

d+ λi

< k < ١ برای
است. کامل برهان ب.٣٣.٠ لم از استفاده با

باشد. ثابت مقداری ،٠ < d < ١ کنید فرض (٢٠١٢ یانگ، هو و لی یالیان ) * .٣.٣.٣ قضیه
آن�گاه ،٠ < k < k∗i < ١ اگر (الف)

MSEM(γ̂(k))−MSEM(γ̂MLE(d,b)) > ٠

اگر تنها و اگر
b′
٢

[
σ٢(C١C

′
١ −C٢C

′
٢) + b١b′

١

]
b٢ ⩽ ١.

آن�گاه ،٠ < k∗i < k < ١ اگر (ب)
MSEM(γ̂MLE(d,b))−MSEM(γ̂(k)) > ٠

اگر تنها و اگر

b′
١

[
σ٢(C٢C

′
٢ −C١C

′
١) + b٢b′

٢

]
b٢ ⩽ ١

آن در که
k∗i =

λi − dλi

d+ λi

, i = ١,٢, · · · , p.

است. واضح برهان ٢.٣.٣ قضیه روابط و ب.٣٣.٠ لم از استفاده با برهان.



۵٩ برآوردگرها مقایسه .٣.٣

برآوردگر باشد. ثابت مقداری ،٠ < d < ١ کنید فرض (٢٠١٢ یانگ، هو و لی یالیان ) * .۴.٣.٣ قضیه
عبارتی به دارد؛ معمولی دوم توان�های برآوردگر به نسبت کمتری دوم توان�های میانگین شده اصلاح لیو

MSEM(γ̂OLSE)−MSEM(γ̂MLE(d,b)) = σ٢D٣ − b٢b
′
٢ ⩾ ٠

.b′
٢D

−١
٣ b٢ ⩽ σ٢ اگر تنها و اگر

می�شود، ساده دوم توان�های کمترین برآوردگر به ریج برآوردگر k = ٠ ازای به که آن�جایی از برهان.
بنابراین

∆۴ = MSEM(γ̂OLSE)−MSEM(γ̂MLE(d,b))

= σ٢D٣ − b٢b′
٢

آن در که

D٣ = Λ−١ −AdΛ
−١A′

d

= Tdiag(γ١, · · · , γp)T′

و

γi =
(λi + ٢(١ − (λi + d)٢

λi(λi + ٢(١ .

کامل برهان ب.٣٢.٠ لم از استفاده با لذا .D٣ > ٠ می�گیریم نتیجه که γi > ٠ ،٠ < d < ١ ازای به
است.

شده اصلاح لیو و شده اصلاح ریج برآوردگرهای بین مقایسه ٣.٣.٣

اریب برآوردگر این (١٩٧۶) سوئیندل بگیرید. نظر در را پیشین اطلاع پایه بر شده اصلاح ریج برآوردگر
به نسبت بهتری عملکرد برآوردگر این که داد نشان و نمود پیشنهاد دارد وجود همخطی که مواقعی در را
استفاده با و می�دهیم قرار بررسی مورد را شده اصلاح ریج برآوردگر بخش زیر این در دارد. ریج برآوردگر
می�نماییم. مقایسه شده اصلاح لیو برآوردگر با را برآوردگر این می�کنیم، اثبات و بیان که قضیه�هایی از

است بازنویسی قابل زیر صورت به شده اصلاح ریج برآوردگر

γ̂MRE(k,b) = (Λ+ kI)−١(Z′y + kb)

= (Λ+ kI)−١Z′y + k(Λ+ kI)−١b

= (Λ+ kI)−١Λγ + k(Λ+ kI)−١b

= Tkγ + (I− Tk)b (٣٠.٣)

.Ãk = (Λ+ kI)−١Λ آن در که
زیر صورت به (٣٠.٣) رابطه در شده اصلاح ریج برآوردگر کوواریانس واریانس- ماتریس و اریبی



۶٠ یانگ و لی شده اصلاح لیو برآوردگر .٣

می�باشند

bias(γ̂MRE(k,b)) = Ãkγ + (I− Ãk)b− γ

= (Ãk − I)(γ − b) (٣١.٣)

cov(γ̂MRE(k,b)) = σ٢ÃkΛ
−١Ã′

k. (٣٢.٣)

می�شود نتیجه (٣٢.٣) و (٣١.٣) روابط از استفاده با

MSEM(γ̂MRE(k,b)) = σ٢ÃkΛ
−١Ã′

k

+ (Ãk − I)(γ − b)(γ − b)′(Ãk − I)′. (٣٣.٣)

می�کنیم. مقایسه شده اصلاح ریج برآوردگر با را شده اصلاح لیو برآوردگر زیر قضیه�های از استفاده با

باشد. ثابت مقداری ،٠ < k < ١ کنید فرض (٢٠١٢ یانگ، هو و لی یالیان ) * .۵.٣.٣ قضیه
برتری شده اصلاح ریج برآوردگر به نسبت شده اصلاح لیو برآوردگر آن�گاه ،٠ < d < d∗i < ١ اگر (الف)

اگر تنها و اگر دارد؛
b′
٢

(
σ٢D١ + b٣b′

٣

)−١
b٢ ⩽ ١.

برتری شده اصلاح لیو برآوردگر به نسبت شده اصلاح ریج برآوردگر آن�گاه ،٠ < d∗i < d < ١ اگر (ب)
اگر تنها و اگر دارد؛

b′
٣

(
σ٢D٢ + b٢b′

٢

)−١
b٣ ⩽ ١

آن در که
d∗i =

λi − kλi

k + λi

, i = ١,٢, · · · , p.

مخاطره از شده اصلاح لیو برآوردگر مخاطره اختلاف ،(٣٣.٣) و (٣.٣) رابطه�های از استفاده با برهان.
است زیر صورت به شده اصلاح ریج برآوردگر

∆۵ = MSEM(γ̂MRE(k,b))−MSEM(γ̂MLE(d,b))

= σ٢(ÃkΛ
−١Ã′

k −AdΛ
−١A′

d)

+ (Ãk − I)(γ − b)(γ − b)′(Ãk − I)′

− (Ad − I)(γ − b)(γ − b)′(Ad − I)′ (٣۴.٣)

زیر صورت به شده اصلاح لیو برآوردگر مخاطره از شده اصلاح ریج برآوردگر مخاطره اختلاف همچنین و
می�باشد محاسبه قابل

∆۶ = MSEM(γ̂MLE(d,b))−MSEM(γ̂MRE(k,b))

= σ٢D٢ + b٢b′
٢ − b٣b′

٣ (٣۵.٣)



۶١ عددی مثال .۴.٣

آن در که

b٣ = bias(γ̂MRE) = (Tk − I)(γ − b).

است. کامل اثبات ٢.٣.٣ قضیه از استفاده با

باشد ثابت مقداری ،٠ < d < ١ کنید فرض (٢٠١٢ یانگ، هو و لی یالیان ) * .۶.٣.٣ قضیه
شده اصلاح ریج برآوردگر به نسبت شده اصلاح لیو برآوردگر آن�گاه ،٠ < k < k∗i < ١ اگر (الف)

اگر تنها و اگر دارد؛ برتری

b′
٢

(
σ٢D١ + b٣b′

٣

)−١
b٢ ⩽ ١.

برتری شده اصلاح لیو برآوردگر به نسبت شده اصلاح ریج برآوردگر آن�گاه ،٠ < k∗i < k < ١ اگر (ب)
اگر تنها و اگر دارد؛

b′
٣

(
σ٢D٢ + b٢b′

٢

)−١
b٣ ⩽ ١

آن در که

k∗i =
λi − dλi

d+ λi

, i = ١,٢, · · · , p.

است. ۵.٣.٣ قضیه همانند اثبات برهان.

عددی مثال ۴.٣

این�که از بعد مثلا دارد، وجود زیادی کاربردهای نفت چاه حفاری قسمت در سیمان برای نفت صنعت در
برای و می�گذاریم چاه داخل جداری لوله�های شود، حفظ چاه کیفیت این�که برای شد، حفاری نفت چاه
سیمان�ها کلی، طور به می�کنیم. استفاده سیمان از باشیم، نداشته فاصله�ای جداری لوله و سنگ بین این�که
فرایت آلومینو و کلسیم تری آلومینت کلسیم، دی سیلیکات کلسیم، تری سیلیکات اصلی: بخش چهار از
شدن سخت زمان و استحکام میزان در قسمت هر شده استفاده نسبت تغییرات می�شوند. تشکیل کلسیم
یا می�شود. سخت زودتر سیمان شود بیشتر کلسیم تری سیلیکات هرچه مثلا بود. خواهد گذار تأثیر سیمان
سیمان به مربوط زیر داده�های باشد. داشته کمتری دهی آب می�شود، باعث سیمان در آهن بیشتر میزان

.(١٩٣٢ همکاران، و (وود١١ می�باشد. متغیر ۵ و مشاهده ١٣ شامل که است پورتلند
را نمونه در کلسیم تری سیلیکات درصد می�دهد. نشان را نمونه در کلسیم تری آلومینت درصد X١ متغیر
را نمونه در کلسیم دی سیلیکات درصد X۴ و کلسیم فرایت آلمینو درصد X٣ می�کنیم. مشخص X٢ با
گرم بر کالری حسب بر واکنش این از حاصل گرمای میزان ،Y پاسخ متغیر نهایت در و می�دهد. نشان

است.

١١Woods



۶٢ یانگ و لی شده اصلاح لیو برآوردگر .٣

X =



١ ٧ ٢۶ ۶ ۶٠
١ ١ ٢٩ ١۵ ۵٢
١ ١١ ۵۶ ٨ ٢٠
١ ١١ ٣١ ٨ ۴٧
١ ٧ ۵٢ ۶ ٣٣
١ ١١ ۵۵ ٩ ٢٢
١ ٣ ٧١ ١٧ ۶
١ ١ ٣١ ٢٢ ۴۴
١ ٢ ۵۴ ١٨ ٢٢
١ ٢١ ۴٧ ۴ ٢۶
١ ١ ۴٠ ٢٣ ٣۴
١ ١١ ۶۶ ٩ ١٢
١ ١٠ ۶٨ ٨ ١٢



, Y =



٧٨٫ ۵
٧۴٫ ٣

١٠۴٫ ٠٣
٨٧٫ ۶
٩۵٫ ٩
١٠٩٫ ٢
١٠٢٫ ٧
٧٢٫ ۵
٩٣٫ ١
١١۵٫ ٩
٨٣٫ ٨
١١٣٫ ٣
١٠٩٫ ۴


است زیر صورت به مثال این برای ویژه مقادیر

λ١ = ۴۴۶٧۶٫ ٢٠۶, λ٢ = ۵٩۶۵٫ ۴٢٢, λ٣ = ٨٠٩٫ ٩۵٢, λ۴ = ١٠۵٫ ۴١٩, λ۵ = ٠٫ ٠٠١٢٢.

دلالت که است ۶٠۵۶٫ ٣۴۴ برابر کاپا آماره مقدار است. آمده ت.۶ پیوست در مثال این به مربوط برنامه
می�باشد. شدید همخطی بر

لیو و ریج شده، اصلاح ریج شده، اصلاح لیو برآوردگرهای برای را خطا دوم توان��های میانگین مقادیر

MRE و RE ، LE ، MLE ، LSE برای MSE برآورد :١.٣ جدول

k=٠/١ k=٠/٠٩ k=٠/٠۵ k=٠/٠۴ k=٠/٠٣ k=٠/٠٢ k=٠/٠١ k=٠
۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ LSE
٣٧٩٧/٩ ٣٧٨٧/٩ ٣٧١٠/٢ ٣۶۶٨/٠ ٣۶٠٠/١ ٣۴٧٢/۶ ٣١۴٩/٢ ۴٩١٢/١ RE
١٠/٣ ١٠/۴ ١٢/١ ١٣/۵ ١۶/۵ ٢۴/٩ ۶۵/٧ ۴٩١٢/١ MRE
d=٠/١ d=٠/٠٩ d=٠/٠۵ d=٠/٠۴ d=٠/٠٣ d=٠/٠٢ d=٠/٠١ d=٠
۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ ۴٩١٢/١ LSE
٣١٩٣/۶ ٣٢۵۴/۵ ٣۵١۵/٣ ٣۵٨۴/٩ ٣۶۵۶/٢ ٣٧٢٩/٣ ٣٨٠۴/٢ ٣٨٨٠/٨ LE
۵٨/١٢۵ ۴٨/٨٧١ ٢١/۶٧۴ ١٧/٣٣٠ ١٣/٩۶٨ ١١/۵٨٨ ١٠/١٩ ٩/٧٧٣٣ MLE

ریج شده، اصلاح لیو برآوردگرهای حالت�ها تمام در است، آمده ١.٣ جدول در دوم، توان�های کمترین و
انتخاب با دارند. دوم توان�های کمترین برآوردگر به نسبت بهتری عملکرد لیو نوع و ریج شده، اصلاح
توان�های کمترین برآوردگرهای به نسبت توجهی قابل برتری شده اصلاح لیو برآوردگر پیشین اطلاع مناسب

دارد. شده اصلاح لیو و لیو نوع ریج، دوم،
و ریج برآوردگرهای برای MSE برآورد مقدار که، است این می�باشد، توجه قابل ١.٣ شکل در آن�چه



۶٣ عددی مثال .۴.٣

MRE و RE برآوردگرهای برای MSE برآورد :١.٣ شکل

MLE و LE برآوردگرهای برای MSE برآورد :٢.٣ شکل



۶۴ یانگ و لی شده اصلاح لیو برآوردگر .٣

چشم�گیرتر شده اصلاح ریج برآوردگر برای کاهش اما، می�یابد. کاهش ،k افزایش با شده اصلاح ریج
نسبت بهتری عملکرد شده اصلاح ریج برآوردگر مثال، این در که مفهوم این به است. ریج برآوردگر از
برآورد مقدار شده اصلاح ریج و ریج برآوردگر دو که است حالی در این است. داشته ریج برآوردگر به

دارند. دوم توان�های کمترین برآوردگر به نسبت کمتری MSE

تغییر آرامی به شده اصلاح لیو برآوردگر و لیو برآوردگر MSEبرای برآورد که می�دهد نشان ٢.٣ شکل
اصلاح لیو برآودگر برای و کاهش آرامی به برآورد این مقدار لیو برآوردگر برای که تفاوت این با می�کند،
شده اصلاح لیو برآوردگر برای برآورد این مقدار نهایت در وجود، این با می�یابد، افزایش آرامی به شده،
برآوردگر دو هر برای MSE برآورد مقدار که است حالی در این و می�باشد. لیو برآوردگر از کم�تر خیلی

است. دوم توان�های کمترین برآوردگر برای MSE برآورد مقدار از کمتر

شبیه�سازی مطالعه ۵.٣

می�گیریم. به�کار را کارلو مونت شبیه�سازی روش شده، ارائه برآوردگرهای رفتار مقایسه برای بخش این در
تولید زیر روش به داده�ها که کرد پیشنهاد (٢٠٠٣) لیو مختلف، همخطی میزان با داده�هایی داشتن برای

شوند
xij = (١− γ١/٢(٢ωij + γωip, i = ١,٢, · · · , n, j = ١,٢, · · · , p− ١

پیش�بین متغیر دو بین همبستگی γ٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفی ωij اعداد آن در که
است.

زیر، رابطه از استفاده با حال هستند. همبسته X′y و X′X طوری�که به شده�اند، استاندارد متغیرها این
می�شود مشخص پاسخ متغیر برای مشاهده n

yi = β١x١ + β٢x٢ + β٣x٣ + ei

هستند. σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از مستقل تصافی اعداد ei آن در که
تکرار بار ١٠٠ برای σ : ٠٫ ٠١,٠٫ ١,١ و γ : ٠٫ ٧,٠٫ ٩٠,٠٫ ٩٩ مختلف مقادیر با را آزمایش این
برآوردگر لیو، برآوردگر دوم، توان�های کمترین برآوردگر ۵ برای را خطا دوم توان میانگین مقدار می�کنیم.

می�کنیم برآورد زیر رابطه�ی از استفاده با شده اصلاح لیو برآوردگر شده، اصلاح ریج برآوردگر ریج،

MSE(β̃) =
١

١٠٠

١٠٠∑
j=١

٣∑
i=١

(β̃ij − βi)
٢

این به مربوط برنامه است. پارامتر مقدار βi و تکرار j-امین در پارامتر i-امین برآورد β̃ij آن در که
است. آمده ت.٧ پیوست در مثال

خطا دوم توان�های میانگین برآورد مقادیر است. آمده ۴.٣ و ٣.٣ ،٢.٣ جداول در شبیه�سازی نتایج
شده اصلاح لیو برآوردگر شده، اصلاح ریج برآوردگر ریج، برآوردگر لیو، برآوردگر برای حالت�ها بیشتر در
برآوردگر به نسبت شده اصلاح لیو برآوردگر همچنین است. کمتر دوم توان�های کمترین برآوردگر به نسبت
دارد. کمتری خطای دوم توان�های میانگین برآورد ریج، برآوردگر به نسبت شده اصلاح ریج برآوردگر و لیو



۶۵ شبیه�سازی مطالعه .۵.٣

γ = ٠٫ ٧٠ ازای به MRE و RE ، LE ، MLE ، LSE برای MSE برآورد :٢.٣ جدول

σ = ١ σ = ٠٫ ١ σ = ٠٫ ٠١
k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠ k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠ k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠
٠/٠٩٣۵٩ ٠/٠٩٣۵٩ ٠/٠٩٣۵٩ ٠/٨٩٩٣ ٠/٨٩٩٣ ٠/٨٩٩٣ ٩/٢٣۴۶ ٩/٢٣۴۶ ٩/٢٣۴۶ LSE
٠/٠٩٣٠۵ ٠/٠٩٣۴٣ ٠/٠٩٣۵٩ ٠/٨۵٩٧ ٠/٨٧٨۵ ٠/٨٩٩٣ ٧/۵٧١٧ ٧/۵٨٨٠۶ ٩/٢٣۴۶ RE
٠/٠٩٣٠۵ ٠/٠٩٣۴٣ ٠/٠٩٣۵٩ ٠/٨۵٩٧ ٠/٨٧٨۵ ٠/٨٩٩٣ ٧/۵٣١٨ ٧/۵٨٨٠۶ ٩/٢٣۴۶ MRE
d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠
٠/٠٩٣۵٩ ٠/٠٩٣۵٩ ٠/٠٩٣۵٩ ٠/٨٩٩٣ ٠/٨٩٩٣ ٠/٨٩٩٣ ٩/٢٣۴۶ ٩/٢٣۴۶ ٩/٢٣۴۶ LSE
٠/٠٨٧٢ ٠/٠٧٨١ ٠/٠٨٢٨ ٠/٨٧٩٨ ٠/٨١۶١ ٠/٨۴١٢ ٠/٨۶٩٣ ٠/٩١٩۵ ٠/٨٣۶۴ LE
٠/٠٨٧٠ ٠/٠٨٧١ ٠/٠٨٢٨ ٠/٨٧٧٩ ٠/٨١۵٩ ٠/٨۴١٢ ٠/٨۶٣٨ ٠/٩١٧٢ ٠/٨٢٢٠ MLE

γ = ٠٫ ٩٠ ازای به MRE و RE، LE ، MLE ، LSE برای MSEبرآورد :٣.٣ جدول

σ = ١ σ = ٠٫ ١ σ = ٠٫ ٠١
k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠ k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠ k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠
٢/۵٩٧٣ ٢/۵٩٧٣ ٢/۵٩٧٣ ۶/٣٢۵٧ ۶/٣٢۵٧ ۶/٣٢۵٧ ٢٨/۶۶١٢ ٢٨/۶۶١٢ ٢٨/۶۶١٢ LSE
٠/٧١٢٣ ٠/٧٢٣٣ ٢/۵٩٧٣ ٠/٧٣١١ ٠/٧٣٢١ ۶/٣٢۵٧ ٢/٧۵۵۶ ٢/٧١۶۴ ٢٨/۶۶١٢ RE
٠/٧١٠٢ ٠/٧١۵٣ ٢/۵٩٧٣ ٠/٧٣١١ ٠/٧٣٢١ ۶/٣٢۵٧ ٢/٣٢٢٠ ٢/۶١۵۵ ٢٨/۶۶١٢ MRE
d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠
٢/۵٩٧٣ ٢/۵٩٧٣ ٢/۵٩٧٣ ۶/٣٢۵٧ ۶/٣٢۵٧ ۶/٣٢۵٧ ٨/۶۶١٢/ ٢٨/۶۶١٢ ٢٨/۶۶١٢ LSE
٢/۵۵٣٠ ٢/٠١۶۶ ١/٨١۴٣ ٢/۵۵٢٠ ٢/٠٨٩١ ١/٨٩۶٣ ٢/٧٩۴٣ ٢/١٩٧٨ ٢/٠۵٢٢ LE
٢/۵۵٣٠ ٢/٠١۶۶ ١/٨١٣١ ٢/۵٠٢٠ ٢/٠٨٩١ ١/٨٩۶٣ ٢/٧٩۴٣ ٢/٩٧٨ ٢/٠۴٩٨ MLE

γ = ٠٫ ٩٩ ازای به MRE و RE ، LE ، MLE ، LSE برای MSE برآورد :۴.٣ جدول

σ = ١ σ = ٠٫ ١ σ = ٠٫ ٠١
k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠ k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠ k=٠/١ k=٠/٠۵ k=٠
٢/۶٣٨٠ ٢/۶٣٨٠ ٢/۶٣٨٠ ٢٧/٨٨١٢ ٢٧/٨٨٢١ ٢٧/٨٨٢١ ۴٣/۵٣٢٢ ۴٣/۵٣٢٢ ۴٣/۵٣٢٢ LSE
٠/٨٩٧١ ٠/٩۵۶٧ ٢/۶٣٨٠ ٠/٣۴٢١ ٠/٨٩٣۴ ٢٧/٨٨٢١ ٠/٧۵۴١ ٠/٧٣٨٩ ۴٣/۵٣٢٢ RE
٠/٨۶۶٣ ٠/٩٠٨٧ ٢/۶٣٨٠ ٠/٣٢٧٨ ٠/٨٧٢٨ ٢٧/٨٨٢١ ٠/١٩۵۶ ٠/۴٧٨٢ ۴٣/۵٣٢٢ MRE
d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠
٢/۶٣٨٠ ٢/۶٣٨٠ ٢/۶٣٨٠ ٢٧/٨٨١٢ ٢٧/٨٨٢١ ٢٧/٨٨٢١ ۴٣/۵٣٢٢ ۴٣/۵٣٢٢ ۴٣/۵٣٢٢ LSE
٠.٠٧٢۵ ٠/٠٨۵٩ ٠/٠٣٧٢ ٠/٠۶٠٢ ٠/٠٧١۵ ٠/٠٣٧٩ ٠/۶٩۶٣١ ٠/٢٩٨۵ ٠/۶۶٧٧ LE
٠/٠٧٢۵ ٠/٠٨۵٨ ٠/٠٣١٢ ٠/٠۶٠٢ ٠/٠٧١۵ ٠/٠٢۶٣ ٠/۶٩٣۶٨ ٠/٢٩٨۵ ٠/۶۶٧٢ MLE





۴ فصل

یانگ و لی شده اصلاح جک�نایف برآوردگر

مقدمه ١.۴

معرفی ٢٠١٢ سال در یانگ و لی توسط ،(β = b٠) پیشین اطلاع اساس بر شده اصلاح لیو برآوردگر
این دانست. لیو برآوردگر و دوم توان�های کمترین برآوردگر از تعمیمی می�توان را برآوردگر این شد.
نشان که اند داشته سعی (٢٠١٢) یانگ و لی است. شده معرفی ٢.٣ بخش در کامل طور به برآوردگر
دوم توان�های کمترین برآوردگر به نسبت بهتری عملکرد برآوردگر این دارد وجود همخطی که زمانی دهند

است. آمده ٣.٣ بخش در آن�ها تلاش نتایج که دارد، لیو برآوردگر و

به ،(٢٠١٢) دوران کدنیز آ و کدنیز آ جک�نایف روش از استفاده با است شده تلاش فصل این در
اول بخش در راستا، این در دهد. کاهش را اریبی که یابیم دست شده اصلاح لیو نوع از برآوردگری
و اریبی دوم بخش در هستیم. جدید برآوردگری معرفی دنبال به تکنیک این از استفاده با فصل، این
دهیم نشان داریم، سعی و نمودیم محاسبه پیشنهادی برآوردگر برای را کوواریانس واریانس- ماتریس
کمترین برآوردگر به نسبت بهتری عملکرد شده معرفی برآوردگر دارد وجود همخطی که مواقعی در که
از استفاده با سوم، بخش در منظور همین به دارد. شده اصلاح لیو برآوردگر و لیو برآوردگر دوم، توان�های
و نمودیم مقایسه برآوردگرها دیگر با را جدید برآوردگر جک�نایف روش� و کارلویی مونت شبیه�سازی روش
مقاله آن، محتوای از و می�باشد جدید کاملا فصل این مطالب داده�ایم. قرار بررسی مورد را نتایج صحت

است. شده استخراج (١٣٩٣) آرشی و بیدگلی برزوئی

۶٧



۶٨ یانگ و لی شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .۴

شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر معرفی ٢.۴

به می�توان را یافته تعمیم لیو برآوردگر مدل این برای بگیرید. نظر در را (١٢.٣) خطی رگرسیون مدل
نوشت زیر صورت

γ̂(d) = (Z′Z+ I)−١(Z′Z+ dI)(Z′Z)−١Z′y

= (Λ+ I)−١(Λ+ dI)Λ−١Z′y

= A−١Z′y (١.۴)

.A−١ = (Λ+ I)−١(Λ+ dI)Λ−١ آن در که
است زیر صورت به (١٣.٣) رابطه از استفاده با شده اصلاح لیو برآوردگر همچنین

γ̂MLE(d,b) = (Z′Z+ I)−١
[
(Z′Z+ dI)(Z′Z)−١Z′y + (١− d)b

]
= (Λ+ I)−١

[
(Λ+ dI)Λ−١Z′y + (١− d)b

]
= A−١X′y + (Λ+ I)−١)١− d)b

= γ̂(d) + Bb (٢.۴)

می�باشند زیر صورت به B و A ماتریس آن در Aکه
−١ = (Λ+ I)−١(Λ+ dI)Λ−١

B = (١− d)(Λ+ I)−١.

متناظر است، آمده ٢.٢ بخش در که (٢٠١٢) دوران کدنیز آ و کدنیز آ جک�نایف تکنیک از استفاده با
می�شود تعریف زیر صورت به γ̂MLE(d, b) جک�نایف پاسخ جک�نایف نمونه هر با

γ̂MLE(d,b)(i) = (A− ziz
′
i)
−١(Z′y − Ziyi) + (B− ziz

′
i)
−١b

= γ̂(d) + B−١b− A−١ziei
١− wi

+
B−١ziz

′
iB−١

١− ui

b

= γ̂MLE(d,b)−
A−١ziei(١− ui)− (١− wi)B−١ziz

′
iB−١b

(١− wi)(١− ui)
(٣.۴)

و لیو، باقیمانده i-امین ،ei = yi − z′iγ̂MLE(d,b) ،Z ماتریس از سطر i-امین ،z′i آن در uiکه = z′iB−١zi

wi = z′iA−١zi.

هینکلی توسط که رابطه�ای تعریف با لیو شده اصلاح برآوردگر جک�نایف وزنی مقادیر شبه بنابراین،
است زیر صورت به شد، بیان (١٩٨٨) نیکوئیست و (١٩٧٧)

Qi = γ̂MLE(d,b)

+
n∑

i=١

(١− hi)

(
A−١ziei(١− ui)− (١− wi)B−١ziz

′
iB−١b

١− hi

)



۶٩ شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر معرفی .٢.۴

آن در که
hi = ١− (ui + wi − uiwi).

ارائه زیر صورت به را یافته کاهش اریبی با جک�نایف برآوردگر جک�نایف، مقادیر از گرفتن میانگین با
می�کنیم

γ̂JMLE(d,b) =
١
n

n∑
i=١

Qi

= γ̂MLE(d,b) +A−١
n∑

i=١

ziei(١− ui)

−
n∑

i=١

(١− wi)B−١ziz
′
iB−١b (۴.۴)

آن در که
n∑

i=١

ziei(١− ui) =
n∑

i=١

ziei −
n∑

i=١

zieiui

=
n∑

i=١

zi(yi − z′iγ̂MLE(d,b))−
n∑

i=١

zi(yi − z′iγ̂MLE(d,b))(z′iB−١zi)

=
n∑

i=١

ziyi −
n∑

i=١

ziz
′
iγ̂MLE(d,b)−

n∑
i=١

ziyi +
n∑

i=١

ziz
′
iγ̂MLE(d)z

′
iB−١zi

= −Λγ̂MLE(d,b) +
n∑

i=١

ziz
′
i

(z′iB−١zi)−١
γ̂MLE(d,b) (۵.۴)

و
n∑

i=١

(١− wi)B−١ziz
′
iB−١ =

n∑
i=١

B−١ziz
′
iB−١ −

n∑
i=١

B−١ziz
′
iB−١z′iA−١zi

= B−١
n∑

i=١

ziz
′
iB−١ − B−١

n∑
i=١

ziz
′
i

(ziA−١zi)
B−١. (۶.۴)

صورت به (۶.۴) و (۵.۴) روابط از استفاده با ،(JMLE) شده١ اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر نهایت در
می�شود حاصل زیر

γ̂JMLE(d,b) = γ̂MLE(d,b) +A−١

(
n∑

i=١

ziz
′
i

(ziA−١zi)
−Λ

)
γ̂MLE(d,b)

+ B−١

(
n∑

i=١

ziz
′
i

(ziA−١zi)
−Λ

)
B−١b

= γ̂MLE(d,b) +A−١(T′T−Λ)γ̂MLE(d,b)

+ B−١(C′C−Λ)B−١b (٧.۴)

١Jackknifed modified liu estimator



٧٠ یانگ و لی شده اصلاح جک�نایف برآوردگر .۴

از عبارتند C و T ماتریس�های i-ام سطر آن در که
Ti =

z′i

(z′iB−١zi)
−١
٢

Ci =
z′i

(z′iA
−١zi)

−١
٢
.

می�یابیم دست زیر عبارت به (٧.۴) رابطه در B ماتریس مقدار جایگذاری با

γ̂JMLE(d,b) = γ̂MLE(d,b) +A−١T′Tγ̂MLE(d,b)

− Fdγ̂MLE(d,b) + (I− Fd)(C′C−Λ)(I− Fd)b (٨.۴)

آن در Bکه
−١ = I− Fd

A−١Λ = Fd.

جک�نایف برآوردگر ماتریسی، محاسبات انجام و (٨.۴) رابطه در مشترک عبارت�های از گیری فاکتور با
می�شود حاصل زیر صورت به نهایت در شده اصلاح لیو

γ̂JMLE(d,b) = (A−١T′T+ I− Fd)γ̂MLE(d,b) + B−١(C′C−Λ)B−١b

= (A−١T′T+ B−١)γ̂MLE(d,b) + B−١(C′C−Λ)B−١b. (٩.۴)

لیو برآوردگر به نسبت کمتری اریبی دارای شده معرفی برآوردگر که است امید تکنیک، این از استفاده با
می�باشد. برآوردگرها اریبی کاهش جک�نایف، از هدف ١.۶.١ به توجه با که چرا باشد. داشته شده اصلاح

می�کنیم. محاسبه را برآوردگر این اریبی مقدار بعد بخش در

برآوردگر واریانس و اریبی ٣.۴

برآوردها اصلی ویژگی�های بررسی آماری، استنباط در مهم مباحث از یکی شد، بیان پیش�تر که همان�طور
و پیچیده عمدتاً منظور، این برای معمول روش�های برخی از استفاده آن�هاست. واریانس اریبی، جمله از
برآوردگری دارد. وجود پیچیده تئوری فرض�های برقراری به نیاز آنان از برخی در و هستند ممکن غیر حتی
نیازمند آن واریانس و اریبی یافتن که می�باشد برآوردگرها همین جمله از می�شود معرفی فصل این در که
محاسبه تعریفِ طبق بخش این در واقعیت، این به بردن پی برای است. پیچیده فرض�های و محاسبات
زیر شکل به (١٨.٣) رابطه از استفاده با را شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر اریبی برآوردگرها، اریبی



٧١ برآوردگر واریانس و اریبی .٣.۴

می�کنیم محاسبه

bias(γ̂JMLE(d,b)) = (A−١T′T+ B−١)E(γ̂MLE(d,b)) + B−١(C′C−Λ)B−١b− γ

= (A−١T′T+ B−١) [Adγ + (I−Ad)b] + B−١(C′C−Λ)B−١b− γ

= (A−١T′T+ B−١)Adγ + (A−١T′T+ B−١)(I−Ad)b

+ B−١(C′Cb−Λ)B−١ − γ

=WAdγ +W(I−Ad)b+ B−١(C′C−Λ)B−١b− γ

(١٠.۴)

آن در که

W = (A−١T′T+ B−١).

زیر روش به مشترک عبارت�های از فاکتورگیری با

WAdγ − γ +W(I−Ad)b = (WAd − I)γ +W(I−Ad)b

= (WAd − I)γ − (WAd − I)b+ (W− I)b

= (WAd − I)(γ − b) + (W− I)b (١١.۴)

می�آید به�دست زیر صورت به برآوردگر اریبی

bias(γ̂JMLE(d,b)) = (WAd − I)(γ − b) + (W− I)b

+ B−١(C′C−Λ)B−١b. (١٢.۴)

می�باشد. پیشین اطلاع صورت به اریبی مقدار و دوم توان�های کمترین برآوردگر از ضریبی صورت به که
است محاسبه قابل زیر صورت به کوواریانس واریانس- ماتریس

cov(γ̂JMLE(d,b)) = cov
[
(A−١T′T+ B−١)γ̂MLE(d,b) + B−١(C′C−Λ)B−١

]
b

= cov
[
(A−١T′T+ B−١)γ̂MLE(d,b)

]
=Wcov(γ̂MLE(d,b))W′

= σ٢
(
WAdΛ

−١A′
dW′

)
(١٣.۴)

آن در Adکه = Fd

W = A−١T′T+ B−١.
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شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر کارایی ۴.۴

مناسب معیاری این�که به توجه با است. اریب شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر که دیدیم ٣.۴ بخش در
برآوردگر برای خطا ��دوم توان میانگین ماتریس است، MSEM برآوردگر، این کارایی اندازه�گیری برای
محاسبه زیر صورت به (١٣.۴) و (١٢.۴) رابطه�های و ب.٣٠.٠ تعریف از استفاده با را پیشنهادی

می�کنیم

MSEM(γ̂JMLE(d,b)) = σ٢
(
WAdΛ

−١A′
dW′

)
+ [(WAd − I)(γ − b) + (W− I)b+R]

× [(WAd − I)(γ − b) + (W− I)b+R]′ (١۴.۴)

آن در که
R = B−١(C′C−Λ)B−١b.

صورت به شده اصلاح لیو برآوردگر اریبی که می�دانیم همچنین
bias(γ̂MLE(d,b)) = (Ad − I)(γ − b) (١۵.۴)

است زیر صورت به نیز آن مخاطره و کوواریانس و
cov(γ̂MLE(d,b)) = σ٢AdΛ

−١A′
d (١۶.۴)

MSEM(γ̂MLE(d,b)) = σ٢AdΛ
−١A′

d

+ (Ad − I)(γ − b)(γ − b)′(Ad − I))′. (١٧.۴)

روابط به توجه با شده، اصلاح لیو برآوردگر از شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر مخاطره اختلاف بنابراین
می�باشد زیر صورت به (١٧.۴) و (١۴.۴)

∆١ = MSEM(γ̂MLE(d,b))−MSEM(γ̂JMLE(d,b))

= −σ٢
(
WAdΛ

−١A′
dW′

)
+ σ٢AdΛ

−١A′
d

+ [(WAd − I)(γ − b) + (W− I)b+R]

× [(WAd − I)(γ − b) + (W− I)b+R]′

− (Ad − I)(γ − b)(γ − b)′(Ad − I)′. (١٨.۴)

از استفاده دارد، فرسا طاقت و پیچیده محاسبات به نیاز برآوردگرها مقایسه که شرایطی، چنین در
محاسبات به نیاز عدم روش این مزیت مهم�ترین زیرا باشد، راهگشا می�تواند باز�نمونه�گیری روش�های
برآوردگر دو کارایی مقایسه برای بعد بخش در علت همین به است. پیچیده فرض�های برقراری و تئوری

است. شده استفاده شبیه�سازی روش از شده اصلاح لیو برآوردگر و شده اصلاح لیو جک�نایف



٧٣ شبیه�سازی مطالعه .۵.۴

شبیه�سازی مطالعه ۵.۴

سایر با آن رفتار مقایسه و شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر عملکرد بررسی برای بخش این در
داشتن برای ۵.٣ بخش همانند می�گیریم. به�کار را کارلو مونت شبیه�سازی روش شده، ارائه برآوردگرهای

می�بریم به�کار را (٢٠٠٣) لیو روش مختلف، همخطی میزان با داده�هایی
xij = (١− γ١/٢(٢ωij + γωip, i = ١,٢, · · · , n, j = ١,٢, · · · , p− ١

پیش�بین متغیر دو بین همبستگی γ٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل تصادفی ωij اعداد آن در که
است.

زیر، رابطه از استفاده با حال هستند. همبسته X′y و X′X طوری�که به شده�اند، استاندارد متغیرها این
می�شود مشخص پاسخ متغیر برای مشاهده n

yi = β١x١ + β٢x٢ + β٣x٣ + ei

هستند. σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از مستقل تصافی اعداد ei آن در که
تکرار بار ١٠٠ برای σ : ٠٫ ٠١,٠٫ ١,١ و γ : ٠٫ ٧,٠٫ ٩٠,٠٫ ٩٩ مختلف مقادیر با را آزمایش این
برآوردگر لیو، برآوردگر دوم، توان�های کمترین برآوردگر برای را خطا دوم توان میانگین مقدار می�کنیم.

می�کنیم برآورد زیر رابطه�ی از استفاده با شده، اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر و شده اصلاح لیو

MSE(β̃) =
١

١٠٠

٣٠∑
j=١

٣∑
i=١

(β̃ij − βi)
٢

این به مربوط برنامه است. پارامتر مقدار βi و تکرار j-امین در پارامتر i-امین برآورد β̃ij آن در که
است. آمده ت.٨ پیوست در مثال

در خطا دوم توان�های میانگین برآورد مقادیر است. آمده ٣.۴ و ٢.۴ ،١.۴ جداول در شبیه�سازی نتایج
نسبت شده اصلاح لیو جک�نایف برآوردگر و شده اصلاح لیو برآوردگر لیو، برآوردگر برای حالت�ها بیشتر
جک�نایف برآوردگر همخطی افزایش با گفت می�توان بعلاوه است. کمتر دوم توان�های کمترین برآوردگر به

می�باشد. برآوردگرها دیگر به نسبت بهتری عملکرد نتیجه در و کمتر خطای دارای شده اصلاح
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γ = ٠٫ ٧٠ ازای به JMLE و MLE ، LE ، LSE برای MSE برآورد :١.۴ جدول

σ = ١ σ = ٠٫ ١ σ = ٠٫ ٠١
d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠
٠/٠٧٠٧ ٠/٠٧٠٧ ٠/٠٧٠٧ ٢/١٣٨۵ ٢/١٣٨۵ ٢/١٣٨۵ ٧/١٢۵٨ ٧/١٢۵٨ ٧/١٢۵٨ LSE
٠/٠١٧٠ ٠/٠۶۵٩ ٠/٠۶٧۵ ٠/١٣۵٢ ٠/١۶۶۴ ١/٠٩٧۶ ۴/٠٣۶٧ ۶/۴۶٧۶ ۶/٩٠٩۵ LE
٠/٠١۶١ ٠/٠۶۶١ ٠/٠۶٧۵ ٠/٠۴٧۵ ٠/١۶۶٩ ١/٠٩٧۶ ۴/٠٣٣۵ ۶/۴۵٩۴ ۶/٩٠٩۵ MLE
٠/٠٠٨٣ ٠/٠٠١٧ ٠/٠٠۵١ ٠/٠٠٠١ ٠/٠٠٩٩ ٠/٠٣٢١ ٠/٠٠٧٣ ۵/٠٩۶١ ١/٠٢٧٨ JMLE

γ = ٠٫ ٩٠ ازای به JMLE و MLE ، LE ، LSE برای MSEبرآورد :٢.۴ جدول

σ = ١ σ = ٠٫ ١ σ = ٠٫ ٠١
d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠
٠/١٧٣٣ ٠/١٧٣٣ ٠/١٧٣٣ ٠/٨٨٠۴ ٠/٨٨٠۴ ٠/٨٨٠۴ ٣/٧٢٧۵ ٣/٧٢٧۵ ٣/٧٢٧۵ LSE
٠/١۴٢٨ ٠/١٢۴٠ ٠/٠٧٨٢ ٠/۶٨٨٨ ٠/۵۴١۵ ٠/۶٨٠٨ ٣/٠۴۶۶ ١/٠۵٨١ ٠/٢٧۶۶ LE
٠/١۴٢٨ ٠/١٢۴٠ ٠/٠٧٨١ ٠/۶٨٨٨ ٠/۵٣٨٩ ٠/۶٣۴٧ ٣/٠۴۶۶ ١/٠۵۴٩ ٠/٢۶۶۵ MLE
٠/٠٠٣٠ ٠/٠٠٣١ ٠/٠٠٠٧ ٠/٠٠٩٩ ٠/٠٠۶٩ ٠/٠٠٠١ ٠/٠٨٠٢ ٠/٠١۵٢ ٠/٠٠٩٧ JMLE

γ = ٠٫ ٩٩ ازای به JMLE و MLE ، LE ، LSE برای MSE برآورد :٣.۴ جدول

σ = ١ σ = ٠٫ ١ σ = ٠٫ ٠١
d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠ d=١ d=٠/٠۵ d=٠
٠/٢٣۴٢ ٠/٢٣۴٢ ٠/٢٣۴٢ ٠/٧۵٠۶ ٠/٧۵٠۶ ٠/٧۵٠۶ ١/٧۵٧٢ ١/٧۵٧٢ ١/٧۵٧٢ LSE
٠/٠٩٧۶ ٠/٠۴٨٨ ٠/۶٠١ ٠/٢٣٣٩ ٠/١۴٨٨ ٠/٠۵٠٨ ٠/٢۶٩۶ ٠/۴٠۶۴ ٠/٠٢۶٩ LE
٠/٠٩٧۶ ٠/۴۶۶١ ٠/٠۶٠١ ٠/٢٣٣٩ ٠/١۴٧١ ٠/٠۵٠٨ ٠/٢۶٩۶ ٠/٣٩٩٢ ٠/٠٢۶٩ MLE
٠/٠٠٠۶ ٠/٠٠٠٨ ٠/٠٠١ ٠/٠٠١٨ ٠/٠٠٩٢ ٠/٠٠٠٣ ٠/٠٣٠١ ٠/٠٠۴۵ ٠/٠٠١۵ JMLE

نتیجه�گیری ۶.۴

از یکی است. اخیر دهه آماردانان از بسیاری کاری زمینه رگرسیونی، معادلات برآوردگرهای دادن بهبود
طرح ماتریس در همخطی وجود می�شود، یافته بهبود برآوردگرهای یافتن برای تلاش به منجر که عوامل
سال�های در که یافته بهبود برآوردگرهای این از یکی گذشت، آن شرح پایان�نامه این در که همان�طور است.

می�باشد. ریج برآوردگر است، گرفته قرار زیادی توجه مورد آماردانان سوی از اخیر
برآوردگر بهترین اریب، برآوردگرهای کلاس در ریج برآوردگر هستیم، مواجه همخطی مسئله با هنگامی�که
همچنین و است کمتر �دوم توان�های کمترین برآوردگر خطای از آن خطای دادیم، نشان که همان�طور و است

می�کنند. توجیه را برآوردگر این از استفاده که است خوبی و مفید ویژگی�های دارای
همخطی مسئله گرفتن نظر در با چندگانه رگرسیونی معادلات ضرایب است، شده سعی مجموعه این در
اول فصل در راستا این در کنیم. برآورد می�خورد، چشم به مشکل این آن�ها در که داده�هایی از استفاده و



٧۵ تحقیق آینده برای پیشنهادات .٧.۴

بررسی مورد آن خواص و شده معرفی ریج، برآوردگرهای نوع از برآوردگری عنوان به لیو نوع برآوردگر
و شد محاسبه لیو جک�نایف برآوردگر جک�نایف، تکنیک از استفاده با ابتدا دوم، فصل در گرفت. قرار
عددی مثال و شبیه�سازی کمک به و گردید محاسبه آن خطای برآوردگر، این کارایی دادن نشان منظور به

دادیم. نشان دوم، توان�های کمترین برآوردگر بر را آن برتری
به�کار �شده اصلاح لیو برآوردگر برای را جک�نایف تکنیک پایان�نامه، این در نوآوری یک عنوان به
جک�نایف روش�های از استفاده با پیشنهادی برآوردگر کردیم. برآورد را رگرسیونی مدل ضرایب و بردیم
روش�های از استفاده با و است شده محاسبه (١٩٨٨) نیکوئیست و (١٩٧٧) هینکلی توسط شده معرفی
لیو جک�نایف برآوردگر نیز، خطی مدل این در که داده�ایم نشان جک�نایف و مونت�کارلویی شبیه�سازی

دارد. برتری �شده اصلاح لیو برآوردگر حتی و دوم توان�های کمترین برآوردگر به نسبت �شده اصلاح

تحقیق آینده برای پیشنهادات ٧.۴

موارد روی بر آینده در می�توان شده، مطرح موضوعات و مجموعه این در آمده به�دست نتایج به توجه با
است. پایان�نامه این نویسنده بررسی و مطالعه دست در آن�ها از بعضی که کرد تحقیق زیر

و یانگ وزنی لیو برآوردگر برای می�توان، را پایان�نامه این در استفاده مورد جک�نایف روش .١
محدودکننده برآوردگر و است، لیو نوع برآوردگر و وزنی آمیخته برآوردگر از ترکیبی که ،(٢٠٠٩) همکاران
داد. قرار سنجش مورد را حاصل برآوردگر عملکرد و برد به�کار ،(٢٠٠۶) وایجکوان و هیبرت تصادفی

از بعضی خصوص در پیشین اطلاع از استفاده اقتصادی، مدل�های و کاربردی مسائل در .٢
و پیشرفته روش�های از استفاده به منجر اغلب بررسی، تحت آماری مدل در علاقه مورد پارامترهای
از استفاده می�شوند. برده به�کار اطلاع، این بودن قطعی غیر یا قطعی به توجه با که می�شود �یافته�ای تعمیم
مدل�های به نهایت در که است مطرح قید یک صورت به معمولا آماری، مدل�های در معلوم پیشین اطلاع
برآوردگر می�آید، به�دست شده محدود مدل�های اساس بر که برآوردگری می�شود. منتج مقید یا شده محدود
این در شده معرفی جک�نایف تکنیک�های می�توان پیشنهاد یک عنوان به می�شود. نامیده شده محدود
دست در که داد، قرار بررسی مورد را جدید برآوردگر عملکرد و انجام مدل�ها این�گونه روی بر را مجموعه

است. آمده به�دست نیز خصوص این در نتایجی و می�باشد مجموعه این نویسنده بررسی

در شده ارائه جدید برآوردگر می�توان پایان�نامه، این در استفاده مورد روش�های از استفاده با .٣
برد. به�کار (٢٠٠٩) دوران کدنیز آ و کدنیز آ مقاله نتایج تلفیق با پارامتری نیمه مدل�های در را فصل۴

رگرسیونی مدل�های با رویارویی در می�توان را پایان�نامه این در شده مطرح برآوردگرهای تمامی .۴
برد. به�کار استوار٢

٢Robust regression
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مدل�های با رویارویی در می�توان را پایان�نامه این در شده مطرح برآوردگرهای تمامی نهایت در .۵
برد. به�کار و کرده بررسی فازی رگرسیونی



آ� پیوست

ماتریس�ها �جبر

یک کلی طور به داد. نمایش اعداد از آرایه�ای صورت به می�توان مناسبی طور به را متغیری چند داده�های
استفاده با می�نامند. بعدی p × n ماتریس یک را ستون n و سطر p مثلا با اعداد از مستطیلی آرایه�ی

می�شود. آسان بسیار چندمتغیری روش�های مطالعه�ی ماتریس�ها جبر از
علاوه می�دهد. را آماری روش�های اجمالی توان ما به بخش این در شده ارائه ماتریس�های جبر نتایج
بتوانیم تا شده، برنامه�ریزی رایانه�ها در سهولت به ماتریس�ها برحسب شده بیان متعارف روابط این بر

دهیم. انجام را آماری کمیت�های مهم و عادی محاسبات
روش�های جبری بیان و هندسی تفسیرهای و تعبیر برای که بنیادی مفاهیم بعضی ارائه�ی با را موضوع
زاده حسن و (٢٠٠٢)� رنچر از برگرفته عمدتاً پیوست این مطالب می�کنیم. شروع هستند، لازم آماری

می�باشند. (١٣٨٨) بشتیان

تست

(a١, · · · , ak) عدد k هرگاه گوئیم خطی١ نامستقل را x١, · · · ,xk بردارهای مجموعه آ�.١.٠. تعریف
این�صورت غیر در a١x١ + a٢x٢ + · · · + akxk = ٠ که باشد داشته وجود نباشند صفر همگی که

می�گویند. خطی مستقل را بردارها مجموعه�ی

Aگوئیم. ٢ ترانهاده� را حاصل ماتریس کنیم، عوض ماتریسAرا ستون��های و سطرها اگر آ�.٢.٠. تعریف
A = (aij) اگر کلی طور به

A′ = (aij)
′ = (aji).

آن�گاه باشد، دلخواه ماتریس یک A اگر آ�.٣.٠. قضیه
(A′)′ = A.

١ Linear dependence
٢Transpose

٧٧



٧٨ ماتریس�ها �جبر آ�.

.A = A′ هرگاه گوئیم متقارن۴ را A ماتریس باشد. مربع٣ ماتریس یک A کنید فرض آ�.٠.۴. تعریف

C = ABحاصل�ضرب و گوئیم سازگار۵ Bرا این�صورتAو در ،Bm×p An×mو اگر آ�.٠.۵. تعریف
از است عبارت

cij =
∑
k

aikbkj

باشند) تعریف�شده حاصل�ضرب�ها که بعدهایی با ) C و B ، A ماتریس�های تمام برای آ�.٠.۶. قضیه
(B+C)A = BA+CA

(AB)′ = B′A′

صورت به که خطی٧هستند مستقل سطرهای تعداد بیشترین ماتریس یک سطری ۶ رتبه� آ�.٧.٠. تعریف
مجموعه� رتبه�ی ماتریس یک ستونی رتبه�ی می�شوند. گرفته نظر در سطری) بردارهای (یعنی بردار

می�شوند. گرفته درنظر بردار صورت به که است آن ستون�های
برابرند. باهم ماتریس یک ستونی رتبه�ی و سطری رتبه�ی که داد نشان می�توان

ماکزیمم رتبه�ی این�صورتAدارای در ،p < n آن در که باشد p رتبه�ی An×pدارای اگر آ�.٨.٠. تعریف
برابر n × p ماتریس یک ممکن ماکزیمم رتبه�ی کلی، طور به گوئیم. کامل رتبه�ی با را آن و است

است. min(n, p)

باشد. ستون�ها) (یا سطرها تعداد برابر اش رتبه هرگاه است ناویژه مربع ماتریس یک آ�.٩.٠. تعریف
و است بفرد منحصر معکوس دارای A ناویژه ماتریس یک

AA−١ = A−١A = I

نامند. ویژه را آن و نیست معکوس دارای آن�گاه نباشد، کامل رتبه�ی با ولی باشد مربعی A اگر

را آن و گوئیم A وارون٨ را کند صدق AB = BA = I معادله�ی در که B ماتریس آ�.١٠.٠. تعریف
می�دهند. نشان A−١ با

زیر موارد آن�گاه باشند، معکوس دارای و مساوی بعد با مربع ماتریس�های B و A اگر آ�.١١.٠. قضیه
است: برقرار

(A′)−١ = (A−١)′

(AB)−١ = B−١A−١

٣ Square matrix
۴Symmetric
۵Consistence
۶Rank
٧Linear independence
٨Inverse



٧٩

یک B و بردار یک c آن در که باشد، ناویژه B+ cc′ صورت به مربع ماتریس یک اگر آ�.١٢.٠. قضیه
آن�گاه: است، ناویژه ماتریس

(B+ cc′)−١ = B−١ − B−١cc′B−١

١+ cB−١c

بردار یک x اگر باشد. A ویژه٩ مقدار یک λ و مربعی ماتریس یک A کنید فرض آ�.١٣.٠. تعریف
که طوری به باشد، (x ̸= ٠) صفر مخالف

Ax = λx

نسبت |A− λI| = ٠ حل با و می�نامند است، آن ویژه١٠ بردار x که A ماتریس ویژه مقدار را λ آن�گاه
می�آیند. بدست λ به

هرگاه می�نامند، متعامد١١ را bn×١ و an×١ بردار دو آ�.٠.١۴. تعریف
a′b = a١b١ + a٢b٢ + · · ·+ anbn = ٠.

متعامد بردارهای آن ستون�های هرگاه است، متعامد A = (c١, c٢, · · · , cp) ماتریس آ�.٠.١۵. تعریف
باشند.

مثلا گویند. طیفی١٢ تجزیه را، ویژه بردارهای و ویژه مقادیر به ماتریس یک تجزیه آ�.٠.١۶. تعریف
است زیر تجزیه دارای A ماتریس کنید فرض

A = PΛP−١

ستون�های که است متعامدی ماتریس P و است A ویژه مقادیر با قطری ماتریس یک Λ این�صورت در
است. آن ویژه مقادیر با متناظر A ویژه بردارهای آن

اگر و باشد مثبت A ویژه مقادیر تمام اگر می�گویند، مثبت١٣ معین را A ماتریس آ�.١٧.٠. تعریف
است. مثبت١۴ معین نیمه A ماتریس می�شود گفته باشند، نامنفی A ویژه مقادیر

آن�گاه: باشد، λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با مثبت) معین (نیمه مثبت An×nمعین اگر آ�.١٨.٠. قضیه
می�باشند. (aii ⩾ ٠) aii > ٠ اصلی قطر عناصر (١)

است. ناویژه A (٢)
است. مثبت معین A−١ (٣)

است. ناویژه ماتریس یک P آن در که است، مثبت) معین (نیمه مثبت معین P′AP (۴)
.i = ١,٢, · · · , n برای λi > ٠, (λi ⩾ ٠) (۵)

٩Eigen value
١٠Eigen vector
١١Orthogonal
١٢Spectral factorization
١٣Positive definite
١۴Positive semidefinite



٨٠ ماتریس�ها �جبر آ�.

داشته وجود P ناویژه ماتریس اگر فقط و اگر است معین مثبت A متقارن ماتریس آ�.١٩.٠. قضیه
.A = P′P که به�طوری باشد

است. n× p ماتریس یک A کنید فرض آ�.٢٠.٠. قضیه
است. مثبت معین A′A آن�گاه ،rank(A) = p اگر (١)

است. مثبت معین نیمه A′A آن�گاه ،rank(A) < p اگر (٢)

صورت به می�توان را آن معکوس و است ناویژه ′Aنیز باشد، ناویژه ماتریس Aیک اگر آ�.٢١.٠. قضیه
نوشت زیر

(A′)−١ = (A−١)′.

اگر گوییم خودتوان را A ماتریس یک آ�.٢٢.٠. تعریف
A٢ = A.

آن�گاه باشد، r رتبه� با خودتوان و متقارن n× n ماتریس یک A اگر آ�.٢٣.٠. قضیه
rank(A) = tr(A) = r.

ثابت�ها از بردار یک a′ = (a١, a٢, · · · , ap) آن در که ،u = a′x = x′a کنید فرض آ�.٠.٢۴. قضیه
این�صورت: در است.

∂u

∂x
=

∂(a′x)

∂x
=

∂(x′a)

∂x
= a

در است. ثابت�ها از متقارن ماتریس یک A آن در که ،u = x′Ax کنید فرض آ�.٠.٢۵. قضیه
این�صورت:

∂u

∂x
=

∂(x′Ax)

∂x
= ٢Ax

مراجعه (١٩٩٢ مونتگومری١۶( و (٢٠٠٠ رنچر١۵( به (آ�.٠.٢۵) تا (آ�.٣.٠) قضایای اثبات برای
کنید.

١۵Rencher
١۶Montgomery



ب پیوست

اساسی قضایای و لم�ها تعاریف،

کرده�ایم. بیان زیر شرح به و تعریف صورت به گرفته�اند، قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که مفاهیمی

بگیرید. نظر در را {bn} و {an} ثابت اعداد از دنباله دو (١٩٩٨ وارت١، در (ون ب.٠.٢۶. تعریف
هرگاه ،bn = o(an) گوییم (١)

lim
n→∞

| bn
an

| = ٠.

باشند، داشته وجود N(ε) مثبت صحیح عدد و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ اگر ، bn = O(an) گوییم (٢)
،n ⩾ N(ε) برای آن��گاه

|bn| < K(ε)|an|.

می�آید به�دست زیر صورت به خطا دوم توان میانگین برآوردگر، هر برای ب.٢٧.٠. تعریف
MSE(β̂, β) = E(β̂ − β)′(β̂ − β)

توزیع دارای U = X′X آن�گاه باشد، X ∼ Np(0, I) اگر مرکزی) -دو کی (توزیع ب.٢٨.٠. تعریف
آن احتمال چگالی تابع که می�دهیم) نمایش U ∼ χ٢(p) نماد با را (آن آزادی درجه p با مرکزی دو کی-

است زیر صورت به

f(u) =
u

p
٢ − ١

٢
p
٢Γ( p٢)

e
−u
٢ , u > ٠, p ∈ N.

بردار با متغیره -p نرمال توزیع دارای X تصادفی بردار متغیره٢) چند نرمال (توزیع ب.٢٩.٠. تعریف
می�دهیم) نشان X ∼ Np(µ,Σ) نماد با را (آن است Σ کوواریانس واریانس- ماتریس و µ میانگین

است زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع و

fX(x) =
١

(٢π) p
٢ |Σ| ١٢

exp
−(x− µ)′Σ−١(x− µ)

٢

.x, µ ∈ Rp×p,Σ ⩾ ٠ آن در که
١Van der vaart
٢Multivariate normal

٨١



٨٢ اساسی قضایای و لم�ها تعاریف، ب.

می�شود تعریف زیر صورت به برآودگری هر برای خطا، دوم توان�های میانگین ماتریس تعریفب.٣٠.٠.

MSEM(β̂, β) = Cov(β̂) + [E(β̂ − β)][E(β̂ − β)′]

کنیم. تعریف را توانی سری تا داریم نیاز ابتدا تیلور بسط تعریف برای تیلور) (بسط ب.٣١.٠. تعریف
است زیر صورت به سری یک

a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · · =

∞∑
n=٠

anx
n,

سری کلی، حالت در می�باشد. x از توانی سری یک هستند، ثابت اعدادی a٠, a١, a٢, · · · آن در که
شعاع را آن که است ثابتی عدد R اینجا در واگراست. |x| > R برای و همگرا |x| < R برای توانی

باشد. واگرا یا همگرا می�تواند سری ،|x| = R برای می�نامند. سری همگرایی
نقطه یک در تابع مشتق�های از که است جمله بی�نهایت مجموع صورت به تابع یک نمایش تیلور، بسط
جملات از متناهی تعداد با نقطه یک حول می�توان را توابع بسط، این از استفاده با می�آیند. به�دست
مختلط یا حقیقی نقطه همسایگی در که مختلط یا حقیقی مقادیر با f(x) تابع یک تیلور بسط زد. تقریب

است زیر توانی سری است، مشتق�پذیر بار بی�نهایت x٠
f(x) = f(x٠) +

f ′(x٠)(x− x٠)

١ +
f ′′(x٠)(x− x٠)

٢

٢ +
f ′′′(x٠)(x− x٠)

٣

٣ + · · · ,

بنویسیم زیر خلاصه�تر صورت به می�توانیم که

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(x٠)

n
(x− x٠)

n.

M−αα′ > ٠ آن�گاه باشد، بردار یک α Mو > ماتریس٠ فرضکنید (١٩٧٠ (فاربرادر، ب.٣٢.٠. لم
اگر تنها و اگر

α′M−١α < ١.

ببینید. را (١٩٧٠)٣ فاربرادر برهان.

صورت به β̂ از مشابه خطی برآوردگر دو β̂٢ و β̂١ کنید فرض (١٩٩٠ توتنبرگ، و (ترنکلر ب.٣٣.٠. لم
باشند زیر

β̂١ = A١y

β̂٢ = A٢y

D = (A١A′
١ −A٢A′

٢) > ٠.

آن�گاه
∆(β̂١, β̂٢) = MSEM(β̂١)−MSEM(β̂٢) = σ٢D+ b١b′

١ − b٢b′
٢ > ٠

اگر فقط و اگر
b′
٢

[
σ٢D+ b١b′

١

]
< ١

٣Farebrother



٨٣

می�شوند تعریف زیر صورت به برآوردگرها اریبی و دوم توان�های میانگین ماتریس آن، در biکه = Bias(β̂i) = (AiX− I)β

MSEM(β̂i) = cov(β̂i) + bib′
i i = ١,٢.

ببینید. را توتنبرگ۴(١٩٩٠) و ترنکلر برهان.

واریانس- ماتریس و µ میانگین بردار با تصادفی بردار y ثابت، متقارن Aماتریس اگر ب.٠.٣۴. قضیه
آن�گاه باشند، V کوواریانس

E(y′Ay) = tr(AV) + µ′Aµ

ببینید. را (١٩٧١) سیرل۵ برهان.

۴Trenkler and Toutenburg
۵Searle





پ پیوست

همخطی شاخص�های

این مطالب می�شود. ارائه می�روند، کار به همخطی تشخیص برای که روش�هایی از بعضی پیوست این در
می�باشند. (١٣٩٠) نجاریان و (١٣٩٠) روزبه از برگرفته عمدتاً پیوست

کاپا آماره پ.١

X′X ماتریس کاپا١برای آماره محاسبه طرح، ماتریس در همخطی وجود به بردن پی برای راه ساده�ترین
X′X ماتریس ویژه مقادیر از استفاده با زیر صورت به می�گویند، شرطی٢ عدد آن به که آماره این است.

می�شود: محاسبه

κ(X′X) =

√
max١≤i≤pλi

min١≤i≤pλi

(پ.١)

پیشنهاد ١٩٨٠ سال در همکارانش و بلسلی هستند. X′X ماتریس ویژه مقادیر λ١, · · · , λp آن در که
وجود همخطی طرح ماتریس در آن�گاه باشد، ١٠ از بزرگتر X′X ماتریس برای کاپا آماره اگر که دادند
باشد، κ(X′X) > ١٠٠ چنان�چه و شدید همخطی باشد ٣٠ < κ(X′X) < ١٠٠ اگر گفتند آن�گاه دارد.

است. جدی خیلی همخطی

واریانس تورم عامل پ.٢

این می�باشد. واریانس٣ تورم عامل دارد، زیادی کاربرد که همخطی وجود تشخیص شیوه�های از یکی
شده برآورد متغیرهای که حالتی به نسبت حد چه تا شده برآورد ضریب واریانس که می�دهد نشان عامل

١Kappa
٢Condition number
٣Variance inflation factor

٨۵



٨۶ همخطی شاخص�های پ.

می�آید: به�دست زیر رابطه از واریانس تورم عامل است. شده متورم ندارند، خطی همبستگی

V IFi =
١

١−R٢
i

i = ١,٢, · · · , p− ١

رگرس پیش�بین متغیرهای سایر روی Xi پیش�بین متغیر آن در که است مدلی تعیین ضریب R٢
i آن در که
است. شده

در پیش�بین متغیرهای سایر با رابطه�ای خطی صورت به Xi دیگر عبارتی به یا R٢
i = ٠ که حالتی در

یک از بزرگتر V IFi ،R٢
i ̸= ٠ هنگامی�که بود. خواهد یک با برابر V IFi باشد، نداشته رگرسیونی مدل

متورم چقدر پیش�بین متغیرهای بین همبستگی وجود دلیل به Xi واریانس می�دهد، نشان که بود خواهد
زیر صورت به را واریانس تورم عامل (٢٠٠٣) گراس۴ است. کرده پیدا افزایش آن مقدار و است شده

نمود: بیان
V IFj = (x′

jxj)/(x
′
jMjxj)

آن در Mjکه = In −Xj(X
′
jXj)

−١X ′
j

X = (xj, Xj).

است. xj متغیر حذف از پس باقیمانده مشاهدات ماتریس Xj و xj متغیر به مربوط مشاهدات xj و
باشد، داشته مدل پیش�بین متغیرهای سایر با کامل خطی وابستگی پیش�بین، متغیر یک هنگامی�که
بی�نهایت سمت به واریانس تورم عامل نتیجه در و بود خواهد یک با برابر آن با مرتبط تعیین ضریب

بود. خواهد بی�نهایت نیز Xi واریانس که گرفت نتیجه می�توان آن از و کرد خواهد میل
شدت اندازه�گیری برای شاخصی �عنوان به اغلب پیش�بین، متغیرهای برای واریانس تورم عامل مقدار
١٠ از بزرگتر مدل در واریانس تورم عامل مقدار بیشترین اگر می�شود. استفاده مدل در بودن همخطی
بر نامطلوبی اثر مدل، در موجود همخطی که می�شود گرفته نظر در مسئله این نشانه به معمولا باشد،

دارد. دوم توان�های کمترین روش برآوردگرهای

۴Gross



ت پیوست

�Rافزار نرم با کامپیوتری برنامه�های

است. آمده R-٢.١۵.٣ نرم�افزار با جداول و شکل�ها رسم برای نیاز مورد دستورهای تمام پیوست این در
که است ماتریسی دستورالعمل�های برخی انجام برای نیاز مورد بسته�های فراخوانی به مربوط زیر دستور

می�شود. تکرار یکسان طور به برنامه�ها تمام برای

require(MASS)
require(MASS)
require(stats)
require(graphics)
require(Matrix)
library(matrixcalc)
require(psych)
require(expm)

٢.۴.١ مثال به مربوط برنامه ت.١

در زیر دستورهای از ١.١ شکل در d مختلف مقادیر ازای به لیو نوع برآوردگر عملکرد نمودار رسم برای
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار

صورت به csv پسوند و Heptan نام با را استیلن به هپتان - nتبدیل درصد به مربوط داده�های ابتدا •
را واریانس تورم عامل و کاپا آماره همبستگی، ضریب ماتریس آنها برای و می�کنیم. فراخوانی زیر

می�کنیم. محاسبه

##########
##########Variables######
##########
Data<-read.table("G:/Heptan.csv",sep = ",",head=TRUE)

٨٧
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Y<-Data[,1]
X=as.matrix(Data[2:5])
cor(X,Y)
S=t(X)%*%X
lam=as.vector(eigen(S)$values)
LAM=diag(eigen(S)$values)
Q=eigen(S)$vectors
kappa=sqrt(max(lam)/min(lam))
n=16
VIF=numeric(4)
for(j in 1:4){

M=diag(1,n,n)-X[,-j]%*%solve(t(X[,-j])%*%X[,-j])%*%t(X[,-j])
VIF[j]=t(X[,j])%*%X[,j]/(t(X[,j])%*% M%*%X[,j])}

محاسبه زیر تابع تعریف با d = ٠٫ ۵۵, d = ٠٫ ٧۵, d = ١ ازای به را لیو نوع برآوردگر مقادیر •
می�کنیم.

###########
################function###############
###############
I=diag(1,4,4)
Z=X%*%Q
G.hat=solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y
beta.hat=solve(t(Q))%*%G.hat
D=function(d) diag(d,4,4)
Fun.D<-function(d) solve(LAM+I)%*%(LAM+D(d))
G.hat.d<-function(d)

Fun.D(d)%*%G.hat
beta.hat.d<-function(d)

solve(t(Q))%*%G.hat.d(d)
beta.hat.d(0.55)
beta.hat.d(0.75)
beta.hat.d(1)

دستورهای از برآوردگرها واریانس برآورد اریبی، �دوم توان ،MSE �دوم، توان طول محاسبه برای •
است. شده استفاده R نرم�افزار در زیر
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#####################BIAS############
bias.d<-function(d)
(I-Fun.D(d))%*%G.hat

########
#####################variance##########
###########
p=4
s2.hat=t(Y-(Z%*%G.hat))%*%(Y-(Z%*%G.hat))/(n-p)
as.numeric(s2.hat)->s2.hat
cov.d<-function(d)
s2.hat*(Fun.D(d)%*%solve(LAM)%*%t(Fun.D(d)))

############
################MSEMs################
############
MSEM.d<-function(d){
b1=bias.d(d)%*%t(bias.d(d))
b1+cov.d(d)

}
####################SMSE#############
SMSE.d=function(d){
return(matrix.trace(MSEM.d(d)))

}
SMSE.d(0.55)
SMSE.d(0.75)
SMSE.d(1)

نموده�ایم. رسم R نرم�افزار در زیر دستورهای با را ١.١ شکل نهایت در •

##############
#####################graph:Squared Bias##############
BpB=function(B)
t(B)%*%B

BpB(beta.hat.d(0.55))
BpB(beta.hat.d(0.75))
BpB(beta.hat.d(1))
d=seq(0,1,0.01)
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B1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

B1[i]=BpB(bias.d(d[i]))
}
plot(d,B1,type="l",lty=1,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squresd Bias of the estimators",lwd=1.5)
####################graph:Squared Lengths#############
d=seq(0,1,0.01)
R1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

R1[i]=BpB(beta.hat.d(d[i]))
}
plot(d,R1,type="l",lty=1,,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squared Lengths of the estimators",lwd=1.5)
########################graph:Estimated SMSEs#########
d=seq(0,1,0.01)
S1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

S1[i]=SMSE.d(d[i])
}
plot(d,S1,type="l",lty=1,
ylab="Estimated SMSEs of the estimators",
xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(700,1300))
######################Variance##########
cov1=function(d){

matrix.trace(s2.hat*(Fun.D(d)%*%solve(LAM)%*%t(Fun.D(d))))
}
###############graph:Estimated Variances################
d=seq(0,1,0.01)
C1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

C1[i]=cov1(d[i])
}
plot(d,C1,type="l",lty=1,
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ylab="Estimated Variances of the estimators",
xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(350,800))

.١.٢.٢ مثال به مربوط برنامه ت.٢

است برآوردگر مقدار در تفاوت تنها است. ت.١ اول بخش همانند مثال این داده�های فراخوانی مرحله •
است. شده محاسبه d = ٠٫ ۵۵, d = ٠٫ ٧۵, d = ١ مقادیر ازای به R نرم�افزار در زیر تابع تعریف با که

###########
################function###############
###############
D=function(d) diag(d,4,4)
Fun.D<-function(d) solve(LAM+I)%*%(LAM+D(d))
G.hat.d<-function(d)
Fun.D(d)%*%G.hat

beta.hat.d<-function(d)
solve(t(Q))%*%G.hat.d(d)

G.hat.J.d<-function(d){
((2*I)-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)%*%G.hat

}
beta.hat.J.d<-function(d)
solve(t(Q))%*%G.hat.J.d(d)

beta.hat.J.d(0.55)
beta.hat.J.d(0.75)
beta.hat.J.d(1)
#####################BIAS############
bias.J.d<-function(d){
Inv=solve(LAM+I)
Inv2=Inv%*%Inv
id2=(I-D(d))%*%(I-D(d))
(-Inv2%*%id2)%*%G.hat

}
########
#####################variance##########
###########
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p=4
s2.hat=t(Y-(Z%*%G.hat))%*%(Y-(Z%*%G.hat))/(n-p)
as.numeric(s2.hat)->s2.hat
cov.J.d<-function(d)

s2.hat*(2*I-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)%*%
solve(LAM)%*%t(Fun.D(d))%*%t(2*I-Fun.D(d))

#############
################MSEMs################
############
MSEM.J.d<-function(d){

b2=bias.J.d(d)%*%t(bias.J.d(d))
b2+cov.J.d(d)

}
#################SMSE################
SMSE.J.d=function(d){

return(matrix.trace(MSEM.J.d(d)))
}
SMSE.J.d(0.55)
SMSE.J.d(0.75)
SMSE.J.d(1)
##############
######################graph:Squared Bias###############
BpB=function(B)

t(B)%*%B
BpB(beta.hat.J.d(0.55))
BpB(beta.hat.J.d(0.75))
BpB(beta.hat.J.d(0.1))
#############
d=seq(0,1,0.01)
B1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

B1[i]=BpB(bias.J.d(d[i]))
}
plot(d,B1,type="l",lty=1,xlab="Liu(d)",
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ylab="Estimated Squresd Bias of the estimators",lwd=1.5)
####################graph:Squared Lengths#############
d=seq(0,1,0.01)
R1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){
R1[i]=BpB(beta.hat.J.d(d[i]))

}
plot(d,R1,type="l",lty=1,,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squared Lengths of the estimators",lwd=1.5)
#################graph:Estimated SMSEs################
d=seq(0,1,0.01)
S1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){
S1[i]=SMSE.J.d(d[i])

}
plot(d,S1,type="l",lty=1,
ylab="Estimated SMSEs of the estimators",
xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(700,1300))
################Variance###############
cov1=function(d){
matrix.trace(s2.hat*(2*diag(1,4,4)-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)
%*%solve(LAM)%*%t(Fun.D(d))%*%(2*diag(1,4,4)-Fun.D(d)))

}
###############graph:Estimated Variances################
d=seq(0,1,0.01)
C1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){
C1[i]=cov1(d[i])

}
plot(d,C1,type="l",lty=1,
ylab="Estimated Variances of the estimators",
xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(350,800))
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١.۴.٢ مثال به مربوط برنامه ت.٣

٢.٢ شکل در d مختلف مقادیر ازای به لیو �شده اصلاح جک�نایف برآوردگر عملکرد نمودار رسم برای •
می�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از

###########
###############function###############
###############
D=function(d) diag(d,4,4)
Fun.D<-function(d) solve(LAM+I)%*%(LAM+D(d))
G.hat.d<-function(d)

Fun.D(d)%*%G.hat
beta.hat.d<-function(d)

solve(t(Q))%*%G.hat.d(d)
G.hat.M.J.d<-function(d){

Inv=solve(LAM+I)
Inv2=Inv%*%Inv
id2=(I-D(d))%*%(I-D(d))
(I-Inv2%*%id2)%*%G.hat.d(d)

}
beta.hat.M.J.d<-function(d)

solve(t(Q))%*%G.hat.M.J.d(d)
beta.hat.M.J.d(0.55)
beta.hat.M.J.d(0.75)
beta.hat.M.J.d(1)
####################BIAS############
bias.M.J.d<-function(d){

W=I+Fun.D(d)-(Fun.D(d)%*%Fun.D(d))
(-1)*solve(LAM+I)%*%W%*%(I-D(d))%*%G.hat

}
########
####################variance##########
###########
p=4



٩۵ ١.۴.٢ مثال به مربوط برنامه ت.٣.

s2.hat=t(Y-(Z%*%G.hat))%*%(Y-(Z%*%G.hat))/(n-p)
as.numeric(s2.hat)->s2.hat
cov.M.J.d<-function(d){
phi=(2*I-Fun.D(d))%*%(Fun.D(d)%*%Fun.D(d))
s2.hat*(phi%*%solve(LAM)%*%t(phi))

}
#############
################MSEMs################
############
bias.d<-function(d)
(I-Fun.D(d))%*%G.hat

MSEM.M.J.d<-function(d){
b3=bias.d(d)%*%t(bias.d(d))
b3+cov.M.J.d(d)

}
###################SMSE################
SMSE.M.J.d=function(d){
return(matrix.trace(MSEM.M.J.d(d)))

}
SMSE.M.J.d(0.55)
SMSE.M.J.d(0.75)
SMSE.M.J.d(1)
##############
#####################graph:Squared Bias###############
BpB=function(B)
t(B)%*%B

BpB(beta.hat.M.J.d(0.55))
BpB(beta.hat.M.J.d(0.75))
BpB(beta.hat.M.J.d(1))
#############
d=seq(0,1,0.01)
B1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){
B1[i]=BpB(bias.M.J.d(d[i]))
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}
plot(d,B1,type="l",lty=1,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squresd Bias of the estimators",lwd=1.5)
####################graph:Squared Lengths#############
d=seq(0,1,0.01)
R1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

R1[i]=BpB(beta.hat.M.J.d(d[i]))
}
plot(d,R1,type="l",lty=1,,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squared Lengths of the estimators",lwd=1.5)
#################graph:Estimated SMSEs################
d=seq(0,1,0.01)
S1=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){

S1[i]=SMSE.M.J.d(d[i])
}
plot(d,S1,type="l",lty=1,
ylab="Estimated SMSEs of the estimators",
xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(700,1300))
######################Variance#############
cov1=function(d){

phi=(2*diag(1,4,4)-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)%*%Fun.D(d)
matrix.trace(s2.hat*phi%*%solve(LAM)%*%t(phi))

}
######################graph:Estimated Variances#########
d=seq(0,1,0.01)
C1=numeric(length(d))

for(i in 1:length(d)){
C1[i]=cov1(d[i])

}
plot(d,C1,type="l",lty=1,
ylab="Estimated Variances of the estimators",
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xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(350,800))

۶.٢ مثال به مربوط برنامه ت.۴

شده استفاده R افزار نرم در زیر دستورهای از ۴.٢ و ٣.٢ جداول در آمده به�دست مقادیر محاسبه برای
است.

##########
##########Variables#############
##########
Data<-read.table("G:/Yatchew.csv",
sep = ",",head=TRUE)
Y<-Data[,1]
X=as.matrix(Data[2:10])
cor(X,Y)
S=t(X)%*%X
lam=as.vector(eigen(S)$values)
LAM=diag(eigen(S)$values)
Q=eigen(S)$vectors
kappa=sqrt(max(lam)/min(lam))
n=92
VIF=numeric(9)
for(j in 1:9){
M=diag(1,n,n)-X[,-j]%*%solve(t(X[,-j])%*%X[,-j])%*%t(X[,-j])
VIF[j]=t(X[,j])%*%X[,j]/(t(X[,j])%*% M%*%X[,j])}

I=diag(1,9,9)
Z=X%*%Q
G.hat=solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y
beta.hat=solve(t(Q))%*%G.hat
D=function(d) diag(d,9,9)
Fun.D<-function(d) solve(LAM+I)%*%(LAM+D(d))
G.hat.d<-function(d)
Fun.D(d)%*%G.hat

beta.hat.d<-function(d)
solve(t(Q))%*%G.hat.d(d)
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beta.hat.d(0.75)
G.hat.J.d<-function(d){

((2*I)-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)%*%G.hat
}
beta.hat.J.d<-function(d)

solve(t(Q))%*%G.hat.J.d(d)
G.hat.M.J.d<-function(d){

Inv=solve(LAM+I)
Inv2=Inv%*%Inv
id2=(I-D(d))%*%(I-D(d))
(I-Inv2%*%id2)%*%G.hat.d(d)

}
beta.hat.M.J.d<-function(d)

solve(t(Q))%*%G.hat.M.J.d(d)
beta.hat.d(0.55)
beta.hat.J.d(0.55)
beta.hat.M.J.d(0.55)

beta.hat.d(0.75)
beta.hat.J.d(0.75)
beta.hat.M.J.d(0.75)

beta.hat.d(1)
beta.hat.J.d(1)
beta.hat.M.J.d(1)
##############Norm###############
BpB=function(B)

t(B)%*%B
BpB(beta.hat.d(0.55))
BpB(beta.hat.J.d(0.55))
BpB(beta.hat.M.J.d(0.55))

BpB(beta.hat.d(0.75))
BpB(beta.hat.J.d(0.75))
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BpB(beta.hat.M.J.d(0.75))

BpB(beta.hat)
#############BIAS#################
bias.d<-function(d)
(I-Fun.D(d))%*%G.hat

bias.J.d<-function(d){
Inv=solve(LAM+I)
Inv2=Inv%*%Inv
id2=(I-D(d))%*%(I-D(d))
(-Inv2%*%id2)%*%G.hat
}

bias.J.d(0.55)

bias.M.J.d<-function(d){
W=I+Fun.D(d)-(Fun.D(d)%*%Fun.D(d))
(-1)*solve(LAM+I)%*%W%*%(I-D(d))%*%G.hat

}
bias.M.J.d(0.55)
#############MSEM###############
p=9
s2.hat=t(Y-(Z%*%G.hat))%*%(Y-(Z%*%G.hat))/(n-p)
as.numeric(s2.hat)->s2.hat
cov.d<-function(d)
s2.hat*(Fun.D(d)%*%solve(LAM)%*%t(Fun.D(d)))

cov.J.d<-function(d)
s2.hat*(2*I-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)

%*%solve(LAM)%*%t(Fun.D(d))%*%t(2*I-Fun.D(d))
cov.M.J.d<-function(d){
phi=(2*I-Fun.D(d))%*%(Fun.D(d)%*%Fun.D(d))
s2.hat*(phi%*%solve(LAM)%*%t(phi))

}
MSEM.d<-function(d){
b1=bias.d(d)%*%t(bias.d(d))
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b1+cov.d(d)
}

MSEM.J.d<-function(d){
b2=bias.J.d(d)%*%t(bias.J.d(d))
b2+cov.J.d(d)

}
MSEM.M.J.d<-function(d){

b3=bias.d(d)%*%t(bias.d(d))
b3+cov.M.J.d(d)

}
#############SMSE################
SMSE.d=function(d){

return(matrix.trace(MSEM.d(d)))
}
SMSE.J.d=function(d){

return(matrix.trace(MSEM.J.d(d)))
}
SMSE.M.J.d=function(d){

return(matrix.trace(MSEM.M.J.d(d)))
}
SMSE.d(0.55)
SMSE.J.d(0.55)
SMSE.M.J.d(0.55)

SMSE.d(0.75)
SMSE.J.d(0.75)
SMSE.M.J.d(0.75)
##########
###########################graphics#############
##########Estimated Squresd Bias####
d=seq(0,1,0.01)
B1=numeric(length(d))
B2=numeric(length(d))
B3=numeric(length(d))
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for(i in 1:length(d)){
B1[i]=BpB(bias.d(d[i]))
B2[i]=BpB(bias.J.d(d[i]))
B3[i]=BpB(bias.M.J.d(d[i]))

}
plot(d,B1,type="l",lty=1,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squresd Bias of the estimators",lwd=1.5)
lines(d,B2,lty=2,lwd=1.5)
lines(d,B3,type="l",lty=3,lwd=1.5)
Bx=c("Liu estimaror","Jackknifed Liu","Modified Jackknifed Liu")
legend("topright",Bx,lty=1:3,cex=0.6,
text.width = strwidth("1,000,000"))
#############Squared Lengths#####
d=seq(0,1,0.01)
R1=numeric(length(d))
R2=numeric(length(d))
R3=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){
R1[i]=BpB(beta.hat.d(d[i]))
R2[i]=BpB(beta.hat.J.d(d[i]))
R3[i]=BpB(beta.hat.M.J.d(d[i]))

}
plot(d,R1,type="l",lty=1,,xlab="Liu(d)",
ylab="Estimated Squared Lengths of the estimators",lwd=1.5)
lines(d,R2,lty=2,lwd=1.5)
lines(d,R3,lty=3,lwd=1.5)
Rx=c("Liu estimaror","Jackknifed Liu","Modified Jackknifed Liu")
legend("bottomright",Rx,lty=1:3,cex=0.6,
text.width = strwidth("100000,000,000"))
#############Estimated SMSEs####
d=seq(0,1,0.01)
S1=numeric(length(d))
S2=numeric(length(d))
S3=numeric(length(d))
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for(i in 1:length(d)){
S1[i]=SMSE.d(d[i])
S2[i]=SMSE.J.d(d[i])
S3[i]=SMSE.M.J.d(d[i])

}
plot(d,S1,type="l",lty=1,ylab="Estimated SMSEs of the estimators",
xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(700,1300))
lines(d,S2,lty=2,lwd=1.5)
lines(d,S3,lty=3,lwd=1.5)
Cx=c("Liu estimaror","Jackknifed Liu","Modified Jackknifed Liu")
legend("topright",Cx,lty=1:3,cex=0.6,
text.width = strwidth("100000,000,000"))

#################Variance####
cov1=function(d){

matrix.trace(s2.hat*(Fun.D(d)%*%solve(LAM)%*%t(Fun.D(d))))
}
cov2=function(d){

matrix.trace(s2.hat*(2*diag(1,9,9)-Fun.D(d))
%*%Fun.D(d)%*%solve(LAM)%*% t(Fun.D(d))
%*%(2*diag(1,9,9)-Fun.D(d)))

}
cov3=function(d){

phi=(2*diag(1,9,9)-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)%*%Fun.D(d)
matrix.trace(s2.hat*phi%*%solve(LAM)%*%t(phi))

}
###########Estimated Variances####
d=seq(0,1,0.01)
C1=numeric(length(d))
C2=numeric(length(d))
C3=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d))
{

C1[i]=cov1(d[i])
C2[i]=cov2(d[i])
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C3[i]=cov3(d[i])
}
plot(d,C1,type="l",lty=1,ylab="Estimated Variances of
the estimators",xlab="Liu(d)",lwd=1.5,ylim=c(350,800))
lines(d,C2,lty=2,lwd=1.5)
lines(d,C3,type="l",lty=3,lwd=1.5)
Cx=c("Liu estimaror","Jackknifed Liu","Modified Jackknifed Liu")
legend("bottomright",Cx,lty=1:3,cex=0.6,
text.width = strwidth("100000,000,000"))

٧.٢ بخش به مربوط برنامه ت.۵

افزار نرم در زیر دستورهای از ٨.٢ و ٧.٢ جداول در آمده به�دست مقادیر محاسبه و ٣.٢ نمودار رسم برای
است. شده استفاده R

Main<-function(n,s,ro){
Ip=diag(1,p,p)
In=diag(1,n,n)
W<-matrix(rnorm(n*p,0,1),nrow=n,ncol=p)
X<-matrix(0,n,p)

for(i in 1:n){
for(j in 1:p)

X[i,j]=sqrt(1-ro^2)*W[i,j]+ro*W[i,p] }

beta<-matrix(c(1,0,1),nc=1,nr=p)
e<-matrix(rnorm(n,0,s^2),nr=n,nc=1)
Y<-X%*%beta+e

S=t(X)%*%X
lam=as.vector(eigen(S)$values)
LAM=diag(eigen(S)$values)
Q=eigen(S)$vectors
kappa=sqrt(max(lam)/min(lam))
I=diag(1,p,p)
D=function(d) diag(d,p,p)
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Fun.D<-function(d) solve(LAM+I)%*%(LAM+D(d))
###################OLS
#########

Z=X%*%Q
G.hat=solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y
beta.hat=solve(t(Q))%*%G.hat

##############Liu
###########

G.hat.d<-function(d)
Fun.D(d)%*%G.hat

beta.hat.d<-function(d)
solve(t(Q))%*%G.hat.d(d)

##############Jack.Liu
###########

G.hat.J.d<-function(d)
((2*I)-Fun.D(d))%*%Fun.D(d)%*%G.hat

beta.hat.J.d<-function(d)
solve(t(Q))%*%G.hat.J.d(d)

##############Modified.Jackk.Liu
###########

G.hat.M.J.d<-function(d){
Inv=solve(LAM+I)
Inv2=Inv%*%Inv
id2=(I-D(d))%*%(I-D(d))
(I-Inv2%*%id2)%*%G.hat.d(d)

}
beta.hat.M.J.d<-function(d)

solve(t(Q))%*%G.hat.M.J.d(d)
##############d_min
########

sum1=sum2=0

for(i in 1:p){
sum1=sum1+(1/(lam[i]*(1+lam[i])))
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sum2=sum2+((G.hat[i])^2/(1+lam[i])^2)}

d.min=1-((s^2)*(sum1/sum2))

result=list(beta.ols=beta.hat,beta.hat.d=beta.hat.d(d.min),
beta.hat.J.d=beta.hat.J.d(d.min),
beta.hat.M.J.d=beta.hat.M.J.d(d.min),kappa=kappa)
return(result)

}

beta.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.d.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.J.d.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.M.J.d.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
kappa=matrix(0,nr=1,nc=N)

SMSE<-function(b.h){
sum=0
for(i in 1:N)
sum=sum+t(b.h[,i]-beta)%*%(b.h[,i]-beta)

(1/N)*sum
}

ABIAS<-function(b.h){
sum=0
for(i in 1:N)
sum=sum+sum(abs(b.h[,i]-beta))

(1/N)*sum
}

for(i in 1:N){
M=Main(15,0.1,0.99)
beta.N[,i]<-M$beta.ols
beta.d.N[,i]<-M$beta.hat.d
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beta.J.d.N[,i]<-M$beta.hat.J.d
beta.M.J.d.N[,i]<-M$beta.hat.M.J.d
kappa[,i]=M$kappa
}

SMSE(beta.N)
SMSE(beta.d.N)
SMSE(beta.J.d.N)
SMSE(beta.M.J.d.N)

ABIAS(beta.N)
ABIAS(beta.d.N)
ABIAS(beta.J.d.N)
ABIAS(beta.M.J.d.N)
mean(kappa)

۴.٣ مثال به مربوط برنامه ت.۶

است. شده استفاده R افزار نرم در زیر دستورهای از ١.٣ جدول در آمده به�دست مقادیر محاسبه برای

##########
##########Variables######
##########
Data<-read.table("G:/yang.csv",sep = ",",head=TRUE)
Y<-Data[,1]
X=as.matrix(Data[2:6])
S=t(X)%*%X
(lam=as.vector(eigen(S)$values))
LAM=diag(eigen(S)$values)
T=eigen(S)$vectors
kappa=sqrt(max(lam)/min(lam))
n=13
VIF=numeric(5)
for(j in 1:5){

M=diag(1,n,n)-X[,-j]%*%solve(t(X[,-j])%*%X[,-j])%*%t(X[,-j])
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VIF[j]=t(X[,j])%*%X[,j]/(t(X[,j])%*% M%*%X[,j])}
Z=X%*%T
Alfa.hat=solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y
(beta.hat=solve(t(T))%*%Alfa.hat)
###########
################function###############
###############
Alfa.d<-function(d)
(diag(1,5,5)-(1-d)*solve(LAM+diag(1,5,5)))%*%Alfa.hat

beta.hat.d=function(d)
solve(t(Q))%*%Alfa.d(d)

Alfa.k<-function(k)
solve(LAM+k*diag(1,5,5))%*%t(Z)%*%Y

beta.hat.k=function(k)
solve(t(Q))%*%Alfa.k(k)

Alfa.k.b<-function(k,b)
solve(LAM+k*diag(1,5,5))%*%(t(Z)%*%Y+k*b)

beta.hat.k.b=function(k,b)
solve(t(Q))%*%Alfa.k.b(k,b)

Alfa.d.b<-function(d,b)
Alfa.d(d)+solve(LAM+diag(1,5,5))%*%((1-d)*b)

beta.hat.d.b=function(d,b)
solve(t(Q))%*%Alfa.d.b(d,b)

########
#####################variance############
###########
p=5
(s2.hat=t(Y-(Z%*%Alfa.hat))%*%(Y-(Z%*%Alfa.hat))/(n-p))
(as.numeric(s2.hat)->s2.hat)
S2=s2.hat*solve(t(Z)%*%Z)
m2=matrix.trace(S2)
Ad=function(d)
solve(LAM+diag(1,5,5))%*%(LAM+d*diag(1,5,5))

Ak=function(k)
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solve(LAM+k*diag(1,5,5))
Aktild=function(k)

solve(LAM+k*diag(1,5,5))%*%LAM
#############
################MSEMs################
############
MSEM.d=function(d){

cov=s2.hat*(Ad(d)%*%solve(LAM)%*%t(Ad(d)))
bias=beta.hat.d(d)-beta.hat
return(t(bias%*%t(bias)+cov))

}
MSEM.k=function(k){

cov=s2.hat*(Ak(k)%*%LAM%*%t(Ak(k)))
bias=beta.hat.k(k)-beta.hat
return(t(bias%*%t(bias)+cov))

}
MSEM.k.b=function(k,b){

cov=s2.hat*(Aktild(k)%*%solve(LAM)%*%t(Aktild(k)))
bias=beta.hat.k.b(k,b)-beta.hat
return(t(bias%*%t(bias)+cov))

}
MSEM.d.b=function(d,b){

cov=s2.hat*(Ad(d)%*%solve(LAM)%*%t(Ad(d)))
bias=beta.hat.d.b(d,b)-beta.hat
return(t(bias%*%t(bias)+cov))

}
##############
b=0.95*Alfa.hat
SMSE.d=function(d){

return(matrix.trace(MSEM.d(d)))
}
SMSE.d.b=function(d,b){

return(matrix.trace(MSEM.d.b(d,b)))
}
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SMSE.k=function(k){
return(matrix.trace(MSEM.k(k)))

}
SMSE.k.b=function(k,b){
return(matrix.trace(MSEM.k.b(k,b)))

}
SMSE.d(0)
SMSE.d(0.01)
SMSE.d(0.02)
SMSE.d(0.03)
SMSE.d(0.04)
SMSE.d(0.05)
SMSE.d(0.09)
SMSE.d(0.1)

SMSE.d.b(0,b)
SMSE.d.b(0.01,b)
SMSE.d.b(0.02,b)
SMSE.d.b(0.03,b)
SMSE.d.b(0.04,b)
SMSE.d.b(0.05,b)
SMSE.d.b(0.09,b)
SMSE.d.b(0.1,b)

SMSE.k(0)
SMSE.k(0.01)
SMSE.k(0.02)
SMSE.k(0.03)
SMSE.k(0.04)
SMSE.k(0.05)
SMSE.k(0.09)
SMSE.k(0.1)

SMSE.k.b(0,b)
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SMSE.k.b(0.01,b)
SMSE.k.b(0.02,b)
SMSE.k.b(0.03,b)
SMSE.k.b(0.04,b)
SMSE.k.b(0.05,b)
SMSE.k.b(0.09,b)
SMSE.k.b(0.1,b)

است. شده استفاده R افزار نرم در زیر دستور از ٢.٣ و ١.٣ شکل�های رسم برای

s2=m2
b=0.95*Alfa.hat
k=seq(0,0.1,0.01)
R1=numeric(length(k))
R2=numeric(length(k))
R3=numeric(length(k))
for(i in 1:length(k)){

R1[i]=SMSE.k.b(k[i],b)
R2[i]=SMSE.k(k[i])
R3[i]=s2

}
plot(k,R1,type="l",lty=1,main="Estimated MSEMs of the estimators"
,xlab="k",ylab="MSEM",lwd=1.5)
lines(k,R2,lty=2,lwd=1.5)
lines(k,R3,lty=3,lwd=1.5)
Rx=c("Modified Ridge","Ridge","Least Square")
legend(0.075,3000,

Rx,lty=1:3,cex=0.6, text.width = strwidth("1,000,000"))
$$$$$$$$$$$$$$$$$
s2=m2
b=0.95*Alfa.hat
d=seq(0,0.1,0.01)
C1=numeric(length(d))
C2=numeric(length(d))
C3=numeric(length(d))
for(i in 1:length(d)){
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C1[i]=SMSE.d.b(d[i],b)
C2[i]=SMSE.d(d[i])
C3[i]=s2

}
plot(d,C1,type="l",lty=1,main="Estimated MSEMs of the estimators",
xlab="d",ylab="MSEM",lwd=1.5,ylim=c(0,5000))
lines(d,C2,lty=2,lwd=1.5)
lines(d,C3,lty=3,lwd=1.5)
Cx=c("Modified Liu","Liu","Least Square")
legend(0.075,2500,

Cx,lty=1:3,cex=0.6, text.width = strwidth("1,000,000"))

۵.٣ بخش به مربوط برنامه ت.٧

استفاده R افزار نرم در زیر دستورهای از ۴.٣ و ٣.٣ ، ٢.٣ جداول در آمده به�دست مقادیر محاسبه برای
است. شده

##########Variables######
##########
N=100
p=4
n=100
beta.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.LE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.RE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.MRE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.MLE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
Beta<-matrix(c(0,0,0,0),nc=1,nr=p)
gamma=0.7
s=0.01
DATA=list()
Y=matrix(0,nr=n,nc=N)
for(k in 1:N){
Ip=diag(1,p,p)
In=diag(1,n,n)
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W<-matrix(rnorm(n*p,0,1),nrow=n,ncol=p)
X<-matrix(0,n,p)
for(i in 1:n){
for(j in 1:p)
X[i,j]=sqrt(1-gamma^2)*W[i,j]+gamma*W[i,p] }

DATA[[k]]=X
e<-matrix(rnorm(n,0,s^2),nr=n,nc=1)
Y[,k]<-DATA[[k]]%*%Beta+e

}
Main<-function(s,gamma,X,Y,k,d){

S=t(X)%*%X
lam=as.vector(eigen(S)$values)
LAM=diag(lam)
Q=eigen(S)$vectors
Z=X%*%Q
#################LSE
####
g.hat<-solve(t(Z)%*%Z)%*%t(Z)%*%Y
b.h<- solve(t(Q))%*%g.hat
b=0.000001*g.hat
I=function(d) diag(d,p,p)
##################LE
####
g.hat.LE<-function(d)
solve(LAM+Ip)%*%(LAM+d*Ip)%*%g.hat

b.h.LE<-function(d)
solve(t(Q))%*%g.hat.LE(d)

##################RE
####
g.hat.RE<-function(k)
solve(LAM+k*Ip)%*%t(Z)%*%Y

b.h.RE<-function(k)
solve(t(Q))%*%g.hat.RE(k)

##################MRE
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####
g.hat.MRE<-function(b,k)
solve(LAM+k*Ip)%*%((t(Z)%*%Y)+k*b)

b.h.MRE<-function(b,k)
solve(t(Q))%*%g.hat.MRE(b,k)

##################MLE
#####
g.hat.MLE<-function(d,b)
solve(LAM+Ip)%*%((LAM+d)%*%solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y+(1-d)*b)

b.h.MLE<-function(d,b)
solve(t(Q))%*% g.hat.MLE(d,b)

result=list(beta.ols=b.h,beta.hat.LE=b.h.LE(d),
beta.hat.RE=b.h.RE(k),beta.hat.MRE=b.h.MRE(b,k),
beta.hat.MLE=b.h.MLE(d,b))

return(result)
}
beta.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.LE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.RE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.MRE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.MLE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
d=0
k=0.05
for(i in 1:N){
M=Main(s,gamma,DATA[[i]],Y[,i],k,d)
beta.N[,i]<-M$beta.ols
beta.LE.N[,i]<-M$beta.hat.LE
beta.RE.N[,i]<-M$beta.hat.RE
beta.MRE.N[,i]<-M$beta.hat.MRE
beta.MLE.N[,i]<-M$beta.hat.MLE

}
mse.N=numeric(N)
mse.LE.N=numeric(N)
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mse.RE.N=numeric(N)
mse.MRE.N=numeric(N)
mse.MLE.N=numeric(N)
for(i in 1:N){

mse.N[i]=t(beta.N[,i]-Beta)%*%(beta.N[,i]-Beta)
mse.LE.N[i]=t(beta.LE.N[,i]-Beta)%*%(beta.LE.N[,i]-Beta)
mse.RE.N[i]=t(beta.RE.N[,i]-Beta)%*%(beta.RE.N[,i]-Beta)
mse.MRE.N[i]=t(beta.MRE.N[,i]-Beta)%*%(beta.MRE.N[,i]-Beta)
mse.MLE.N[i]=t(beta.MLE.N[,i]-Beta)%*%(beta.MLE.N[,i]-Beta)

}
(MSE.beta.N=mean(mse.N))
(MSE.beta.RE.N=mean(mse.RE.N))
(MSE.beta.MRE.N=mean(mse.MRE.N))
(MSE.beta.N=mean(mse.N))
(MSE.beta.LE.N=mean(mse.LE.N))
(MSE.beta.MLE.N=mean(mse.MLE.N))

۵.۴ بخش به مربوط برنامه ت.٨

##########Variables######
##########
N=100
p=4
n=30
gamma=0.99
s=1
########## Estimation of parameter for N=100
beta.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.LE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.MLE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.JMLE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
Beta<-matrix(c(0,0,0,0),nc=1,nr=p)
########### Matrix X & Y for N simulation
DATA=list()
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Y=matrix(0,nr=n,nc=N)
for(k in 1:N){
Ip=diag(1,p,p)
In=diag(1,n,n)
W<-matrix(rnorm(n*p,0,1),nrow=n,ncol=p)
X<-matrix(0,n,p)
for(i in 1:n){
for(j in 1:p)

X[i,j]=sqrt(1-gamma^2)*W[i,j]+gamma*W[i,p] }
DATA[[k]]=X
e<-matrix(rnorm(n,0,s^2),nr=n,nc=1)
Y[,k]<-DATA[[k]]%*%Beta+e

}
#### Function for different value of sigma=s,rho=gamma,X,Y,biasing parameters k,d
Main<-function(s,gamma,X,Y,k,d){
S=t(X)%*%X
lam=as.vector(eigen(S)$values)
LAM=diag(lam)
Q=eigen(S)$vectors
Z=X%*%Q
################## Least Square Error
g.hat=solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y
b.h=Q%*%g.hat
b=0.000001*g.hat
################## Liu Etimator
####
g.hat.LE<-function(d)
solve(LAM+Ip)%*%(LAM+d*Ip)%*%g.hat

b.h.LE<-function(d)
solve(t(Q))%*%g.hat.LE(d)
################# Modified Liu Estimator
g.hat.MLE<-function(d,b)
solve(LAM+Ip)%*%((LAM+d)%*%solve(LAM)%*%t(Z)%*%Y+(1-d)*b)

b.h.MLE<-function(d,b)
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solve(t(Q))%*% g.hat.MLE(d,b)
################ Jackknifed Modified Liu Estimator
(A=solve(LAM+Ip)%*%(LAM+d*Ip)%*%solve(LAM))
(B=(1-d)*solve(LAM+Ip))
Fun.d<-function(d) solve(LAM+Ip)%*%(LAM+d*Ip)
d1<-function(i)

as.numeric(solve(t(Z[i,])%*%solve(B)%*%Z[i,])^(1/2))
T.mat=matrix(0,nr=n,nc=p)
for(i in 1:n)

T.mat[i,]=t(Z[i,])*d1(i)
d2=function(i) as.numeric(solve(t(Z[i,])%*%solve(A)%*%Z[i,])^(1/2))
C.mat=matrix(0,nr=n,nc=p)
for(i in 1:n)

C.mat[i,]=t(Z[i,])*d2(i)
g.hat.JMLE<-function(d,b)

(A%*%t(T.mat)%*%T.mat+Ip-Fun.d(d))%*%g.hat.MLE(d,b)+
solve(B)%*%(t(C.mat)%*%C.mat-LAM)%*%solve(B)%*%b

b.h.JMLE<-function(d,b)
solve(t(Q))%*% g.hat.JMLE(d,b)

b.h.JMLE(d,b)
result=list(beta.ols=b.h,beta.hat.LE=b.h.LE(d),

beta.hat.MLE=b.h.MLE(d,b),beta.hat.JMLE=b.h.JMLE(d,b))
return(result)
}
################## N simulation
beta.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.LE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.MLE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
beta.JMLE.N=matrix(0,nr=p,nc=N)
k=0.1
d=0.0001
for(i in 1:N){

M=Main(s,gamma,DATA[[i]],Y[,i],k,d)
beta.N[,i]<-M$beta.ols
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beta.LE.N[,i]<-M$beta.hat.LE
beta.MLE.N[,i]<-M$beta.hat.MLE
beta.JMLE.N[,i]<-M$beta.hat.JMLE

}
############ Mean Square Error for N simulation
mse.N=numeric(N)
mse.LE.N=numeric(N)
mse.MLE.N=numeric(N)
mse.JMLE.N=numeric(N)
for(i in 1:N){
mse.N[i]=t(beta.N[,i]-Beta)%*%(beta.N[,i]-Beta)
mse.LE.N[i]=t(beta.LE.N[,i]-Beta)%*%(beta.LE.N[,i]-Beta)
mse.MLE.N[i]=t(beta.MLE.N[,i]-Beta)%*%(beta.MLE.N[,i]-Beta)
mse.JMLE.N[i]=t(beta.JMLE.N[,i]-Beta)%*%(beta.JMLE.N[,i]-Beta)

}
(MSE.beta.N=mean(mse.N))
(MSE.beta.LE.N=mean(mse.LE.N))
(MSE.beta.MLE.N=mean(mse.MLE.N))
(MSE.beta.JMLE.N=mean(mse.JMLE.N))



مراجع

دارای خطاهای با ریج رگرسیون مدل در انقباضی ”برآوردگرهای .(١٣٨٨) م، بشتیان زاده حسن [١]
مشهد. مشهد، فردوسی دانشگاه ارشد، کارشناسی پایان�نامه �گون“، بیضی توزیع

مشهد، فردوسی دانشگاه دکتری، پایان�نامه جزئی“، خطی مدل�های در ”برآورد .(١٣٩٠) م، روزبه [٢]
مشهد.

چندگانه“، خطی رگرسیون در جک�نایف و استرپ بوت ”روش�های .(١٣٨٧) ز، غیورمرادی [٣]
مشهد. مشهد، واحد اسلامی آزاد دانشگاه ارشد، کارشناسی پایان�نامه

کارشناسی پایان�نامه منفرد“، خطی مدل�های در ریج برآوردگر رفتار ”بررسی .(١٣٩٠) س، نجاریان [۴]
شاهرود. شاهرود، صنعتی دانشگاه ارشد،

آزاد دانشگاه ارشد، کارشناسی پایان�نامه زیان“، تابع برآورد در ”مباحثی .(١٣٩٠) م، راد نوروزی [۵]
مشهد. مشهد، واحد اسلامی

فردوسی دانشگاه انتشارات تحقیق“، برای ابزاری خطی رگرسیون ”تحلیل .(١٣٨٧) ع، ح. نیرومند [۶]
مشهد. مشهد،

[7] Akdeniz F. and Kaciranlar S. (1995), “On the olmost unbiased genrelized Liu
estimator and unbiased estimation of the Bias and MSE”, Comm. Statist. Theo
Meth., 24(7), 1789–1797.

[8] Akdeniz F. and Erol H. (2003), “Mean squared error comparisonsof some
biased estimators in linear regression”,Comm. Statist. Comp. Simul., 32, 12,
2389-2413.

[9] Akdeniz F. (2004), “New biased estimators under the LINEX loss function”,
Stat. Papers, 45, 175-190.

[10] Akdeniz F. and Akdeniz Duran E. (2009), “Liu-type estimator in semipara-
metric regression Model”, J. Statist. Theo. Meth., 32, 12, 2391-2415.

[11] Akdeniz Duran E. and Akdeniz F. (2012), “Efficiency of the modified jack-
knifed Liu-type estomator”, Stat. Papers, 53, 265-280.

١١٨



١١٩ مراجع

[12] Batah F., Ramanathan T. K. and Gore S. D. (2008), “The efficiency of modi-
fied jackknife and ridge type regression estimators: a comparison”, Surv. Math.
Appl., 3, 111-122.

[13] Belsley D. A., Kuh E. and Welsch R. E. (1980), “Regression Diagnostics”,
John Wiley, New York.

[14] Belsley D. A. (1991), “Conditioning diagnostics: collinearity and weak data
in regression”, John Wiley, New York.

[15] Chatterjee S., Hadi A. S. and Price B. (1938), “Regression Anaalysis by Ex-
ample”, Third Edition, John Wiley, New York.

[16] Davison A. C. and Hinkley D. V (1997), “Bootstrap Methods and their appli-
cation”,Cambridge university press, Cambridge.

[17] Efron B. (1979), “Bootstrap Methods: Another Look At The Jackknife”, Ann.
Statist., 7, 1, 1-26.

[18] Efron B. (1980), “The jackknife. the bootstrap, and other resampling plans”,
Stanford university press, California.

[19] Efron B. and Gong G. (1983), “A Leisurely Look at the Bootstrap, the Jack-
knife, and Cross Validation”, J. Amer. Statist. Assoc., 37, 1, 36-48.

[20] Farebrother R. W. (1976), “Further results on the mean square error of ridge
regression”, J. Royal. Statist. Soc., 38, 245-250.

[21] Freedman D. A. (1981), “Bootstrapping regression models”, Ann. Statist., 9,
6, 1218-1228.

[22] Galton F. (1886), “Regression towards mediocrity in hereditary stature”, The
Journal of the Anthropological In stitute of Great Britain and Ireland, 15,
246-263.

[23] Hinkley D. V. (1977), “Jackknifing in unbalanced situations”, The Chemo-
metrics, 19, 3, 285-292.

[24] Hocking R. R. (1976), “The analysis and selection of variables in linear re-
gression”, Biometrika, 32, 1-49 .

[25] Hoerl A. E. and Kennard R. W. (1970), “Ridge regression: biased estimation
for non-orthogonal problems”, The Chemometrics, 12, 69-82.

[26] hubert M. H. and Wijekoon P. (2006), “Improvement of the Liu estimation
in linear regression model”, Stat. Papers, 47, 3, 471-479.



١٢٠ مراجع

[27] Kariya T. and Kurata H. (2004), “Generalized least squares”, John Wiley and
Sons, England .

[28] Li Y. and Yang H. (2012), “A new Liu-type estimator in linear regression
model”, Stat. Papers, 53, 427-437.

[29] Liu K. J. (1993), “A new class of biased estimate in linear regression”, Comm.
Statist. Theo. Meth., 22, 2, 393-402.

[30] Liu K. J. (2003), “Using Liu type estimator to combat multicollinearity”,
Comm. Statist. Theo. Meth., 32, 5, 1009-1020.

[31] Marquardt D. W. and Snee R. D. (1975), “Ridge regression in practice”, J.
Amer. Statist. Assoc., 29, 1, 3-20.

[32] McDonald G. C., Galarnaeu D. I. and Keimel K. (1975), “A Monte Carlo
evaiuation of some ridge-type estimators”, J. Amer. Statist. Assoc., 20, 407-
416.

[33] Montgomery D. C. and Peck A. E. (1992), “Introduction to linear regression
analysis”, Scand J Statist, 2nd Ed., John Wiley, New York.

[34] Nyquist H. (1988), “Applications of the jackknifed procedure in ridge regres-
sion”, Comp. Statist. Data. Anal., 6, 177-183.

[35] Rao C. R. and Toutenberg H. (1995), “Linear Models: Least Squares and
Alternatives”,2nd Ed., Springer Heidelberg.

[36] Rencher C. A. (2000), “Linear Models in statistics”, John Wiley, New York.

[37] Rubin D. B. (1981), “The bayesian bootstrap”, Ann. Statist, 9, 130-134.

[38] Sakalhooglu S., Kaciranlar S. and Akdeniz F. (2001), “Mean squared error
comparisons of some biased estimators”, Comm. Statist. Theo. Meth., 30, 2,
347-361.

[39] Sakalhooglu S. and Kaciranlar S. (2008), “A new biased estimator based on
the ridge estimation”, Stat. Papers, 49, 669-689.

[40] Schucany W. R., Gray H. L. and Owen D. B. (1971), “On bias reduction in
estimation”, J. Amer. Statist. Assoc., 66, 335, 524-533.

[41] Searle S. R. (1971), “Linear models”, John Wiley, New York.

[42] Silverman B. W. and Yang G. A. (1987), “The bootstrap: to smooth or not
smooth?”, Biometrika, 74, 469-479.



١٢١ مراجع

[43] Singh B., Chaubey Y. P. and Dwivedi T. D. (1986), “An almost unbiased
ridge estimator”, Sankhya, 48, 342-346.

[44] Stein M. C. (1956), “Inadmissibility of the usual estimator fort he mean of a
multivariate normal distribution”, Proc 3rd Berkeley Symp, 1, 197-206.

[45] Swamy P. A. V. B., Mehta J. S. and Robert P. N (1978), “Two methods of
evaluting Horel and Kennard’s ridge regression”, Comm. Statist. Theo. Meth.,
12, 1133-1155.

[46] Swindel B. F. (1976), ”Good ridge estimators based on prior information”,
Comm. Statist. Theo. Meth., 5, 2, 1065-1075.

[47] Theil H. (1963), “On the use of incomplete prior information in regression
analysis”, J. Amer. Statist. Assoc., 58, 401-414.

[48] Theil H. and Goldberger A. S. (1961), “On pure and mixed Statistical esti-
mation in economics”, Int. Econ. Rev., 2, 65-78.

[49] Trenkler G. and Toutenburg H. (1990), “Mean squared error matrix compari-
son between biased estimators an overview of recent results”, Stat Papers, 31,
165-179.

[50] Tukey J. W. (1958), “Bias an confidence in not- quitelarge samples”, Ann.
Statist. Math., 29, 416.

[51] Van der vaart A. W. (1998), Asymptotic Statistics, 1st Ed., Cambridge Uni-
versity Press, New York.

[52] Vinod H. D. (1995), ”Double bootstrap for shrinkage estimators”, J. Econo-
metrics, 68, 287-302.

[53] Woods H., Steinour H. H. and Starke H. R. (1939), “Effect of composition of
Portland cement on heat evolved during hardening”, Industrial Eng. Chem.,
24, 1207-1241.

[54] Yang H. and Xu J. (2009), “An alternative stochastic restricted Liu estimator
in linear regression”, Stat. Papers, 50, 3, 639-647.

[55] Yang H., Chang X. F. and Liu D. (2009), “Improvement of the Liu estimator
in weighted mixed regression”, Comm. Statist. Theo. Meth., 38, 285-292

[56] Yatchew A. (2003), “Semiparametric regression for the applied econometri-
can”,Cambridge University Press, Cambridge.



١٢٢ مراجع

[57] Zhang Ch. and Yang Hu. (2007), “The conditional ridge- type estimation in
singular linear model with linear equality restriction”, Ann. Statist., 41, 6,
485-494.



انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Ridge trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج اثر
Prior information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین. اطلاع
Mixed estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیخته برآوردگر
Bias-reduced estimator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته کاهش اریبی با برآوردگر
Restricted estimator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودشده برآوردگر
Fiting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برازش.
Eigen vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردار
Regression to the mean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانگین به برگشت
Bayesian bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی. استرپ بوت
Parametric bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری استرپ بوت
Double bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه استرپ بوت
Smoothed bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار استرپ بوت
Predictor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�بین.
Spectral factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفی تجزیه
Jackknife . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جک�نایف.
Multiple linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه خطی رگرسیون
Ordinary linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده خطی رگرسیون
Variance inflation factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واریانس. تورم عامل
Condition number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطی. عدد
Gauss-Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارکف. گوس-
Kappa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپا
Least square . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم توان�های کمترین
Orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد
Linear independence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی مستقل
Positive definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین

١٢٣



١٢۴ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Eigen value . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقدار
Mean square error square . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا دوم توان میانگین
Linear dependence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی نامستقل
Non-singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناویژه
Positive semidefinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت. معین نیمه
Multiple collinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه همخطی



فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Bayesian bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری استرپ بوت
Bias-reduced estimator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته کاهش اریبی با برآوردگر
Condition number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطی. عدد
Double bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه استرپ بوت
Eigen value . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه مقدار
Eigen vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردار
Fiting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برازش.
Gauss-Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارکف. گوس-
Jackknife . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جک�نایف.
Kappa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپا
Least square . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم توان�های کمترین
Linear dependence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی نامستقل
Linear independence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی مستقل
Linear unbiased estimators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نااریب. خطی برآوردگرهای
Mean square error square . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا دوم توان میانگین
Mixed estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیخته برآوردگر
Multiple collinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه همخطی
Multiple linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه خطی رگرسیون
Non-singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناویژه
Ordinary linear regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده خطی رگرسیون
Orthogonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد
Parametric bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری استرپ بوت
Positive definite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت معین
Positive semidefinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت. معین نیمه
Predictor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�بین.

١٢۵



١٢۶ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Prior information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین. اطلاع
Regression to the mean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانگین به برگشت
Restricted estimator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودشده برآوردگر
Ridge trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج اثر
Smoothed bootstrap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار استرپ بوت
Spectral factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفی تجزیه
Symmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن
Variance inflation factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واریانس. تورم عامل



Aabstract

When multicollinearity among the columns of the design matrix of the linear
regression exists, using the least squares method, is usually too weak to obtain
efficient estimates of regression coefficients. It has been proved that the variance
of least squares estimates may significantly increase and the length of parameter’s
vector get too big. In the presence of multicollineatity in this context, one way to
overcome the problems, is using the biased estimators.

Several methods such as ridge regression, Liu and etc proposed for obtaining
biased estimates of regression coefficients. One of these methods is using the
modified Jackknife Liu estimator that is the combination of the Liu and Jackknife
Liu estimators. However, this estimator is biased but has lower variance and also
has a better performance comparing to the least squares estimator.

In this thesis, we have studied the ridge regression model. Using the results
of Akdeniz Duran and Akdeniz (2012) and Li and Yang (2012), we construct a
new estimator, namely the modified jackknife Liu estimator. Given the complexity
of the proposed estimator, the Monte Carlo numerical methods are provided to
illustarte the bias and risk of the namely proposed estimator.

Keywords: Jackknifed estimator, Ridge estimator, Liu estimator, Multiple re-
gression, Risk, Multicollinearity
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