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ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی وند خواجه اینجانبفریبا
راهنمایی تحت ، تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد زیره احمد دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
فصل در می�کنیم.که بررسی تحلیلی توابع روی بر را آن تاثیر میانگین، انتگرال معرفی با پایان�نامه این در
فصل در می�کنیم. بیان را می�گیرد قرار استفاده مورد نامه پایان این در که اولیه قضایای و تعاریف اول
و تحلیلی توابع روی بر را میانگین انتگرال Ms

r[a
′
i, b

′
j, ai, bj] و B(Φ,Ψ;α,β) کلاس دو معرفی با دوم

معرفی با سوم فصل در می�کنیم. بررسی را می�باشند کلاس این به متعلق که منفی ضرایب با ارز تک
q− δ چهار، فصل در و می�کنیم بررسی آن�ها روی بر را میانگین انتگرال کسری، انتگرال و کسری مشتق

می�کنیم. بیان را همسایگی
انتگرال نامساوی کسری، دیفرانسیل حساب کسری، مشتق کسری، میانگین انتگرال کلیدی: واژگان

زیرترتیب هولدر، نامساوی تحلیلی، توابع میانگین،



١ فصل

مقدماتی تعاریف

تعاریف و نماد�گذاری ١.١

پایان�نامه این در که زیرترتیب و محدب ستاره�گون، شبه ستاره�گون، توابع از تعاریفی و معرفی به بخش این
از پایان�نامه این در شده�اند، [١٠]گرفته و [١۴] ،[١٢] مراجع از تعاریف که می�پردازیم. شده�اند، استفاده

می�شود. استفاده زیر نماد
r شعاع و ζ مرکز به باز دیسک U(ζ, r) = {z ∈ C; |z − ζ| < r}

باز یکه�ی Uدیسک = U(٠,١)
می�باشد. بعد فصول در نیاز مورد اولیه تعاریف شامل بخش این

باشد. مشتق�پذیر zهمسایگی٠ یک در گاه هر گوییم، تحلیلی z٠ در را f تابع .١.١.١ تعریف

دیسک در که باشد f(z) = z + a٢z
٢ + · · · شکل به توابع از رده�ای H کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

می�باشند. تحلیلی U = {z ∈ C; |z| < ١} باز یکه�ی

می�دهند. نشان D با معمولا را میدان می�شود. نامیده میدان باز، و همبند مجموعه هر .٣.١.١ تعریف

و باشد UR = {z ∈ C : |z| < R} دیسک در تابعی f(z) کنیم فرض شوارتز) (لم .۴.١.١ تعریف
اینصورت: در شود. صفر ،m دفعات تعداد با z = ٠ در f(z) اگر .|f(z)| < M ،M ثابت برای

|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ UR)

که می�شود برقرار زمانی تساوی فوق، رابطه�ی در

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت θ به�طوری�که

باشد. یک به یک و تحلیلی اگر گوییم، ارز تک U در را f(z) تابع .۵.١.١ تعریف



٢ مقدماتی تعاریف .١

�Sرده ٢.١

تعریف در و باشند تک�ارز و تحلیلی U در که f(z) = z + a٢z
٢ + · · · توابع همه�ی .١.٢.١ تعریف
گوییم. S رده�ی را کنند صدق ۵.١.١

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√
f(z٢)

z٢
می�نویسیم

√
f(z٢) جای به .٢.٢.١ ملاحظه

می�کند. بی�معنی را
√
f(z٢) = e

(
١
٢ ) log f(z

٢)

z

√
f(z٢)

z٢
∈ S آن�گاه ،f(z) ∈ S اگر .٣.٢.١ لم

[١٣] برهان.

.|a٢| ≤ ٢ آن�گاه باشد، g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + · · · ∈ S اگر .۴.٢.١ قضیه

[١٣] برهان.

آن�گاه باشد، حقیقی α و a٢ = ٢eiα اگر قضیه٢.١.۴، در کوئب) (تابع .۵.٢.١ مثال

لذا g(z) = z
١−eiαz٢

= z

√
f(z٢)

z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

می�رسیم زیر تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=

١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴
منفی حقیقی محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < ١ قرص تابع این است معروف کوئب تابع به که

می�نگارد. است شده بریده ∞ تا −١۴ از

.|c| ≥ ١
۴ ،z ∈ C که ،|z| < ١ برای آن�گاه f(z)باشد، ̸= c و f(z) ∈ S اگر (پوشش) .۶.٢.١ قضیه

به متعلق نیز g(z) = cf(z)

c− f(z)
تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z

٢ + · · · می�دانیم برهان.
می�باشد S

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

طرفی: از |a٢ +
١
c
| ≤ ٢ داریم قضیه٢.١.۴ به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

داریم: لذا |a٢| ≤ ٢ پس f(z) ∈ S چون

|١
c
| ≥ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴



٣ �Sرده .٢.١

آن�گاه ،z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .٧.٢.١ لم

Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|.

داریم f(z) = f(reiθ) برای .حال f ′(z) ̸= ٠ |z| < ١ برای چون برهان.
لذا f ′(z) = f ′(reiθ)

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)
.

داریم حقیقی قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
.

آن�گاه: ،f(z) ∈ S اگر .٨.٢.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

بر را واحد قرص که پوشاست و یک�به�یک تحلیلی، ω =
z + z٠
١+ z٠z

(|z٠| < ١) تابع می�دانیم برهان.

تحلیلی (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z
٢ تابع لذا می�نگارد. خودش

داریم است، تک�ارز و
g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠).

b٢ =
g′′(٠)

٢ =
١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠)).

این�که به توجه با نمی�باشد، S به متعلق پس نیست نرمالیزه g(z) چون

یعنی |b٢
b١
| ≤ ٢ قضیه٢.١.۴، بنابر لذا می�گیرد. قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · · تابع

١
٢ |
f ′′(zo)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠| ≤ ٢.

داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

.

می�دهیم قرار است دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

.

لذا است واقع ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf
′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢
.



۴ مقدماتی تعاریف .١

یعنی Rezf
′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|می�دانیم لم٧.٢.١ به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢
.

می�گیریم انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال
log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r).

و
log

١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣
.

نتیجه در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

،k′(z) = ١+ z

(١− z)٣
با است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · تابع مشتق .٩.٢.١ مثال

می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ،٨.٢.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا

آن�گاه ،f(z) ∈ S اگر .١٠.٢.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١)

با z به را ٠ نقطه�ی ،|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ،٨.٢.١ قضیه�ی به بنا برهان.

می�گیریم انتگرال پاره�خط این روی و کرده وصل مستقیم خط یک

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

و r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| آن�گاه |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر ،۴.٢.١ قضیه�ی به بنا |f(z)| < ١
۴ اگر

این�صورت در می�پوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم پاره�خط

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

٨.٢.١ قضیه�ی به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داریم لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢



۵ S∗رده�ی .٣.١

١٠.٢.١در قضیه�ی بالای کران k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع برای .١١.٢.١ مثال

می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد

،nهر برای آن�گاه باشد S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر (Littlewood’s) .١٢.٢.١ قضیه

|an| ≤ en

.[١٢] برهان.

باشد داشته حقیقی ضرایب و باشد S رده��ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .١٣.٢.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر برای آن�گاه

می�دهیم قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =
∞∑
k=١

akτ
k sin kθ.

داریم π تا ٠ از انتگرال�یابی و sinnθ در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با
٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n. (١.١)

رابطه�ی به توجه با
| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|.

که می�شود نتیجه (١.١) رابطه�ی از لذا |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان می�توان استقرایی روش به و

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ. (٢.١)

.υ(reiθ) ̸= ٠ می�دهیم ٠)نشان < r < ١,٠ < θ < π) برای سپس

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ).

ثابت جبری علامت ٠ < θ < π فاصله�ی در می�بایست است پیوسته تابعی θ به نسبت υ(reiθ)چون
لذا باشد داشته

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|υ(reiθ) sin θdθ|. (٣.١)

می�شود. ثابت حکم درستی نتیجه در و |an| ≤ nrداریم (٢.١) در ( ٣.١) جایگزینی با

S∗رده�ی ٣.١

را D از نقطه هر که مستقیمی پاره�خط هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .١.٣.١ تعریف
قرص گاه هر گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع بگیرد. قرار D در می�کند وصل z٠ به
S∗ با را S رده�ی زیر این باشد، ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نگاشته میدانی بر f(z) با |z| < ١

می�دهند. نشان



۶ مقدماتی تعاریف .١

|z| < r < قرص١ هر f(z) اگروتنهااگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.٣.١ لم
بنگارد. ستاره�گون میدان بر را

تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < تصویر١ D ، f(z) ∈ S∗کنیم فرض ابتدا برهان.
لذا می�باشد) ستاره�گون D (چون tω ∈ D ،٠ < t < ١ برای آن�گاه ،ω ∈ D اگر باشد f(z)
چون می�کند. صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیلی |z| در g(z) = f−١(tf(z)) تابع
می�کنیم انتخاب را ω١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون ،|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠))

داریم (٠ < t < ١) دلخواه، t برای ،|z١| < ١ با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در
|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

t همه�ی و Dr در ها ω١ همه�ی برای مطلب این چون دارد قرار Dr در tω١ که است معنی بدان این ولی
است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت Dr میدان است درست ٠ < t < ١ ها،

به�طوری�که است موجود ω٠ ∈ D نقطه آن�گاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z)اگر بالعکس،
می�کنیم انتخاب را |z| < r < ١ قرص اینک نمی�باشد، D به متعلق t٠ω٠، (٠ < t٠ < ١) ای، tبرای٠
پس نیست Dr به متعلق t٠ω٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون باشد ω٠ نقطه�ی شامل Dr تصویر به�طوری�که

نمی�نگارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ،f(z)

اگروتنهااگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

ستاره�گون میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگروتنهااگر ،f(z) ∈ S∗ ٢.٣.١ لم به توجه با برهان.
در باید ω = f(reiθ) تا ω = ٠ از شعاعی بردار ٠ ≤ θ ≤ ٢ ،θهر برای معادل بیان به باشد،
غیر در زیرا است اکید صعودی θ به نسبت تابعی arg f(reiθ) که است معنی بدان این ولی باشد Dr

شرط با S∗ در تابع یک پس کند قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز می�بایست شعاعی بردار این�صورت

بنابراین arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ولی گردد. مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠

∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

ω صفحه�ی |z| < تصویر١ زیرا دارد قرار S∗ رده�ی k(z)در =
z

(١− z)٢
کوئب تابع .۴.٣.١ مثال

همچنین و است شده بریده ∞ ١۴−تا پرتو امتداد در که می�باشد

Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{
١+ z

١− z

}
> ٠.

|an| ≤ n ،n هر برای آن�گاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

تابع f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < برای١ چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=

١+
∑∞

n=٢ nanz
n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ . (۴.١)



٧ S∗رده�ی .٣.١

نوشت زیر به�صورت آن�را می�توان است تحلیلی |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n. (۵.١)

می�دانیم ۴.٢.١ قضیه�ی به بنا Re {P (z)} > ٠ داریم f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای طرفی از
|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (۶.١)

داریم و(١.۵) (۴.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

anzn).

می�رسیم زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار تساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١.

معادل صورت به یا و
لذا برد به�کار بالا رابطه در را مثلث نامساوی می�توان (۶.١) کران از استفاده با
(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١).

در |ak| ≤ k ،k = ٢,٣, · · · , n − ١ برای کنیم فرض سپس ،|a٢| ≤ ٢ می�یابیم در فوق رابطه�ی از
این�صورت

(n− ١)|an| ≤ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢ .

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا برمی�گردد |an| ≤ n به این و

هرگاه می�شود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .۶.٣.١ تعریف

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

می�دهیم. نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این

اگر (٠ ≤ α < ١) ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٧.٣.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

. f(z) ∈ S∗(α) آن�گاه

١ مرکز به و ١ − α شعاع به دایره یک در z f
′(z)

f(z)
دهیم نشان ۶.٣.١کافیست تعریف به بنا برهان.

داریم دارد z∣∣قرار f ′

f
− ١
∣∣ = ∣∣∑∞

n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣ ≤ ∑∞
n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای قبلی بیان
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|).

بنابراین است برقرار رابطه این فرض به بنا
∑∞

n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل که

.|z f
′

f
− ١| ≤ ١− α
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K رده�ی ۴.١

وصل به�هم را Dاز نقطه دو هر که مستقیمی پاره�خط هرگاه گوییم محدب را D میدان .١.۴.١ تعریف
بگیرد. قرار D در می�کند

محدب میدان یک بر f(z) با |z| < ١ قرص گاه هر گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع .٢.۴.١ تعریف
می�دهیم. نشان K با را S رده�ی زیر این شود، نگاشته

قرص هر f(z) اگروتنهااگر f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

f(z)باشد تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D ،f(z) ∈ K کنیم فرض ابتدا برهان.
٠ < برای tω١ + (١ − t)ω خط پاره که دهیم نشان باید می�کنیم انتخاب Dr در را ω٢، ω١ .نقاط
،ω١ = f(z١) که باشند موجود |z| < ١ قرص در z٢،z١ نقاط می�بایست دارد، قرار Dr در t < ١
تابع تحت |z| < ١ تصویر آن�گاه |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون . ω٢ = f(z٢)

|z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf

(
(
z١
z٢
z)

)
+ (١ − t)f(z)

لم موجب به می�کند، صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است تحلیلی
به�ویژه .|h(z)| ≤ |z| شوارتز

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (٧.١)

ولی .tω١ + (١ − t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در ای z٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ Dچون
پاره�خط بر نقطه هر پس باشد |z| < ١ قرص در می�بایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(٧.١)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢

D در نقطه دو این بر مار پاره�خط که دارد وجود D در نقطه دو آن�گاه نباشد K رده�ی در اگر بالعکس،
باشد. نقطه دو این شامل Dr تصویرش که می�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصی اینک ندارد. قرار
لذا باشد، داشته قرار Dr در نمی�تواند می�کند وصل به�هم را نقطه دو این که پاره�خطی Dr ⊂ D چون

نمی�کند. تصویر محدب میدان یک بر را |z| < rقرص f(z)

اگر ٠ ≤ α < ١ ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
nکنیم فرض .۴.۴.١ قضیه

∞∑
k=n+١

k(k − α)|ak| ≤ ١− α. (٨.١)

. f(z) ∈ K(αآن�گاه

این�صورت در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۵.۴.١ قضیه
اگرو�تنهااگر f(z) ∈ K

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).



٩ K رده�ی .۴.١

محدب میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگروتنهااگر f(z) ∈ K ٧.١ قضیه�ی به بنا برهان.
مرز یک بر را |z| = r < ١ دایره ω = f(reiθ) تابع که است معنی بدان این هندسی نظر از باشد.
می�گردد. حرکت ساعت عقربه�های خلاف جهت در θافزایش با مرز، این بر مماس و می�نگارد بسته ساده

با است برابر می�سازد حقیقی محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای می�دانیم
π

٢ + θ + arg f ′(z).

می�گردد مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا
∂

∂θ

(
π

٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠.

داریم

١+
∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
ireiθ

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′z)

}
> ٠.

.f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ با باشد D ِ در تحلیلی تابع یک f کنیم فرض (الکاساندر) .۶.۴.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگروتنهااگر f(z) ∈ K این�صورت در

این�صورت در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگروتنهااگر است مثبت و تحلیلی Dدر چپ سمت تابع لذا

|an| ≤ ١ ،nهر برای این�صورت در باشد K در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٧.۴.١ قضیه

قضیه�ی به بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تابع قضیه١.۶.۴ به توجه با برهان.

|an| ≤ ١ و |an| ≤ n ،nهر برای ۵.٣.١

.|c| ≥ ١
٢ ،|z| < ١ برای آن�گاه f(z) ̸= c و f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه

نقطه�ی دو است، تک�ارز |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ کمکی تابع می�دهیم نشان ابتدا برهان.
این�صورت در می�کنیم انتخاب واحد قرص در z١ ، z٠ متمایز

g(z٠)− g(z١) = (c− f(z٠))
٢ − (c− f(z١))

٢ = (f(z٠)− f(z١)) (f(z٠) + f(z١)− ٢c) .

نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین می�باشد تک�ارز f(z) زیرا f(z١) ̸= f(z٢)اکنون

f(z٠) + پس باشد c مساوی نمی�تواند لذا است. متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

در نرمال تابع g(z) = c٢ − ٢cz + z٢ + · · · چون می�شود. ثابت g(z) تک�ارزی و f(z١)− ٢c ̸= ٠
می�دهیم قرار است. S

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · · .

پوششی قضیه�ی بردن کار به� با نیست صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا است، h(z) ≤ c

٢ ، |z| < در١ که

|c| ≥ ١
٢ یا و | c٢ | ≥

١
۴ می�یابیم در
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|z| = r < ١ برای آن�گاه f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

بر را واحد قرص و پوشاست و یک�به�یک تحلیلی، (|z٠| < ١), ω =
z + z٠
١+ z٠z

تابع می�دانیم برهان.
تابع پس می�نگارد خودش

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢.

داریم است تک�ارز و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠).

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′z١)٠− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠)

)
.

تابع این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمی�باشد، نرمالیزه g(z) تابع چون
g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · · .

قضیه�ی١.۴.٧ به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا می�گیرد قرار Sدر
١
٢ |
f ′′(z٠)

f ′ (١− |z٢|٠)− ٢z٠| ≤ ١.

داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم است دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ٢r
١− r٢

.

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢
.

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + r

١− r٢
.

می�گیریم انتگرال r تا ٠ از حال
−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r).

لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

|z| = r < ١ برای آن�گاه f(z) ∈ K اگر .١٠.۴.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r
.
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یک با z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم |z| = r < ١ برای ٩.۴.١ قضیه�ی به بنا برهان.
می�گیریم انتگرال پاره�خط این روی و کرده وصل مستقیم خط

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.

و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

۴ نامساوی

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر پوششی قضیه�ی طبق |f(z)| < ١
۴ اگر

این�صورت در می�پوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم پاره�خط

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|.

قبل قضیه�ی به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)d|s| ≥
∫
c

|f ′(s)d|s| ≥ ١
(١+ t)٢

dt =
r

(١+ r)
.

داریم لذا
r

(١+ r)
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)
.

T رده�ی

تابع یک f گوییم باشد منفی ضرایب با توابعی شامل S از رده�ای زیر T کنیم فرض .١١.۴.١ تعریف
کنیم. بیان f(z) = z −

∑∞
n=٢ |an|zn شکل به را آن بتوانیم گاه هر است، T در تحلیلی و تک�ارز

[٢]،[١٣]

.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ اگروتنهااگر دارد قرار T در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .١٢.۴.١ قضیه

در f(z) ، f(z) ∈ T چون .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ آن�گاه١ f(z) ∈ T اگر می�دهیم نشان ابتدا برهان.
بنابراین f ′(z) = ١−

∑∞
n=٢ n|an|zn−١ ̸= ٠ این�صورت در است، تک�ارز U واحد دیسک

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ̸= ٠ (z = r).

∑N
n=٢ n|an| > طوری�که به دارد وجود N مثبت اندیس این�صورت در .

∑∞
n=٢ n|an| > ١ کنیم فرض

لذا
∑N

n=٢ n|an|rn−١٠ > ١ که ٠ < r٠ < ١ دارد وجود بنابراین ،١

f ′(r٠) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١٠ ≤ ١−
N∑

n=٢
n|an|rn−١٠ < ٠.

با این و f ′(r١) = ٠ به�طوری�که ٠ < r١ < r٠ دارد وجود پس f ′(٠) = ١ و است پیوسته f ′(r) چون
.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ و باطل خلف فرض لذا می�باشد تناقض در f ′(z) ̸= ٠ فرض
این�صورت در

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ کنیم فرض بالعکس،

Re(f ′(z)) = Re(١−
∞∑
n=٢

n|an|zn−١) > ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ٠.
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،z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ U برای پس

Re
f(z١)− f(z٢)

z١ − z٢
=

∫ ١

٠
Ref ′[z١ + t(z٢ − z١)]dt.

f(z) ∈ T و است تک�ارز U در f(z) لذا

این�صورت در f(z) ∈ T اگر .١٣.۴.١ قضیه
r − ١

٢r
٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١
٢r

٢ (|z| = r). (٩.١)

بنابراین ٢
∑∞

n=٢ |an| ≤
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ ١٢.۴.١داریم قضیه�ی به بنا برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١
٢r

٢.

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١
٢r

٢.

داریم لذا

r − ١
٢r

٢ ≤ |f(z)| ≤ r +
١
٢r

٢ (|z| = r)

می�باشد T رده�ی به متعلق f(z) = z − ١
٢z

٢ ١٢.۴.١تابع قضیه�ی به بنا .١۴.۴.١ مثال

فوق شرط در f(z) تابع به�وضوح a٢ =
١
٢ و n = ٢ جایگزینی با حال ،

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ گاه هر

تعیین z = −r پایین کران و z = r در تابع این مورد ١٣.۴.١در قضیه�ی بالای کران لذا می�کند صدق
. می�شود

آن�گاه f(z) ∈ T اگر .١۵.۴.١ قضیه
١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

می�دانیم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١+ r.

و

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− r.

داریم لذا
١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

در پایین کران و z = r در ١۵.۴.١ قضیه�ی بالای کران f(z) = z − ١
٢z

٢ تابع برای .١۶.۴.١ مثال
می�شود. تعیین z = −r
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به متعلق fm(z) = z −
∑∞

j=٢ |aj,m|zj ، (m = ١,٢,٣, · · · , n) توابع کنیم فرض .١٧.۴.١ قضیه
h(z) =

∑n
m=١ cmfm(z), (cm ≥ ٠) صورت به شده تعریف h(z) تابع این�صورت در باشند. T رده�ی

.ذذذ
∑n

m=١ cm = ١ به�طوری�که دارد قرار T رده�ی در نیز

بنویسیم می�توانیم h(z) از تعریفی طبق برهان.

h(z) = z −
∞∑
j=٢

(
n∑

m=١
cm|aj,m|)zj.

که
∑∞

j=٢ j|aj,m| ≤ ١ داریم لذا دارد، قرار T در fm(z),m = ١,٢,٣, · · · , n هر برای چون
ببینیم می�توانیم بنابراین m = ١,٢, · · · , n

∞∑
j=٢

j(
n∑

m=١
cm|aj,m|) =

n∑
m=١

cm(
∞∑
j=٢

j|aj,m|) ≤
n∑

m=١
cm = ١.

دارد. قرار T در h(z) می�دهد نتیجه که

کنیم فرض اکسترمال) (توابع .١٨.۴.١ قضیه

fn(z) = z − ١
n
zn, f١(z) = z (n = ٢,٣, · · · ).

کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شکل به �را آن بتوانیم اگروتنهااگر f(z) ∈ T این�صورت در
.
∑∞

n=١ λ = ١، λn ≥ ٠ به�طوری�که

کنیم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λn(z −
١
n
zn)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn

=
∞∑
n=١

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn.

این�صورت در
∞∑
n=٢

λn
١
n
n =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١.

f(z) ∈ T ،١٢.۴.١ قضیه�ی بنابر لذا
λ١ = ١−

∑∞
n=٢ λn می�دهیم قرار |an| ≤

١
n
(n = ٢,٣, · · · ) چون ، f(z) ∈ T فرضکنیم بالعکس،
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لذا λn = n|an| و

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn = z −
∞∑
n=٢

١
n
λnz

n

= z −
∞∑
n=٢

λn[z − fn(z)] = z −
∞∑
n=٢

λnz +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= (١−
∞∑
n=٢

λn)z +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z).

C(α) ، T ∗ رده�ی ۵.١

هرگاه می�شود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه�ی از ستاره�گون f(z) ∈ T تابع .١.۵.١ تعریف

Re

{
zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

می�دهیم. نشان T ∗(α) با را T رده�ی زیر این

هرگاه می�شود نامیده (٠ ≤ α < ١)α مرتبه�ی از f(z)محدب ∈ T تابع .٢.۵.١ تعریف

Re

{
١+

zf ′′

f ′

}
> α (|z| < ١)

می�دهیم. نشان C(α) با را T رده�ی زیر این

اگروتنهااگر دارد قرار T ∗(α) در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع یک .٣.۵.١ قضیه
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α.

لذا f(z) ∈ T ∗(α) کنیم فرض برهان.

Re
zf ′

f
= Re

{
z −

∑∞
n=٢ n|an|zn

z −
∑∞

n=٢ |an|zn

}
> α (|z| < ١). (١٠.١)

داریم ( حقیقی مقدار یک z (که z → ١ گاه هر رابطه�ی(١٠.١) در

١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

|an|).

بنابراین
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α.
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داریم دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در zf
′

f
دهیم نشان است کافی

|zf
′

f
− ١| = |

∑∞
n=٢ anz

n

z +
∑∞

n=٢ anz
n
| ≤

∑∞
n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

.

اگر می�باشد ١− α بالا�ی کران دارای فوق عبارت
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|).

برقرار فرض به بنا نیز رابطه این و
∑∞

n=٢(n − α)|an| ≤ ١ − α با است معادل فوق رابطه�ی که
است.

اگروتنهااگر دارد قرار C(α) در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .۴.۵.١ نتیجه
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α.

می�دانیم (|z| < ١) برای .f(z) ∈ C(α) کنیم فرض برهان.

Re

{
١+

zf ′′

f ′

}
= Re

{
١−

∑∞
n=٢ n(n− ١)|an|zn−١
١−

∑∞
n=٢ n|an|zn−١

}
= Re

{١−
∑∞

n=٢ n
٢|an|zn−١

١−
∑∞

n=٢ n|an|zn−١

}
> α.

(١١.١)
)داریم حقیقی مقدار یک z (که z → ١ هرگاه (١١.١) رابطه در

١−
∞∑
n=٢

n٢|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

n|an|).

بنابراین
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α.

لذا دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در ١+
zf ′′

f ′ دهیم نشان است کافی

|١+
zf ′′

f ′ − ١| = |
∑∞

n=٢ n(n− ١)anzn−١
١−

∑∞
n=٢ nanz

n−١ |

≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ n|an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ n|an|

.

اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای فوق عبارت
∞∑
n=٢

n(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

n|an|).

برقرار فرض به بنا نیز رابطه این و
∑∞

n=٢ n(n − α)|an| ≤ ١ − αبا است معادل فوق رابطه�ی که
است.

این�صورت در f(z) ∈ T ∗(α) اگر .۵.۵.١ قضیه

r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r). (١٢.١)
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می�دانیم قضیه١.۵.٣ به بنا برهان.

(٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α.

بنابراین

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢− α
r٢.

مشابه به�طور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢− α
r٢.

می�شود نتیجه لذا

r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r).

هرگاه است T ∗ رده�ی به متعلق f(z) = z − (١− α)

(٢− α)
z٢ تابع ٣.۵.١ قضیه�ی به بنا .۶.۵.١ مثال

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α.

کران لذا می�کند؛ صدق فوق شرایط در f(z) تابع به�وضوح a٢ =
(١− α)

(٢− α)
و n = ٢ جایگزینی با حال

می��������شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ۵.۵.١ قضیه�ی بالای

این�صورت در f(z) ∈ T ∗(α) اگر .٧.۵.١ قضیه

١− ١)٢− α)

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١)٢− α)

٢− α
r (|z| = r).

داریم برهان.

|f ′| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r

∞∑
n=٢

n|an|. (١٣.١)

می�دانیم ٣.۵.١ قضیه�ی طبق همچنین و
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١− α + α

∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α+
α(١− α)

٢− α
=

١)٢− α)

٢− α
. (١۴.١)

دیگر طرف از می�شود، نتیجه حکم راست (١٣.١)طرف (١۴.١)در عبارت جایگزینی با

|f ′| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١)٢− α)

٢− α
r.

پایین کران و z = r در ٧.۵.١ قضیه�ی بالای کران f(z) = z − (١− α)

(٢− α)
z٢ تابع برای .٨.۵.١ مثال
می�شود. تعیین z = −r در
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این�صورت در f(z) ∈ C(α) اگر .٩.۵.١ نتیجه
r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r).

۴.۵.١داریم نتیجه به بنا برهان.

٢)٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α.

بنابراین

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢)٢− α)
r٢.

مشابه به�طور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢)٢− α)
r٢.

می�شود نتیجه لذا

r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r).

این�صورت در f(z) ∈ C(α) اگر .١٠.۵.١ نتیجه
١− ١− α

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١− α

٢− α
r (|z| = r).

داریم برهان.

|f ′| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an|

می�دانیم ۴.۵.١ نتیجه بنابر همچنین و
∞∑
n=٢

n٢|an| ≤ ١− α+ ٢α
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
=

١)٢− α)

٢− α
(١۵.١)

یا
∞∑
n=٢

n|an| ≤
١− α

٢− α
(١۶.١)

دیگر طرف از می�شود، نتیجه حکم راست طرف در(١.١۶) (١۵.١) عبارت جایگزینی با

|f ′| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١− α

٢− α
r.

کنیم فرض اکسترمال) (توابع .١١.۵.١ قضیه

fn(z) = z − (١− α)

(n− α)
zn, f١(z) = z (n = ٢,٣, · · · )

کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شکل به �را آن بتوانیم اگروتنهااگر f(z) ∈ T ∗(α) این�صورت در
.
∑∞

n=١ λn = ١, λn ≥ ٠ به�طوری�که
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کنیم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = z −
∞∑
n=٢

λn
(١− α)

n− α)
zn.

این�صورت در
∞∑
n=٢

λn
١− α

n− α
(
n− α

١− α
) =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١.

f(z) ∈ T ∗(α) لذا
چون .f(z) ∈ T ∗(α) کنیم فرض بالعکس؛

|an| ≤
١− α

n− α
(n = ٢,٣, · · · ).

می�دهیم قرار

λn =
(n− α)|an|

١− α
, λ١ = ١−

∞∑
n=٢

λn (n = ٢,٣, · · · ).

می�کند. کامل را برهان این و f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) این�صورت در

f(z) ∈ T ∗( ٢
٣−α

) آن�گاه f(z) ∈ C(α) اگر .١٢.۵.١ قضیه

کنیم ثابت باید ۴.۵.١ نتیجه ٣.۵.١و قضیه�ی بنابه برهان.

∞∑
n=٢

n(n− α)

١− α
|an| ≤ ١ ⇒

∞∑
n=٢

n−
٢

٣− α
١− ٢

٣−α

|an| ≤ ١.

دهیم نشان است کافی
n(n− α)

١− α
≥
n− ٢

٣−α

١− ٢
٣−α

=
n(٣− α)− ٢

١− α
(n = ٢,٣, · · · ).

n٢ − ٣n+ ٢ ≥ ٠, (n = ٢,٣, · · · ) که است این با معادل فوق عبارت و

ترتیب زیر و ستارگون توابع پیچش

U = {z : |z| < ١} واحد دیسک در باشد؛که f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .١٣.۵.١ تعریف

گوییم. An رده�ی را می�باشد تحلیلی

T رده�ی را تحلیلی U = {z|z| < واحد{١ دیسک در که توابع از رده�ای T کنیم فرض .١۴.۵.١ تعریف
باشد. گوییم

تعریف زیر به�صورت تابع دو هادامارد ضرب باشند An به متعلق g(z)و f(z) فرض .١۵.۵.١ تعریف
می�شود

(f ∗ g)(z) = z +
∞∑
n=٢

anbnz
n.



١٩ C(α) ، T ∗ رده�ی .۵.١

تعریف زیر به�صورت هادامارد ضرب باشند، T رده�ی به متعلق g(z) و f(z) اگر .١۶.۵.١ ملاحظه
می�گردد

(f ∗ g)(z) = z −
∞∑
n=٢

anbnz
n.

f ∗ Sα ∈ S∗
α اگر گوییم (٠ ≤ α < ) α مرتبه�ی از ستاره�گون شبه را f ∈ An تابع .١٧.۵.١ تعریف

می�شود تعریف زیر به�صورت و می�باشد S∗
α برای شده شناخته حدی تابع Sα که می�دهیم نشان Rα با و

sα(z) =
z

(١− z)٢(١−α)
= z +

∞∑
n=٢

C(α, n)zn.

که
C(α, n) =

∏n
k=٢(k − ٢α)
(n− ١)! .

کنید توجه
R٠ ≡ K٠, R١

٢
≡ S∗

١
٢
.

f(z) گوییم باشند، تحلیلی U در An به متعلق g(z) و f(z) تابع دو کنیم فرض .١٨.۵.١ تعریف
ω(٠) = ٠ و |ω(z)| < که١ باشد موجود U در ω(z) تحلیلی تابع اگر است g(z) از زیرترتیبی

به�طوری�که
می�دهیم. نشان f(z) ≺ g(z) به�صورت و f(z) = g(ω(z))

باشد f(z) ≺ g(z) و g(z) = b٠ + b١z + · · · و f(z) = a٠ + a١z + · · · اگر .١٩.۵.١ قضیه
آن�گاه

n∑
k=٠

|an|٢ ≤
n∑

k=٠
|bk|٢

[١٣] برهان.

z = reiθ(٠ < و µ > ٠ برای f(z)،آن�گاه ≺ g(z) و تحلیلی U در g(z) و f(z) اگر .٢٠.۵.١ قضیه
داریم r < ١)∫ ٢π

٠
|f(z)|µdθ ≤

∫ ٢π

٠
|g(z)|µdθ

[١٣] برهان.



٢٠



٢ فصل

تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال

ای�ها جمله چند برای میانگین انتگرال ١.٢

g(z) = z+bjz
j+b٢j−١z

٢j−١ (j ≥ n+١) و f(z) ∈ An برای را میانگین انتگرال بخش این در
می�باشد. [١] و [٣] ،[١۴] ،[٨] ازمراجع برگرفته بخش این می�کنیم. بررسی ،

می�آید. به�دست زیر قضیه�ی از میانگین انتگرال برای اولیه نتایج

باشد: زیر فرم به (m ≥ ٢)m درجه�ی از جمله�ای چند Pm(t) کنید فرض .١.١.٢ لم
Pm(t) = c١t

m − c٢t
m−١ − · · · − cm−١t

٢ − cmt− d (t ≥ ٠)

.d ≥ ٠ و هستند مثبت ثابت ci(i = ١,٢, · · · ,m) که
٠ < t < t٠ برای دهیم، نشان t٠ با را جواب اگر دارد. فرد به منحصر جواب t > برای٠ Pm(t) آن�گاه

Pm(t) > ٠ t > t٠ و Pm(t) < ٠

[١٣] برهان.

زیر رابطه�ی در f(z) اگر باشد. شده داده (١.٢) در g(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .٢.١.٢ قضیه
کند: صدق

∞∑
k=n+١

|an| ≤ |b٢j−١| − |bj| (|bj| < |b٢j−١|). (١.٢)

z = reiθ(٠ < r < ١) و µ > ٠ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|f(z)|µdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|g(z)|µdθ.

داریم z = reiθ(٠ < r < ١) جایگذاری با ∫برهان. ٢π

٠
|f(z)|µdθ = rµ

∫ ٢π

٠
|١+

∞∑
k=n+١

akz
k−١|µdθ.

∫و ٢π

٠
|g(z)|µdθ = rµ

∫ ٢π

٠
|١+ bjz

j−١ + b٢j−١z
٢j−٢|µdθ.

٢١



٢٢ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

دهیم نشان است کافی ٢٠.۵.١ قضیه بردن کار به با

١+
∞∑

k=n+١
akz

k−١ ≺ ١+ bjz
j−١ + b٢j−١z

٢j−٢.

باشد شده تعریف زیر به�صورت ω(z) تابع کنید فرض

١+
∞∑

k=n+١
akz

k−١ = ١+ bj(ω(z))
j−١ + b٢j−١(ω(z))

٢j−٢.

یا

b٢j−١(ω(z))
٢j−٢ + bj(ω(z))

j−١ =
∞∑

k=n+١
akz

k−١. (٢.٢)

z = ٠ برای که آن�جایی از
(ω(٠))j−١(b٢j−١(ω(٠))j−١ + bj) = ٠.

ω(٠) = ٠ به�طوری�که دارد وجود U در ω(z) تحلیلی تابع بنابراین
برای حال

∞∑
k=n+١

|ak| ⩽ |b٢j−١| − |bj| (|bj| < |b٢j−١|).

داریم (٢.٢) رابطه�ی از .|ω(z)| < ١(z ∈ U) می�کنیم ثابت

|b٢j−١(ω(z))٢j−٢ + bj(ω(z))
j−١| ⩽ |

∞∑
k=n+١

akz
k−١| <

∞∑
k=n+١

|ak|.

z ∈ U برای بنابراین

|b٢j−١||ω(z)|٢j−٢ − |bj||ω(z)|j−١ −
∞∑

k=n+١
|ak| < ٠. (٣.٢)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را U(t) تابع می�دهیم، قرار در(٣.٢) را t = |ω(z)|j−١(t ⩾ ٠)

U(t) = |b٢j−١|t٢ − |bj|t−
∞∑

k=n+١
|ak| (t ⩾ ٠).

|ω(z)| < ١ برای بنابراین . t < باید١ U(t) < ٠ ١.١.٢برای لم طبق آن�گاه ٬ U(١) ⩾ ٠ اگر
داریم نیاز (z ∈ U)

U(١) = |b٢j−١| − |bj| −
∞∑

k=n+١
|ak| ⩾ ٠.

که
∞∑

k=n+١
|ak| ⩽ |b٢j−١| − |bj|.

است موجود ω(٠) = ٠ و |ω(z)| < با١ ω(z) تحلیلی تابع باشد برقرار (١.٢) نامساوی اگر نتیجه در
.f(z) = g(ω(z)) به�طوری�که

شد. کامل قضیه اثبات



٢٣ ای�ها جمله چند برای میانگین انتگرال .١.٢

در f(z) اگر باشد. شده (٢٠.۵.١)تعریف رابطه در g(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .٣.١.٢ نتیجه
z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ⩽ ٢ برای آن�گاه کند، (١.٢)صدق ∫رابطه ٢π

٠
|f(z)|µdθ ⩽ ٢πrµ

{
١+ |bj|٢r٢(j−١) + |b٢j−٢|١r۴(j−١)

}
< ٢π

{
١+ |bj|٢ + |b٢j−٢|١

}µ٢ .
آن�جایی�که از ∫برهان. ٢π

٠
|g(z)|µdθ =

∫ ٢π

٠
|z|µ|١+ bjz

j−١ + b٢j−١z
٢j−٢|µdθ.

می�آوریم به�دست ٠ < λ < ٢ برای هولدر نامساوی بردن به�کار ∫با ٢π

٠
|g(z)|µdθ

⩽
(∫ ٢π

٠
(|z|µ)

٢
(٢−µ)dθ

) (٢−µ)
٢
{∫ ٢π

٠
(١+ bjz

j−١ + b٢j−١z
٢j−٢|

٢
µ )µ٢dθ

}µ
٢

=

(
r ٢µ
(٢−µ)

∫ ٢π

٠
dθ

) (٢−µ)
٢
(∫ ٢π

٠
|١+ bjz

j−١ + b٢j−١z
٢j−٢|٢dθ

)µ
٢

=

(
٢πr

٢µ
(٢−µ)

) (٢−µ)
٢ {

٢π(١+ |bj|٢r٢(j−١) + |b٢j−٢|١r۴(j−١))
}µ
٢

= ٢πrµ(١+ |bj|٢r٢(j−١) + |b٢j−٢|١r۴(j−١))
µ
٢

< ٢π(١+ |bj|٢ + |b٢j−٢|١)
µ
٢ .

می�شود: دیده به�راحتی µ = ٢ برای ∫بنابراین ٢π

٠
|f(z)|٢dθ ⩽ ٢πr١)٢+ |bj|٢r٢j−١ + |b٢j−٢|١r۴(j−١))

< ٢π(١+ |bj|٢ + |b٢j−٢|١)

و کند صدق ۴.٢ قضیه�ی نامساوی در f(z) ∈ An ضرایب کنید فرض .۴.١.٢ مثال

g(z) = z +
n

n+ ١− α
εzj + δz٢j−١ (|ε| = |δ| = ١).

می�شود مشاهده خاصیت(٢.۴) از b٢j−١ = δ bjو =
(nε)

n+ ١− α)
آن�گاه ٠ ⩽ α < ١ با

∞∑
k=n+١

|ak| ⩽
١− α

n+ ١− α
= ١− n

n+ ١− α
= |b٢j−١| − |bj|.

z = و ٠ < µ ⩽ ٢ برای بنابراین می�کند، صدق ١.٢ قضیه شرایط در g(z) و f(z) بنابراین



٢۴ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

داریم reiθ (٠ < r < ١)∫ ٢π

٠
|f(z)|µdθ = ٢πrµ

{
١+

(
n

n+ ١− α

)٢
r٢(j−١) + r۴(j−١)

}µ
٢

< ٢π
{
٢+

(
n

n+ ١− α

)٢
}µ

٢
.

می�رسیم زیر قضیه ٢.١.٢به قضیه اثبات تکنیک به�کاربردن با

زیر رابطه�ی در f(z) اگر باشد، شده داده (١.٢) در g(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .۵.١.٢ قضیه
کند صدق

∞∑
k=n+١

k|ak| ⩽ (٢j − ١)|b٢j−١| − j|bj| (j|bj| < (٢j − ١)|b٢j−١|). (۴.٢)

داشت خواهیم z = reiθ(٠ < r < ١) و µ > ٠ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|f ′(z)|µdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|g′(z)|µdθ.

داریم هولدر نامساوی طبق به�علاوه

کند، صدق ۴.٢ در f(z) اگر باشد. شده داده در(١.٢) g(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .۶.١.٢ نتیجه
z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ⩽ ٢ برای آن�گاه

∫ ٢π

٠
|f ′(z)|µdθ ⩽ ٢π

{
١+ j٢|bj|٢r٢(j−١)+(٢j−١)٢|b٢j−٢|١r۴(j−١)

}µ
٢

< ٢π
{
١+ j٢|bj|٢ + (٢j − ٢(١|b٢j−٢|١

}µ
٢ .

و کند صدق ۵.١.٢ قضیه نامساوی در f(z) ∈ An ضرایب کنید فرض .٧.١.٢ مثال
g(z) = z +

nϵ

j(n+ ١− α)
zj +

δ

٢j − ١z
٢j−١ (|ϵ| = |δ| = ١).

آن�گاه ،٠ ⩽ α < با١
bj =

nϵ

j(n+ ١− α)
b٢j−١ =

δ

٢j − ١ .

ازآن�جایی�که
∞∑

k=n+١
k|ak| ⩽

١− α

n+ ١− α
= ١− n

n+ ١− α
= (٢j − ١)|b٢j−١| − j|bj|.

و ٠ < µ ⩽ ٢ برای نتیجه١.٢.۶ طبق بنابراین می�کند (١.٢)صدق قضیه شرایط در g(z) و f(z)تابع
داریم z = reiθ(٠ < r < ١)∫ ٢π

٠
|f ′(z)|µdθ = ٢π

{
١+

(
n

n+ ١− α

)٢
r٢(j−١) + r۴(j−١)

}µ
٢

< ٢π
{
٢+

(
n

n+ ١− α

)٢
}
.



٢۵ ای�ها جمله چند برای میانگین انتگرال .١.٢

می�کنیم معرفی زیر به�صورت را h(z) تحلیلی تابع حال

h(z) = z + bjz
j + b٢j−١z

٢j−١ + b٣j−٢z
٣j−٢ (j ⩾ n+ ١). (۵.٢)

اگر باشد، شده داده رابطه(٢.۵) در h(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .٨.١.٢ قضیه
∞∑

k=n+١
|ak| ⩽ |b٣j−٢| − |b٢j−١| − |bj| (|bj|+ |b٢j−١| < |b٣j−٢|) (۶.٢)

z = reiθ(٠ < r < ١) و µ > ٠ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|f(z)|µdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|h(z)|µdθ (µ > ٠).

ω(٠) = ٠ با ω(z) تحلیلی تابع دهیم نشان باید ١.٢می�باشد، قضیه اثبات مانند اثبات روش برهان.
.f(z) = h(ω(z)) به�طوری�که دارد وجود |ω| < ١ و

می�کنیم تعریف زیر به�صورت ω(z)را تابع

b٣j−٢(ω(z))
٣j−٣ + b٢j−١(ω(z))

٢j−٢ + bj(ω(z))
j−١ =

∞∑
k=n+١

akz
k−١.

z = ٠ برای آن�جایی�که از

(ω(٠))j−١
(
b٣j−٢(ω(٠))٢j−٢ + b٢j−١(ω(٠))j−١ + bj

)
= ٠.

داریم دیگر طرف از ω(٠) = ٠ طوری�که به است موجود ω(z) تابع نتیجه در

|b٣j−٢||ω(z)|٣(j−١) − |b٢j−١||ω(z)|٢(j−١) − |bj||ω(z)|j−١ −
∞∑

k=n+١
|ak| < ٠.

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را U(t) تابع و می�دهیم قرار بالا رابطه�ی در را t = |ω|j−١(t ⩾ ٠)

U(t) = |b٣j−٢|t٣ − |b٢j−١|t٢ − |bj|t−
∑

k=n+١
|ak| (t ⩾ ٠)

و U(٠) ⩽ ٠ که می�دهد نتیجه

U ′(t) = ٣|b٣j−٢|t٢ − ٢|b٢j−١|t− |bj| (٧.٢)

tباید < ١ برای آن�گاه ،U ′(١) ⩾ ٠ اگر ١.١.٢ لم طبق است، صفر از بزرگ�تر U ′(t) = ٠ آن�جایی�که از
داریم نیاز زیر نامساوی به بنابراین . U(t) < ٠،

U(١) = |b٣j−٢| − |b٢j−١| − |bj| −
∞∑

k=n+١
|ak| ⩾ ٠.

یا
∞∑

k=n+١
|ak| ⩽ |b٣j−٢| − |b٢j−١| − |bj|.

شد. کامل اثبات



٢۶ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

(۶.٢) دررابطه�ی f(z) اگر باشد. شده تعریف (۵.٢) در h(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .٩.١.٢ نتیجه
z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ⩽ ٢ برای آن�گاه کند، ∫صدق ٢π

٠
|f(z)|µdθ ⩽ ٢πrµ(١+ |bj|٢r٢(j−١) + |b٢j−٢|١r۴(j−١) + |b٣j−٢|٢r۶(j−١))

µ
٢

< ٢π(١+ |bj|٢ + |b٢j−٢|١ + |b٣j−٢|٢)
µ
٢ .

f(z) ∈ Hp(U) داریم ٠ < p ⩽ ٢ برای به�علاوه

زیر به�صورت h(z) و کند صدق ٧.٣.١ قضیه نامساوی در f(z) ∈ An ضرایب فرض .١٠.١.٢ مثال
باشد

h(z) = z +
nt

n+ ١− α
εzj +

n(١− t)

n+ ١− α
δz٢j−١ + σz٣j−٢.

(٠ ⩽ t ⩽ ١, |ε| = |δ| = |σ| = ١).

آن�گاه ،٠ ⩽ α < ١ با
bj =

nt

n+ ١− α
ε, b٢j−١ =

n(١− t)

n+ ١− α
δ, b٣j−٢ = σ

داریم (٧.٣.١) طبق
∞∑

k=n+١
|ak| ⩽

١− α

n+ ١− α
= ١− n(١− t)

n+ ١− α
− nt

n+ ١− α

= |b٣j−٢| − |b٢j−١| − |bj|

نتیجه به�کاربردن با بنابراین می�کند، ٨.١.٢صدق قضیه شرایط در h(z) و f(z) که می�دهد نشان این
داریم z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ⩽ ٢ ∫٩.١.٢برای ٢π

٠
|f(z)|µdθ

= ٢πrµ
{
١+

(
nt

n+ ١− α

)٢
r٢(j−١) +

n(١− t)

(n+ ١− α)
r۴(j−١) + r۶(j−١)

}µ
٢

< ٢π
{
٢+ (٢t٢ − ٢t+ ١)

(
n

n+ ١− α

)٢
}µ

٢
.

می�کنیم. بررسی h′(z) و f ′(z) برای را میانگین انتگرال حال

اگر باشد. شده داده (۵.٢) در h(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .١١.١.٢ قضیه
∞∑

k=n+١
k|ak| ⩽ (٣j − ٢)|b٣j−٢| − (٢j − ١)|b٢j−١| − j|bj|. (٨.٢)

(j|bj|+ (٢j − ١)|b٢j−١| < (٣j − ٢)|b٣j−٢|). (٩.٢)

z = reiθ(٠ < r < ١) و µ > ٠ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|f ′(z)|µdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|h′(z)|µdθ.



٢٧ ای�ها جمله چند برای میانگین انتگرال .١.٢

می�شود. حاصل زیر نتیجه�ی بنابراین ۵.١.٢می�باشد، قضیه�ی اثبات مانند اثبات

(٨.٢)صدق در f(z) اگر باشد. شده (۵.٢)داده در h(z) و f(z) ∈ An کنید فرض .١٢.١.٢ نتیجه
z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ⩽ ٢ برای آن�گاه ∫کند، ٢π

٠
|f ′(z)|µdθ

⩽ ٢π
{
١+ j٢|bj|٢r٢j−١ + (٢j − ٢(١|b٢j−٢|١r۴(j−١) + (٣j − ٢(٢|b٣j−٢|٢r۶(j−١)

}µ
٢

< ٢π
{
١+ j٢|bj|٢ + (٢j − ١)|b٢j−٢|١ + (٣j − ٢(٢|b٣j−٢|٢

}µ
٢ .

باشد زیر به�صورت h(z) و کند صدق قضیه�ی١.۴.۴ در f(z) ∈ An کنید فرض .١٣.١.٢ مثال

h(z) = z +
nt

j(n+ ١− α)
εzj +

n(١− t)

n+ ١− α
δz٢j−١ +

σ

٣j − ٢z
٣j−٢.

(٠ ⩽ t ⩽ ١, |ε| = |δ| = |σ| = ١).

داشت خواهیم نتیجه در ،٠ ⩽ α < با١

bj =
ntε

j(n+ ١− α)
b٢j−١ =

n(١− t)δ

(٢j − ١)(n+ ١− α)
b٣j−٢ =

σ

٣j − ٢ .

۴.۴.١داریم نامساوی طبق
∞∑

k=n+١
k|ak| ⩽

١− α

n+ ١− α
= ١− n

n+ ١− α
= (٣j−٢)|b٣j−٢| − (٢j−١)|b٢j−١| − j|bj|.

برای ١٢.١.٢ نتیجه�ی بردن به�کار با پس می�کند. صدق ١١.١.٢ قضیه شرایط در h(z) و f(z) بنابراین
داریم z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ⩽ ٢ ∫هر ٢π

٠
|f ′(z)|dθ

= ٢πrµ
{
١+

(
nt

n+ ١− α

)٢
r٢(j−١) +

n(١− t)

(n+ ١− α)
r۴(j−١) + r۶(j−١)

}µ
٢

< ٢π
{
٢+ (٢t٢ − ٢t+ ١)

(
n

n+ ١− α

)٢
}µ

٢
.

بررسی است، شده تعریف زیر به�صورت که P (z) و f(z) ∈ A برای را میانگین انتگرال حال
می�کنیم.

P (z) = z +
∞∑

k=n+١
akz

k. (١٠.٢)

رابطه�ی در و باشد، شده (١٠.٢)تعریف رابطه�ی در P (z) و f(z) ∈ An کنید فرض .١۴.١.٢ قضیه
کنند صدق زیر

∞∑
k=n+١

|ak| ≤ |bmj−m+١| −
m−١∑
s=١

|bsj−s+١|.



٢٨ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

با
m∑
s=١

|bsj−s+١| < |bmj−m+١|.

باشد شده تعریف زیر به�صورت و موجود U در ω(z) تحلیلی تابع اگر
m∑
s=١

bsj−s+١ω(z)
s(j−١) −

∞∑
k=n+١

akz
k−١ = ٠. (١١.٢)

z = reiθ(٠ < r < ١) و µ > برای٠ ∫آن�گاه ٢π

٠
|f(z)|µdθ ≤

∫ ٢π

٠
|P (z)|µdθ (µ > ٠).

داشت خواهیم نتیجه در ،z = reiθ(٠ < r < ١) می�دهیم قرار ∫برهان. ٢π

٠
|f(z)|µdθ = rµ

∫ ٢π

٠

∣∣١+
∞∑

k=n+١
akz

k−١∣∣µdθ.
∫و ٢π

٠
|P (z)|µdθ = rµ

∫ ٢π

٠

∣∣١+
m∑
s=١

bsj−s+١z
sj−s
∣∣µdθ.

دهیم نشان است ٢٠.۵.١،کافی قضیه�ی از استفاده با

١+
∞∑

k=n+١
akz

k−١ ≺ ١+
m∑
s=١

bsj−s+١z
sj−s.

باشد شده تعریف زیر به�صورت ω(z) تابع کنید فرض

١+
m∑
s=١

bsj−s+١ {ω(z)}s(j−١)

= bmj−m+١ω(z)
m(j−١) + b(m−١)j−m+٢ω(z)

(m−١)(j−١)

+ b(m−٢)j−m+٣ω(z)
(m−٢)(j−١) + · · ·+ b٢j−١ω(z)

٢(j−١)

bjω(z)٠j−١ = ١+
∞∑

k=n+١
akz

k−١.

یا
m∑
s=١

bsj−s+١ {ω(z)}s(j−١)

= bmj−m+١ω(z)
m(j−١) + b(m−١)j−m+٢ω(z)

(m−١)(j−١)

+ b(m−٢)j−m+٣ω(z)
(m−٢)(j−١) + · · ·+ b٢j−١ω(z)

٢(j−١)

+ bjω(z)
j−١ =

∞∑
k=n+١

akz
k−١.

بنابراین
ω(٠)j−١

{
bmj−m+١ω(٠)(m−١)(j−١) + b(m−١)−m+٢ω(٠)(m−٢)(j−١) + · · ·+ b٢j−١ω(٠)j−١ + bj

}
= ٠.



٢٩ BT (Φ,Ψ;α, β)کلاس برای میانگین انتگرال .٢.٢

|ω(z)| < ١(z ∈ U)می�کنیم ثابت حال .ω(٠) = طوری�که٠ به دارد وجود U در ω(z)تابع
∞∑

k=n+١
|ak| ≤ |bmj−m+١| −

m∑
s=١

|bsj−s+١|

(
m∑
s=١

|bsj−s+١| < |bmj−m+١|

)
.

داریم (١١.٢) رابطه�ی از
|bmj−m+١ω(z)

mj−m + b(m−١)j−m+٢ω(z)
(m−١)j−(m−١) + · · ·+ b٢j−١ω(z)

٢j−٢ + bjω(z)
j−١|

≤
∞∑

k=n+١
|akzk−١| <

∞∑
k=n+١

|ak|.

z ∈ U برای بنابراین
|bmj−m+١||ω(z)mj−m| − |b(m−١)j−m+٢||ω(z)|(m−١)j−(m−١)

− |b(m−٢)j−m+٣||ω(z)(m−٢)j−(m−٢)|+ · · · − |b٢j−١||ω(z)٢j−٢|

− |bj||ω(z)j−١| −
∞∑

k=n+١
|ak| < ٠.

به�صورت را m درجه�ی از P (t) جمله�ای چند می�دهیم، قرار بالا نامساوی در را t = |ω(z)|j−١(t ≥ ٠)
می�کنیم تعریف زیر

P (t) = |bmj−m+١|tm − |b(m−١)j−m+٢|tm−١ − |b(m−٢)j−m+٣|tm−٢

− · · · − |b٢j−١|t٢ − |bj|t−
∞∑

k=n+١
|ak|.

،|ω(z)| < برای١ بنابراین .t < ١ باید ،P (t) < برای٠ ،P (١) ≥ اگر٠ ،١.١.٢ لم از استفاده با
داریم نیاز زیر نامساوی z)به ∈ U)

P (١) = |bmj−m+١| − |b(m−١)j−m+٢| − |b(m−٢)j−m+٣|

− · · · − |b٢j−١| − |bj| −
∞∑

k=n+١
|ak| ≥ ٠.

BT (Φ,Ψ;α, β)کلاس برای میانگین انتگرال ٢.٢

BT (Φ,Ψ;α, β)کلاس روی بر را میانگین انتگرال ،BT (Φ,Ψ, α, β)کلاس معرفی با بخش این در
می�کنیم. بررسی

باشد زیر فرم به توابع دهنده�ی نشان T کنید فرض .١.٢.٢ تعریف

f(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n (an ⩾ ٠, z ∈ U).

می�دهیم قرار
T ∗(α) = T ∩ S∗

α, C(α) = Kα ∩ T , P(α) = Pα ∩ T , R(α) = Rα ∩ T .



٣٠ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

شده داده زیر به�صورت Ψ و Φ تابع دو و (٠ ⩽ β < ١) β ، (٠ ⩽ α < ١) α فرض .٢.٢.٢ تعریف
باشد

Φ(z) = z +
∞∑
n=٢

λnz
n Ψ(z) = z +

∞∑
n=٢

µnz
n. (١٢.٢)

کلاس به متعلق f ∈ A گوییم λn ⩾ µn و µn ⩾ ٠، λn ⩾ که٠ قسمی به باشند، تحلیلی u در که
اگر است، B(Φ,Ψ, α, β)

Re

(
f(z) ∗ Φ(z)
f(z) ∗ ψ(z)

)
>

١+ β − ٢α
١)٢− α)

.

و
f(z) ∗ ϕ(z) ̸= ٠.

کنید فرض به�علاوه
BT (Φ,Ψ, α, β) = B(Φ,Ψ, α, β) ∩ T .

BT (Φ,Ψ, α, β) به�عنوان را T از مختلف زیرکلاس�های می�توان α و Φ ، Ψ مناسب انتخاب با
مثال برای داد. نمایش

BT (
z

(١− z)٢
,

z

١− z
,
١
٢ , β) = S∗

T (β) آ)

BT (
z + z٢

(١− z)٣
,

z

(١− z)٢
,
١
٢ , β) = KT (β) ب)

[٩] BT (
z

(١− z)٢
, z,

١
٢ , β) = PT (β) پ)

[١۴] BT (
z + (١− ٢β)z٢
(١− z)٢−٣β

,
z

(١− z)٢−٢β
,
١
٢ , β) = RT (β) د)

[۴] BT (Φ,Ψ,
١
٢ , β) = εT (Φ,Ψ, β) ر)

اصلی نتایج ١.٢.٢

داریم نیاز زیر لم�های به اصلی نتایج آوردن به�دست برای

اگر�وتنها�اگر f(z) ∈ BT (Φ,Ψ, α, β) تابع .٣.٢.٢ لم
∞∑
n=٢

σ(α, β, n)

١− β
an ⩽ ١. (١٣.٢)

تابع و n ⩾ و٢ ٠ ⩽ β < و١ ٠ ⩽ α < ١ ،σ(α, β, n) = ١)٢ − α)λn − (١ + β − ٢α)µn که
می�باشد زیر صورت به اکسترمال

fn(z) = z − ١− β

σ(α, β, n)
zn.

آن�گاه g ≺ f و باشد تحلیلی U در f, g اگر .۴.٢.٢ ∫لم ٢π

٠
|g(reiθ)|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|δdθ.



٣١ BT (Φ,Ψ;α, β)کلاس برای میانگین انتگرال .٢.٢

٠ < r < ١ و z = reiθ ، δ > ٠ که

می�کنیم. اثبات را زیر قضیه ۴.٢.٢ لم و لم٣.٢.٢ از استفاده با

نزولی غیر دنباله {σ(α, β, n)}∞n=٢ و f(z) ∈ BT (Φ,Ψ;α, β) اگر ،δ > ٠ فرض .۵.٢.٢ قضیه
داریم ٠ < r < ١ ،z = reiθ برای آن�گاه ∫باشد ٢π

٠
|f(reiθ)|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|f٢(reiθ)|δdθ.

که
f٢(z) = z − (١− β)

σ(α, β,٢)z
٢.

آن�گاه f٢(z) = z − ١− β

σ(α, β,٢)z
٢ an)و ⩾ ٠, z ∈ U) ،f(z) = z −

∑∞
n=٢ anz

n فرض برهان.
دهیم نشان ∫باید ∞

٠
|١−

∞∑
n=٢

anz
n−١|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|١− ١− β

σ(α, β,٢)z|
δdθ.

دهیم نشان است کافی ۴.٢.٢ لم طبق

١−
٢π∑
n=٢

anz
n−١ ≺ ١− ١− β

σ(α, β,٢)z.

جایگذاری با

١−
∞∑
n=٢

anz
n−١ = ١− ١− β

σ(α, β,٢)ω(z). (١۴.٢)

داریم (٣.٢.٢) و (١۴.٢) از

|ω(z)| = |
∞∑
n=٢

σ(α, β,٢)
١− β

anz
n−١|

⩽ |z|
∞∑
n=٢

σ(α, β, n)

١− β
an ⩽ |z|.

شد. کامل اثبات

می�آوریم به�دست را زیر نتایج بالا قضیه در α و Ψ(z) و Φ(z) مختلف انتخاب با

برای آن�گاه ، f(z) ∈ BT (
z

(١− z)٢
,

z

١− z
,
١
٢ , β) = S∗

T اگر ،β > ٠ فرض .۶.٢.٢ نتیجه
داریم ٠ < r < ١، z = reiθ∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|h٢(reiθ)|δdθ.

h٢(z) = z − (١− β)

(٢− β)
z٢. که



٣٢ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

آن�گاه ،f(z) ∈ BT (
z+z٢

(١−z)٣ ,
z

(١− z)٢
,
١
٢ , β) = KT (β) اگر ،β > ٠ فرض .٧.٢.٢ نتیجه

داریم z = reiθ ،٠ ≤ r < ∫برای١ ٢π

٠
|f(reiθ)|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|q٢(reiθ)|δdθ.

K٢(z) = z − (١− β)

٢)٢− β)
z٢. که

z = reiθ برای آن�گاه ،f(z) ∈ BT (
z

(١− z)٢
, z,

١
٢ , β) = PT (β) اگر ،β > فرض٠ .٨.٢.٢ نتیجه

داریم ٠ < r < ١،∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|δdδ ⩽

∫ ٢π

٠
|q٢(reiθ)|δ.

q٢(z) = z − ١
١)٢− β)z٢. که

برای آن�گاه f(z) ∈ BT (
z + (١− ٢β)z٢
(١− z)٢−٣β

,
z

(١− z)٢−٢β
,
١
٢ , β) = RT (β) اگر .٩.٢.٢ نتیجه

داریم ٠ < r < ١، z = reiθ∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|L٢(re

iθ)|δdδ.

L٢(z) = z − ١
٢)٢− β)

z٢ که

{σ(١٢ , β, n)}
∞
n=٢ و f(z) ∈ BT (Φ,Ψ,

١
٢ , β) = εT (Φ,Ψ, β) اگر ،β > ٠ فرض .١٠.٢.٢ نتیجه

داریم ٠ < r < ١، z = reiθ برای نزولی غیر ی ∫دنباله ٢π

٠
|f(reiθ)|δdθ ⩽

∫ ٢π

٠
|ν٢(reiθ)|δdθ.

ν٢(z) = z − (١− β)

(λ٢ − βµ٢
z٢ که

Ms
r [a

′
i, aj, b

′
i,Φ,Ψ, α]کلاس برای میانگین انتگرال ٣.٢

می�کنیم. بررسی آن روی بر را میانگین انتگرال ،Mδ
τ [a

′
i, aj, b

′
i,Φ,Ψ, α] کلاس معرفی با

بگیرید نظر در را زیر سری باشند، نامنفی صحیح sاعداد کنیدrو فرض .١.٣.٢ تعریف

ϕr
s

 {a′١, b′١} , · · · , {a′r, b′r}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣∣z
 =

∞∑
n=٠

∏r
i=١ Γ(a

′
i + b′jn)z

n∏s
j=١ Γ(aj + bjn)n!

(z ∈ C).



٣٣ MS
R [A′

I , AJ , B
′
I ,Φ,Ψ, α]کلاس برای میانگین انتگرال .٣.٢

را زیر رابطه�ی و مثبت، اعداد b′١, · · · , b′r, b١, · · · , bs و مختلط اعداد a′١, · · · , a′r, a١, · · · , as که
دارند

b′١ + · · ·+ b′r = b١ + · · ·+ bs + ١.

می�باشد زیر به�صورت c که همگراست |z| < c برای بالا سری دیگر طرف از
c = b

١−b′١
١ · · · b١−b′r

r b
−b١
١ · · · b−bs

s .

می�باشد زیر صورت به ϕr
sتابع دیفرانسیل معادله

d

dz
ϕ =

s∏
j=١

Pbj(aj, bj)
r∏

i=١
Pb′i

(a′i + b′i,−b′i)ϕ,

می�شود تعریف زیر به�صورت b،که مرتبه از کسری مشتق عملگر P

Pσ(a, b)f(z) =
١

Γ(b)

∫ ١

٠
ta−١)١− t)b−١f(tσz)dt, σ > ٠.

می�باشد زیر بالاتر مرتبه از هندسی فوق تابع یافته�ی کاهش ϕr
s r،تابع = s+ ١ و b′i = bjبرای

ϕs+١
s

 a′١, · · · , a′s+١
a١, · · · , as

∣∣∣∣∣z


می�باشد زیر معمولی دیفرانسیل معادله یافته�ی کاهش بالا دیفرانسیل معادله و
s∏

j=١

(
aj + z

d

dz

)
z

dz
ϕ =

s+١∏
i=١

(
a′i + z

d

dz

)
ϕ

کنید فرض ،r ≤ s+ ١ و z ∈ Uبرای حالا

ψ

 {a′١, b′١} , · · · , {a′r, b′r}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣∣z
 = zϕr

s

 {a′١, b′١} , · · · , {a′r, b′١}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣∣z


می�باشد زیر فرم به ψ و

ψ(z) = z +
∞∑
n=٢

∏r
i=١ Γ(a

′
i + b′j(n− ١))zn∏s

j=١ Γ(aj + bj(n− ١))(n− ١)! . (١۵.٢)

هادامارد ضرب �وسیله�ی به Mr
s [a

′
i; aj; b

′
i; bj] (i = ١, · · · , r, j = ١, · · · , s) عملگر ،f ∈ A برای

می�شود تعریف زیر به�صورت

M r
s

 {a′١, b′١} , · · · , {a′r, b′r}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣z
 f(z) = ψ

 {a′١, b′١} , · · · , {a′r, b′r}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣∣z
 ∗ f(z)

داریم از(٢.١۵)، ψ تابع و f(z) ∈ Aبرای

M r
s

 {a′١, b′١} , · · · , {a′r, b′r}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣∣z
 f(z) = z +

∞∑
n=٢

γnanz
n. (١۶.٢)

که
γn =

∏r
i=١ Γ(a

′
i + b′i(n− ١))∏s

j=١ Γ(aj + bj(n− ١))(n− ١)! .



٣۴ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

می�نویسیم سادگی برای

Mr
s

 {a′١, b′١} , · · · , {as, bs}

{a١, b١} , · · · , {as, bs}

∣∣∣∣∣z
 f(z) =M r

s [a
′
i; aj; b

′
i; bj]f(z).

f،داریم ∈ A برای .٢.٣.٢ لم
M١

[−;١;−;٠]٠f(z) = f(z) آ)
M١

[−;١;−;٢]٠f(z) = zf ′(z) ب)

می�کنیم. تعریف را تحلیلی توابع از زیرکلاسی ،Mr
s [a

′
i; aj; b

′
i; bj]از استفاده با حال

توابع و α ∈ کنید[٠,١) فرض .٣.٣.٢ تعریف

Φ(z) = z +
∞∑
n=٢

λnz
n, Ψ(z) = z +

∞∑
n=٢

µnz
n.

. n ≥ و٢ µn ≥ ٠, λn ≥ µn و λn ≥ ٠ به�طوری�که هستند تحلیلی U در
و f(z) ∗Ψ(z) ̸= ٠ اگر است Mr

s [a
′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] در f ∈ A Mr∣∣∣∣گوییم

s[a
′
i; aj; b

′
i; bj](f ∗ Φ)(z)

Mr
s[a

′
i; aj; b

′
i; bj](f ∗Ψ)(z)

− ١
∣∣∣∣ < α.

کنید فرض به�علاوه است، شده (١۶.٢)داده در Mr
s [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α]که

Mr
τs

[
a′i; aj; b

′
j; bj; Φ,Ψ, α

]
= Mr

s[a
′
i; aj; b

′
i; bj,Φ,Ψ, α] ∩ τ.

که

τ =

{
f ∈ Af(z) = z −

∞∑
n=٢

|an|zn, z ∈ U

}
. (١٧.٢)

می�آید. به�دست مختلف زیرکلاس�های α و r, s, a′i, aj, b′i, bj,Φ,Ψ, از مناسب انتخاب با

داریم s = ٠ و r = ١ برای .۴.٣.٢ مثال
M١

τ٠ (١,−,٠,−,Φ,Ψ, α) = Dτ (Φ,Ψ, α)

=

{
f ∈ τ

∣∣∣ (f ∗ Φ)(z)
(f ∗Ψ)(z)

− ١
∣∣∣ < α

}
.

داریم را زیر کلاس باشد،آن�گاه α =
١− δ

١)٢− ν)
اگر

M١
τ٠

(
١;−;٠,−,Φ,Ψ, ١− δ

١)٢− ν)

)
=

{
f ∈ τ

∣∣∣ (f ∗ Φ)(z)
(f ∗Ψ)(z)

− ١
∣∣∣ < ١− δ

١)٢− ν)

}
.

می�آوریم به�دست α = ١− δ و r = ١, s = ٠ برای .۵.٣.٢ مثال

M١
τ٠ (١,−,٠,−,Φ,Ψ,١− δ) = Mτ (Φ,Ψ, δ) = | (f ∗ Φ)(z)

(f ∗Ψ)(z)
− ١| < ١− δ.

است. شده مطالعه جانیجا توسط Dτ (Φ,Ψ, δ)که
Ψ(z) =

z

١− z
α = ١− δ و Φ(z) = z

(١− z)٢
و r = ١, s = ٠ برای خاص، حالت در

M١
τ٠

(
١,−,٠,−, z

(١− z)٢
,

z

١− z
, α = ١− δ

)
= S∗

τ (δ) =

{
f ∈ τ

∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣١− δ

}
.



٣۵ MS
R [A′

I , AJ , B
′
I ,Φ,Ψ, α]کلاس برای میانگین انتگرال .٣.٢

داریم α = ١− δ و Ψ(z) =
z

(١− z)٢
و Φ(z) = z + z٢

(١− z)٣
و r = ١, s = ٠ برای

M١
τ٠

(
١,−,٠,−, z + z٢

(١− z)٣
,

z

(١− z)٢
α = ١− δ

)
= Cτ (δ) =

{
f ∈ τ

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ < ١− δ

}
می�باشند، δ مرتبه از محدب و δ مرتبه از ستاره�گون به�ترتیب τ،که از زیرکلاس�هایی Cτ (δ) و S∗

τ (δ) که
است. شده مطالعه سیلورمن توسط که

می�دهیم قرار r = ١, s = ٠ برای .۶.٣.٢ مثال

M١
τ٠ (١,−,٢,−,Φ,Ψ, α) =

∣∣∣ (f ∗ Φ)′(z)
(f ∗Ψ)′(z)

− ١
∣∣∣ < α.

می�آوریم به�دست Ψ(z) =
z

١− z
و Φ(z) = z

(١− z)٢
و s = ٠ ، r = ١ برای .٧.٣.٢ مثال

M١
τ٠

(
١,−,٢,−, z

(١− z)٢
,

z

١− z
, α

)
=

{
f ∈ τ

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣ < α

}
.

داریم Ψ(z) =
z

(١− z)٢
و Φ(z) = z + z٢

(١− z)٣
،r = ١, s = ٠ برای .٨.٣.٢ مثال

M١
τ٠

(
١,−,٢,−, z + z٢

(١− z)٣
,

z

(١− z)٢
, α

)
=

{
f ∈ τ

∣∣∣z(zf ′′′(z) + ٢f ′′(z))

zf ′′(z) + f ′(z)
− ١
∣∣∣ < α

}
.

f ∈ Mr
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] باشد. تعریفشده رابطه١٧.٢ طبق f تابع فرضکنید .٩.٣.٢ قضیه

اگروفقط�اگر
∞∑
n=٢

[λn − (١− α)µn]

α
|γn||an| ≤ ١, α ∈ (٠,١].

اکسترمال تابع با
fn(z) = z − α

σ(α, n)
zn, n ≥ ٢.

σ(α, n) = [λn − (١− α)µn] |γn|, α ∈ که[٠,١)

.f ∈ Mr
τs [a

′
i, aj, b

′
i,Φ,Ψ, α] این�که برای است، کافی و لازم بالا شرایط

میانگین انتگرال نامساوی

f٢(z) و نزولی غیر دنباله σ(α, n) و f ∈ M r
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] کنید فرض .١٠.٣.٢ قضیه

باشد زیر به�صورت
f٢(z) = z − α

σ(α,٢)z
٢.

که
σ(α,٢) = [λ٢ − (١− α)µ٢]|γ٢|.

باشد زیر به�صورت γ٢ و

γ٢ =

∏r
i=١ Γ(a

′
i + b′i)∏s

j=١ Γ(aj + bj)
.



٣۶ تحلیلی توابع برای میانگین انتگرال .٢

می�آوریم به�دست z = reiθ,٠ < r < ١ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|f(reiθ)|ηdθ ≤

∫ ٢π

٠
|f٢(reiθ)|ηdθ.

∫برهان. ٢π

٠
|١−

∞∑
n=٢

|an|zn−١|ηdθ ≤
∫ ٢π

٠
|١− α

σ(α,٢)z|
ηdθ.

دهیم نشان است لم٢٠.۵.١،کافی طبق
∞∑
n=٢

|an|zn−١ ≺
α

σ(α,٢)z.

داریم (٩.٣.٢) از و بالا رابطه�ی در ω(z) جایگذاری با

|ω(z)| =
∣∣∣ ∞∑
n=٢

σ(α,٢)
α

|an|zn−١
∣∣∣ ≤ ∞∑

n=٢

σ(α,٢)
α

|an| ≤ |z| < ١.

می�شود. کامل اثبات ترتیب زیر تعریف طبق نتیجه در

و f ∈ M١
τ٠ [١,−,٠,−,Φ,Ψ, α] = Dτ (Φ,Ψ, α) , α ∈ (٠,١] کنید فرض .١١.٣.٢ نتیجه

باشد شده تعریف زیر به�صورت f٢(z)
f٢(z) = z − α

λ٢ − (١− α)µ٢
z٢.

می�آوریم به�دست z = reiθ,٠ < r < ١ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|f(z)|ηdθ ≤

∫ ٢π

٠
|f٢(z)|ηdθ. (١٨.٢)

f٢(z) و f ∈ M١
τ٠

[
١,−,٢,−, z

(١− z)٢
,

z

١− z
, α

]
= S∗

τ (α)کنید فرض .١٢.٣.٢ نتیجه
باشد شده تعریف زیر به�صورت

f٢(z) = z − α

٢(α + ١)z
٢.

است. برقرار (١٨.٢) ٠ < r < ١ z = reiθ برای آن�گاه

f٢(z)و f ∈ M١
τ٠

[
١,−,٢,−, z + z٢

(١− z)٣
,

z

(١− z)٢
, α

]
= Cτ (α) کنید فرض .١٣.٣.٢ نتیجه

باشد شده تعریف زیر به�صورت
f٢(z) = z − α

۴(α + ١)z
٢.

می�باشد. (١٨.٢)برقرار رابطه�ی ،z = reiθ,٠ < r < ١ برای آن�گاه



٣ فصل

مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال
کسری

شده�اند. گرفته [؟] [١۵]و مرجع از که می�پردازیم. کسری انتگرال و کسری مشتق معرفی به بخش این در

شود می تعریف زیر به�صورت f(z) هر برای λ مرتبه از کسری انتگرال .١۴.٠.٣ تعریف

D−λ
z f(z) =

١
Γ(λ)

∫ z

٠

f(ζ)

(z − ζ)١−λ
dζ(λ > ٠).

داشتن صورت در و باشد می تحلیلی مبدا شامل ،z مختلط صفحه از بسته ساده ناحیه در f(z) تابع که
کرد. حذف توان می را (z − ζ)λ−١ ، z − ζ > ٠ وقتی log(z − ζ)

شود می تعریف زیر صورت به f(z) هر مرتبهλ،برای از کسری مشتق .١۵.٠.٣ تعریف

Dλ
z f(z) =

١
Γ(١− λ)

d

dz

∫ z

٠

f(ζ)

(z − ζ)λ
dζ(٠ ≤ λ < ١).

کرد. حذف توان می بالا تعریف همانند (z − ζ)−λ و است، محدود f(z) تابع که

به�صورت f(z) هر برای n + λ مرتبه از کسری مشتق تعریف٠.٣.١۵، فرضیات با .١۶.٠.٣ تعریف
شود می تعریف زیر

Dn+λ
z f(z) =

dn

dzn
Dλ

z f(z) (٠ ≤ λ < ١;n ∈ N٠ = N ∪ {٠}).

داریم ١۶.٠.٣ ١۵.٠.٣و ، ١۴.٠.٣ تعاریف خاصیت از

D−λ
z zk =

Γ(k + ١)
Γ(k + λ+ ١)z

k+λ (k ∈ N, λ > ٠). (١.٣)

Dλ
z z

k =
Γ(k + ١)

Γ(k − λ+ ١)z
k−λ (k ∈ N,٠ ≤ λ < ١). (٢.٣)

و
Dq+λ

z zk =
dq

dzq
Dλ

z z
k =

Γ(k + ١)
Γ(k − q − λ+ ١)z

k−(q+λ) (q ∈ N٠, k ∈ N,٠ ≤ λ < ١; q ≤ kوλ = ٠) .
(٣.٣)



٣٨ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

که کنید فرض باشد، شده (١٠.٢)داده در p(z)(m ≥ ٢) و f(z) ∈ An فرض .١٧.٠.٣ قضیه
∞∑

k=n+١

Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak|

≤ |Γ(٢− q − ν)|
|Γ(٢− q − λ)|

{
Γ(m(j − ١) + ٢)

|Γ(m(j − ١) + ٢− q − ν)|
|bm(j−١)+١|

}
−

m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bs(j−١)+١|.

با
m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bs(j−١)+١| <
Γ(m(j − ١) + ٢)

|Γ(m(j − ١) + ٢− q − ν)|
|bm(j−١)+١|.

(q ∈ N٠,٠ ≤ λ, ν < ١; q ≤ ١, برای λν = ٠, j ≥ n+ ١;n ∈ N) .

باشد شده تعریف زیر به�صورت و موجود، U در ω(z) تحلیلی تابع اگر
m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١ {ω(z)}s(j−١)

−
∞∑

k=n+١

Γ(٢− q − λ)Γ(k + ١)
Γ(k + ١− q − λ)

akz
k−١ = ٠.

(۴.٣)

µ > ٠ و z = reiθ(٠ < r < ١) برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|Dq+λ

z f(z)|µdθ ≤
∣∣∣Γ(٢− q − ν)

Γ(٢− q − λ)

∣∣∣ ∫ ٢π

٠
|zν−λDq+ν

z p(z)|µdθ.

f(z)داریم ∈ A برای (٣.٣) کسری مشتق فرمول از استفاده با برهان.

Dq+λ
z f(z) =

z١−q−λ

Γ(٢− q − λ)

(
١+

∞∑
k=n+١

Γ(٢− q − λ)Γ(k + ١)
Γ(k + ١− q − λ)

akz
k−١

)
.

آوریم می (١٠.٢)به�دست برای کسری(٣.٣) مشتق فرمول از استفاده با همچنین

Dq+ν
z p(z) =

z١−q−ν

Γ(٢− q − ν)

(
١+

m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١z
s(j−١)

)
.

داریم بنابراین
Γ(٢− q − ν)

Γ(٢− q − λ)
zν−λDq+ν

z p(z)

=
z١−q−λ

Γ(٢− q − λ)

(
١+

m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ١)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١z
s(j−١)

)
.

که دهیم نشان باید ،٠ < r < ١ و z = reiθ ∫برای ٢π

٠

∣∣∣١+
∞∑

k=n+١

Γ(٢− q − λ)Γ(k + ١)
Γ(k + ١− q − λ)

akz
k−١
∣∣∣µdθ

≤
∫ ٢π

٠

∣∣∣١+
m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١z
s(j−١)

∣∣∣µdθ(µ > ٠).



٣٩

دهیم نشان است کافی ٢٠.۵.١ قضیه کاربردن به با

١+
∞∑

k=n+١

Γ(٢− q − λ)Γ(k + ١)
Γ(k + ١− q − λ)

akz
k−١

≺ ١+
m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١) + ١zs(j−١).

باشد شده تعریف زیر به�صورت ω(z) تابع کنید فرض

١+
∞∑

k=n+١

Γ(٢− q − λ)Γ(k + ١)
Γ(k + ١− q − λ)

akz
k−١

= ١+
m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١{ω(z)}s(j−١).

داریم نتیجه در

{ω(٠)}j−١
m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١{ω(٠)}(s−١)(j−١) = ٠.

U در ω(z) تحلیلی تابع کند، صدق (۴.٣) مساوی در که باشد موجود ω(z) تحلیلی تابع اگر بنابراین،
.ω(٠) = ٠ به�طوری�که است موجود

داریم (۴.٣) مساوی از می�کند، صدق |ω(z)| < ١ در ω(z) تابع کنیم می ثابت ∣∣∣به�علاوه m∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١{ω(z)}s(j−١)
∣∣∣

≤
∞∑

k=n+١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|akzk−١|

<

∞∑
k=n+١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak|.

بنابراین ، z ∈ Uبرای
|Γ(٢− q − ν)|Γ(m(j − ١) + ٢)
|Γ(m(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bm(j−١)+١||{ω(z)}m(j−١)|

− |
m−١∑
s=١

Γ(٢− q − ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)

bs(j−١)+١{ω(z)}s(j−١)|

−
∞∑

k=n+١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak| < ٠.

z ∈ Uبرای
تعریف زیر به�صورت را (m ≧ ٢)m درجه از Q(t) چندجمله�ای ،t = |ω(z)|j−١(t ≧ می�دهیم(٠ قرار



۴٠ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

می�کنیم

Q(t) =
|Γ(٢− q − ν)|Γ(m(j − ١) + ٢)
|Γ(m(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bm(j−١)+١|tm

−
m−١∑
s=١

|Γ(٢− q − ν)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bs(j−١)+١|ts

−
∞∑

k=n+١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak|.

به ،|ω(z)| < ١(z ∈ U)برای بنابراین .t < ١ باید Q(t) < ٠ برای ،Q(١) ≧ ٠ اگر لم١.١.٢، طبق
داریم نیاز زیر نامساوی

Q(١) = |Γ(٢− q − ν)|Γ(m(j − ١) + ٢)
|Γ(m(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bm(j−١)+١|

−
m−١∑
s=١

|Γ(٢− q − ν)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bs(j−١)+١|

−
∞∑

k=n+١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak| ≥ ٠.

∞∑
k=n+١

Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak|

≤ |Γ(٢− q − ν)|
|Γ(٢− q − λ)|

{ Γ(m(j − ١) + ٢)
|Γ(m(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bm(j−١)+١|

−
m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − ν)|

|bs(j−١)+١|
}
.

شده [۶]بررسی اسکین و اوا توسط m = ٢,٣ حالت�های و ،[٧] اسکین توسط m = ١ حالت
می�شود. کامل قضیه اثبات و است برقرار ترتیب زیر رابطه�ی بنابراین است.

کنید فرض باشد. شده (١٠.٢)داده در p(z)(m ≧ ٢) و f(z) ∈ An فرض .١٨.٠.٣ نتیجه
∞∑

k=n+١

Γ(k + ١)
|Γ(k + ١− q − λ)|

|ak| ≤
Γ(m(j − ١) + ٢)

|Γ(m(j − ١) + ٢− q − λ)|
|bm(j−١)+١|

−
m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)

|bs(j−١)+١|.

با
m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)|

|bs(j−١)+١|

<
Γ(m(j − ١) + ٢)

|Γ(m(j − ١) + ٢− q − λ)|
|bm(j−١)+١|

(q ∈ N٠,٠ ≤ λ < ١; q ≤ n+ λبرای١ = ٠, j ≥ n+ ١;n ∈ N) .



۴١

باشد شده تعریف زیر به�صورت و موجود U در ω(z) تحلیلی تابع اگر

m∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)

bs(j−١)+١{ω(z)}s(j−١)−
∞∑

k=n+١

Γ(k + ١)
Γ(k + ١− q − λ)

akz
k−١ = ٠.

µ > ٠ و z = reiθ(٠ < r < ١) برای آن�گاه

∫ ٢π

٠
|Dq+λ

z f(z)|µdθ ≤
∫ ٢π

٠
|Dq+λ

z p(z)|µdθ.

کنند، ١٧.٠.٣صدق قضیه شرایط در p(z)(m ≧ ٢) و f(z) ∈ An تابع کنید فرض .١٩.٠.٣ نتیجه
z = reiθ(٠ < r < ١) و ٠ < µ ≦ ٢ برای آن�گاه

∫ ٢π

٠
|Dq+λ

z f(z)|µdθ

≤ ٢πr(١−q−λ)µ

|Γ(٢− q − λ)|µ

(
١+

m∑
s=١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)|

|bsj−s+٢|١r٢s(j−١)
)µ

٢

<
٢π

|Γ(٢− q − λ)|µ

(
١+

m∑
s=١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)|

|bsj−s+٢|١
)µ

٢
.

(q ∈ N٠,٠ ≤ λ < ١; q ≤ λبرای١ = ٠; j ≥ n+ ١, n ∈ N) .

که آن�جایی از برهان.

∫ ٢π

٠
|Dq+λ

z p(z)|µdθ =
∫ ٢π

٠

∣∣∣ z١−q−λ

Γ(٢− q − λ)

∣∣∣µ∣∣∣١
+

m∑
s=١

Γ(٢− q − λ)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)

bs(j−١)+١z
s(j−١)

∣∣∣µdθ.



۴٢ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

می�آوریم به�دست ،٠ < µ < ٢ برای هولدر نامساوی بردن به�کار ∫با ٢π

٠
|Dq+λ

z p(z)|µdθ

≤

∫ ٢π

٠

(∣∣∣ z١−q−λ

Γ(٢− q − λ)

∣∣∣µ) ٢
٢−µ

dθ


٢−µ
٢


∫ ٢π

٠

(∣∣∣١+
m∑
s=١

Γ(٢− q − λ)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)

bs(j−١)+١z
s(j−١)

∣∣∣µ)
٢
µ

dθ


µ
٢

=

 r
(١−q−λ)٢µ

٢−µ

|Γ(٢− q − λ)|

٢µ
٢−µ ∫ ٢π

٠
dθ


٢−µ
٢

(∫ ٢π

٠

∣∣∣١+
m∑
s=١

Γ(٢− q − λ)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)

bs(j−١)+١z
s(j−١)

∣∣∣٢dθ)
µ
٢

=

 ٢πr
(١−q−λ)٢µ

٢−µ

|(Γ(٢− q − λ)|
٢µ
٢−µ


٢−µ
٢

{
٢π
(
١+

m∑
s=١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)|

|bs(j−١)+٢|١r٢s(j−١)

)}µ
٢

=
٢πr(١−q−λ)µ

|Γ(٢− q − λ)|µ

(
١+

m∑
s=١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)|

|bs(j−١)+٢|١r٢s(j−١)
)µ

٢

<
٢π

|Γ(٢− q − λ)|µ

(
١+

m∑
s=١

|Γ(٢− q − λ)|Γ(s(j − ١) + ٢)
|Γ(s(j − ١) + ٢− q − λ)|

|bs(j−١)+٢|١
)µ

٢
.

شد. کامل اثبات می�شود. داده نشان به�راحتی µ = ٢ برای

کنید فرض باشد. شده (١٠.٢)داده در p(z)(m ≧ ٢) و f(z) ∈ An فرض .٢٠.٠.٣ قضیه
∞∑

k=n+١

Γ(k + ١)
Γ(k + ١+ q + λ)

|ak|

≤ Γ(٢+ q + ν)

Γ(٢+ q + λ)

{
Γ(m(j − ١) + ٢)

Γ(m(j − ١) + ٢+ q + ν)
|bm(j−١)+١|

}
−

m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢+ q + ν)

|bs(j−١)+١|.



۴٣ A(N, {BK} , ϑ) کلاس برای کسری مشتق .١.٣

با
m−١∑
s=١

Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢+ q + ν

|bs(j−١)+١| <
Γ(m(j − ١) + ٢)

Γ(m(j − ١) + ٢+ q + ν)
|bm(j−١)+١|.

(q ∈ N٠,٠ < λ, ν < ١) .

باشد شده تعریف زیر به�صورت و موجود U در ω(z) تحلیلی تابع اگر
m∑
s=١

Γ(٢+ q + ν)Γ(s(j − ١) + ٢)
Γ(s(j − ١) + ٢+ q + ν)

bs(j−١)+١{ω(z)}s(j−١)

−
∞∑

k=n+١

Γ(٢+ q + λ)Γ(k + ١)
Γ(k + ١+ q + λ)

akz
k−١ = ٠.

µ > ٠ و z = reiθ(٠ < r < ١) برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|D−(q+λ)

z f(z)|µdθ ≤ |Γ(٢+ q + ν)

Γ(٢+ q + µ)
|
∫ ٢π

٠
|Z−ν+λD−(q+ν)f(z)

z |µdθ.

A(n, {Bk} , ϑ) کلاس برای کسری مشتق ١.٣

می�کنیم. بررسی بالاتر مرتبه مشتقات برای را میانگین انتگرال
U = {zz ∈ C |z| < دیسکواحد{١ در که باشد f(z)شده�ی نرمالیزه توابع از Aکلاسی فرضمی�کنیم
می�دهیم نشان A(n) با را باشد زیر فرم به f(z) توابع همه�ی شامل که A از زیرکلاسی است تحلیلی

f(z) = z −
∞∑

k=n+١
akz

k.

که A(n) توابع از زیرکلاسی (ak ≧ ٠; k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N = {١,٢,٣, · · · })
α(٠ ≦ مرتبه�ی از محدب و ستاره�گون که T از زیرکلاسی و می�دهیم نشان T (n)با را تک�ارزند U در

می�دهیم نشان Cα(n), Tα(n) با ترتیب به را هستند α < ١)
کلاس�ها از خاصی حالت n = ١ است. شده معرفی چترجا توسط Cα(n) و T (n), Tα(n) کلاس�های

می�باشد
T = T (١), T ∗(α) = Tα(١), C(α) = Cα(١).

می�دهیم. نشان A(n, ϑ) با را باشد زیر فرم به f(z) توابع همه�ی شامل که A از زیرکلاسی

f(z) = z −
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑakz

k. (۵.٣)

که است واضح بنابراین (ϑ ∈ R; ak ≧ ٠; k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N).
A(n,٠) = A(n) (n ∈ N).

زیرکلاس�های تعریف همانند A(n, ϑ) کلاس از T (n, ϑ), T ∗
α (n, ϑ), Cα(n, ϑ)کلاس�های تعریف پس،

می�باشد. A(n) کلاس از T (n), Tα(n), Cα(n)
می�شود مشاهده به�راحتی

A(n,٠) = T (n), T ∗
α (n,٠) = Tα(n), Cα(n,٠) = Cα(n) (n ∈ N).



۴۴ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

با

T = T Tو(٠)∗ (n) = T٠(n).

اگر تنها و اگر می�باشد، T ∗
α (n, ϑ) کلاس در فرم از f ∈ A(n, ϑ) تابع .١.١.٣ لم

∞∑
k=n+١

(k − α) ≦ ١− α (n ∈ N;٠ ≤ α < ١). (۶.٣)

اگر تنها و اگر می�باشد، Cα(n, ϑ) کلاس در f ∈ A(n, ϑ) تابع .٢.١.٣ لم
∞∑

k=n+١
k(k − α)ak ≦ ١− α (n ∈ N;٠ ≦ α < ١). (٧.٣)

در که می�کنیم معرفی را ۵.٣ فرم از f ∈ A(n, ϑ) توابع از A(n; {Bk} , ϑ) کلی خانواده�ی حال
می�کند صدق زیر نامساوی

∞∑
k=n+١

Bkak ≤ ١. (٨.٣)

(Bk > ٠; k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N)

می�شود معین زیر به�صورت A(n; {Bk}) کلاس اعدادحقیقی، از {Bk} مثبت دنباله تعدادی برای

A(n, {Bk}) = A(n; {Bk} ,٠).

می�دهیم نشان را A(n) از مختلفی کلاس�های حال

A (n; k, ϑ) = T ∗
٠ (n, ϑ) = T ∗(n, ϑ) = T (n, ϑ). (٩.٣)

A
(
n;

{
k − α

١− α

}
, ϑ

)
= T ∗

α (n, ϑ) (٠ ≤ α < ١). (١٠.٣)

A
(
n;

{
k(k − α)

١− α

}
, ϑ

)
= Cα(n, ϑ) (٠ ≤ α < ١). (١١.٣)

(٨.٣)داریم از همچنین

A (n; {Bk} , ϑ) ⊆ A (n; {Ck} , ϑ) (٠ < Ck ≦ Bk). (١٢.٣)

می�دهد نتیجه را زیر شمول رابطه�ی به�راحتی که

Cα(n, ϑ) ⊂ T ∗
α (n, ϑ) ⊆ T ∗(n, ϑ).

(٠ ≦ α < ١;ϑ ∈ Rn ∈ N)

A (n; {Bk} , ϑ)کلاس اصلی ویژگی ٢.٣

می�باشد. A(n, ϑ) کلاس از محدب زیرکلاسی A (n; {Bk} , ϑ) کلاس .١.٢.٣ قضیه



۴۵ بالاتر مرتبه مشتقات شامل میانگین انتگرال نامساوی .٣.٣

کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه

f١(z) = z fk(z)و = z − ei(k−١)ϑ

Bk

zk. (١٣.٣)

(k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N)

باشد زیر به�صورت f(z) اگروتنهااگر f ∈ A (n; {Bk} , ϑ) آن�گاه

f(z) = λ١f١(z) +
∞∑

k=n+١
λkfk(z). (١۴.٣)

که
λ١ +

∞∑
k=n+١

λk = ١. (١۵.٣)

(λ١ ≧ ٠;λk ≧ ٠; k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N ) .

(١٣.٣)هستند. رابطه�ی fk(z) و f١(z) توابع ،A (n; {Bk} , ϑ) کلاس اکسترمم نقاط .٣.٢.٣ نتیجه

می�باشد زیر فرم به fk(z) و f١(z) توابع T ∗
α (n, v) کلاس اکسترمم نقاط .۴.٢.٣ نتیجه

f١(z) = zوfk(z) = z −
(
١− α

k − α

)
ei(k−١)ϑzk (k ≧ n+ ١). (١۶.٣)

(k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N) .

می�باشد زیر فرم به fk(z)و f١(z) ،توابع Cα(n, ϑ) کلاس اکسترمم نقاط .۵.٢.٣ نتیجه

f١(z) = zوfk(z) = z −
(

١− α

k(k − α)

)
ei(k−١)ϑzk. (١٧.٣)

(k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N)

بالاتر مرتبه مشتقات شامل میانگین انتگرال نامساوی ٣.٣

می�شود تعریف زیر به�صورت مولد تابع توسط معمولا ، s(m, l)استرلینگ عدد
m∏
l=١

(z − l + ١) =
m∑
l=٠

s(m, l)zl (m ∈ N٠). (١٨.٣)

است واضح بنابراین،
s(m,٠) = δm,٠, s(m,١) = (−١)m+١(m− ١)!, s(m,m)و = ١. (١٩.٣)

می�دهد. نشان را کرونکر دلتای δm,n که
می�آوریم به�دست ،z = n+ ١ جایگذاری با

m∑
l=٠

s(m, l)(n+ ١)l =
m∏
l=١

(n− l + ٢) (m ∈ N٠;n ∈ N). (٢٠.٣)

می�کنیم اثبات را زیر قضیه�ی ((٢٠.٣)) و از((١٨.٣)) استفاده با



۴۶ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

که کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
f ∈ A (n; {kpBk} , ϑ) (Bk ≦ Bk+١; p = ٢,٣, · · · , n+ ١;n ∈ N). (٢١.٣)

آن�گاه باشد. شده تعریف Bk جای به kpBk جایگذاری با در(١٣.٣) fn+١(z) تابع کنید فرض هم�چنین
٠ < r < ١ و z = reiθ ∫برای ٢π

٠
|f (j)(z)|µdθ ≦

∫ ٢π

٠
|f (j)

n+١(z)|
µdθ. (٢٢.٣)

٢ ≦ j ≦ p ،p = ٢,٣, · · · , n+ ١ برای که قسمی به است صحیح عدد jو µ > که٠

داریم قضیه فرض با برهان.

(n+ ١)p−mBn+١

∞∑
k=n+١

kmak ≦
∞∑

k=n+١
kpBkak ≦ ١ (m = ١, · · · , p). (٢٣.٣)

بنابراین
∞∑

k=n+١
kmak ≦

١
(n+ ١)p−mBn+١

(m = ١, · · · , p). (٢۴.٣)

می�آوریم به�دست را زیر مشتق فرمول ،Bk جای به kpBk جایگذاری با و (١٣.٣) و از(٣.۵) هم�چنین

f j(z) = −
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑakz

k−j

j∏
l=١

(k − l + ١) (z ∈ U ;٢ ≦ j ≦ p). (٢۵.٣)

و

f
(j)
n+١(z) = −einv

(∏j
l=١(n− l + ٢)
(n+ ١)pBn+١

)
zn−j+١ (z ∈ U ;٢ ≦ j ≦ p). (٢۶.٣)

قضیه١.۵.٢٠ بردن به�کار با می�کنیم. جایگزین (٢٢.٣) نامساوی در (٢۶.٣)را و (٢۵.٣) رابطه�ی حال
دهیم نشان است کافی

∞∑
k=n+١

ei(k−١)ϑakz
k−j

j∏
l=١

(k − l + ١)

≺ einϑ

(∏j
l=١(n− l + ٢)
(n+ ١)pBn+١

)
zn−j+١ (٢ ≦ j ≦ p).

(٢٧.٣)

دهیم قرار اگر
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑakz

k−j

j∏
l=١

(k − l + ١)

= einϑ

(∏j
l=١(n− l + ٢)
(n+ ١)pBn+١

)
{ω(z)}n−j+١ .

(٢٨.٣)

داریم آن�گاه

{ω(z)}n−j+١ =

(
(n+ ١)pBn+١∏j
l=١(n− l + ٢)

)
∞∑

k=n+١
ei(k−n−١)ϑakz

k−j

j∏
l=١

(k − l + ١).
(٢٩.٣)



۴٧ کسری دیفرانسیل حساب عملگر شامل میانگین انتگرال نامساوی .۴.٣

داریم (٢٠.٣) و (١٨.٣) از بنابراین

|ω(z)|n−j+١ ≦
(

(n+ ١)pBn+١∏j
l=١(n− l + ٢)

)
∞∑

k=n+١
ak|z|k−j

j∏
l=١

(k − l + ١)

≦
(

(n+ ١)pBn+١∏j
l=١(n− l + ٢)

)
|z|

∞∑
k=n+١

ak

j∑
l=٠

s(j, l)kl

≦
(

(n+ ١)pBn+١∏j
l=١(n− l + ٢)

)
|z|

j∑
l=٠

s(j, l)
∞∑

k=n+١
klak

≦
(

(n+ ١)pBn+١∏j
l=١(n− l + ٢)

)
|z|

j∑
l=٠

s(j, l)
١

(n+ ١)p−١Bn+١

=

(
|z|∏j

l=١(n− l + ٢)

)
j∑

l=٠
s(j, l)(n+ ١)l

|z| < ١ (z ∈ U).

برقرار بودن ترتیب زیر شرایط و می�کند، صدق (٢٩.٣) رابطه�ی در که دارد وجود ω(z) تابع بنابراین
می�شود. کامل قضیه اثبات نتیجه در است

(١١.٣)داریم رابطه�ی از

Cα(n, ϑ) = A
(
n;

{
k(k − α)

١− α

}
, ϑ

)
= A

(
n;

{
k٢.

k − α

k(١− α)

}
, ϑ

)
.

(٣٠.٣)

نتیجه )در
Bk =

k − α

k(١− α)

)
(٣١.٣)

می�دهد. نتیجه را ١.٣.٣ قضیه�ی بنابراین است، نزولی غیر دنباله�ی {Bk}که

برای آن�گاه باشد. شده تعریف (١٧.٣) رابطه� در fn+١(z) و f ∈ Cα(n, v) کنید فرض .٢.٣.٣ نتیجه
٠ < r < ١ و z = reiθ∫ ٢π

٠
|f ′′(z)|µdθ ≦

∫ ٢π

٠
|f ′′

n+١(z)|µdθ (µ > ٠). (٣٢.٣)

دیفرانسیل حساب عملگر شامل میانگین انتگرال نامساوی ۴.٣
کسری

می�آوریم. به�دست A (n; {Bk} , ϑ) کلاس برای را کسری مشتق و کسری انتگرال بخش این در

که کنید فرض .١.۴.٣ قضیه
f ∈ A (n; {Bk} , ϑ) (Bk ≦ Bk+١). (٣٣.٣)



۴٨ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

٠ < r < ١ و z = reiθبرای آن�گاه باشد. شده تعریف (١٣.٣) رابطه��ی (z)١+fnدر تابع کنید فرض ∫و ٢π

٠
|D−λ

z f(z)|µdθ ≦
∫ ٢π

٠
|D−λ

z fn+١(z)|µdθ (λ > ٠;µ > ٠). (٣۴.٣)

داریم (١.٣) رابطه�ی و کسری انتگرال فرمول از برهان.

D−λ
z f(z) =

zλ+١

Γ(λ+ ٢)

(
١−

∞∑
k=n+١

ei(k−١)ϑθ(k)akz
k−١

)
(λ > ٠). (٣۵.٣)

یا
Γ(λ+ ٢)
zλ+١

D−λ
z f(z) = ١−

∞∑
k=n+١

ei(k−١)ϑθ(k)akz
k−١ (λ > ٠).

که
θ(k) =

Γ(λ+ ٢)Γ(k + ١)
Γ(λ+ k + ١) > ٠ (λ > ٠; k ≧ n+ ١;n ∈ N). (٣۶.٣)

بنابراین است، k از نزولی غیر تابع

٠ < θ(k) ≦ θ(n+ ١) = Γ(λ+ ٢)Γ(n+ ٢)
Γ(λ+ n+ ٢) . (٣٧.٣)

رابطه�ی و کسری انتگرال فرمول از مشابه به�طور (λ > ٠; k = n + ١, n + ٢, n + ٣, · · · ;n ∈ N)
که می�گیریم نتیجه (١٣.٣)

D−λ
z fn+١(z) =

zλ+١

Γ(λ+ ٢)

(
١− einϑ

Bn+١
θ(n+ ١)zn

)
(λ > ٠). (٣٨.٣)

یا
Γ(λ+ ٢)
zλ+١

D−λ
z fn+١(z) = ١− einϑ

Bn+١
θ(n+ ١)zn (λ > ٠),

است شده داده (٣۶.٣) رابطه�ی در θ(k) که
کافی ٢٠.۵.١ قضیه�ی بردن به�کار با (٣۴.٣)و نامساوی در (٣٨.٣) و (٣۵.٣) رابطه�ی جایگذاری با

که دهیم نشان است

١−
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑθ(k)akz

k−١

≺ ١− einϑ

Bn+١
θ(n+ ١)zn.

(٣٩.٣)

جایگذاری با است، واضح

١−
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑθ(k)akz

k−١

= ١− einϑ

Bn+١
θ(n+ ١)ω(z)n.

(۴٠.٣)

می�آوریم به�دست

{ω(z)}n =
Bn+١

θ(n+ ١)

∞∑
k=n+١

ei(k−n−١)ϑθ(k)akz
k−١. (۴١.٣)



۴٩ کسری دیفرانسیل حساب عملگر شامل میانگین انتگرال نامساوی .۴.٣

داریم (٣٧.٣) نامساوی طبق بنابراین

|ω(z)|n ≦ Bn+١
θ(n+ ١)

∞∑
k=n+١

θ(k)akz
k−١

≦ Bn+١
θ(n+ ١)θ(n+ ١)|z|

∞∑
k=n+١

ak

≦ |z|Bn+١

∞∑
k=n+١

ak

≦ |z|
∞∑

k=n+١
Bkak

≦ |z| < ١ (z ∈ ⊓).

(۴٢.٣)

که آن�جایی از
Bk ≦ Bk+١ (k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;n ∈ N).

شد. کامل قضیه اثبات بودن، زیرترتیب شرایط طیق (۴٢.٣)و نامساوی از

انتگرال و دهیم قرار بالا روش در کسری انتگرال فرمول جای به را کسری مشتق فرمول می�توانیم
کنیم. اثبات کسری مشتق برای را میانگین

که کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه
f ∈ A (n; {Bk} , ϑ) (Bk ≦ Bk+١).

آن�گاه باشد. شده تعریف Bk جای به kBk جایگذاری ١٣.٣با رابطه�ی در fn+١(z) تابع کنیم فرض و
٠ < r < ١ و z = reiθ ∫برای ٢π

٠
|Dλ

z f(z)|µdθ ≦
∫ ٢π

٠
|Dλ

z fn+١(z)|µdθ (٠ ≦ λ < ١;µ > ٠). (۴٣.٣)

و باشد شده تعریف بالا قضیه�ی مانند fn+١(z) تابع اگر .٣.۴.٣ قضیه
f ∈ A

(
n;
{
k٢Bk

}
, ϑ
)

(Bk ≦ Bk+١).

داریم ٠ < r < ١ و z = reiθ برای ∫آن�گاه ٢π

٠
|D١+λ

z f(z)|µdθ ≦
∫ ٢π

٠
|D١+λ

z fn+١(z)|µdθ (٠ ≦ λ < ١;µ > ٠). (۴۴.٣)

داریم کسری مشتق فرمول تعریف به توجه با برهان.

D١+λ
z f(z) =

z−λ

Γ(١− λ)

(
١−

∞∑
k=n+١

ei(k−١)ϑk(k − ١)Φ(k)akzk−١
)

(٠ ≦ λ < ١).

(۴۵.٣)
یا

Γ(١− λ)

z−λ
D١+λ

z f(z) = ١−
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑk(k − ١)ϕ(k)akzk−١ (٠ ≦ λ < ١),



۵٠ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

که

Φ(k) =
Γ(١− λ)Γ(k − ١)

Γ(k − λ)
> ٠ (٠ ≦ λ < ١; k ≧ n+ ١;n ∈ N) . (۴۶.٣)

بنابراین است، K از نزولی غیر تابع

٠ < Φ(k) ≦ Φ(n+ ١) = Γ(١− λ)Γ(n)

Γ(n− λ+ ١) . (۴٧.٣)

(٠ ≧ λ < ١; k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣;n ∈ N)

نتیجه کسری مشتق تعریف از (١٣.٣)و رابطه�ی در Bk جای به kBk جایگذاری با ترتیب همین به
می�گیریم

D١+λ
z fn+١(z) =

z−λ

Γ(١− λ)

(
١− einϑ

Bn+١
nΦ(n+ ١)zn

)
(٠ ≧ λ < ١). (۴٨.٣)

یا

Γ(١− λ)

z−λ
D١+λ

z fn+١(z) = ١− einϑ

Bn+١
nΦ(n+ ١)zn (٠ ≦ λ < ١).

است. شده داده (۴۶.٣) رابطه�ی در Φ(k) که
دهیم نشان است کافی (۴۴.٣) نامساوی در (۴۵.٣)(۴٨.٣) جایگذاری با

١−
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑk(k − ١)Φ(k)akzk−١

≺ ١− einv

Bn+١
nΦ(n+ ١)zn.

جایگذاری با است، واضح

١−
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑk(k − ١)Φ(k)akzk−١

= ١− einϑ

Bn+١
nΦ(n+ ١) {ω(z)}n .

می�آوریم به�دست

{ω(z)}n =
Bn+١

nΦ(n+ ١)

∞∑
k=n+١

ei(k−n−١)ϑk(k − ١)Φ(k)akzk−١. (۴٩.٣)



۵١ کسری دیفرانسیل حساب عملگر شامل میانگین انتگرال نامساوی .۴.٣

داریم ،(۴٧.٣) نامساوی از استفاده با بنابراین

|ω(z)|n ≦ Bn+١
nΦ(n+ ١)

∞∑
k=n+١

k(k − ١)Φ(k)ak|z|k−١

≦ Bn+١
nΦ(n+ ١)Φ(n+ ١)|z|

∞∑
k=n+١

k(k − ١)ak

≦ |z|
n
Bn+١

∞∑
k=n+١

k٢ak

|z|
n

∞∑
k=n+١

k٢Bkak

≦ |z|
n
< ١ (z ∈ U .

(۵٠.٣)

و f ∈ A
(
n;
{
k٢Bk

}
, v
)
که آن�جایی از

Bk ≦ Bk+١ (k = n+ ١, n+ ٢, n = ٣, · · · ;n ∈ N) .

شد. کامل قضیه اثبات بودن، زیرترتیب شرایط و (۵٠.٣) نامساوی به توجه با

که کنید فرض .۴.۴.٣ قضیه
f ∈ A

(
n;
{
k٢Bk

}
, ϑ
)

(Bk ≦ Bk+١).

آن�گاه باشد. شده تعریف Bk جای به k٢Bk جایگذاری (١٣.٣)با رابطه�ی در fn+١(z) تابع کنید فرض و
٠ < r < ١ و z = reiθ ∫برای ٢π

٠
|D١+λ

z f(z)|µdθ ≦
∫ ٢π

٠
|D١+λ

z fn+١(z)|µdθ
(
٠ ≦ λ <

n+ ١
n+ ٢ ;µ > ٠

)
. (۵١.٣)

که کنید فرض .۵.۴.٣ قضیه
f ∈ A (n; {kπBk} , v) (Bk ≦ Bk+١; p = ٢,٣, · · · , n) .

برای آن�گاه باشد. شده تعریف Bk جای به kpBk جایگذاری با fn+١(z) تابع کنید فرض هم�چنین
داشت خواهیم ٠ < r < ١ و z = reiθ∫ ٢π

٠
|Dλ

z f
(j)(z)|µdθ ≦

∫ ٢π

٠
|Dλ

z f
(j)
n+١(z)|

µdθ.

٢ ≦ j ≦ p ،p = ٢,٣, · · · , n برای به�طوری�که می�باشد صحیح عدد j و ٠ ≦ λ < ١ و µ > ٠ که

مشتق فرمول از استفاده با و می�کنیم (٢۵.٣)اعمال رابطه�ی طرف دو هر بر را Dλ
z عملکرد اول برهان.

می�آوریم دست به کسری،

Dλ
z f

(j)(z) = −
∞∑

k=n+١
ei(k−١)ϑΨ(k)akz

k−j−λ

j+١∏
l=١

(k − l + ١). (۵٢.٣)

(٠ ≦ λ < ٢;١ ≦ j ≦ p; p = ٢,٣, · · · , n) .



۵٢ کسری مشتق برای تحلیلی توابع میانگین انتگرال .٣

Ψ(k) =
Γ(k − j)

Γ(k − j − λ+ ١) > ٠ (٠ ≦ λ < ١; k ≧ n+ ٢;١ ≦ j ≦ p) . (۵٣.٣)

بنابراین است. k از نزولی غیر تابع

٠ < Ψ(k) ≦ Ψ(n+ ١) Γ(n− j + ١)
Γ(n− j − λ+ ٢) . (۵۴.٣)

مشتق فرمول و از(٣.٢۶) مشابه، به�طور (٠ ≦ λ < ٠; k = n+ ١, n+ ٢, n+ ٣, · · · ;٢ ≦ j ≦ p)

می�آوریم به�دست کسری

Dλ
z f

j
n+١(z) = −einv

(∏j+١
l=١ (n− l + ٢)
(n+ ١)pBn+١

)
Ψ(n+ ١)zn−j−λ+١. (۵۵.٣)

(٢٠.۵.١) قضیه طبق بنابراین است. شده داده (۵٣.٣) رابطه�ی کهΨ(k)در (٠ ≦ λ < ٢;١ ≦ j ≦ p)

دهیم نشان است کافی
∞∑

k=n+١
ei(k−١)vΨ(k)akz

k−j−λ

j+١∏
l=١

(k − l + ١)

≺ einv

(∏j+١
l=١ (n− l + ٢)
(n+ ١)pBn+١

)
Ψ(n+ ١)zn−j−λ+١ (٢ ≦ j ≦ p).

(۵۶.٣)

می�دهیم قرار کنیم، اثبات را زیرترتیبی این�که برای
∞∑

k=n+١
ei(k−١)vΨ(k)akz

k−j−λ

j+١∏
l=١

(k − l + ١)

= einv

(∏j+١
l=١ (n− l + ٢)
(n+ ١)pBn+١

)
Ψ(n+ ١) {ω(z)}n−j−λ+١ .

که می�شود مشاهده و

|ω(z)|n−j−λ+١ ≦ (n+ ١)pBn+١

Ψ(n+ ١)
∏j+١

l=١ (n− l + ٢)

·
∞∑

k=n+١
Ψ(k)ak|z|k−j−λ

j+١∏
l=١

(k − l + ١)

≦ (n+ ١)pBn+١

Ψ(n+ ١)
∏j+١

l=١ (n− l + ٢)

·Ψ(n+ ١)
∞∑

k=n+١
ak|z|k−j−λ

j+١∏
l=١

(k − l + ١)

≦ (n+ ١)pBn+١∏j+١
l=١ (n− l + ٢)

∞∑
k=n+١

ak|z|k−j−λ

j+١∏
l=١

(k − l + ١).

می�گیریم نتیجه (٢٠.٣) و (١٨.٣) رابطه�ی به توجه با
|ω(z)| < ١ (z ∈ U). (۵٧.٣)

می�شود. اثبات قضیه و است، برقرار ترتیب زیر شرایط نتیجه در



۴ فصل

qهمسایگی − δ

BT (Φ,Ψ;α, β) کلاس برای همسایگی q − δ ١.۴

مختلف کلاس�های برای را −qهمسایگی δ سپس می�کنیم، تعریف را −qهمسایگی δ ابتدا بخش این در
شده�اند. گرفته [٣] و [١] مراجع از که می�کنیم. بررسی

می�کنیم تعریف δ ⩾ ٠ و f ∈ T برای .١.١.۴ تعریف

M q
δ (f) = {g ∈ T ; g(z) = z −

∞∑
n=٢

bnz
n,

∞∑
n=٢

nq+١|an − bn| ⩽ δ}.

می�شود. نامیده f از همسایگی� q − δ که

داریم e(z) = z برای بنابراین

M q
δ (e) = {g ∈ T ; g(z) = z −

∞∑
n=٢

bnz
n,

∞∑
n=٢

nq+١|bn| ⩽ δ}.

. است ثابت مثبت عدد q که

می�کنیم. بررسی BT (Φ,Ψ, α, β) کلاس در توابعی برای را همسایگی q − δ بخش این در

BT (Φ,Ψ, α, β) ⊂M q
δ (e) آن�گاه باشد، نزولی غیر دنباله یک {σ(α, β, n)

nq+١ }∞n=٢ اگر .٢.١.۴ قضیه

δ =
٢q+١)١− β)

σ(α, β,٢) که

آن�گاه ،f(z) ∈ BT (Φ,Ψ, α, β) اگر (١٣.٢) طبق برهان.
∞∑
n=٢

nq+١an ⩽ ٢q+١)١− β)

σ(α, β,٢) (١.۴)

BT (Φ,Ψ, α, β) ⊂M q
δ نتیجه در
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داریم ٢.١.۴ قضیه�ی در α =
١
٢ و Ψ(z) =

z

(١− z)
و Φ(z) = z

(١− z)٢
جایگذاری با

δ = ٢q+١ (١− β)

(٢− β)
که S∗

T ⊂M q
δ (e) .٣.١.۴ نتیجه

داریم ،٢.١.۴ قضیه�ی در α =
١
٢ و Ψ(z) =

z

(١− z)٢
و Φ(z) = (z + z٢)

(١− z)٣
جایگذاری با

δ = ٢q+١ (١− β)

٢)٢− β)
که KT (β) ⊂M q

δ (e) .۴.١.۴ نتیجه

٢.١.۴داریم قضیه�ی در α =
١
٢ و Ψ(z) = z و Φ(z) = z

(١− z)٢
جایگذاری با

δ = ٢q(١− β) که PT (β) ⊂M q
δ (e). .۵.١.۴ نتیجه

قضیه در α =
١
٢ و Ψ(z) =

z

(١− z)٢−٢β
و Φ(z) =

(z + (١− ٢β)z٢)
(١− z)٢−٣β

جایگذاری با
٢.١.۴داریم

δ =
٢q

(١− β)
که RT (β) ⊂M q

δ (e). .۶.١.۴ نتیجه

داریم قضیه۴.٢.١ از α =
١
٢ و Ψ و Φ هر برای سرانجام

همچنین ،BT (Φ,Ψ, β) ⊂ M q
δ (e) آن�گاه باشد، نزولی غیر دنباله {

σ(
١
٢ , β, n)

nq+١ } اگر .٧.١.۴ نتیجه

δ =
٢q+١)١− β)

(λ٢ − βµ٢)
z٢

Mr
τs [a

′
i, aj, bi,Φ,Ψ, α]کلاس همسایگی�های

می�شود تعریف زیر به�صورت f از همسایگی p− γ،γ ≥ ٠ و fبرای

Mp
y (f) =

{
g ∈ T g(z) = z −

∞∑
n=٢

bnz
n,

∞∑
n=٢

np+١|an − bn| ≤ γ

}

داریم ، e(z) = zتابع برای است. مثبت ثابت عدد p که

Mp
γ (e) =

{
g ∈ T g(z) = z −

∞∑
n=٢

bnz
n,

∞∑
n=٢

np+١|bn| ≤ γ

}
.

میشود.[٢۴] نامیده fاز qهمسایگی − δ، Nγ(f)که،M٠
γ (f) ≡ Nγ(f),M

١
γ ≡Mγ(f)کنید توجه

می�کنیم. مطرح M r
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] کلاس برای را qهمسایگی − δ حال
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،M r
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] ⊂ Mp

γ (e) آن�گاه باشد، نزولی غیر دنباله σ(α, n)
np+١ اگر .٨.١.۴ قضیه

که
γ =

٢p+١α

σ(α,٢) .

است. شده تعریف (١۶.٢) در σ(α,٢) که

آن�گاه ،f ∈M r
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] اگر (٩.٣.٢) طبق برهان.

∞∑
n=٢

np+١|an| ≤
٢p+١α

σ(α,٢) .

Mr
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α] ⊂ Mp

γ(e)نتیجه در

Dτ [Φ,Ψ, α] ⊂ Mp
γ(e) .٩.١.۴ نتیجه

γ =
٢p+١α

λ٢ − (١− α)µ٢
.

Dτ

[
Φ,Ψ,

١− δ

١)٢− ν)

]
⊂Mp

γ (e) .١٠.١.۴ نتیجه

γ =
٢p+١)١− δ)

١)٢− ν)λ٢ − (١+ δ − ٢ν)µ٢
.

M١
τ٠ [١,−,٢,−,Φ,Ψ, α] ⊂ Mp

γ(e) .١١.١.۴ نتیجه

γ =
٢p+١α

٢[λ٢ − (١− α)µ٢]
.

M١
τ٠

[
١−,٢,−, z

(١− z)٢
,

z

١− z
, α

]
⊂ Mp

γ(e) .١٢.١.۴ نتیجه

γ =
٢p+١α

١)٢+ α)
.

M١
τ٠

[
١−,٢,−, z + z٢

(١− z)٣
,

z

(١− z)٢
, α

]
⊂Mp

γ (e) .١٣.١.۴ نتیجه

γ =
٢p+١α

۴(١+ α)
.

Mr
τs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α]کلاس برای و ،(١۵.٢) تابعΨدر برای چزارو١ میانگین روی را نتایج حال

می�کنیم. بررسی

تابع آن�گاه ،a+ b ≥ یا٣ b ≥ ٢ اگر ،٠ < a ≤ b کنید فرض .١۴.١.۴ لم

است. محدب f(z) =
∑∞

n=٠
(a)n
(b)n

zn+١, z ∈ U

می�شود تعریف زیر به�صورت که است پوچ�هامر٢ (x)نماد

(x)n =
Γ(x+ n)

Γ(x)
=

١ n = ٠

x(x+ ١) · · · (x+ n− ١) n = ١,٢, · · ·
means Cesaro١

pochhammer٢
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آن�گاه ،٠ <
∏r

i=١ Γ(a
′
i + b′in) ≤

∏s
j=١ Γ(aj + bjn) کنید فرض .١۵.١.۴ لم

Re

{
ψ(z)

z

}
>

١
همه٢ zبرای ∈ U

را هستند U در محدب و ستار�ه�گون توابع شامل Aکه از زیرکلاس�هایی QS ,∗Sو C,QC∗ حال
داریم تعاریف طبق می�کنیم. یادآوری

S∗ =

{
ψ ∈ ARe

{
zψ′(z)

ψ(z)

}
> ٠, z ∈ U

}
.

C =

{
ψ ∈ ARe

{
١+

zψ′′(z)

ψ′(z)

}
> ٠, z ∈ U

}
.

QS∗ =

{
ψ ∈ A∃g ∈ S∗که Reبه�طوری

{
zψ′(z)

g(z)

}
> ٠, z ∈ U

}
.

QC =

{
ψ ∈ A∃g ∈ C که طوری Reبه

{
(zψ′(z))′

g′(z)

}
> ٠, z ∈ U

}
.

که می�شود مشاهده
ψ(z) ∈ C ⇔ zψ′(z) ∈ S∗.

ψ ∈ QC ⇔ zψ′(z) ∈ QS∗. (٢.۴)

می�شود حاصل زیر لم به�راحتی بالا تعاریف از .١۶.١.۴ لم
Ψ ∗ g ∈ S∗ آن�گاه g ∈ S∗ و Ψ ∈ C اگر الف)

،ψ∗gp = (ψ∗g)p١ آن�گاه ، p(٠) = با١ ( کاراتئوری تابع از p(کلاسی ∈ Pوψ ∈ C, g ∈ S∗ اگر ب)
است. p(U) از محدب بسته زیرمجموعه p١(U) که

می�شود. تعریف زیر به�صورت β ≥ ٠ ،β مرتبه�ی از چزارو میانگین nامین .١٧.١.۴ تعریف

τβk (z, ψ) = τβk (z) ∗ ψ(z) =
k∑

n=٠

(
k−n+β
k−n

)(
k+β
k

) ∏r
i=١ Γ(a

′
i + b′in)z

n+١∏s
j=١ Γ(aj + bjn)n!

(٣.۴)

.
(
a
b

)
= a!

b!(a−b)!
و است مثبت عدد یک k که

است. β ازمرتبه�ی z

١− z
هندسی سری�های چزارو میانگین امین n ،τβk (z) که است بدیهی

داریم β ≥ ٠ بعضی برای طوری�که به باشد، f ∈ A کنید فرض .١٨.١.۴ )لم
τβk (z, f)

)′
̸= ٠, z ∈ U , k ∈ N.

آن�گاه
τβ+m
١ (z, f) ≺ τβ+m

٢ (z, f) ≺ · · · ≺ τβ+m
k (z, f) ≺ · · · ≺ f(z), m ∈ N.

nامین ،τβk (z, ψ) همچنین باشد، محدب U در (١۵.٢) فرم به ψ ∈ A کنید فرض .١٩.١.۴ قضیه
آن�گاه باشد، β ≥ ٠ و باشد ψ چزارو میانگین

τβ+m
١ (z, ψ) ≺ τβ+m

٢ (z, ψ) ≺ · · · ≺ τβ+m
k ≺ · · · ≺ ψ(z), m ∈ N.
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فرض ،β ≥ ٠ و z ∈ U ،k ∈ N برای ،τβk (z, ψ′) = (τβk (z, ψ))
′ که می�کنیم ملاحظه ابتدا، برهان.

به�طوری�که باشد شده تعریف φ(z) =
∑∞

n=٠(n+ ١)zn+١ کنید
zψ′(z) = φ(z) ∗ ψ(z)

=
∞∑
n=٠

n+ ١
n!

∏r
i=١ Γ(a

′
i + nb′i)∏s

j=١ Γ(aj + nbj)
zn+١.

آن�گاه
τβk (z, ψ

′) = ψ′(z) ∗ τβk (z)

=
zψ′(z) ∗ zτβk

z

=
ψ(z) ∗ φ(z) ∗ zτβk

z

=
ψ(z) ∗ z(zτβk )′

z
.

تابع که می�شود نتیجه است، محدب zτβk این�که به استناد با و (٢.۴) رابطه ،١۶.١.۴ لم به توجه با
به�طوری�که دارد وجود p(٠) = ١ با p ∈ P و g ∈ S∗

ψ(z) ∗ z(zτβk )′

z
=
ψ(z) ∗ gp(z)

z
=

(ψ(z) ∗ g(z))p١(z)
z

̸= ٠.

داریم بنابراین .z = ٠ اگروتنهااگر است، ψ(z) ∗ g(z) = ٠ و Re {p١(z)} > ٠ که است معلوم
می�آوریم به�دست ١۶.١.۴ لم از استفاده با .τβk (z, ψ′)

τβ+m
١ (z, ψ) ≺ τβ+m

٢ (z, ψ) ≺ · · · ≺ τβ+m
k ≺ · · · ≺ ψ(z), m ∈ N.

می�گیریم. نظر در را Mτrs [a
′
i, aj, b

′
i, bj,Φ, ψ, α] کلاس در توابع برای چزارو میانگین nامین اکنون،

تعریف β مرتبه�ی از f چزارو میانگین nامین آن�گاه باشد، f ∈ Mτrs [a
′
i, aj, b

′
i, bj,Φ, ψ, α] فرضکنید
می�باشد زیر فرم به شده

τβk (z, f) =
k∑

n=١
an

(
k−n+β
k−n

)(
k+β
k

) zn.

τβk (z, ψ
′) ∈ Mτrs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ, ψ, α] آن�گاه باشد، f ∈ Mτrs [a

′
i, aj, b

′
i, bj,Φ, ψ, α] اگر .٢٠.١.۴ قضیه

.

چون )برهان.
k−n+β
k−n

)(
k+β
k

) =
k!(k − n+ β)

(k − n)!(k + β)!
≤ ١.

می�آوریم دست به ،Mτrs [a
′
i, aj, b

′
i, bj,Φ,Ψ, α]کلاس در fقرارگرفتن برای کافی شرط نظرگرفتن در با و

∞∑
n=٢

λn − (١− α)µn

α

(
k−n+β
k−n

)(
k+β
k

) |γn||an| ≤ ١.
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Aabstract

In the dissertation, we introduce integral means and consider on the functions analyti.
we obtain the integral means inequality for the function f(z) belongs to the class
Bτ (Φ,Ψ;α, β) and the class M r

s [a
′
i, aj , b

′
i, bj ,Φ,Ψ, α] of analytic and univalent functions

with negative coefficients defined with the extremal functions of this class. Also, we
consider q − δ -neighborhood for functions in this class.
Keywords: Total graph, Central graph, Middle graph, Mycielski graph, Independence
number, Covering number, Edge independence number, Edge covering number,
Chromatic number, Achromatic number, Equitable chromatic number.
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