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චاری... ণپاس໋�
هدایت که راهی حقیقت�نما و روشن چه و نیست آن در تو دلالت که راهی است تاریک و تیره چه خدایا

است. آن در تو
پایان�نامه و کرده علم کسب بتوانم تا ساخت راهم رفیق را توفیق که خدایست مخصوص شکر و سپاس

کنم. تنظیم را خود
محترم مشاور و غزنوی دکتر و فتحعلی دکتر آقای جناب فرزانه و دلسوز راهنما، اساتید از تشکر و تقدیر
خود محبت و لطف مورد مرا مجموعه این گردآوری در فروتنی و خلق حسن با که قرآنی دکتر خانم سرکار

آرزومندم. برایشان را سعادت و سلامت عاقبت، حسن منان ایزد از دادند. قرار
می�کنم. قدردانی کرده�ام، علم کسب محضرشان از تحصیل مراحل طی در که اساتیدی تمام از همچنین

در را آسایش و آرامش از سرشار محیطی که فرزندانم و همسر محترم، خانواده از قدردانی و سپاس
نمودند. فراهم من برای مدت این

ସ୍ی زଽه
ෙ७ور۱۳۹۳
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و چندهدفه بهینه�سازی مسائل تقریبی الگوریتم�های عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد غزنوی مهرداد دکتر و فتحعلی جعفر دکتر راهنمایی تحت ، آن کاربردهای

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
فضای در چندهدفه خطی برنامه�ریزی مسائل حل برای بنسون اصلی الگوریتم ابتدا پایان�نامه، این در
می�دهیم. بهبود را محاسبات سرعت آن، مراحل انجام نحوه در مختصر تغییراتی با می�کنیم. بیان را هدف
چندهدفه بهینه�سازی مسائل برای الگوریتم تقریبی نسخه به بنسون، الگوریتم روی تغییراتی اعمال با سپس
مجموعه�ای غیرتسلطی، مجموعه از بیرونی و درونی تقریبی ایجاد با الگوریتم این می�یابیم. دست خطی
که می�گیرد قرار بحث مورد محدب چندهدفه بهینه�سازی ادامه، در می�کند. فراهم را ε-غیرتسلطی نقاط از
الگوریتم کمک به است. غیرتسلطی نقاط از نامتناهی مجموعه�ای محاسبه به نیاز مسائل، اینگونه برای
مسائل غیرتسلطی مجموعه تقریب برای روشی خطی، چندهدفه بهینه�سازی مسائل برای بنسون اصلی
از مجموعه�ای درونی، تقریب که می�کنیم ثابت می�گردد. پیشنهاد محدب غیرخطی چندهدفه برنامه�ریزی
موثری روش محدودیت�ها، و هدف�ها مشتق�پذیری حالت در می�کند. فراهم را ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط
بیرونی نقطه جداساز ابرصفحه ساخت یعنی محدب، چندهدفه بهینه�سازی الگوریتم اصلی گام انجام برای
بیان با تقریبی، الگوریتم�های موضوع اهمیت انتها، در می�شود. ارائه هدف، فضای در شدنی مجموعه از
خطی برنامه�ریزی صورت به می�تواند که درمانی، پرتو طرح در پرتو شدت بهینه�سازی مسائل در آن کاربرد

می�شود. مشخص شود، فرمول�بندی هدفه سه

بنسون. الگوریتم محدب. بهینه�سازی تقریبی. الگوریتم چندهدفه. بهینه�سازی کلیدی: کلمات
درمانی. پرتو ε-کارا. جواب ε-غیرتسلطی. نقطه
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١ فصل

چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای

پیش�گفتار ١.١

مختلف معیارهای با برخورد در تصمیم�گیرنده که است مدل�هایی مهم�ترین از یکی چندهدفه، بهینه�سازی
از مختلف زمینه�های در فراوانی عملی کاربردهای چندهدفه، بهینه�سازی مسائل می�کند. استفاده آن از

دارد. سرمایه�گذاری سبد و ارتباط شبکه برنامه�ریزی�های اقتصاد، صنعت، مهندسی، جمله
یک در بهبود که است شدنی جواب چندهدفه، بهینه�سازی مساله از (غیرتسلطی) کارا جواب یک
توسط بار اولین تعریف این شد. خواهد دیگر هدف یک در وضعیت شدن بدتر به منجر حداقل هدف،
سال در را آن ایتالیایی-فرانسوی، اقتصاد�دان [٣٨] پارتو ویلفردو چون اما شد. مطرح [١٣] ادوارت

می�گویند. پارتو بهینگی اغلب تعریف این به داد، توسعه ١٨٩۶
پژوهشگران باشد. نامتناهی یا متناهی می�تواند چندهدفه مساله یک در کارا جواب�های تعداد
کارا مجموعه از قسمتی حداقل یا همه تولید و چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل برای گوناگونی روش�های
روش و داخلی نقطه روش سیمپلکس، روش اسکالرسازی، روش به می�توان جمله از که داده�اند، ارائه

.[٢٠] کرد اشاره است، آمده رساله این در که بنسون
عمل در غیرخطی�ها، مانند چندهدفه، مسائل از برخی با برخورد در که است آن ذکر قابل مطلب اما
حتی دربردارد. را گرانی و سنگین محاسبات حداقل یا و غیرممکن کارا دقیق جواب�های به دستیابی
اهمیت گیرنده تصمیم برای کارا تقریبا جواب�های کردن پیدا لذا، هستند. کارا جواب فاقد آنها از برخی

.[۴١] می�کنند تمرکز غیرتسلطی مجموعه تقریب روی پژوهشگران اکثر اینرو از دارد. زیادی
اشاره محدب غیرخطی و خطی چندهدفه مسائل برای کارا تقریبا الگوریتم�های به پایان�نامه این در

می�شود.
تعاریف نمادها، بیان به سپس پرداخته، چندهدفه بهینه�سازی مساله معرفی به ابتدا اول، فصل در
بین تمایز جهت در نیز، مثال�هایی می�پردازیم. می�شود، استفاده آنها از پایان�نامه طول در که قضایایی و
تبدیل با چندهدفه بهینه�سازی مساله حل روش�های از برخی ارائه به نیز فصل انتهای در می�آوریم. مفاهیم
[٢ ،١۵ ،١۴] مراجع از بیشتر فصل این مطالب کرد. خواهیم اشاره تک�هدفه بهینه�سازی مساله به آن

١



٢ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

است. شده استخراج

الگوریتم بیان به بنسون، الگوریتم به ورود جهت لازم مقدمات آوردن فراهم از پس دوم فصل در
اجرای نحوه ادامه در می�پردازیم. چندهدفه خطی برنامه�ریزی مسائل حل برای بنسون خارجی تقریب
می�رسد. پایان به فصل این مثال یک روی الگوریتم این اجرای با و می�کنیم بیان را الگوریتم این گام�های

است. شده استفاده [۴۵ ،۶ ،۴ ،٣] مراجع از فصل این مطالب ارائه برای

می�یابیم. دست شده اصلاح بنسون الگوریتم به بنسون الگوریتم روی تغییراتی اعمال با سوم، فصل در
می�شود. منتهی هدف فضای وبیرونی درونی تقریب�های تولید به شده، اصلاح الگوریتم

هدف فضای ε-غیرتسلطی نقاط به الگوریتم، درونی تقریب از استفاده با که می�دهیم نشان فصل ادامه در
استفاده [١۵ ،٣٠ ،۴۵ ،١۴] مراجع از بیشتر فصل این در رسید. می�توان چندهدفه بهینه�سازی مساله

است. شده

الگوریتمی ارائه به و بوده بحث مورد محدب غیرخطی چندهدفه بهینه�سازی مسائل چهارم، فصل در
یادآوری فصل این استفاده مورد مطالب و قضایا از مختصری ابتدا می�پردازیم. مسائل گونه این حل برای
بنسون خارجی تقریب الگوریتم از دوم فصل مشابه نظر، مورد الگوریتم به دستیابی برای سپس می�شود.
منجر ε-کارا نقاط تولید به محدب، چندهدفه مسائل حل برای بنسون الگوریتم تعمیم می�کنیم. استفاده
مساله مشتق�ناپذیری و مشتق�پذیری حالت دو در الگوریتم، اجرای نحوه مورد در فصل ادامه در می�شود.
کیفیت به آنها روی الگوریتم اجرای و فصل این در مثال�هایی آوردن با کرد. خواهیم صحبت چندهدفه،
این مطالب می�رسیم. تک�هدفه روش�های برخی کمک به مساله حل با مقایسه در کارا تقریبا نقاط تولید

است. شده تهیه [۴۵ ،١٧ ،١٨ ،٣۴ ،٢ ،٣٣ ،۶ ،١٩ ،١۴ ،۴ ،٣] مراجع از فصل

اشاره درمانی پرتو مسائل در چندهدفه مسائل حل برای تقریبی الگوریتم�های کاربرد به آخر، فصل در
مسائل به و کرده بیان را درمانی پرتو با آشنایی جهت مطلبی مختصر ابتدا منظور، این برای می�کنیم.
ارائه پرتو شدت مساله برای خطی چندهدفه بهینه�سازی مدل یک می�پردازیم. شاخه این در بهینه�سازی
بیانگر وضوح، به که می�کنیم بیان بالینی سرطان حالت چند روی را آن از آمده دست به نتایج و کرده
مراجع از فصل این مطالب بیشتر بود. خواهد پایان�نامه این در شده ارائه روش�های از استفاده مزایای

است. شده تهیه [۴۶ ،۴٩ ،۴٨ ،٢٣ ،۴۵ ،۴٣ ،۴۴ ،١۶]

می�آوریم. است، شده بنا برآنها پایان�نامه مطلب اساس که مقالاتی نام انتها، در

1. Shao, L., Ehrgott, M.: Approximately solving multiobjective linear pro-
grammes in objective space and an application in radiotherapy treatment planning.
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چندهدفه مساله معرفی ٢.١

می�شود: تعریف زیر بصورت چندهدفه١ بهینه�سازی مساله یک
min (f١(x), f٢(x), . . . , fp(x))

s.t x ∈ X
(١.١)

هدف مساله، این در مقدارند. حقیقی توابع ها fi و p ≥ ٢ ،x = (x١, x٢, . . . , xn)
T ∈ Rn آن در که

نقطه�ای مواقع، اکثر چندهدفه، مساله یک در که است واضح می�باشد. هدف تابع p همزمان کردن می�نیمم
یک چندهدفه، بهینه�سازی مساله یک برای ندارد. وجود کند، می�نیمم را هدف توابع تمام همزمان که
دیگر یکی حداقل که این مگر یابند، بهبود نمی�توانند مولفه�هایش از یک هیچ که است جوابی بهینه جواب
یا تصمیم) فضای کارا٢(در جواب�های مسائل، نوع این در بهینه جواب�های به شود. بدتر مولفه�هایش از
آغاز fi خطی توابع با چندهدفه مسائل با را کار ابتدا در می�شود. گفته هدف) فضای غیرتسلطی٣(در
چهارم). (فصل می�دهیم قرار بحث مورد نیز را fi غیرخطی توابع سپس سوم)، و دوم (فصل می�کنیم

می�پردازیم. اولیه نیاز مورد قضایای و تعاریف نمادها، بیان به
داریم: y١, y٢ ∈ Rp هر برای نمادها:

y١ < y٢ ⇐⇒ y١k < y٢k k = ١, . . . , p ,

y١ ≦ y٢ ⇐⇒ y١k ≤ y٢k k = ١, . . . , p ,

y١ ≤ y٢ ⇐⇒ y١ ≦ y٢; y١ ̸= y٢.

می�شوند: داده نشان زیر صورت به Rp زیرمجموعه�های

Rp
> := {y ∈ Rp : y > ٠}

Rp
≧ := {y ∈ Rp : y ≧ ٠}

Rp
≥ := {y ∈ Rp : y ≥ ٠} = Rp

≧ − {٠}.

١ multiobjective optimization problem
٢ efficient solutions
٣ nondominated solutions
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داریم: S ⊆ Rp برای
S + Rp

≧ := {s+ y : s ∈ S, y ∈ Rp
≧}

اولیه قضایای و تعاریف ٣.١

شکل به را (MOLP) چندهدفه خطی برنامه�ریزی مساله یک خلاصه، طور به
min{Cx : x ∈ X} (٢.١)

RPهدف فضای در شدنی مجموعه Y و Rn تصمیم فضای در شدنی مجموعه X آن در که می�کنیم، بیان
می�شوند: بیان زیر صورت به

X = {x ∈ Rn : Ax ≧ b} و Y = {Cx : x ∈ X}

می�باشند. b ∈ Rm و C ∈ Rp×n ،A ∈ Rm×n آن در که

هرگاه نامیم، (٢.١) مساله برای (۴ پارتو (بهینه کارا جواب را، x̂ ∈ X شدنی جواب .١.٣.١ تعریف
آن به و داده نشان XE نماد با را کارا جواب�های همه مجموعه .Cx ≤ Cx̂ که نشود یافت x ∈ X هیچ
YN = {Cx : x ∈ XE} و نامیده غیرتسلطی نقطه را ŷ = Cx̂ گوییم. تصمیم فضای در کارا مجموعه

گوییم. (٢.١) مساله از هدف فضای در غیرتسلطی مجموعه را
کرد: بیان زیر صورت به می�توان را فوق تعریف معادل طور به
هرگاه است، (١.١) مساله برای کارا جواب ، x̂ ∈ X شدنی جواب

f(X) ∩
(
f(x̂)− Rp

≧

)
= {f(x̂)}.

مساله برای ضعیف) پارتو (بهینه ۵ ضعیف کارای جواب را، x̂ ∈ X شدنی جواب .٢.٣.١ تعریف
ضعیف کارای جواب�های همه مجموعه .Cx < Cx̂ که نشود یافت ی x ∈ X هیچ هرگاه نامیم، (٢.١)
را ŷ = Cx̂ نقطه گوییم. تصمیم فضای در ضعیف، کارای مجموعه آن به و داده نشان XWE نماد با را
فضای در ضعیف غیرتسلطی مجموعه YWN = {Cx : x ∈ XE} و نامیده ضعیف غیرتسلطی نقطه

می�باشد. (٢.١) مساله از هدف

می�شود نامیده (١.١) مساله جفرین٧،برای مفهوم به ۶ سره کارای ،x̂ ∈ X شدنی جواب .٣.٣.١ تعریف
،fi(x) < fi(x̂) که x ∈ X و i هر برای که طوری به باشد Mموجود > ٠ حقیقی عدد و بوده کارا هرگاه

و fj(x̂) < fj(x) که شود یافت ای j اندیس

fi(x̂)− fi(x)

fj(x)− fj(x̂)
≤M.

می�شود. نامیده سره غیرتسلطی ŷ = f(x̂) نقطه متناظر طور به
۴ Pareto optimal
۵ weakly efficient
۶ properly efficient
٧ Geoffrion
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نقاط مجموعه باشد. چندهدفه غیرمحدب مساله هدف فضای Y = f(X) که کنید فرض .۴.٣.١ مثال
�است. شده مشخص ١.١ شکل در غیرتسلطی

YN غیرتسلطی نقاط مجموعه :١.١ شکل

ترتیب به XPE و XE ،XWE از منظور چندهدفه بهینه�سازی مساله در اگر [١۴] .۵.٣.١ قضیه
برقرار XPE ⊆ XE ⊆ XWE شمول آنگاه باشند، سره کارای و کارا ضعیف، کارای مجموعه�های

است.

و YN = {٠} داریم بگیرید. نظر در را Y = {(y١, y٢) ∈ R٢ : ٠ ≤ yi ≤ ١} مجموعه .۶.٣.١ مثال
.YWN = {(y١, y٢) ∈ Y : y١ = ٠ or y٢ = ٠}

۶.٣.١ مثال به مربوط ضعیف غیرتسلطی و غیرتسلطی نقاط :٢.١ شکل

غیرتسلطی و غیرتسلطی نقاط مجموعه .Y = {(y١, y٢) : y٢١ + y٢٢ ≤ ١} کنید فرض .٧.٣.١ مثال
است. زیر صورت به می�شود مشخص YPN نماد با که سره

YN = {(y١, y٢) : y٢١ + y٢٢ = ١, y١ ≤ ٠, y٢ ≤ ٠},

YPN = YN − {(−١,٠), (١−,٠)}.
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٧.٣.١ مثال به مربوط YPN و YN مجموعه�های :٣.١ شکل

منطبق�اند. هم بر سره وکارای کارا نقاط خطی، چندهدفه بهینه�سازی در [١۴] .٨.٣.١ قضیه

ضدایده�آل٨: و ایده�آل نقطه .٩.٣.١ تعریف
هرگاه �گوییم، ایده�آل نقطه را yI = (yI١, y

I
٢, . . . , y

I
p) نقطه (١.١) مساله در

yIk := min{yk : y ∈ Y } = min{fk(x) : x ∈ X}

هرگاه گوییم، ضد�ایده�آل نقطه را yAI = (yAI
١ , yAI

٢ , . . . , yAI
p ) نقطه و

yAI
k := max{yk : y ∈ Y }.

است. شده مشخص ȳ و y با ترتیب به ضدایده�آل و ایده�آل نقاط ،۴.١ شکل در .١٠.٣.١ مثال

ضدایده�آل و ایده�آل نقاط و YN مجموعه� :۴.١ شکل

،λ ∈ [٠,١] هر برای و S از x٢ و x١ هر برای هرگاه نامیم، محدب را S ⊆ Rn مجموعه تعریف١١.٣.١.
.λx١ + (١− λ)x٢ ∈ S

٨ Anti ideal
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نیم�فضای متناهی تعداد تقاطع از S هرگاه می�شود ٩نامیده چندوجهی S ⊂ Rn مجموعه .١٢.٣.١ تعریف
یعنی باشد. شده تشکیل بسته

S = {x : P t
i x ≤ αi for i = ١, . . . ,m},

چندوجهی، یک که است واضح می�باشند. اسکالر i = ١, . . . ,m برای αi و غیرصفر بردار Pi آن در که
است. بسته محدب مجموعه�ای

تذکر:
است فشرده و غیرتهی ،Rn تصمیم فضای در شدنی مجموعه ، X که است این بر فرض پایان�نامه این در
چون صورت این در است. مشخص کارا نقاط به دستیابی برای زیر قضایای طبق مطلب این ضرورت و
پیوسته، توابع (تحت می�گردد فشرده و غیرتهی چندوجهی نیز، Y مجموعه پیوسته�اند، و خطی ها fi توابع

است. dimY ≤ dimRp = p پس ،Y ⊂ Rp که آنجایی از یابد). می انتقال فشردگی

این در باشد، پیوسته f : Rn −→ Rp تابع و باشد، فشرده و غیرتهی X اگر [١۴] .١٣.٣.١ قضیه
XWEاست. ̸= ∅ صورت

.YN = (Y + Rp
≧)N [١۴] .١۴.٣.١ قضیه

.YN ⊆ bd (Y ) داریم دهیم، نشان bd (Y ) با را Y مرز اگر [١۴] .١۵.٣.١ قضیه

از ε-همسایگی یک و y ∈ intY صورت این در .y /∈ bd (Y ) که بگیرید نظر در را y ∈ YN برهان.
گوی ،B(y, ε) که B(y, ε) := y +B(٠, ε) ⊂ Y ) دارد قرار Y در که است موجود ،B(y, ε) مانند y
٠ < α < ε و α ∈ R بگیرید. نظر در را d ∈ Rp

≥ غیرصفر بردار است). ε شعاع و مبدأ مرکز به بازی
.αd ∈ Rp \ {٠} که طوری به y − αd ∈ Y اکنون .αd ∈ B(٠, ε) که کرد انتخاب طوری می�توان را

.y ∈ bd (Y ) پس .y /∈ YN نتیجه در

بگیرید: نظر در را S ⊂ Rp .١۶.٣.١ تعریف

باشد. بسته ،S + Rp
≧ مجموعه اگر، نامند Rp-بسته

≧ را S •

گردد. S ⊂ s◦ + Rp
≧ که باشد s◦ ∈ Rp اگر، نامند Rp-کراندار

≧ را، S •

باشد. محدب S + Rp
≧ هرگاه، است Rp-محدب

≧ ،S •

.YN = ∅ آنگاه باشد، باز Y + Rp
≧ یا Y هدف فضای اگر [١۴] .١٧.٣.١ قضیه

است. واضح اثبات قبل قضیه به توجه با برهان.

.S ⊆ SN + Rp
≧ آنگاه باشد Rp-کراندار

≧ و Rp-بسته
≧ ،S ⊆ Rp اگر [١۵] .١٨.٣.١ قضیه

٩ Polyhedral
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X از x٢ و x١ هر ازای به هرگاه نامیم محدب را X محدب مجموعه روی ،f تابع .١٩.٣.١ تعریف
باشیم: داشته

f(λx١ + (١− λ)x٢) ≤ λf(x١) + (١− λ)f(x٢) λ ∈ [٠,١]

همراه به آن هدف توابع همه هرگاه است محدب (١.١) چندهدفه برنامه�ریزی مساله .٢٠.٣.١ تعریف
باشند. محدب X شدنی مجموعه

آن که S محدب١٠ پوسته از منظور باشد. Rn فضای از نقاطی مجموعه S کنید فرض .٢١.٣.١ تعریف
عبارتی، به می�باشد. S شامل که است محدبی مجموعه کوچکترین می�دهند، نشان conv (S) نماد با را

نامند. S محدب پوسته را، S شامل محدب مجموعه�های همه اشتراک

محدب پوسته�های :۵.١ شکل

بردارهای یعنی آفینی١١باشند، مستقل فضایnبعدی، در y٠, y١, . . . , yk نقاط فرضکه تعریف٢٢.٣.١.
یعنی ،conv (y٠, y١, . . . , yk) صورت این در باشند. خطی مستقل y١ − y٠, y٢ − y٠, . . . , yk − y٠

نامیم: y٠, y١, . . . , yk بردارهای k-سیمپلکس١٢با یک را، زیر تعریف با S مجموعه

S =

{
k∑

i=٠
λiyi : λi ≥ ٠ ,

k∑
j=٠

λj = ١
}
.

منظور و پاره�خط یک ١-سیمپلکس، از منظور و نقطه تک یک ٠-سیمپلکس، از منظور مثال برای
است. مثلث یک ٢-سیمپلکس، از

چندهدفه بهینه�سازی مساله [۴۵] .٢٣.٣.١ تعریف
min f(x) = (f١(x), . . . , fp(x))

s.t x ∈ X
(٣.١)

صورت: این در باشد. شده داده ε ∈ Rp
≧ که کنید فرض و بگیرید درنظر را

١٠ convex hull
١١ affinely independent
١٢ k-simplex
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نشود یافت x ∈ X هیچ هرگاه می�شود، نامیده (٣.١) از ε-کارا جواب ، x̂ ∈ X شدنی جواب الف)
هدف فضای در ε-غیرتسلطی نقطه را ŷ = f(x̂) طورمتناظر به باشد. f(x) ≤ f(x̂) − ε که

می�نامند.

یافت x ∈ X هرگاه می�شود، نامیده (٣.١) از ضعیف ε-کارای جواب ، x̂ ∈ X شدنی جواب ب)
در ضعیف ε-غیرتسلطی نقطه را ŷ = f(x̂) آن با متناظر باشد. f(x) < f(x̂) − ε که نشود

می�نامند. هدف فضای

مشخص Y با ۶.١ شکل در چندهدفه، بهینه�سازی مساله یک هدف فضای که کنید فرض .٢۴.٣.١ مثال
C نقاط بین محصور منحنی و غیرتسلطی نقاط مجموعه B و A نقاط بین محصور منحنی باشد. شده

می�باشد. ضعیف غیرتسلطی نقاط مجموعه D و

(ضعیف) ε-غیرتسلطی و (ضعیف) غیرتسلطی نقاط مجموعه :۶.١ شکل

دو این بین محصور ناحیه و EF منحنی و AB منحنی باشد، شکل در شده مشخص بردار ε اگر
به GH و CD منحنی�های روی نقاط مجموعه همچنین، است. ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه منحنی،

می�دهند. تشکیل را ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه منحنی، دو این بین محصور نقاط همراه

است برقرار همواره f(x̂) − ε ≤ f(x̂) چون ε-کارا، و کارا نقاط تعریف طبق که است ذکر قابل
می�باشد. ε-کارا کارا، نقطه هر پس

ابرصفحه بگیرید. نظر در را x̄ ∈ bd (S) و Rn از S غیرتهی مجموعه .٢۵.٣.١ تعریف
x ∈ S هر برای یعنی ،S ⊆ H+ اگر است x̄ در S حمایتی١٣ ابرصفحه ،H = {x : pt(x− x̄) = ٠}

.x ∈ S هر برای pt(x− x̄) ≤ ٠ یعنی ،S ⊆ H− یا pt(x− x̄) ≥ ٠ باید
است. آمده S حمایتی ابرصفحه�های از مثال�هایی ۴.١ شکل در

١٣ supporting hyperplane
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حمایتی ابرصفحه�های :٧.١ شکل

چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل برای روش�هایی ۴.١

مساله می�پردازیم. چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل روش�های از برخی مرور به بخش این در

min
x∈X

(f١(x), . . . , fp(x)) (۴.١)

روش�های در است. اسکالرسازی شیوه�های مسائل اینگونه حل جهت سنتی روش بگیرید. نظر در را
جواب�های بین رابطه سپس و می�شود معرفی چندهدفه مساله با متناظر تک�هدفه مساله یک اسکالرسازی
اینجا در می�گردد. بررسی چندهدفه مساله سره) (ضعیف، پارتو بهینه�ی جواب�های و تک�هدفه مساله بهین
دسته این جواب�های بین ارتباط بیان جهت را قضایایی و کرده اشاره اسکالرسازی روش�های از برخی به

می�کنیم. ارائه چندهدفه مساله و مسائل

وزن�دار مجموع روش ١.۴.١

صورت به (۴.١) مساله با متناظر تک�هدفه مساله وزن�دار١۴، مجموع روش در

min
x∈X

p∑
k=١

λkfk(x) (۵.١)

تعریف λ ∈ Rp
≧ یک برای باشد. Y ⊂ RP کنید فرض وزن�هاست. از برداری λ ∈ Rp

≥ آن در که است
می�کنیم:

S(λ, Y ) :=

{
ŷ ∈ Y : ⟨λ, ŷ⟩ = min

y∈Y
⟨λ, y⟩

}
.

نقطه دو شامل S(λ, Y ) مجموعه از مثالی ٨.١ شکل است. λ به توجه با Y بهینه نقاط مجموعه این
است. y٢ و y١

صورت به S(Y ) تعریف با
S(Y ) :=

∪
λ∈Rp

≧

S(λ, Y )

١۴ Weighted sum method



١١ چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل برای روش�هایی .۴.١

S(λ, Y ) مجموعه :٨.١ شکل

. [١۴] YWN = S(Y ) داریم باشد Rp-محدب
≧ ،Y اگر

مساله بهینه جواب�های و چندهدفه مساله سره) (ضعیف، کارای جواب�های بین رابطه ذیل قضایای
می�کند. بیان را وزن�دار مجموع

برقرارند. زیر نتایج باشد، (۵.١) بهینه جواب x̂ اگر [١۴] .١.۴.١ قضیه

است. x̂ ∈ XWE آنگاه ،λ ≥ ٠ اگر .١

است. x̂ ∈ XPE آنگاه ،λ > ٠ اگر .٢

است. x̂ ∈ XPE آنگاه باشد، (۵.١) منحصربفرد بهینه جواب x̂ و λ ≥ ٠ اگر .٣

محدب نیز k = ١, . . . , p برای fk توابع و محدب مجموعه�ای X که کنید فرض [١۴] .٢.۴.١ قضیه
داریم: صورت این در باشند.

یک x̂ که طوری به است موجود λ > ٠ آنگاه، باشد (۴.١) مساله از سره کارای جواب x̂ اگر .١
است. (۵.١) مساله بهینه جواب

گونه�ای به است موجود λ ≥ ٠ صورت این در باشد، (۴.١) مساله از ضعیف کارای جواب x̂ اگر .٢
می�گردد. (۵.١) مساله از بهینه�ای جواب x̂ که

ε-محدودیت روش ٢.۴.١

چندهدفه بهینه�سازی مسائل برای روش�ها بهترین وزن�دار مجموع روش همراه به ε-محدودیت١۵ روش
تبدیل محدودیت به آنها مابقی که حالی در می�شود، می�نیمم هدف�ها از یکی فقط روش این در است.

است. زیر صورت به (۴.١) مساله با متناظر ε-محدودیت، مساله می�شوند.
min
x∈X

fj(x)

s.t. fk(x) ≤ εk k = ١, . . . , p , k ̸= j
(۶.١)

١۵ ε-Constraint method



١٢ چندهدفه بهینه�سازی بر مقدمه�ای .١

نمی�رود. بکار مساله این در εj مولفه و است ε ∈ Rp آن در که
به�صورت باشد (۴.١) برای ضعیف کارای جواب x̂ که آن برای کافی شرط ε-محدودیت مساله به توجه با

است. زیر

باشد. jای اندیس برای (۶.١) تک�هدفه مساله از بهینه جواب یک x̂ که کنید فرض [١۴] .٣.۴.١ قضیه
است. (۴.١) مساله برای ضعیف کارای x̂ آنگاه

باشد، jای اندیس برای (۶.١) تک�هدفه مساله از منحصربفردی بهینه جواب x̂ اگر [١۴] .۴.۴.١ قضیه
است. (۴.١) مساله برای کارا x̂ آنگاه

می�شود. بیان زیر قضیه در x̂ شدنی نقطه بودن کارا برای کافی و لازم شرط

به باشد موجود ای ε اگر تنها و اگر است (۴.١) مساله کارای جواب x̂ ∈ X [١۴] .۵.۴.١ قضیه
باشد. j = ١, . . . , p هر برای (۶.١) ε-محدودیت مساله از بهینه جواب یک x̂ که طوری

می�کنیم. بررسی را وزن�دار مجموع روش و ε-محدودیت روش بین رابطه زیر قضیه در

[١۴] .۶.۴.١ قضیه

دارد وجود ε̂ای آنگاه باشد λj > ٠ اگر باشد. (۵.١) مساله از بهینه�ای جواب x̂ که کنید فرض الف.
است. (۶.١) از بهینه�ای جواب x̂ که طوری به

جواب x̂ اگر باشند. محدب نیز ،fk : Rn → R توابع و بوده محدب مجموعه�ای X کنید فرض ب.
بهینه (۵.١) برای x̂ که گونه�ای به است موجود λ̂ ∈ Rp آنگاه باشد، jای برای (۶.١) از بهینه�ای

است.

هیبرید روش ٣.۴.١

مساله روش، این در است. ε-محدودیت روش با وزن�دار مجموع روش از ترکیبی هیبرید١۶ روش
هدف�هاست. همه روی محدودیت�هایش و وزن�دار مجموع هدف دارای شده، اسکالر�سازی

است زیر صورت به روش این فرمول�بندی باشد. (۴.١) برای شدنی نقطه�ای x◦ که کنید فرض

min

p∑
k=١

λkfk(x)

s.t. fk(x) ≤ fk(x
◦) k = ١, . . . , p

x ∈ X

(٧.١)

.λ ∈ Rp
≥ آن در که

می�شود. بیان زیر قضیه در (۴.١) از شدنی جواب یک بودن کارا برای کافی و لازم شرط

(٧.١) مساله از بهینه جواب x◦ ∈ X شدنی جواب باشد. λ ∈ Rp
> که کنید فرض [١۴] .٧.۴.١ قضیه

. x◦ ∈ XE اگر تنها و اگر است
١۶ hybrid method



١٣ چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل برای روش�هایی .۴.١

انعطاف�پذیر محدودیت روش ۴.۴.١

مساله حل عمل، در است ممکن است. ε-محدودیت روش از تعمیمی انعطاف�پذیر١٧، محدودیت روش
زیرا باشد. سخت fk(x) ≤ εk محدودیت�های شدن اضافه دلیل به ε-محدودیت، روش به اسکالرسازی
که داد اجازه می�توان مشکل، این کردن برطرف منظور به دارد. وجود قیدها بودن انعطاف�نا�پذیر مشکل
گرفته نظر در هدف تابع در شدن نقض این برای جریمه�ای و شوند نقض fk(x) ≤ εk محدودیت�های

می�شود.
است: زیر بصورت روش این فرمول�بندی

min fj(x) +
∑
k ̸=j

µksk

s.t. fk(x)− sk ≤ εk ∀ k ̸= j

sk ≥ ٠ ∀ k ̸= j

x ∈ X

(٨.١)

.k ̸= j و µk ≥ ٠ آن در که
قضایای در چندهدفه مساله سره) (ضعیف، کارای جواب�های و (٨.١) مساله بهینه جواب�های بین رابطه

می�شود. بیان زیر

صورت این در است. µ ≧ ٠ با (٨.١) مساله از بهینه جواب (x̂, ŝ) که کنید فرض [١۴] .٨.۴.١ قضیه
. x̂ ∈ XwE

.x̂ ∈ XE آنگاه است. µ ≥ ٠ با (٨.١) مساله از یکتا بهینه جواب (x̂, ŝ) اگر [١۴] .٩.۴.١ قضیه

،(x̂, ŝ) که طوری به است موجود ای ŝ و ε, µ ≧ ٠ آنگاه باشد، x̂ ∈ XE اگر [١۴] .١٠.۴.١ قضیه
است. j ∈ {١, . . . , p} هر برای (٨.١) مساله بهینه جواب یک

صورت این در باشد، ŝ > ٠ و µ > ٠ با (٨.١) مساله از بهینه جوابی (x̂, ŝ) اگر [١۴] .١١.۴.١ قضیه
.x̂ ∈ XPE

یافته بهبود وزن�دار چبی�شف روش چبی�شف، روش بنسون، روش مانند اسکالرسازی دیگر روش�های
می�کنیم. بسنده آنها از تعداد همین بیان به که است موجود [٣٣ ،١۴] غیره و

١٧ elastic constraint method



١۴



٢ فصل

بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی

مقدمه ١.٢

نقطه روش مانند گوناگونی XEروش�های کارای مجموعه از قسمتی حداقل یا همه تولید برای پژوهشگران
جواب�های تعیین در رویکردها، این از بعضی اگرچه کرده�اند،. بیان را [٢٠] سیمپلکس٢ روش درونی١و
مطالعات بودن غیرممکن تقریبا و سنگین محاسبات به توجه با اما می�کند، کمک گیرنده تصمیم به بهتر

می�گردند. حذف آن سنگین
گرفتن نظر در با می�شود تعریف min {Cx : x ∈ X} صورت به که MOLP مساله یک برای
با XE ⊆ Rn و YN ⊆ Rp که آنجا از XE کارای مجموعه و YN غیرتسلطی مجموعه ،Y هدف فضای
بنسون٣ دلیل همین به شوند. نگاشته YN از نقطه یک تنها به XE در نقطه چند است ممکن ، p ≤ n

به YN یافتن بنابراین دارد. XE تولید به نسبت کمتری محاسبات به نیاز YN تولید که می�کند استدلال
هدف فضای در چندهدفه مسائل حل برای الگوریتمی بنسون است. مهم�تر گیرنده تصمیم برای XE جای

می�شود. اشاره آن به فصل این در که کرد ارائه
می�دهد ترجیح ،YN غیرتسلطی نقاط مجموعه به دستیابی برای خارجی۴، تقریب الگوریتم در بنسون
مجموعه که است بدیهی باشد، YNE یعنی غیرتسلطی رأسی نقاط مجموعه دنبال به الگوریتم، روند در که

می�کند. حاصل بهبود محاسبه زمان مدت در امر این و است کوچکتر YN به نسبت YNE

با می�توان، چندهدفه برنامه�ریزی مساله بودن خطی به توجه با و غیرتسلطی رأسی نقاط داشتن با
آورد. دست به را غیرتسلطی نقاط کامل مجموعه مذکور رأسی نقاط محدب ترکیب

کار است Y از توسیعی که Y ′ مجموعه روی ،Y هدف فضای روی کار جای به الگوریتم طی در بنسون
قضایای و Y ′ معرفی به نیاز الگوریتم گام�های به ورود از قبل منظور، بدین . Y ′

N = YN که می��کند
است. [۴۵ ،٣] مراجع از فصل این مطالب عمده داریم. آن به مربوط

١ interior point method
٢ simplex method
٣ Benson
۴ outer approximation algorithm

١۵



١۶ بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی .٢

بنسون: خارجی تقریب الگوریتم ٢.٢

چندهدفه خطی مساله برای
min{Cx : x ∈ X} (١.٢)

باشد: شده تعریف زیر به�صورت Y ′ مجموعه کنید، فرض
Y ′ = {y ∈ Rp : Cx ≦ y ≦ ŷ for some x ∈ X} (٢.٢)

آن تعریف که است (١.٢) چندهدفه مسأله ضدایده�آل نقطه ، yAI ∈ RP ) می�باشد ŷ > yAI آن در که
است). آمده قبل فصل در

[۴۵] .١.٢.٢ قضیه

است. p بعد از کراندار و غیرتهی چندوجهی یک Y ′ ⊂ Rp مجموعه الف.

.YN = Y ′
N ب.

از است. غیرتهی Y ′ پس Y ̸= ∅ چون و Y ⊂ Y ′ که است واضح Y ′ تعریف طبق الف. برهان.
نوشت: زیر �صورت به می�توان را Y ′ طرفی

Y ′ = p١ ∩ (Y + p٢)

آن در که

p١ := {y ∈ Rp | y ≤ ŷ},

p٢ := {Z ∈ Rp |Z ≥ ٠}.

که نیز Y ′ آنجا از و است چندوجهی نیز (Y + p٢) پس چندوجهی�اند. p٢ و p١ تعریف طبق
درون پس ŷ > Cx ، x ∈ X هر برای چون می�شود. چندوجهی است، وجهی چند دو اشتراک
آن درون اگر تنها و اگر است کامل بعد دارای چندوجهی یک که آنجایی از است. غیرتهی Y ′

. dimY ′ = p نتیجه در ،[٣٩] باشد ناتهی

است موجود x٠ای ∈ X پس باشد y٠ ∈ YN که کنید فرض .YN ⊂ Y ′
N که می�دهیم نشان ابتدا ب.

که
y٠ = Cx٠. (٣.٢)

داریم: Y ′ تعریف به بنا و y٠٠ ≤ y٠ که است موجود y٠٠ ∈ Y ′ آن�گاه ،y٠ /∈ Y ′
N اگر

∃ x٠٠ ∈ X ; Cx٠٠ ≦ y٠٠ ≤ y٠ ≦ ŷ (۴.٢)

داریم: (۴.٢) و (٣.٢) نامساوی از
Cx٠٠ ≤ Cx٠ = y٠

.y٠ ∈ Y ′
N و می�شود ثابت حکم پس است. تناقض در y٠ ∈ YN فرض با این و



١٧ بنسون: خارجی تقریب الگوریتم .٢.٢

صورت این در .y٠ /∈ YN اما باشد y٠ ∈ Y ′
N که کنید فرض . Y ′

N ⊂ YN که می�دهیم نشان حال
∃ x١ ; Cx١ ≤ y٠

داریم: Cx١ = y١ فرض با
Cx١ ≦ y١ ≤ y٠ < ŷ

کامل اثبات و y٠ ∈ YN پس است. تناقض در y٠ ∈ Y ′
N با این که ،y١ ≤ y٠ و y١, y٠ ∈ Y ′ یعنی

است.

رأسی نقاط همه یافتن برای الگوریتم، می�باشد. بنسون خارجی تقریب الگوریتم اساس ١.٢.٢ قضیه
می�شوند. ساخته Y ′ حمایتی ابرصفحه�های الگوریتم، از مرحله این در می�کند. کار Y ′ روی ،Y

زیر صورت به y ∈ Rp به وابسته D(y) دوگان و P (y) اولیه خطی برنامه�ریزی�های منظور این برای
است: نیاز مورد

P (y) : min{Z : Ax ≧ b , Cx− eZ ≦ y},

D(y) : max{bTu− yTw : ATu− CTw = ٠ , eTw = ١, u, w ≧ ٠}.
(۵.٢)

[۴۵] .٢.٢.٢ قضیه

منحصربه�فرد نقطه را qk .yk /∈ Y ′ , yk ≤ ŷ که کنید فرض و بگیرید نظر در را p̄ ∈ intY ′ الف.
این�صورت در می�باشد. p̄ و yk بین واصل پاره�خط به متعلق که بگیرید، نظر در Y ′ از مرزی

است. qk ∈ Y ′
WN

D(qk) دوگان خطی برنامه�ریزی از بهینه جوابی (uT , wT ) و باشد qk ∈ Y ′
WN که کنید فرض ب.

�صورت به که است Y ′ از F (u,w) غیرتسلطی �وجه به متعلق qk این�صورت در باشد.
می�شود. بیان F (u,w) = {y ∈ Y ′ :< w, y >=< b, u >}

تعریف طبق پس ،qk /∈ Y ′
WE کنید فرض .qk ∈ Y ′ پس است، Y ′ مرزی نقطه qk چون الف. برهان.

داریم: Y ′

∃ y٠ ∈ Y ′, x٠ ∈ X s.t. Cx٠ ≦ y٠ < qk.

که دارد وجود ٠ < λ < ١ پس است، p̄ و yk واصل پاره�خط به متعلق qk طرفی از
qk = λp̄+ (١− λ)yk.

می�کنیم: تعریف می�باشد. qk < ŷ پس yk ≤ ŷ و p̄ < ŷ چون

d١ = min{(qk − Cx٠)j; | j = ١, . . . , p}

d٢ = min{(ŷ − qk)j | j = ١, . . . , p}.

و ε < d١ که می�گیریم نظر در طوری را ε > ٠ باشد، اقلیدسی نرم ||ν|| ،ν ∈ Rp هر به�ازای اگر
آنگاه ε < d٢

Nε(q
k) = {ν ∈ Rp | ||qk − ν|| < ε}



١٨ بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی .٢

نقطه qk که داده�ایم نشان ،Nε(q
k) ⊆ Y ′ کنیم ثابت اگر حال است. باز گوی این که است واضح

می�باشد. qk ∈ Y ′
WE پس است، تناقض این که است Y ′ مرزی نه و درونی

صورت این در Z ∈ Nε(q
k) کنید فرض ،Nε(q

k) ⊆ Y ′ اثبات برای

− ε < Zj − qkj < ε , ∀j = ١, . . . , p

⇒ qkj − ε < Zj < qkj + ε

داریم: بالا از همچنین

ε < d١ =⇒ −ε > (Cx٠)j − qkj , ∀ j = ١, . . . , p

ε < d٢ =⇒ ε < ŷj − qkj , ∀ j = ١, . . . , p

.Nε(q
k) ⊆ Y ′ نتیجه در ،Z ∈ Y ′ پس x٠ ∈ X چون و (Cx٠)j < Zj < ŷj ،j هر برای یعنی

می��باشد. Z = ٠ بهینه جواب دارای P (qk) که است واضح پس باشد. qk ∈ Y ′
WN که کنید فرض ب.

P (qk) : min{Z : Ax ≧ b , Cx− eZ ≦ qk}

پس ،Cx٠ < Cx٠ − eZ ≦ qk که است موجود شدنی x٠ آنگاه باشد، Z < ٠ اگر زیرا
است. تناقض در qk ∈ Y ′

WN با این و Cx٠ < qk

که است (uT , wT ) بهینه جواب دارای نیز D(qk) دوگانی قوی قضیه به بنا نتیجه در
bTu− (qk)Tw = ٠ =⇒ < b, u >=< qk, w >

که y ∈ Y ′ است. F (u,w) = {y ∈ Y ′ : < w, y >=< b, u >} وجه به متعلق qk نتیجه در
١.۴.١ قضیه طبق نتیجه در است وزن�دار مجموع مساله بهینه جواب می�کند، صدق F (u,w) در

می�گردد. تسلطی غیر وجه F (u,w) و است غیرتسلطی نقطه یک y

مقادیر آوردن فراهم نحوه به ادامه در و پرداخته بنسون خارجی تقریب الگوریتم بیان به بعدی بخش در
مثال یک روی آن اجرای و الگوریتم پذیربودن خاتمه اثبات الگوریتم، گام�های اجرای الگوریتم، اولیه

می�کنیم. اشاره

١ الگوریتم ٣.٢

بنسون): خارجی تقریب (الگوریتم ١ الگوریتم

که بسازید طوری را S◦ p-بعدی سیمپلکس یک و آورده بدست را p̄ ∈ intY ′ نقطه یک اولیه: مقداردهی
دهید قرار کنید. ذخیره را S◦ و S◦ از V (S◦) رئوس مجموعه باشد. Y ′ شامل و S◦ ⊂ ŷ−Rp

≧

بروید. k تکرار به و k = ٠
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: k تکرار

غیر در .Y ′ = Sk و بروید k۵ گام به آنگاه ،y ∈ Y ′ باشیم داشته y ∈ V (Sk) هر برای اگر : k١ گام
دهید. ادامه و yk /∈ Y ′ که طوری به کنید انتخاب را yk ∈ V (Sk) اینصورت

Y ′ مرز به متعلق λyk + (١ − λ)p̄ که یافته ٠ < λ < ١ میان از منحصربفردی ی λk مقدار : k٢ گام
.qk = λky

k + (١− λk)p̄ دهید قرار و باشد

مساله� حل با (ukT , wkT ) که Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : ⟨wk, y⟩ ≧ ⟨b, uk⟩} دهید قرار : k٣ گام
آید. بدست می�تواند LP D(qk)

دهید قرار کنید. تعیین را V (Sk+١) ،k٣ گام در شده داده Sk+١ تعریف و V (Sk) از استفاده با : k۴ گام
بروید. k تکرار به و k = k + ١

صورت به Y ′ از غیرتسلطی راسی نقاط دهید. قرار K = k را تکرارها کلی تعداد : k۵ گام
همه مجموعه YNE = Y ′

NE می�آید). ادامه در (اثبات است Y ′
NE = {y ∈ V (SK) : y < ŷ}
است. Y از غیرتسلطی راسی نقاط

الگوریتم. پایان

از قسمتی که می�شود ساخته گونه�ای به ⟨wk, y⟩ = ⟨b, uk⟩ از حاصل صفحه ابر ،k ≧ ٠ هر برای
غیرتسلطی نقاط به رسیدن نحوه این .Sk ⊃ Sk+١ ⊃ Y ′ پس، می�دهد برش است yk شامل که را Sk

در که شود توجه است. خارجی تقریب الگوریتم نامگذاری بر دلیلی می�گیرد، صورت Y ′ خارج از که Y ′

می�شود. حل دقیق بطور هدف فضای در چندهدفه خطی مساله پایان

آن بر بهبودی و الگوریتم مراحل اجرای نحوه ۴.٢

اجرای جهت که است ذکر قابل می�کنیم. اشاره بنسون الگوریتم گام�های انجام نحوه به بخش این در
الگوریتم انجام تسریع موجب که شده پیشنهاد کارآمدتری روش�های بنسون، الگوریتم k۴ و k٢ گام�های
استفاده می�شود، اشاره آن به که موثر روش�های از گام�ها این در اینرو از می�شود. محاسبه زمان بهبود و

می�کنیم.

از اکید محدب ترکیب هر مساوی p̄می�تواند ، p̄ ∈ intY ′ محاسبه برای اولیه مقداردهی گام در •
باشد. ŷ و yAI

می�کنیم: عمل زیر صورت به S◦ بعدی - p سیمپلکس پوشش ساخت برای
آن در که می�باشد V (S◦) := {vj | j = ٠,١, . . . , p} رئوس مجموعه از محدب پوسته S◦

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را vj ∈ Rp ،j = ١, . . . , p هر برای و v◦ = ŷ

vji =

ŷi i ̸= j

β + ŷj − ⟨e, ŷ⟩ i = j
(۶.٢)
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p-سیمپلکس و Y ′ ⊂ S◦ درستی بر مبنی زیر قضیه می�باشد. β = miny∈Y ′⟨e, y⟩ آن در که
است. S◦ بودن

به vjها تعریف با V (S) = {vj | j = ٠,١, . . . , p} از S محدب پوسته [٣] .١.۴.٢ قضیه
است. Y ′ شامل که است V (S) رئوس مجموعه با p-بعدی سیمپلکس یک ،(۶.٢) صورت

.⟨e, ŷ⟩ − β > ٠ پس، است برقرار y ≤ yAI < ŷ رابطه y ∈ Y ′ هر برای چون برهان.
داریم: j = ١, . . . , p هر برای

⟨v◦ − vj⟩i =

٠ i ̸= j

⟨e, ŷ⟩ − β i = j
(٧.٢)

مجموعه یک {(v◦ − vj) | j = ١, . . . , p} که می�دهد نشان اخیر رابطه دو .i = ١, . . . , p که
سیمپلکس ،S لذا است، آفینی مستقل مجموعه {v◦, . . . , vp} اینرو از است. خطی مستقل

است. V (S) رئوس مجموعه با p-بعدی
که ȳ ≤ ŷ آنگاه باشد. ȳ ∈ Y ′ که می�کنیم فرض ابتدا ،Y ′ ⊆ S دادن نشان برای

آن بر علاوه .(ŷ − ȳ) = (v◦ − ȳ) ≥ ٠

⟨e, v◦ − ȳ⟩ ≤ miny∈Y ′⟨e, v◦ − y⟩

= ⟨e, v◦⟩ −miny∈Y ′⟨e, y⟩

= ⟨e, v◦⟩ − β

= ⟨e, ŷ⟩ − β

(٨.٢)

است. شده نتیجه v◦ و β تعاریف از ترتیب به اخیر تساوی دو که
داریم: (٨.٢) رابطه به توجه با ،(v◦ − ȳ) ≥ ٠ که آنجایی از

∀ j = ١, . . . , p ٠ ≤ (v◦ − ȳ)j ≤ ⟨e, ŷ⟩ − β.

هر برای که کنیم انتخاب طوری را j = ١, . . . , p که αj اسکالرهای می�توانیم بنابراین،
و ٠ ≤ αj ≤ ١ ،j = ١, . . . , p

(v◦ − ȳ)j = αj(⟨e, ŷ⟩ − β)

نوشت می�توان (٧.٢) رابطه به توجه با

(v◦ − ȳ) =

p∑
j=١

αj(v
◦ − vj). (٩.٢)

با باشد، برقرار
∑p

j=١ αj > ١ اگر .
∑p

j=١ αj ≥ ٠ لذا ،j = ١, . . . , p برای αj ≥ ٠ چون
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داریم: (٩.٢) و (٧.٢) از استفاده

⟨e, v◦ − ȳ⟩ =
p∑

j=١
αj⟨e, v◦ − vj⟩

=

p∑
j=١

αj(⟨e, ŷ⟩ − β)

> ⟨e, ŷ⟩ − β

(٩.٢) رابطه از ضمنا باشد. ٠ ≤
∑p

j=١ αj ≤ ١ باید پس است. تناقض در (٨.٢) با این که
داریم:

ȳ = (١−
p∑

j=١
αj)v

◦ +

p∑
j=١

αjv
j.

بدین است، برقرار ٠ ≤ (١−
∑p

j=١ αj) ≤ ١ و ٠ ≤ αj ≤ ١ ،j = ١, . . . , p هر برای چون
S نهایت در و ȳ ∈ S یعنی است. {vj | j = ٠,١, . . . , p} از محدبی ترکیب ȳ که است مفهوم

است. Y ′ شامل

شود. نوشته زیر صورت به می�تواند قبل قضیه در شده تعریف p-سیمپلکس [٣] .٢.۴.٢ قضیه
S = {y ∈ Rp | y ≤ ŷ , β ≤ ⟨e, y⟩}

گام�ها به مربوط تکرار وارد V (S◦) نام به آن رئوس کردن ذخیره و اولیه S◦ ساخت از پس
می�شویم.

سیمپلکس روش فرایند می�توان Y ′ در y ∈ V (Sk) عضویت بررسی برای الگوریتم، k١ گام در •
یعنی باشد، مثبت مساله این بهینه مقدار اگر برد. بکار را، (۵.٢) رابطه از P (y) مسأله برای

.y ∈ Y ′ این�صورت غیر در و y /∈ Y ′ آنگاه Z > ٠

می�شویم. k٢ گام وارد yk /∈ Y ′ که yk ∈ V (Sk) انتخاب با نباشد، V (Sk) ⊂ Y ′ اگر

،qk = λky
k+(١−λk)p̄ که گونه�ای به هستیم (٠,١) بازه در منحصربفردی λk دنبال به k٢ گام در •

باشد. p̄ و yk واصل پاره�خط روی Y ′ مرزی نقطه

زیادی LPهای حل به نیاز روش این حال، هر به .[٢] می�کند پیشنهاد را دوبخشی روش بنسون
است. ممکن LP یک تنها حل با مناسب λی کردن پیدا می�شود، داده نشان دارد.

و p̄ ∈ intY ′ اگر .yk /∈ Y ′ که باشد SK از رأس یک yk که فرض [۴۵] .٣.۴.٢ گزاره
.µi < ٠ که گونه�ای به است موجود i ∈ {١, . . . , p} آنگاه باشد، µ = yk − p̄

.Cx ≦̸ yk شدنی x هر برای پس ،yk /∈ Y ′ که آنجایی از است. yk ≦ ŷ که می�دانیم برهان.
این که ،p̄ ≦̸ yk اینرو از است. Cx̄ ≦ p̄ که دارد وجود شدنی x̄ پس ،p̄ ∈ intY ′ چون طرفی از

است. مطلوب وضعیت همان
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.µk
l = ykl −p̄l < ٠ که دارد وجود ای l ∈ {١, . . . , p}انتخاب امکان ، ٣.۴.٢ گزاره از استفاده با

یعنی دارد، منفی های µi میان در را، قدرمطلق مقدار بزرگترین که می�کنیم انتخاب را µlای < ٠
Y ′ نقاط همه میان در ،Y ′ تحدب به توجه با .µi < ٠ با i ∈ ١, . . . , p هر برای |µl| ≧ |µi|

است. ql مقدار کوچکترین ،Y ′ از q مرزی نقطه ،p̄و yk نقاط واصل پاره�خط روی

شود. پیدا زیر ی LP حل با می�تواند qk تعیین برای منحصربفرد λ بنابراین

max λ

s.t. λyk + (١− λ)p̄ ≧ Cx

Ax ≧ b

λ ≦ ١

λ ≧ ٠

(١٠.٢)

کند، اختیار را ١ و ٠ مقدار نمی�تواند λ مساله این در که شود توجه هستند. متغییرها λ, x آن در که
با که ،yk ≧ Cx٠ اول محدودیت طبق صورت این در باشد، مساله جواب (λ = ١, x٠) اگر زیرا
qk = p̄صورت این در باشد، مساله جواب (λ = ٠, x٠) اگر و است، تناقض در yk /∈ Y ′ فرض
در چشمگیری بطور اصلاح این است. تناقض در p̄ ∈ intY ′ فرض با این و است مرزی نقطه

دارد. نقش محاسبه زمان بهبود

(uk, wk) بهینه جواب .qk ∈ Y ′
WN ،٢.٢.٢ قضیه طبق است، Y ′ مرزی نقطه qk چون k٣ گام در •

غیرتسلطی وجه ،(۵.٢) D(qk) دوگان مساله از
F (uk, wk) = {y ∈ Y ′ : ⟨wk, y⟩ = ⟨b, uk⟩}

که است بدیهی می�کند. ایجاد را
Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : ⟨wk, y⟩ ≧ ⟨b, uk⟩}

برقرار Sk ⊃ Sk+١ ⊃ Y ′ شمول طرفی از . دارد قرار آن در ykکه می�کند حذف را Sk از قسمتی
qk بودن مرزی طبق زیرا است،

∄ y ∈ Y ′ ; y < qk ⇒ ∄ y ∈ Y ′ ; ⟨y, wk⟩ < ⟨qk, wk⟩ = ⟨b, uk⟩

Y ′ شامل Sk+١ نتیجه در است. Y ′ حمایتی ابرصفحه {y ∈ Rp : ⟨wk, y⟩ ≧ ⟨b, uk⟩} یعنی
است.

روش بنسون ،Sk+١ = Sk ∩{y ∈ Rp : ⟨wk, y⟩ ≧ ⟨b, uk⟩}رئوس محاسبه برای ، k۴ گام در •
شمارشی الگوریتم اینجا در می�کند. پیشنهاد را [۴] ساده۶ افراز روش و [٢۴] همکاران هورست۵و
بنا هورست الگوریتم روی الگوریتم این می�شود. استفاده [۶] هانسن٨ و چن خط٧ روی رأس

۵ Horst
۶ simplicial partitioning technique
٧ on-line vertex enumeration algorithm
٨ Chen and Hansen
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.[۶] است کمتر آن پیچیدگی اما شده،
برش صفحه طرفین در Sk از رئوسی مجموعه� کردن پیدا خط، روی رأس شمارشی الگوریتم اصل
نقاط از مجاورتی لیست�های از استفاده سپس، و H(u,w) = {y ∈ Rp : ⟨w, y⟩ = ⟨b, u⟩}
محاسبه متناظر تقاطع نقاط می�باشد. H(u,w) و Sk تقاطع یالهای همه شناسایی برای رأسی
رأس هر مجاور رئوس لیست�های مجاورتی، (لیست�های می�گردد بروز مجاورتی لیستهای و شده
مشترک محدودیت یک در حداقل sk با که هستند رئوسی شامل که است Sk+١ در sk مانند

فعالند).

ساده، افراز روش با مقایسه در می�شود، اشاره آن به ادامه در که خط، روی رأس شمارشی روش
می�شود. محاسبات سرعت در بهبود باعث

مجاورتی: لیست�های و خطی) خط(درون روی رأس تعیین
بگیرید: نظر در ابرصفحه را H و سقفی چند یک را p می�کنیم. فرمولبندی زیر صورت به را مساله

p = {x ∈ Rn | gi(x) = aix− bi ≤ ٠, i = ١, . . . ,m}

H = {x ∈ Rn |h(x) = am+١x− bm+١ = ٠}

کنید: فرض می�باشد. i = ١, . . . ,m+ ١ برای bi ∈ R و ai ∈ Rn آن در که

p̄ = p ∩ {x ∈ Rn |h(x) ≤ ٠}

بگیرید: نظر در باشد. ،H پایینی بسته�ی نیم�فضای و p تقاطع با چندسقفی،

V (p) = p رئوس مجموعه

S = H ∩ p چندسقفی S

V +(p) = {v ∈ V (p) |h(v) > ٠}

V −(p) = {v ∈ V (p) |h(v) ≤ ٠}

V (p̄) = V −(p) ∪ V (S)

v = |V (p)| = p رئوس تعداد

v− = |V −(p)| = است p̄ در که p رئوس تعداد

v+ = |V +(p)| = نیست p̄ در که p رئوس تعداد

vs = |V (S)| = جدید رئوس تعداد

adj(u) = u راس همسایه رئوس مجموعه

j(u) = {i|gi(u) = ٠}.

است: زیر صورت به مجاورتی لیستهای تولید جهت الگوریتم گام�های

خط: روی رأس شمارشی الگوریتم
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نشدنی: و شدنی رئوس . گام١

Determine :V +(P ), V −(P ), v+, v−,

if v− = ٠ −→ stop , p̄ = ∅,

if v+ = ٠ −→ stop , the new constraint being redundant,

if v+ ≤ v−

then (V +(p)→ V١, V
−(p)→ V٢),

else (V +(p)→ V٢, V
−(p)→ V١),

End if

جدید: رئوس گام٢.

V (S)← ∅

for all u ∈ V١ Do

for all v ∈ adj(u) ∩ V٢ Do

Determine w ← [u, v] ∩H

V (S)← V (S) ∪ {w}

if v+ ≤ v−

Then [adj(v)← (adj(v) \ {u}) ∪ {w}, adj(w)← {v}]

Else : (adj(u)← adj(u) \ {v}) ∪ {w}, adj(w)← {u}

End if

j(w)← [j(u) ∩ j(v)] ∪ {m+ ١}

End for

End for

جدید: رئوس برای مجاورتی لیست�های گام٣.

for allu ∈ V (S) , v ∈ V (S) Do

if |j(u) ∩ j(v)| = n− ١

Then [adj(u)← adj(u) ∪ {v}

adj(v)← adj(v) ∪ {u}]

End if

End for.
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می�دهیم نشان می�شویم. وارد k۵ گام به رسیدیم، V (Sk) ⊂ Y ′ به الگوریتم k١ گام در که زمانی •
.YNE = Y ′

NE و است برابر Y ′ غیرتسلطی رأسی نقاط مجموعه با {y ∈ V (Sk) : y < ŷ} که
کرده�ایم. پیدا دست Y غیرتسلطی رأسی نقاط به لذا

اگر یابد. خاتمه الگوریتم و Sk = Y ′ که باشد تکراری تعداد ،k ≥ ٠ که کنید فرض [٣] .۴.۴.٢ قضیه
است. برابر Y ′ کارای رأسی نقاط همه مجموعه با E آنگاه ،E = {y ∈ V (Sk) | y < ŷ}

Y غیرتسلطی رأسی نقاط تمام یافتن با و است متناهی ١ الگوریتم مراحل که می�دهد نشان زیر قضیه
می�یابد. خاتمه k۵ گام در

است. Sk = Y ′ خاتمه در و می�شود متوقف تکرار متناهی تعداد در ١ الگوریتم [۴۵] .۵.۴.٢ قضیه
Y غیرتسلطی رأسی نقاط مجموعه با کاملا، Y ′

NE آنگاه ،Y ′
NE = {y ∈ V (Sk) : y < ŷ} که کنید فرض

.Y ′
NE = YNE یعنی، است، برابر

کنید فرض است. Y ′ شامل الگوریتم، از S = S◦ اولیه سیمپلکس ،١.۴.٢ قضیه از استفاده با برهان.
می�شود یافت yk ∈ V (Sk) عضو یک الگوریتم، k١ گام در آنگاه .Sk ̸= Y ′ اما ،Sk ⊇ Y ′ و k ≥ ٠
y ≤ ŷ باید y ∈ Sk نقطه هر برای الگوریتم، از k٣ گام و ٢.۴.٢ قضیه از استفاده با .yk /∈ Y ′ که
p̄ ∈ intY ′ چون ،k٢ گام و ٢.٢.٢ قضیه از است. yk ≤ ŷ لذا ،yk ∈ Sk که جایی آن از باشد. برقرار
کارای وجه {y ∈ Y ′ | ⟨wk, y⟩ = ⟨b, uk⟩} ،٢.٢.٢ قضیه و k٣ گام از .qk ∈ Y ′

WN پس ،yk /∈ Y ′ و
طبق طرفی از .⟨wk, p̄⟩ ̸= ⟨b, uk⟩ که، است آن بیانگر ،p̄ ∈ intY ′ است. qk شامل Y ′ از ضعیف

.⟨wk, p̄⟩ > ⟨b, uk⟩ بنابراین ،⟨wk, y⟩ ≥ ⟨b, uk⟩ داریم y ∈ Y ′ هر برای ،٢.٢.٢ قضیه
با پس می�شود. نتیجه ⟨wk, yk⟩ < ⟨b, uk⟩ رابطه الگوریتم، از k٢ گام و ⟨wk, qk⟩ = ⟨b, uk⟩ طبق

.yk /∈ Sk+١ ،k٣ گام در Sk+١ تعریف
.Sk+١ ⊇ Y ′ نتیجه در ⟨wk, y⟩ ≥ ⟨b, uk⟩ ،y ∈ Y ′ هر برای و Sk ⊇ Y ′ چون دیگر، طرف از

زیر رابطه که می�کند تولید k = ٠,١,٢, . . . که Sk متمایز چندوجهی�های الگوریتم ،k انتخاب با
است. برقرار آنها برای

S◦ ⊃ S١ ⊃ . . . ⊃ Sk ⊃ Y ′

داریم k٣ گام از ،k ≥ ٠ هر برای برآن، علاوه
Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp | ⟨wk, y⟩ ≥ ⟨b, uk⟩}

١ الگوریتم که می�گردد ١.٢.٢نتیجه قضیه از است. Y ′ از وجه�ای {y ∈ Y ′ | ⟨wk, y⟩ = ⟨b, uk⟩} که
است. Sk = Y ′ الگوریتم پایان در و باشد متناهی باید

از است. Y ′ از غیرتسلطی رأسی نقاط مجموعه همان Y ′
NE مجموعه ،٣.٣ قضیه طبق بعلاوه،

رأسی نقاط مجموعه است، خطی برنامه�ریزی مساله چون و است YN = Y ′
N ،١.٢.٢ قضیه طبق طرفی

.Y ′
NE = YNE یعنی مساویند هم با نیز آنها غیرتسلطی

صورت به می�توان را y٠ رأسی، نقاط ویژگی طبق . y٠ /∈ Y ′
NE اما باشد y٠ ∈ YNE کنیم فرض زیرا



٢۶ بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی .٢

باشد YNنمی�تواند مجموعه عناصر از محدب ترکیبی که صورتی در نوشت، Y ′
N عناصر از محدب ترکیب

است. تناقض در YN = Y ′
N تساوی با مطلب این و

داد: شرح زیر صورت به می�توان را بنسون الگوریتم کلی ایده خلاصه طور به
می�شود. معرفی Y ′ از p̄ درونی نقطه یک می�شود. ساخته Y ′ شامل S◦ سیمپلکس پوشش یک ابتدا
آنگاه، yk /∈ Y ′ اگر نه. یا است Y ′ به متعلق yk آیا که می�شود بررسی پوشش، از yk رأس هر برای آنگاه

می�شوند. مرتبط است، Y ′ از qk منحصربفرد مرزی نقطه یک شامل که پاره�خط، یک با yk و p̄
تا روند می�شود. بروز Sk پوشش و می�شود ساخته qk شامل حمایتی) جدید (ابرصفحه برش یک
و است Y ′ رأسی نقاط پوشش، رئوس آنگاه باشند. Y ′ در پوشش رئوس همه که می�شود تکرار زمانی

می�باشد. Y ′
NE = {y ∈ V (SK) : y < ŷ} صورت به ،Y ′ غیرتسلطی رأسی نقاط

می�آوریم: بنسون الگوریتم نمایش برای مثالی ادامه در

۶.۴.٢ مثال در Y هدف فضای :١.٢ شکل

آن در که بگیرید نظر در را min{Cx : Ax ≧ b} ، MOLP مسأله .۶.۴.٢ مثال

C =

(
٣ ١
−١ −٢

)
, A =


٠ −١
−٣ ١
١ ٠
٠ ١

 , b =


−٣
−۶
٠
٠

 .

است. شده داده نشان ١.٢ شکل در هدف فضای در Y شدنی مجموعه
Y ′ = صورت به Y ′ ،ŷ = (١٣,١) انتخاب با است، ŷ > yAI چون است. yAI = (١٢,٠) نقطه

می�شود. تعریف {y ∈ R٢ : Cx ≦ y ≦ ŷ, Ax ≧ b}
مثال این در تکرار یک طی را الگوریتم مراحل اجرای نحوه غیرتسلطی، راسی نقاط به دستیابی جهت

می�دهیم. نشان



٢٧ آن بر بهبودی و الگوریتم مراحل اجرای نحوه .۴.٢

رئوس مجموعه از محدب پوشش S◦ می�گیریم. نظر در را Y ′ از p̄ = (١٢٫ ۵,٠٫ ۵) درونی نقطه ابتدا
است: زیر

V (S◦) = {vj|j = ٠,١,٢},

v◦ = ŷ = (١٣,١),

v١ = (v١١, v
١
٢) = (β − ⟨e, ŷ⟩+ ŷ١, ŷ٢) = (−۴,١),

v٢ = (v٢١, v
٢
٢) = (ŷ١, β − ⟨e, ŷ⟩+ ŷ٢) = (١−,١٣۶)

آن در که

β = min
y∈Y ′
⟨e, y⟩ = min{y١ + y٢|y ∈ Y ′} = ٣− ۶ = −٣.

است. فوق راس سه با شکل مثلثی ناحیه S◦ محدب مجموعه
،S◦ رئوس مجموعه کردن ذخیره با می�دهد. نشان را p̄ درونی نقطه و S◦ ، Y ′ ، Y ،٢.٢ شکل

Y ′, S◦, p̄ ∈ intY ′ مجموعه�های :٢.٢ شکل

می�شویم. الگوریتم k١ گام وارد ،V (S◦) = {(١٣,١), (−۴,١), (١−,١٣۶)}
بررسی مورد را Y ′ به y◦ تعلق زیر خطی برنامه�ریزی اجرای با کرده، انتخاب را y◦ = (−۴,١) راس



٢٨ بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی .٢

می�دهیم. قرار

P (y = y◦) : min z

s.t x٢ ≦ ٣

٣x١ − x٢ ≦ ۶

٣x١ + x٢ − z ≦ −۴

− x١ − ٢x٢ − z ≦ ١

x١ ≧ ٠

x٢ ≧ ٠

وارد و y◦ /∈ Y ′ پس است، مثبت z∗ = ۴ بهینه مقدار چون ،(z = ۴, x١ = ٠, x٢ = ٠) جواب با
می�گردد). y◦ ∈ Y ′ باشد، z∗ ≦ ٠ بهینه مقدار (اگر می�شویم k٢ گام

پاره�خط روی که Y ′ از q◦ = λ◦y
◦+(١−λ◦)p̄ مرزی نقطه زیر، LP حل از λ◦ محاسبه با گام، این در

میشود. مشخص است، y◦ و p̄ واصل

max λ

s.t ٣x١ + x٢ + ١۶٫ ۵λ ≦ ١٢٫ ۵

− x١ − ٢x٢ − ٠٫ ۵λ ≦ ٠٫ ۵

٣x١ − x٢ ≦ ۶

٠ ≦ x٢ ≦ ٣

x١ ≧ ٠

٠ ≦ λ ≦ ١.

است. q◦ = (٠, ٢٩٣٣) آنجا از و است فوق مساله بهینه جواب ،λ = λ◦ = ٠٫ ٧۵٧۵٧۵٨ مقدار
استفاده جداساز ابرصفحه ساخت در که (u◦, w◦) بهینه جواب D(q◦)زیر دوگان مساله حل با ،k٣ گام در

می�گردد. مشخص می�شود،

D(y = q◦) : max − ٣u١ − ۶u٢ − ٠w١ −
٢٩
٣٣w٢

s.t − ٣u٢ − ٣w١ + w٢ ≦ ٠

− u١ + u٢ − w١ + ٢w٢ ≦ ٠

w١ + w٢ = ١

u١, u٢, w١, w٢ ≧ ٠

است. (u◦, w◦) = ((٠,٠), (١,٠)) آن در که
است. S١ = S◦ ∩ {y ∈ R٢ : ⟨w◦, y⟩ ≧ ⟨b, u◦⟩} = S◦ ∩ {y ∈ R٢ : y١ ≧ ٠} حال



٢٩ آن بر بهبودی و الگوریتم مراحل اجرای نحوه .۴.٢

و چن خط روی رأس شمارشی الگوریتم از استفاده با را V (S١) رئوس می�خواهیم و شده k۴ گام وارد
می�کنیم: تعریف منظور این برای آوریم. به�دست هانسن

p = S◦ = {x ∈ R٢|g١(x) = x٢ − ١ ≦ ٠, g٢(x) = x١ − ١٣ ≦ ٠, g٣(x) = −x١ − x٢ − ٣ ≦ ٠}

H = {x ∈ R٢|⟨w◦, x⟩ = ⟨b, u◦⟩} = {x ∈ R٢|x١ = ٠}

S١ = p̄ = p ∩ {x ∈ R٢|⟨b, u◦⟩ − ⟨w◦, x⟩ ≦ ٠} = p ∩ {x ∈ R٢|x١ ≧ ٠}

S = p ∩H j(u) = {i|gi(u) = ٠}

V (p̄) = V − ∪ V (S)

داریم: الگوریتم این مرحله سه طبق

نشدنی: و شدنی رئوس (I

V (p) = {(−۴,١), (١٣,١), (١−,١٣۶)},

V +(p) = {(−۴,١)} v+ = ١,

V −(p) = {(١٣,١), (١−,١٣۶)}, v− = ٢.

پس ،v+ ≦ v− چون
V١ = V +(p), V٢ = V −(p)

جدید: رئوس (II

V (S)← ∅

u = (−۴,١) adj(u) = {(١٣,١), (١−,١٣۶)} adj(u) ∩ V٢ = {(١٣,١), (١−,١٣۶)}

v١ = (١٣,١)

[(١٣,١), (−۴,١)] ∩H = w١ = (٠,١)

V (S)← V (S) ∪ {w١} = {(٠,١)}

داریم: ،v+ ≦ v− چون

adj(v١ = (١٣,١)) = ({(−۴,١), (١−,١٣۶)} \ {(−۴,١)}) ∪ {(٠,١)} = {(١−,١٣۶), (٠,١)}

adj(w١ = (٠,١)) = {(١٣,١)}

j(w١) = {۴} ∪ [j(−۴,١) ∩ j(١٣,١)] = {۴} ∪ [{١,٣} ∩ {١,٢}] = {١,۴}

v٢ = (١−,١٣۶)

[(١−,١٣۶), (−۴,١)] ∩H = w٢ = (٣−,٠)

V (S) = V (S) ∪ {w٢} = {(٠,١), (٣−,٠)}



٣٠ بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی .٢

داریم: ،v+ ≦ v− چون

adj(v٢ = (١−,١٣۶)) = ({(١٣,١), (−۴,١)} \ {(−۴,١)}) ∪ {(٣−,٠)} = {(١٣,١), (٣−,٠)}

adj(w٢ = (٣−,٠)) = {(١−,١٣۶)}

j(w٢) = {۴} ∪ [j(−۴,١) ∩ j(١−,١٣۶)] = {۴} ∪ [{١,٣} ∩ {٢,٣}] = {٣,۴}

جدید: رئوس برای مجاورتی لیست�های (III

داریم: ،|j(w١) ∩ j(w٢)| = ١ = n− ١ که آنجایی از

adj(w١) = {(١٣,١)} ∪ {w٢} = {(١٣,١), (٣−,٠)}

adj(w٢) = {(١−,١٣۶)} ∪ {w١} = {(١−,١٣۶), (٠,١)}

می�گردد. تعیین زیر شکل به S١ رئوس مجموعه ،V (S) جدید رئوس مجموعه شدن مشخص با
V (S١) = V −(p) ∪ V (S) = {(١٣,١), (١−,١٣۶), (٠,١), (٣−,٠)}

۵.٢ ،۴.٢ ،٣.٢ شکل�های گردد. V (Sk) ⊂ Y ′ نهایت در تا می�شویم گام�ها تکرار وارد مجموعه این با

اول برش از بعد :٣.٢ شکل

و پر دایره�های با Sk رئوس می�دهد. نشان را چهارم و وسوم دوم و اول ابرصفحه�های ترتیب به ۶.٢ و
است. شده� داده نشان ضربدر با qk مرزی نقطه و خالی تو دایره با یافته برش رأس

(٣−,٠) رأس و دوم برش در (١−,١٣۶) رأس و می�دهد برش را و۴-) ١) رأس ابرصفحه، اولین
بعد دید. می�توان برش هر از بعد را Sk تغییر دارد. قرار چهارم برش در (۶,−٩) رأس و سوم برش در

است. Sk = Y ′ چهارم برش از



٣١ آن بر بهبودی و الگوریتم مراحل اجرای نحوه .۴.٢

دوم برش از بعد :۴.٢ شکل

فراهم زیر صورت به Y ′ غیرتسلطی راسی نقاط همه می�باشد. Y ′ رأسی نقاط ،S۴ رئوس پس
می�شود.

Y ′
NE = {y ∈ V (S۴) : y < ŷ}

می�یابد. پایان الگوریتم و می�آید بدست Y برای زیر غیرتسلطی رأسی نقطه سه مثال این در

YNE = {(٠,٠), (٣,−۶), (٩−,١٢)}

رئوس محدب ترکیب تشکیل و غیرتسلطی رأسی نقاط داشتن با است، خطی چندهدفه برنامه�ریزی چون
می�رسیم. YN غیرتسلطی مجموعه به آن در مجاور

YN = {
٣∑

i=١
λiyi :

٣∑
i=١

λi = ١, λi ≥ ٠, yi ∈ YNE, مجاور .{yiها

رأسی نقاط به می�توان بنسون الگوریتم کمک به خطی چندهدفه برنامه�ریزی�های در دیدید که همان�طور
به رسیدن هدف بعد فصل در یافت. دست غیرتسلطی نقاط کامل مجموعه به نهایت در و غیرتسلطی
می�دهیم. تغییر منظور این برای را بنسون الگوریتم و است خطی برنامه�ریزی�های در ε-غیرتسلطی نقاط



٣٢ بنسون الگوریتم و چندهدفه خطی برنامه�ریزی .٢

سوم برش از بعد :۵.٢ شکل

چهارم برش از بعد :۶.٢ شکل



٣ فصل

جواب�های برای شده اصلاح بنسون الگوریتم
کارا تقریبا

را آن اجرای سپس و بنسون١می�پردازیم الگوریتم از تقریبی نسخه ارائه به فصل، این اول بخش در ابتدا
می�کنیم. مشاهده مثالی روی

یک ε-غیرتسلطی نقاط می�توان شده، اصلاح بنسون الگوریتم کمک با که می�دهیم نشان بعدی بخش در
می�باشد. [۴۵] مرجع از فصل این مطالب عمده کرد. تولید را خطی چندهدفه مساله

بنسون الگوریتم از تقریبی نسخه ١.٣

می�خواهیم اول، فصل از (تعریف٢٣.٣.١) ε-غیرتسلطی و ε-کارا نقاط تعاریف به توجه با بخش این در
یابیم. دست غیرتسلطی و کارا مجموعه�های از شده تعیین تقریب�های به

نیست. پذیر امکان غیرتسلطی و کارا دقیق جواب�های به دسترسی عمل در چندهدفه، مسائل اغلب در
کارا مجموعه�های از تقریبی تولید می�کنند. بسنده جواب�ها از دسته این تقریب به مسائل این در اینرو از

باشد. مسائل اینگونه برای کمکی می�تواند شده، تعیین دقت با غیرتسلطی و
بر علاوه می�شود. داده تغییر Y ′ از ضعیف غیرتسلطی - ε نقاط به دستیابی منظور به ،١ الگوریتم
در که، است نقاطی شامل که می�کنیم تعریف را I و O مجموعه�های ،V (Sk) رئوس مجموعه برای آن،
می�باشد. تهی مجموعه�ها این اولیه مقدار می�شود. استفاده آنها از ،Y ′ داخلی و خارجی تقریب ساخت

،qk مرزی نقطه از yk فاصله یعنی باشد، نزدیک Y ′ به V (Sk) از yk رأسی نقطه اگر ،١ الگوریتم در
دو هر از که باشیم داشته یاد به اما می�کنیم، حذف را k٣ گام در ابرصفحه ساخت باشد، ϵ > ٠ از کمتر

می�شود. استفاده ،Y ′ از داخلی و خارجی تقریب ساخت برای qk و yk نقطه

و k٣ ،k١ گام�های برای جز به است، ١ الگوریتم مشابه بنسون، الگوریتم از شده ارائه تقریبی نسخه

١ Approximation version of Benson algorithm

٣٣



٣۴ کارا تقریبا جواب�های برای شده اصلاح بنسون الگوریتم .٣

است. متفاوت که k۵
الگوریتم آنگاه شود، تعریف اقلیدسی فاصله d و تغییرات٢باشد حد یک ϵ ∈ R و ϵ ≧ ٠ که فرض

است: زیر صورت به کارا تقریبا جواب�های کردن پیدا برای شده اصلاح بنسون

:٢ الگوریتم

که بسازید طوری را S◦ p-بعدی سیمپلکس یک و آورده بدست را p̄ ∈ intY ′ نقطه یک اولیه: مقداردهی
دهید قرار کنید. ذخیره را S◦ و S◦ از V (S◦) رئوس مجموعه باشد. Y ′ شامل و S◦ ⊂ ŷ−Rp

≧

بروید. k تکرار به و I, O = ∅ و k = ٠

: k تکرار

غیراینصورت در بروید. k۵ گام به آنگاه باشد، y ∈ O یا y ∈ Y ′ ،y ∈ V (Sk) هر برای اگر . k١ گام
دهید. ادامه و yk /∈ Y ′ که، کنید انتخاب را yk ∈ V (Sk) \O

باشد Y ′ مرز به متعلق λyk + (١− λ)p̄ که بیابید ٠ < λ < ١ میان از منحصربفردی λk مقدار . k٢ گام
.qk = λky

k + (١− λk)p̄ دهید، قرار و

qk و O به را yk آنگاه باشد، ϵ حداکثر ،d(yk, qk) یعنی ،Y ′ از qk مرزی نقطه تا yk فاصله اگر . k٣ گام
دهید قرار غیراینصورت، در بروید. k١ گام به سپس و کرده اضافه I به را

خطی مساله حل با (ukT , wkT ) آن در که Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : ⟨wk, y⟩ ≧ ⟨b, uk⟩}
شود. مشخص می�تواند D(qk)

دهید قرار کنید. تعیین را V (Sk+١) ،k٣ گام در شده داده Sk+١ تعریف و V (Sk) از استفاده با . k۴ گام
روید. k تکرار به و k = k + ١

Vo(S
K) = V (SK) را خارجی تقریب نقاط مجموعه دهید. قرار K = k را تکرارها کلی تعداد . k۵ گام

کنید. تعریف Vi(S
K) = (V (SK) \O) ∪ I را داخلی تقریب نقاط مجموعه و

،Vo(S
K) از Y ′o محدب پوسته می�دهد. نشان را Y ′ از داخلی تقریب ،Vi(S

K) از Y ′i محدب پوسته
می�دهد. نشان را Y ′ از خارجی تقریب

الگوریتم. پایان
می�کنیم. اعمال ۶.۴.٢ مثال روی را شده اصلاح بنسون الگوریتم

آن در که بگیرید نظر در را min{Cx : Ax ≧ b} ، MOLP مسأله .١.١.٣ مثال

C =

(
٣ ١
−١ −٢

)
, A =


٠ −١
−٣ ١
١ ٠
٠ ١

 , b =


−٣
−۶
٠
٠

 .

٢ tolerance



٣۵ بنسون الگوریتم از تقریبی نسخه .١.٣

می�کنیم. اجرا را الگوریتم زیر اولیه مقادیر با باشد. ϵ = ٢ و p̄ = (١٢٫ ۵,٠٫ ۵) می�کنیم فرض

I = ∅ , O = ∅

V (S٠) = {(−۴,١), (١٣,١), (١−,١٣۶)}

می�کنیم. آغاز را k١ گام ،(−۴,١) /∈ Y ′ ∪O که ،(−۴,١) ∈ V (S٠) نقطه با
به�دست ٠ < λ٠ = ٠٫ ٧۵٧۵٧۵٨ < ١ مقدار y٠ = (−۴,١) فرض با ،(١٠.٢) خطی برنامه�ریزی از

می�آید.
می�شود. محاسبه زیر فرم به ،y◦ نظیر q◦ مرزی نقطه

q٠ = λ٠y
◦ + (١− λ٠)p̄ = λ◦(−۴,١) + (١− λ◦)(١٢٫ ۵,٠٫ ۵) = (٠, ٢٩٣٣) ≈ (٠,٠٫ ٨٧)

جهت (u٠, w٠) = ((٠,٠), (١,٠)) مقدار D(q٠) دوگان مساله حل با ،d(y٠, q٠) ≈ ۴ > ٢ چون
می�گردد. مشخص جداساز ابر�صفحه ساخت

S١ = S٠ ∩ {y ∈ Rp|⟨w٠, y⟩ ≧ ⟨b, u٠⟩} = S٠ ∩ {y ∈ R٢|y١ ≧ ٠},

V (S١) = {(١٣,١), (١−,١٣۶), (٠,١), (٣−,٠)}.

q١ = (۴٢٢٣٣ ,−٩) ≈ (١٢٫ ٩−,٧٨) متناظر مرزی نقطه ،y١ = (١−,١٣۶) فرض با دوم تکرار در
حل از (u١, w١) = ((١,١), (٠,١)) یافتن با است، d(y١, q١) ≈ ٧ > ٢ چون که می�آید به�دست

می�پردازیم. S٢ تشکیل به ،D(q١) LPی

S٢ = S١ ∩ {y ∈ Rp|⟨w١, y⟩ ≧ ⟨b, u١⟩} = S١ ∩ {y ∈ R٢|y٢ ≧ −٩},

V (S٢) = {(٠,١), (٣−,٠), (٩−,١٣), (۶,−٩), (١٣,١)}.

١.٣ شکل است، Y ′ از خارج y٣ = (۶,−٩) و y٢ = (٣−,٠) نقطه دو تنها فوق، برش دو از بعد
ببینید. را

و q٢ = (١ ۶
١٩ ,−٢

١٢
١٩) ≈ (١٫ ٣١۶,−٢٫ ۶٣٢) ترتیب به ،y٣ و y٢ متناظر مرزی نقاط

برابر مرزی نقاط و نشدنی نقاط بین فاصله�های است. q٣ = (٧ ۴
٣۵ ,−٧

١٣
٣۵) ≈ (٧٫ ١١۴,−٧٫ ٣٧١)

نشدنی نقطه دو این است. ϵ = ٢ از کمتر که می�باشد، d(y٣, q٣) ≈ ١٫ ٩٧٣ و d(y٢, q٢) ≈ ١٫ ٣۶۶
است. ϵ از کمتر متناظرشان مرزی نقاط از فاصله�هایشان که، چرا می�پذیریم خارجی تقریب برای را

داریم: و است k = ٢ تکرارها کلی تعداد می�یابد، پایان الگوریتم که زمانی
I = {(١٫ ٣١۶,−٢٫ ۶٣٢), (٧٫ ١١۴,−٧٫ ٣٧١)}, O = {(٣−,٠), (۶,−٩)}

Vo(S
٢) = {(١٣,١), (٠,١), (٣−,٠), (۶,−٩), (٩−,١٣)}

Vi(S
٢) = {(١٣,١), (٠,١), (١٫ ٣١۶,−٢٫ ۶٣٢), (٧٫ ١١۴,−٧٫ ٣٧١), (٩−,١٣)}.

نظیرشان نقاط مجموعه و داده�ایم نشان را Y ′ از Y ′i درونی تقریب و Y ′o خارجی تقریب ،٢.٣ شکل در
است. مشخص



٣۶ کارا تقریبا جواب�های برای شده اصلاح بنسون الگوریتم .٣

شده پذیرفته نشدنی نقاط :١.٣ شکل

کارا تقریبا جواب�های یافتن ٢.٣

داریم: را زیر نتایج بنسون، الگوریتم از تقریبی نسخه تعریف با

[۴۵] .١.٢.٣ قضیه

است. Vi(S
K) نقاط تعداد برابر Vo(S

K) نقاط تعداد ( الف

حالی در است، Y ′ از خارج Vo(S
K) نقاط از برخی است. Y ′ مرز روی Vi(S

K) نقاط همه ( ب
اگر وتنها اگر نیست Y ′ مرز روی y ∈ Vo(S

K) آن، بر علاوه است. Y ′ مرز روی آنها بقیه که
.y /∈ Vi(S

K)

است موجود yoυ با متناظر ،Vi(S
K) در yiυ مانند نقطه�ای باشد، Vo(S

K) در نقطه�ای yoυ اگر ( ج
برعکس. و می�باشد d(yoυ, yiυ) ≦ ϵ که،

خارجی تقریب از غیرتسلطی مجموعه Y ′o
N و ،Y ′i درونی تقریب از غیرتسلطی مجموعه ،Y ′i

N اگر ( د
است. برقرار Y ′i

N + Rp
≧ ⊆ Y ′

N + Rp
≧ ⊆ Y ′o

N + Rp
≧ رابطه�ی آنگاه باشد، Y ′o

O, I = ∅ ابتدا در زیرا برابرند، I و O مجموعه اعضای تعداد شده، اصلاح الگوریتم طبق ( الف برهان.
قرار O در که ،d(yk, qk) < ϵ و yk /∈ Y ′ خاصیت، با yk ∈ V (SK)\O هر برای همزمان و بوده
.Vo(S

K) = V (SK) الگوریتم، k۵ گام به بنا می�گیرد. قرار I در نیز، نظیرش qk نقطه می�گیرد
است. برابر آنها اعضای تعداد پس

است. یکسان نیز مجموعه دو این نقاط تعداد نتیجه در ،Vi(S
K) = (V (SK)\O)∪ I طرفی از

V (SK) اندازه با O و I مجموعه�های بودن هم�اندازه بدلیل (V (SK) \ O) ∪ I مجموعه اندازه
است. یکسان Vi(S

K) و Vo(S
K) نقاط تعداد نتیجه در است. برابر



٣٧ کارا تقریبا جواب�های یافتن .٢.٣

خارجی و داخلی تقریب :٢.٣ شکل

در یا I در Vi(S
K) از نقطه هر پس .Vi(S

K) =
(
V (SK) \O

)
∪ I داریم تعریف طبق ( ب

مرزی نقاط از زیرمجموعه�ای I مجموعه اخیر، الگوریتم k٣ گام به توجه با دارد. قرار V (SK)\O
است. Y ′

الگوریتم ،k١ گام طبق اینصورت غیر (در دارند قرار O در یا Y ′ در ،V (SK) عضوهای طرفی از
می�باشد. Y ′ از مجموعه�ای زیر V (SK) \O لذا است). نشده تولید نهایی V (SK) و نیافته پایان

تناقض به V (SK) پوسته بودن محدب با باشد، Y ′ درونی نقطه ،V (SK) \ O از عضوی اگر
دارند. قرار Y ′ مرز روی Vi(S

K) نقاط همه پس می�رسیم.
طبق که دارند، قرار O در یا Vo(S

K) عضوهای که است واضح Vo(S
K) = V (SK) مورد در

می�باشند. Y ′ مرز روی نقاطی یا و Yاند، ′ خارج نقاطی شامل الگوریتم k٣ گام در آن ساخت

y صورت این در نباشد. Y ′ مرز روی y ∈ Vo(S
K) که کنیم فرض مطلب، آخرین اثبات مورد در

ویژگی طبق ،y /∈ Vi(S
K) که y ∈ Vo(S

K) اگر برعکس، .y /∈ Vi(S
K) پس است، Y ′ خارج

باشد. Y ′ مرزی نقطه y نمی�تواند ،Vi(S
K) نقاط

است. برقرار Vo(S
K) = V (SK) ⊂ bdY ′ ∪O تعریف، طبق باشد. yov ∈ Vo(S

K) که فرض ( ج
و گرفته نظر در yov = yiv کافیست باشد، yov ∈ bdY ′ اگر .yov ∈ O یا yov ∈ bdY ′ پس

.d(yov, yiv) = ٠ ≦ ϵ داریم
است موجود I در ،yov نظیر qk مرزی نقطه ،O مجموعه تشکیل نحوه طبق باشد، yov ∈ O اگر
عکس اثبات بگیریم. نظر در qk ∈ Vi(S

K) مساوی را yiv کافیست پس .d(yov, qk) ≦ ϵ که
است مشابه طور به

داریم ١٨.٣.١ قضیه بر بنا و است Y ′ از داخلی تقریب Y ′i که آنجایی از ( د
Y ′i
N ⊆ Y ′ ⊆ Y ′

N + Rp
≧ =⇒ Y ′i

N + Rp
≧ ⊆ Y ′

N + Rp
≧ (١.٣)



٣٨ کارا تقریبا جواب�های برای شده اصلاح بنسون الگوریتم .٣

داریم ١٨.٣.١ قضیه به توجه با و است Y ′ از خارجی تقریب Y ′o چون طرفی از

Y ′
N ⊆ Y ′o ⊆ Y ′o

N + Rp
≧ =⇒ Y ′

N + Rp
≧ ⊆ Y ′o

N + Rp
≧ (٢.٣)

می�گردد. کامل اثبات (٢.٣) و (١.٣) روابط مقایسه با

Y ′o
N و Y ′i

N که است این بیانگر ١.٢.٣ قضیه چهارم بند ،[١۵] جاندیبلکس٣ و ارگات تعریف طبق
می�باشند. YN برای پایین کران و بالا کران مجموعه�های

الگوریتم باشد، ϵ = ٠ اگر البته است. p̄ درونی نقطه انتخاب به وابسته تقریب، که باشیم داشته یاد به
می�شود. تبدیل بنسون اصلی الگوریتم به شده اصلاح

است. Y ′ از ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط مجموعه همان ،Y ′i
N می�دهیم نشان

آنگاه باشد، Y ′oخارجی تقریب مجموعه�ی از ضعیف غیرتسلطی نقطه یک yo اگر [۴۵] .٢.٢.٣ گزاره
d(yo, yi) ≦ که طوری به است موجود yi مانند ،Y ′i داخلی تقریب مجموعه�ی از ضعیف غیرتسلطی نقطه

.ϵ

رئوس با خارجی تقریب مجموعه از ،Fo ضعیف غیرتسلطی وجه در نقطه�ای yo که فرض برهان.
شود، بیان رئوس از محدبی ترکیب صورت به می�تواند yo صورت این در باشد. y١ov, y٢ov, . . . , ylov

یعنی

yo =
l∑

j=١
λjy

j
ov ;

l∑
j=١

λj = ١ , λj ≧ ٠ , j = ١, . . . , l.

باشد. داخلی تقریب در y١ov, y٢ov, . . . , ylov نقاط با متناظر y١iv, y٢iv, . . . , yliv ∈ Vi(S
k) نقاط کنید فرض

باشد. d(yjov, yjiv) ≤ ϵ باید ،j = ١,٢ . . . , l برای صورت این در
آنگاه ،yi =

∑l
j=١ λjy

j
iv کنید فرض

d(yo, yi) =∥
l∑

j=١
λjy

j
ov −

l∑
j=١

λjy
j
iv) ∥≦

l∑
j=١

λj ∥ yjov − yjiv ∥≤
l∑

j=١
λjϵ = ϵ

،ỹ صورت این غیر در است. کامل اثبات که باشد، داخلی تقریب از ضعیف غیرتسلطی نقطه�ای yi اگر
که است بدیهی کنید. انتخاب را Y ′i مرز با yo و yi پاره�خط تقاطع نقطه

.d(ỹ, yo) ≤ d(yi, yo) ≦ ϵ

میشود. حاصل ما اصلی نتیجه ٢٣.٣.١ تعریف با ٢.٢.٣ گزاره ترکیب از

از مجموعه�ای Y ′i
N آنگاه .e = (١,١, . . . ,١) ∈ Rp آن در که ε = ϵe کنید فرض [۴۵] .٣.٢.٣ قضیه

است. Y ′ برای ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط
٣ Ehrgott and Gandibleux



٣٩ کارا تقریبا جواب�های یافتن .٢.٣

پس نباشد. Y ′ از ضعیف ε-غیرتسلطی نقطه�ای yi کنید فرض و بگیرید نظر در را yi ∈ Y ′i
N برهان.

١.٢.٣ قضیه از .d(y, yi) >∥ ε ∥> ϵ و yi − y > ε بنابراین .y < yi − ε که است موجود y ∈ Y ′

.yo ≦ y که است موجود yo ∈ Y ′o
N یعنی ،Y ′ ⊆ Y ′o

N + Rp
≧ که می�شود نتیجه

yi نقطه شامل تنها ،Y ′i با y و yi بوسیله شده تعریف ابرکعب۴ اشتراک که می�شود مشاهده اکنون
ȳi ∈ Y ′i

N هر برای بنابراین دارد. ϵ حداقل طول به یالی ابرکعب است. محدب Y ′i + Rp
≧ زیرا، است

نقطه yi پس است. تناقض در ٢.٢.٣ گزاره با این که .d(yo, ȳi) ≧ d(y, ȳi) ≧ d(y, yi) > ϵ داریم
می�باشد. Y ′ از ضعیف ε-غیرتسلطی

ضعیف غیرتسلطی مجموعه تقریب اجازه بنسون الگوریتم تقریبی نسخه که می�دهد نشان قبل، قضیه
می�دهد. را شده تضمین کیفیت با ،Y ′ از

برای تقریبی Y ′i
N روی از می�توان YN ⊂ Y ′

WN دلیل به یعنی است، برقرار نیز YN برای فوق مطلب
حتی و Y ضعیف غیرتسلطی نقاط شامل Y ′i

N است ممکن اما آورد. دست به Y غیرتسلطی مجموعه
.( ٢.٣ شکل در (٠,١) نقطه (مانند باشد Y ′ \ Y از نقاطی

مجموعه�های ،Y ′ \Y نقاط و ضعیف غیرتسلطی نقاط از اجتناب و ،Y غیرتسلطی مجموعه تقریب برای
می�شوند. تعریف را زیر

Y i
NE = {y ∈ Vi(S

k) : y < ŷ} , Y o
NE = {y ∈ Vo(S

k) : y < ŷ} (٣.٣)

شده) پیدا الگوریتم طی در که ) می�سازیم برش صفحه همان روی Y o
NE در نقاطی از استفاده با وجه�هایی

غیرتسلطی مجموعه نتیجه در می�سازیم. را Y i
N مشابه، طور به باشد. وجه�ها اجتماع Y o

N که کنید فرض و
شود. زده تقریب ،Y i

N با داخل از و Y o
N بوسیله خارج از می�تواند YN واقعی

نقاط که حالی در هستند Y o
NE در (٣−,٠), (۶,−٩) نقاط ،١.١.٣ مثال در .۴.٢.٣ مثال
دارند. قرار Y i

NE در (١٫ ٣١۶,−٢٫ ۶٣٢), (٧٫ ١١۴,−٧٫ ٣٧١)
است پاره�خطی Y i

N مجموعه و می�باشد (۶,−٩) نقطه تا (٣−,٠) نقطه از پاره�خطی Y o
N مجموعه

ببینید. را ٢.٣ شکل ، (٧٫ ١١۴,−٧٫ ٣٧١) نقطه تا (١٫ ٣١۶,−٢٫ ۶٣٢) از
ϵ از بیشتر ،Y i

Nو Y o
N از آن فاصله که طوری به باشد موجود y ∈ YN است، ممکن که شود توجه

شود.

می�توان خطی چندهدفه برنامه�ریزی�های در کارا تقریبا جواب�های به دستیابی برای دیدید که همان�طور
-ε نقاط به Y ′i

N تعیین و Y ′i درونی تقریب ساخت با و کرد استفاده بنسون شده اصلاح الگوریتم از
مجموعه از تقریبی به (٣.٣) صورت به Y i

NE و Y o
NE تشکیل با سپس رسید. Y ′ از ضعیف غیرتسلطی

یافت. دست YN

حل برای الگوریتم�هایی ارائه به بعد فصل در اخیر، فصل دو در خطی چندهدفه مسائل بررسی از بعد
می�پردازیم. غیرخطی محدب چندهدفه مسائل

۴ hypercube



۴٠



۴ فصل

محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل

مقدمه ١.۴

می�گیریم: نظر در را زیر چند�هدفه برنامه�ریزی مساله
min f(x) = (f١(x), . . . , fp(x))

T

s. t. x ∈ X = {x ∈ Rn : g(x) = (g١(x), g٢(x), . . . , gm(x))
T ≦ ٠}

(١.۴)

زیر به�صورت Rp فضای در Y شدنی مجموعه است. Rn تصمیم فضای در شدنی مجموعه X ̸= ∅ که
است:

Y = {f(x) : x ∈ X}.

می�کنیم: تعریف زیر شکل به x∗ ∈ X که را x∗ نقطه در فعال محدودیت�های مجموعه

J(x∗) = {j ∈ {١, . . . ,m} : gj(x
∗) = ٠}.

دقیق�تر، بیان به می�گیریم. نظر در را ١ محدب چند�هدفه غیرخطی برنامه�ریزی فقط فصل، این طول در
شرط این باشند. محدب باید j = ١, . . . ,m برای gj(x) توابع و i = ١, . . . , p برای fi(x) توابع

باشند. محدب Y + Rp
≧ و X که می�کند تضمین

برنامه�ریزی مساله یک حل از مشکل�تر مراتب به چندهدفه، غیر�خطی برنامه�ریزی مساله یک حل
است. چندهدفه خطی

نقاط از نامتناهی مجموعه�ای محاسبه به نیاز است، غیرخطی مساله چون محدب، چندهدفه بهینه�سازی در
مجموعه تقریب روی دلیل، این به بود. خواهد مشکل مجموعه، این دقیق توصیف داریم. غیرتسلطی

می�کنیم. تمرکز چندهدفه غیرخطی برنامه�ریزی مساله از غیرتسلطی
تقریب و خارجی تقریب یک با که شد آورده بنسون الگوریتم از تقریبی نسخه�ای قبل، فصل در
که کردیم ثابت همچنین می�کرد. فشرده را چندهدفه خطی برنامه�ریزی از شدنی مجموعه گسترده داخلی،

١ Convex multi-objective nonlinear programming

۴١



۴٢ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

می�باشد. ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط از مجموعه�ای داخلی، تقریب غیرتسلطی مجموعه
چند غیر�خطی برنامه�ریزی مسائل تقریبی حل جهت الگوریتمی ارائه به پایان�نامه، از فصل این در
ε-غیرتسلطی نقاط از مجموعه�ای تولید به منجر شده ارائه روش می�دهیم نشان می�پردازیم. محدب، هدفه

می�شود. اصلی چندهدفه غیرخطی مساله از ضعیف
یعنی، است. ŷ ≦ f(x) ،x ∈ X هر برای که است موجود ŷ ∈ Rp که می�شود فرض پس، این از
ایده�آل نقطه واقع در ) می�باشد موجود fi, i = ١, . . . , p تک�هدفه مسائل از یک هر برای بهینه�ای جواب

است). موجود
می�پردازیم محدب چندهدفه برنامه�ریزی مسائل مورد در مطالبی بیان به فصل، این از اولیه بخش در

است. [١٩] مرجع از فصل این مطالب عمده می�گیرد. قرار استفاده مورد بعدی بخش�های در که

محدب بهینه�سازی در کان-تاکر شرطی محدودیت�های ٢.۴

است مشتق�پذیر x̄ در f باشد. f : Rn → R و Rn در غیرتهی مجموعه S که فرض .١.٢.۴ تعریف
که طوری به باشد موجود α : Rn → R مانند تابعی و گرادیان بردار نام به ،∇f(x̄) بردار اگر،

f(x) = f(x̄) +∇f(x̄)t(x− x̄) + ∥x− x̄∥α(x̄;x− x̄) ∀x ∈ S

.limx→x̄ α(x̄;x− x̄) = ٠ که

یک ξ آنگاه باشد. محدب f : S → R و بوده Rn در محدب مجموعه�ای S که فرض .٢.٢.۴ تعریف
اگر می�شود، نامیده x̄ ∈ S در f زیرگرادیان

f(x) ≥ f(x̄) + ξt(x− x̄) ∀x ∈ S.

در f(x) زیرگرادیان بردارهای از مثال�هایی g٣ و g٢ ،x١ نقطه در f(x) گرادیان بردار g١ ،١.۴ شکل در
است. x٢ نقطه

زیرگرادیان و گرادیان هندسی تعبیر :١.۴ شکل



۴٣ محدب بهینه�سازی در کان-تاکر شرطی محدودیت�های .٢.۴

آن به که دارد زیرگرادیان یک تنها f باشد، مشتق�پذیر x̄ در f محدب تابع اگر که است ذکر قابل
می�گردد. تعیین زیر صورت به و می�شود گفته گرادیان

∇f(x̄) =
(
∂f(x̄)

∂x١
, . . . ,

∂f(x̄)

∂xn

)T

.

محدودیت توابع و هدف توابع همه هرگاه گوییم، مشتق�پذیر را چندهدفه برتامه�ریزی یک که کنیم یادآوری
باشد. مشتق�پذیر آن

می�گیریم نظر در را min{f(x) : g(x) ≦ ٠} مشتق�پذیر چندهدفه بهینه�سازی مساله .٣.٢.۴ تعریف
کان-تاکر شرطی٢ محدودیت�های در مساله این است. g : Rn → Rm و f : Rn → Rp آن در که
موجود ،∀ j ∈ J(x̂) ⟨∇gj(x̂), d⟩ ≤ ٠ خاصیت با d ∈ Rn هر برای اگر می�کند، صدق x̂ ∈ X در
t ∈ [٠, t̄] هر برای و θ(٠) = x̂ که طوری به α > ٠ و θ : [٠, t̄] → Rn مانند تابعی ،t̄ > ٠ باشند

.θ′(٠) = αd و g(θ(t)) ≤ ٠

کمک به محدب چندهدفه برنامه�ریزی مسائل ضعیف و سره کارای جواب�های که است ذکر قابل
می�کند. بیان را رابطه این زیر قضیه می�شوند. توصیف وزن�دار مجموع مساله بهینه جواب�های

است (سره) ضعیف کارای محدب(۴.١)، چندهدفه برنامه�ریزی از x̂ شدنی جواب [٢١] .۴.٢.۴ قضیه
برنامه�ریزی از بهینه�ای جواب x̂ که، گونه�ای به باشد موجود (λ > ٠ ) λ ≥ ٠ که λ ∈ Rp اگر تنها و اگر

باشد. زیر تک�هدفه محدب

min{λTf(x) : g(x) ≦ ٠}.

یافتن برای فوق مطلب از استفاده امکان هدفه، چند خطی برنامه�ریزی� مسائل برای فقط حال هر به
است. کافی λ وزن بردارهای از متناهی مجموعه یک زیرا، می�باشد YWN و YN مجموعه�های

(نقاط کارا جواب�های از متناهی مجموعه یافتن برای تنها فوق، قضیه محدب، غیرخطی مسائل برای
می�باشد. (ضعیف) غیرتسلطی مجموعه تقریب به نیاز اینرو از . می�شود استفاده غیرتسلطی)

ارائه را چندهدفه برنامه�ریزی مسائل برای تقریب روش�های از خوبی بررسی ،[۴١] ویسک٣ و رزیکا
داده�اند.

به ابتدا بعد، بخش در منظور این برای می�کنیم. استفاده بنسون الگوریتم تقریبی روش از اینجا در
دیده�اید، ٢ فصل در آنچه با مختصر تفاوتی با چندهدفه، خطی مسائل حل برای بنسون الگوریتم شرح

می�پردازیم.
مساله برای (KKT ) تاکر۴ کان- کاروش- بهینگی کافی و لازم شرایط به مربوط قضایای اکنون،

می�کنیم. بیان را چندهدفه بهینه�سازی

٢constraint qualification
٣ Ruzika and Wiecek
۴ Karush-Kuhn-Tucker



۴۴ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

x∗ ∈ Rn نقطه در (١.۴) مساله در محدودیت توابع و هدف توابع که کنید فرض [٣٣] .۵.٢.۴ قضیه
آن باشد مساله ضعیف) (کارای کارا جواب x∗ که آن برای لازم شرط باشند. مشتق�پذیر پیوسته طور به

که طوری به باشند موجود ((λ, µ) ̸= (٠,٠)) µ ∈ Rm
≧ و λ ∈ Rp

≧ که است

p∑
i=١

λi∇fi(x∗) +
m∑
j=١

µj∇gj(x∗) = ٠

µjgj(x
∗) = ٠ ∀ j = ١, . . . ,m.

آن باشد ،(١.۴) از ضعیف) (کارای کارا جواب x∗ ∈ Rn که آن برای کافی شرط [٣٣] .۶.٢.۴ قضیه
مشتق�پذیر پیوسته طور به x∗ در و محدب j = ١, . . . ,m و i = ١, . . . , p برای fi, gj توابع که است

که طوری به باشند λ)موجود ≧ ٠, λ ̸= ٠) λ ∈ Rp
> و µ ∈ Rm

≧ بردارهای و باشند

p∑
i=١

λi∇fi(x∗) +
m∑
j=١

µj∇gj(x∗) = ٠

µjgj(x
∗) = ٠ ∀ j = ١, . . . ,m.

آنگاه باشد. تایی n بردار C و m × n ماتریس A که کنید فرض [٢] فارکاس۵) لم ) .٧.٢.۴ قضیه
دارد: جواب زیر سیستم دو از یکی فقط

.x ∈ Rn برای Ax ≤ ٠ و Ctx > ٠ .١ سیستم

.y ∈ Rm برای Aty = C و y ≥ ٠ .٢ سیستم

بنسون الگوریتم ٣.۴

این برای می�کند. پیشنهاد هدف فضای در ها MOLP حل برای را خارجی تقریب الگوریتم بنسون،
گرفتن نظر در با منظور

f(x) = Cx, g(x) = b− Ax

تقریب الگوریتم به ورود جهت نیاز مورد مقدمات به A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, C ∈ Rp×n آن در که
می�پردازیم. بنسون خارجی

استفاده نامند، (١.۴) مساله از هدف فضای در شدنی مجموعه یافته گسترش را آن که P مجموعه از
می�شود.

P = {y ∈ Rp : Cx ≦ y some for x ∈ X} = Y + Rp
≧. (٢.۴)

PWN یافتن به ،YN مجموعه مستقیم یافتن جای به زیر، قضیه طبق [١٧] در همکاران و ارگات نسخه
می�پردازد.

۵ Farkas,s lemma



۴۵ بنسون الگوریتم .٣.۴

برقرارند: زیر مطالب [١٩] .١.٣.۴ قضیه

است. RP-کراندار
≧ پایین از P و است p بعد از غیرتهی چندوجهی P ⊂ Rp مجموعه .١

.YN = PN . ٢

است. YN به متعلق P راس هر . ٣

PWN = bdP . ۴

می�پردازیم. آخر مورد اثبات به است. ١.٢.٢ قضیه مشابه اول، مورد سه اثبات برهان.
لذا .y /∈ PWN اما y ∈ bdP که کنید فرض است. برقرار همواره PWN ⊂ bdP که است واضح
در .y = y′ + d که می�شود یافت d ∈ intRp

≧ صورت این در دارد. وجود y′ < y ویژگی با y′ ∈ P
است. تناقض در y ∈ bdP با مطلب این که است y − d = y′ ∈ P نتیجه

الگوریتم است. بنسون خارجی تقریب الگوریتم از [١٧] همکاران و ارگات نسخه اساس فوق قضیه
خلاصه می�تواند زیر شرح به الگوریتم ایده می�کند. کار Y غیرتسلطی راسی نقاط یافتن برای P روی

شود.
برای آنگاه می�کنیم. مشخص را p̂ ∈ P درونی نقطه یک و شده ساخته P شامل چندوجهی یک ابتدا،
ابرصفحه نباشد، P در راس اگر نه. یا است P به متعلق که می�کند چک الگوریتم چندوجهی، راس هر
گیرد. قرار P در چندوجهی رئوس همه تا می�گردد به�روز چندوجهی و می�شود ساخته ،P از راس جداساز

می�کند: پیشنهاد را زیر روش بنسون ،P از s ∈ P نقطه کننده جدا برش ساختن منظور به
ساخت هدف، می�کند. قطع y نقطه در را P مرز پاره�خط این مرتبطند. پاره�خطی با p̂ و s نقطه
به نیاز منظور، این برای می�شوند. جدا P و s اینرو از و کند حمایت y در را P که است ابرصفحه�ای

داریم. y ∈ Rp به وابسته دوگان و اولیه خطی برنامه�های

P (y) min{z : Ax ≧ b, Cx− ez ≦ y},

D(y) max{bTu− yTλ : ATu− CTλ = ٠; eTλ = ١;u, λ ≧ ٠}.

از کمتر و y ∈ P اگر، است صفر مساوی و y /∈ P اگر، است صفر از بزرگتر P (y) مقدار که کنید توجه
ضعیف غیرتسلطی نقطه y اگر که، شده داده نشان [٣] بنسون در باشد. y ∈ P \PWN اگر است صفر

کرد. استفاده حمایتی ابرصفحه آوردن دست به برای می�توان را D(y) بهینه جواب باشد، P از

نتایج آنگاه باشد. D(y∗) از بهینه�ای جواب (u∗, λ∗) و y∗ ∈ PWN کنید فرض [١٩] .٢.٣.۴ گزاره
برقرارند. زیر

.y∗Tλ∗ = bTu∗ . الف

.yTλ∗ ≧ bTu∗ ،y ∈ P هر برای . ب
است. y∗ در P حمایتی ابرصفحه H = {y ∈ Rp : yTλ∗ = bTu∗} یعنی



۴۶ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

می�باشد. ٢.٢.٢ قضیه مشابه اثبات برهان.

و P (y∗) بهینه جواب اگر، تنها و اگر است P از غیرتسلطی نقطه y∗ که درمی�یابیم فوق گزاره از
باشد. صفر D(y∗)

MOLP مسائل برای بنسون تقریبخارجی الگوریتم از تعمیمی ۴.۴

: ٣ الگوریتم

.yIi = min{yi : y ∈ Y} آن در که ،S٠ = yI + Rp
≧ دهید قرار .١ اولیه: دهی مقدار

کنید. ذخیره S٠ نماینده عنوان به را آن و vertS٠ = {yI} دهید قرار .٢

روید. k تکرار به و k = ٠ دهید قرار و کنید محاسبه را p̂ ∈ intP نقطه یک .٣

گام�ها: تکرار

.P = Sk و رفته k۵ گام به باشد، s ∈ P ،s ∈ vertSk هر برای اگر .k١ گام
دهید. ادامه و sk /∈ P که sk ∈ vertSk کنید انتخاب صورت، این غیر در

قرار و ρsk + (١− ρ)p̂ ∈ bdP که بیابید گونه�ای به را ٠ < ρ < ١ که ρk منحصربفرد مقدار .k٢ گام
.yk = ρks

k + (١− ρk)p̂ دهید

LPی حل با (uk, λk) آن در که Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : λkT y ≧ bTuk} دهید قرار .k٣ گام
شود. پیدا می�تواند ،D(yk)

قرار کنید. تعیین را vertSk+١ ،k٣ گام در آمده دست به Sk+١ تعریف و vertSk از استفاده با .k۴ گام
بروید. k١ تکرار به و k = k + ١ دهید

همه مجموعه YNE := PNE است. PNE := vertSk صورت به P غیرتسلطی راسی نقاط .k۵ گام
است. Y غیرتسلطی راسی نقاط

الگوریتم. پایان

فرض است. Sk = P خاتمه در و می�شود متوقف تکرار متناهی تعداد در ٣ الگوریتم .١.۴.۴ قضیه
یعنی است برابر Yغیرتسلطی رأسی نقاط مجموعه با کاملا، PNE آنگاه ،PNE = vertSk که کنید

.PNE = YNE

است. (۵.۴.٢) قضیه مشابه اثبات برهان.

می�دهد نشان قضیه این دارد. کاربرد مشتق�ناپذیری بخش در که است قبلی گزاره از تعمیمی زیر قضیه
داخل حتی نه و P از غیرتسلطی لزوما نه هدف، فضای نقطه�ی هر از دوگان مساله حل برای می�توان که

کرد. استفاده آن،



۴٧ محدب MOP مسائل کارای تقریبا جواب�های یافتن برای بنسون الگوریتم توسعه .۵.۴

آنگاه: شود. گرفته نظر در D(ŷ) از بهینه جوابی (u∗, λ∗) و ŷ ∈ Rp که کنید فرض [١٩] .٢.۴.۴ گزاره

است. برقرار yTλ∗ ≧ bTu∗ ،y ∈ P هر برای الف.

می�باشد. برقرار است، P (ŷ) بهینه جواب x′ که y = Cx′ هر برای yTλ∗ = bTu∗ ب.
است. Cx′ در P حمایتی ابرصفحه ،H := {y ∈ Rp : yTλ∗ = bTu∗} ابرصفحه یعنی

برهان.

داشته ỹ ∈ P برای مساله، حکم خلاف بر و باشد D(ŷ) از بهینه جواب یک (u∗, λ∗) که فرض الف.
بگیرید: نظر در .ỹTλ∗ < bTu∗ باشیم

D(ỹ) max{bTu− ỹTλ : ATu− CTλ = ٠; eTλ = ١;u, λ ≧ ٠}.

چون می�باشد. D(ỹ) برای نیز شدنی جواب است، D(ŷ) برای شدنی جواب (u∗, λ∗) که جایی آن از
دوگان دارد. صفر از بزرگتر هدف مقدار با شدنی جواب یک حداقل ،D(ỹ) اینرو از ،bTu∗− ỹTλ∗ > ٠

است. زیر شکل به D(ỹ)

P (ỹ) min{z : Ax ≧ b, Cx− ez ≦ ỹ}.

از دارد. صفر از بزرگتر هدف مقدار ،P (ỹ) از شدنی جواب هر که می�گیریم نتیجه ضعیف دوگانگی از
در با .Cx̃ ≦ ỹ و Ax̃ ≧ b که گونه�ای به است موجود x̃ ∈ Rn اینرو از است. ỹ ∈ P دیگر، طرف
دست به صفر مساوی هدف مقدار با P (ỹ) برای شدنی جواب یک ،z := ٠ و x := x̃ گرفتن نظر

است. برقرار حکم پس است. تناقض در قبلی مطلب با این که می�آوریم.

این برای .(Cx′)Tλ∗ = bTu∗ که می�دهیم نشان باشد. P (ŷ) از بهینه�ای جواب (x′, z′) که فرض ب.
کنید. توجه زیر روابط به منظور

(Cx′)Tλ∗ = (λ∗)T︸ ︷︷ ︸
≥٠

Cx′

≦ (λ∗)T (ŷ + ez′) P (ŷ) برای شدنی جواب (x′, z′)

= (λ∗)T ŷ + z′ (λ∗)T e︸ ︷︷ ︸
=١

= (λ∗)T ŷ + z′

= bTu∗ قوی دوگان قضیه به توجه .با

کارای تقریبا جواب�های یافتن برای بنسون الگوریتم توسعه ۵.۴
محدب MOP مسائل

است. شده آورده بنسون الگوریتم تعمیم محدب، چندهدفه برنامه�ریزی مسائل حل برای بخش، این در
همگی ،j = ١, . . . ,m برای gj(x) محدودیت توابع و i = ١, . . . , p برای fi(x) توابع که کنیم فرض

باشند. محدب



۴٨ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

استفاده قبل فصل در بنسون شده اصلاح الگوریتم ایده همان از قسمت این در بنسون الگوریتم تعمیم
مجموعه ، یعنی می�کند.

P = {y ∈ Rp : f(x) ≦ y some forx ∈ X}

می�زنیم. تقریب بیرونی، و درونی تقریب با را
در زیرا می�پردازیم. می�شود، حفظ محدب حالت برای که ١.٣.۴ قضیه از نتایجی یادآوری به ابتدا،

نمی�شود. استفاده بودن خطی از آنها اثبات

[١٩] .١.۵.۴ گزاره

است. Rp-کراندار
≧ پایین از و غیرتهی بعدی، p ،P ⊂ Rp مجموعه .١

.YN = PN .٢

.PWN = bdP .٣

مجموعه برای پوششی که ،S چندوجهی یک با الگوریتم باشد. تقریب خطای ϵ > ٠ که کنید فرض
می�کنیم. مشخص p̂ مانند P از درونی نقطه�ای سپس می�گردد. آغاز است، P

مرزی نقطه نباشند، P در اگر نه. یا دارند قرار P در ،S از s رئوس که می�شود چک تکرار هر در
فاصله سپس می�شود. محاسبه دارد، قرار p̂ و s بین پاره�خط روی که (y مثال عنوان (به P از نظیرشان
مرزی نقطه و O خارجی تقریب به را s باشد، d(s, y) ≦ ϵ یا s ∈ P راس اگر می�شود. تعیین d(s, y)
s خود نظیرش، مرزی نقطه ،s ∈ P که حالتی در ) می�کنیم اضافه I داخلی تقریب به را y نظیرش،

است).
ϵ از بیشتر فاصله�ای نظیرش مرزی نقطه از که شود یافت S چندوجهی از راسی اگر دیگر، طرف از
می�شود. تکرار روند و شده اضافه S توضیحات به ،P از راس آن جداساز ابرصفحه یک باشد، داشته

ضعیف ε-غیرتسلطی جواب�های کردن پیدا برای بنسون خارجی تقریب الگوریتم بیان به اکنون
می�پردازیم. محدب چندهدفه برنامه�ریزی درمسائل

: ۴ الگوریتم

.vertS٠ = {yI}سپس ،yIi = min{yi : y ∈ Y} آن در که ،S٠ = yI+Rp
≧ دهید قرار .١ اولیه: دهی مقدار

بیابید. را P از p̂ مانند درونی نقطه یک .٢

.k = ٠ و I := ∅ ،O := ∅ دهید قرار .٣

گام�ها: تکرار

بروید. k۶ گام به آنگاه باشد، s ∈ P ∪ O ،s ∈ vertSk هر برای اگر .k١ گام
دهید. ادامه و sk ∈ vertSk \ (O ∪ P) کنید انتخاب صورت، این غیر در

.ρk ∈ (٠,١) که کنید محاسبه را yk := ρks
k+(١−ρk)p̂ ∈ P مرزی نقطه منحصربفرد مقدار .k٢ گام



۴٩ محدب MOP مسائل کارای تقریبا جواب�های یافتن برای بنسون الگوریتم توسعه .۵.۴

به و کنید اضافه I به را yk و O به را sk باشد، ϵ حداکثر ،d(sk, yk) یعنی ،yk از sk فاصله اگر .k٣ گام
بروید. k١ گام

فرم به را P از sk جداساز ابرصفحه آنگاه باشد، d(sk, yk) > ϵ اگر .k۴ گام
دهید: قرار و کنید تعیین ،H := {y ∈ Rp : yTλk ≧ bTuk}

.Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : yTλk ≧ bTuk}

بروید. k١ گام به و k = k + ١ دهید قرار کنید. تعیین را vertSk+١ .k۵ گام

شکل به و داده نشان Vi(Sk) و Vo(Sk) نماد با ترتیب به را داخلی و خارجی تقریب نقاط مجوعه .k۶ گام
می�شوند. تعریف زیر

Vo(Sk) = vertSk, Vi(Sk) = (vertSk \ O) ∪ I

نتایج:

است P از درونی تقریب بیانگر P i صورت این در .P i = conv Vi(Sk) + Rp
≧ کنید فرض .١
.(P i ⊆ P)

است P از بیرونی تقریب بیانگر Po صورت این در .Po = conv Vo(Sk) + Rp
≧ کنید فرض .٢
.(P ⊆ Po)

از مجموعه�ای ،P i
N آنگاه .e = (١, . . . ,١)T ∈ Rp و ε = ϵe که کنید فرض [١٩] .٢.۵.۴ قضیه

است. P از ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط

همان است. MOLP حل برای بنسون شده اصلاح الگوریتم برای ٣.٢.٣ قضیه مشابه اثبات برهان.
رابطه مساله، بودن محدب به توجه با است. برقرار نیز محدب MONP برای اثبات

حاصل نتیجه لذا دارد، وجود Po و P i رئوس بین یک به یک تناظر چون و است برقرار P i ⊆ P ⊆ Po

می�گردد.

دلیل به جداساز)، ابرصفحه کردن (پیدا k۴ و منحصربفرد) مرزی نقطه (یافتن k٢ گام�های اجرای
است. متفاوت قبل فصل در بنسون تقریبی الگوریتم نسخه از مساله، بودن غیرخطی

شود. اجرا می�تواند زیر غیرخطی مساله حل با k٢ گام
ρk := max{ρ : g(x) ≦ ٠,٠ < ρ < ١, ρsk + (١− ρ)p̂ ≧ f(x), x ∈ Rn, ρ ∈ R} (٣.۴)

.yk := ρksk + (١− ρk)p̂ دهید قرار سپس
ادامه در پیوسته�اند. fi(x) ،i = ١, . . . , p برای زیرا است موجود فوق تعریف با ρk که کنید توجه

می�کنیم. اثبات (٣.۴) بهینه جواب�های مورد در نتایجی

برنامه�ریزی از بهینه جواب یک (xk, ρk) اگر .sk /∈ P و p̂ ∈ intP کنید فرض [١٩] .٣.۵.۴ گزاره
می�باشد. MOP (١.۴) از ضعیف کارای جواب xk آنگاه باشد، (٣.۴) غیرخطی



۵٠ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

که طوری به است موجود g(x̄) ≦ ٠ خاصیت با x̄ یعنی نباشد. برقرار حکم که فرض برهان.

f(x̄) < f(xk) ≦ yk = ρksk + (١− ρk)p̂.

مولفه�های از یکی حداقل و (ρk+ δ)sk +(١−ρk− δ)p̂ تا دهیم افزایش را ρk می�توانیم صورت دراین
پس است. تناقض در (٣.۴) غیرخطی مساله بهینه مقدار ρk فرض با مطلب این باشد. همان f(x̄)

است. برقرار حکم

غیرخطی مساله از بهینه جواب یک (xk, ρk) اگر .sk /∈ P و p̂ ∈ intP که فرض [١٩] .۴.۵.۴ گزاره
.yk ∈ PWN آنگاه ،yk = ρksk + (١− ρk)p̂ و باشد (٣.۴)

است. برقرار نتیجه ١.۵.۴ گزاره طبق پس است. yk ∈ bdP که است واضح برهان.

-ϵe نقاط از مجموعه یک ۴ الگوریتم ،ϵ > ٠ اسکالر هر ازای به که می�دهد نشان ٢.۵.۴ قضیه
تقریب کیفیت تضمین می�سازد. (١.۴) چندهدفه محدب برنامه�ریزی مساله برای را، ضعیف غیرتسلطی
با .P i ⊆ P ⊆ Po یعنی می�سازد. را P از بیرونی و درونی تقریب دو هر الگوریتم، زیرا دارد امکان

می�یابد. را yk غیرتسلطی نقاط از متناهی تعداد الگوریتم روند، این
و مشتق�پذیری بخش دو در جداساز، ابرصفحه یافتن یعنی ،۴ الگوریتم از k۴ گام اجرای روند به

می�پردازیم. مشتق�ناپذیری

مشتق�پذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت ۶.۴

j = ١, . . . ,m و i = ١, . . . , p برای gj(x) محدودیت توابع و fi(x) هدف توابع که کنیم فرض اکنون
در ضعیف، کارای جواب�های همه برای مساله و بوده مشتق�پذیر پیوسته طور به محدبند، آنکه بر علاوه

کند. صدق کان-تاکر شرطی محدودیت�های
جداساز ابرصفحه ساخت یعنی ،k۴ گام انجام جهت کارایی روش می�خواهیم مفروضات، این تحت

می�شود. ارائه ،P از s
جواب اساس بر بنابراین، است. خطی حالت مانند دوگان برنامه استفاده برای ابرصفحه ساخت ایده
با را چندهدفه غیرخطی برنامه ،f(xk) متناظرش نقطه و (٣.۴) غیرخطی برنامه�ریزی مساله از xk بهینه
ساخته yk در P حمایتی ابرصفحه آنگاه می�زنند. تقریب ،xk ثابت نقطه در چندهدفه خطی برنامه یک

می�شود.
کنید: فرض

∇f(xk) = (∇f١(xk), . . . ,∇fp(xk)) =


∂f١(x

k)
∂x١

, . . . , ∂fp(x
k)

∂x١
... ...

∂f١(x
k)

∂xn
, . . . , ∂fp(x

k)

∂xn





۵١ مشتق�پذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت .۶.۴

و

∇g(xk) = (∇g١(xk), . . . ,∇gm(xk)) =


∂g١(x

k)
∂x١

, . . . , ∂gm(xk)
∂x١

... ...
∂g١(x

k)
∂xn

, . . . , ∂gm(xk)
∂xn


تعریف زیر چندهدفه�ی برنامه�ریزیخطی باشند. xk ∈ Rn نقطه در g(x) و f(x) ژاکوبین ترتیب به

می�شود.

MOLP(xk) min f(xk) +∇f(xk)T (x− xk)

s.t g(xk) +∇g(xk)T (x− xk) ≦ ٠.

کنید: تعریف باشد. شده داده xk کنید فرض

PL(xk) ={y ∈ Rp : f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) ≦ y

for some x with g(xk) +∇g(xk)T (x− xk) ≦ ٠}.

کنید توجه می�نویسیم. PL فقط PL(xk) جای به باشد، مشخص می�کنیم، اشاره آن به که xk نقطه اگر
که

PL(xk) ⊇ P

داریم ،y ∈ P دلخواه عضو گرفتن نظر در با زیرا
∃ x̂ ∈ X ; y ≥ f(x̂). (۴.۴)

با هستند، محدب ،j = ١, . . . ,m برای gj(x) توابع و i = ١, . . . , p برای fi(x) توابع چون طرفی از
داریم: xk نقطه در توابع این زدن تقریب

f(x̂) = f(xk) +∇f(xk)T (x̂− xk) +
١
٢∇

٢f(xk)(x̂− xk)٢ + . . .

g(x̂) = g(xk) +∇g(xk)T (x̂− xk) +
١
٢∇

٢g(xk)(x̂− xk)٢ + . . .

(۵.۴)

.y ∈ PL(xk) که می�شود نتیجه PL(xk) تعریف و (۵.۴) و (۴.۴) روابط مقایسه از

می�کنیم: تعریف آن بر علاوه
fxk := f(xk)−∇f(xk)Txk,

Cxk := ∇f(xk)T ,

Axk := −∇g(xk)T ,

bxk := g(xk)−∇g(xk)Txk

(۶.۴)

می�کنیم بازنویسی زیر صورت به را MOLP(xk) و
min{Cxkx+ fxk : Axkx ≧ bxk}.



۵٢ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

برای که دوگانی و اولیه برنامه�ریزی است. خطی چندهدفه فوق برنامه�ریزی مساله ،fxk ثابت از جدا
از: عبارتند می�کنیم، استفاده MOLP(xk) برای حمایتی ابرصفحه ساخت

LP(xk, yk) min{z : Axkx ≧ bxk , Cxkx− ez ≦ yk − fxk},

LD(xk, yk) max{bTxku− (yk − fxk)Tλ : AT
xku− CT

xkλ = ٠; eTλ = ١;u, λ ≧ ٠}.

MOLP(xk)برای ضعیف غیرتسلطی یکنقطه yk ∈ PL
WN(x

k) که حالتی در می�دانیم، ٢.٣.۴ گزاره طبق
ابرصفحه ایجاد به منجر LD(xk, yk) از (u∗, λ∗) بهینه جواب باشد،

با مشابه ابرصفحه این می�گردد. yk در PL(xk) از H = {y ∈ Rp : (y − fxk)Tλ∗ = bT
xku

∗}
توابع مشتق�پذیری حالت در ،yk در را P می�دهیم نشان که است H ′ = {yTλ∗ = bTu∗} ابرصفحه

می�کند. حمایت محدودیت، و هدف
می�کنیم. استفاده ۴ الگوریتم در k۴ گام انجام برای را زیر روند اینرو، از

مشتق�پذیر: توابع k۴برای گام •

کنید. تعیین را ∇g(xk) و ∇f(xk) گرادیان�های الف.

دهید. قرار (uk, λk) را آن بهینه جواب و کرده حل را LD(xk, yk) مساله ب.

.Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : yTλk ≧ bTuk} دهید قرار ج.

حل جزئیات ادامه در .yk = Pk + (١ − Pk)p̂ و باشد (٣.۴) بهینه جواب (xk,Pk) که فرض
(قضیه می�گردد yk در P حمایتی ابرصفحه تولید به منجر که می�دهیم نشان را LD(xk, yk) دوگان مساله
یعنی اصلی، هدف برای .f(xk), yk ∈ PWN که دادیم نشان ۴.۵.۴ و ٣.۵.۴ گزاره�های در .(۵.۶.۴

داریم. نیاز زیر گزاره به PL
WN(x

k) در f(xk) عضویت

مساله و باشد MOP (١.۴) مساله از ضعیف کارای جواب xk ∈ X که فرض [١٩] .١.۶.۴ گزاره
موجود d ∈ Rp هیچ آنگاه کند. صدق کان-تاکر شرطی محدودیت�های در ،xk نقطه در MOP (١.۴)

که نیست
∇fi(xk)Td < ٠, ∀ i = ١, . . . , p,

∇gj(xk)Td ≦ ٠, ∀ j ∈ J(xk).
(٧.۴)

(٧.۴) روابط در که باشد موجود dk ∈ Rn که فرض می�بریم. پیش خلف برهان با را اثبات برهان.
پس کند. صدق

⟨∇gj(xk), dk⟩ ≦ ٠ ∀ j ∈ J(xk)

در که دارد وجود a : [٠,١] → Rn مانند تابعی که درمی�یابیم ،xk در کان-تاکر شرایط صلاحیت از
هر برای و a(٠) = xk که است موجود α > ٠ حقیقی اسکالر و است مشتق�پذیر پیوسته طور به صفر

است. برقرار a′(٠) = αdk و g(a(t)) ≤ ٠ ،٠ ≤ t ≤ ١



۵٣ مشتق�پذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت .۶.۴

به خطی طور به را fi(a(t)) هستند، مشتق�پذیر پیوسته طور به i = ١, . . . , p برای fi توابع چون
می�زنیم. تقریب زیر فرم

fi(a(t)) = fi(x
k) +∇fi(xk)T (a(t)− xk) + ∥a(t)− xk∥φ(a(t), xk)

= fi(x
k) +∇fi(xk)T (a(t)− a(٠)) + ∥a(t)− a(٠)∥φ(a(t), a(٠))

= fi(x
k) + t∇fi(xk)T

(
a(t)− a(٠)

t

)
+ ∥a(t)− a(٠)∥φ(a(t), a(٠))

صفر سمت به نیز ∥a(t)− a(٠)∥ کند، میل صفر سمت به t وقتی . φ(a(t), a(٠)) −→ ٠ آن در که
.(a(٠+ t)− a(٠))/t −→ a′(٠) = αdk نهایت در و رفته

،t ≥ ٠ چون .∇fi(xk)Tdk < ٠ داریم i = ١, . . . , p هر برای خلف فرض از استفاده با علاوه، به
می�گردد. برقرار fi(a(t)) < fi(x

k) رابطه i = ١, . . . , p هر برای و کوچک کافی اندازه به t یک برای
و باطل خلف فرض پس است. تناقض در MOP مساله برای xk بودن ضعیف کارای با مطلب این

است. برقرار حکم

در MOP و باشد MOP (١.۴) از ضعیف کارای جواب xk ∈ X که کنید فرض [١٩] .٢.۶.۴ گزاره
MOLP (xk) از ضعیف کارای جواب xk آنگاه کند. صدق xk نقطه در کان-تاکر، شرطی محدودیت�های

بود. خواهد

که باشد شدنی جواب x̄ و نبوده MOLP (xk) برای ضعیف کارای xk که فرض حکم، برخلاف برهان.
داریم: بنابراین دارد. اکید تسلط برآن

fi(x
k) +∇fi(xk)T (x̄− xk) < fi(x

k), ∀ i = ١, . . . , p,

gi(x
k) +∇gi(xk)T (x̄− xk) ≦ ٠, ∀ j = ١, . . . ,m.

می�شود نتیجه آن از که

∇fi(xk)T (x̄− xk) < ٠, ∀ i = ١, . . . , p,

∇gi(xk)T (x̄− xk) ≦ ٠, ∀ j ∈ J(xk).

xk و است باطل خلف فرض پس می�رسیم. قبل گزاره با تناقض به ،d = x̄− xk گرفتن نظر در با
می�باشد. MOLP (xk) برای ضعیف کارای

برای (KKT ) کاروش-کان-تاکر لازم شرایط از استفاده با می�توان همچنین، را ٢.۶.۴ گزاره
داد. شرح ضعیف، کارای جواب�های

برای KKT لازم شرایط برطبق است، MOP (١.۴) برای ضعیف کارای جواب xk که آنجایی از
که گونه�ای به موجودند ٠ ≦ µ ∈ Rm و ٠ ≤ λ ∈ Rp بردارهای ، ضعیف کارای

p∑
i=١

λi∇fi(xk) +
m∑
j=١

µj∇gj(xk) = ٠

µjgj(x
k) = ٠ ∀ j = ١, . . . ,m.
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نشان برای یافته�ایم. دست LD(xk, f(xk)) برای بهینه جواب یک به λ∗ = λ و u∗ = µ دادن قرار با
است واضح زیر روابط از جواب بودن شدنی ابتدا ادعا، این دادن

AT
xku− CT

xkλ = −∇g(xk)u−∇f(xk)λ

= −
m∑
j=١

µj∇gj(xk)−
p∑

i=١
λi∇fi(xk) = ٠

مقدار که آنجایی از است. نامثبت ،LD(xk, f(xk))هدف مقدار پس است، f(xk) ∈ P چون ادامه در
یعنی است، صفر برابر (u∗, λ∗) ازای به مذکور هدف تابع

bTxku
∗ − (yk − fxk)Tλ∗ = [g(xk)−∇g(xk)Txk]Tµ− [f(xk)− f(xk) +∇f(xk)Txk]Tλ

= g(xk)Tµ−∇g(xk)xkµ−∇f(xk)xkλ

=
m∑
j=١

µjgj(x
k)−

m∑
j=١

µj∇g(xk)xk −
p∑

i=١
λi∇fi(xk)xk

= ٠− ٠xk = ٠

ضعیف غیرتسلطی نقطه ،f(xk) نتیجه در و می�گردد صفر مساوی LD(xk, f(xk)) بهینه مقدار بنابراین
می�باشد. PL(xk) از

حل از آمده دست به حمایتی ابرصفحه باشد، f(xk) = yk که حالتی در می�دهد نشان نتیجه این
ضعیفی کارای جواب�های است ممکن حال هر به می�باشد. نیز yk در P حمایتی ابرصفحه ،LD(xk, yk)

باشد. موجود f(xk) ̸= yk با
yk که می�دهیم نشان ۴.۶.۴ گزاره در ،(۵.۶.۴ (قضیه گردیم اصلی نتیجه اثبات به قادر که این برای

است. f(xk) ̸= yk که زمانی حتی می�گیرد، قرار PL
WN در

λ ≥ ٠ آنگاه .ȳ ≧ f(x̄) که، باشند گونه�ای به ȳ, f(x̄) ∈ PWN که کنید فرض [١٩] .٣.۶.۴ گزاره
وزنی مجموع مساله از بهینه جواب x̄ آن در که است موجود λT ȳ = λTf(x̄) باخاصیت

می�باشد. min{λTf(x), g(x) ≦ ٠}

و λT
١ f(x̄) که طوری به λ٢ ≥ ٠ و λ١ ≥ ٠ دارند وجود ،f(x̄), ȳ ∈ PWN که آنجایی از برهان.

min {λT
٢ y ; y ∈ P} و min {λT

١ y ; y ∈ P} وزنی مجموع مسائل بهینه جواب�های ترتیب، به ،λT
٢ ȳ

داریم: λ٢ȳ = c٢ و λ١f(x̄) = c١ فرض با یعنی می�باشند.

λT
١ y ≧ c١, ∀ y ∈ P (٨.۴)

λT
٢ y ≧ c٢, ∀ y ∈ P . (٩.۴)

داریم λT
٢ y ≧ c٢ و λT

١ y ≧ c١ از محدب ترکیب هر برای باشد. ١ > α > ٠ که فرض

αλT
١ y + (١− α)λT

٢ y ≧ αc١ + (١− α)c٢, ∀ y ∈ P .
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داریم فوق، نامساوی در c٢ = λT
٢ ȳ و c١ = λT

١ f(x̄) جایگذاری با

αλT
١ y + (١− α)λT

٢ y ≧ αλT
١ f(x̄) + (١− α)λT

٢ ȳ, ∀ y ∈ P .

داشت خواهیم فوق رابطه در y = f(x̄) دادن قرار با ،f(x̄) ∈ P چون
αλT

١ f(x̄) + (١− α)λT
٢ f(x̄) ≧ αλT

١ f(x̄) + (١− α)λT
٢ ȳ

یعنی
(١− α)λT

٢ (f(x̄)− ȳ) ≧ ٠. (١٠.۴)

پس ،ȳ ≥ f(x̄) چون طرفی از
(١− α)λT

٢ (f(x̄)− ȳ) ≦ ٠. (١١.۴)

.λT
٢ (f(x̄)− ȳ) = ٠ که می�شود نتیجه (١١.۴) و (١٠.۴) روابط از بنابراین

جواب x̄ آن در که است موجود λT
٢ (f(x̄)− ȳ) = ٠ خاصیت با λ٢ ≥ ٠ که است بیانگر مطلب این

صورت این غیر در زیرا است. min{λT
٢ f(x), g(x) ≦ ٠} وزنی مجموع مساله از بهینه�ای

∃ x̂ ̸= x̄; g(x̂) ≦ ٠ , λT
٢ f(x̂) ≤ λT

٢ f(x̄) = λT
٢ ȳ.

است. (٩.۴) رابطه با متناقض مطلب این و

صدق شرطی محدودیت در x̄ نقطه و باشد ȳ ≧ f(x̄) که f(x̄), ȳ ∈ PWN اگر [١٩] .۴.۶.۴ گزاره
می�باشد. ȳ ∈ PL

WN(x̄) آنگاه کند،

موجود λT ȳ = λTf(x̄) خاصیت با λ ≥ ٠ قبل، گزاره طبق ،ȳ, f(x̄) ∈ PWN که آنجایی از برهان.
است. min{λTf(x), g(x) ≦ ٠} وزنی مجموع مساله از بهینه�ای جواب ،x̄ آن در که است

بگیرید: نظر در

F◦ = {d :

p∑
i=١

λi∇fi(x̄)Td < ٠},

G ′
◦ = {d : ∇gi(x̄)Td ≦ ٠ ∀ i ∈ J(x̄)}.

نشان است. وزنی مجموع مساله از KKT جواب یک x̄ که می�شود نتیجه شرطی محدودیت�های از
است. F◦

∩
G ′

◦ = ∅ که می�دهیم
(u١, . . . , um) بردار بهینگی، لازم شرط طبق است، وزنی مجموع مساله KKTاز نقطه یک x̄ چون

می�باشد. زیر سیستم برای جوابی که طوری به است موجود

m∑
i=١

ui∇gi(x̄) = −
p∑

i=١
λi∇fi(x̄)

ui ≥ ٠ i = ١, . . . ,m
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سیستم دارد، جواب فوق سیستم چون ،٧.٢.۴ فارکاس لم طبق

∇gi(x̄)td ≤ ٠ i = ١, . . . ,m
p∑

i=١
λi∇fi(x̄)td < ٠

اینرو از کند. صدق فوق نامساویهای در همزمان که نیست موجود dای بردار یعنی ندارد، جواب
است. F◦

∩
G′

◦ = ∅
در را حکم خلاف اکنون است). ȳ ≥ f(x̄) که (می�دانیم I = {i : ȳi = fi(x̄)} دهیم قرار حال
،MOLP (x̄) در ȳ بر f(x̄) +∇f(x̄)T (x∗ − x̄) و نبوده ضعیف غیرتسلطی ȳ که فرض گرفته، نظر

صورت این در باشد. اکید مسلط

fi(x̄) +∇fi(x̄)T (x∗ − x̄) < ȳi, i = ١, . . . , p,

gj(x̄) +∇gj(x̄)T (x∗ − x̄) ≦ ٠, j = ١, . . . ,m.

یعنی،
∇fi(x̄)T (x∗ − x̄) < ٠ ∀ i ∈ I,

∇gj(x̄)T (x∗ − x̄) ≦ ٠ ∀ j ∈ J(x̄).

نمی�شود. ضعیف غیرتسلطی ȳ باشد، yi > fi(x̄) ،i هر ازای به اگر زیرا است. I ̸= ∅ که شود توجه
λi = ٠ ،i ∈ I هر ازای به اگر ، λ ≥ ٠ به توجه با زیرا .λi > ٠ که است موجود i ∈ I آن، بر علاوه

داریم باشد،
∃ i /∈ I ; λi > ٠ , fi(x̄) ̸= ȳi ⇒ λi(ȳi − fi(x̄)) ̸= ٠

است. متناقض λT (ȳ − f(x̄)) = ٠ با مطلب این و
می�شود. حاصل زیر رابطه اینرو از

p∑
i=١

λi∇fi(x̄)T (x∗ − x̄) =
∑
i/∈I

λi∇fi(x̄)T (x∗ − x̄) +
∑
i∈I

λi∇fi(x̄)T (x∗ − x̄)

< ٠

ȳ ∈ PL
WN و شده رد خلف فرض پس می�رسیم. تناقض به F◦ ∩G ′

◦ = ∅ با ،d = x∗− x̄ دادن قرار با
است.

برنامه برای KKT لازم شرایط با می�توان را PL(x̄) از غیرتسلطی نقطه ȳ که، است آن حقیقت
وزن�دار مجموع مساله از بهینه جواب یک x̄ که آنجایی از شود). مراجعه [٧] (به داد شرح نیز غیرخطی
یک وجود بیانگر KKT لازم شرایط ،(λT ȳ = λTf(x̄) و λ ≥ ٠) است min{λTf(x), g(x) ≦ ٠}

که است ٠ ≦ µ ∈ Rm بردار
p∑

i=١
λi∇fi(x̄) +

m∑
j=١

µj∇gj(x̄) = ٠

µjgj(x̄) = ٠ ∀ j = ١, . . . ,m.



۵٧ مثال چند ارائه .٧.۴

می�شود نتیجه آنجا از و است صفر مساوی LD(x̄, ȳ) بهینه مقدار که، است آن بیانگر مطلب این
است. PL(x̄) از ضعیف غیرتسلطی نقطه ȳ که

می�گردد. P حمایتی ابرصفحه تولید به منجر ،LD(xk, yk) حل که می�دهیم نشان نهایت در

مساله از بهینه جواب یک را ρk و xk .sk /∈ P و p̂ ∈ intP کنید فرض [١٩] .۵.۶.۴ قضیه
آمده دست به ابرصفحه ،H اگر .yk = ρksk + (١− ρk)p̂ و گرفته نظر در (٣.۴) غیرخطی برنامه�ریزی

می�باشد. yk در P حمایتی ابرصفحه H آنگاه باشد، LD(xk, yk) حل از

.f(xk) ∈ PWN که می�شود نتیجه ،٣.۵.۴ گزاره از و است yk ∈ PWN ،۴.۵.۴ گزاره به توجه با برهان.
نتیجه در و برده بکار را قبل گزاره اینرو از .f(xk) ≦ yk که است واضح (٣.۴) رابطه به توجه با

.yk ∈ PL
WN(x

k)

که می�دانیم ، ٢.٣.۴ گزاره از بود) خواهد کافی ٢.۶.۴ گزاره ،f(xk) = yk حالت در که کنید (توجه
که می�شود نتیجه ،PL(xk) ⊇ P و yk ∈ P چون است. yk نقطه در ،PL(xk) حمایتی ابرصفحه H

می�سازد. جدا P از را sk اینرو از و است yk در P حمایتی ابرصفحه نیز H

مثال چند ارائه ٧.۴

نقاط مجموعه و پرداخته محدب غیرخطی چندهدفه بهینه�سازی مسائل از مثال�هایی بیان به بخش این در
می�کنیم. مشخص ۴ الگوریتم کمک به را آنها ε-غیرتسلطی

بگیرید. نظر در را زیر MONP مساله .١.٧.۴ مثال

min (f١(x), f٢(x)) = (x١, x٢)

s.t. (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≤ ۴

٠ ≤ x١

٠ ≤ x٢

مجموعه�های ،٢.۴ شکل است. yI = (٠,٠) و P = {y ∈ R٢ : f(x) ≦ y, g(x) ≦ ٠} اینجا در
یک برای می�دهیم. قرار ϵ = ٠٫ ١ را تقریب خطای می�دهد. نشان را p̂ = (٣,٣) نقطه و S◦ ،P ،Y

می�کنیم. اجرا را الگوریتم مراحل کامل، تکرار
s◦ = (٠,٠) انتخاب با ،(٠,٠) ∈ vertS◦ \ (P ∪O) چون و گرفته نظر در را vertS◦ = {(٠,٠)}
که P مرزی نقطه معرفی جهت ،ρ◦ یافتن به زیر غیرخطی مساله حل با گام این در می�شویم. ٢ گام وارد
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p̂ و S◦ ،P ،Y :٢.۴ شکل

می�پردازیم. است، p̂ و s◦ واصل پاره�خط روی

ρ◦ = max ρ

s.t (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ − ۴ ≤ ٠

− x١ ≤ ٠

− x٢ ≤ ٠

٣− ٣ρ ≥ x١

٣− ٣ρ ≥ x٢

٠ < ρ < ١

مرزی نقطه آنجا از و است فوق مساله بهینه جواب�های x◦ = (٠٫ ۵٨۵٨,٠٫ ۵٨۵٨) و ρ◦ = ٠٫ ٨٠۴٧
می�آید. دست به زیر صورت به y◦

y◦ = ρ◦s
◦ + (١− ρ◦)p̂ = (٠٫ ۵٨۵٨,٠٫ ۵٨۵٨) y◦ = f(x◦) = x◦

می�کنیم. تعیین را y◦ و s◦ فاصله ٣ گام در

d(s◦, y◦) =

√
٠٫ ۵٨۵٨٢ + ٠٫ ۵٨۵٨٢ = ٠٫ ٨٢٨۴ > ٠٫ ١

می�پردازیم. P از s◦ جداساز ابرصفحه ساخت به ،d(s◦, y◦) > ϵ چون
به ،LD(x◦, y◦) حل برای پس مشتق�پذیرند، پیوسته طور به محدودیت�ها و هدف توابع که آنجایی از

داریم. نیاز زیر گرادیان�های محاسبه

∇f(x◦) =

(
∂f١
∂x١

∂f٢
∂x١

∂f١
∂x٢

∂f٢
∂x٢

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
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∇g(x) =

(
∂g١
∂x١

∂g٢
∂x١

∂g٣
∂x١

∂g١
∂x٢

∂g٢
∂x٢

∂g٣
∂x٢

)
=

(
٢(x١ − ٢) −١ ٠
٢(x٢ − ٢) ٠ −١

)

∇g(x◦) =

(
−٢٫ ٨٢٨۴ −١ ٠
−٢٫ ٨٢٨۴ ٠ −١

)
می�آوریم. بدست را y◦ در P حمایتی ابرصفحه آن، حل و LD(x◦, y◦) تشکیل با

LD(x◦, y◦) = max{bTx◦u− (y◦ − fx◦)Tλ ; AT
x◦u− CT

x◦λ = ٠, eTλ = ١, u, λ ≧ ٠}

max ٣٫ ٣١٣۶u١ − ٠٫ ۵٨۵٨λ١ − ٠٫ ۵٨۵٨λ٢
s.t ٢٫ ٨٢٨۴u١ + u٢ − λ١ = ٠

٢٫ ٨٢٨۴u١ + u٣ − λ٢ = ٠

λ١ + λ٢ = ١

u١, u٢, u٣ ≥ ٠

λ١, λ٢ ≥ ٠

λ∗
١ = λ∗

٢ = ٠٫ ۵ و u∗
١ = ٠٫ ١٧۶٧٨, u∗

٢ = u∗
٣ = ٠ فوق، خطی برنامه�ریزی مساله بهینه جواب�

از است عبارت مطلوب ابرصفحه می�باشد.
H = {y ∈ R٢ : (y − fx◦)Tλ∗ = bTx◦u∗} = {(y١, y٢) : y١ + y٢ = ١٫ ١٧١۶}.

بعدی تکرار به و شده مشخص vertS١ = {(٠,١٫ ١٧١۶), (١٫ ١٧١۶,٠)} ،S١ = S◦∩H تشکیل با
می�رویم.

است. شده خلاصه ١.۴ جدول در الگوریتم مراحل تکرار سه از حاصل نتایج

برش d(sk, yk) yk sk تکرار
y١ + y٢ = ١٫ ١٧١۶ ٠٫ ٨٢٨۴ (٠٫ ۵٨۵٨,٠٫ ۵٨۵٨) (٠,٠) k = ٠

٠٫ ٧١۴٧ y١ + ٠٫ ٢٨۵٣ y٢ = ٠٫ ۴۶٠٩ ٠٫ ١۶۶٩ (٠٫ ١۴٢۶,١٫ ٢۵٨۵) (٠,١٫ ١٧٧۶) k = ١
٠٫ ٢٨۵٣ y١ + ٠٫ ٧١۴٧ y٢ = ٠٫ ۴۶٠٩ ٠٫ ١۶۶٩ (١٫ ٢۵٨۵,٠٫ ١۴٢۶) (١٫ ١٧١۶,٠) k = ٢

الگوریتم تکرار سه در برش صفحات و d(sk, yk) و yk و sk :١.۴ جدول

از: عبارتند که می�ماند باقی P از خارج نقطه چهار برش، سه از پس نهایت در
(٠,١٫ ۶١۵۵), (٠٫ ٢٩۵٠,٠٫ ٨٧۶۶), (١٫ ۶١۵۵,٠), (٠٫ ٨٧۶۶,٠٫ ٢٩۵٠).

است. آمده� زیر در مذکور نقطه چهار متناظر مرزی نقاط
(٠٫ ٠٣۴٣,١٫ ۶٣١٣), (٠٫ ٣٢٨٠,٠٫ ٩٠٢۵), (١٫ ۶٣١٣,٠٫ ٠٣۴٣), (٠٫ ٩٠٢۵,٠٫ ٣٢٨٠).

است. ٠٫ ١ تقریب خطای از کمتر نظیرشان، مرزی نقاط و نشدنی نقطه چهار این بین فاصله



۶٠ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

نمودارهای می�یابد. پایان الگوریتم و می�پذیریم بیرونی تقریب برای را نشدنی نقطه چهار این لذا،
می�دهد. نشان را سوم و دوم اول، برش�های ۵.۴ و ۴.۴ ،٣.۴

اول برش :٣.۴ شکل

دوم برش :۴.۴ شکل



۶١ مثال چند ارائه .٧.۴

سوم برش :۵.۴ شکل

درمی�آید. زیر شکل به P درونی و بیرونی تقریب�های راسی نقاط مجموعه صورت این در

Vo(Sk) = {(٠,١٫ ۶١۵۵), (٠٫ ٢٩۵٠,٠٫ ٨٧۶۶), (١٫ ۶١۵۵,٠), (٠٫ ٨٧۶۶,٠٫ ٢٩۵٠)},

Vi(Sk) = {(٠٫ ٣۴٣,١٫ ۶٣١٣), (٠٫ ٣٢٨٠,٠٫ ٩٠٢۵), (١٫ ۶٣١٣,٠٫ ٠٣۴٣), (٠٫ ٩٠٢۵,٠٫ ٣٢٨٠)}.

می�شود. محاسبه زیر صورت P،به درونی تقریب ،P i مجموعه

P i = conv Vi(Sk) + Rp
≧

=

{ ۴∑
i=١

λiyi : yi ∈ Vi(Sk) , λi ≥ ٠,
۴∑

i=١
λi = ١

}
+ Rp

≧

دست به نتایج ادامه در است. P از ضعیف ε-غیرتسلطی نقاط از مجموعه�ای P i
N ،٢.۵.۴ قضیه به بنا

مجموع روش�های از حاصل غیرتسلطی نقاط متناهی مجموعه�ای با را بنسون تقریبی الگوریتم از آمده
می�کنیم. مقایسه انعطاف�پذیر، محدودیت روش و وزن�دار

می�شود، ساخته غیرتسلطی نقطه چهار با بنسون الگوریتم درونی تقریب ،١.٧.۴ مثال در که آنجایی از
بیابیم. را غیرتسلطی نقطه چهار می�خواهیم دیگر روش دو با

است. زیر شکل به وزن�دار مجموع مساله
min{λx١ + (١− λ)x٢ : (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≦ ۴; x١ ≧ ٠; x٢ ≧ ٠}

می�کنیم. استفاده را λ = ٠ و λ = ١
٣ ،λ = ٢

٣ ،λ = ١ آن حل برای و



۶٢ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

است. زیر صورت به انعطاف�پذیر محدودیت روش مساله

min{x٢ + ٢s١ : x١ − s١ ≦ µ; (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≦ ۴; x١ ≧ ٠;x٢ ≧ ٠; s١ ≧ ٠}

می�کنیم. استفاده را µ = ٢ و µ = ۵
٣ ،µ = ١

٣ ،µ = ٠ آن در که
نتایج نمایانگر که ۶.۴ شکل می�دهد. نشان روش سه برای را غیرتسلطی نقاط نتایج ٢.۴ جدول
دست به درونی تقریب تقریب�ها این بین از که می�دهد نشان است، روش سه این با درونی تقریب�های

می�باشد. غیرتسلطی نقاط برای تقریب بهترین بنسون روش از آمده

y۴ y٣ y٢ y١ روش
(١٫ ۶٣١٣,٠٫ ٠٣۴٣) (٠٫ ٩٠٢۵,٠٫ ٣٢٨٠) (٠٫ ٣٢٨٠,٠٫ ٩٠٢۵) (٠٫ ٠٣۴٣,١٫ ۶٣١٣) بنسون

(٢,٠) (١٫ ١٠۵۶,٠٫ ٢١١١) (٠٫ ٢١١١,١٫ ١٠۶۵) (٠,٢) وزن�دار مجموع
(٢,٠) (١٫ ۶۶۶٧,٠٫ ٠٢٨٠) (٠٫ ٣٣٣٣,٠٫ ٨٩۴۵) (٠٫ ٢١١١,١٫ ١٠۵۶) انعطاف�پذیر محدودیت

محدودیت روش و وزن�دار مجموع روش بنسون، الگوریتم از آمده دست به غیرتسلطی نقاط :٢.۴ جدول
انعطاف�پذیر

روش سه غیرتسلطی نقاط از شده ساخته درونی تقریب�های :۶.۴ شکل

به نقاط واقع در می�شود، تضمین بنسون، الگوریتم با آمده دست به تقریب کیفیت ٢.۵.۴ قضیه از
هستند. P از ضعیف ٠٫-غیرتسلطی ١e آمده دست

بدتری تقریب�های انعطاف�پذیر محدودیت و وزن�دار مجموع روش دو مثال، این در حال، هر به
٠٫-غیرتسلطی ١e مجموعه�های تقریب�ها، حقیقت، در و می�دهند ارائه بنسون الگوریتم تقریب به نسبت

نیستند. P از ضعیف



۶٣ مثال چند ارائه .٧.۴

مجموعه�های به دستیابی برای روش، دو در µ یا λ انتخابشده مقادیر که، است آن از مطلبحاکی این
مکانیسم�هایی با بهبود به نیاز روش�ها این اینرو، از نیستند. مناسب P از ضعیف ٠٫-غیرتسلطی ١e

کرد. تضمین را تقریب کیفیت بتوان روش�ها، چنین در تا دارند µ و λ پارامترهای کنترل جهت

به را آنها همکاران و میتینن۶ که می�شود آورده چندهدفه غیرخطی برنامه�ریزی از مثال چند ادامه در
خطاهای تقریب با بنسون تقریبی الگوریتم روش به مثال�ها اینجا در .[٣۴] کرده�اند حل تعاملی روش

است. شده داده نمایش شکل با نتیجه و شده حل مختلف

.٢.٧.۴ مثال

min f١(x) = (x١ − ٢(١ + (x٢ − ٢(١

f٢(x) = (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٣

f٣(x) = (x١ − ۴)٢ + (x٢ − ٢(٢

s.t. x١ + ٢x٢ ≤ ١٠

٠ ≤ x١ ≤ ١٠

٠ ≤ x٢ ≤ ۴

می�دهد. نشان و٠.٠١ ٠.٠۵ خطاهای تقریب با را مساله حل نتیجه ٧.۴ شکل

٠٫ ٠١ و ٠٫ ٠۵ تقریب خطای با P٠ :٧.۴ شکل

۶ Miettinen
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.٣.٧.۴ مثال

min f١(x) = ۵٠x۴١ + ١٠x۴٢
f٢(x) = ٣٠(x١ − ۵)۴ + ١٠٠(x٢ − ٣)۴

f٣(x) = ٧٠(x١ − ٢)۴ + ٢٠(x٢ − ۴)۴

s.t. (x١ − ٢(٢ + (x٢ − ٢(٢ ≤ ١

٠ ≤ x١ ≤ ٣

٠ ≤ x٢ ≤ ٣

می�دهد. نشان ٢ و ۵ تقریب خطاهای با ترتیب به را مساله حل نتیجه ٨.۴ شکل

٢ و ۵ تقریب خطای با P٠ :٨.۴ شکل

.۴.٧.۴ مثال

min f١(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + ١٠x٢ − ١٢٠x٣
f٢(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ + ٨٠x١ − ۴۴٨x٢ + ٨٠x٣
f٣(x) = x٢١ + x٢٢ + x٢٣ − ۴۴٨x١ + ٨٠x٢ + ٨٠x٣

s.t. x٢١ + x٢٢ + x٢٣ ≤ ١٠٠

٠ ≤ x١ ≤ ١٠

٠ ≤ x٢ ≤ ١٠

٠ ≤ x٣ ≤ ١٠

می�دهد. نشان ۵ و ١٠ تقریب خطاهای با ترتیب به را مساله حل از حاصل نتیجه ٩.۴ شکل

مقادیر با محاسبات زمان و برشی صفحات تعداد رئوس، تعداد مقایسه برای اطلاعات از خلاصه�ای
است. آمده ٣.۴ جدول در ϵ مختلف



۶۵ مشتق�ناپذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت .٨.۴

۵ و ١٠ تقریب خطای با P٠ :٩.۴ شکل

برش صفحات Po رئوس زمان(ثانیه) ϵ مثال
۶٩ ١١٠ ٣٫ ۵۶٢ ٠٫ ٠۵ ٢.٧.۴
٢٠١ ٣۴۶ ٧٫ ٨۵٩ ٠٫ ٠١
٢۶٧ ۴٧٩ ۴١٫ ٣۴۴ ۵ ٣.٧.۴
۶٢۵ ١١٧٠ ١١٣٫ ۶٢۶ ٢
٢١٨ ٣٩١ ٢۵٫ ٨۶٠ ١٠ ۴.٧.۴
۴٠٧ ٧۴٨ ٣٧٫ ۶١٠ ۵

ϵ مختلف مقادیر با مثال سه برای برش صفحات و رئوس تعداد و اجرا زمان :٣.۴ جدول

مشتق�ناپذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت ٨.۴

توابع یا هدف توابع یعنی بحث، مورد توابع اگر محدب، چندهدفه بهینه�سازی مسائل حل مورد در
آن نتایج همه زیرا برد بکار را ۴ الگوریتم همان می�توان نباشند، مشتق�پذیر اما بوده محدب محدودیت

می�ماند. باقی درست حالت این برای

است. مشتق�ناپذیری وضعیت در الگوریتم k۴ گام انجام چگونگی ذکر قابل مطلب

،٧ گرادیان زیر یک با گرادیان هر جایگزینی با که آید نظر به است ممکن مساله، این به اول نگاه در
این متاسفانه، اما آورد. دست به مشتق�ناپذیری، حالت برای را قبلی بخش جداساز ابرصفحه��ی می�توان

نیست. ساده امر

می�پردازیم. مشکل این نمایش به بحث، ادامه در مثال دو آوردن با

مشتق�ناپذیر هدف توابع و مشتق�پذیر محدودیت��های با را زیر چندهدفه بهینه�سازی مساله .١.٨.۴ مثال

٧ subgradient
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بگیرید. نظر در

min f١(x) = |x١|+ |x٢|

f٢(x) = |x١ − ٢|+ |x٢|

s.t. x٢١ + x٢٢ − ١٠٠ ≤ ٠

جواب به ،p̂ = (٢,٢) درونی نقطه انتخاب و s = (٠,٠) /∈ P آن در که ، زیر غیرخطی مساله حل با
می�یابیم. دست f(x̂) = (١,١) با x̂ = (١,٠) بهینه

max{ρ : x٢١ + x٢٢ − ١٠٠ ≤ ٠; ρs+ (١− ρ)p̂ ≧ f(x);٠ ≤ ρ ≤ ١;x ∈ R٢}.

غیرخطی چندهدفه مساله است. ضعیف غیرتسلطی نقطه یک f(x̂) = (١,١) ،٣.۵.۴ قضیه طبق
صورت به هدف تابع دو زیرگرادیان�های ادامه، در می�کنیم. تبدیل خطی صورت به ،x̂ کارای نقطه در را

∇f١(x̂) = (١, α)T ;−١ ≤ α ≤ ١

∇f٢(x̂) = (−١, β)T ;−١ ≤ β ≤ ١

فرم در جایگذاری با ،MOLP (x̂) نتیجه است. g(x̂) = −٩٩ و ∇g(x̂) = (٢,٠) و است

min f(x̂) +∇f(x̂)T (x− x̂)

s.t. g(x̂) +∇g(x̂)T (x− x̂) ≦ ٠

است. زیر شکل به

min f̄١(x) = x١ + αx٢

f̄٢(x) = −x١ + βx٢ + ٢

s.t. ٢x١ − ١٠١ ≦ ٠

به (x١, x٢) انتخاب با (١,١) نقطه که می�شویم متوجه فوق، خطی برنامه�ریزی مساله گرفتن نظر در با
می�گردد. مغلوب زیر شکل

x١ =
٢α

α + β
, x٢ =

−٢
α + β

غیرتسلطی با مطلب این که ،f̄(x) = (٠,٠) < (١,١) داشت خواهیم α+ β ̸= ٠ فرض با یعنی،
است. تناقض در اصلی مساله برای (١,١) بودن ضعیف

غیرممکن مواقع بعضی در ،s /∈ P نقطه برش که می�دهد نشان مثال این بدتر، وضعیت در حتی
است.

دست به مرزی نقطه کنیم، شروع s(٠,٠) /∈ P و p̂ = (٢,٢) درونی نقطه با را ۴.٢ الگوریتم اگر
که آنچه مانند y = (١,١) نقطه در مساله خطی�سازی با می�گردد. y = f(x̂) = (١,١) ،k٢ گام در آمده

کرد. جدا را آن نمی�توان که می�گردد s ∈ PL است، آمده بالا در



۶٧ مشتق�ناپذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت .٨.۴

است. مشتق�ناپذیر محدودیت و مشتق�پذیر هدف توابع با شده گرفته نظر در MOP دوم، مثال در
که طوری به باشد sk نقطه شامل ،PL(xk) شده خطی�سازی مدل دارد احتمال که می�دهیم نشان دوباره

نباشد. ممکن MOLP (xk) کمک با جداکننده ابرصفحه کردن پیدا

.٢.٨.۴ مثال

min f١(x) = (x١ − ٢(٣ + (x٢ − ٢(١

f٢(x) = (x١ − ٢(١ + (x٢ − ٢(١

s.t. |x١|+ ٢|x٢| − ٢ ≤ ٠

الگوریتم، k٢ گام انجام با می�گیریم. نظر در را p̂ = (١٠,٢) ∈ intP و s = (۶−۴
√
٢,٢) /∈ P نقطه

حل یعنی
max{ρ : |x١|+ ٢|x٢| − ٢ ≤ ٠; ρs+ (١− ρ)p̂ ≧ f(x);٠ ≤ ρ ≤ ١; x ∈ R٢}.

روی که را P از f(x̂) = y = (٢,٢) مرزی منحصربفرد نقطه که رسیده x̂ = (٢,٠) کارای نقطه به
تابع برای زیرگرادیان و هدف توابع گرادیان�های از استفاده با می�کند. تولید است، p̂ و s واصل پاره�خط

می�گردد. زیر فرم به MOLP (x̂) تولید به منجر که پرداخته x̂ در MOP خطی�سازی به محدودیت،

min f̄١(x) = −٢x١ − ٢x٢ + ۶

f̄٢(x) = ٢x١ − ٢x٢ − ٢

s.t. x١ + ٢αx٢ − ٢ ≦ ٠

است. ٠ ≤ α ≤ ١ که
باشد، α ≤ −١

٢ اگر ،MOLP (x̂) برای که بگیرید نظر در را x̃ = (
√
٢ + ١,

√
٢ − ١) نقطه

اما است شدنی نقطه�ای
f̄(x̃) = (۶− ۴

√
٢,٢) = s

مطلب این باشد. موجود s از PL(x̂) جداساز ابرصفحه نمی�تواند نتیجه در است. s ∈ PL(x̂) اینرو از
است. بی�فایده الگوریتم k۴ گام انجام برای MOLP (x̂) خطی�ساز ،α ≤ −١

٢ هرگاه که، معناست بدان

ابرصفحه شده، خطی�سازی مساله هر برای که کرد تضمین نمی�توان که می�دهد نشان فوق مثال دو
مشتق�ناپذیر توابع با که مسائلی برای قبل بخش جستجوی مشابه حال، این با کرد. فراهم بتوان جداساز

می�رویم. پیش ذیل شکل به دارند، کار و سر
باشند. f و g برای ترتیب به ،xk ∈ Rn نقطه در زیرگرادیان�هایی ∇f(x) و ∇g(x) کنید فرض
دست به زیر MOLP و درمی�آوریم خطی صورت به xk در را MOP زیرگرادیان�ها این از استفاده با

می�آید.

MOLP(xk) min f(x̂) +∇f(x̂)T (x− x̂)

s.t. g(x̂) +∇g(x̂)T (x− x̂) ≦ ٠.



۶٨ محدب چند�هدفه برنامه�ریزی مسائل .۴

صورت به را دوگان و اولیه برنامه��ریزی�های (۶.۴) رابطه در رفته بکار نمادهای همان از استفاده با
می�گذاریم. دهیم، برش باید که را sk نقطه yk جای به که تفاوت این با می�گیریم، نظر در زیر

LP(xk, sk) min{z : Axkx ≧ bxk , Cxkx− ez ≦ sk − fxk},

LD(xk, sk) max{bTxku− (sk − fxk)Tλ : AT
xku− CT

xkλ = ٠}.

می�گردد. حاصل زیر نتیجه ،ŷ = sk با ٢.۴.۴ گزاره کارگیری به با

LP (xk, sk) از بهینه جواب (x∗, z∗) و LD(xk, sk) از بهینه جوابی (u∗, λ∗) که فرض .٣.٨.۴ نتیجه
آنگاه: باشد.

است. برقرار (y − fxk)Tλ∗ ≧ bT
xku

∗ رابطه ،y ∈ PL(xk) هر برای الف.

است. LP (xk, sk) از بهینه جواب x′ که y = Cx′ + fxk برای (y − fxk)Tλ∗ = bT
xku

∗ ب.

.sk /∈ PL(xk) اگر تنها و اگر z∗ > ٠ اگر تنها و اگر (sk − fxk)Tλ∗ ≧ bT
xku

∗ ج.
Cx∗ + fxk در P از حمایتی ابرصفحه ،H := {y ∈ Rp : (y − fxk)Tλ∗ = bT

xku
∗} ابرصفحه یعنی

معادل (یا LD(xk, sk) هدف مقدار اگر تنها و اگر می�سازد جدا PL(xk) از را sk ابرصفحه این است.
باشد. صفر از بزرگتر (LP (xk, sk) آن،

می�شود. نتیجه ٢.۴.۴ گزاره از مستقیم طور به اول، مورد دو اثبات برهان.
اگر تنها اگرو است صفر از اکید بزرگتر LP (xk, sk) هدف مقدار که می�کنیم یادآوری سوم، قسمت برای

.sk /∈ PL(xk)

با یعنی می�دهد، را sk نشدن یا و شدن جدا جهت موثر امتحان امکان ما به طرف یک از روش این
صفر. از کوچکتر یا و است صفر از بزرگتر که LD(xk, sk) هدف مقدار کردن چک

است، bT
xku

∗−(sk−fxk)Tλ∗ ماکزیمم�سازی ،LD(xk, sk)هدف تابع که آنجایی از دیگر، طرف از
مساله برای جداساز ابرصفحه یک به باشد، داشته کننده جدا ابرصفحه شده، خطی مساله اگر نهایت در

می�رسیم. محدب MOP

حمایتی ابرصفحه ابرصفحه، آن شود، یافت حمایتی ابرصفحه LD(xk, sk) دوگان حل با اگر که توجه قابل
نیازی اما است)، انتظار مورد ابرصفحه بهترین دیدگاه�ها، از بعضی در که طوری (به است PL(xk) برای
مشتق�ناپذیری حالت برای ،۴ الگوریتم در را k۴ گام خلاصه، طور به نیست. P برای آن بودن حمایتی به

می�کنیم. پیشنهاد

مشتق�ناپذیر: توابع برای k۴ گام •

کنید. تعیین را ∇g(xk) و ∇f(xk) زیرگرادیان�های الف. k۴ گام

باشد. آن از بهینه جواب (uk, λk) که کنید فرض و کرده حل را LD(xk, sk) ب.

دهید: قرار آنگاه باشد صفر از بزرگتر LD(xk, sk) هدف مقدار اگر ج.

Sk+١ = Sk ∩ {y ∈ Rp : yTλk ≧ bTuk}.



۶٩ مشتق�ناپذیری حالت در جداساز ابرصفحه ساخت .٨.۴

گام به و کرده انتخاب را ∇g(xk) و ∇f(xk) جدید زیرگرادیان�های صورت، این غیر در د.
برگردید. k٢ گام به و کرده انتخاب را sk دیگر راس یا برگردید (ب) قسمت k۴

البته کرد. اجرا می�توان فوق، k۴ گام مشخصات با مشتق�ناپذیر توابع برای نیز، را ۴ الگوریتم اینرو از
که شود جدا sk اگر خیر. یا می�شود یافت sk برش برای H ابرصفحه آیا که کرد چک گام هر در باید
ادامه و داده تغییر را sk راس یا زیرگرادیان�ها اینصورت، غیر در می�کنیم. عمل مشتق�پذیری حالت مانند

می�دهیم.
گام�های اجرای با محدب چندهدفه غیرخطی مسائل حل برای تقریبی الگوریتم معرفی ترتیب این به
از یکی ارائه با بعد فصل در می�شود. کامل مساله، مشتق�ناپذیری و مشتق�پذیری حالت دو در الگوریتم

می�کنیم. اشاره الگوریتم�ها این اهمیت به پزشکی زمینه در تقریبی الگوریتم کاربردهای



٧٠



۵ فصل

بهینه�سازی تقریبی الگوریتم�های از کاربردی
پرتودرمانی در چندهدفه

مقدمه ١.۵

این اهمیت به پرتودرمانی١ درمان طرح در تقریبی الگوریتم�های از کاربردی آوردن با فصل، این در
می�کنیم. اشاره نیست، امکان�پذیر آنها دقیق جواب یافتن که مسائلی حل برای الگوریتم�ها

الگوریتم و بنسون اصلی الگوریتم از استفاده با مطلوب، چندهدفه�ی بهینه�سازی مساله حل از قبل
در موجود مسائل با آشنایی و پرتودرمانی موضوع وارد مقدمه�ای با آن، اجرایی نتایج مقایسه و تقریبی

می�شویم. آن
مبتلا افراد از درصد ۶٠ حدود و است سرطان درمان عمده روش�های از یکی درمانی، پرتو که آنجا از
استفاده درمانی شیمی یا جراحی با آن ترکیب یا درمان شکل تنها عنوان به درمانی پرتو از سرطان به
مراجع از فصل این مطالب عمده است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از موضوع این به پرداختن می�کنند،

می�باشد. [۴۵ ،۴۴]

درمانی پرتو با آشنایی ٢.۵

سلول�های بردن بین از برای گاما، اشعه یا X اشعه مانند (اشعه)، امواج یا پرانرژی ذرات از درمانی پرتو
اختلال یا و (DNA) ژنتیکی مواد به رساندن آسیب با اشعه می�کند. استفاده آنها رشد توقف یا و سرطانی

می�برد. بین از یا و زخمی را هدف٢) (حجم درمان تحت ناحیه سلول�های سلول�ها، تقسیم و رشد در
سلول�های بیشتر اما می�رساند، آسیب نرمال سلول�های به هم و سرطانی سلول�های به هم اشعه، اگرچه
طور به اشعه، از ناشی اثرات از می�توانند می�گیرند، قرار تابش از متوسطی مقدار معرض در که نرمالی

١ Radiation therapy
٢ the target volume

٧١



٧٢ پرتودرمانی در چندهدفه بهینه�سازی تقریبی الگوریتم�های از کاربردی .۵

آسیب کردن محدود و سرطانی سلول�های به زدن صدمه حدامکان تا درمانی، پرتو هدف یابند. بهبود کامل
می�باشد. اطراف سالم بافت به

شکلی داخلی درمانی پرتو می�گیرد. صورت خارج یا داخل از پرتو تابش شیوه دو به درمانی پرتو
می�شود استفاده روش این از زمانی دارد. قرار بیمار بدن داخل در تششع منبع یک که است درمان از
یک از خارجی درمانی پرتو که حالی در باشد. کوچک ناحیه�ای به اشعه، از بالایی دوز انتقال به نیاز که
می�کند. استفاده مختلف، جهات از بیمار تومور محل به بالا انرژی تابش منظور به خطی، شتاب�دهنده

می�باشد. خارجی درمانی پرتو درمانی، پرتو ار استفاده شکل متداولترین

است، تطابق از بالایی درجه یافتن چگونه پژوهش اصلی موضوع خارجی، درمانی پرتو تابش در
می�باشد. تومور حجم به بالا دوز ناحیه کردن محدود یعنی،

به (٣DCRT)بعدی٣ سه منسجم درمانی پرتو توسعه با عمده�ای پیشرفت�های گذشته، سال ٢۵ در
است. داشته زیادی پیشرفت (IMRT)۴شده تعدیل شدت با درمانی پرتو خصوص به ، است آمده دست

تصویربرداری ماشین�آلات از تومور، از بعدی سه تصویر ایجاد برای بعدی سه منسجم درمانی پرتو
منحنی در دقیقا (بیم۵)، پرتو باریکه هر که طوری به می�کند استفاده کامپیوتری فن�آوری و ( CT (مانند

می�شود. تابیده نظر مورد درمان منطقه

شدت، اصلاح دستگاه�های با لزوم صورت در یا دارند یکنواخت شدت میدان سراسر در تششعات
می�شود. اعمال لازم تغییرات

از بالاتری دوز می�توان می�مانند، امان در تومور اطراف سالم بافت�های از بسیاری روش این با چون
کرد. استفاده سرطان درمان برای را اشعه

، IMRT در است. ٣DCRT از پیشرفته�ای شکل ،(IMRT) شده تعدیل شدت با درمانی پرتو
دارند، غیریکنواخت شدت که می�گیرد صورت بیمار بدن به (بیم�ها) پرتو باریکه�های طریق از اشعه انتقال

نامند. (IMBs)۶شده تعدیل باشدت بیم�های را آنها که

که شوند تقسیم ٧ پیکسل� نام به کوچکتر محدوده�های به بیم�ها محدوده که می�دهند اجازه IMBs این
تششع دقیق تنظیم موجب روش این داد. اختصاص خاصی، انتقال شدت می�توان آنها از کدام هر به
به کمتری تششع و تومور به بیشتر تششع می�توان نتیجه در می�گردد. نظر مورد منطقه در بافت به دوزها

داد. انتقال اطرافش نرمال بافت

٣ three-dimensional conformal radiation therapy
۴ intensity modulated radiation therapy
۵ beam
۶ intensity modulated beams
٧ bixel



٧٣ IMRT کمک با درمان فرایند .٣.۵

IMRT کمک با درمان فرایند ٣.۵

درمان و طراحی تايید درمان، طراحی تصویربرداری، فرایندهای شامل IMRT با بیمار یک درمان روند
و تابش٩ فیزیکدان سرطان�شناسی٨، متخصص یک شامل درمانی تیم یک مراحل این طی در است.

شد. خواهند درگیر درمانگر) رادیوتراپیست١٠(پرتو

تصویربرداری •

ماسک اوقات گاهی و است بی�حرکت بیمار ابتدا می�شود. آغاز تصویربرداری روند با IMRT

بیمار سپس شود. استفاده بیمار حالت حفظ برای دیگر دستگاه�های یا نوار است ممکن می�زند.
با CT دستگاه از استفاده با می�گیرد، قرار استفاده مورد نیز بعدی درمان برای که وضعیتی در

می�شود. اسکن مخصوص بالای سرعت

(اسکن�های PET یا مغناطیسی) تشدید MRI(اسکن مانند دیگری تصویربرداری�های نیاز صورت در
متخصص سپس می�گیرد. قرار استفاده مورد CT تصاویر همراه به پوزیترون) انتشار با توموگرافی

می�دهد. انجام را (PTV) هدف حجم طراحی و کرده تعیین را تومور حجم سرطان�شناسی،

میکروسکوپ سطح در مشاهده قابل تومور سلول�های شامل تومور حجم از محدوده�ای هدف، حجم
می�باشند. تصاویر این در (OARs)خطر١١ معرض در اندام�های و

درمان طراحی •

(برنامه�ریز رادیوتراپیست و سرطان�شناسی متخصص شد، مشخص تومور حجم و محل وقتی
متخصص می�کنند. کار کند، درمان دقیق طور به را بیمار که طرحی تولید برای هم با درمان)
قابل اشعه میزان و هدف حجم به انتقال مورد اشعه مقدار شامل که نیازی مورد نسخه سرطان،

می�کند. تعیین را خطر معرض در اندام�های و نرمال بافت برای تحمل

بخش در می�یابد. توسعه درمان، طراحی کامپیوتری سیستم�های کمک به درمان طرح یک سپس
نیز و بیم�ها شکل و اندازه تعداد، شده داده طرح در می�شود. اشاره درمان طراحی روش دو به بعد

می�گردد. تعیین بیم، هر برای تابش شدت (نمودار) منحنی و جهت

تجمعی نمودار کمک به نیز و هم�دوز منحنی�های نام به برش هر برای پرتو منحنی�های کمک به طرح
دوز درصد یا و دوز از طرحی دوز-حجم، نمودار می�گیرد. قرار بررسی مورد (DVH) دوز-حجم

است. حجم درصد مقابل در تومور)، تجویزی دوز به (نسبت

دوز درصد صد که است آن شده، طراحی حجم برای ایده�آل دوز-حجم تجمعی منحنی یک هدف
عوض در می�باشد. بیش و کم بدون نظر مورد دوز با کامل درمان نمایانگر که برسد حجم این به

٨ radiation oncologist
٩ radiation physicist
١٠ radiation therapist
١١ organs at risk



٧۴ پرتودرمانی در چندهدفه بهینه�سازی تقریبی الگوریتم�های از کاربردی .۵

یعنی می�یابد، کاهش صفر سمت به فورا که گونه�ایست به بدن بحرانی قسمت�های برای منحنی
نمی�کنند. دریافت تششعی ساختارها، این

طرح تايید •

نسبت دقیق بررسی برنامه، روی بر تبادل�نظری هم با تابش فیزیکدان و سرطان�شناسی متخصص
گرفته نظر در نیاز مورد ضروریات تمام که این از اطمینان حصول و اطراف اندام و تومور به دوز
شبیه�سازی درمان، مخصوص شبیه�ساز یک از استفاده با درمان سپس می�دهند. انجام باشد، شده
است. درمان فرآیند با بیمار آشنایی و فیزیکی پارامترهای تایید قسمت، این اهداف از می�شود.

درمان •

شتاب�دهنده یک وسیله به اشعه می�شود. انجام رادیوتراپیست یک توسط واقعی درمان ادامه، در
گنتری می�یابد. انتقال گرفته، قرار درمانی دستگاه سر در که چندلایه�ای محدودکننده یک با خطی
به مختلف جهات از را پرتو باریکه�های بیمار، اطراف در چرخیدن با می�تواند خطی، شتاب�دهنده
سراسر در که است متعددی فلزی ورقه�های شامل که چندلایه�ای، محدودکننده�های برساند. بیمار
می�کند. تعدیل نیز را بیم�ها شدت و داده شکل پرتو(بیم�ها) باریکه�های به حرکتند، قابل کانال�ها

شتاب�دهنده یک و چندلایه�ای ازمحدودکننده بسته نمای یک ترتیب: به چپ و راست شکل :١.۵ شکل
خطی.

درمان طراحی

دارد. وجود معکوس طراحی و جلو به طراحی نام به خارجی پرتودرمانی برای درمان طراحی روش دو
همه (برنامه�ریز) درمان طراح جلو، سمت به طراحی در می�شود. استفاده معکوس طراحی IMRT در
یک و کرده وارد کامپیوتر نرم�افزار با را بیم�ها تعداد و جهت شدت، مانند درمان نیاز مورد پارامترهای

می�شود. محاسبه دوز توزیع
دوز توزیع یک تا می�گردد تکرار خطا و آزمون روش به عمل این باشد، قبول غیرقابل دوز اگر
این پس ندارد. وجود جواب بهترین یافتن جهت تضمینی که است بدیهی آید. دست به رضایت�بخش

نیست. رضایت��بخش بحرانی آناتومیکال شرایط برای و است زمانبر روش
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در گرفت. قرار بحث مورد [۴٨] ١٩٨٠ سال اوایل در برآهم١٢ توسط ابتدا معکوس، درمان طراحی
مناسب ایده به بیم�ها متفاوت شکل�بندی�های از استفاده با تا کند سعی طراح که آن جای به روش این
سیستم هسته می�دهد. انجام معکوس طراحی برای را روش این عکس عمل برسد، دوز توزیع برای

است. بهینه�سازی مدل یک معکوس طراحی

در می�شوند. داده اختصاص دوز محاسبه از قبل درمان پارامترهای (چپ)، جلو به طرح در :٢.۵ شکل
مجموعه درمان برای مناسب پارامترهای و می�شود تجویز مطلوب دوز توزیع یک (راست)، معکوس طرح

می�شود. پیدا بالا

گرفت. صورت [١] همکارانش و برآهم توسط پرتودرمانی برای بهینه�سازی مدل اولین حقیقت در
هدف توابع عنوان به درمان هدف�های که می�شود گرفته نظر در بهینه�سازی مساله یک پرتودرمانی، طراحی

هستند. درمان طراحی پارامترهای همان، متغییرها و شده فرمول�بندی محدودیت�ها عنوان به یا و
صدق محدودیت�ها در جواب، یافتن برای بهینه�سازی مدل در محرک یک عنوان به تجویزی دوز
می�کند. جلوگیری بیم، مناسب پارامترهای یافتن جهت خطا و آزمون زمان اتلاف از روش این می�کند.
به نیاز و است سخت�تر مساله ریاضی، محاسبات لحاظ از مساله بزرگ بعد به توجه با صورت هر در

دارد. محاسباتی پیچیده الگوریتم�های

IMRT در بهینه�سازی مسائل ۴.۵

می�کنیم. مرور را IMRT در اصلی بهینه�سازی مساله سه
و بیم هر شدت و پرتو جهت تعداد، مانند پارامترها از مجموعه�ای که است نیاز IMRT طراحی در
کمک به درمان طراح توسط عمل این یابد. انتقال بیمار به اشعه از مشخصی دوز تا شود تعیین غیره

می�شود. انجام بهینه�سازی ماشین یک با معکوس سیستم�طراحی

١٢ Brahme
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بهینه�سازی می�شود. محاسبه معکوس طراحی با مابقی و شده انتخاب طراح توسط پارامترها از برخی
گردد. ممکن طرح بهترین ارائه به منجر و کند آسانتر را خسته�کننده طراحی روند می�تواند بالقوه کامپیوتری
مساله سه حل با می�تواند عمل این دارد. تابش طرح کیفیت جهت حیاتی اهمیت پارامترها، تعیین
شدت بهینه�سازی ، (BAO)پرتو١٣ باریکه� زاویه بهینه�سازی گیرد. صورت همزمان طور به بهینه�سازی،

.(٣.۵ (شکل اجرا قابلیت مساله و (FMO)١۴پرتو باریکه

پرتو). (باریکه بیم زاویای بهینه�سازی .١

جهت�های است. مختلف جهت�های در متفاوت شدت�های با پرتوهایی انتقال شامل IMRT

سالم بافت�های روی بر و تومور روی اشعه دوزهای سطوح بر پرتو، انتقال برای شده انتخاب
می�گذارد. اثر تومور اطراف

جهت�ها معین ترکیب کیفیت اندازه�گیری برای توابعی توسعه به نیاز جهت�ها، بهینه انتخاب برای
این می�شود. استفاده بهینه�سازی از پرتو، زوایای از خوبی ترکیب یافتن برای بنابراین می�باشد.

می�شود. نامیده هندسی مساله یا BAO مساله

بیم. شدت بهینه�سازی .٢

تعداد بودن معلوم فرض با گردد. تعیین می�تواند مطلوبی دوز سطح درمان، طراحی روند برای
شدت�های به دستیابی پرتو)، شدت بهینه�سازی (یا FMO مساله هدف بیم، هر جهت و بیم�ها

می�باشد. دوز توزیع بهترین انتقال جهت هدف، توابع طبق بر پرتو مناسب

منتقل باید اشعه اندازه چه به می�شود؟ متوقف گانتری کجا تابش: درمانی طرح مشکلات :٣.۵ شکل
می�شود؟ تعدیل اشعه چگونه شود؟

اجرا. قابلیت بهینه�سازی .٣

١٣ beam angle optimization
١۴ fluence map optimization
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تا کند تبدیل MLC لایه�ای دنباله�های به را آنها بایستی شد، مشخص شدت نقشه�های که هنگامی
محدودیت�ساز با میدان�هایی اندازه شدت)، (نقشه�های IMBs.درآورند اجرا به را آنها تقریبی طور به
میدان�های اندازه گویند. میدان-ساکن-چندگانه روش این به که می�کنند ایجاد ساکن لایه�ای چند

می�شود. طراحی کامپیوتری کنترل تحت گانتری، منتخب جهت�گیری برای چندقطعه�ای

این باشد. شده متوقف نظر مورد موقعیت در MLC صفحات که است روشن زمانی فقط تابش
دهند شکل تغییر تابش�دهی با است ممکن صفحات دیگر روش در دارد. نام گام-و-شوت روش

است. معروف پویا چندلایه�ای محدودساز روش به که

مخالف صفحه جفت یک واسطه به باز شکل شده، نصب موقعیت یک برای معمول طور به
تحت باز، بیم حجم و شکل صورت این در می�شود. ایجاد گرفته�اند، قرار هم مقابل که MLC
شیوه به که کند، تغییر می�تواند نظر مورد شدت تولید جهت روشن تابش پرتو با کامپیوتری کنترل

است. معروف کشویی باز پنجره

زمانی درمان، زمان که حالی در می�گیرد، صورت تابش�دهی که است زمانی بیم-روشن١۵ زمان
MLC تنظیم زمان انضمام به بیم-روشن زمان یعنی می�گیرد، صورت اشعه با درمان که است

پرتو. هر برای

پرتو انتقال برای چندلایه�ای محدودساز تنظیمات از دنباله�ای یافتن اجرا، قابلیت مساله از هدف
یابد. کاهش بیم-روشن زمان مدت اندازه به امکان حد تا درمان، زمان که طوری به است

همراه دیگر مساله از خروج با مساله یک به شدن وارد که طوری به مرتبط�اند، یکدیگر به فوق مساله سه
شوند. بهینه همزمان باید پس می�گذارد. تاثیر مابقی جواب روی مساله هر جواب و است

ترکیب زمینه در تحقیقات از برخی فقط و است زیاد حد از بیش جامع روش این پیچیدگی متاسفانه
است. شده انجام هم با آخر مساله دو یا دوم و اول مسائل

مساله روی بحث، ادامه در است. گسترده بسیار IMRT در بهینه�سازی کامل نمایش خلاصه، طور به
آنها، از کدام هر جهت و بیم�ها تعداد داشتن فرض با یعنی می�کنیم. تمرکز پرتو باریکه شدت بهینه�سازی

می�کنیم. بهینه را پرتو هر شدت
دوز و OARs به کم دوز و تومور به بالا کافی اندازه به یکنواخت دوز انتقال هدف سه که آنجایی از

کرد. برآورده را آنها زمان یک در نمی�توان یکدیگرند، خلاف نرمال، بافت به کم
نداشته وجود بهین منحصربفرد جواب یعنی می�سازد، چندهدفه را پرتو بهینه�سازی مساله ذاتا عمل این

دارند. وجود زیادی پارتو بهینه جواب�های عوض در و
تقریبی حل دارد)، وجود ابهام (یا نیست ممکن دقیق طور به آن انتقال و دوز محاسبه که آنجایی از
قبول قابل تقریب خطای عنوان به است) دوز اندازه�گیری واحد (گری١۶، Gy کوچکی کسر با مساله

است.

١۵ beam-on
١۶ Gray
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پرتو شدت بهینه�سازی مساله برای بهینه�سازی مدل�های ۵.۵

بررسی است. گرفته قرار مطالعه مورد گسترده�ای طور به پرتو شدت بهینه�سازی مساله که است سالی چند
در موثر عامل دو است. شده انجام [۴۶] همکارانش و شپارد١٧ توسط ریاضی دیدگاه از موضوع این

است. بهینه�سازی استراتژی و مدل�بندی فرم آن، نتیجه و بهینه�سازی کارایی
هدف تابع یک فرم به ریاضی روابط کمک با بالینی اهداف ،IMRT معکوس درمان طراحی در
برای مناسب هدف تابع انتخاب لذا می�کند اندازه�گیری را درمان طرح کیفیت هدف، تابع درمی�آیند.
در پرتو شدت بهینه�سازی مساله برای است. برخوردار بالایی اهمیت از درمان طرح بهینه�سازی مساله

است. پرتوها شدت عملکرد از تابعی هدف تابع ، IMRT

مدل�های صورت به پرتو شدت بهینه�سازی ریاضی مدل�های� تقسیم�بندی تحقیقات، تازه�ترین طبق
اشاره چندهدفه مدل�های به ادامه در است. چندهدفه و صحیح عدد مخلوط غیرخطی، خطی، برنامه�ریزی

شد. خواهد

دوز تجویز و محاسبه

اندازه�گیری (Gy) گری نام به واحدی با با دوز نامند. تابش دوز را بافت�ها توسط شده جذب اشعه مقدار
.١Gy = ١j/kg یعنی است، جرم واحد در شده جذب انرژی معادل که می�شود

داریم. پرتو باریکه�های و بیمار بدن کردن شبکه�بندی به نیاز بیمار، بدن در دوز توزیع ارزیابی برای
یک با وکسل هر حجم). (عناصر می�شود تقسیم کوچک مکعبی وکسل�های١٨ به بیمار بدن ٣D حجم
است برآن فرض و می�گردد محاسبه وکسل آن به یافته١٩ اختصاص دوز که می�شود داده نشان دوز-نقطه
می�یابد. اختصاص بافت نمونه یک به وکسل هر همچنین، است. یکنواخت وکسل، سراسر در دوز حجم
C١, . . . , CK با حیاتی اندام یا بحرانی بافت K ) بحرانی بافت�های بیانگر را C تومور، بیان�کننده را T
به وکسل�ها، از برخی سپس می�گیریم. نظر در نرمال بافت عنوان به را N و می�شود) داده نشان
از قسمتی عنوان به برخی و بحرانی بافت از قسمتی عنوان به آنها از برخی تومور، از قسمتی عنوان
و m = mT + mC + mN که است m وکسل�ها کل تعداد می�شوند. علامت�گذاری نرمال بافت

.mC = mC١ + . . .+mCK

تقسیم�بندی بیم) (عناصر کوچک پیکسل�های به مفروض گانتری زاویه در پرتو باریکه هر این، بر علاوه
هر در ١٠٠٠ حد تا می�تواند بیکسل�ها تعداد و هزار صدها یا ده�ها است ممکن وکسل�ها تعداد می�شود.

باشد. معلوم بیم�ها جهت� و تعداد و بوده بیکسل�ها تعداد n که کنید فرض باشد. بیم
می�شود. محاسبه زیر صورت به که شده توصیف m-بعدی دوز بردار یک با دوز، پخش

d = Ax

١٧ Shepard
١٨ voxels
١٩ deposited dose
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x ∈ Rn بردار است. i وکسل به یافته اختصاص دوز با متناظر di عناصر و دوز بردار d ∈ Rm آن در که
ماتریس A ∈ Rm×n است. j بیکسل در شدت بیانگر xj و می�کند توصیف را پرتو) بیم(باریکه شدت
شدت واحد به توجه با i وکسل به یافته اختصاص دوز بیانگر A از aij عناصر دارد. نام دوز تخصیص

است. j بیکسل در
رفتار از ریاضی مدل�های با aij جهت�یابی، و بیم منبع و بیمار بدن ویژگی�های داشتن فرض با
شده داده A که می�کنیم ادامه،فرض در .[٣۶] می�شود محاسبه بدن، در آن حرکت هنگام اشعه فیزیکی
،AN ∈ RmN×n و AC ∈ RmC×n و AT ∈ RmT×n زیرماتریس�های صورت به می�توان را A باشد.

کرد. مرتب نرمال بافت و بحرانی اندام�های تومور، وکسل�های با متناظر سطرهای برطبق
به i وکسل در سپرده دوز صورت این در باشد، A سپرده دوز ماتریس بردار سطر i-امین ،a(i) اگر

است. زیر صورت

di = a(i)x.

معرض در اندام هر تومور، برای دوز تجویز تعیین به نیاز تابش سرطان متخصص درمان، طراحی برای
کنند. تحمل می�توانند را اشعه از متفاوتی مقادیر مختلف، بافت�های زیرا دارد، نرمال بافت و خطر

که دوزی حجم و (GT ∈ R) تومور برای دوز حجم درخواست یک شامل طبیعی طور به دوز تجویز
بافت برای و (GCk

∈ R) نکند تجاوز خطر معرض در بافت هر برای معینی حد از می�دهیم ترجیح ما
است. (GN ∈ R) نرمال

و CUB ∈ RmC و TUB ∈ RmT و TLB ∈ RmT و TG ∈ RmT ساخت برای دوز تجویز
وکسل�های برای دوز پایین کران�های تومور، وکسل�های به هدف دوز دهنده نشان که NUB ∈ RmN

بحرانی بافت�های وکسل�های برای دوز بالای کران�های تومور، وکسل�های برای دوز بالای کران�های تومور،
می�رود. کار به می�باشند، نرمال بافت وکسل�های برای دوز بالای کران�های و

C١UB, . . . , CKUB به بحرانی مختلف بافت�های با متناظر وکسل�های به توجه با می�تواند CUB

شود. تقسیم
طور به دارند. را دوز حجم محدودیت تعیین اجازه IMRT معکوس طراحی مدرن سیستم�های بیشتر
حجم�های می�تواند ساختار یک از معینی کسر فقط که می�دهد توضیح دوز-حجم محدودیت یک نمونه،

باشد. داشته را پایین کران از پایین�تر یا و بالا کران از بالاتر دوز

IMRT در الگوریتم�هایی و بودن) (شدنی امکان�پذیری مساله

صورت این در نباشد موجود هدف تابع که است آن پرتو شدت بهینه�سازی مساله از خاص حالت یک
همه�ی و است قبول قابل شدنی جواب هر که می�شود فرض می�گردد. امکان�پذیر مساله بهینه�سازی مساله

برابرند. بیش و کم کیفیت دارای شدنی جواب�های
خطی محدودیت�های برخی نرمال، بافت روی عوارض از جلوگیری و تومور کنترل به دستیابی برای

می�شود. اعمال حیاتی اندام�های برای بالا کران�های و هدف حجم برای پایین و بالا کران�های مانند
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است. زیر صورت به محدودیت این ریاضی فرمول

TLB ≦ ATx ≦ TUB

ACx ≦ CUB

٠ ≦ x.

محدودیت�های همه�ی که است پرتو شدت�های از مجموعه�ای دنبال به بودن شدنی جستجوی الگوریتم�های
بودن شدنی مسائل حل برای تصویر الگوریتم�های می�کند. برآورده را شده تعیین طراح توسط که بالا دوز

.[۴٩] می�گیرند قرار استفاده مورد زیاد محدب
متوالی پرتوافکنی روش از نوعی اسچوانبرگ٢٢، متزکین٢١و گمون٢٠و آ از سطر آزادسازی عمل روش
آنها است. شده پیشنهاد [۵] همکاران سنسور٢٣و توسط پرتو شدت امکان مساله حل برای که است
روش این ماهیت می�دهند. پیشنهاد خطی امکانپذیر مساله حل برای سیمینو٢۴را همزمان تصویر الگوریتم�

است. سیستم ثقل مرکز محاسبه و درگیر مجموعه�های همه روی بر همزمان طور به تکرار کردن طرح

دوز حجم محدودیت�های

می�کنند. کار ریاضی مدل�های به ((DVCs)٢۵دوز حجم محدودیت�های تبدیل روی محققان از بسیاری
از دنباله�ای نویسنده .[٢٨] بود شده لانگر٢۶انجام توسط (DVCs) شامل خطی برنامه�ریزی از استفاده
تولید می�کند، برآورده را دوز-حجم محدودیت�های که مقید نقاط ترکیب�های همه شمارش با را ها LP

بدهد. را هدف مقدار بهترین که کرد انتخاب را وکسلی ترکیب ها LP این حل از پس و کرد
محدودیت مثال برای است. مشکل مساله حل برای روش این باشد موجود وکسل ٢٠ از بیش اگر
اگر بگیرید. نظر در را کند” تجاوز اشعه دوز گری ٢٠ از می�تواند ریه، درصدحجم ۴٠ حداکثر دوز-حجم”
LP ،١٠٠ از ۴٠ ترکیب حل به نیاز دوز، حجم محدودیت کردن برآورده برای باشد ریه در وکسل ١٠٠
حل برای صحیح عدد مختلط برنامه�ریزی بکاربستن برای مبنایی عمل این وجود، این با دارد. وجود

است. (DVC) مساله
و باهر٢٩ توسط ابتدا که را طوق٢٨ روش ،(DVCs) بکاربردن برای همکاران٢٧[٣۵] و موریل
بافت حجم� که، کرد استفاده مطلب این از نویسنده کردند. استفاده بود، شده پیشنهاد ([١]) همکاران

٢٠ Agmon
٢١ Motzkin
٢٢ Schoenberg
٢٣ Censor
٢۴ cimmino
٢۵ dose volume constraints
٢۶ Langer
٢٧ Morril et al.
٢٨ collar technique
٢٩ Bahr
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بالاتری دوز محدودیت اجازه هدف، حجم از دورتر نرمال بافت حجم� به نسبت هدف حجم به نزدیکتر نرمال
کران�های و کرده تقسیم�بندی دوز-پایین و دوز-بالا به را نرمال ساختارهای بنابراین، داشت. خواهند

دادند. قرار دوز-پایین و دوز-بالا حجم�های برای مختلف بالای
بهترین تضمین حال هر به می�شود. منطقه�ای دوز محدودیت�های به تبدیل (DVC) روش این در

ندارد. وجود دوز-پایین و دوز-بالا حجم تقسیم�بندی�های جهت تجربه از استفاده با ممکن نتیجه�ی
استفاده پرتو شدت نقشه بهینه�سازی برای متوالی خطی برنامه�ریزی از ژانگ٣١[٣١] مریت٣٠و
تومور برای بالا کران�های و است شده استفاده دوز مینیمم کردن ماکزیمم صورت به هدف می�کنند.
میزان بالای کران� آزادسازی کمک با دوز، حجم کنترل علاوه، به شده�اند. مشخص بحرانی اندام�های و

می�گیرد. انجام مجاز، حجم ماکزیمم تا بحرانی اندام�های دوز
می�شود. ساخته ها LP از دنباله�ای دارد. وجود مدل این در بودن نشدنی مشکل هنوز حال این با

است: زیر فرم به LP kامین

max z

s.t. ez ≦ ATx ≦ TUB

a(i)x ≦ M ∀ i ∈ Rk

a(i)x ≦ CUBi ∀ i ∈ C \Rk

٠ ≦ x

LP kامین − ١ حل از بعد که راست�هایی سمت با متناظر اندیس�های از مجوعه�ای Rk ⊆ C آن در که
محدودیت�هاست. آن روی بالایی کران M > CUBi و شده�اند آزاد

متغییر j-امین ،y∗j,k−١ که R١ = ∅ و Rk = {j ∈ C : y∗j,k−١ > λ}∪Rk−١ داریم k ≧ ٢ برای
است. ثابت پارامتر λ > ٠ و LP k-امین − ١ در بهینه دوگان

می�کند، ایجاد هدف مقدار در را افزایش بیشترین آنها آزادسازی که محدودیت�هایی گام، هر در واقع در
نهایت، در داریم. انتخاب در دقت به نیاز نیست، منحصربفرد دوگان بهینه جواب چون می�شوند. انتخاب
تولید مختلط صحیح عدد برنامه�ریزی جواب به نزدیک LP جواب یک محدودیت�ها آزادسازی تکرار با

دارد. وجود بودن نشدنی مشکل هنوز حال هر به شد. خواهد

انتخابی مدل ارائه و چندهدفه برنامه�ریزی

توازن وجود و فیزیکی محدودیت�های به توجه با درمان، نظر مورد دوز توزیع همواره درمانی، پرتو در
می�رود، کار به چنددهه برای پرتودرمانی که این با شود. فراهم نمی�تواند متناقض، و مختلف اهداف بین
اخیر سال ١٠ در فقط درمانی پرتو بهینه�سازی مسائل برای معکوس برنامه�ریزی در چندهدفه بهینه�سازی

است. شده شناخته رسمیت به
٣٠ Merritt
٣١ Zhang
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تقسیم چندهدفه خطی و غیرخطی برنامه�ریزی دسته دو به IMRT در چندهدفه برنامه�ریزی روش�های
اهداف که بود شده پیشنهاد [٨] همکارانش کاتراتز٣٢و توسط IMRT برای MOP مدل اولین می�شوند.

بود. کرده استفاده را واریانس بر مبتنی

داریم:

F = (fT , fC١ , . . . , fCK
)

آن در که

fT =
١
mT

∥ ATx− d̄T ∥٢٢
d̄T

٢ ,

fCK
=

١
mCK

∥ (ACK
x− CkUB)+ ∥٢٢
CkUB٢ , k = ١, . . . , K.

مجموع روش ، MOP برای حل روش شایع�ترین است. تومور برای جاری تکرار در دوز میانگین d̄T که
در کارا جواب�های و وزن�دار مجموع مدل بهینه جواب�های بین روابط بیانگر قضایای که است. وزن�دار

است. شده بیان اول فصل

گرادیان الگوریتم یک می�آید. دست به مختلف وزنی عامل�های از استفاده با کارا جواب�های مجموعه
می�شود. استفاده وزن�دار مجموع مساله حل برای مزدوج

به [٨] کاتراتز مدل به نسبت کمی تغییرات با چندهدفه، مساله یک [٢۶] همکاران لاهاناس٣٣و
دادند: ارائه زیر صورت

F = (fT , fN , fC)

آن در که

fT =
١
mT

∥ ATx− TG ∥٢٢,

fN =
١
mN

∥ ANx ∥٢٢,

fC =
١
mC

∥ (ACx− CUB)+ ∥٢٢

بافت�های برای حد از بیش مصرف مربع میانگین fC تومور، تجویزی دوز از انحراف مربع میانگین fT
با منفی، پرتوی شدت مساله حذف جهت است. نرمال بافت برای دوز مربع میانگین fN و بحرانی
می�شود. تبدیل غیرمقید یکمساله به مساله تصمیم، متغییرهای عنوان به پرتو شدت مربع ریشه از استفاده

٣٢ Cotrutz
٣٣ Lahanas
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می�آید. زیر در [٢٢] کوفر٣۴ و هماچر از ساده MOLP مدل یک

min F = (fT , fC , fN)

s.t. ATx ≧ TLB(١− fT )

ACx ≦ CUB(١+ fC)

ANx ≦ NUB(١+ fN)

fT , fC , fN ≧ ٠

x ≧ ٠

بافت برای تجویزی دوز از انحراف ماکزیمم fC تومور، برای تجویزی دوز از انحراف ماکزیمم fT که
است. نرمال بافت برای تجویزی دوز از انحراف ماکزیمم fN و بحرانی

از برخی به این�جا در است. ساده�تر MONP از بودنش خطی به توجه با حل، برای MOLP کل در
می�کنیم. اشاره می�شود، استفاده MOLP مدل در که جواب یافتن روش�های

فرآیند بودن وقت�گیر دلایل به که می�کنند انتخاب را وزن�دار مجموع روش [٢۶ ،٨] مقالات بیشتر
نقاط تولید برای وزن�ها انتخاب بودن مشکل وزنی، عامل�های نداشتن مفهوم آن، در خطا و آزمون

نیست. کارامدی روش غیره، و مساوی توزیع با غیرتسلطی

اساسجواب�های بر غیرتسلطی مجموعه از زیرمجموعه�ای تولید برای ایده�ای [٢۵ ،٢٢] کوفر و هماچر
می�دهند. شرح مجاور

بین بعدی دو توازن به دستیابی برای را ([٣٢]) نرمال محدودیت روش [٩] همکاران کرافت٣۵و
تکرار برای را PGEN نام به روشی او می�کنند. استفاده حیاتی، اندام�های حفظ و شده همگن تومور دوز

بسازد. را غیرتسلطی مجموعه تدریج به تا می�دهد پیشنهاد وزن�ها انتخاب

محدب پوشش روی را (CHIM) هم�فاصله مرجع نقاط از مجموعه�ای [١٢] دنیس٣٧ داس٣۶و روش
مساله یک حل با متناظر غیرتسلطی نقطه یک مرجع نقطه هر برای می�کند. تولید منحصربفرد مینیمم

می�شود. ایجاد تک�هدفه

(برای باشد داشته منفی و مثبت مولفه�های CHIM نرمال اگر که است آن روش این محدودیت
شود. گرفته نادیده غیرتسلطی مجموعه از قسمتی جواب است p)،ممکن > ٢

پایین و بالا کران یک بین غیرتسلطی مجموعه ساندویج ایده از [١٠] همکارانش کرفت٣٨و روش
می�شود. گرفته نظر در بالا کران اولین عنوان به CHIM می�کند. استفاده محدب، تقریب

٣۴Kufer and Hamacher
٣۵ Craft
٣۶ Das
٣٧ Dennis
٣٨ Craft
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پرتو شدت بهینه�سازی مساله برای انتخابی MOLP مدل ۶.۵

در خطی چندهدفه برنامه�ریزی مساله فرم به پرتو شدت بهینه�سازی مساله برای فرمول�بندی یک اکنون
است. هدفه سه برنامه�ریزی مساله یک مدل، این می�گیریم. نظر

کران�های از ،(α) تومور پایین کران�های از انحراف ماکزیمم از: عبارتند شوند می�نیمم باید که اهدافی
است: زیر فرم به مدل این لذا .(γ) نرمال بافت کران�های از و (β) بحرانی اندام بالای

min (α, β, γ)

s.t. TLB − αe ≦ ATx ≦ TUB

ACx ≦ CUB + βe

ANx ≦ NUB + γe

٠ ≦ α ≦ αu

−minCUB ≦ β ≦ βu

٠ ≦ γ ≦ γu

٠ ≦ x

(١.۵)

متخصص توسط و می�باشند γ و β و α برای بالا کران�های ترتیب به γu ∈ R و βu ∈ R و αu ∈ R که
می�کند. محدود واقعی مقادیر کردن پیدا به را جستجو که می�شود مشخص شناس سرطان

کردن اضافه با می�تواند اثر همان می�شوند. محدود پایین و بالا کران�های با γ و β و α هدف سه
آید. دست به x پرتو شدت یعنی تصمیم، متغییرهای روی پایین و بالا کران�های

کران�های که زمانی تا است شدنی همیشه MOLP مساله این ، کنیم اشاره که ضروریست این بر علاوه
میل بی�نهایت سمت به مقادیر این اگر خصوص به شود، داده قرار γ و β و α برای مناسب پایین و بالا

.[٢٣] کنند

آن حرکت هنگام تابش فیزیکی رفتار از ریاضی مدل�های با شده، سپرده دوز ماتریس از aij ضرایب
می�شود. محاسبه بدن، طریق از

شبیه�ساز با [٣۶] بالینی موارد در آنها از و دسترسند قابل پیچیده و پیشرفته روش�های که حالی در
همیشه بیمار، بدن شیمیایی ترکیبات غیریکنواختی علت به نتایج می�شود، استفاده [۴٧] کارلو٣٩ مونت
از دقیق�تر نمی�تواند بهینه�سازی نتیجه اما نابجاست، تصوری دقیق طور به (١.۵) حل پس غیردقیق�اند.

باشد. ورودی داده

شود توجه است. قبول قابل کاملا Gy از کوچکی کسر با (١.۵) تقریبی حل بالینی اهداف برای پس
نه است مطلق تقریبی الگوریتم در ϵ مقدار و دارند را Gy یکسان واحد و متناسبند (١.۵) اهداف که

نسبی.

٣٩ Monte carlo
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مساله حل ٧.۵

پرداخته�ایم، آنها شرح به ٣ و ٢ فصل در که ٢ الگوریتم و ١ الگوریتم با را (١.۵) مساله می�خواهیم حال
شنوایی عصب تومور یک ،(AVM) عروقی ناهنجاری یک استفاده، مورد بالینی وضعیت چهار کنیم. حل

می�باشد. (PL) پانکراس ضایعه یک و (P) پروستات یک ،(AN)
می�دهند، نشان را خطر معرض در حیاتی اندام�های و تومور از کلی طرح که شده تهیه CT تصاویر

است. آمده ۴.۵ شکل در

PL و P ،AN ،AVM راست به چپ از تصاویر :۴.۵ شکل

از مجموعی مثال�ها، همه برای دارند. CT برش یک روی ۵mm از وکسلی اندازه وضعیت�ها این
وکسل تعداد بود. شده استفاده ،n = ٠, . . . ,٧١ که ۵on زاویه�های در مساوی طول با پرتو باریکه ٧٢
در موجود پارامترهای که تجویزی اطلاعات و وضعیت هر بهینه�سازی برای شده استفاده پیکسل�های و

است. آمده ١.۵ جدول در می�کنند، تعریف را (١.۵)

PL P AN AVM حالت
۶٧ ٢٢ ٩ ١ تومور وکسل�های
٩١ ٨٩ ۴٧ ٠ حیاتی بافت وکسل�های
٩٨۶ ١١٨٢ ٩٩٩ ١٢٠۶ نرمال بافت وکسل�های
١١۴٠ ٨٢١ ۵۴٩ ٣١٩ پیکسل�ها
٩٠.۶۴ ٩٠.۶۴ ٨٧.۵۵ ٩٠.۶۴ TUB

٨۵.٣۶ ٨۵.٣۶ ٨٢.۴۵ ٨۵.٣۶ TLB

۶٠/۴۵ ۶٠/۴۵ ۶٠/۴۵ - CUB

٠.٠٠ ٠.٠٠ ٠.٠٠ ٠.٠٠ NUB

١٧.٠٧ ۴٢.۶٨ ١۶.۴٩ ١٧.٠٧ αu

١٢.٠٠ ٣٠.٠٠ ١٢.٠٠ - βu

٩٠.۶۴ ١٠٠.۶۴ ٨٧.۵۵ ٩٠.۶۴ γu

اندام�های تومور، برای بالا و پایین کران�های پیکسل�ها، تعداد آنها)، (کل وکسل�ها تعداد :١.۵ جدول
Gy واحد در نرمال بافت و حیاتی
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y٢ = (١٧٫ ٠٧,٠,۶٣٫ ۴۵) و y١ = (٠,٠,٧٩٫ ٣١) غیرتسلطی نقاط الگوریتم دو هر ،AVMحالت در
ندارد. وجود حالت این در خطر معرض در حیاتی اندام زیرا است، β = ٠ مورد این در می�کنند. پیدا را
شکل در که است (١٧٫ ٠٧,۶٣٫ ۴۵) و (٠,٧٩٫ ٣١) نقطه دو از شده ایجاد پاره�خط غیرتسلطی، مجموعه

است. آمده ۵.۵
بیشتر دوزی تومور در وکسل یک که دارد وجود جوابی که است آن (٠,٧٩٫ نقطه(٣١ بالینی تفسیر
نرمال بافت در وکسلی که حالی در کرد، خواهد دریافت آن، بالای کران از کوچکتر و تومور پایین کران از
است). تومور مجاورت در وکسلی آن زیاد، احتمال (به کرد خواهد دریافت ٧٩٫ ٣١Gy بزرگی به دوزی

اندازه به دوزی حداقل تومور در وکسلی که است آن (١٧٫ ٠٧,۶٣٫ ۴۵) نقطه بالینی تفسیر
در وکسلی که صورتی در کرد، خواهد دریافت را TLB − ١٧٫ ٠٧ = ٨۵٫ ٣۶− ١٧٫ ٠٧ = ۶٨٫ ٢٩Gy

که دیگر غیرتسلطی نقاط همه مشابه، طور به می�کند. دریافت ۶٣٫ ۴۵Gy بزرگی به دوزی نرمال بافت
نقاط همه کردن لیست امکان ، دیگر وضعیت�های برای داد. شرح می�توان را دارند قرار نقطه دو این بین

AVM حالت برای غیرتسلطی مجموعه :۵.۵ شکل

شکل در را شنوایی عصب تومور برای بنسون الگوریتم از آمده دست به� Y ′ نیست. غیرتسلطی راسی
است. شده داده نشان ٨.۵ شکل در را پروستات برای و ۶.۵

عصب تومور برای ϵ = ٠٫ ١ با الگوریتم، تقریبی نسخه از آمده دست به بیرونی تقریب ،Y ′o مجوعه
است. شده داده نشان ٩.۵ و ٧.۵ شکل�های در ترتیب به پروستات برای و شنوایی

Y ′o مجموعه�های بنابراین، شود. حل نمی�تواند ساعت ١٠ تا دقیق طور به پانکراس ضایعه حالت
به ١٣.۵ و ١٢.۵ ،١١.۵ ،١٠.۵ شکل�های در ϵ مختلف مقادیر برای تقریبی الگوریتم از آمده دست به

است. شده داده� نشان ϵ = ٠٫ ٠٠۵ و ϵ = ٠٫ ٠۵ ،ϵ = ٠٫ ١ ،ϵ = ٠٫ ٣ از نتیجه�ای عنوان به ترتیب
زمان و برشی صفحات تعداد غیرتسلطی، راسی نقاط تعداد مانند اطلاعاتی مقایسه خلاصه، طور به
٢.۵ جدول در ϵمختلف مقادیر با بنسون الگوریتم تقریبی نسخه و بنسون الگوریتم از استفاده با محاسبه

است. آمده



٨٧ مساله حل .٧.۵

AN برای Y ′ :۶.۵ شکل

AN برای ϵ = ٠٫ ١ با Y ′o :٧.۵ شکل

برای کند. حل دقیقه ٢٠ از کمتر می�تواند را عروقی ناهنجاری بالینی وضعیت بنسون الگوریتم
تقریبی نسخه طرفی، از یابد. خاتمه نمی�تواند ساعت ١٠ از پس بنسون الگوریتم پانکراس، ضایعه حالت

کند. حل می�تواند ٠٫ ١ خطای با دقیقه ٣ در را مساله چهار همه بنسون الگوریتم

شکل مانند شکل، منحنی غیرتسلطی سطح و بسیار غیرتسلطی راسی نقاط تعداد با مساله یک برای
بنسون الگوریتم با مقایسه در کمتر برشی صفحات و راسی نقاط بنسون الگوریتم تقریبی نسخه ،١٣.۵

می�کند. تولید

که، حالی در بود شده یافت بنسون الگوریتم با غیرتسلطی راسی نقطه ٣١۶۵ پروستات، مثال برای
و ٢.۵ جدول می�کند. تولید غیرتسلطی راسی نقطه ۵۶ تنها ،ϵ = ٠٫ ١ با بنسون الگوریتم تقریبی نسخه
و بیشتر برش صفحات کوچکتر، خطای با پارامتر می�دهند. نشان را ϵ انتخاب تاثیر وضوح به شکل�ها

می�کند. طولانی�تر را محاسبه زمان و می�کند تولید را بیشتر غیرتسلطی راسی نقاط



٨٨ پرتودرمانی در چندهدفه بهینه�سازی تقریبی الگوریتم�های از کاربردی .۵

P برای Y ′ :٨.۵ شکل

P برای ϵ = ٠٫ ١ با Y ′o :٩.۵ شکل

پیشنهادات و نتیجه�گیری ٨.۵

جواب�های یافتن جای به متفاوت دلایل به بنا گیرنده تصمیم چندهدفه، برنامه�ریزی�های از بسیاری در
تقریبی الگوریتم�های معرفی به نیاز اینرو از می�کند. بسنده کارا تقریبا جواب�های تولید به مساله دقیق

دارد. وجود چندهدفه مسائل حل برای
رسیدن برای تقریبی الگوریتم�های ویژگی�های از یکی شد، ملاحظه پایان�نامه طول در که همانطور
نظر در امر این و است مساله دقیق حل با مقایسه در آنها محاسباتی زمان کاهش غیرتسلطی نقاط به

است. اهمیت حائز تصمیم�گیرندگان
این�گونه در نیست. ممکن عمل در آنها دقیق حل که دارند وجود مسائلی چندهدفه مسائل با برخورد در
موضوعات از یکی پس باشد. داشته سزایی به نقش می�تواند تقریب بالای دقت با تقریبی حل مسائل،
چندهدفه برنامه�ریزی�های حل برای تقریبی الگوریتم�های موضوع به پرداختن می�تواند تحقیق جهت جالب



٨٩ پیشنهادات و نتیجه�گیری .٨.۵

PL برای ϵ = ٠٫ ٣ با Y ′o :١٠.۵ شکل

PL برای ϵ = ٠٫ ١ با Y ′o :١١.۵ شکل

باشد.
این در کار برای آتی پیشنهادات از می�باشد. وسیع بسیار مسائل تنوع به بنا زمینه این در مطالعه

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان زمینه

غیرمحدب چندهدفه مسائل برای تقریبی الگوریتم�های یافتن •

خطی تقریب از استفاده بدون محدب، خطی چندهدفه مسائل حل برای تقریبی الگوریتم یافتن •

جداساز ابرصفحه�های ساخت بدون محدب چندهدفه مسائل برای دیگر تقریبی الگوریتم�های یافتن •
غیره. و



٩٠ پرتودرمانی در چندهدفه بهینه�سازی تقریبی الگوریتم�های از کاربردی .۵

PL برای ϵ = ٠٫ ٠۵ با Y ′o :١٢.۵ شکل

PL برای ϵ = ٠٫ ٠٠۵ با Y ′o :١٣.۵ شکل



٩١ پیشنهادات و نتیجه�گیری .٨.۵

برشی صفحات غیرتسلطی راسی نقاط (ثانیه) زمان ϵ وضعیت
٣ ٢ ٠.۵١۴ ٠.١ AVM

٣ ٢ ٠.۵١۵ ٠
٢١ ٢٧ ۵.٩٣٨ ٠.١ AN

٨۵ ۵۵ ١٣.٩٨۴ ٠
۴٢ ۵۶ ١۴.٧٨١ ٠.١ P

٣٢٨٠ ٣١۶۵ ٩٩۵.٠۵٠ ٠
٣٧ ۵٧ ٧٠.٧٩۶ ٠.٣ PL

٩٠ ١۵٢ ١۶۴.٣۶٠ ٠.١
١۵٩ ٢٧٨ ٣٠٣.۶٣٠ ٠.٠۵
١٠۴١ ١٩٨٩ ٢١۴٧.۵٣٠ ٠.٠٠۵

مقادیر با وضعیت چهار برای برش صفحات و غیرتسلطی راسی نقاط تعداد و اجرا زمان :٢.۵ جدول
ϵ مختلف
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Aabstract

In this thesis, we first explain Benson’s original algorithm for solving multi-objective
linear programming problems in objective space. With some small changes to its proce-
dures, we improve the computational speed. Then, applying changes on Benson’s algo-
rithm, we obtain approximation version of the algorithm for multiobjective linear prob-
lems. This algorithm by creating inner and outer approximations of the nondominated
set, provides a set of ε-nondominated points. Later, multiobjective convex optimization
are discussed. In these problems, it is required to compute an infinite set of nondomi-
nated points. Using the Benson’s algorithm for MOLP, a method for approximating the
nondominated set of convex multiobjective nonlinear programming problems is proposed
. We prove that the inner approximation provides a set of weakly ε-nondominated points.
In the case, the objectives and constraints are differentiable, is presented an efficient way
to carry out the main step of the algorithm, i.e. the construction of a hyperplane sepa-
rating an exterior point from the feasible set in objective space. Finally, the importance
of approximation algorithms subject, will be identified with state application in the beam
intensity optimization problems of radiotherapy planning, that can be formulated as a
multiobjective linear programme with three objectives.

Keywords: Multiobjective optimization. Approximation algorithm.
Convex optimization. Benson’s algorithm. ε-nondominated point. ε-efficient solution.
Radiotherapy.
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