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ࣣࡾمدهਮوسা ീযه�شان৴هتلاشୀایاभࣇخارૼنا॥ت،ਖঙජ໑یدارم. ඇඒه
ॺଽࡗهشࢁචඟ໋ارشانباॵموষสه�یࠫمراభࠝصاید॥ت�রودিشانبఴذارم.
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৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه
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චاری ণپاس໋�
کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را سپاسخدای
وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمد بر دورود و سلام و نتوانند، گزاردن را او حق
را عزیزم مادر و پدر بندگانش، مهربان�ترین دستان الطافش، از سپاس نشانه به است. وجودشان وامدار

می�زنم. بوسه
اساتید ارزشمند و ظریف راهنمایی�های و زحمات تلاش�ها، از می�گذارم، سر پشت را مرحله این که اینک
باشد دارم. را تشکر کمال رضازاده نزاکتی احمد دکتر و محمدزاده محسن دکتر جنابان گرانمایه�ام، و فرزانه

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که

भࣇی ජ໑م
ෙ७ور۱۳۹۳



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی فتحی مریم اینجانب
تحت ، مفصل تابع بر مبتنی متا-تی توزیع برآورد و ویژگی�ها عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد محمدزاده محسن دکتر و رضازاده نزاکتی احمد دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

भࣇی ජ໑م
ෙ७ور۱۳۹۳

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
عامل چندین که تاثیراتی و ارتباط میزان نمی�تواند عوامل جداگانه تحلیل کاربردی مسایل از بسیاری در
در چون گردد. تعیین مختلف عوامل توام توزیع است لازم لذا سازد، نمایان را دارند نظر مورد پدیده در
نمی�توان نیست، معنی�دار آن�ها استقلال پذیره و دارد وجود عوامل بین همبستگی پدیده�ها از بسیاری
منظور این برای آوریم. دست به آن�ها کناری توزیع�های ضرب طریق از سادگی به را آن�ها توام توزیع
داشته را پدیده وابستگی ساختار مدل�بندی شرایط که خانواده�هایی مفصل خانواده�های بین از است لازم
ساختار با مشخص کناری توزیع�های از چند�متغیره توزیع ساخت برای بنابراین، شوند. انتخاب باشند،
توزیع که شده�اند ساخته روش همین به متا-بیضی�گون توزیع�های می��شود. پیشنهاد داده�شده وابستگی
کرد. مدل�بندی تی مفصل تابع با می�توان را توزیع این وابستگی ساختار و است رده این جزء متا-تی
مدل�سازی را دارند بیشتری ناهمگونی که وابسته�ای مشاهدات بتوانیم تا می�دهد اجازه چوله تی مفصل

کرد. مدل�بندی چوله تی مفصل تابع با می�توان را توزیع این وابستگی ساختار کنیم.

تی، مفصل متا-تی، توزیع متا-بیضی�گون، توزیع بیضی�گون، توزیع چندمتغیره، توزیع کلیدی: کلمات
وابستگی ساختار چوله، تی مفصل چندمتغیره، چوله تی توزیع



پیش�گفتار

ساختار با مشخص کناری توزیع�های از چند�متغیره توزیع�های ساخت برای چند�متغیره تحلیل�های در اغلب
ساختار عنوان به مفصل�ها٢ (١٩۵٩) اسکلار١ قضیه اساس بر می��شود. پیشنهاد داده�شده وابستگی
و جانسون می�شوند. تعریف هستند، ناوردا٣ یکنوا تبدیلات تحت که چند�متغیره توزیع�های وابستگی
انعطاف�پذیر و عمومی چند�متغیره توزیع�های ساختن برای مفصل توابع ویژگی این از (١٩٧٢) کاتز۴
مشخص ساختار با چند�متغیره توزیع�های روی بر آماردانان از بسیاری اخیر سال�های در کردند. استفاده
ساخت. را متا-گاوسی٧ توزیع�های نشانیدنی۶، روش از استفاده با (١٩٩۶) کلی۵ کرده�اند. مطالعه
خاصی رده ٩ (ECD) بیضی�گون چند�متغیره توزیع�های از و کرد استفاده مفصل توابع از (٢٠٠٢) فنگ٨
مفصل یک از توزیع این است. رده این در متا-تی توزیع که کرد تولید را متا-بیضی�گون١٠ توزیع�های از
(٢٠٠٢) زیوی١٢ و ماشال می�شود. تشکیل دلخواه آزادی درجه با کناری توزیع�های و چندمتغیره تی١١
ساختار که گاوسی مفصل از بالاتر عموما تی مفصل تجربی برازش که دادند نشان (٢٠٠٣) بریمن١٣ و
گرفتن نظر در بهتر تی مفصل توانایی آن دلایل از یکی دارد قرار است متا-گاوسی توزیع وابستگی
همکاران١۵ و امبرچت است. می�شود، مشاهده مالی داده�های در اغلب که کرانگین١۴ مقادیر وابستگی
در متا-ببیضی�گون توزیع�های از (٢٠٠٧) همکاران١٧ و کینر و (٢٠٠٣) والدز١۶ و لندزمن ،(٢٠٠٢)
مدیریت مانند مالی ریاضیات مختلف شاخه�های در عمده به�طور و آماری کاربردهای مختلف بخش�های
اندازه به خانواده یک و متا-گاوسی متا-تی، توزیع�های تعمیم توزیع�ها این کرده�اند. استفاده بسیار ریسک
وابستگی دارای تی مفصل هستند. کنند، مدل�بندی را واقعی مسائل از بسیاری می�توانند که گسترده کافی
داده�های مجموعه واقعیت در اما است صفر مخالف و یکسان پایینی دنباله�ای وابستگی و بالایی دنباله�ای
در زیرا است؛ کرده حل را مشکل این چوله تی مفصل نیستند. زیاد باشند، ویژگی چنین دارای که تجربی

١Sklar
٢Copula
٣Invariant
۴Johnson and Kotz
۵Kelly
۶Embedding method
٧Meta-Gaussian distributions
٨Fang
٩Multivariate elliptically contoured distributions

١٠Meta-elliptical contoured distributions
١١T-copula
١٢Mashal and Zeevi
١٣Breymann
١۴Extreme value
١۵ Embrechts, McNeil and Straumann
١۶Landsman and Valdez
١٧Kaynar, Birbil and Frenk



خ

کناری توزیع�های و چندمتغیره چوله تی توزیع یک توسط چوله تی مفصل دارد. متفاوت وابستگی دنباله�ها
چندمتغیره چوله تی توزیع� از مختلفی انواع دادند نشان ،(٢٠٠۴) ناداراجا١ و کاتز می�شود. تعریف آن

دارند. وجود چوله تی مفصل از مختلفی انواع آن، تبع به و است شده پیشنهاد
متا- توزیع�های این خاص حالت که متا-تی توزیع و متا-بیضی�گون توزیع�های پایان�نامه، این در
مفصل به نسبت چوله تی مفصل بیشتر انعطاف دلیل به می�گیرد. قرار مطالعه مورد است بیضی�گون
به توزیع�ها این علاوه به شده�اند. آورده نیز چوله تی مفصل و چوله تی توزیع اولیه مفاهیم و تعاریف تی،
این ویژگی�های بررسی ضمن پایان�نامه این در شوند. برآورد است لازم که دارد بستگی مجهولی پارامترهای
مطالعه مورد آن�ها پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد محاسبه و برآورد مختلف روش�های توزیع�ها،

می�گیرد. قرار

نقش و وابستگی مدل�بندی و ویژگی�ها و مفصل تابع به مربوط مفاهیم و تعاریف اول، فصل در •
می�گیرد. قرار بررسی مورد همبستگی ضرایب آوردن دست به در مفصل تابع

آن�ها ویژگی�های بررسی و متا-بیضی�گون توزیع�های به مربوط مفاهیم و تعاریف به دوم، فصل در •
می�پردازیم.

تعریف چوله تی مفصل و چندمتغیره چوله تی توزیع تی، مفصل متا-تی، توزیع سوم، فصل در •
می�گیرد. قرار مطالعه مورد آن�ها مجهول پارامترهای برآورد مختلف روش�های همچنین و می�شوند

و متا-تی توزیع از شبیه�سازی�شده داده�های روی را درستنمایی ماکسیمم برآورد چهارم، فصل در •
داد. خواهیم انجام چوله تی توزیع

١Kotz and Nadarajah
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١ فصل

مفصل تابع مقدماتی مفاهیم با آشنایی

مقدمه ١.١

یک�متغیره توزیع�های که توابعی به مربوط قضیه در (١٩۵٩) اسکلار توسط بار اولین برای مفصل توابع

متغیرها بین وابستگی ساختار تعیین است. شده مطرح می�دهد،� پیوند آن�ها چندمتغیره توزیع�های به را

که جایی تا می�گیرد قرار استفاده مورد آمار و احتمال نظریه در گسترده به�طور که است موضوعاتی از یکی

در اغلب که پذیره�هایی از یکی نمی�باشد. مقدور مدل�بندی متغیرها، وابستگی نوع گرفتن نظر در بدون

محاسبات راحتی برای بیشتر که است استقلال پذیره می�گیرد، قرار استفاده مورد آماری مدل�های و مسائل

نتیجه این به طبیعی مسائل با برخورد در روز تکنولوژی و جدید علوم اما می�شود، گرفته نظر در نظری

یک تحلیل برای بلکه نمود، عمل موجود پزذیره�های اساس بر پدیده�ای هر تفسیر در نمی�توان که رسیده�اند

گرفته نظر در نیز آن�ها وابستگی اندازه�گیری برای ابزارهایی بایستی وابسته عامل�های با مرتبط پدیده

ابزاری و دهند نشان مدل یک صورت به را متغیرها بین وابستگی ساختار می�توانند مفصل توابع شود.

نمود. مدل�بندی را متغیرها بین رابطه بتوان آن�ها اساس بر که نمایند فراهم

پایه مفاهیم و تعاریف ٢.١

حقیقی اعداد مجموعه از ناتهی زیرمجموعه دو S٢ و S١ کنید فرض (١٣٨۶ (امیدی، .١.٢.١ تعریف

B = [x١, x٢]×[y١, y٢] و S١×S٢ دامنه با حقیقی�مقدار تابعی H(·, ·) ،R̄ = R∪{−∞,∞} توسیع�یافته



مفصل تابع مقدماتی مفاهیم با آشنایی .١ ٢

صورت به B مستطیل H-حجم١ صورت این در باشد. H دامنه در مستطیلی

VH(B) = H(x٢, y٢) −H(x٢, y١) −H(x١, y٢) +H(x١, y١)

می�شود. تعریف

مستطیلی هر برای هرگاه می�شود�، نامیده ,·)Hدو�صعودی٢ ·) حقیقی تابع (١٣٨۶ (امیدی، تعریف٢.٢.١.

.VH(B) ≥ ٠ دارد، قرار H دامنه در آن رئوس که

باشد. S٢ عضو کوچکترین a٢ و S١ عضو کوچکترین a١ کنید فرض (١٣٨۶ (امیدی، .٣.٢.١ تعریف

رابطه (x, y) ∈ S١ × S٢ هر برای اگر است�، جهت�دار٣ R به S١ × S٢ از H تابع گوییم

H(a١, y) = H(x, a٢) = ٠

باشد. برقرار

مفصل تابع ٣.١

مطالعه برای راهی عنوان به -١ دارد: قرار آمار رشته محققان علاقه مورد دلیل دو به مفصل توابع

چندمتغیره. توزیع�های ساخت شروع نقطه عنوان به -٢ ناپارامتری. صورت به متغیرها بین وابستگی

بعد با توزیع توابع با چندبعدی توأم توزیع توابع بین ارتباط تا بودند علاقمند آماردانان طولانی مدتی

نمود. معرفی مفصل توابع عنوان با را توابع از جدیدی رده (١٩۵٩) اسکلار آورند. دست به را پایین�تر

هستند. [٠,١] بر یکنواخت توزیع کناری�های با چندمتغیره توزیع واقع در توابع این

خصوصیات دارای هرگاه می�شود نامیده زیرمفصل یک C∗(·, ·) تابع (١٣٨۶ (امیدی، .١.٣.١ تعریف

هستند. [٠,١] از زیرمجموعه�هایی S٢ و S١ آن در که است�، S١ × S٢ مجموعه C∗ دامنه الف)

است. دوصعودی و جهت�دار تابع C∗ ب)

.C∗(u,١) = u و C∗(١, υ) = υ ،y ∈ S٢ و x ∈ S١ هر برای ج)

١H-Volume
٢Tow increasing
٣Grounded



٣ مفصل تابع .٣.١

باشد.

می�شود. نامیده دوبعدی مفصل تابع ،I٢ دامنه با زیرمفصل یک (١٣٨۶ (امیدی، .٢.٣.١ تعریف

شود: می ارائه زیر صورت به دوبعدی مفصل تابع برای دیگری معادل تعریف

هرگاه: گوئیم دوبعدی مفصل تابع را C : I٢ → I تابع (١٣٨۶ (امیدی، .٣.٣.١ تعریف

u ∈ I هر برای کرانداری): (شرط الف)

C(u,١) = C(١,u) = u,

C(u,٠) = C(٠,u) = ٠.

آن�گاه υ١ ≤ υ٢ و u١ ≤ uاگر٢ ،I در υ٢ و υ١ ، u٢ ،u١ هر برای یکنوایی): (شرط ب)

C(u٢, υ٢) − C(u١, υ٢) − C(u٢, υ١) + C(u١, υ١) ≥ ٠.

ارائه دارند بالا تعاریف به نسبت بیشتری استفاده که مفصل توابع از دیگر تعریف دو قسمت این در

می�شوند.

FX(x) = P(X ≤ x) توزیع توابع با ترتیب به Y و X تصادفی متغیر دو (١٣٨۶ (امیدی، .۴.٣.١ تعریف

هر برای بگیرید. نظر در را H(x,y) = P(X ≤ x,Y ≤ y) توأم توزیع تابع و FY(y) = P(Y ≤ y) و

هر که گرفت نظر در گونه�ای به را (FX(x),FY(y),H(x,y)) سه�تایی می�توان (x, y) حقیقی عدد جفت

بازه در H(x,y) مقدار با زوج این و [٠,١] × [٠,١] واحد مربع در (FX(x),FY(y)) نقطه یک به کدام

یک�بعدی توزیع�های به را توأم توزیع تابع به مربوط مقدار یک که رابطه این باشد. داشته مطابقت [٠,١]

می�شود. نامیده مفصل تابع می�دهد، اختصاص

[٠,١] بازه بر یکنواخت کناری توابع با چندمتغیره تابعی مفصل تابع (١٣٨۶ (امیدی، .۵.٣.١ تعریف

می�دهد. پیوند آن�ها کناری توزیع�های به را چند�متغیره توزیع توابع که است

C دامنه در (u, ν) هر برای آن�گاه باشد، مفصل تابع یک C(·, ·) اگر (١٣٨۶ (امیدی، .۶.٣.١ قضیه

داریم

max(u + ν − ١,٠) ≤ C(u, ν) ≤ min(u, ν) (١.١)
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.

C(u, ν) ≤ C(١, ν) = ν و C(u, ν) ≤ C(u,١) = u داریم I٢ در (u, ν) اختیاری نقطه هر برای برهان.

نامساوی که VC([u,١] × [ν,١]) ≥ ٠ نامساوی به توجه با طرفی از .C(u, ν) ≤ min(u, ν) بنابراین

C(u, ν) ≥ max(u+ν−١,٠) نامساوی مفصل تابع بودن مثبت و می�دهد نتیجه را C(u, ν) ≥ u+ν−١

□ است. برقرار همواره

کران�های به و می�دهند نشان W و M با ترتیب به را (١.١) نامساوی پایین و بالا کران�های معمولا

.(١٣٨۶ (امیدی، هستند معروف فرچت-هافدینگ١ پایین و بالا

این کاربردهای از بسیاری اساس که است اسکلار قضیه مفصل توابع مبحث در اصلی قضایای از یکی

توأم توزیع تابع بین ارتباط در را مفصل تابع اصلی نقش قضیه این می������دهد. تشکیل را آمار در توابع

می�سازد. مشخص کناری توابع و چندمتغیره

GY(·) و FX(·) کناری توزیع توابع با توأم توزیع تابع H(·, ·) کنید فرض (١٩۵٩ (اسکلار، .٧.٣.١ قضیه

R̄ در y و x هر برای که طوری به دارد وجود C(·, ·) مانند مفصلی تابع صورت این در باشد.

H(x,y) = C(FX(x),GY(y))

است. برقرار

توزیع تابع می�توان C مفصل تابع و GY(·) و FX(·) توزیع تابع هر برای که است این بیانگر قضیه این

و FX(·) اگر داد نشان (١٩۵٩) اسکلار ساخت. GY(·) و FX(·) کناری توزیع توابع با را H(·, ·) توأم

تابع یک صورت به C(·, ·) صورت این غیر در یکتاست، مفصل تابع آن�گاه باشند، پیوسته مطلقاً GY(·)

هستند. GY(·) و FX(·) تابع برد ترتیب به RG و RF که می�شود، تعریف RF × RG روی بر یکتا غیر

توأم چگالی مفصل تابع ١.٣.١

برای توام چگالی تابع آن�گاه باشند، Y و X پیوسته تصادفی متغیر دو چگالی توابع fY(y) و fX(x) اگر

صورت به متغیر دو

fX,Y(x,y) = c(FX(x),FY(y))fX(x)fY(y)

١Frechet-Hoeffding



۵ وابستگی مدل�بندی و مفصل توابع .۴.١

رابطه از و است چگالی مفصل تابع c تابع است.

c(u, ν) =
∂٢C(u, ν)
∂u∂ν

می�آید. به�دست

وابستگی مدل�بندی و مفصل توابع ۴.١

پیرسون همبستگی ضریب و مفصل توابع ١.۴.١

متغیرهاست بین ارتباطخطی میزان اندازه�گیری معیارهای مهمترین از یکی پیرسون خطی ضریبهمبستگی

صورت به Y و X متناهی واریانس با صفر غیر تصادفی متغیر دو برای و

ρ =
Cov(X,Y)√

Var(X).Var(Y)

ضریب مقدار باشد، برقرار خطی ارتباط متغیرها بین (a.e) جا١ همه تقریباً که حالتی در می�شود. تعریف

می�گیرد. قرار (−١,١) بازه در صورت این غیر در و −١ یا ١ برابر همبستگی

از خطی یکنوای تبدیلات تحت بودن (ناوردا) پایا پیرسون، خطی همبستگی ضریب ویژگی�های از

تبدیلات برای کناری توزیع� به همبستگی ضریب بودن وابسته علت به ویژگی این اما متغیرهاست.

نیست. برقرار متغیرها غیرخطی

توابع و توأم توزیع تابع اساس بر می�توان را پیرسون همبستگی ضریب داد نشان (١٩۶۶) لهمن٢

صورت به کناری توزیع

ρ =
١√

Var(X).Var(Y)

"
R٢

[H(x, y) − FX(x)GY(y)]dxdy

توزیع توابع و مفصل تابع حسب بر را آن می�توان ν = GY(y) و u = FX(x) دادن قرار با آورد. دست به

صورت به متغیر تغییر با کناری

١Almost every where
٢Lehmann
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ρ =
١√

Var(X).Var(Y)

"
I٢

[C(u, ν) − uν]dF−١X (u)dG−١Y (ν) (٢.١)

وابسته نیز متغیرها کناری توزیع توابع به مفصل تابع بر علاوه پیرسون همبستگی ضریب بنابراین نوشت.

است.

هماهنگی و مفصل توابع ٢.۴.١

کوچک مقادیر با متغیر یک بزرگ و کوچک مقادیر هرگاه می�شوند، نامیده هماهنگ١ تصادفی متغیر دو

هرگاه هستند هماهنگ (x٢, y٢) و (x١, y١) باشند. همراه دیگر متغیر بزرگ و

(x٢ − x١)(y٢ − y١) ≥ ٠

چنان�چه و

(x٢ − x١)(y٢ − y١) ≤ ٠

هستند. ناهماهنگ

و بودن هماهنگ احتمال�های بین تفاضل با برابر هماهنگی تابع پیوسته تصادفی متغیر دو برای

صورت به متغیر دو بودن ناهماهنگ

Q = P [(X١ − X٢)(Y١ − Y٢) > ٠] − P [(X١ − X٢)(Y١ − Y٢) < ٠] (٣.١)

می�شود. تعریف

با ترتیب به پیوسته تصادفی بردار دو (X٢,Y٢) و (X١,Y١) کنید فرض (١٩٩٧ (جو، .١.۴.١ قضیه

و Y١ (برای GY(·) و ( X٢ و X١ (برای FX(·) کناری تابع و H٢(·, ·) و H١(·, ·) توأم توزیع توابع

که گونه�ای به باشند (X٢,Y٢) و (X١,Y١) برای مفصل تابع دو C٢(·, ·) و C١(·, ·) اگر باشند. (Y٢

C٢(·, ·) و C١(·, ·) مفصل توابع آن�گاه ، H٢(x, y) = C٢(F(x),G(y)) و H١(x, y) = C١(F(x),G(y))

رابطه طریق از

١Concordant
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Q = Q(C١,C٢) = ۴
"

I٢
C٢(u, ν)dC١(u, ν) − ١ (۴.١)

هستند. ارتباط در Q هماهنگی تابع با

رابطه به توجه با برهان.

P ((X١ − X٢)(Y١ − Y٢) < ٠) = ١ − P ((X١ − X٢)(Y١ − Y٢) > ٠)

صورت به را (٣.١) رابطه می�توان

Q = ٢P ((X١ − X٢)(Y١ − Y٢) > ٠) − ١ (۵.١)

اما نوشت.

P [(X١ − X٢)(Y١ − Y٢) > ٠] = P(X١ > X٢,Y١ > Y٢) + P(X١ < X٢,Y١ < Y٢).

چون

P(X٢ < X١,Y٢ < Y١) =
"

R٢
P(X٢ < x,Y٢ < y)dC١(F(x),G(y))

=

"
R٢

H٢(x, y)dC١(F(x),G(y))

=

"
R٢

C٢(F(x),G(y))dC١(F(x),G(y))

=

"
I٢

C٢(u, ν)dC١(u, ν)

که آن�جایی از و

E(U) = E(V) =
١
٢

بنابراین

P(X٢ ≥ X١,Y٢ ≥ Y١) =
"

R٢

p(X٢ ≥ x,Y٢ ≥ y)dC١(F(x),G(y))

=

"
R٢

[١ − F(x) − G(y) + C٢(F(x),G(y))]dC١(F(x),G(y))

=

"
I٢

C٢(u, ν)dC١(u, υ) (۶.١)

□ می�شود. کامل (۴.١) رابطه اثبات (۶.١) و (۵.١) روابط بنابر
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هماهنگی اندازه�های و مفصل توابع ٣.۴.١

داده شرح آن�ها آوردن دست به در مفصل تابع ارتباط و بررسی هماهنگی اندازه�های از برخی بخش دراین

می�شود.

کندال τ معیار (١

این در باشند. (X,Y) پیوسته تصادفی بردار از نمونه�ای مشاهدات {(x١, y١), · · · , (xn, yn)} کنید فرض

و هماهنگ جفت�های تعداد c اگر هستند. ناهماهنگ یا هماهنگ که دارد وجود متمایز جفت
(

n
٢

)
نمونه

صورت به کندال τ معیار آن�گاه باشد، ناهماهنگ جفت�های تعداد d

τ =
c − d(

n
٢

)
(امیدی، است مشاهده�شده نمونه برای ناهماهنگ و هماهنگ جفت�های تعداد تفاضل که می�شود، تعریف

داشته احتمالی تعبیر می�تواند بنابراین و است نسبی فراوانی جنس از τ که باشید داشته دقت .(١٣٨۶

می�کنیم. اشاره آن به زیر در که باشد

توأم توزیع با مستقل تصادفی بردار دو (X٢,Y٢) و (X١,Y١) اگر (١٣٨۶ (امیدی، .٢.۴.١ تعریف

صورت به کندال τ معیار باشند، H(·, ·)

τ = P [(X٢ − X١)(Y٢ − Y١) > ٠] − P [(X٢ − X١)(Y٢ − Y١) < ٠] (٧.١)

می�شود. تعریف

روابط با (٧.١) رابطه مقایسه از باشد، C(·, ·) مفصل تابع با تصادفی بردار یک (X,Y) کنید فرض

طریق از کندال τ معیار که می�شود ملاحظه (۴.١) و (٣.١)

τ = Q(C,C) = ۴
"

I٢
C(u, ν)dC(u, ν) − ١

صورت به ریاضی امید تعریف به توجه با می�توان را آن که است، ارتباط در C مفصل تابع با

τ = ۴E(C(U,V)) − ١

.(١٣٨۶ (امیدی، داد نشان نیز
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اسپیرمن همبستگی ضریب (٢

بودن ناهماهنگ و هماهنگ اساس بر کندال همبستگی ضریب همانند اسپیرمن همبستگی ضریب

تصادفی بردار سه برای اسپیرمن همبستگی ضریب که تفاوت این با می�آید، به�دست تصادفی متغیرهای

صورت به (X٣,Y٣) و (X٢,Y٢) و (X١,Y١) مستقل

ρS = ٣P [(X١ − X٢)(Y١ − Y٣) > ٠] − P [(X١ − X٢)(Y١ − Y٣) < ٠]

دادن قرار با آن�گاه است، C(·, ·) مفصل تابع با پیوسته بردار یک (X,Y) شود فرض اگر می�شود. تعریف

C٢ جای به C مفصل تابع و C١ جای به کناری) توزیع توابع (حاصل�ضرب Π حاصل�ضرب مفصل تابع

صورت به (ρS) اسپیرمن همبستگس ضریب که می�شود ملاحظه ١.۴.١ قضیه در

ρS = ٣Q(C,Π) = ١٢
"

I٢
C(u, ν)dudν − ٣

= ١٢
"

I٢
uνdC(u, ν) − ٣ (٨.١)

فرض با باشند، GY(·) و FX(·) توزیع دارای ترتیب به Y و X اگر است. ارتباط در C(·, ·) مفصل تابع با

داریم: V = G(Y) و U = F(X)

ρS = ١٢
"

I٢
uνdC(u, ν) − ٣

= ١٢E(UV) − ٣

=
E(UV) − ١

۴
١
١٢

=
Cov(U,V)√

Var(U).
√

Var(V)

= ρ(F(X),G(Y)).

این به توجه با است. G(Y) و F(X) بین خطی همبستگی ضریب همان اسپیرمن همبستگی ضریب یعنی

نوشت، Ri
n صورت به ،Ri مشاهده، هر رتبه حسب بر می�توان را مشاهده هر برای تجمعی توزیع تابع که

است. مشاهده هر به مربوط رتبه بین خطی همبستگی ضریب یک اسپیرمن همبستگی ضریب بنابراین

صورت به می�توان را (٨.١) رابطه ،(٢.١) رابطه به توجه با

ρS = ١٢
"

I٢
[C(u, ν) − uν]dudν



مفصل تابع مقدماتی مفاهیم با آشنایی .١ ١٠

وسیله (به توأم توزیع فاصله میانگین اسپیرمن همبستگی ضریب که می�کند بیان رابطه این داد. نشان

(امیدی، می�گیرد اندازه را ( Π مفصل تابع وسیله (به کناری توزیع توابع حاصل�ضرب و مفصل) تابع

.(١٣٨۶

جینی همبستگی ضریب (٣

صورت به (١٩١٠) جینی توسط جینی١ همبستگی ضریب

γC =
n٢

[n٢
٢ ]

 n∑
i=١
|pi

n
+

qi

n
− ١| −

n∑
i=١
|pi

n
− qi

n
|
 ١n

متغیر دو مشاهدات به مربوط رتبه�های ترتیب به qi و pi و t عدد صحیح جزء [t] آن در که شد، تعریف

سمت به n و ν = G(Y) و u = F(X) شود داده قرار رابطه این در اگر هستند. Y و X پیوسته تصادفی

صورت به جینی همبستگی ضریب آن�گاه کند، میل بی�نهایت

γC = ٢
"

I٢
|u + ν − ١| − |u − ν|dC(u, ν)

.(١٣٨۶ (امیدی، است ارتباط در C مفصل تابع با

آن�گاه باشند، C مفصل تابع با پیوسته تصادفی متغیر دو Y و X اگر (١٩٩٩ (نلسن، .٣.۴.١ قضیه

صورت به جینی همبستگی ضریب

γC = Q(C,M) +Q(C,W)

هستند. فرچت-هافدینگ پایین و بالا کران�های ترتیب به W و M آن در که است،

داریم است، [٠,١] بر یکنواخت کناری توابع با توأم توزیع تابع یک مفصل تابع چون برهان.

.
!

I٢
udC(u, ν) =

!
I٢
νdC(u, ν) = ١

٢

بنابراین

Q(C,M) = ۴
"

I٢
M(u, ν)dC(u, ν) − ١

= ٢
"

I٢
u + ν|u − ν|dC(u, ν)

= ١ − ٢
"

I٢
|u − ν|dC(u, ν). (٩.١)

١Gini correlation



١١ وابستگی ویژگی�های و مفصل توابع .۵.١

داد نشان می�توان دوم قسمت برای W(u, ν) = u+ν−١+|u+ν−١|
٢ رابطه از استفاده با مشابه طریق به

Q(C,W) = ٢
"

I٢
|u + ν − ١|dC(u, ν) − ١. (١٠.١)

□ است. تمام قضیه اثبات (١٠.١) و (٩.١) روابط به توجه با

W و M توابع از C مفصل تابع فاصله مجموع جینی همبستگی ضریب که است آن بیانگر ٣.۴.١ قضیه

است.

وابستگی ویژگی�های و مفصل توابع ۵.١

گیرد. می قرار بررسی مورد وابستگی١ ویژگی�های از برخی بخش این در

کامل وابستگی ١.۵.١

گونه�ای به فرچت-هافدینگ پایین و بالا کران�های ،۶.٣.١ قضیه به توجه با C(·, ·) مفصل تابع هر برای

به M و W اینکه به توجه با هستند. مفصل تابع خود کران�ها این دو�بعدی حالت برای که دارند وجود

ترتیب به که گفت می�توان بنابراین می�دهند، نشان را متغیر دو بین ارتباط بیشترین و کمترین ترتیب

توزیع دارای U تصادفی متغیر آن�ها در که هستند، (U,U)T و (U,١ − U)T تصادفی بردارهای توزیع

وابستگی دارای M و منفی٢ کامل وابستگی دارای W گوییم حالت این در است. [٠,١] بازه بر یکنواخت

.(١٣٨۶ (امیدی، است مثبت٣ کامل

دوم درجه وابستگی ٢.۵.١

بخش این در که شدند، ارائه (١٩۶۶) لهمن توسط بار اولین برای دوم درجه وابستگی به مربوط مفاهیم

می�گیرند. قرار بررسی مورد مفصل توابع با آن�ها ارتباط و وابستگی�ها این به مربوط مفاهیم

باشند، H(·, ·) توأم توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیر دو Y و X اگر (١٣٨۶ (امیدی، .١.۵.١ تعریف

١Dependence properties
٢Negatively complete dependence
٣Positively complete dependence



مفصل تابع مقدماتی مفاهیم با آشنایی .١ ١٢

اگر فقط و اگر (PQD) هستند١ مثبت دوم درجه وابستگی دارای Y و X گوییم

H(x, y) ≥ F(x)G(y) ∀(x, y) ∈ R̄٢

هستند. (NQD) منفی٢ دوم درجه وابستگی دارای Y و X گوییم صورت این غیر در

داشته I٢ در ν و u هر برای هرگاه است، PQD خاصیت دارای C مفصل تابع (١٣٨۶ (امیدی،

باشد. برقرار C(u, ν) ≤ uν رابطه هرگاه است NQD خاصیت دارای و C(u, ν) ≥ uν باشیم

دنباله�ای وابستگی ٣.۵.١

عنوان تحت که می�شوند بیان کرانگین مقادیر برای توأم توزیع�های در دنباله�ای وابستگی به مربوط مفاهیم

به وابستگی این به مربوط تعاریف بخش این در می�شوند. تعریف پایینی و بالایی دنباله�ای وابستگی

می�شود. ارایه وابستگی این تفسیر در مفصل نقش همراه

FX(·) کناری توزیع�های با پیوسته تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض (١٣٨۶ (امیدی، .٢.۵.١ تعریف

صورت به بالایی٣ دنباله�ای وابستگی ضریب باشند. GY(·) و

λU = lim
u→١−

P{Y > G(−١)(u)|X > F(−١)(u)} (١١.١)

می�شود. تعریف

Y و X آنگاه λ = ٠ اگر و هستند بالایی دنباله�ای وابستگی دارای Y و X آنگاه λU ∈ (٠,١] اگر

هستند. مستقل مجانبی طور به بالایی دنباله در

FX(·) کناری توزیع�های با پیوسته تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض (١٣٨۶ (امیدی، .٣.۵.١ تعریف

صورت به پایینی۴ دنباله�ای وابستگی ضریب باشند. GY(·) و

λL = lim
u→٠+

P{Y < G(−١)(u)|X < F(−١)(u)}

١Positively quadrant dependence
٢Negatively quadrant dependence
٣Coefficient of upper tail dependence
۴Coefficient of lower tail dependence



١٣ مفصل توابع خانواده�های .۶.١

λ = ٠ اگر و هستند پایینی دنباله�ای وابستگی دارای Y و X آن�گاه λL ∈ (٠,١] اگر می�شود. تعریف

هستند. مستقل مجانبی طور به پایینی دنباله در Y و X آن�گاه

صورت به (١١.١) رابطه

lim
u→١−

١ − P(X ≤ F(−١)(u)) − P(Y ≤ G(−١)(u)) + P(X ≤ F(−١)(u),Y ≤ G(−١)(u))
١ − P(X ≤ F(−١)(u))

برد. کار به را مفصل تابع به مربوط مفاهیم آن از استفاده با می�توان که است، بیان قابل

اگر باشد، مفصل توابع از خانواده یک C(., ., θ) کنید فرض (١٣٨۶ (امیدی، .۴.۵.١ تعریف

اگر فقط و اگر است بالایی دنباله�ای وابستگی دارای C گوییم باشد، موجود limu→١−
٢−١u+C(u,u;θ)

١−u

است. مستقل مجانبی طور به بالایی دنباله در C λUگوییم = ٠ برای .λU ∈ (٠,١]

اگر باشد، مفصل توابع از خانواده یک C(., ., θ) کنید فرض (١٣٨۶ (امیدی، .۵.۵.١ تعریف

λL ∈ اگر فقط و اگر است پایینی دنباله�ای وابستگی دارای C گوییم باشد، موجود limu→٠+
C(u,u;θ)

u

است. مستقل مجانبی طور به پایینی دنباله در C گوییم λL = ٠ برای .(٠,١]

از نمود، بیان مفصل توابع از استفاده با می�توان را همبستگی مختلف اندازه�های که این به توجه با

کرد. استفاده متغیرها بین وابستگی ساختار مدل�بندی برای می�توان توابع این

مفصل توابع خانواده�های ۶.١

می�شوند. معرفی آن�ها چگالی مفصل توابع همراه به دو�متغیره مفصل توابع از خانواده چند بخش این در

گاوسی خانواده (١

صورت به گاوسی١ مفصل تابع خانواده

CGa(u, ν;ρ) = Φρ(Φ−١(u),Φ−١(ν)) (١٢.١)

رابطه به توجه با است. ρ همبستگی ضریب با دو�متغیره استاندارد نرمال توزیع تابع Φρ آن در که است،

صورت به توأم توزیع تابع (١٢.١)

١Gaussian copula



مفصل تابع مقدماتی مفاهیم با آشنایی .١ ١۴

Φρ(Φ−١(u),Φ−١(ν)) =
∫ Φ−١(u)

−∞

∫ Φ−١(ν)

−∞

١
٢π

√
١ − ρ٢

exp
٢uνρ − u٢ − ν٢

١ − ρ٢ dudν

از است عبارت نیز گاوسی خانواده توأم چگالی مفصل تابع می�شود. ساده

cGa(u, ν;ρ) =
١√

١ − ρ٢
exp{u

٢ + ν٢

٢ +
٢uν − u٢ − ν٢

١ − ρ٢ }.

t-استیودنت خانواده (٢

همبستگی ضریب با متغیره دو توزیع تابع است. ν آزادی درجه با t-استیودنت توزیع تابع tν کنید فرض

صورت به ρ

H(x, y;ρ, ν) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞

١
٢π

√
١ − ρ٢

(١ +
s٢ + t٢ − ٢stρ
ν(١ − ρ٢)

)−
ν+٢
٢ dsdt

صورت به t-استیودنت متغیره دو مفصل تابع بنابراین است.

C(u, ν;ρ, ν) = tρ,ν(t−١(u), t−١(υ))

=

∫ t−١(u)

−∞

∫ t−١(υ)

−∞

١
٢π

√
١ − ρ٢

(١ +
s٢ + t٢ − ٢stρ
ν(١ − ρ٢)

)−
ν+٢
٢ dsdt

صورت به آن چگالی مفصل تابع و

c(u, υ; , ν) = ρ
−١
٢
Γ(ν+٢٢ )Γ( ν٢)

Γ( ν+١٢ )
٢ .(١ +

x٢ + y٢ − ٢ρxy
ν(١ − ρ٢)

)−
(ν+٢)
٢

می�شوند. تعریف

فرچه خانواده (٣

مفصل تابع خانواده ،p + q ≤ ١ و p, q ∈ I مقادیر برای (١٩۵٨) فرچه١

CF(u, ν; p, q) = p max(u, ν − ١,٠) + (١ − p − q)uν + q min(u, ν)

= pW + (١ − p − q)Π+ qM

١Frechet



١۵ مفصل توابع خانواده�های .۶.١

به خانواده این برای چگالی مفصل تابع است. حاصل�ضرب مفصل تابع Π آن در که نمود تعریف را

صورت

cF(u, ν; p, q) = ١ − p − q

است.

گالامبوس خانواده (۴

مفصل تابع θ ∈ [٠,∞] برای (١٩٧٨) گالامبوس١

C(u, ν;θ) = uν exp{[(−lnu)−θ + (−lnν)−θ]
−١
θ }

صورت به آن چگالی مفصل تابع که نمود، معرفی را

c(u, ν;θ) =
C(u, ν)

uν
{١ − [(− ln u)−θ + (− ln ν)−θ]

−١
θ −١][(−lnu)−θ−١+

(− ln ν)−θ−١] + [(− ln u)−θ + (−lnν)−θ]
−١
θ −٢[(− ln u)(− ln ν)]−θ−١×

[١ + θ + [(− ln u)−θ + (− ln ν)
−١
θ ]}

می�آید. دست به

الکین مارشال خانواده (۵

صورت به (١٩۶٧b,١٩۶٧a) الکین٢ و مارشال توسط بار اولین الکین مارشال خانواده

C(u, ν; m,n) = min{u١−mν, uν١−n} =

(١ −m)u(٢−١m)ν um ≥ νn

(١ − n)ν(٢−١n)u um < νn

صورت به مفصل�ها از خانواده این برای چگالی تابع شد. معرفی

١Galambos
٢Marshall and Olkin



مفصل تابع مقدماتی مفاهیم با آشنایی .١ ١۶

c(u, ν; m,n) =

(١ −m)um um ≥ νn

(١ − n)νn um < νn

می�شود. تعریف

فارلی-گامبل-مورگسترن خانواده (۶

به −١ ≤ θ ≤ ١ برای (١٩۵۶) مورگسترن١ توسط فارلی-گامبل-مورگسترن مفصل توابع خانواده

صورت

C(u, ν;θ) = uν[١ − θ(١ − u)(١ − ν)]

صورت به آن چگالی مفصل تابع که شد، معرفی

c(u, ν;θ) = ١ − θ(١ − ٢u)(١ − ٢ν)

می�شود. تعریف

علی-میخاییل-حق خانواده (٧

که است علی-میخاییل-حق مفصل تابع است، آمده دست به تجربی روش از که مفصل توابع از یکی

صورت به θ ∈ [٠,١] برای

C(u, ν;θ) =
uν

١ − θ(١ − u)(١ − ν)

صورت به نیز خانواده این چگالی مفصل تابع می�شود. تعریف

c(u, ν;θ) =
[١ − θ(١ − u)(١ − ν)(١ − θ)] + ٢ν

[١ − θ(١ − u)(١ − ν)(١ − θ)]٣

.(٢٠٠۵) نلسن آید می دست به

پلاکت خانواده (٨

صورت به پلاکت مفصل تابع خانواده

١Morgenstern



١٧ مفصل توابع خانواده�های .۶.١

C(u, ν;θ) =
[١ + (θ − ١)(u + ν)] −

√
١ + (θ − ١)(u + ν)٢ − ۴uνθ(θ − ١)
٢(θ − ١)

صورت به آن چگالی مفصل تابع و است

c(u, ν;θ) = [(١ + (θ − ١)(u + ν))٢ − ۴θ(θ − ١)uν]
−٣
٢ θ[١ + (θ − ١)(u + ν − ٢uν)].

.(٢٠٠۵) نلسن می�شود تعریف

شد. خواهند بیان آن�ها ویژگی�های و تعریف متا-بیضی�گون و بیضی�گون توزیع�های بعدی فصل در

می�شوند. معرفی نیز متا-بیضی�گون و بیضی�گون توزیع�های مفصل توابع آن از پس



٢ فصل

متا-بیضی�گون های توزیع با آشنایی

اغلب بلکه نمی�آیند، دست به آماری نظریه�های با تنها داده�شده کناری توزیع�های با چندمتغیره توزیع�های

پیچیده سیستم�های در تصمیم تحلیل و مخاطره به مربوط مفاهیم در خصوص به کاربردی مسائل از

مورد در کارشناسان نظرات بررسی و مطالعه به (١٩٩۶) کلمن١ و جووینی می�شوند. تولید چندمتغیره

مطرح بیمه کاربردهای برای آماری مدل یک (١٩٩۶) همکاران٢ و فریس و پرداختند مدل�ها نوع این

مطالعه مشخص ساختار با چند�متغیره توزیع�های روی بر آماردانان از بسیاری اخیر سال�های در کردند.

توزیع�های ساختار ساخت. را متا-گاوسی توزیع�های نشانیدنی روش از استفاده با (١٩٩۶) کلی کرده�اند.

از (٢٠٠٢) فنگ شده�اند. بررسی تفصیل به اول فصل در که است مفصل تکنیک اساس بر متا-گاوسی

را متا-بیضی�گون توزیع�های از خاصی رده بیضی�گون چند�متغیره توزیع�های از و کرد استفاده مفصل توابع

چندمتغیره توزیع چگالی تابع که کردند مشاهده (١٩٩١) سیگر٣ و کاتز مفصل�ها، از استفاده با کرد. تولید

بررسی به بخش این در گردد. تجزیه کناری چگالی�های ضرب و وزن�دار چگالی تابع بخش�های به می�تواند

پرداخت. خواهیم مشخص کناری توزیع�های با پیوسته توزیع�های از رده�ای

١Jouini and Clemen
٢ Frees, Carriere and Valdes
٣ Kotz and Seeger

١٨



١٩ بیضی�گون توزیع .١.٢

بیضی�گون توزیع ١.٢

است، بیضی�گون توزیع دارای Z = (Z١, · · · ,Zn) بردار (٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ .١.١.٢ تعریف

r مستقل، تصافی متغیرهای U و r ،µ ∈ Rp آن در که بپذیرد را Z = µ + rAU تصادفی نمایش اگر

p × p ناتکین ثابت ماتریس یک A و هستند Rp در واحد کره روی یکنواخت توزیع دارای U و نامنفی

صورت به Z چگالی باشد، پیوسته مطلقاً r و µ = ٠ که زمانی است. AAT = Σ صورت به

h(z) = |Σ|−١٢ g(zTΣ−١z), z ∈ Rn

این و می�گردد تعیین r توزیع توسط که است فرد به منحصر مقیاس تابع یک g(·) آن در که بود خواهد

آن بر Zi اگر که است Σماتریس (i, i) درایه σ٢i می�شود. داده نمایش Z ∼ ECn(µ,Σ, g) نماد با توزیع

صورت به چگالی دارای دقیقا Zi
σi
تصادفی متغیرهای شود تقسیم

qg(z) =
π

(n−١)
٢

Γ{ (n−١)
٢ }

∫ ∞

z٢
(t − z٢)

(n−١)
٢ −١g(t)dt, z ∈ R

صورت به تجمعی توزیع تابع و

Qg(z) =
١
٢ +

π
(n−١)
٢

Γ{ (n−١)
٢ }

∫ z

٠

∫ ∞

s٢
(t − s٢)

(n−١)
٢ −١g(t)dtds, z ∈ R

بود. خواهد

بود. خواهد چندمتغیره گاوسی توزیع دارای Z آن�گاه ،a ∈ R+ با g(t) ∝ e−at اگر خاص حالت در

چگالی تابع دارای کدام هر که باشد Xi مؤلفه�های با تصادفی بردار X = (X١, · · · ,Xn) کنید فرض

را Z = (Z١, · · · ,Zn)T ∼ ECn(٠,R, g) تصادفی بردار هستند. Fi(xi) تجمعی توزیع و fi(xi) پیوسته

تعریف با بگیرید. نظر در

Zi = Q−١g (Fi(Xi)), i = ١,٢, · · · ,n

صورت به تبدیل ژاکوبی

J{(z١, · · · , zn)T → (x١, · · · , xn)T} =
n∏

i=١

dzi

dxi
=

n∏
i=١

fi(xi)

qg(Q−١g (Fi(xi)))



متا-بیضی�گون های توزیع با آشنایی .٢ ٢٠

صورت به x چگالی تابع و می�شود محاسبه

h(x١, · · · , xn) = ϕ(Q−١g (F١(x١), · · · ,Q−١g (Fn(xn))
n∏

i=١
fi(xi) (١.٢)

صورت به که است n-بعدی وزن�دار چگالی تابع همان ϕ آن در که می�شود، بیان

ϕ(z١, · · · , zn) = |R|−١٢ g(z
′
Σ−١z)/

n∏
i=١

qg(zi).

.(٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ می�شود تعریف

است متا-بیضی�گون توزیع دارای X nبعدی تصادفی بردار (٢٠٠۵ همکاران، (عبدوسو .٢.١.٢ تعریف

X ∼ MEn(٠,R, g; F١, · · · ,Fn) نماد با را آن که باشد (١.٢) رابطه صورت به آن چگالی تابع اگر

به می�کند. اشاره وزن�دار چگالی تابع به نیز ϕ(Q−١g (F١(x١), · · · ,Q−١g (Fn(xn)) تابع می�دهیم. نشان

می�گردد. بیان یکسان مفصل توسط Z و X تصادفی بردارهای وابستگی ساختار دیگر عبارت

متا- توزیع�های بیضی�گون، توزیع�های جمله از فراوانی توزیع�های شامل متا-بیضی�گون توزیع�های رده

رده شوند. انتخاب دلخواه به می�توانند Fi(·) کناری توزیع�های است. متقارن مختلف توزیع�های و گاوسی

توابع از مجموعه�ای توسط می�تواند است معروف متقارن چندمتغیره t توزیع� به که توزیع�ها از جدیدی

(عبدوس شود تشکیل دلخواه آزادی درجه با تک�متغیره t توزیع�های و چندمتغیره t توزیع نوع از کناری

.(٢٠٠۵ همکاران، و

پیوند معیار ١.١.٢

مقادیر p = ٢ بعد در هستند. کندال τ و اسپیرمن ρ وابستگی، معمول ناپارامتری معیارهای از مورد دو

صورت به آن�ها

ρS = ١٢E{K١(X١)K٢(X٢)} − ٣

و

τ = ۴E{K(X١,X٢)} − ١

برای K٢(·) و K١(·) کناری�های و K(·, ·) توأم توزیع با (X١,X٢) زوج از مقادیر این تعمیم و است

صورت به Zi = F−١{Ki(Xi)} متغیرهای

ρS = ١٢E{F(Z١)F(Z٢)} − ٣



٢١ بیضی�گون توزیع .١.٢

و

τ = ۴E{H(Z١,Z٢)} − ١

همکاران و فنگ است. مشترک کناری F(·) و تجمعی توأم توزیع تابع H(·, ·) این�جا در که است،

که دادند نشان (٢٠٠٢)

τ =
٢
π

arcsin(ρ)

است. مستقل g(·) از

دومتغیره بیضی�گون توزیع�های مفصل ٢.١.٢

حالت برای فقط سادگی برای می�دهیم. قرار مطالعه مورد را بیضی�گون توزیع�های مفصل بخش این در

و Z = (Z١,Z٢)T ∼ EC٠)٢,R, g) کنید فرض می�کنیم. عنوان را روابط دوبعدی

R =

 ١ ρ

ρ ١

 , −١ < ρ < ١.

صورت به Z چگالی تابع صورت این در

f g(z١, z٢;ρ) =
١√

١ − ρ٢
g

z٢١ + z٢٢ − ٢ρz١z٢
١ − ρ٢

 (٢.٢)

صورت به ترتیب به کناری تجمعی توزیع تابع و کناری چگالی تابع و است

qg(z) =
∫ ∞

z٢
(y − z٢)

−١
٢ g(y)dy

و

Qg(z) =
١
٢ +

∫ ∞

z٢
arcsin

(
z√
y

)
g(y)dy

.
∫ ∞
٠ yg(y)dy < که∞ است موجود زمانی ρ = corr(Z١,Z٢) آن در که هستند،

با بیضی�گون توزیع دارای Z = (Z١,Z٢) بردار کنید فرض (٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ .٣.١.٢ قضیه

رابطه توسط Z٢ و Z١ مفصل بنابراین باشد. (٢.٢) چگالی تابع

Cz(u, ν;ρ) =
١√

١ − ρ٢

∫ Q−١(u)

−∞

∫ Q−١(ν)

−∞
g

x٢ + y٢ − ٢ρxy√
١ − ρ٢

 dxdy
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مفصل چگالی با

cz(u, ν;ρ) = ϕ(Q−١(u),Q−١(ν);ρ) (٣.٢)

آن در که

ϕ(x, y;ρ) = f (x, y;ρ)/[qg(x)qg(y)] (۴.٢)

می�شود. بیان است،

□ می�شود. نتیجه تعاریف از مستقیماً اثبات برهان.

از خوبی معیار ،ρs اسپیرمن همبستگی ضریب تصادفی، متغیر دو بین همبستگی ارزیابی برای

.(٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ می�شود داده تشخیص ( منفی (و مثبت وابستگی مربع میانگین

چگالی تابع با Z = (Z١,Z٢) ∼ EC٠)٢,R, g) کنید فرض (٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ .۴.١.٢ قضیه

رابطه توسط Z٢ و Z١ بین ρS آن�گاه .(٢.٢)

ρs = ١٢
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Qg(x)Qg(y) f (x, y)dxdy − ٣ (۵.٢)

می�آید. دست به

داریم تعریف طبق برهان.

ρS = ١٢
"

[٠,١]٢
[C(u, ν) − uν]dudν

می�دانیم و

ρS =

"
[٠,١]٢

C(u, ν)dudν =
"

[٠,١]٢
uνdC(u, ν),

□ می�آید. دست به (٣.٢) رابطه از (۵.٢) رابطه محاسبه، اندکی با

نیز Z کناری�های تجمعی توزیع تابع به بلکه ندارد بستگی ρ به فقط (۵.٢) رابطه در ρS بنابراین،

بسته شکل به نمی�توانند بیضی�گون توزیع�های از بسیاری کناری توزیع توابع که آن�جایی از دارد. بستگی

برای (١٩۵٨) کروسکال١ رو، این از می�آید. دست به عددی محاسبات از استفاده با ρS شوند، بیان

صورت به اسپیرمن همبستگی ضریب از ساده حالت یک ،Z نرمال دوبعدی متغیر

ρS = (۶/π) arcsin(ρ/٢)

١Kruskal



٢٣ بیضی�گون توزیع .١.٢

می�دهند. ارائه بیضی�گون توزیع�های زیررده�های بعضی از را مفصل�هایی زیر، مثال�های آورد. دست به

می�دهد. نشان زیررده�ها از دسته این برای را چگالی مفصل تابع مختلف شکل�های ١.٢ شکل

با دومتغیره کاتز نوع متقارن توزیع طبق Z کنید فرض کاتز١. نوع متقارن توزیع�های .۵.١.٢ مثال

چگالی

g١(x١, x٢) =
srN/s(x٢١ + x٢٢ − ٢ρx١x٢)N−١

πΓ(N/s)(١ − ρ٢)N−١/٢ exp

−r

x٢١ + x٢٢ − ٢ρx١x٢
١ − ρ٢

s
صورت به کناری چگالی تابع و هستند آن پارامترهای N > ٠ و s > ٠ ،r > ٠ که باشد، شده توزیع

q١(x) =
٢srN/s

πΓ(N/s)

∫ ∞

٠
(t٢ + x٢)N−١ exp{−r(t٢ + x٢)s}dt

صورت به چگالی مفصل تابع بنابراین است.

c١(u, ν) =
g١(Q−١(u),Q−١(ν))

q١(Q−١(u)q١(Q−١(ν))

است. کناری تجمعی توزیع تابع همان Q−١(x) آن در که است،

داشته متقارن هفت نوع پیرسون توزیع Z اگر متقارن٢. هفت نوع پیرسون توزیع�های .۶.١.٢ مثال

صورت به آن چگالی باشد،

g٢(x, y) =
N − ١

πm
√
١ − ρ٢

{
١ + ١

m(١ − ρ٢)
(x٢ + y٢ − ٢ρxy)

}−N

آن�گاه، N = m/٢ + ١ اگر هستند. توزیع پارامترهای m > ٠ و N > ٠ آن در که است،

به Z کناری چگالی تابع بود. خواهد m آزادی درجه با دومتغیره تی توزیع ،Z ∼ Mt٢(m,٠,R)

صورت

Q٢(x) =
Γ(N − ١)√
πmΓ(N − ١)

∫ x

−∞
(١ + y٢/m)−(N−١/٢)dy

آن در که بود خواهد c٢(u, ν) = b٢(Q−١٢ (u),Q−١٢ (ν) برابر نیز مفصل چگالی است.

١Symmetric kotz type distribution
٢Symmetric bivariate pearson type VII distributions
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b٢(x, y) =
Γ(N − ١)Γ(N)
[Γ(N − ٢[(١/٢

(١ + x٢/m)(N−١/٢)(١ + y٢/m)(N−١/٢)√
١ − ρ١}٢ + ١/(m(١ − ρ٢))(x٢ + y٢ − ٢ρxy)}N

.

باشد، داشته متقارن دو نوع پیرسون توزیع Z اگر متقارن. دو نوع پیرسون توزیع�های .٧.١.٢ مثال

با است برابر آن چگالی

g٣(x, y) =


(m+١)

π
√

١−ρ٢

[
١ − x٢+y٢−٢ρxy

(١−ρ٢)

]m
(x, y)R−١(x, y)T ≤ ١

٠ (x, y)R−١(x, y)T > ١

صورت به Z کناری چگالی تابع و m ≥ −١

Γ(m + ٢)√
πΓ(m + ٣/٢)

∫ x

−١
(١ − y٢)(m+١/٢)dy, ∀ |x| ≤ ١.

آن در که بود خواهد c٣(u, υ) = b٣(Q−١٢ (u),Q−١٢ (υ)) برابر نیز مفصل چگالی است.

b٣(x, y) =
(m + ١)[Γ(m + ٢[(٣/٢

[Γ(m + ٢[(٢
[١ − (١)/١ − ρ٢))(x٢ + y٢ − ٢ρxy)]m√

١ − ρ١)٢ − x٢)m+١)١/٢ − y٢)m+١/٢
.

(ج) (ب) (الف)

توزیع (الف) .ρ = ٠٫ ١ ازای به دوبعدی بیضی�گون توزیع�های برای چگالی مفصل تابع :١.٢ شکل
m = −١٢ با دو نوع پیرسون توزیع (ج) m = ٢ با t-استیودنت توزیع (ب) نرمال

متا-بیضی�گون توزیع ٢.٢

ویژگی�های از برخی بررسی به بخش این در شدند. تعریف ١.٢ بخش در متا-بیضی�گون توزیع�های

مطالعه را ویژگی�ها دومتغیره متا-بیضی�گون توزیع�های برای ابتدا در می�شود. پرداخته توزیع این



٢۵ متا-بیضی�گون توزیع .٢.٢

X = (X١,X٢) ∼ کنید فرض می�دهیم. تعمیم چندمتغیره حالت�های برای را آن�ها سپس می�کنیم

صورت به چگالی دارای ME٠)٢,R, g; F١,F٢)

h(x١, x٢;ρ) = ϕ(Q−١g (F١(x١)),Q−١g (F٢(x٢));ρ) f١(x١) f٢(x٢), (۶.٢)

�است. شده تعریف (۴.٢) رابطه در ϕ آن در که است،

کندال همبستگی ضریب ١.٢.٢

بهتر است، پیچیده حدی تا بیضی�گون توزیع�های برای ρS اسپیرمن همبستگی ضریب بیان که آن�جایی از

بودن مثبت کل میانگین از معیار یک کندال τ واقع در کنیم. استفاده کندال τ همبستگی ضریب از است

است هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای ناهماهنگ و هماهنگ جفت�های احتمال�های بین تفاضل و

.(٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ

هم�توزیع و مستقل تصادفی بردارهای از جفت دو X j = (X١ j,X٢ j)T و Xi = (X١i,X٢i)T کنید فرض

صورت به X٢ و X١ کندال τ باشند.
τ = P[(X١i < X١ j,X٢i < X٢ j)(X١i > X١ j,X٢i > X٢ j)]

− P[(X١i < X١ j,X٢i > X٢ j)(X١i > X١ j,X٢i < X٢ j)]
(٧.٢)

می�شود. نوشته

با متا-بیضی�گون توزیع دارای X = (X١,X٢) کنید فرض (٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ .١.٢.٢ قضیه

صورت به X٢ و X١ کندال τ آن�گاه باشد. (۶.٢) چگالی

τ =
٢
π

arcsin(ρ)

ME٠)٢,R, g; F١,F٢) متا-بیضی�گون توزیع�های رده در و دارد بستگی ρ به فقط که می�شود تعریف

ناورداست.

τ(αx) = داریم α > ٠ تمام ازای به پس کنید. تعریف (٧.٢) رابطه راست طرف مانند را τ(x) برهان.

(١٩۵٨) کروسکال ادعای x ∈ EC٢(R) فرض می�شود، تعیین X مفصل توسط τ(x) که آنجایی از τ(x)

□ دارد. پی در را
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و F١(x١) کناری توزیع�های تمام برای آن�گاه ρ → −١ و ρ → +١ باشیم داشته ترتیب به اگر

ρ→ +١ که وقتی داشت. خواهیم را منفی کامل وابستگی و مثبت کامل وابستگی X٢ و X١ ،F٢(x٢)

H(x١, x٢) توأم توزیع بنابراین می�شود. متمرکز z١ = z٢ خط اصلی قطر روی ϕ تحت احتمال جرم تمام

تمام ρ → −١ که زمانی .H∗(x١, x٢) = min{F١(x١),F٢(x٢)} می�گیرد را فرچت بالای کران مقدار

کران مقدار H(x١, x٢) بنابراین می�شود. متمرکز z١ = −z٢ خط اصلی قطر روی ϕ تحت احتمال جرم

.(٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ H∗(x١, x٢) = max{٠,F١(x١) + F٢(x٢) − ١} می�گیرد را فرچت پایین

شرطی توزیع ٢.٢.٢

صورت به (؟؟) رابطه اساس بر X٢ = x٢ شرط به X١ شرطی چگالی

k(x١|x٢) = ϕ(Q−١g (F١(x١)),Q−١g (F٢(x٢));ρ) f١(x١)

صورت به نیز آن با متناظر شرطی توزیع بنابراین است.

K(x١|x٢) =
١
٢ + ξ

Q−١g (F٢(x٢)),
Q−١g (F١(x١)) − ρQ−١g (F٢(x٢))√

١ − ρ٢


آن در که است،

ξ(a, b) =

∫ b

٠ g(y٢ + a٢)dy∫ ∞
٠ g(y٢ + a٢)dy

.(٢٠٠٢ همکاران، و (فنگ

چندمتغیره حالت ٣.٢.٢

،١.٢.٢ قضیه طبق باشد. (١.٢) چگالی با متا-بیضی�گون توزیع Xدارای = (X١, · · · ,Xn)T فرضکنید

صورت به X j و Xi بین کندال τ همبستگی ضریب

τi j =
٢
π

arcsin(ρi j), i , j, i, j = ١,٢, · · · ,n



٢٧ متا-بیضی�گون توزیع .٢.٢

وابسته (Xi,X j) متغیرهای i , j به�جز ،X j و Xi متغیرهای همه ثابت مقادیر برای بنابراین است.

.ρi j ≤ ٠ اگر هستند منفی٢ وابسته و ρi j ≥ ٠ اگر هستند مثبت١

k١(x١|x٠) = و X١, · · · ,Xi−١ شرط به Xi شرطی چگالی نشان�دهنده ki(xi|x١, · · · xi−١) کنید فرض

صورت به X توأم چگالی بنابراین باشد. X١ کناری چگالی نشان�دهنده f١(x١)

h(x١, · · · , xn) =
n∏

i=١
ki(xi|x١, · · · xi−١)

gi(z١, · · · , zi) با برابر آن کناریi-بعدی چگالی Zو ∼ ECn(٠,R, g) فرضکنید همچنین می�شود. نوشته

می�دهیم قرار باشد.

ϕi(z١, · · · , zi) = gi(z١, · · · , zi)/
i∏

j=١
qg(z j).

داریم بنابراین

ki(xi|x١, · · · xi−١) = ϕi(Q−١g (F١(x١)), · · · ,Q−١g (Fi(xi))) fi(xi).

ϕi(Q−١g (F١(x١)), · · · ,Q−١g (Fi(xi)))پس هستند، بیضی�گون توزیع دارای کناری�هایi-بعدی که آن�جا از

همکاران، و (فنگ می�شود گرفته نظر در i-بعدی متا-بیضی�گون توزیع�های برای وزن�دار چگالی تابع

.(٢٠٠٢

t-استیودنت توزیع و چگالی تابع Qm(x) و qm(x) فرضکنید چندمتغیره. متقارن تی توزیع .٢.٢.٢ مثال

چگالی تابع دارای X اگر باشد. -nبعدی تصادفی بردار X = (X١, · · · ,Xn) و باشند m آزای درجه با

توأم

f (x١, · · · , xn) = ϕ(Q−١(Qm١(x١)), · · · ,Q−١(Qm١(xn)); R).
n∏

i=١
qm١(xi)

آن در که باشد،
١Positively dependent
٢Negatively dependent



متا-بیضی�گون های توزیع با آشنایی .٢ ٢٨

ϕ(y١, · · · , yn) =
Γ((m + n)/٢)[Γ(m/٢)]n−١

[Γ((m + ٢/(١)]n |R|−١/٢
(
١ + y′R−١y

m

)−m+n
٢

∏n
i=١

(
١+

y٢i
m

) m+١
٢

است (m; m١, · · · ,mn) آزادی درجه�های با متقارن n-بعدی t-استیودنت توزیع دارای X �گوییم آن�گاه

می�شود. داده نشان x ∼ AMtn(m; m١, · · · ,mn;٠,R) صورت به و

یکسان مفصل�های دارای Mtn(m;٠,R) و AMtn(m; m١, · · · ,mn;٠,R) که است این جالب نکته

دارای X آن�گاه mi = m اگر هستند. متفاوت آزادی درجه�های با تی توزیع دارای X کناری�های هستند.

تی توزیع مختلف چگالی�های ٢.٢ شکل بود. خواهد m آزادی درجه� با n-بعدی t-استیودنت توزیع

می�دهد. نشان مختلف همبستگی ضرایب و آزادی درجه�های ازای به را متقارن n-بعدی

(ب) (الف)

(د) (ج)

(ب) .AMt(٠;١٠,١٠;٢) (الف) متقارن دومتغیره تی توزیع چگالی تابع تراز نمودار :٢.٢ شکل
.AMt(٠٫;١٠,١٠;٢ ٩) (د) .AMt(٠٫;١٠,١٠;٢ ۵) (ج) .AMt(٠;١٠,٢;٢)



٢٩ متا-بیضی�گون توزیع .٢.٢

روش از استفاده با می�توانند چندمدی متا-بیضی�گون توزیع�های برخی چندمدی: توزیع .٣.٢.٢ مثال

مثال در شده داده چگالی مفصل با (X,Y) متا-بیضی�گون توزیع مثال، عنوان به شوند. ساخته مفصل

بگیرید. نظر در N = m = ٢ برای را ۶.١.٢

چگالی تابع با آمیخته وایبول توزیع طبق X اگر (i)

f (x) =
٣
٢x٢ exp{−x٣}I{x>٠} +

۵
٢{x − ١

۴} exp{−(x − ١)۵}I{x>١}

خواهد دومدی متا-بیضی�گون توزیع دارای (X,Y) آن�گاه باشد Beta(٢,٢) بتا متقارن توزیع دارای Y و

(الف)). ٣.٢ (شکل بود

چگالی تابع با آمیخته بتا توزیع دارای Y و آمیخته وایبول توزیع دارای X اگر (ii)

g(y) = ٣y(١ − y)I{٠<y<١} + ٣(y − ٢)(١ − y)I{١<y<٢}

(ب)). ٣.٢ (شکل بود خواهد چهارمدی متا-بیضی�گون توزیع دارای (X,Y) آن�گاه باشد،

(ب) (الف)

تی توزیع برای چارچوب مشخص. کناری چگالی با (X,Y) دومتغیره متا-بیضی�گون چگالی :٣.٢ شکل
.Y ∼ Beta(٢,٢) ،X ∼ ١

٢W(٣,٠,١) + ١
٢W(۵,١,١)-الف .ρ = ٠٫ ١ و دو آزادی درجه با دوبعدی

.Y ∼ ١
٢Beta(٠;٢,٢) + ١

٢Beta(١;٢,٢) ،X ∼ ١
٢W(٣,٠,١) + ١

٢W(۵,١,١) ب-

برآورد پرداخت. خواهیم توزیع این وابستگی ساختار و متا-تی توزیع تعریف به بعدی فصل در

در شد. خواهد بیان درستنمایی ماکسیمم روش به تی مفصل تابع بر مبتنی توزیع این پارامترهای



متا-بیضی�گون های توزیع با آشنایی .٢ ٣٠

درستنمایی ماکسیمم برآورد همین�طور و چوله تی مفصل چندمتغیره، چوله تی توزیع بعدی فصل پایان

شده�اند. آورده چوله تی مفصل از استفاده با توزیع پارامترهای



٣ فصل

تی مفصل و متا-تی توزیع با آشنایی

تعریف هستند ناوردا یکنوا، تبدیلات تحت که چندمتغیره توزیع�های وابستگی ساختار عنوان به مفصل�ها

انعطاف�پذیر و عمومی چندمتغیره توزیع�های ساخت برای مفصل توابع ویژگی این از بنابراین شده�اند.

�است. شده استفاده

آن مفصل و چندمتغیره تی توزیع ١.٣

میانگین بردار ،ν آزادی درجه با چندمتغیره تی توزیع دارای X = (X١, · · · ,Xd) d-بعدی تصادفی بردار

چگالی تابع دارای اگر است Σماتریس و µ

f (x) =
Γ( ν+d

٢ )

Γ( ν٢ )
√

(πν)d|Σ|

(
١ +

(x − µ)TΣ−١(x − µ)
ν

)− ν+d
٢

می�شود. داده نمایش X ∼ td(ν, µ,Σ) صورت به و باشد

تی مفصل ١.١.٣

طبق است. یکنواخت کناری توزیع�های با [٠,١]d روی d-بعدی توزیع تابع یک C d-بعدی مفصل

نوشت می�توان F١, · · · ,Fd کناری�های و F توزیع تابع هر برای اسکلار قضیه

F(x١, · · · , xd) = C(F١(x١), · · · ,Fd(xd)). (١.٣)

٣١



تی مفصل و متا-تی توزیع با آشنایی .٣ ٣٢

به و باشند پیوسته مطلقاً مربوطه کناری توابع اگر بود خواهد فرد به منحصر [٠,١]d روی C مفصل تابع

تابع و دهد پیوند را F١, · · · ,Fd متغیره تک کناری�های از مجموعه�ای هر می�تواند C مفصل هر عکس

بسازد. را F چندمتغیره توزیع

در صعودی اکیداً و پیوسته کناری توابع با را X = (X١, · · · ,Xd) تصادفی بردار پایان�نامه این در

صورت به را (١.٣) رابطه می�توان پس می�گیریم. نظر

C(u) = C(u١, · · · ,ud) = F(F−١١ (u١), · · · ,F−١d (ud)) (٢.٣)

حقیقت در می�کند. حفظ کناری توزیع�های استانداردسازی طی را خود بودن ناوردا مفصل تابع نوشت.

این به این می�کنند. حفظ را خود بودن ناوردا X تصادفی بردار مؤلفه�های صعودی اکیداً تبدیل هر تحت

همبستگی ماتریس R آن در که است یکسان td(ν,٠,R) مفصل با td(ν, µ,Σ) مفصل که است معنی

صورت به فرد به منحصر مفصل می�شود. تعیین Σ پراکندگی٢ ماتریس توسط که است ضمنی١

Ct
ν,R(u) =

∫ t−١ν (u١)

−∞
· · ·

∫ t−١ν (ud)

−∞

Γ( ν+d
٢ )

Γ( ν٢)
√

(πν)d|R|

(
١ + (x)TR−١(x)

ν

)− ν+d
٢

dx

اعضای ρ آن در که می�شود داده نمایش Ct
ν,ρ صورت به سادگی برای دوبعدی حالت در می�شود. داده

مفصل است، شده استخراج چندمتغیره نرمال توزیع تابع از که مفصلی است. R ماتریس قطر از خارج

،ν→∞ که وقتی تی مفصل حد عنوان به می�توان را CGa
R می�شود. داده نشان CGa

R با و دارد نام گاوسی

(٢.٣) رابطه از سادگی به که شود واقع مفید می�تواند تی مفصل چگالی برآورد، انجام برای گرفت. نظر در

صورت به

ct
ν,R(u) =

fν,R(t−١ν (u١), · · · , t−١ν (ud))∏d
i=١ fν(t−١ν (ui))

, u ∈ (٠,١)d

آزادی درجه با تک�متغیره استاندارد تی توزیع چگالی fν(·) و توأم چگالی fν,R آن در که می�آید، دست به

هستند. ν

١Correlation matrix implied
٢Dispension matrix



٣٣ تی مفصل ویژگی�های .٢.٣

متا-تی توزیع ٢.١.٣

دارای توزیع این حالت، ساده�ترین در است. چندمتغیره تی توزیع از انعطاف�پذیری تعمیم متا-تی توزیع

می�شود. تعریف تی مفصل توسط آن وابستگی ساختار و است ν آزادی درجه با تک�متغیره تی کناری توابع

ν یکسان آزادی درجه�های با تی تک�متغیره کناری�های و Ct
ν,ρ تی مفصل دارای X تصادفی بردار اگر

(١.٣) رابطه از ما اگر حال این با بود. خواهد ν آزادی درجه با چندمتغیره تی توزیع دارای آن�گاه باشد،

چندمتغیره توزیع تابع کنیم، استفاده تی مفصل در تک�متغیره توزیع توابع از دیگر مجموعه هر ترکیب برای

است. شده نامیده متا-تی توزیع تابع همان که آورد خواهیم دست به را F

تی مفصل ویژگی�های ٢.٣

مفصل و صعودی اکیداً و پیوسته کناری توابع با (X١,X٢) دوبعدی تصادفی بردار بررسی به بخش این در

می�پردازیم. یکتا

دنباله�ای وابستگی ضریب ١.٢.٣

دومتغیره توزیع�های دنباله�های در را وابستگی سنجش مجانبی معیارهای دنباله�ای، وابستگی ضرایب

و X١ بالایی دنباله�ای وابستگی ضریب آمده هم اول فصل در که طور همان بخشیده�اند. بهبود (X١,X٢)

صورت به X٢

λu = lim
q→١

P(X٢ > F(−١)
٢ (q)|X١ > F(−١)

١ (q))

صورت به پایینی دنباله�ای وابستگی ضریب و است

λl = lim
q→٠

P(X٢ ≤ F(−١)
٢ (q)|X١ ≤ F(−١)

١ (q)).

روابط توسط مفصل، تابع پایه بر ضرایب این

λu = lim
q→١−

C̄(q, q)
١ − q

λl = lim
q→٠+

C(q, q)
q



تی مفصل و متا-تی توزیع با آشنایی .٣ ٣۴

این متقارن بیضی�گون توزیع در است. C̄(q, q) = ١ − ٢q + C(q, q) آن در که می�شوند، داده نشان

مفصل برای .(٢٠٠۴ مک�نیل، و (دی�مارتا می�شوند داده نشان λ با فقط و منطبقند هم بر ضریب دو

مک�نیل، و (دی�مارتا است مثبت مقداری دارای تی مفصل برای و است صفر با برابر ضریب این گاوسی

.(٢٠٠۴

صورت به تی مفصل برای دنباله�ای وابستگی ضریب محاسبه

λ = ٢tν+١(−
√
ν + ١

√
١ − ρ/

√
١ + ρ)

است. R ماتریس قطر از خارج اعضای ρ و ساده بسیار آن محاسبه که است

.(٢٠٠۴ مک�نیل، و (دی�مارتا است آمده ١.٢.٣ جدول در تی مفصل برای دنباله�ای وابستگی ضرایب

دنباله�هاست. در مجانبی وابستگی دارای تی مفصل ضرایب، صفر و منفی مقادیر برای حتی که می�بینیم

.ρ و ν مختلف مقادیر ازای به تی مفصل دنباله�ای وابستگی ضریب :١.٣ جدول

١ ٠/٩ ٠/۵ ٠ -٠/۵ ρ/ν

١ ٠/٧٢ ٠/٣٩ ٠/١٨ ٠/٠۶ ٢
١ ٠/۶٣ ٠/٢۵ ٠/٠٨ ٠/٠١ ۴
١ ٠/۴۶ ٠/٠٨ ٠/٠١ ٠/٠ ١٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ∞

تی مفصل برآورد ٣.٣

پارامترهای تولید داده�ها نامعلوم کناری توزیع�های باشد، ما اصلی هدف مفصل پارامترهای برآورد وقتی

که شود توجه شوند. برآورد کناری توزیع�های پارامترهای ابتدا در باید صورت این در که می�کنند مزاحم١

بخش در می�شود. نوشته Xi, j صورت به i-ام بردار از داده -امین j و هستند X١, · · · ,Xn داده بردارهای

کنیم. برآورد را مفصل پارامترهای می�خواهیم و هستند متا-تی توزیع از داده�ها که می�کنیم فرض ١.٣.٣

مناسب کناری توزیع�های برازش داد: انجام روش سه با می�توان را کناری مدل�سازی کلی طور به

توزیع توابع از استفاده با کناری�ها توزیع�های ناپارامتری مدل�سازی آن�ها؛ پارامترهای برآورد و داده�ها به

١Nuisance parameter



٣۵ تی مفصل برآورد .٣.٣

ناپارامتری. و پارامتری روش�های پیوند از استفاده با تجربی؛

درستنمایی١ ماکسیمم برآورد ١.٣.٣

ماکسیمم روش از می�توان شده�اند. برآورد بالا روش�های از یکی توسط کناری توزیع توابع کنید فرض

مفصل چگالی می�توان (١.٣) رابطه از کرد. استفاده تی مفصل R و ν پارامترهای برآورد برای درستنمایی

صورت به را تی

c(u١, · · · ,ud) =
∂dC(u١, · · · ,ud)
∂u١ · · · ∂ud

=
∂F(F−١١ (u١), · · · , F−١d (ud))

∂u١ · · · ∂ud
=

f (F−١١ (u١), · · · ,F−١d (ud))

f١(F−١١ (u١)) · · · fd(F−١١ (ud))
(٣.٣)

می�گیریم. نظر در را F j(·) کناری توزیع توابع و C(·, · · · ;θ٢) مفصل پارامتری رده حال آورد. دست به

توسط نامعلوم پارامترهای تمام بردار بنابراین باشد. مفصل پارامتر θ٢ و F j(·) پارامتر θ j می�کنیم فرض

می�شود. داده نشان است، کناری پارامترهای بردار θ١ = (θ١, · · · , θd)T آن در که θ = (θT
١ ,θ

T
٢)T بردار

صورت به را چگالی می�توان (٣.٣) رابطه از استفاده با

f (x١, · · · , xd;θ) = c(F١(x١;θ١), · · · ,Fd(xd;θd);θ٢)
d∏

j=١
f j(x j;θ j). (۴.٣)

از است عبارت ،x = (x١, · · · , xn)T ∈ Rn×d نمونه از حاصل درستنمایی لگاریتم تابع نوشت.

ℓ(θ; x) =
n∑

i=١
ln[c(F١(xi١;θ١), · · · , Fd(xid;θd);θ٢)] +

n∑
i=١

d∑
j=١

ln f j(xi j;θ j)

.x j = (x١ j, · · · , xnj) داریم j = ١, · · · , d هر برای که

کناری توزیع تابع d و تی مفصل یک پیوند با را d-متغیره متا-تی توزیع می�توان (۴.٣) رابطه پیرو

تی توزیع tν,R و ν > ١ آزادی درجه با تک�متغیره تی توزیع tν(·) کنید فرض کرد. تولید دلخواه تک�متغیره

R = (ρi j)١≤i, j≥d مثبت همیشه و d×d متقارن پراکنش ماتریس و ν > ١ آزادی درجه با مرکزی d-متغیره

صورت به احتمال چگالی توابع باشند. −١ < ρi j < ١ درایه�ها بقیه و واحد قطری درایه�های با

f (x; ν) =
Γ(ν+١٢ )
√
νπΓ( ν٢)

(
١ + x٢

ν

)− ν+١٢
است. شده اقتباس (٢٠١١) همکاران و مین مقاله از بخش این ١مطالب
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و

f (x; ν,R) =
Γ( ν+d

٢ )

(νπ)
d
٢Γ( ν٢ )

|R|−١٢
(
١ + ١
ν
xTR−١x

)− ν+d
٢

داریم (٣.٣) رابطه از بود. خواهند

c(u; ν,R) =
f (F−١١ (u١; ν), · · · ,F−١d (ud; ν))∏d

j=١ f (F−١١ (u j; ν)
=
Γ(ν+d

٢ )Γ( ν٢)d−١
(
١ + ١

νzTR−١z
)− ν+d

٢

Γ(ν+١٢ )d|R|−١٢ ∏n
j=١

(
١ +

Z٢
J

ν

)− ν+١٢

درجه با تک�متغیره تی توزیع چندک تابع F−١(.; ν) و z = (z١, · · · , zd)T ،z j = F−١(u j; ν) این�جا در

آن�گاه باشد، tν,R توزیع مفصل Cd(u; ν,R) و X ∼ tν,R اگر که داشت توجه باید است. ν آزادی

همکاران، و (مین j = ١, · · · , d هر ازای به Uj = F(Xj; νj) با U = (U١, · · · ,Ud) ∼ Cd(u; ν,R)

.(٢٠١١

در Cd(u; ν,R) تی مفصل توسط tν١ , · · · , tνd کناری�های با d-بعدی متا-تی توزیع یک توزیع تابع

آن در که می�شود، داده نمایش MTd(θ) با و می�آید دست به u = (F(x١; ν١), · · · ,F(xd; νd))T

هستند. R ماتریس پایینی مثلث درایه�های ρ اعضای .θ = (ν١, · · · , νd, ν,ρT)T ∈ R d٢+d
٢ +١

صورت به را X = (X١, · · · ,Xd) ∼MTd(θ) چگالی تابع می�توان (۴.٣) رابطه از استفاده با

h(x;θ) = c(F(x١; ν١), · · · ,F(xd; νd); ν,R)
d∏

j=١
f (x j; ν j)

=
Γ( ν+d

٢ )Γ( ν٢ )d−١
(
١ + ١

νztR−١z
)− ν+d

٢

Γ(ν+١٢ )d|R|−١٢ ∏d
j=١

(
١ +

z٢J
ν

)− ν+١٢
d∏

j=١

Γ(
ν j+١
٢ )

√
ν jπΓ(

ν j

٢ )

١ + x٢j
ν j


−
ν j+١
٢

.Z = (F−١(F(x١; ν١), · · · , F−١(F(xd; νd); ν))T آن در که کرد، بیان

داریم i = ١, · · · ,n هر ازای به و x = (x١, · · · , xn)T ∈ Rn×d هم�توزیع و مستقل مشاهده n برای

از است عبارت درستنمایی لگاریتم تابع ،xi = (xi١, · · · , xid)T ∼MTd(θ)
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ℓ(θ; x) =
n∑

i=١
ln c(F١(xi١; ν١), · · · ,Fd(xid; νd); ν,R) +

n∑
i=١

d∑
j=١

ln f j(xi j; ν j)

= n lnΓ(
ν + d
٢ ) + n(d − ١) ln Γ(

ν
٢ ) − nd ln Γ(

ν + ١
٢ ) − n

٢ ln (|R|)

− ν + d
٢

n∑
i=١

ln
(
١ +

zT
i R−١zi

ν

)
+
ν + ١
٢

n∑
i=١

d∑
j=١

ln
(
١ +

zi j٢

ν

)

+

d∑
j=١

(
n ln Γ(

ν j + ١
٢ ) − n

٢ ln(ν jπ) − n ln Γ(
ν j

٢ ) − (
ν j + ١
٢ ) ln

(
١ +

xi j٢

ν j

))
.

(۵.٣)

متفاوت آزادی درجه�های و ρ = ٠٫ ٨ ازای به دومتغیره متا-تی توزیع چگالی تابع تراز نمودار :١.٣ شکل

درستنمایی ماکسیمم برآورد روش�های ٢.٣.٣

انجام اجرا در اغلب مفصل بر مبتنی چندمتغیره توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد در

مانند عددی الگوریتم�های از می�توان بهینه�سازی، مشکل این بر غلبه برای می�شود. سخت محاسبات



تی مفصل و متا-تی توزیع با آشنایی .٣ ٣٨

همکاران٣ و سانگ کرد. استفاده امیدریاضی٢ ماکسیمم�سازی الگوریتم و نیوتن-رافسون١ الگوریتم

را روش این ساختند. درستنمایی ماکسیمم برآورد کردن پیدا برای ثابت نقطه الگوریتم یک (٢٠٠۵)

می�کند. تجزیه بخش دو به را درستنمایی لگاریتم تابع که نامیدند ۴ بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی

است، برابر کار مدل خطای با که دوم بخش و می�شود بهینه راحتی به و دارد نام کار۵ مدل اول بخش

تجزیه بخش دو به طبیعی طور به درستنمایی لگاریتم مفصل، بر مبتنی مدل�های در دارد. نام خطا۶ مدل

است. مناسب بسیار مدل�ها این برای بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی روش بنابراین می�شود.

است. مفصل پارامترهای و کناری پارامترهای شامل خطا مدل و کناری پارامترهای شامل کار مدل

دادند ارائه را بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی روش (٢٠٠۵) همکاران و سانگ که زمانی از

مدل�های برای روش این از (٢٠٠٩) لاگر٧ و لیو کردند. بررسی را روش این متعدد کاربردهای محققان

مبتنی استنباط که را خود الگوریتم اجرای آن�ها کردند. استفاده گاوسی مفصل بر مبتنی مفصل-گارچ٨

مبتنی استنباط راهبرد که دادند نشان و کردند مقایسه دیگر الگوریتم�های با نامیدند ٩ کناری توزیع�های بر

از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم از که زمانی مفصل-گارچ کردن برآورد برای کناری توزیع�های بر

با ماکسیمم�سازی الگوریتم (٢٠٠٧) همکاران و سانگ این بر علاوه یابد. بهبود می�تواند بخش�بندی

کردند. بررسی چندمتغیره تی خطای توزیع با را آمیخته١٠ اثرهای با مدل�های در را بخش�بندی از استفاده

اثرهای با مدل�های پارامترهای برآورد برای را بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم آن�ها

برآورد مختلف روش�های معرفی به بخش این در دادند. پیشنهاد بالا بعد در چه و پایین بعد در چه آمیخته

می�پردازیم. متا-تی توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم

١١(DIR) مستقیم ماکسیمم�سازی روش (١

١Newton-Raphson
٢Expectation maximization
٣ Song, Fan and Kalbfleisch
۴Maximization by parts
۵ Working model
۶Error model
٧ Liu and Luger
٨Copula-GARCH
٩Inference for margins

١٠Mixed-effects models
١١Direct maximization
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در شده داده ℓ(θ; x) درستنمایی لگاریتم و x ∈ R(n×d) داده�های و θ ∈ Rp پارامترها بردار کنید فرض

مستقیم ماکسیمم�سازی روش درستنمایی ماکسیمم برآورد برای استاندارد روش یک باشند. (۵.٣) رابطه

که می�دهیم انجام θ به نسبت درستنمایی تابع از p-بعدی ماکسیمم�سازی یک روش این در است.

واقع در است. p = d٢+d
٢ + ١

θ̂ = arg max ℓ(θ; x).

مسائل حل برای هسیان ماتریس زدن تقریب مانند عددی روش�های از (١٩٩۴) همکاران١ و لو

سختی به محاسبات بالا بعدهای در و نیستند پایدار اغلب الگوریتم�ها این کردند. استفاده بهینه�سازی

می�شود. انجام

(IFM) کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش (٢

کناری بخش دو به (۵.٣) رابطه درستنمایی تابع افراز از کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش

کناری مدل اول مرحله در می�شود. انجام مرحله دو در سازی ماکسیمم که می�آید دست به مفصل و

کناری پارامترهای به توجه با مفصل مدل دوم مرحله در و می�شود ماکسیمم کناری پارامترهای به نسبت

کنید فرض دقیق�تر، طور به می�شود. ماکسیمم مفصل پارامترهای به نسبت اول، مرحله در شده برآورد

کناری توزیع d پارامترهای θ١ = (ν١, · · · , νd)T ∈ Rd آن در که باشد پارامترها بردار θ = (θT
١ ,θ

T
٢)T

صورت به (۵.٣) رابطه افراز هستند. مفصل پارامترهای θ٢ = (ν,ρT)T ∈ R(d٢−d)/١+٢ و

ℓ(θ; x) = ℓm(θ١; x) + ℓc(θ١,θ٢; x)

آن در که است،

ℓm(θ١; x) =
n∑

i=١

d∑
j=١

ln f (xi j; ν j) (۶.٣)

ℓc(θ١,θ٢; x) =
n∑

i=١
lnc(F١(xi١; ν١), · · · , Fd(xid; νd); ν,R) (٧.٣)

است زیر شکل به خلاصه طور به کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش مراحل

بیابید زیر رابطه از را θ̂١ مقدار اول: مرحله

θ̂١ = arg max ℓm(θ١; x)

١ Lu, Nocedal, Zhu and Byrd
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بیابید زیر رابطه از را θ̂٢ مقدار دوم: مرحله

θ̂٢ = arg max ℓc(θ̂١,θ٢; x)

داد بهبود شرط�ها برخی گذاشتن با را کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش (٢٠٠۵) جو١ است.

نرمال مجانبی طور به و سازگار کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش برآوردگرهای که داد نشان و

در که است این یابد کاهش آن کارایی می�شود باعث که روش این ضعف بزرگ�ترین حال این با هستند.

نمی�شود. گرفته نظر در کناری توزیع�های بین وابستگی یک مرحله برآورد

(MBP) بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی روش (٣

همکاران و سانگ توسط بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی ثابت نقطه مرحله�ای چند الگوریتم

از استفاده با را کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط برآوردگرهای روش، این شد. داده پیشنهاد (٢٠٠۵)

در و می�دهد کاهش را مستقیم ماکسیمم�سازی در بالا بعدهای به مربوط مشکلات می�دهد، بهبود تکرار

می�کند. فراهم درستنمایی ماکسیمم برآورد تعیین برای امیدوارکننده جایگزین روش یک نهایت

تجزیه به کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش مانند نیز بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی روش

در موجود پارامترهای تمام شامل خطا مدل دارد. نیاز خطا مدل و کار مدل بخش دو به درستنمایی تابع

متا- توزیع برای پارامترهاست. از بخشی شامل تنها کار مدل که حالی در است درستنمایی تابع لگاریتم

نشان�دهنده ترتیب به (٧.٣) و (۶.٣) روابط و است شده آورده (۵.٣) رابطه در طبیعی طور به تجزیه تی،

برقراری بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی رهیافت در اصلی .هدف هستند خطا مدل و کار مدل

ماکسیمم�سازی روش همگرایی که دادند نشان (٢٠٠۵) همکاران و سانگ است. اطلاعات٢ تسلط شرط

مستقل انتخاب یک دارد. بستگی خطا مدل و کار مدل انتخاب به شدت به بخش�بندی از استفاده با

شکست به است ممکن است تک�متغیره کناری توزیع�های شامل فقط که (۶.٣) رابطه مانند کار مدل

نمی�دهد. وابستگی درباره اطلاعاتی که زیرا شود منجر بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم

برخی که کنیم اضافه مستقل کار مدل به اطلاعات سری یک تا داریم نیاز همگرایی به دستیابی منظور به

(۵.٣) رابطه درستنمایی تابع بنابراین آورد. حساب به نیز را کناری توزیع�های بین وابستگی درجه�های از

١Joe
٢Information dominance
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صورت به را است متا-تی توزیع برای که

ℓ(θ; x) = ℓw(θ١;θ٢,٠; x) + ℓe(θ١,θ٢;θ٢,٠; x) (٨.٣)

آن در که می�کنیم، تجزیه

ℓw(θ١;θ٢,٠; x) = ℓm(θ١; x) + ℓc(θ١,θ٢,٠; x)

ℓe(θ١;θ٢;θ٢,٠; x) = ℓc(θ١,θ٢; x) − ℓc(θ١;θ٢,٠; x)

در درستنمایی لگاریتم تجزیه طبق معادله�ها هستند. θ٢,٠ = (ν٠,R٠) مفصل معلوم پارامترهای برای

صورت به (٨.٣) رابطه
∂
∂θ
ℓ(θ; x) =

 ∂
∂θ١
ℓw(θ١;θ٢,٠; x) + ∂

∂θ١
ℓe(θ١,θ٢;θ٢,٠; x)

∂
∂θ٢
ℓe(θ١,θ٢;θ٢,٠; x)

 = ٠

همکاران و سانگ از (MBP − SFK) بخش�بندی، از استفاده با ماکسیمم�سازی اصلی الگوریتم هستند.

شکل به MBP-SFK ٠ برای می�توان را (٢٠٠۵)

θ̂
٠
١ −→

∂
∂θ١
ℓw(θ١;θ٢,٠; x) = ٠.

θ̂٠٢ −→
∂
∂θ٢
ℓe(θ̂

٠
١,θ٢;θ٢,٠; x) = ٠

صورت به MBP-SFK k ،k = ١,٢, · · · برای و

θ̂
k
١ −→

∂
∂θ١
ℓw(θ١;θ٢,٠; x) = − ∂

∂θ٢
ℓe(θ̂

k−١
١ , θ̂

k−١
٢ ;θ٢,٠; x)

θ̂
k
٢ −→ ℓe(θ̂

k−١
١ ,θ٢;θ٢,٠; x) = ٠

از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم k = ١,٢, · · · با MBP − SFK k هر برای کرد. فرمول�بندی

می��کند. استفاده قبلی مرحله برآوردهای از جاری مرحله خطا مدل و کار مدل برآورد برای بخش�بندی

در θ̂١ = (θ̂
١
١, θ̂

١
٢) برآوردهای سازگاری (٢٠٠۵) همکاران و سانگ ١ قضیه از نظم پذیره�های طبق

باشد، سازگار θ̂١ = (θ̂١١, θ̂
١
٢) اگر این بر علاوه می�کند. پیروی θ̂٠ = (θ̂

٠
١, θ̂

٠
٢) سازگاری از یک مرحله

استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم در است. سازگار k = ٢,٣, · · · ازای به نیز θ̂k
= (θ̂k

١
, θ̂٢

k
) آن�گاه

پارامتر برای یعنی باشد برقرار اطلاعات غلبه شرط اگر یافت خواهیم دست اصلی هدف به بخش�بندی از
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برقرار هستند ϵe = −١
n E[ ∂

٢

∂θ٢
ℓe] و ϵw = −١

n E[ ∂
٢

∂θ٢
ℓw] آن در که ∥ϵ−١w ϵe∥ < ١ رابطه θ٠ واقعی

بودن نرمال است. غالب خطا مدل اطلاعات بر کار مدل اطلاعات که می�کند تضمین شرط این باشد.

شرط اگر علاوه به می�کند. پیروی (٢٠٠۵) همکاران و سانگ ٣ قضیه از ثابت k هر برای θ̂k مجانبی

کوواریانس ماتریس به k −→ ∞ که زمانی θ̂k مجانبی کوواریانس ماتریس باشد برقرار اطلاعات غلبه

بود. خواهد همگرا MLE θ̂ مجانبی

(٢٠٠۵) همکاران سانگو اصلی بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم در معادله�ها کردن حل

بنابراین است. نامعلوم پارامترهای به نسبت درستنمایی لگاریتم تابع جزئی مشتق اول مرتبه تعیین شامل

استنباط و مستقیم ماکسیمم�سازی روش�های زیر در است. لازم زیادی زمان معادله�ها عددی حل برای

در باید که کردیم ترکیب هم با مستقیم مینیمم�سازی روش یک از استفاده با را کناری توزیع�های بر مبتنی

مفصل معلوم پارامترهای این بر علاوه کرد. حل بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی روش تکرار هر

برای را θ٢,٠ ناسازوار روش می�کنیم. انتخاب ناسازوار٢ و سازوار١ راه دو برای را θ٢,٠ = (ν٠,R٠)

دو ساختار می�دهد. تغییر را θ٢,٠ تکرار هر در سازوار روش که حالی در می�دارد، نگه ثابت تکرارها تمام

است: آمده زیر در بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم روش

و می�شوند تولید کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش از استفاده با اولیه مقادیر اول مرحله در

θ̂
٠
١ = arg max ℓm(θ١; x)

θ̂
٠
٢ = arg max ℓc(θ̂٠١,θ٢; x)

داریم k = ١,٢, · · · مرحله هر برای و

θ̂
k
١ = arg max ℓm(θ١;θ٢,٠; x)

θ̂
k
٢ = arg max ℓc(θ̂k

١,θ٢; x)

.θ٠٢ = θ̂
k−١
٢ سازوار روش در و θ٢,٠ = θ̂

٠
٢ ناسازوار روش در که

از استفاده با ماکسیمم�سازی اصلی روش MBP − SFK ٠ در معادله�ها کردن حل جای به که کنید توجه

١Adaptive
٢Non-adaptive
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مراحل از صفر مرحله در اولیه مقادیر تولید برای کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش از بخش�بندی،

توزیع�های بر مبتنی استنباط روش برآوردهای کردیم. استفاده بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی

بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی الگوریتم برای مناسبی آغازگر مقادیر و هستند سازگار کناری

روش به θ̂k حل راه (٢٠٠۵) همکاران و سانگ ٣ قضیه در شده داده نظم پذیره�های طبق می�کنند. فراهم

کلی طور به می�آید. دست به را MBP − SFK k از معادله�ها حل از k مرحله در سازوار

∂
∂θ١
ℓw(θ١;θ٢,٠; x) = − ∂

∂θ١
ℓe(θ̂

k−١
١ ; θ̂

k−١
٢ ;θ٢,٠; x)

= −
(
∂
∂θ١
ℓc(θ̂

k−١
١ ; θ̂

k−١
٢ ; x) − ∂

∂θ١
ℓc(θ̂

k−١
١ ; θ̂

k−١
٢ ; x)

)
= ٠

∂
∂θ٢
ℓe(θ̂

k−١
١ ;θ٢;θ٢,٠; x) =

∂
∂θ٢
ℓc(θ̂

k
١;θ٢; x) = ٠

معادله�های حل راه با θ̂١ حل راه ناسازوار روش در است. سازگار سازوار روش در θ̂k حل راه بنابراین

است یکسان زیر

∂
∂θ١
ℓm(θ١; x) +

∂
∂θ١
ℓc(θ١;θ٢;θ٠١; x) = ٠

∂
∂θ٢
ℓc(θ̂

١
١;θ٢; x) = ٠

روش در که آن�جایی از است. سازگار برآوردگر یک (٢٠٠۵) همکاران و سانگ ١ قضیه طبق بنابراین

می�توانیم است کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط روش در θ̂٠٢ برآوردگر برابر و ثابت θ٢,٠ ناسازوار

کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط حل راه کارایی عمل این کنیم. اعمال را اول مرحله تغییرات فقط

درستنمایی ماکسیمم برآورد حل راه یک نمی�تواند سازوار روش مانند حال این با می�دهد، افزایش را

بر مبتنی مفصل-گارچ دومتغیره مدل�های برای (٢٠٠٩) لاگر و لیو توسط روش این دهد. ارائه را کامل

شده١ اصلاح کناری توزیع�های بر مبتنی استنباط را روش این آن�ها است. شده پیشنهاد گاوسی مفصل

ارائه بخش�بندی از استفاده با ماکسیمم�سازی روش�های و آن�ها روش میان تفاوت بزرگترین نامیدند.

مستقیم ماکسیمم�سازی روش مانند است. درستنمایی ماکسیمم برآورد کردن پیدا در بخش این در شده

می�کنیم. حل عددی روش�های به کردن محدود با را غیرخطی بهینه�سازی مسائل

١Modified IFM method
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چوله تی مفصل ۴.٣

صفر مخالف و یکسان پایینی دنباله�ای وابستگی و بالایی دنباله�ای وابستگی دارای تی مفصل که می�دانیم

تی مفصل نیستند. زیاد باشند ویژگی چنین دارای که تجربی داده�های مجموعه واقعیت در اما است،

توسط چوله تی مفصل دارد. متفاوت وابستگی دنباله�ها در که زیرا است کرده حل را مشکل این چوله١

نشان ،(٢٠٠۴) ناداراجا و کاتز می�شود. تعریف آن کناری توزیع�های و چندمتغیره چوله تی توزیع یک

تی مفصل از مختلفی انواع آن، تبع به و دارند وجود چندمتغیره چوله تی توزیع� از مختلفی انواع دادند

کرد. تعریف می�توان چوله

چوله تی مفصل انواع ١.۴.٣

سوم نوع جزئیات بیان به بیشتر که است شده آورده چوله تی مفصل از مختلف نوع سه بخش این در

توزیع از چندمتغیره نسخه بر مبتنی (٢٠٠۵) مک�نیل٢ و دی�مارتا توسط نوع اولین است. شده پرداخته

نوع، دومین است. شده تعریف (١٩٩٧) بارندورف-نیلسن۴ پیشنهادی تعمیم�یافته٣ هذلولی�گون چوله تی

همکاران۶ و ساهو پیشنهادی چندمتغیره چوله تی توزیع روی از (٢٠١٢) همکاران۵ و اسمیت توسط

چندمتغیره چوله تی توزیع بر مبتنی (٢٠٠۶) جو توسط چوله تی مفصل از سوم نوع شد. ساخته (٢٠٠٣)

تلاش سوم نوع ساختن برای نیز (٢٠١٠) پیتر٨ و کولو است. شده پیشنهاد (٢٠٠٣) کاپیتانیو٧ و آزالینی

بودند. ناموفق اما کردند

انواع مختصر تعریف به است چوله تی توزیع دارای که X تصادفی بردار روی تمرکز با این�جا در

را مقیاس بردار و ξT = (ξ١, · · · , ξd) = (٠, · · · ,٠) را مکان بردار می�پردازیم. چوله تی مفصل

می�گیریم. نظر در σT = (σ١, · · · , σd) = (١, · · · ,١)

١Skewed t copula
٢Demarta and McNeil
٣Generalized hyperbolic skew t-distribution
۴ Barndorff-Nielsen
۵Smith, Gan and Kohn
۶Sahu, Dey and Branco
٧Azzalini and Capitanio
٨Kollo and Pettere
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GH چوله تی مفصل (١

برای تصادفی متغیر است. شده تعریف (٢٠٠۵) مک�نیل و دی�مارتا توسط چوله تی مفصل اول نوع

صورت به مفصل این

X = γhV−١ + V−١/٢Z,

خاص مورد به مک�نیل و دی�مارتا می�شود، داده نمایش

X = γV−١ + V−١/٢Z

است، d-بعدی نرمال توزیع دارای Z و V ∼ G(ν/٢, ν/٢) گاما، توزیع دارای V آن در که پرداختند،

تی مفصل آن�گاه γ = ٠ اگر است. چولگی پارامترهای d-بعدی بردار γ این�جا در .Z ∼ Nd(٠,Σ)

چوله تی توزیع از چندمتغیره نسخه بر مبتنی مفصل این می�شود. تبدیل استودنت تی مفصل به چوله

را نوع این بنابراین است. شده ساخته (١٩٩٧) بارندورف-نیلسن پیشنهادی تعمیم�یافته هذلولی�گون

درجه اگر است متناهی γ , ٠ با چندمتغیره چوله تی توزیع کوواریانس می�نامیم. GH چوله تی مفصل

متناهی γ = ٠ با چندمتغیره استودنت تی توزیع کوواریانس که حالی در باشد ۴ از بزرگ�تر ν آزادی

باشد. ٢ از بزرگ�تر ν آزادی درجه اگر است

دوم نوع چوله تی مفصل (٢

این برای تصادفی متغیر است. شده ساخته (٢٠١٢) همکاران و اسمیت توسط دوم نوع چوله تی مفصل

صورت به مفصل

X = V−١/٢(Γ|W| + Z),

این�جا در .W ∼ Nd(٠, I) و Z ∼ Nd(٠,Σ) ،V ∼ G(ν/٢, ν/٢) آن در که می�شود، داده نمایش

این است. چولگی پارامترهای نشان�دهنده که است d × d قطری ماتریس یک Γ = diag(γ١, · · · , γd)

Γ = ٠ اگر شد. ساخته (٢٠٠٣) همکاران و ساهو پیشنهادی چندمتغیره چوله تی توزیع روی از مفصل

با چندمتغیره چوله تی توزیع کوواریانس می�شود. تبدیل استودنت تی مفصل به چوله تی مفصل آن�گاه

باشد. ٢ از بزرگ�تر ν آزادی درجه اگر است متناهی Γ , ٠
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سوم نوع چوله تی مفصل (٣

است. شده گرفته (٢٠٠٣) کاپیتانیو و آزالینی چندمتغیره چوله تی توزیع از سوم نوع چوله تی مفصل

صورت به توزیع این برای تصادفی متغیر

X = V−١/٢Y

توزیع دارای که است تصادفی بردار یک Y این�جا در .V ∼ G(ν/٢, ν/٢) آن در که می�شود، داده نمایش

صورت به و است ζT = (ζ١, · · · , ζd) چولگی بردار با d-بعدی چوله نرمال

Y j = δ j|Z٠| +
√
١ − δ٢j Z j

d×d همبستگی Ψماتریس اینجا در .Z ∼ Nd(٠,Ψ) و Z٠ ∼ N(٠,١) آن در که می�شود، داده نمایش

با d-متغیره نرمال چگالی از استفاده با می�شود. نوشته Y ∼ SNd(ζ,Ψ) صورت به Y توزیع و است

Y چگالی ،Φ تک�متغیره استاندارد نرمال توزیع تابع و Ω همبستگی ماتریس استاندارد�شده، کناری�های

صورت به

f (y) = ٢ϕd(y;Ω)Φ(αTy),

آن در که می�شود، داده

ζT = (ζ١, · · · , ζd) = (
δ١√
١ − δ٢١

, · · · , δd√
١ − δ٢d

), (٩.٣)

∆ = diag(
١√
١ − ζ٢١

, · · · , ١√
١ − ζ٢d

),

Ω = ∆(Ψ+ ζζT)∆,

αT =
ζTΨ−١−∆١√
١ + ζTΨ−١ζ

.

و ساهو چندمتغیره چوله تی توزیع مانند می�شود. نوشته Xd(٠,Ω,α, ν) صورت به X تصادفی بردار

اگر است متناهی (٢٠٠٣) کاپیتانیو و آزالینی چندمتغیره چوله تی توزیع کوواریانس ،(٢٠٠٣) همکاران

باشد. ٢ از بزرگ�تر آزادی درجه
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صورت به R همبستگی ماتریس

R =

 ١ δT

δ Ω


توسط δT = (δ١, · · · , δd) چولگی پارامتر بردار و می�شود تعریف

δ j =
ζ j√
١ + ζ٢j

می�آید. دست به (٩.٣) رابطه ζT = (ζ١, · · · , ζd) کناری چولگی پارامترهای از استفاده با

چوله تی مفصل ساختار ٢.۴.٣

صورت به چگالی دارای Std(٠,Ω,α, ν) ،(٢٠٠٣) کاپیتانیو و آزالینی چندمتغیره چوله تی توزیع

g(x) = ٢td,ν(x;Ω)T١,ν+d

αTx
√
ν + d

xTΩ−١x

 (١٠.٣)

درجه و Ω همبستگی ماتریس با چندمتغیره استودنت تی توزیع از چگالی تابع td,ν(x;Ω) آن در که است،

صورت به تابع این است. ν آزادی

td,ν(x;Ω) =
Γ((ν + d)/٢)

(πν)d/٢Γ(ν/٢)|Ω|١/٢

[
١ + xTΩ−١x

ν

]−(ν+d)/٢

(٢٠٠۶) جو است. ν+d آزادی درجه با تک�متغیره استودنت تی توزیع تابع T١,ν+d(·) می�شود. مشخص

صورت به چگالی دارای -ام j کناری توزیع که داد نشان

g j(x) = ٢t١,ν(x)T١,ν+١

ζ jx

√
ν + ١
x٢ + ν

 (١١.٣)

Std(٠,Ω,α, ν) d-متغیره چوله تی توزیع از -ام j کناری توزیع دادند نشان (٢٠١٠) پیتر و کولو است.

با را -ام j کناری توزیع است بهتر حقیقت در است. St٠,١)١, α j, ν) تک�متغیره چوله تی توزیع دارای

صورت به (٢٠٠٣) کاپیتانیو و آزالینی اساس بر چوله تی مفصل ساختار دهیم. نشان St٠,١)١, ζ j, ν)

Cst(u١, · · · ,ud;Ω, δ, ν)

= Std(St−١١ (u٠,١;١, ζ١, ν), · · · ,St−١d (ud;٠,١, ζd, ν);٠,Ω,α, ν)

و شده�اند تعریف (٩.٣) رابطه در ζ١, · · · , ζd آن در که است،

α =
Ω−١δ√

١ − δTΩ−١δ
.
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می�دهیم. نشان ρi j با را Ω همبستگی ماتریس ,i)-ام j) عضو پس این از

چگالی تراز نمودار است. بالایی دنباله از بیشتر پایینی دنباله در دنباله�ای وابستگی آن�گاه δ < ٠ اگر

می�کند. تایید را ادعا این ٢.٣ شکل در چوله تی مفصل و استیودنت تی مفصل توام

(ب) (الف)

با ν = ٣ و ρ = ٠٫ ۵ ازای به استاندارد نرمال کناری�های با دوبعدی توزیع تراز نمودار :٢.٣ شکل
چوله. تی مفصل (ب) استیودنت تی مفصل (الف) از استفاده

چوله تی مفصل درستنمایی ماکسیمم برآورد ٣.۴.٣

یکنواخت توزیع دارای که ui مستقل مشاهده N و شده�اند برآورد کناری توزیع�های تمام که می�کنیم فرض

شبه {u١, · · · ,uN} مشاهدات مجموعه شده�اند. داده کناری توزیع توابع توسط هستند [٠,١]d روی

آید. دست به اصلی مشاهدات کناری توزیع تابع برآورد از استفاده با می�تواند و می�شود نامیده نمونه١

صورت به θ = (Ω,δ, ν) برای l(θ) درستنمایی لگاریتم تابع

l(θ) =
N∑

i=١
ln

(
∂Cst(ui;Ω, δ, ν)

∂ui

)
(١٢.٣)

صورت به (١٢.٣) رابطه در جزیی مشتق که می�شود تعریف

∂Cst(u;Ω, δ, ν)
∂u =

∂Cst(u١, · · · ,ud;Ω,δ, ν)
∂u١, · · · , ∂ud

=
g(x)∏d

j=١ g j(x j)

توسط xT = (x١, · · · , xd) آن در که می�آید، دست به (١١.٣) و (١٠.٣) روابط از استفاده با

١Pseudo sample



۴٩ چوله تی مفصل .۴.٣

صورت به l(θ) بنابراین می�شود. تعریف xi = St−١(ui;٠,١, ζ j, ν)

l(θ) =
N∑

i=١
li(θ)

و

li(θ) = ln
(
٢Γ((ν + d)/٢)
(πν)d/٢Γ(ν/٢)

)
− ١
٢ ln |Ω| − ν + d

٢ ln
(
١ +

xT
i Ω
−١xi

ν

)
+ ln

T١,ν+d

αTxi

√
ν + d

xT
i Ω
−١xi + ν


 − d∑

j=١
ln g j(xi j; ζ j, ν)

xi j = St−١(ui j;٠,١, ζ j, ν) و uT
i = (ui١, · · · ,uid) ،xT

i = (xi١, · · · , xid) آن در که می�آید، دست به

.(٢٠١۴ (یوشیبا، هستند

چوله تی مفصل دنباله�ای وابستگی ۴.۴.٣

است. شده آورده دومتغیره چوله تی مفصل دنباله�ای وابستگی ضرایب بخش این در

وابستگی ضریب چوله، تی مفصل پایینی دنباله�ای وابستگی ضریب ترتیب به ηt و ηu ،ηl کنید فرض

ضرایب می�دانیم که این به توجه با باشند، تی مفصل وابستگی ضریب و چوله تی مفصل بالایی دنباله�ای

برتوت١ است مثبت مقداری دارای و منطبق هم بر تی مفصل در پایینی و بالایی دنباله�ای وابستگی

آورد دست به را تی مفصل و چوله تی مفصل دنباله�ای وابستگی ضرایب بین روابط (٢٠١٠)

ηl =
١ − T١,ν+٢)٢α

√
(ν + ١)(٢ + ρ)/٢)

١ − T١,ν+١(λ
√
ν + ١)

ηt

ηu =
T١,ν+٢)٢α

√
(ν + ١)(٢ + ρ)/٢)

T١,ν+١(λ
√
ν + ١)

ηt

.α = λ√
|(١+ρ)٢−λ٢(١−ρ٢)|

آن�گاه λ١ = λ٢ = λ اگر که

دارند بستگی λ چولگی ضریب به پایینی و بالایی وابستگی که می�شود داده نشان خوبی به زیر رابطه در

λ > (<)٠⇔
T١,ν+٢)٢α

√
(ν + ١)(٢ + ρ)/٢)

T١,ν+١(λ
√
ν + ١)

> (<)١

١Bortot



تی مفصل و متا-تی توزیع با آشنایی .٣ ۵٠

.ηl < ηt < ηu آن�گاه λ > ٠ اگر و ηl > ηt > ηu آن�گاه λ < ٠ اگر صورت این در که

پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد جمله از مطالعاتی شده شبیه�سازی داده�های روی بعد فصل در

بر مبتنی چوله تی توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد و تی مفصل بر مبتنی متا-تی توزیع

پرداخت. خواهیم چوله تی مفصل



۴ فصل

شبیه�سازی

مفصل بر مبتنی متا-تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد ١.۴
تی

تی مفصل بر مبتنی دومتغیره متا-تی توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد به بخش این در

ماتریس دو با را داده�ها می�کنیم. شبیه�سازی متا-تی توزیع از داده�هایی مجموعه ابتدا در می�پردازیم.

متفاوت همبستگی

R١ =

 ١ ρ

ρ ١

 =
 ١ ٠٫ ٨
٠٫ ٨ ١


و

R٢ =

 ١ ρ

ρ ١

 =
 ١ ٠٫ ٩
٠٫ ٩ ١


مدل ٣۶ مجموع در می�کنیم. شبیه�سازی کناری توزیع�های و مفصل برای متعدد آزادی درجه�های ازای به

دیگری و کوچک) (اندازه n = ١٠٠ یکی بزرگ و کوچک نمونه اندازه دو روی بر می�سازیم. متا-تی

برای مستقل نمونه r = ١٠ کوچک نمونه در می�دهیم. انجام را بررسی�ها بزرگ) (اندازه n = ١٠٠٠

نهایت در و می�کشیم بیرون مستقل نمونه r = ١٠٠ بزرگ نمونه در و می�کشیم بیرون متا-تی مدل هر

٢.۴ و ١.۴ جدول در می�کنیم. تعیین می�کشیم بیرون که نمونه�ای هر برای را درستنمایی ماکسیمم برآورد

دوم توان میانگین کناری، توزیع�های پارامترهای و مفصل پارامترهای شده برآورد مقادیر به مربوط نتایج

است. شده گنجانده بزرگ نمونه و کوچک نمونه برای ترتیب به پارامترها خطاهای
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٠٠

١۴
٣١

۶۶
٣

٠.
١٠

۵١
٩٩

۵
٠.
٣٢

٢٨
٢٨

۵
٠.
۶٣

٢٩
۵٣

٣
٠.
٧٧

٨٩
٨٧
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٠۶
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=
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)
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٠٠
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٣۴
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٨
٠.
٠٠

۵٧
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۴٠
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٠٠
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٠.
٩۵
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٩۶

٠١
١۴

R
=
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١
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٣
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m
=

(١
,١

)
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٠٠

٠٧
٨۶
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٠٣
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٢٠

٣۵
۵٨

۵
٠.
١٢

۵٣
٠٧

۴
٠.
٠١

٣٨
٣٩

٠.
٧٩

١۴
٣٨

٢
٢.
۵۴

۴۴
٨۶
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٠٩

٩١
۴۶
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١۴
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=
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١
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٠٠
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٩١
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٧١
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٩١

۶٠
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=
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١
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=
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,٣

)
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۶٠
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٨٨
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٠٢
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٩
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٠٢
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۶١
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=
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٢
،ν
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٢
،ν

m
=

(١
,١

)
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۴٨
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۶٩
۴٨

٢٢
٠.
٠١
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٣٨
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٠.
٠٩

۶۴
۵۵

٩۴
٠.
٨٩

۶٧
١٨

۵
١.
٨٧

۵٧
٨٢

١.
٠٠

٨۴
٣٩

٢.
٠۵

٠٢
٩
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=
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٢
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=
٢
،ν

m
=

(٢
,١
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٠٠
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٢
٠.
١٨
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٠٠
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=
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٢
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٢
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=
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,٢

)
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٠٠

٠۶
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١۵
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۶۵
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٠.
۵۵

٨۵
٩٣
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۶٠

٩٣
١٣

۶
٠.
٨٩

٢٢
٨۵

۴
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٣٨

٣.
٣٢

٩۴
۶٧

٣.
٣۵

٠٧
٩٨

R
=
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٢
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=
٢
،ν

m
=

(٣
,٣

)

٠.
٠٠
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٧٠

١
٠.
٠١

٧٢
٨٨

١٢
٠.
٠١

٩۵
١٧

۶٢
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=
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,١

)
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)
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١۴
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=
٣
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)
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استفاده R نرم�افزار maxLik بسته maxLik تابع از متا-تی مدل هر درستنمایی ماکسیمم برآورد در

قطر عنصر ρ و مفصل آزادی درجه ν کناری، توزیع�های پارامترهای بردار νm ،١.۴ جدول در است. شده

است مقادیری میانگین شده�اند برآورد پارامترها برای که مقادیری هستند. R همبستگی ماتریس اصلی

میانگین مقادیر میانگین جدول در ذکر�شده خطای دوم توان میانگین و شده�اند برآورد تکرار هر در که

تکرارهاست. تمام دوم توان

مبتنی چندمتغیره چوله تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد ٢.۴
چوله تی مفصل بر

وابستگی که زمانی را مهمی بسیار نقش پایینی و بالایی دنباله�ای ضرایب مالی کاربردهای از بسیاری در

دنباله�ای ضرایب متقارن مفصل�های برای می�کنند. ایفا می�گیرند، قرار بررسی مورد کرانگینی پیشامدهای

وابستگی که تفاوت این با است گاوسی مفصل از تعمیمی تی مفصل هستند. یکسان پایینی و بالایی

رابطه توسط ν و ρ پارامترهای با دوبعدی تی مفصل دنباله�ای وابستگی ضریب دارد. صفر غیر دنباله�ای

λ(ν, ρ) = ٢tν+١(−
√
ν + ١

√
١ − ρ/

√
١ + ρ)

می�شود. محاسبه

مواردی چنین در نیستند. دنباله�ها در یکسانی رفتار دارای داده�ها کاربردی مسایل از بسیاری در اما

دنباله�های در متفاوت دنباله�ای وابستگی ضرایب دارای زیرا است مفید بسیار چوله تی مفصل از استفاده

استفاده با چندمتغیره چوله تی توزیع پارامترهای برآورد به بخش این در بنابراین است. پایینی و بالایی

می�پردازیم. چوله تی مفصل از

فرض کرده�ایم. تولید چندمتغیره چوله تی توزیع از ٢۵٠٠ حجم به مختلف نمونه� ١۵ بخش این در

،α = (α١, α٢) ازای به را برآورد باشند. σ = ١ مقیاس پارامترهای و ξ = ٠ مکان پارامترهای می�کنیم

برآورد است. شده آورده ٣.۴ جدول در خلاصه صورت به نتایج که داده�ایم انجام متفاوت های ρ و ν

ارایه الف پیوست در که است شده اجرا sn بسته در mst.mle تابع توسط چوله تی مفصل پارامترهای

شده�اند.



۵۵ چوله تی مفصل بر مبتنی چندمتغیره چوله تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد .٢.۴

چندمتغیره چوله تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد :٣.۴ جدول
loglik ρ̂ ν̂ α̂٢ α̂١ n = ٢۵٠٠

-٧٧٣٠.٠٢ ٣.١٨٧٩ ٠.٧٠۴٣٩ ٠.٣٢٨١٣ ٠.٣٢٩٢٠
α = (٠٫ ٣۶,٠٫ ٣٣)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٧٧۶۶.۶٧ ٣.٠١۴٣ ٠.٧٠۴١١ -٠.٣۵٩٢٩ -٠.٣۶۵٢۴
α = (−٠٫ ٣۶,−٠٫ ٣٣)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٧۵٢۴.٢٨ ٣.١١٧٢١ ٠.۶٩١٨۵ -٠.۵۵٧٩۶ -٠.۶٩۵٠٠
α = (−٠٫ ٠٫−,٧ ۶)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٧۶٩۴.٨٢ ٣.١٩۵٢ ٠.۶٩٨٣۴ ٠.۴٩٨٣١ ٠.۵٢١۶٣
α = (٠٫ ۵,٠٫ ۵)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٧٢٣٣.۶٧ ۴.٣۵٨۵ ٠.۶٩٨٣۴ ٠.۵٠٩۶٩ ٠.۴٨٩٧٩
α = (٠٫ ۵,٠٫ ۵)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ۴

-٧٠٠٩.۴٩ ٢.٩١۶٧٠ ٠.۶٩٧۴٢ -٠.۴٩٩١٨ -٠.٨٩٩٨٩
α = (−٠٫ ٠٫−,٩ ۵)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٧۴٠٨.٠٧ ٢.٩٨١٣ ٠.۵١٢٣١ ٠.٨٩۶١۵ ٠.٣٢۵٠٨
δ = (٠٫ ٣,٠٫ ٩)

ρ = ٠٫ ۵, ν = ٣

-٧٩۵۵.٧٢ ٢.٩٠۵٨ ٠.۶٠۶٨٨ -٠.٢۴٢۶٢ -٠.۶١١٣١
α = (−٠٫ ۶,−٠٫ ٢)

ρ = ٠٫ ٨, ν = ٣

-٧٣٣٩.۵۴ ٣.١۵۵۶ ٠.۴٩٠۴۵ ٠.٧٩٣٢۴ ٠.٨٠٣۴۵
α = (٠٫ ٨,٠٫ ٨)

ρ = ٠٫ ۵, ν = ٣

-٧۴١۵.٢۴ ٢.٨٩۶٢ ٠.۴٩٠۴۵ -٠.٨٠٨٠۴ -٠.٧٩۴۶٩
α = (−٠٫ ٠٫−,٨ ٨)

ρ = ٠٫ ۵, ν = ٣

-٧٣١۶.٣٧ ٣.٠١١٨ ٠.۵٩۴٢ -٠.٧٩٢۵١ -٠.٨٠۴٧٧
δ = (−٠٫ ٠٫−,٨ ٨)

ρ = ٠٫ ۶, ν = ٣

-٨٠٧٠.۵ ٢.٨۶٢٠٧ ٠.۶٠٧۵۶ -٠.۴٨۶٣١ -٠.٣٧٠٧٩
α = (−٠٫ ۴,−٠٫ ۵)

ρ = ٠٫ ۶, ν = ٣

-٧۴٩۵.۵ ٣.٠١٠٧ ٠.٧٢٣٧٣ -٠.۶٠۴۶٣ -٠.٣٠٠۵۶
α = (−٠٫ ٠٫−,٣ ۶)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٧٧٣٧.٠١ ٣.٠٧١١ ٠.۶٩٢١٨ ٠.۴۵٠۴١ ٠.۴۴۵١۴
α = (٠٫ ۴۵,٠٫ ۴۵)

ρ = ٠٫ ٧, ν = ٣

-٨٠٨٧.٨٨ ٣.٠١٧۵ ٠.۵٩٨۴١ ٠.۵۶٣٨١ ٠.٣٩٩٣٩
α = (٠٫ ٣٩,٠٫ ۵۵)

ρ = ٠٫ ۶, ν = ٣
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تحقیق آینده برای لازم پیشنهادات ٣.۴

کرد: اشاره تحقیق آینده عنوان به زیر موارد به می�توان شبیه�سازی، مطالعه و بیان�شده مطالب به توجه با

روش�های از می�توان شده�اند، برآورد درستنمایی ماکسیمم روش به پارامترها پایان�نامه این در (١

کرد. استفاده پارامترها برآورد در نیز بیزی روش جمله از برآورد دیگر

بیشتر محاسبات اندکی با شده�اند. برآورد دوبعدی توزیع�های پارامترهای شبیه�سازی، فصل در (٢

داد. انجام می�توان نیز دو از بیشتر بعد با توزیع�های برای را برآوردها

وابستگی مدل�بندی برای تی مفصل با مقایسه در شده گروه�بندی تی مفصل و چوله تی مفصل (٣

بررسی مورد چوله تی مفصل مطالعه این در هستند. مناسب�تر ناهمگون وابستگی دارای داده�های

پرداخت. شده گروه�بندی تی مفصل دقیق بررسی به می�توان آینده مطالعات در است گرفته قرار

مفصل کاربرد اما است، شده استفاده مطالعه برای شده شبیه�سازی داده�های از پایان�نامه این در (۴

شده دیده بسیار مالی ریاضیات و ریسک مدیریت جمله از مالی مسایل در چوله تی مفصل و تی

کرد. استفاده نیز واقعی داده�های مطالعه برای توابع این از می�توان بنابراین است.



آ� پیوست

چهارم فصل به مربوط کدهای

بر مبتنی متا-تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد کدهای آ�.١
تی مفصل

library(mvtnorm)

library(scatterplot3d)

library(mnormt)

library(sn)

library(stats4)

library(numDeriv)

library(pspline)

library(copula)

library(miscTools)

library(maxLik)

############################################################

M=function(x.samp,v1,v2,v,rho){

R=matrix(c(1,rho,rho,1),2)

۵٧



چهارم فصل به مربوط کدهای آ�. ۵٨

z=matrix(0,n,d)

W=matrix(0,n,d)

Q=numeric(n)

z[,1]=qt(pt(x.samp[,1],df=v1),df=v)

z[,2]=qt(pt(x.samp[,2],df=v2),df=v)

for (i in 1:n){

Q[i]=(log(1+(t(z[i,])%*%solve(R)%*%z[i,])/v))

for (j in 1:d){

W[i,j]=log(1+((z[i,j])^2)/v)

}

}

b=list(Q,W)

return(b)

}

############################################################

f=function(V,x.samp){

v1=abs(V[1])

v2=abs(V[2])

v=abs(V[3])

rho=abs(V[4])

d=2

R=matrix(c(1,rho,rho,1),2)

g1=n*log(gamma((v+d)/2))+n*(d-1)*log(gamma(v/2))

-n*d*log(gamma((v+1)/2))-(n/2)*log(det(R))



۵٩ تی مفصل بر مبتنی متا-تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد کدهای آ�.١.

g2=-((v+d)/2)*sum(M(x.samp,v1,v2,v,rho)[[1]])

+((v+1)/2)*sum(apply(M(x.samp,v1,v2,v,rho)[[2]],2,sum))

g3=+(n*log(gamma((v1+1)/2))-(n/2)*log(v1*pi)

-n*log(gamma(v1/2))-((v1+1)/2)*sum(log(1+(((x.samp[,1])^2)/v1))))

g4=+(n*log(gamma((v2+1)/2))-(n/2)*log(v2*pi)

-n*log(gamma(v2/2))-((v2+1)/2)*sum(log(1+(((x.samp[,2])^2)/v2))))

gg=g1+g2+g3+g4

gg

}

############################################################

## n is the sample size

## k is the number of iterations

Result=function(n,k){

m=matrix(0,k,4)

ma=numeric(k)

for (i in 1:k){

x.samp1 <- rmvdc(mvdc(tCopula(rho,df=v),

c("t", "t"),list(list(df=v1), list(df = v2))),n)

v<-c(v1,v2,v,rho)

f(v,x.samp1)

mm<-maxLik(f,start=c(v1,v2,v,rho),x.samp=x.samp1,method="BFGS")

ma[i]=mm$maximum
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m[i,]=t(abs(coef(mm)))

}

meann=apply(m,2,mean)

s=(m-matrix(meann,k,4,byrow=TRUE))^2

sd=(apply(s,2,sum))/k

re=list(meann,sd,ma)

return(re)

}

############################################################

results=Result(n,k)

meann=t(as.matrix(results[[1]]))

colnames(meann)=c("v1","v2","v","rho")

meann

sd=t(as.matrix(results[[2]]))

results[[3]]

mean(results[[3]])

colnames(sd)=c("v1","v2","v","rho")

sd

چندمتغیره چوله تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد کدهای آ�.٢
چوله تی مفصل بر مبتنی

library(mnormt)

library(sn)

library(MASS)
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library(signal)

library(numDeriv)

############################################################

############# multivariate skew t-copula ################

############################################################

## redefine qst on "sn" ver.1.0-0

qst <- function (p, xi = 0, omega = 1, alpha = 0, nu=Inf,

tol = 1e-08, maxit = 30, ...)

{

if (length(alpha) > 1)

stop("'alpha' must be a single value")

if (length(nu) > 1)

stop("'nu' must be a single value")

if (nu <= 0)

stop("nu must be non-negative")

if (nu == Inf)

return(qsn(p, xi, omega, alpha))

if (nu == 1)

return(qsc(p, xi, omega, alpha))

if (alpha == Inf)

return(xi + omega * sqrt(qf(p, 1, nu)))

if (alpha == -Inf)

return(xi - omega * sqrt(qf(1 - p, 1, nu)))

na <- is.na(p) | (p < 0) | (p > 1)
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abs.alpha <- abs(alpha)

if (alpha < 0)

p <- (1 - p)

zero <- (p == 0)

one <- (p == 1)

x <- xa <- xb <- xc <- fa <- fb <- fc <- rep(NA, length(p))

nc <- rep(TRUE, length(p))

nc[(na | zero | one)] <- FALSE

fc[!nc] <- 0

xa[nc] <- qt(p[nc], nu)

xb[nc] <- sqrt(qf(p[nc], 1, nu))

fa[nc] <- pst(xa[nc], 0, 1, abs.alpha, nu, ...) - p[nc]

fb[nc] <- pst(xb[nc], 0, 1, abs.alpha, nu, ...) - p[nc]

regula.falsi <- FALSE

it <- 0

while ((sum(nc) > 0) && (it < maxit)) {

xc[nc] <- if (regula.falsi)

xb[nc] - fb[nc] * (xb[nc] - xa[nc])/(fb[nc] - fa[nc])

else (xb[nc] + xa[nc])/2

fc[nc] <- pst(xc[nc], 0, 1, abs.alpha, nu, ...) - p[nc]

pos <- (fc[nc] > 0)

xa[nc][!pos] <- xc[nc][!pos]

fa[nc][!pos] <- fc[nc][!pos]

xb[nc][pos] <- xc[nc][pos]



۶٣ چوله تی مفصل بر مبتنی چندمتغیره چوله تی توزیع درستنمایی ماکسیمم برآورد کدهای آ�.٢.

fb[nc][pos] <- fc[nc][pos]

x[nc] <- xc[nc]

nc[(abs(fc) < tol)] <- FALSE

regula.falsi <- !regula.falsi

it <- it + 1

}

## if(it > 20){ cat("it=",it); }

x <- replace(x, zero, -Inf)

x <- replace(x, one, Inf)

## q <- as.numeric(xi + omega * sign(alpha) * x)

Sign <- function(x) sign(x)+ as.numeric(x==0)

q <- as.numeric(xi + omega * Sign(alpha)* x)

names(q) <- names(p)

return(q)

}

########### random number generator of skew t-copula ##############

rstcop <- function(n,rho,delta,nu){

dim <- length(delta);

zeta <- delta/sqrt(1-delta*delta);

Omega <- diag(1/2,dim);

Omega[lower.tri(Omega)] <- rho;

Omega <- Omega + t(Omega);

iOmega <- solve(Omega);

alpha <- iOmega %*% delta /sqrt(1-(t(delta) %*% iOmega %*% delta)[1,1]);
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x <- rmst(n=n,Omega=Omega,alpha=alpha,nu=nu);

u <- matrix(0,nrow=n,ncol=dim);

for(j in 1:dim){ u[,j] <- pst(x[,j], alpha=zeta[j], nu=nu); }

list(x=x,u=u);

}

##### transforming original parameters to internal parameters #####

stIntPara <- function(rho,delta,nu){

Omega <- diag(1/2,length(delta));

Omega[lower.tri(Omega)] <- rho;

Omega <- Omega + t(Omega);

ndim <- length(delta)+1;

R <- diag(ndim);

R[-1,1] <- R[1,-1] <- delta;

R[-1,-1] <- Omega;

LTR <- t(chol(R));

theta <- acos(LTR[2:ndim,1]);

cumsin <- sin(theta)[-1];

for(j in 2:(ndim-1)){

thj <- acos(LTR[(j+1):ndim,j]/cumsin);

theta <- c(theta,thj);

cumsin <- (cumsin*sin(thj))[-1];

}

c(theta,log(nu-2.0));

}
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##### transforming internal parameters to original parameters #####

stOrgPara <- function(para){

ntheta <- length(para)-1;

theta <- para[1:ntheta];

ndim <- (1+sqrt(1+8*ntheta))/2;

LTR <- diag(ndim);

LTR[-1,1] <- cos(theta[1:(ndim-1)]);

cumsin <- sin(theta[1:(ndim-1)]);

for(j in 2:(ndim-1)){

LTR[j,j] <- cumsin[1];

k <- (j-1)*(ndim-j/2)+1;

thj <- theta[k:(k+ndim-j-1)];

cumsin <- cumsin[-1];

LTR[((j+1):ndim),j] <- cumsin*cos(thj);

cumsin <- cumsin*sin(thj);

}

LTR[ndim,ndim] <- cumsin[1];

R <- LTR %*% t(LTR);

Omega <- R[-1,-1];

delta <- R[1,-1];

nu <- exp(para[ntheta+1])+2.0;

list(rho = Omega[lower.tri(Omega)], delta = delta, nu = nu);

}

################ interpolating quantiles #######################
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ipqst <- function(udat,zeta,nu,mpoints=150,rel.tol=1e-6){

dim <- ncol(udat);

ix <- matrix(0,nrow=nrow(udat),ncol=dim);

for(j in 1:dim){

minx <- qst(min(udat[,j]), alpha=zeta[j], nu=nu, rel.tol=rel.tol);

maxx <- qst(max(udat[,j]), alpha=zeta[j], nu=nu, rel.tol=rel.tol);

xx <- seq(minx,maxx,length.out=mpoints);

px <- sort(pst(xx, alpha=zeta[j], nu=nu, rel.tol=rel.tol));

# cat("j=",j," zetaj=",zeta[j]," nu=",nu,"\n");

ix[,j] <- pchip(px, xx, udat[,j]);

}

ix

}

##########################################################

## negative log-likelihood for multivariate skew t-copula

##########################################################

stcopnll <- function(para, udat=NULL, rel.tol=1e-6, mpoints=150){

dim <- ncol(udat);

dp <- stOrgPara(para);

delta <- dp$delta;

zeta <- delta/sqrt(1-delta*delta);

Omega <- diag(1/2,dim);

Omega[lower.tri(Omega)] <- dp$rho;

Omega <- Omega + t(Omega);
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iOmega <- solve(Omega);

alpha <- iOmega %*% delta /sqrt(1-as.numeric(t(delta)

%*% iOmega %*% delta));

nu <- dp$nu;

ix <- ipqst(udat,zeta,nu,mpoints=mpoints,rel.tol=rel.tol);

## Activate the following line instead of monotone

interpolating quantile

## function ipqst() to use accurate quantile function aqst()

## ix <- aqst(udat,zeta,nu,rel.tol=rel.tol);

lm <- matrix(0,nrow=nrow(udat),ncol=dim);

for(j in 1:dim){ lm[,j] <- dst(ix[,j], alpha=zeta[j], nu=nu,

log=TRUE); }

lc <- dmst(ix,Omega=Omega,alpha=alpha,nu=nu,log=TRUE);

-sum(lc)+sum(lm)

}

############ MLE for skew t-copula using optim #####################

stcop.mle <- function (udat = NULL, start = NULL, method = "Nelder-Mead",

rel.tol=1e-6, mpoints=150, ...)

{

iniPar <- stIntPara(start$rho,start$delta,start$nu);

fit <- optim(iniPar, stcopnll, method=method, hessian=FALSE, udat=udat,

rel.tol=rel.tol, mpoints=mpoints, ...);

list(call = match.call(), dp = stOrgPara(fit$par), logL = -fit$value,

details=fit, nobs = nrow(udat), method = method);
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}

########## show estimated parameters and the log-likelihood #######

showResult <- function(fit){

dp <- fit$dp;

list(rho=dp$rho,delta=dp$delta,nu=dp$nu,logL=fit$logL);

}

###############################################################

############ multivariate skew t-distribution ################

###############################################################

#negative log-likelihood for multivariate skew t-distribution

(xi=0,omega=1)

###############################################################

stdistnll <- function(para, xdat=NULL){

dp <- stOrgPara(para);

delta <- dp$delta;

Omega <- diag(1/2,ncol(xdat));

Omega[lower.tri(Omega)] <- dp$rho;

Omega <- Omega + t(Omega);

iOmega <- solve(Omega);

alpha <- iOmega %*% delta /sqrt(1-(t(delta) %*%

iOmega %*% delta)[1,1]);

-sum(dmst(xdat,Omega=Omega,alpha=alpha,nu=dp$nu,log=TRUE));
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}

### MLE for skew t-distribution with xi=0 and omega=1 using optim ####

stdist.mle <- function (xdat = NULL, start = NULL,

method = "Nelder-Mead", ...)

{

iniPar <- stIntPara(start$rho,start$delta,start$nu);

fit <- optim(iniPar, stdistnll, method=method, hessian=FALSE,

xdat=xdat, ...);

list(call = match.call(), dp = stOrgPara(fit$par), logL = -fit$value,

details=fit, nobs = nrow(xdat), method = method);

}

## setting ##

smN <- 2500;

smrho <- c(0.6);#could be a vector like c(0.46,0.39,0.55)

smdelta <- c(-0.39,-0.55);

smnu <- 3;

## simulation ##

#set.seed(1);

dat <- rstcop(smN,smrho,smdelta,smnu);

dim <- ncol(dat$u);

start <- list(rho=numeric(dim*(dim-1)/2),delta=numeric(dim),nu=6);

################## MLE for skew t-copula

## It would be better to add "trace=TRUE" option in control list
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#system.time(stcopmle<-stcop.mle(dat$u, start=start,

control=list(reltol=1e-4,trace=TRUE)))

stcopmle<-stcop.mle(dat$u, start=start,

control=list(reltol=1e-4,trace=TRUE))

showResult(stcopmle);

################## MLE for skew t-distribution

#system.time(stdistmle<-stdist.mle(dat$x, start=start,

control=list(reltol=1e-4)));

stdistmle<-stdist.mle(dat$x, start=start,

control=list(reltol=1e-4))

showResult(stdistmle);
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Aabstract

In many practical problems, a separate analysis of the factors could not indicate
the relevance and impact several factors in the phenomena of interest, it must
be joint distribution of measured. Since there are correlations between factors
of the phenomena and the assumption of independence are not significant, can
not easily obtain their Joint distribution with their marginal distributions. For
this purpose it is necessary the best copula families are selected through different
copula functions for drought modeling. It is often required in multivariate analysis
to construct a multivariate distribution from specified marginal distributions with
a given dependence structure. The meta-elliptically contoured distributions are
constructed this way that the meta t-distribution belongs to this class. The t
copula can be thought of as representing the dependence structure implicit in a
multivariate t distribution. the skewed t copula, which allow more heterogeneity
in the modelling of dependent observations. The skew t copula is representing the
dependence structure of multivariate skew t distribution.

keywords: multivariate distribution, elliptically contoured distribution, meta-
elliptically contoured distribution, meta-t distribution, t-copula, multivariate skew
t distribution, skew t-copula, dependence structure
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