


ریاضی علوم دانشکده

کاربردی ریاضی گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسی درجه دریافت برای
ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضی

عنوان

گراف�ها فازی مدل�سازی

راهنما استاد

شعرباف رحیمی صادق دکتر

دانشجو

اماਠষیਮࣜض�آبادی ૟േॶه
١٣٩٣ آذر



ৎقد৤م඼෻ঙଘا୓نൕঙࣂਜพی�ام،

ঙࢡඥرସ୍مو৮دروما඼ෙय़భباৣم



راণپاسࢂචارم ೯دا
਱଒ࣨوزراه�ਪ୓یୀایস࣓ࢤودن

وپ૤ه�ਪ୓یୀایબ࠷ودඟ໊دنୀا৤مبا਎یا॥ت...
هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم جا به بزرگوارانی از را سپاس مراتب تا دانم می لازم خود بر
که شعرباف رحیمی صادق دکتر آقای جناب گرانقدرم استاد از ابتدا نمی�رسید. انجام به نامه پایان این
به مجموعه این ایشان، راهنمایی�های بدون قطعاً و داشتند عهده بر را پایان�نامه این راهنمایی زحمت

دارم. را سپاس کمال نمی�رسید، انجام
داوری که علیشاهی دکتر آقای و جعفری�راد دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند، عهده به را پایان�نامه این
حضورشان که کنم می تقدیم عزیزم همسر و مادر پدر، به زندگیم، همراهان مهربانترین به را آخر سپاس

است. بوده سخاوت ریای بی مصداق زندگیم فضای در

اماਠষیਮࣜض�آبادی آ૟േॶ۱۳۹۳మه



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی فیض�آبادی امانتی سمیه اینجانب
راهنمایی تحت ، گراف�ها فازی مدل�سازی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم

می�شوم: متعهد شعرباف رحیمی صادق دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

اماਠষیਮࣜض�آبادی آ૟േॶ۱۳۹۳మه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
مدل�سازی مساله�ی در گراف�ها، ساختار و روابط مفاهیم، از استفاده گراف�ها، مدل�سازی از منظور
فازی، درخت�های شامل فازی گراف نوع بر مبتنی گراف�ها، فازی مدل�سازی پایان�نامه، این در است.
فازی شبکه�های فازی، دوبخشی گراف�های فازی، مسطح گراف�های فازی، همیلتونی و اویلری گراف�های
بررسی و بحث مورد فازی مستقل مجموعه�های و فازی راسی پوشش فازی، رنگ�آمیزی مانند مسایلی و
و حل روش ادامه در و می�شود بیان نمونه�هایی گراف، مدل هر مورد در همچنین است. گرفته قرار

می�گردد. ارائه گرافی مدل آن� از کاربردهایی

ک೻ماتکൎیدی:
همیلتونی گراف فازی، اویلری گراف فازی، درخت گراف، فازی مدل�سازی گراف�، ساختار مدل�سازی،
فازی، پوششراسی فازی، رنگ�آمیزی فازی، شبکه�های فازی، دوبخشی گراف فازی، گرافمسطح فازی،

فازی. مستقل مجموعه�ی



مطالب فهرست

خ تصاویر لیست

ذ جداول لیست

١ مقدمات و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف مدل�های طرح ضرورت ١.١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی صورت به مساله طرح ضرورت ٢.١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف تعاریف ٢.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مباحث تعاریف ٣.١

١۵ درخت�ها فازی مدل ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل توصیف ١.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت�ها مدل از بعضی ١.١.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�ها بررسی ٢.١.٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�ها حل روش ٣.١.٢

٣١ همیلتونی و اویلری گراف�های فازی مدل ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل توصیف ١.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . همیلتونی و اویلری گراف�های مدل از بعضی ١.١.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�ها بررسی ٢.١.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�ها حل روش ٣.١.٣

۴٣ راسی رنگ�آمیزی در گراف�ها فازی مدل ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات و تعاریف ١.۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی رنگ�آمیزی از کاربردهایی ٢.۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضیافت مساله�ی ١.٢.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انبارداری مساله�ی ٢.٢.۴

چ



ح مطالب فهرست

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرکانس�ها تداخل مساله�ی ٣.٢.۴

۵٩ مسطح گراف�های فازی مدل ۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف ١.۵

٧٣ شبکه�ها فازی مدل ۶
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف ١.۶
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه�ها مدل از بعضی ١.١.۶
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�ها بررسی ٢.١.۶
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل�ها حل روش ٣.١.۶

٨٣ دوبخشی گراف�های فازی مدل ٧
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل توصیف ١.٧
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جورسازی مدل ٢.٧
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل بررسی ١.٢.٧
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جورسازی مدل حل روش ٣.٧
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . جورسازی مدل فازی خطی برنامه�ریزی روش ١.٣.٧
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تخصیص مساله�ی ۴.٧
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . فازی تخصیص مساله�ی از اساسی قضیه�های ١.۴.٧

١١١ مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل ٨
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمات و تعاریف ١.٨
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی پوشش مساله�ی ٢.٨
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی پوشش مساله�ی کاربردهای ١.٢.٨
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی مستقل مجموعه�ی ٣.٨
١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف در راسی مستقل مجموعه�ی ١.٣.٨
١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسی مستقل مجموعه�ی از کاربردی ٢.٣.٨
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ۴.٨

١٢٣ مراجع

١٢٨ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١٣١ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

١٣۴ نمایه



تصاویر لیست

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت��ها از نمونه�ای ١.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T̃ فازی درخت ٢.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F̃ فراگیر زیرگراف ٣.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گازرسانی مراکز از ساده�ای گراف ۴.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T ۵.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاده از ساده گرافی مدل ۶.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول گام(١)تکرار گراف مدل ٧.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول گام(٢)تکرار گراف مدل ٨.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم تکرار (٢) گام گراف مدل ٩.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم تکرار گام(٢) گراف مدل ١٠.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم تکرار گام(٢) گراف مدل ١١.٢

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٣.١.٣ مثال گراف ١.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال دوگانه�سازی از پس ١.٣ شکل گراف ٢.٣

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G ١.۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫٩ ٢.۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫٧ ٣.۴
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫۵ ۴.۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫۴ ۵.۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫٣ ۶.۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫٢ ٧.۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G٠٫١ ٨.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G̃ ٩.۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضیافت مساله�ی متناظر فازی گراف مدل ١٠.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٠.۴ فازی گراف مدل به رنگ�ها تخصیص ١١.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . G مسطح نشاندن (ب) G؛ مسطح گراف (الف) ١.۵

خ



د تصاویر لیست

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی گراف در یال دو برخورد ٢.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی مسطح گراف ٣.۵
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن دوگان و مسطح گراف ۴.۵
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k٣,٣ گراف ۵.۵
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.۵ با یک�ریخت گراف ۶.۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶.۵ با یک�ریخت گراف ٧.۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧.۵ با یک�ریخت گراف ٨.۵
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجه یک محدوده�ی ٩.۵

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقل و حمل شبکه�ی گرافی مدل ١.۶
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان با شبکه مدل یک ٢.۶

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی دوبخشی گراف ١.٧
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی فراگیر زیرگراف ٢.٧
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G دوبخشی گراف ٣.٧
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول تکرار ٢ گام درخت ۴.٧
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول تکرار ٣ گام درخت ۵.٧
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم تکرار ٢ گام درخت ۶.٧
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم تکرار ٣ گام درخت ٧.٧
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم تکرار ٢ گام درخت ٨.٧
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم تکرار ٢ گام درخت ٩.٧
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم تکرار ٣ گام درخت ١٠.٧
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنجم تکرار ٢ گام درخت ١١.٧
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنجم تکرار ٣ گام درخت ١٢.٧
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gl گراف ١٣.٧
٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gl̂ برابری زیرگراف ١۴.٧

١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوشش یک ١.٨
١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم پوشش یک ٢.٨
١١۵ . . . . الگوریتم طبق شده داده گراف در مینیمم وزن�دار راسی پوشش آوردن دست به ٣.٨
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

باستان یونان فرهنگ با مقارن اصطلاح این است. شده گرفته modellus لاتین کلمه از ١ مدل�سازی
میلاد از قبل سال ٣٠٠٠٠ به موضوع این که بودند اعداد تشخیص، قابل مدل�های اولین شد. مطرح
۴٠٠٠ به این و می�کردند ایفا نقش آن در مدل�ها که بود بعدی موارد معماری و ستاره�شناسی بر�می�گردد.
مورد در هند مصر، بابل، فرهنگ سه حداقل میلاد از قبل سال ٢٠٠٠ گردد. بر�می میلاد از قبل سال
می�کردند. استفاده ریاضی مدل�سازی از زندگیشان پیشرفت در و داشتند اطلاعاتی و دانش ریاضیات
شود. بیان ریاضی نظریه�های اولین شد باعث ریاضیات، با آن ارتباط و یونان عصر در فلسفه توسعه
کرد. بیان واقعیت تحلیل و تجزیه در مفید ابزاری به را هندسه میلاد، از قبل سال ۶٠٠ در ٢ تالس
و کرد پیدا توسعه ریاضیات و هندسه و شد شناخته محض ریاضیدان عنوان به ٣ فیثاغورس او از پس
زمان در مدل�ها توسعه�ی در دیگر مهم گام بود. میلاد از قبل سال ٣٠٠ در اقلیدس۴ زمان در آن اوج
از استفاده و جبری پایه�های و پیوست وقوع به میلاد از بعد سال ٢۵٠ حدود در اسکندریه، از ۵ دیوفان
استفاده با را آسمانی مکانیک فیثاغورس، ایده�ی از الهام با بطلمیوس۶ نجوم، در شد. شروع متغیرها
مدل�سازی کرد. پیش�بینی سیاره�ها و ماه خورشید، حرکت برای ریاضی مدلی و کرد توصیف دایره�ها از
روش�های که است مهم انسان پیشرفت برای ریاضی، مدل�سازی خصوص به واقعی، دنیای مسایل برای
توجه که است مهم یافت. توسعه ایران مانند اسلامی کشورهای و هند چین، در مدل�سازی از مشابهی
ابداع وایتا٩ توسط متغیرها نظام�مند استفاده�ی خوارزمی٨، و دیوفانت٧ دستاوردهای وجود با باشیم داشته

١modeling
٢Thales
٣Pythagoras
۴Euclid
۵Diophantus
۶Ptolemy
٧Diophant
٨Al-Hwarizmi

١
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طور به راسل١١ و کانتور١٠ تا انجامید طول به دیگر سال ٣٠٠ وجود این با .(١۵۴٠ − ١۶٠٣) شد
نیروی طبیعت، اصول شرح و فیزیک دریابند. ریاضی فرمول�های در را متغیرها از درستی قواعد کامل،
اکنون هم و پیوست مدل�سازی به نیز اقتصاد بعدها شد. ریاضیات رشد و مدل�سازی در مهمی محرکه�ی

می�شوند. برده کار به آن�ها مدل�سازی به توجه با کاربردها، از زیادی تعداد
چیست؟ مدل�سازی

واقع در آمد. وجود به واقعی جهان پدیده�های و وقایع بهتر درک و توصیف منظور به مدل�سازی
مدل) (ساختن مدل�سازی می�شود. استفاده واقعیات شبیه�سازی برای آن از که است توصیفی مدل،
درباره�ی پیش�بینی برای نظریه) (یا ابزار به�کارگیری سپس و مجرد جهان به واقعی جهان از انتقال فرآیند
علمی، اهداف برای تنها نه که است بشر ذهنی تکنیک�های از یکی مدل�سازی می�شود. تعریف حقیقت،
صورت به مسایل مدل�سازی در می�گیرد. قرار استفاده مورد دفعات به بشر روزمره�ی امور انجام برای بلکه

می�شوند. توصیف ساده
اشیاء توسط واقعی، جهان و اشیاء آن، در که می�باشند ریاضی مدل�های مدل�ها، از عمده�ای بخش
الگوریتم�ها اشکال، با خوبی به ریاضی مدل�های می�شوند. داده نمایش ریاضی فرمولی قالب در و ریاضی
محاسبه�گرها، عنوان به انسان�ها بیستم، قرن آغاز در هستند. تحلیل و تجزیه قابل ریاضی قضایای و
مسایل حل برای ریاضی مدل�سازی بود. محدود خیلی مسایل اندازه زمان آن می�شدند. گرفته کار به
ریاضی مدل�سازی شد باعث کامپیوتر تکنولوژی در پیشرفت آمد. وجود به نامشخص اندازه�های با
شود. تبدیل مهم امری به مسایل، از خاصی دسته�ی و بهینه�سازی مسایل صنعت، نظامی، کارهای در
مدل�های و شد ریاضی مدل�سازی از استفاده تقاضای شدن بیشتر باعث واقعی، دنیای مسایل در موفقیت
منبع در گسترده�ای طور به ریاضی مدل�های دسته�بندی و مدل�سازی فرآیند آمد[۴٩]. وجود به پیچیده�تری

است. شده آورده [۴]
مدل�های نوع این در هستند. بیان قابل گراف، مدل�های صورت به ریاضی، مدل�های از بعضی
جهان از پدیده یک گراف، مدل�سازی نحوه�ی بیان برای می�شود. استفاده گراف�ها ساختار از ریاضی
و است شده تشکیل عنصر متناهی تعداد از سیستم این که می�گیریم نظر در سیستم یک معادل را واقعی
زیر صورت به گراف مدل�سازی نحوه�ی بنابراین است، برخوردار خاصی اهمیت از آن عناصر بین ارتباط

است

سیستم کمی اجزای و اصلی عناصر عنوان به راس�ها مدل، این در :(١٢VOER (مدل- راسی مدل .١
هستند. آن�ها بین ارتباط عنوان به یال�ها و

سیستم کمی اجزای و اصلی عناصر عنوان به یال�ها مدل، این در :(١٣EOVR (مدل- یالی مدل .٢
می�شوند. گرفته نظر در یال�ها اتصال یا وضعیت تعیین برای رئوس و هستند

٩Vieta
١٠Cantor
١١Russell
١٢vertex is object quantity and edge is relation
١٣edge is object quantity and vertex is relation
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و اصلی اجزای و عناصر یال�ها، هم و راس�ها هم مدل این در :(١۴VEO (مدل- یالی راسی مدل .٣
.[٣] هستند سیستم کمی

به مدل�ها این می�باشد. ریاضی برنامه�ریزی مدل�های صورت به ریاضی مدل�های از خاصی دسته�ی
می�کند. توصیف ریاضی، نامعادلات و معادلات کمک به را مسایل که می�شود گفته ریاضی� مدل�هایی

است. (١.١) رابطه�ی صورت به ریاضی برنامه�ریزی مدل کلی فرم

f(x, r)Ð→max

s.t x ∈ C = {x ∈X ∣ gi(x, s) ≤ ٠, i = ١,٢,⋯,m}
(١.١)

روش عنوان به مدل�ها این که است، شده مطرح نیز خطی١۵ برنامه�ریزی مدل�های پایان�نامه این در
می�شوند. استفاده گراف�ها، مدل�سازی مسایل برای حلی

گراف مدل�های طرح ضرورت ١.١.١

می�توان رابطه این در کنند، مدل را واقعی زندگی از وضعیت�هایی می�توانند موثر طور به گراف مدل�های
یا مساله اگر نمود. استفاده زیادی سوالات پاسخ یافتن و مناسب حل برای گراف نظریه�ی مباحث از
گراف یک ساختار صورت به سیستم شود، گرفته نظر در سیستم یک عنوان به واقعی جهان از پدیده یک

نمود: مطرح را زیر اساسی هدف دو می�توان گراف مدل�سازی برای کلی حالت در می�شود. طراحی

ساختار بهترین می�توان که صورت بدین ندارند، وجود که سیستم�هایی برای بهینه مدل طراحی (الف)
نمود. طراحی ندارند، وجود که سیستم�هایی برای را گراف

سیستم�هایی برای عملکرد بهبود منظور به که آن، گرافی ساختار به توجه با سیستم رفتار تحلیل (ب)
.[٢] شود اصلاح سیستم آن در کارها چرخه�ی باید و دارند وجود که می�باشد

سیستم�های تحلیل و تشریح برای مناسبی ابزار زیر، ویژگی پنج داشتن دلیل به گراف ریاضی مدل�های
می�باشند پیچیده

هستند. درک قابل و ساده نسبتا گراف مدل�های (١)

می�باشند. نمایش قابل هندسی صورت به و می�باشند ترسیمی مدل�های از گراف، مدل�های (٢)

می�آورند. فراهم را سیستم یک طراحی برای مناسب شرایط گراف مدل�های (٣)

می�آورند. فراهم را سیستم یک عملکرد بر نظارت و مدیریت برای مناسب شرایط گراف مدل�های (۴)

. [٣] می�آورند فراهم سیستم یک بهینه�سازی و اصلاح برای را مناسب�تر شرایط گراف مدل�های (۵)

١۴vertex and edge are objects quantity
هستند. خطی صورت به مدل�ها، این در ریاضی نامعادلات و ١۵معادلات
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نمود: دسته�بندی زیر صورت به می�توان را گراف مدل�های
مدل همیلتونی، گراف�های مدل اویلری، گراف�های مدل درخت�ها١۶، مدل ساده، گراف�های مدل

دوبخشی. گراف�های مدل ، شبکه�ها به�نام جهت�دار گراف�های از مدلی مسطح، گراف�های

یا کتا�ب�ها از بعضی در مثال�هایی ارائه�ی شکل به و پراکنده صورت به گاهی گراف�ها مدل�سازی موضوع
است. شده آورده [۴۵ ،٢٨ ،١٨ ،١٠] جمله از مقالات

فازی صورت به مساله طرح ضرورت ٢.١.١

گاهی و می�شد گرفته کار به مسایل حل در سال�ها برای آن روش�های و سنتی بهینه�سازی تکنیک�های
معمولا بهینه�سازی مسایل چنین این می�شدند. شناخته سخت سیستم�های عنوان به مسایل اوقات
و می�شد فرمول�بندی محدودیت�ها، از معینی مجموعه�ی و قطعی ویژه��ی هدف�های تابع� توسط به�خوبی
از مختلفی انواع و نیست قطعی١٧ واقعی، جهان شرایط متاسفانه می�شد. حل دقیق ریاضیات توسط
دقت عدم حوادث، وقوع در اتفاقی مانند اقتصادی، و صنعتی اجتماعی، سیستم�های در قطعیت�ها عدم
وجود به مختلفی طرق از ابهام�ها این دارد. وجود ... و زبانی ابهام�های سیستم، داده�های در ابهام و
و ذهنیت ناقص، دانش بیان آماری، داده�های و تاریخ در کمبود اندازه�گیری، خطاهای جمله از می�آید،
را قطعیت عدم مختلف انواع می�کند، بیان زیمرمن١٨ که همانگونه . ... و انسانی قضاوت اولویت�های
به مربوط تصادفی قطعیت عدم کرد. دسته�بندی فازی و تصادفی قطعیت�های عدم عنوان به می�توان،
آن اطلاعات توصیف که است صورت بدین آن مشخصه�های است. رویداد یا پدیده وقوع از اطمینان عدم
تصادفی سیستم�های قطعیت، عدم نوع این با سیستم�هایی می�باشد. بیان قابل راحتی به و است قطعی
در می�شوند. حل احتمال نظریه�ی در تصادفی تکنیک�های از استفاده با سیستم�ها این که می�شوند نامیده�
می�روند کار به طبیعی زبان در که نادقیقی مفاهیم و بی�دقتی به فازی سیستم�های سیستم�ها، این مقابل
فازی، نظریه�ی واقع در نیست. همراه رویداد یک با همیشه تصادفی، سیستم�های مانند و است مرتبط
داده نمایش عضویتی درجه�ی با معمولا ابهام از نوع این می�کند. پشتیبانی را تصادفی غیر قطعیت عدم

می�دهد. اشیاء به که است اولویتی و گیرنده تصمیم ذهنیت دهنده�ی نشان که می�شود
تکنیک�های و شد داده توسعه ١٩ زاده پروفسور توسط ١٩۶٠ سال در فازی مجموعه�ی نظریه�ی
و مدل�سازی کرد. فراهم سیستم بهینه�سازی و مدل�سازی برای کارآمد و مفید ابزاری فازی، بهینه�سازی

می�نامند. فازی بهینه�سازی و فازی مدل�سازی را، فازی محیط در بهینه�سازی
روش�های و مدل�ها شد. مطرح زاده و ٢٠ بلمن توسط ١٩٧٠ سال در فازی تصمیم�گیری مدل مفهوم
برنامه�ریزی فازی، هدفه چند برنامه�ریزی فازی، خطی برنامه�ریزی برای فازی ریاضی برنامه�ریزی از متفاوتی
طی فازی، غیرخطی برنامه�ریزی و فازی احتمالی برنامه�ریزی فازی، پویا برنامه�ریزی فازی، صحیح عدد

هستند. گراف نوعی ١۶درخت�ها
١٧deterministic
١٨Zimmermann
١٩Zadeh
٢٠Bellman



۵ مقدمه .١.١

توسط فازی بهینه�سازی از پیشرفتی در اخیر بررسی�های شد. داده توسعه زیادی پژوهشگران توسط سال�ها
توسط فازی خطی برنامه�ریزی روی منظم بررسی خصوص به است، شده یافت همکارانش٢١ و دلگادو
فازی بهینه�سازی مانند فازی، بهینه�سازی دیگر موضوعات روی بررسی�ها است. شده ساخته فنگر٢٢ رامل
و قطعیت�ها عدم دسته�بندی شد. انجام بورتلن٢۴ و چاناس٢٣ توسط ترتیب به فازی رتبه�بندی و گسسته
اینوگاچی٢۶ توسط فازی خطی برنامه�ریزی روی اخیر بررسی�های و شد ساخته لویی٢۵ توسط آن برنامه�ریزی

است. شده ارائه عملی دیدگاه از رامیک٢٧ و
نظریه�ی مفاهیم از فازی مقایسه�های و فازی گراف�های از مفهومی ٢٨ فلد روسن ،١٩٧۵ سال در
مفاهیمی ٣٠ بوتانی و ٢٩ اریا بتچ ،١٩٨٧ سال در کرد. معرفی را ... و همبندی دور، مسیر، مانند گراف
مفهومی ٣٢ مردسن ،١٩٩٣ سال در کردند. معرفی مقدماتی صورت به فازی گراف�های ٣١ خودریختی از
توسط کامل، فازی گراف مفهوم داد. توسعه را آن پایه�ای خواص و کرد بیان فازی خطی گراف�های از
و ٣۵ پورنیما ٢٠٠٩ سال در شد. بیان مقدماتی صورت به ٢٠٠٢ سال در ٣۴ ویجایاکومار و سونیتا٣٣
به شوبته٣٧ ماهیاب ،٢٠١٢ سال در کردند. معرفی را حاصل�ضربی فازی گراف مفهوم ٣۶ وامی ریمس
خواص مورد در زیمرمن همچنین پرداخت. حاصل�ضربی فازی گراف�های در ٣٨ غلبه عدد مفهوم معرفی
فازی۴٠ ابرگراف�های و فازی گراف�های به�نام ٣٩ نیر و مردسن کتاب و است پرداخته بررسی به فازی گراف

.[۵٠] می�باشد فازی ابر�گراف�های و گراف�ها مورد در تحقیق برای خوبی بسیار منبع
شود ظاهر می�تواند زیر صورت� به ریاضی برنامه�ریزی مدل�های در فازی مفهوم

سطح یک با همواره و است همراه ابهام با هدف تابع بودن مینیمم یا ماکسیمم فازی: هدف (١
می�شود. بیان انتظاری

٢١Delgado et al
٢٢Rommelfanger
٢٣Chanas
٢۴Bortolan
٢۵Liu
٢۶Inuiguchi
٢٧Ramic
٢٨Rosenfeld
٢٩Bhattacharya
٣٠Bhutani
٣١automorphism
٣٢Mordeson
٣٣Sunitha
٣۴Vijayakumar
٣۵Poornima
٣۶Ramaswamy
٣٧Mahioub Shubatah
٣٨domination number
٣٩Nair
۴٠Fuzzy graphs and Fuzzy hypergraphs



۶ مقدمات و تعاریف .١

می�شود. بیان نامعادلات یا معادلات در فازی روابط توسط محدودیت�ها، فازی: محدودیت�های (٢

.c̃i فازی ضرایب با هدف تابع (٣

.[٢٩] b̃i یا Ãij فازی ضرایب با محدودیت�ها (۴

شود ظاهر می�تواند زیر صورت� به گراف مدل�های در فازی مفهوم

(G̃ = (Ṽ , Ẽ,W )) باشند. فازی یال�ها و راس�ها (١)

(G̃ = (V, Ẽ,W )) باشند. فازی یال�ها (٢)

(G̃ = (Ṽ ,E,W )) باشند. فازی راس�ها (٣)

(G̃ = (V,E, W̃ )) باشند. فازی وزن�ها (۴)

(G̃ = (Ṽ , Ẽ, W̃ )) باشند. فازی وزن�ها و یال�ها راس�ها، (۵)

(G̃ = (Ṽ ,E, W̃ )) . باشند فازی وزن�ها و راس�ها (۶)

(G̃ = (Ṽ , Ẽ,W )) باشند. فازی وزن�ها و یال�ها (٧)

می�کنیم. استفاده G̃ = (δ, µ) نماد از G̃ = (Ṽ , Ẽ) نماد جای به پایان�نامه این در .١.١.١ ملاحظه

گراف تعاریف ٢.١

است. شده گرفته [١٠] منبع از قسمت این تعاریف

گراف: .١.٢.١ تعریف
راس�ها، Vی (G) ناتهی مجموعه�ی از متشکل ،(V (G),E(G), ψG) مرتب سه�تایی G گراف
نامرتب جفت یک ،G یال هر با که است ψG وقوع تابع و ،V (G) از مجزا یال�ها E(G)ی مجموعه�ی
که قسمی به باشند، راس�هایی v و u و یال یک e اگر می�کند. همراه را G راس�های از مجزا) لزوماً (نه

می�نامند. e انتهای دو را v و u راس�های می�کند، وصل v به را u ،e می�گویند آن�گاه ،ψG(e) = uv

جهت�دار: گراف .٢.٢.١ تعریف
دوتایی (u, v) یال آن در که باشند E = {(u, v)∣u, v ∈ V (G)} صورت به G گراف یال�های اگر

می�شود. نامیده جهت�دار G گراف است، مرتب

می�شود. نامیده طوقه یکسان، سر دو با یال یک طوقه: .٣.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده پیوندی یال متمایز، سر دو با یال یک پیوندی: یال .۴.٢.١ تعریف



٧ گراف تعاریف .٢.١

صورت به و باشد E(H) ⊆ E(G)وV (H) ⊆ V (G) اگر است G زیرگراف H گراف .۵.٢.١ تعریف
می�شود. داده نمایش H ⊆ G

G فراگیر زیرگراف H باشد، V (H) = V (G) و H ⊆ G اگر : ۴١ فراگیر زیرگراف .۶.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده

که G زیرگراف باشد. V ناتهی زیرمجموعه�ی V ′ که کنید فرض :۴٢ القایی زیرگراف .٧.٢.١ تعریف
دو هر که دارد Gقرار یال�های از مجموعه�ای یال�هایش مجموعه�ی و می�باشد V ′ آن راس�های مجموعه�ی
داده نمایش G[V ′] وسیله�ی به و می�نامند V ′ وسیله�ی به شده القا G زیرگراف است، V ′ در یال انتهای

می�شود.

که را G زیرگراف است. E ناتهی زیرمجموعه�ی E ′ کنید فرض یال-القایی: زیرگراف .٨.٢.١ تعریف
زیرگراف است، E ′ یال�هایش مجموعه�ی و E ′ در یال�ها انتهای دو از مجموعه�ای راس�هایش مجموعه�ی
G یال-القایی زیرگراف G[E ′] می�دهند. نمایش G[E ′] با را آن و می�نامند E ′ وسیله�ی به القایی Gی

است.

با همراه V ′ راس�های حذف با G از که است زیرگرافی G[V ∖ V ′] القایی زیرگراف .٩.٢.١ تعریف
نمایش G − V ′ صورت به را زیرگراف این می�آید، دست به واقع�اند، آن�ها بر V ′ راس�های که هایی یال

می�دهند.

به که است E ∖E ′ یالی مجموعه�ی با G فراگیر زیرگراف ،G −E ′ فراگیر زیرگراف .١٠.٢.١ تعریف
می�آید. دست به E ′ یال�های حذف وسیله�ی

با مجاور، راس جفت هر برای و ،G گراف از طوقه�ها همه�ی حذف با زمینه۴٣: گراف .١١.٢.١ تعریف
فراگیر زیرگراف می�کند، متصل هم به را آن�ها که پیوندی یال یک جز به پیوندی یال�های همه�ی حذف

می�نامند. G زمینه�ی ساده�ی گراف را آن که می�آید، دست به G ساده�ی

صورت به پوشا و یک�به�یک تابعی اگر فقط و اگر یک�ریخت�اند، G و H گراف دو .١٢.٢.١ تعریف
و اگر ،uv ∈ E(G) به�طوری�که باشد داشته وجود گراف دو رئوس مجموعه�ی بین f ∶ V (G)→ V (H)
راس�ها این و دارند راس یکسانی تعداد یک�ریخت�، گراف دو واقع در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر فقط

شده�اند. متصل یکدیگر به مشابهی صورت به

آن جمله�های که W = v٠e١v١e٢v٢⋯ekvk ناتهی دنباله�ی ،G گراف در گشت۴۴: .١٣.٢.١ تعریف
از گشتی را باشد vi, vi−١ ،ei انتهای دو ،١ ≤ i ≤ k برای که قسمی به هستند، یال�ها و راس�ها متناوبا

گویند. vk به v٠

۴١spanning subgraph
۴٢induced subgraph
۴٣underlying graph
۴۴walk



٨ مقدمات و تعاریف .١

یکسان آن انتهای و ابتدا بوده، مثبت آن طول اگر است بسته گشت بسته: گشت .١۴.٢.١ تعریف
باشند.

می�نامند. گذر را W باشند، متفاوت W گشت در e١, e٢,⋯, ek یال�های اگر گذر۴۵: .١۵.٢.١ تعریف

می�نامند. مسیر را W باشند، متفاوت Wگشت راس�های اگر مسیر۴۶: .١۶.٢.١ تعریف

می�شود. گفته مسیر طول مسیر، یال�های تعداد به مسیر: طول .١٧.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده دور باشند، متمایز آن داخلی راس�های و ابتدا که بسته�ای مسیر دور۴٧: .١٨.٢.١ تعریف

می�شود. نامیده مدار کند، عبور یک�بار یال هر از که بسته�ای گشت : ۴٨ مدار .١٩.٢.١ تعریف

.٢٠.٢.١ تعریف

V١, V٢,⋯, Vω ناتهی زیرمجموعه�های به V رئوس مجموعه�ی از افرازی :Gگراف مولفه�ی تعریف٢١.٢.١.
Vi مجموعه یک به متعلق دو هر v و u اگر تنها و اگر همبندند v و u راس دو به�طوری�که دارد وجود
مولفه�های تعداد می�شوند. نامیده G گراف مولفه�های G[V١],G[V٢],⋯,G[Vω] زیرگراف�های باشند.

می�دهیم. نمایش ω(G) با را G

.ω(G− e) > ω(G) به�طوری�که است e یال ،G برشی یال یک : ۴٩ (پل) برشی یال .٢٢.٢.١ تعریف

،a, b ∈ V (G) تمام ازای به که می�شود گفته گرافی به همبند گراف همبند: گراف .٢٣.٢.١ تعریف
باشد. داشته وجود آن�ها بین مسیری

فازی مباحث تعاریف ٣.١

است. شده گرفته [۴۴ ،٣٧ ،٨] منبع از قسمت این تعاریف

از نگاشتی ،A ⊆ X قطعی مجموعه�ی یک در µA عضویت تابع :۵٠ عضویت تابع .١.٣.١ تعریف
داده نمایش µA(x) ∶ X → {٠,١} صورت به که است {٠,١} مجموعه�ی به X مرجع مجموعه�ی

داریم: عبارتی به و می�شود

µA(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ اگر، فقط و xاگر ∈ A

٠ اگر، فقط و xاگر ∉ A
(٢.١)

داریم. را (٣.١) یعنی می�شود نگاشته [٠,١] به µA عضویت تابع با عضو هر فازی، مجموعه�های در

µA ∶X → [٠,١] (٣.١)
۴۵trail
۴۶path
۴٧cycle
۴٨circuit
۴٩cut edge (bridge)
۵٠membership function



٩ فازی مباحث تعاریف .٣.١

X در A فازی مجموعه�ی باشد. ناتهی مجموعه�ی Xیک کنید فرض فازی: مجموعه�ی .٢.٣.١ تعریف
می�شود. مشخص (۴.١) عضویت تابع با و داده نمایش Ã با را

µÃ(x) ∶X → [٠,١] (۴.١)

می�شوند. مشخص Ã = ∑n
i=١

µÃ(xi)
xi

یا Ã = {(x,µÃ(x))∣x ∈X} صورت به Ã مجموعه�ی اعضای و
نمایش (۵.١) رابطه�ی صورت به می�تواند فازی مجموعه�ی اعضای باشند، پیوسته عناصر که حالتی در

شوند. داده

Ã = ∫
µÃ(x)
x

(۵.١)

می�شود. تعریف (۶.١) رابطه�ی صورت به Ã سطح مجموعه�ی سطح۵١: مجموعه�ی .٣.٣.١ تعریف

ΛÃ = {α∣µÃ(x) = α,α ≥ ٠, x ∈X} (۶.١)

عضویت تابع که را Ãα مجموعه�ی دلخواه، α ∈ [٠,١] ازای به α-برش۵٢: مجموعه�ی .۴.٣.١ تعریف
داشت. خواهیم را (٧.١) رابطه�ی عبارتی به می�نامند، α-برش مجموعه�ی نباشد، α از کمتر آن اعضای

Ãα = {x ∈X ∣µÃ(x) ≥ α} (٧.١)

رابطه�ی λ ∈ [٠,١] و x١, x٢ ∈ Rn همه�ی ازای به اگر است محدب Ã فازی مجموعه�ی .۵.٣.١ تعریف
باشد. برقرار (٨.١)

µÃ(λx١ + (١ − λ)x٢) ≥min(µÃ(x١), µÃ(x٢)) (٨.١)

نامیده ارتفاع می�گیرد فازی مجموعه�ی عضویت تابع که مقداری بیشترین بودن: نرمال .۶.٣.١ تعریف
می�شود. نامیده نرمال فازی مجموعه�ی باشد، یک برابر ارتفاع این اگر می�شود.

نرمال شرایط که است حقیقی اعداد از فازی مجموعه�ی یک Ã فازی عدد فازی۵٣: عدد .٧.٣.١ تعریف
باشد. داشته را R روی پیوسته تکه�ای عضویت تابع و بودن (فازی) محدب بودن،

داده نمایش (a١, a٢, a٣, a۴) صورت به که است ذوزنقه�ای۵۴ فازی عدد Ã فازی عدد .٨.٣.١ تعریف
است. (٩.١) صورت به آن عضویت تابع و می�شود

µÃ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ x ≤ a١

x−a١
a٢−a١

a١ ≤ x ≤ a٢

١ a٢ ≤ x ≤ a٣

a۴−x
a۴−a٣

a٣ ≤ x ≤ a۴

٠ x ≥ a۴

(٩.١)

۵١level set
۵٢α-cut set
۵٣fuzzy number
۵۴trapezoidal fuzzy number



١٠ مقدمات و تعاریف .١

B̃ = (b١, b٢, b٣, b۴;w)صورت به و است یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد ،B̃ فازی عدد تعریف٩.٣.١.
است. (١٠.١) صورت به آن عضویت تابع و می�شود داده نمایش

µB̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ x ≤ b١

w(x−b١)
(b٢−b١)

b١ ≤ x ≤ b٢

w b٢ ≤ x ≤ b٣

w(x−b۴)
(b٣−b۴) b٣ ≤ x ≤ b۴

٠ x ≥ b۴

(١٠.١)

داده نمایش C̃ = (c١, c٢, c٣) صورت به که است مثلثی۵۵ فازی عدد ، C̃ فازی عدد .١٠.٣.١ تعریف
است. (١١.١) صورت به آن عضویت تابع و می�شود

µC̃(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ x ≤ c١

x−c١
c٢−c١

c١ ≤ x ≤ c٢

c٣−x
c٣−c٢

c٢ ≤ x ≤ c٣

٠ x ≥ c٣

(١١.١)

ذوزنقه�ای فازی اعداد Ã = (a١, a٢, a٣, a۴;w١), B̃ = (b١, b٢, b٣, b۴;w٢) فرضکنید تعریف١١.٣.١.
را فازی اعداد اسکالر ضرب و ضرب تفریق، جمع، اعمال آنگاه باشد. اسکالر مقداری λ و یافته تعمیم
اعداد و مثلثی فازی اعداد مورد در اعمال این و می�کنیم بیان یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد این روی

شد. خواهند تعریف صورت همین به نیز ذوزنقه�ای فازی
Ã⊕B̃ = (a١, a٢, a٣, a۴;w١)⊕(b١, b٢, b٣, b۴;w٢) = (a١+b١, a٢+b٢, a٣+b٣, a۴+b۴;min(w١,w٢))

(١٢.١)

Ã⊖B̃ = (a١, a٢, a٣, a۴;w١)⊖(b١, b٢, b٣, b۴;w٢) = (a١−b۴, a٢−b٣, a٣−b٢, a۴−b١;min(w١,w٢))
(١٣.١)

Ã⊗ B̃ = (a١, a٢, a٣, a۴;w١)⊗ (b١, b٢, b٣, b۴;w٢) ≅ (a١b١, a٢b٢, a٣b٣, a۴b۴;min(w١,w٢))
(١۴.١)

می�باشد. (١۶.١) و (١۵.١) صورت به اسکالر ضرب نهایت در و

λ ⋅ Ã = λ ⋅ (a١, a٢, a٣, a۴;w١) = (λ ⋅ a١, λ ⋅ a٢, λ ⋅ a٣, λ ⋅ a۴;w١) ;λ > ٠ (١۵.١)

λ ⋅ Ã = λ ⋅ (a١, a٢, a٣, a۴;w١) = (λ ⋅ a۴, λ ⋅ a٣, λ ⋅ a٢, λ ⋅ a١;w١) ;λ < ٠ (١۶.١)

داشت. خواهیم را (١٧.١) رابطه�ی فازی اعداد جمع در .١٢.٣.١ ملاحظه

۵۵triangular fuzzy number



١١ فازی مباحث تعاریف .٣.١

n

∑
j=١
x̃ij = x̃i١ ⊕ x̃i٢ ⊕⋯⊕ x̃in (١٧.١)

تابع جفت با همراه V غیرتهی مجموعه�ی با G̃ = (V, δ, µ) گراف فازی۵۶: گراف .١٣.٣.١ تعریف
باشیم. داشته را (١٨.١) رابطه�ی به�طوری�که است فازی گرافی δ ∶ V → [٠,١] و µ ∶ V × V → [٠,١]

∀x, y ∈ V ,µ(x, y) ≤min(δ(x), δ(y)) (١٨.١)

رابطه�ی صورت به uu١u٢⋯uk−١v مسیر در v و uراس دو بین همبندی قدرت [۴١] .١۴.٣.١ تعریف
می�شود. تعریف (١٩.١)

µ∞(u, v) = sup{µk(u, v)∣k = ١,٢,⋯} (١٩.١)

می�شود. تعریف (٢٠.١) رابطه�ی صورت به آن در µk(u, v) که

µk(u, v) = sup{min{µ(uu١), µ(u١u٢),⋯, µ(uk−١v)}∣u١, u٢,⋯, uk−١ ∈ V } (٢٠.١)

(٢١.١) رابطه�ی اگر می�شود نامیده قوی یال یک فازی گراف در [۴٢] قوی۵٧: یال .١۵.٣.١ تعریف
باشیم. داشته را

µ(u, v) ≥ µ∞(u, v) (٢١.١)

را (٢٢.١) رابطه�ی اگر می�شود نامیده ضعیف یال یک فازی گراف در ضعیف۵٨: یال .١۶.٣.١ تعریف
باشیم. داشته

µ(u, v) < µ∞(u, v) (٢٢.١)

دیگر یال�های همه�ی از عضویتش۵٩ مقدار که یالی ،(ui, vj) یال�های تمام بین از .١٧.٣.١ ملاحظه
یال ضعیف�ترین باشد، کمتر دیگر یال�های تمام از عضویتش مقدار که یالی و یال قوی�ترین باشد، بیشتر

می�شود. نامیده

تعریف رابطه�ی R و رئوس از قطعی مجموعه�ای V کنید فرض فازی: یال با مسیر .١٨.٣.١ تعریف
داده نمایش (٢٣.١) صورت به Pi با xir راس به xi١ راس از مسیری باشد. V مجموعه�ی روی شده

می�شود.

Pi = (xi١ , xi٢ ,⋯, xir), xik ∈ V, k = ١,٢,⋯, r (٢٣.١)

که
∀(xik , xik+١), k = ١,٢,⋯, r − ١, µR(xik , xik+١) > ٠

۵۶fuzzy graph
۵٧strong edge
۵٨weak edge
۵٩µ(ui, vj)



١٢ مقدمات و تعاریف .١

می�شود. بیان (٢۴.١) رابطه�ی صورت به Pi مسیر قدرت .١٩.٣.١ ملاحظه

s(xi١ , xi٢ ,⋯, xir) =min(µR(xi١ , xi٢), µR(xi٢ , xi٣),⋯, µR(xir−١ , xir)) (٢۴.١)

بود. خواهد مسیر یال ضعیف�ترین عضویت مقدار مسیر، قدرت عبارتی به
(٢۵.١) صورت به مسیرها از مجموعه�ای آنگاه باشد، داشته وجود xir به xi١ از مسیر چندین اگر

است.

P ∗(xi, xj) = {P (xi, xj)∣P (xi, xj) = (xi١ = xi, xi٢ ,⋯, xir = xj)} (٢۵.١)

است. (٢۶.١) صورت به مسیر قدرت و
s∗(xi, xj) = max

P (xi,xj)
s(xi١ = xi, xi٢ ,⋯, xir = xj) (٢۶.١)

روی رابطه�ای R و رئوس از V فازی مجموعه�ی کنید فرض فازی: یال و راس با مسیر .٢٠.٣.١ تعریف
می�باشد. (٢٧.١) صورت به xir به xi١ از Pi مسیر آنگاه باشد. رئوس

Pi = (xi١ , xi٢ ,⋯, xir), xik ∈ V, k = ١,٢,⋯, r (٢٧.١)

داشت. خواهیم را (٢٨.١) که می�باشد
µR(xik , xik+١) > ٠, ∀(xik , xik+١), k = ١,٢,⋯, r−١ و δV (xik) > ٠,∀xik , k = ١,٢,⋯, r

(٢٨.١)

است. (٢٩.١) رابطه�ی صورت به باشند فازی یال�ها و راس�ها که وقتی مسیر، قدرت .٢١.٣.١ ملاحظه

s(xi١ , xi٢ ,⋯, xir) =

min(µR(xi١ , xi٢), µR(xi٢ , xi٣),⋯, µR(xir−١ , xir), δV (xi١), δV (xi٢)),⋯, δV (xir)) (٢٩.١)

قدرت مقادیر تمام بین قبل، مانند آنگاه باشد، داشته وجود xir به xi١ از مسیر یک از بیش اگر
می�شود. گرفته نظر در آن�ها ماکسیمم مسیرها،

می�شود. نامیده فازی مسیر یال�های تعداد فازی: مسیر طول .٢٢.٣.١ تعریف

برخی بنابراین و نیستند مرتب فازی اعداد کلی، حالت در [٣۵] رتبه�بندی۶٠: تابع .٢٣.٣.١ تعریف
داریم. نیاز فازی اعداد بر ترتیبی ساخت برای روشی بنابراین بود، نخواهند مقایسه قابل فازی اعداد
می�گویند. رتبه�بندی تابع تابع�ها، این به که می�شود بیان فازی اعداد کردن مرتب برای گوناگونی تابع�های
روابط فازی عدد دو برای می�نگارد. حقیقی عدد به را فازی عدد هر R ∶ F (R)→ R رتبه�بندی تابع یک

داشت. خواهیم را (٣٢.١) و (٣١.١) و (٣٠.١)

۶٠ranking function



١٣ فازی مباحث تعاریف .٣.١

Ã ⪯ B̃⇔ R(Ã) ≤ R(B̃) (٣٠.١)

Ã ⪰ B̃⇔ R(Ã) ≥ R(B̃) (٣١.١)

Ã = B̃⇔ R(Ã) = R(B̃) (٣٢.١)

معرفی را آن�ها بعد فصل�های در که شد خواهد استفاده مختلفی رتبه�بندی تابع�های از پایان�نامه این در
کرد. خواهیم



١۴



٢ فصل

درخت�ها فازی مدل

مدل توصیف ١.٢

درخت: .١.١.٢ تعریف
می�شود. نامیده درخت باشد، نداشته دوری هیچ که همبندی گراف

درخت: مدل
شود، استفاده آن خواص و ویژگی�ها و درخت�ها ساختار از گاه هر گراف�ها، مدل�سازی مساله�ی در

می�شود. نامیده درخت مدل نظر، مورد مدل

و T درخت یال�های تعداد e(T ) که e(T ) = v(T ) − ١ آن�گاه باشد، درخت یک T اگر .٢.١.٢ قضیه
می�دهند. نمایش را درخت این راس�های تعداد v(T )

هم�ارزند: زیر حکم سه باشد، یال n − ١ با گرافی G کنید فرض .٣.١.٢ قضیه

است. همبند G (الف)

است. بی�دور G (ب)

است. درخت G (د)

است شده آورده درخت�ها از مثال�هایی ١.٢ شکل در

[۴١] فازی: درخت .۴.١.٢ تعریف
F̃ = فازی فراگیر زیرگراف یک اگر می�شود، نامیده فازی� درخت ،T̃ (δ, µ) همبند فازی گراف یک
نیستند، F̃ در که (u, v) یال�های همه�ی برای دوماً باشد، درخت اولا که باشد داشته (ν ⊆ µ) (δ, ν)

باشیم. داشته را (١.٢) رابطه�ی
µ(u, v) < ν∞(u, v) (١.٢)

١۵



١۶ درخت�ها فازی مدل .٢

............ ............

درخت��ها از نمونه�ای :١.٢ شکل

دارد. وجود (٢.٢) رابطه�ی صورت به فازی درخت�های در ١ کمی مدل یک تعریف١.٢.۴، به توجه با

m ≥ n − ١ (٢.٢)

قطعاً بنابراین است، درخت که است فراگیری زیرگراف شامل فازی درخت ،۴.١.٢ تعریف طبق زیرا
بود. خواهد یال n − ١ شامل

بگیرید. نظر در را ٢.٢ شکل فازی گراف .۵.١.٢ مثال

......
a(٠٫ ١٢)

.

c(٠٫ ١)

.

d(٠٫ ١٣)

.
b(٠٫ ١۵)

.

٠٫ ٠۶

. ٠٫ ٠٧.

٠٫ ٠٢

.

٠٫ ٠۴

.

٠٫ ٠۵

.

٠٫ ٠٣

T̃ فازی درخت :٢.٢ شکل

می�باشد. ٣.٢ شکل مطابق همبندی فازی فراگیر زیرگراف شامل همبند فازی گراف این
رابطه�ی آن�ها، تمام ازای به نیستند، فراگیر زیرگراف این در که (c, d) و (b, c) و (a, d) یال�های

١۴.٣.١داریم: تعریف طبق (c, d) یال برای مثال عنوان به است. برقرار (١.٢)

ν١(c, d) = sup{µ(cd)} = ٠٫ ٠٣

ν٢(c, d) = sup{min{µ(cu١), µ(u١d)}} =

دارد. وجود کمی رابطه�ای آن، اجزای بین که است ١مدلی



١٧ مدل توصیف .١.٢

......
a(٠٫ ١٢)

.

c(٠٫ ١)

.

d(٠٫ ١٣)

.
b(٠٫ ١۵)

.

٠٫ ٠۶

. ٠٫ ٠٧.

٠٫ ٠۵

F̃ فراگیر زیرگراف :٣.٢ شکل

sup{min{µ(c, a), µ(a, d)},min{µ(c, b), µ(b, d)}} = sup{٠٫ ٠۴,٠٫ ٠٢} = ٠٫ ٠۴

ν٣(c, d) = sup{min{µ(cu١), µ(u١u٢), µ(u٢d)}} =

sup{min{µ(c, a), µ(a, b), µ(b, d)}} = sup{٠٫ ٠۶,٠٫ ٠٧,٠٫ ٠۵} = ٠٫ ٠۵

داریم. را (٣.٢) رابطه�ی نتیجه در

ν∞(c, d) = sup{٠٫ ٠٣,٠٫ ٠۴,٠٫ ٠۵} = ٠٫ ٠۵⇒ µ(c, d) < ν∞(c, d) (٣.٢)

است. برقرار صورت همین به نیز (a, d) و (b, c) یال برای

قرار بررسی مورد T̃ = (V,E, W̃ صورت( به درخت مدل فصل، این مسایل بررسی در .۶.١.٢ ملاحظه
مقادیر این که داشت خواهند فازی مقادیر درخت، یال�های وزن اما است قطعی درخت یعنی می�گیرد

می�باشند. فازی اعداد صورت به فازی

درخت�ها مدل از بعضی ١.١.٢

می�گیرد: قرار بررسی مورد زیر شرح به درخت�ها از مدل دو فصل، این در

مینیمال٢ فراگیر های درخت مدل -١

مسیر٣ کوتاهترین مدل -٢

مدل�ها بررسی ٢.١.٢

است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب

٢minimum spanning tree
٣shortest path



١٨ درخت�ها فازی مدل .٢

مینیمال فراگیر درخت مدل
درختی فراگیر، های درخت تمام بین از بگیرید، نظر در را وزن�دار گراف یک در فراگیر درخت�های
وزن�دار گراف در vj و vi راس دو هر گرفتن نظر در با می�نامند. مینیمال فراگیر درخت را وزن مینیمم با
w(vi, vj) = cij با را راس دو بین یال وزن سپس می�باشد، راسی مدل صورت به گراف مدل�سازی ،G
گرفتن نظر در با نماییم. مینیمم را ∑i,j cij که هستیم این دنبال به فراگیر درخت این در می�دهیم. نمایش

می�شود. بررسی فازی محیط در مینیمال، فراگیر درخت� مدل فازی، اعداد با یال�ها وزن�
گراف در فراگیر درخت�های تعداد آوردن دست به برای کیلی فرمول به�نام ساده�ای بازگشتی فرمول
اکنون که است یال یک انقباض مستلزم فرمول این است. شده بیان ٨.١.٢ قضیه�ی در که دارد وجود

شد. خواهد معرفی

قرار هم روی آن سر دو شده، حذف یال آن اگر است، شده منقبض ،G� گراف از e یال .٧.١.٢ تعریف
می�شود. داده نمایش G.e با آمده، دست به گراف گیرند.

آن�گاه باشد، G یال e اگر که است واضح
E(G.e) = E(G) − ١ V (G.e) = V (G) − ١

است. درخت هم T.e باشد، درخت T اگر بنابراین،
می�شوند. داده نمایش τ(G) با G فراگیر درخت�های تعداد

.τ(G) = τ(G − e) + τ(G.e) آنگاه باشد، G پیوندی یال یک e اگر .٨.١.٢ قضیه

مسیر کوتاهترین مدل
وزن مجموع که به�گونه�ای است راس دو بین مسیری یافتن واقع در گراف، در مسیر کوتاهترین یافتن
گرفت نظر در می�توان مساله این با متناظر که گرافی مدل شود. کمینه مسیر آن دهنده�ی تشکیل یال�های

می�باشد: صورت به و بوده راسی مدل
E و گراف این رئوس مجموعه�ی V که بگیرید نظر در را G = (V,E) وزن�دار همبند گراف مدل
دست به را همبند گراف دلخواه راس دو بین مسیر کوتاهترین است قرار می�باشد. آن یال�های ی مجموعه
جدی محدودیتی این که مثبت�اند، یال�ها روی وزن گراف، مدل این در است. درخت مسیر، هر آوریم.
خودش به راس هر از واقع در است. مشخص یال انتهای دو آن�گاه باشد، صفر یال وزن اگر زیرا نیست،
uراس دو بین اگر (یعنی uv ∉ E اگر که پذیرفت خواهیم را قرارداد این همچنین داراست. را صفر وزن
فاصله�هایی معرف یال�ها روی وزن که باشید داشته توجه .w(uv) =∞ باشد)، نداشته وجود یالی v و
نظر در فازی اعداد با یال�ها وزن اگر می�کند. وصل هم به مستقیما را گراف مدل راس دو هر که هستند

می�شود. بررسی فازی محیط در درخت مدل شوند، گرفته

مدل�ها حل روش ٣.١.٢

برنامه�ریزی روش دو با شد، بیان که را مسیر کوتاهترین و مینیمال فراگیر درخت مدل�های داریم سعی
در سپس و مینیمال فراگیر درخت مدل در روش�ها شرح به ابتدا نماییم. حل الگوریتمی روش و خطی

می�پردازیم. مسیر کوتاهترین مدل



١٩ مدل توصیف .١.٢

مینیمال فراگیر درخت مدل به مربوط قطعی، خطی برنامه�ریزی روش (١)

تمام بین از آن در که شد خواهد بیان قطعی حالت در مدل خطی برنامه�ریزی روش قسمت این در
.[٢۴] آید دست به مینیمال فراگیر درخت است لازم فراگیر، درخت�های

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑e∈E(G)wexe

s.t.

∑e∈E(S) xe ≤ ∣S∣ − ١ ∀S ⊂ V

∑e∈E(G) xe = n − ١ S = V

xe ∈ {٠,١} ∀e ∈ E

بی�دور دوم، محدودیت است. n−١ برابر درخت یال�های تعداد که می�کند ضمانت اول محدودیت
یال اگر می�دهد نسبت یک مقدار xe به نیز سوم محدودیت می�کند. ضمانت را درخت�ها زیر بودن
قضیه�ی بنابر نباشد. درخت در e یال اگر می�دهد نسبت یال به صفر مقدار و باشد درخت در e
برقرار نیز سوم شرط باشد، برقرار درخت شروط از شرط دو وقتی که می�شود فهمیده ،٣.١.٢
درخت مدل بودن همبند شرط خود به خود دوم، و اول محدودیت بودن قرار با بنابراین پس است،

شود. لحاظ محدودیت�ها در نیست لازم و می�شود برقرار نیز

مینیمال فراگیر درخت مدل به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش

w̃e صورت به و می�شود گرفته نظر در فازی we پارامتر زیر فازی خطی برنامه�ریزی روش در
می�شود. داده نمایش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑e∈E w̃e ⋅ xe

s.t.

∑e∈E xe ≤ ∣S∣ − ١ ∀S ⊂ V

∑e∈E xe = n − ١ S = V

xe ∈ {٠,١} ∀e ∈ E

مینیمال فراگیر درخت مدل به مربوط الگوریتمی روش (٢)

الگوریتم از: عبارتند مینیمال فراگیر درخت مدل کردن پیدا برای معروف الگوریتمی روش سه
سولین۶. الگوریتم ،۵ پریم الگوریتم کروسکال۴،

.[١٠] شد خواهد بیان کروسکال٧ الگوریتم اینجا در

کروسکال: الگوریتم

۴Kruskal algorithm
۵Prim algorithm
۶Solin algorithm
٧Kruskal
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باشد. کوچک ممکن اندازه�ی به w(e١) که کنید انتخاب طوری را e١ پیوندی یال .١

E ∖ {e١, e٢,⋯, ei} از ei+١ یال یک آنگاه کرده�اید، انتخاب را e١, e٢,⋯, ei یال�های اگر .٢
که کنید انتخاب طریقی به را

باشد. بی�دور G [{e١, e٢,⋯, ei+١}] (الف)

باشد. کوچک ممکن اندازه�ی به (الف) گرفتن نظر در با w(ei+١) (ب)

کنید. توقف کرد، اجرا بیشتر نتوان را ٢ مرحله�ی که وقتی .٣

ساخته کروسکال الگوریتم وسیله�ی به که T ∗ = G[{e١, e٢,⋯, ev−١}] فراگیر درخت هر .٩.١.٢ قضیه
است. مینیمال فراگیر درخت یک شود،

معرفی یاگر٨ رتبه�بندی تابع به�نام رتبه�بندی، تابعی آن از قبل می�پردازیم، مثالی بیان به قسمت این در
می�شود. برده کار به بعدی قسمت�های در که شد خواهد

یاگر رتبه�بندی تابع باشد، شده داده c̃ فازی عدد کنید فرض [٩] یاگر: رتبه�بندی تابع .١٠.١.٢ تعریف
می�کند. عمل (۴.٢) رابطه�ی صورت به c̃ فازی عدد روی بر

Y (c̃) = ∫
١

٠
٠/۵ (cLα + cUα )dα (۴.٢)

است. c̃ فازی عدد α-برش بازه�ی ،(cLα, cUα ) که

می�شود. بیان روشنی به یاگر رتبه�بندی تابع عملکرد مثال، یک آوردن با

بنابراین: باشد، شده داده f̃ = ذوزنقه�ای(۴۵/١,۴/١,١/٢,١/٣۵) فازی عدد فرضکنید .١١.١.٢ مثال

µf̃ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ x ≤ ١٫ ٢
x−١٫٢

١٫٣۵−١٫٢ ١٫ ٢ ≤ x ≤ ١٫ ٣۵

١ ١٫ ٣۵ ≤ x ≤ ١٫ ۴
١٫۴۵−x

١٫۴۵−١٫۴ ١٫ ۴ ≤ x ≤ ١٫ ۴۵

٠ x ≥ ١٫ ۴۵

نوشت: می�توان f̃ فازی عدد عضویت تابع به توجه با حال
x − ١/٢

١/٣۵ − ١/٢ = α⇒
x − ١/٢

٠/١۵ = α⇒ x − ١/٢ = ٠/١۵α⇒ x = ٠/١۵α + ١/٢ = f̃α
L

همچنین: و

١/۴۵ − x
١/۴۵ − ١/۴ = α⇒

١/۴۵ − x
٠/٠۵ = α⇒ ١/۴۵ − x = ٠/٠۵α⇒ x = ١/۴۵ − ٠/٠۵α = f̃α

U

٨Yager’s ranking function
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(۵.٢) رابطه�ی صورت به آن، α-برش بازه�ی ، (١/٢,١/٣۵,١/۴,١/۴۵) فازی عدد برای بنابراین
است.

(f̃α
L
, f̃α

U
) = (٠/١۵α + ١/٢,١/۴۵ − ٠/٠۵α) (۵.٢)

رابطه�ی بنابراین می�کنیم. جایگزین (۴.٢) فرمول در را (۵.٢) رابطه�ی در آمده دست به بازه�ی حال
داشت. خواهیم را (۶.٢)

Y (f̃) = ∫
١

٠
٠/۵ (٠/١۵α + ١/٢ + ١/۴۵ − ٠/٠۵α)dα = ∫

١

٠
٠/۵ (٠/١α + ٢/۶۵)dα

=∫
١

٠
(٠/٠۵α + ١/٣٢۵)dα = ٠/٠۵α

٢

٢ ]
١

٠
+ ١/٣٢۵α]١

٠ = ١/٣۵

(۶.٢)

داشت. خواهیم را (٧.٢) رابطه�ی یاگر تابع به توجه با
.ã < b̃ آنگاه Y (ã) < Y (b̃) اگر (٧.٢)

با مرکز دو هر بین مسیر احداث هزینه�ی و دارد وجود رسانی گاز مرکز ٧ کنید فرض .١٢.١.٢ مثال
.[٢٨] است مثال این با متناظر ۴.٢ شکل گراف است. شده داده نشان مثلثی فازی اعداد

..١.

۵

.

٢

. ۴.

۶

.

٣

. ٧.

(٩,۴,٠)

.

(۶,٢,١)

.

(٣,٢,٣)

. (٣,٠,١).

(٧,۴,١)

.

(۴,٢,۵)

.

(٧,٢,١)

.
(٨,١,۶)

.

(۵,٣,۵)

. (۵,۵,۵).

(۴,١,١)

گازرسانی مراکز از ساده�ای گراف :۴.٢ شکل

تا آورده دست به را هزینه�ها قطعی مقدار شد، بیان (۴.٢) در که یاگر رتبه�بندی تابع به توجه با حال
پرداخت. اعداد مقایسه�ی به بتوان

Y ((٣,٢,٣)) = ٢٫ ۵, Y ((٣,٠,١)) = ١, Y ((٩,۴,٠)) = ۴٫ ٢۵, Y ((۶,٢,١)) = ٢٫ ٧۵

Y ((٧,۴,١)) = ۴, Y ((٧,٢,١)) = ٣, Y ((٨,١,۶)) = ۴, Y ((۵,۵,۵)) = ۵

Y ((۴,١,١)) = ١٫ ٧۵, Y ((۴,٢,۵)) = ٣٫ ٢۵, Y ((۵,٣,۵)) = ۴
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..١.

۵

.

٢

. ۴.

۶

.

٣

. ٧.

٢.۵

. ١.

٣

.
٢.٧۵

.

۴

.

١.٧۵

T :۵.٢ شکل

مینیمال فراگیر درخت مدل ،۴.٢ شکل در شده داده G گراف روی کروسکال الگوریتم پیاده�سازی با
داشت. خواهیم را ۵.٢ شکل در

برابر احداث هزینه�ی به�طوری��که شد احداث هزینه مینیمم با مسیری مرکز، ٧ بین بنابراین
١ + ٢٫ ۵ + ٢٫ ٧۵ + ٣ + ۴ + ١٫ ٧۵ = ١۵

است.

می�پردازیم. مسیر کوتاهترین مدل حل به حال

مسیر کوتاهترین مدل به مربوط قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

.[١١] شد خواهد بیان قطعی حالت در مساله خطی برنامه�ریزی روش قسمت این در

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑(uv)∈E luvxuv

s.t.

∑u xsu −∑v xvs = ١

∑v xvt −∑u xtu = ١

∑q xpq −∑r xrp = ٠ ∀p ∈ V ∖ {s, t}

xuv ∈ {٠,١}

luv ≥ ٠

بین از که است این مساله این هدف می�دهد. نشان را v و u راس دو بین فاصله��ی luv متغیر
اول محدودیت آید. به�دست فاصله مینیمم با مسیر دارد، وجود راس دو بین که مختلفی مسیرهای
خارج s از و دارند قرار مسیر در که یال�هایی تعداد بین اختلاف ،(s)مبدأ راس ازای به می�کند بیان
اختلاف مقصد، راس ازای به می�کند بیان دوم محدودیت است. یک برابر می�شوند وارد s به و شده
است. یک برابر می�شوند خارج آن از و شده راس آن وارد و دارند قرار مسیر در که یال�هایی بین
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راس�ها آن از که مسیر، از یال�هایی تعداد دیگر، راس�های تمام برای می�کند بیان سوم محدودیت
چهارم محدودیت است. برابر می�شود وارد راس�ها آن به که مسیر از یال�هایی تعداد با شده خارج
محدودیت می�گیرد، صفر مقدار وگرنه یک مقدار باشد مسیر در اگر xuv متغیر می�کند بیان نیز

است. نامنفی است راس دو بین فاصله�ی که luv متغیر می�کند بیان پنجم

مدل مورد در پرداخت. خواهیم فازی محیط در مدل بررسی به قطعی، محیط در مدل بیان از پس
خطی برنامه�ریزی روش بگیریم، نظر در فازی اعداد با را گراف یال�های وزن اگر مسیر، کوتاهترین

بود: خواهد زیر صورت به مدل فازی

مسیر کوتاهترین مدل در فازی خطی برنامه�ریزی روش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑(uv)∈E l̃uv ⋅ xuv

s.t.

∑u xsu −∑v xvs = ١

∑v xvt −∑u xtu = ١

∑q xpq −∑r xrp = ٠ ∀p ∈ V ∖ {s, t}

xuv ∈ {٠,١}

l̃uv ≥ ٠

مسیر کوتاهترین مدل به مربوط الگوریتمی روش (٢)

در الگوریتم این تفاوت می�باشد. دیکسترا٩ است، شده ارائه مدل کردن حل برای که الگوریتمی
می�باشد: مورد دو در قطعی محیط با فازی محیط

فازی عدد دو کردن جمع چگونگی .١

می�باشد. فازی اعداد یال�هایش طول که مختلف مسیر دو بین فاصله�ی مقایسه�ی چگونگی .٢

و می�گیرد قرار استفاده مورد فازی محیط در مدل حل برای که می�شود ارائه تعاریفی زیر در حال
داد. انجام را فازی اعداد مقایسه�ی و جمع می�توان تعاریف این کمک به

به Ã = (a١, a٢, aمثلثی(٣ فازی عدد از درجات١٠ میانگین مجموع نمایش .١٣.١.٢ تعریف
.[٢٢] می�شود تعریف (٨.٢) رابطه�ی صورت

p(Ã) = ١
۶(a١ + ۴a٢ + a٣) (٨.٢)

٩Dijkstra
١٠grade mean integration



٢۴ درخت�ها فازی مدل .٢

به Ã = (a١, a٢, a٣, a۴) ذوزنقه�ای فازی عدد از درجات میانگین مجموع نمایش .١۴.١.٢ تعریف
می�شود[٢٢]. تعریف (٩.٢) رابطه�ی صورت

p(Ã) = ١
۶(a١ + ٢a٢ + ٢a٣ + a۴) (٩.٢)

به فازی اعداد آن کمک به که شد بیان رتبه�بندی تابع نوعی ١۴.١.٢ و ١٣.١.٢ تعریف در واقع در
هستند. مقایسه قابل فازی اعداد راحتی به تبدیل این با و شده تبدیل قطعی اعداد

تابع به توجه با B̃ = (b١, b٢, b٣) و Ã = (a١, a٢, a٣) فازی اعداد روی جمع عملگر .١۵.١.٢ تعریف
می�باشد. (١٠.٢) رابطه�ی صورت به (٨.٢) رتبه�بندی

p(Ã⊕ B̃) = p(Ã) + p(B̃) = ١
۶(a١ + ۴a٢ + a٣) +

١
۶(b١ + ۴b٢ + b٣) (١٠.٢)

توجه با B̃ = (b١, b٢, b٣, b۴) و Ã = (a١, a٢, a٣, a۴) فازی اعداد روی جمع عملگر .١۶.١.٢ تعریف
می�باشد. (١١.٢) رابطه�ی صورت به (٩.٢) رتبه�بندی تابع به

p(Ã⊕ B̃) = p(Ã) + p(B̃) = ١
۶(a١ + ٢a٢ + ٢a٣ + a۴) +

١
۶(b١ + ٢b٢ + ٢b٣ + b۴) (١١.٢)

[١۵] فازی محیط در دیکسترا الگوریتم

.l(u٠) = ٠, l(v) =∞ دهید قرار i = ٠ و S٠ = {u٠} vو ≠ u٠ برای (١)

دهید. قرار را min (l(v), l(ui)⊕w(uiv)) مقدار l(v) جای به ،v ∈ S̄i هر برای (٢)

دهید. نشان ui+١ با می�رسید مینیمم این به آن برای که را راسی و کنید محاسبه را minv∈S̄i
l(v)

.Si+١ = Si ∪ {ui+١} دهید قرار

(٢) مرحله�ی به و دهید قرار را i + ١ مقدار i جای به ،i < v − ١ اگر کنید. توقف i = v − ١ اگر (٣)
بروید.

الگوریتم داخل در که فازی اعداد جمع و مینیمم�گیری در فازی، دیکسترای الگوریتم در .١٧.١.٢ ملاحظه
می�شود. استفاده ١۶.١.٢ و ١۵.١.٢ و ١۴.١.٢ و ١٣.١.٢ تعاریف از دارد، وجود

l(v) نهایی مقدار وسیله�ی به را v راس به u٠ راس از فاصله�ی دیکسترا الگوریتم .١٨.١.٢ ملاحظه
v٠شد، برابر ujیی اینکه محض به آید، دست به v٠ خاص راس تا مسافتی باشد قرار اگر می�دهد. نشان
راس از را� فاصله کوتاهترین تنها دیکسترا، الگوریتم که باشید داشته توجه باید همچنین شوید. متوقف
ردیابی وسیله�ی به آسانی، به کنید شناسایی را مسیر بخواهید اگر و می�دهد دیگر دلخواه های راس به u٠

آورد. دست به را مسیر این می�توان راس�ها، ماقبل�های

.[٢٢] می�کنیم ارائه فازی محیط در مسیر کوتاهترین آوردن دست به از مثالی حال

بگیرید. نظر در را ۶.٢ شکل گرافی مدل .١٩.١.٢ مثال
که استراحتی و جاده وضعیت جاده، ترافیک جمله: از مختلفی عوامل تأثیر تحت یال هر روی وزن
دقیق صورت به بالا، عوامل از کدام هر مقدار کردن تعیین می�باشد. شود انجام است ممکن مسیر بین
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..a. b.

c

.

d

. e......

جاده از ساده گرافی مدل :۶.٢ شکل

گراف٢.۶ یال�های روی وزن :١.٢ جدول
یال جاده ترافیک جاده کیفیت جاده بین استراحت
(a, b) (٠,٠,١,٢) (٢,٣,۴,۵) (١,٢,٣,۴)
(b, c) (١,٢,٣,۴) (٣,۴,۵,۵) (٢,٣,۴,۵)
(b, d) (٠,٠,١,٢) (٠,٠,١,٢) (٣,۴,۵,۵)
(b, e) (٢,٣,۴,۵) (٣,۴,۵,۵) (٣,۴,۵,۵)
(c, d) (١,٢,٣,۴) (٢,٣,۴,۵) (١,٢,٣,۴)
(d, e) (٣,۴,۵,۵) (٣,۴,۵,۵) (٠,٠,١,٢)

روی وزن ١.٢ جدول بگیرید. نظر در فازی عددی یک، هر بیان برای بنابراین بود، نخواهد امکان�پذیر
است. داده مثال این در را یال هر

کنید. مشخص را eراس به aراس از مسیر کوتاهترین
داشت: خواهیم (١٢.١) ی رابطه طبق

(a, b) = (٠,٠,١,٢) + (٢,٣,۴,۵) + (١,٢,٣,۴) = (٣,۵,٨,١١)

(b, c) = (١,٢,٣,۴) + (٣,۴,۵,۵) + (٢,٣,۴,۵) = (۶,٩,١٢,١۴)

(b, d) = (٠,٠,١,٢) + (٠,٠,١,٢) + (٣,۴,۵,۵) = (٣,۴,٧,٩)

(b, e) = (٢,٣,۴,۵) + (٣,۴,۵,۵) + (٣,۴,۵,۵) = (٨,١١,١۴,١۵)

(c, d) = (١,٢,٣,۴) + (٢,٣,۴,۵) + (١,٢,٣,۴) = (۴,٧,١٠,١٣)

(d, e) = (٣,۴,۵,۵) + (٣,۴,۵,۵) + (٠,٠,١,٢) = (۶,٨,١١,١٢)

آورید. دست به ١۴.١.٢ تعریف از استفاده با را یال هر قطعی مقدار حال

,a)یال b) = (٣,۵,٨,١١)→ یال قطعی مقدار (a, b) = ١
۶(٣ + ١٠ + ١۶ + ١١) = ۴٠

۶

,b)یال c) = (۶,٩,١٢,١۴)→ یال قطعی ,b)مقدار c) = ١
۶(۶ + ١٨ + ٢۴ + ١۴) = ۶٢

۶



٢۶ درخت�ها فازی مدل .٢

,b)یال d) = (٣,۴,٧,٩)→ یال قطعی ,b)مقدار d) = ١
۶(٣ + ٨ + ١۴ + ٩) = ٣۴

۶

,b)یال e) = (٨,١١,١۴,١۵)→ یال قطعی ,b)مقدار e) = ١
۶(٨ + ٢٢ + ٢٨ + ١۵) = ٧٣

۶

,c)یال d) = (۴,٧,١٠,١٣)→ یال قطعی ,c)مقدار d) = ١
۶(۴ + ١۴ + ٢٠ + ١٣) = ۵١

۶

,d)یال e) = (۶,٨,١١,١٢)→ یال قطعی ,d)مقدار e) = ١
۶(۶ + ١۶ + ٢٢ + ١٢) = ۵۶

۶
کنید. اجرا را الگوریتم مراحل حال

[ اول تکرار ]

i = ٠, S٠ = {a}, u٠ = a (١) گام

..a. b.

c

.

d

. e.

l(a) = ٠

.

l(b) =∞

.

l(e) =∞

.

l(c) =∞

.

l(d) =∞

......

اول گام(١)تکرار گراف مدل :٧.٢ شکل

(٢) گام

.S١ = {a, b}, u١ = b داشت: خواهیم ٨.٢ شکل طبق بنابراین

i← ١ گام(٣)

[ دوم تکرار ]

(٢) گام

.S٢ = {a, b, d}, u٢ = d داشت: خواهیم ٩.٢ شکل طبق بنابراین
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..a. b.

c

.

d

. e.

l(a) = ٠

.
l(b) = ۴٠

۶

.

p(b) = a

.

l(e) =∞

.

l(c) =∞

.

l(d) =∞

......

اول گام(٢)تکرار گراف مدل :٨.٢ شکل

..a. b.

c

.

d

. e.

l(a) = ٠

.

l(b) = ۴٠
۶

.

p(b) = a

.

l(e) = (٧٣
۶ +

۴٠
۶ ) =

١١٣
۶

.

p(e) = b

.

l(c) = (۶٢
۶ +

۴٠
۶ ) =

١٠٢
۶

.

p(c) = b

.

l(d) = (٣۴
۶ +

۴٠
۶ ) =

٧۴
۶

.

p(d) = b

......

دوم تکرار (٢) گام گراف مدل :٩.٢ شکل

i← ٢ گام(٣)

[ سوم تکرار ]

(٢) گام

.S٣ = {a, b, d, c}, u٣ = c داشت: خواهیم ١٠.٢ شکل طبق بنابراین

i← ٣ گام(٣)

[ چهارم تکرار ]
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..a. b.

c

.

d

. e.

l(a) = ٠

.

l(b) = ۴٠
۶

.

p(b) = a

.

l(e) =min{١١٣
۶ , (٧۴

۶ +
۵۶
۶ )} =

١١٣
۶

.

p(e) = b

.

l(c) =min{١٠٢
۶ , (۵١

۶ +
٧۴
۶ )} =

١٠٢
۶

.

p(c) = b

.

l(d) = ٧۴
۶

.

p(d) = b

......

سوم تکرار گام(٢) گراف مدل :١٠.٢ شکل

(٢) گام

..a. b.

c

.

d

. e.

l(a) = ٠

.

l(b) = ۴٠
۶

.

p(b) = a

.

l(e) = ١١٣
۶

.

p(e) = b

.

l(c) = ١٠٢
۶

.

p(c) = b

.

l(d) = ٧۴
۶

.

p(d) = b

......

چهارم تکرار گام(٢) گراف مدل :١١.٢ شکل

.S۴ = {a, b, d, c, e}, u۴ = e داشت: خواهیم ١١.٢ شکل طبق بنابراین

نتیجه در شوید. متوقف و شده برقرار توقف شرط پس است، i = v − ١ چون .i ← ۴ گام(٣)
است: زیر صورت به e به a از مسیر کوتاهترین

مسیر = {a→ b→ e}

است. ٠ + ۴٠
۶ +

١١٣
۶ =

١۵٣
۶ برابر مسیر طول و
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مینیمال فراگیر درخت مدل کاربردهای
این ،[١٠] کرد اشاره ارتباط مساله�ی به می�توان مینیمال فراگیر درخت مدل کاربردهای جمله از
برق توزیع شبکه�ی گازرسانی، شبکه�ی احداث راه�آهنی، شبکه�ی احداث جمله از مختلفی موارد در مساله
مدل ،vj و vi مرکز دو بین cij هزینه�ی داشتن با مسایل این در می�شود. گرفته کار به دست این از و
مسایل، این از بسیاری در گردد. مینیمم هزینه�ها مجموع که می�شود طراحی گونه�ای به فراگیر درخت
طور به توان نمی را آن�ها تمامی که دارد وجود متفاوتی های هزینه مرکز، دو بین مسیری احداث برای
مساله جواب و شود گرفته نظر در مسایل در دقت عدم این اینکه برای بنابراین کرد. اندازه�گیری دقیق

شوند. گرفته نظر در فازی خطی، برنامه�ریزی قطعی مدل پارامترهای باید آید، به�دست� دقیق�تر
مسیر کوتاهترین مدل کاربردهای

روی دیگر شهر به شهری از مسافت کوتاهترین کردن پیدا برای بگیرید، نظر در جغرافیایی نقشه�ای -١
کرد. استفاده مسیر کوتاهترین مدل از می�توان نقشه

باشد. شده داده آن�ها پرواز زمان�های و هوایی خطوط پروازهای از زمانی برنامه�ای کنید فرض -٢
این در آوریم. دست به را رفت می�توان دیگر کشور به کشوری از که راهی سریع�ترین می�خواهیم
مرتبط�کننده�ی یال�های عنوان به را هوایی خطوط و گراف رئوس عنوان به را کشورها باید مورد
.[١٠] می�گیریم نظر در یال�ها وزن را کشورها بین مسافرت زمان مدت و گرفته نظر در کشورها

استفاده مدل این از نقشه، از نقطه دو بین مسیر کوتاهترین کردن پیدا برای کامپیوتری بازی�های در -٣
می�شود.

ارتباط یکدیگر با گروهی صورت به که کاربران و افراد از مجموعه�ای به اجتماعی، شبکه�های -۴
می�گذارند اشتراک به را خود افکار و فعالیت�ها نیازمندی�ها، اطلاعات، مانند مواردی و داشته
وابستگی�های گیریم، می نظر در گراف رئوس عنوان به را کاربران شبکه�ها این در می�شود. گفته
یال�های عنوان به قبیل این از و مشترک علایق تجارت، خویشاوندی، دوستی، مانند افراد این بین
نظر در یال�ها وزن را دارد وجود اجتماعی شبکه�های در افراد بین که مسافتی می�باشند. گره�ها بین
نظریه�ی به�نام نظریه�ای فرد دو میان فاصله�ی کردن پیدا برای اجتماعی شبکه�های در می�گیریم.
هر فاصله�ی اگر که دارد اشاره ایده این به جدایی درجه�ی شش دارد. وجود جدایی درجه�ی شش
تمام برای را فاصله این و بگیریم نظر در گام یک می�شناسد مستقیما که افرادی تمام از را فرد
هر فاصله�ی میانگین آنگاه بگیریم،� نظر در گام دو دارد آشنایی آن با واسط نفر یک با که افرادی
مسیر کوتاهترین می�توانیم اطلاعات این با بنابراین بود. خواهد گام شش زمین کره�ی در نفر دو

کنیم. پیدا را کاربران بین

می�خورد. چشم به مدل این کاربرد دیگر، مسایل بسیاری و جابجایی و ارتباطات مسایل سایر در



٣٠



٣ فصل

همیلتونی و اویلری گراف�های فازی مدل

مدل توصیف ١.٣

همیلتونی و اویلری گراف مدل
همیلتونی٢ گراف�های یا و اویلری١ گراف�های ساختار از گاه هر گراف�ها، مدل�سازی مساله�ی در

می�شود. نامیده همیلتونی گراف�های مدل یا و اویلری گراف�های مدل نظر، مورد مدل کنیم استفاده
است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب

شود. شامل را G گراف رئوس تمام که است مسیری همیلتونی: مسیر .١.١.٣ تعریف

باشد. برداشته در را G گراف رئوس تمام که است دوری همیلتونی: دور .٢.١.٣ تعریف

دارد. خود در را G گراف یال�های تمام که است مداری : اویلری مدار .٣.١.٣ تعریف

اویلری: گراف .۴.١.٣ تعریف
باشد. اویلری مداری شامل اگر است اویلری گراف یک

درجه�ی از آن رئوس تمام اگر تنها و اگر است اویلری گراف مدل یک G همبند گراف مدل .۵.١.٣ قضیه
باشد. زوج

است. شده استخراج [۴۴] مرجع از قسمت این مطالب

را گراف راس�های همه�ی که P فازی مسیر یک ،G̃ = (Ṽ , Ẽ,W ) فازی گراف در .۶.١.٣ تعریف
می�شود. نامیده ٣ همیلتونی فازی مسیر بپیماید،

باشد. ضعیف یال یک از بیش�تر شامل اگر می�شود نامیده فازی C دور .٧.١.٣ تعریف
١Euler graphs
٢Hamiltonian graphs
٣Hamiltonian fuzzy path

٣١
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شود، شامل را گراف رئوس تمام که C فازی دور یک ،G̃ = (Ṽ , Ẽ,W ) فازی گراف در .٨.١.٣ تعریف
می�نامند. همیلتونی۴ فازی دور

باشد، داشته خود در را G گراف یال�های تمام که فازی مدار یک ،G̃ فازی گراف در .٩.١.٣ تعریف
می�نامند. اویلری فازی مدار

باشد، داشته وجود همیلتونی فازی دور آن در که فازی گرافی همیلتونی: فازی گراف .١٠.١.٣ تعریف
می�شود. نامیده همیلتونی فازی گراف

گراف باشد، داشته وجود اویلری فازی مدار آن در که فازی گرافی اویلری: فازی گراف .١١.١.٣ تعریف
می�شود. نامیده اویلری فازی

،G̃ = (V,E, W̃ صورت( به همیلتونی و اویلری گراف مدل فصل، این مسایل بررسی در .١٢.١.٣ ملاحظه
اعداد یال�ها، وزن برای اما است قطعی همیلتونی و اویلری گراف ساختار یعنی می�گیرد قرار بررسی مورد

می�شود. داده نسبت فازی

است. شده استخراج [١٠] مرجع از قسمت این مطالب

همیلتونی و اویلری گراف�های مدل از بعضی ١.١.٣

به�نام همیلتونی گراف�های از مدلی و چینی۵ پستچی مدل به�نام اویلری گراف�های از مدلی فصل، این در
می�گیرد. قرار بررسی مورد زیر شرح به دوره�گرد۶ فروشنده�ی مدل

مدل�ها بررسی ٢.١.٣

پستچی�چینی مدل
زیر صورت به مدل این شرح شد. مطرح چینی ریاضیدانان سوی از بار نخستین چینی پستچی مدل

می�باشد:
کمینه شده طی مسافت که حالی در برساند. آن�ها مقصد به را نامه�ها تمامی می�خواهد پستچی یک
و کند طی یک�بار حداقل را خیابان هر باید کار، این در برگردد. آغاز نقطه به کار پایان از بعد و باشد

کند. انتخاب را مسافت کوتاهترین با مسیری باید کند، عبور دوبار مسیری از که شود مجبور اگر
می�باشد: بیان قابل زیر صورت به چینی پستچی گرافی مدل

متناظر یال�ها، و نامه�ها مقاصد با متناظر راس�ها گراف، این در بگیرید. نظر در را وزن�داری گراف
است. مقاصد بین فاصله با متناظر نیز یال هر وزن و است مقاصد این بین مسیرهای با

می�شود. E∋(vi,vj)∑تعریف w(vi,vj)صورت به v٠e١v١⋯env٠ گشت وزن وزن�دار، گراف یکمدل در
وزن�های با وزن�دار همبند گراف در یال�ها، وزن مینیمم با گشتی یافتن دقیقاً چینی پستچی مدل وضوح، به

۴Hamiltonian fuzzy cycle
۵Chinese postman
۶Travelling salesman problem(TSP)
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پستچی مدل بنابراین ،٨ شد خواهد اشاره اپتیمال٧ گشت یک عنوان به گشتی چنین به که است نامنفی
توصیف اویلری گراف�های مدل با و شده مدل�سازی یالی صورت به که می�باشد مدل�هایی جمله از چینی

می�شود. بررسی فازی محیط در مدل فازی، اعداد با یال�ها وزن گرفتن نظر در با شد. خواهد

است نظر مورد اپتیمال گشت ،Gگراف اویلری مدار هر آنگاه باشد، اویلری مدل ، Gگراف مدل اگر
به چینی پستچی مساله�ی دارد. خود در را G گراف یال�های تمام که است مداری اویلری، مدار یک زیرا
مدل یک در اویلری مدار تعیین برای فلوری به�نام خوبی الگوریتم زیرا می�شود، حل حالت این در راحتی

دارد. وجود اویلری گراف

،G در اپتیمال گشت یک بخصوص ،G گراف در گشت هر آنگاه نباشد، اویلری G گراف مدل اگر
پیموده یک�بار از بیش که یال�هایی آن برای مرحله این در می�کند. طی یک�بار از بیش را یال�ها از بعضی
بیشتر بار xe ،e یال آن در که G گشت کار این با می�گیرد. انجام ٩ یال�ها دوگانه�سازی عمل شده�اند
دوگانه�سازی وسیله�ی به که می�باشد G از حاصل گراف مدل در اویلری مداری با متناظر است شده پیموده
قبلی شرایط و است اویلری حاصل، گراف مدل دوباره بنابراین است. آمده وجود به بار، xe تعداد به ،e

داشت. خواهیم را

دوره�گرد فروشنده�ی مدل

می�باشد: زیر صورت به آن شرح که است مشهور مدلی دوره�گرد فروشنده�ی مدل

به سپس و کند دیدن شهرها این تمامی از می�خواهد دوره�گردی فروشنده�ی و دارد وجود شهر تعدادی
مسیرش او چطور باشد، شده داده شهرها بین مسافرت زمان�های که صورتی در برگردد. شروعش نقطه�ی
صرف مسافرت کل برای را ممکن زمان کوتاهترین و کند عبور یک�بار دقیقاً شهر هر از که کند طراحی را

کند؟

این واقع در است. شهرها تعداد n که می�باشد n > ٢ برای ١/٢(n − ١)! برابر راه�حل�ها کل تعداد
است. راس n با کامل گرافی در همیلتونی دورهای تعداد برابر عدد

به و باشد شده داده G گراف کنید فرض که است صورت این به دوره�گرد فروشنده�ی گرافی مدل
همیلتونی دوری کردن پیدا هدف باشد. شده داده نسبت وزن w ∶ E(G) → R تابع توسط آن یال�های
فروشنده�ی مدل بنابراین باشند. داشته را وزن مینیمم آن، یال�های مجموع که است گراف مدل این در
همیلتونی گراف�های مدل با و شده مدل�سازی راسی صورت به که است گرافی مدل�های جمله از دوره�گرد
خواهیم فازی محیط در مدل بررسی به فازی، اعداد با یال�ها وزن گرفتن نظر در با شد. خواهد توصیف

پرداخت.

٧optimal
است. مینیمم�سازی معنای به اینجا در بودن ٨اپتیمال

متصل هم به w(e) وزن به جدیدی یال وسیله�ی به انتهایش دو که وقتی می�نامند دوگانه را e یال یک یال: دوگانه�سازی ٩

شوند.
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مدل�ها حل روش ٣.١.٣

روش و خطی برنامه�ریزی روش دو با شد، بیان که را دوره�گرد فروشنده�ی و چینی پستچی مدل حال
فروشنده�ی مدل در سپس و چینی پستچی مدل در روش�ها شرح به ابتدا می�نماییم. حل الگوریتمی

می�پردازیم. دوره�گرد

چینی پستچی مدل به مربوط قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

یادآوری شود. بیان چینی پستچی مدل قطعی خطی برنامه�ریزی روش می�شود سعی قسمت این در
دارد وجود چندگانه یال آن در که جدیدی G∗ گراف نباشد، اویلری G گراف مدل اگر که می�شود

می�سازیم. می�شود پیموده بیشتر بار xe ،e یال آن در که G گراف مدل روی از را

می�کنیم فرض همچنین و داده نمایش we(w(i,j)) با را یال هر طول می�کنیم فرض مدل این در
در که شود مشخص باید مدل این در دارد، وجود G∗ گراف در e یال که باشد دفعاتی تعداد ١+xe
بنابراین گردد، مینیمم شده پیموده مسیر وزن مجموع تا شود حرکت بار چند و یال�هایی چه طول
.[۵٣ ،١٨] بود خواهد (١.٣) رابطه�ی صورت به قطعی حالت در مدل خطی برنامه�ریزی روش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑(i,j)∈E w(i,j)x(i,j)

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) = ∑(j,i)∈E x(j,i) ∀i ∈ V (G)

x(i,j) ≥ ١ ∀(i, j) ∈ E

(١.٣)

می�شوند، پیموده راس هر در که یال�هایی تعداد اویلری، مدار در که می�کند ضمانت اول محدودیت
یک�بار حداقل گراف، از راس دو هر بین یال که می�کند ضمانت دوم محدودیت و است زوج

دارد. وجود چندگانه یال راس دو آن بین باشد، یک از بیشتر xe که زمانی می�شود. پیموده

کیفی وضعیت مانند شرایطی اما بپیماید را مسیر کمترین که است مایل پستچی مدل، این در
که می�گذارند تاثیر او حرکت بر که هستند عواملی جمله�ی از جاده، ترافیک �هوا، �و آب جاده،
روش از استفاده بنابراین بود، نخواهد مشخص دقیق صورت به دلایل، این به مسافت دقیق مقدار
در خطی برنامه�ریزی روش از است بهتر و بود نخواهد مناسب اینجا در قطعی خطی برنامه�ریزی

است. (٢.٣) رابطه�ی صورت به مدل فازی خطی برنامه�ریزی کنیم. استفاده فازی محیط

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑(i,j)∈E w̃(i,j)x(i,j)

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) = ∑(j,i)∈E x(j,i) ∀i ∈ V (G)

x(i,j) ≥ ١ ∀(i, j) ∈ E

(٢.٣)

چینی پستچی مدل به مربوط الگوریتمی روش (٢)
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شود. بررسی گراف مدل بودن اویلری باید اول گام در •

شده بیان بعدی مطالب در که فلوری الگوریتم از باشد اویلری گراف مدل اگر دوم گام در •
زیر صورت به باشد فرد راس دارای و نباشد اویلری �گراف مدل اگر می��شود، استفاده است

شد: خواهد عمل

زیر صورت به دوتایی افراز یک است، زوج دوری، گراف هر در فرد رئوس تعداد می�دانیم
می��شود: انتخاب

Tj = {(V١١, V١٢), (V٢١, V٢٢), (V٣١, V٣٢),⋯, (Vj١, Vj٢)}

Mπα =
k

∑
j=١
d(Vj١, Vj٢)

می�کند. بیان را Vj١, Vj٢ راس بین فاصله�ی d(Vj١, Vj٢) که

یال�های تمام آنگاه باشد، Mπ = minMπα آن در که کنید پیدا را π مانند افرازی حال
آورده ٣.١.٢ در که دیکسترا١٠ الگوریتم از استفاده با را مسیر (کوتاهترین مسیر کوتاهترین
استفاده با شده نتیجه چندگانه�ی گراف در سپس کنید، دوگان�سازی را آورید) دست به شد،

آورید. دست به را اویلری مدار فلوری، الگوریتم از

فلوری: الگوریتم

بگیرید نظر در w = ∅ در را اویلری مدار یال�های مجموع و کنید شروع v٠ دلخواه راس از (١
.k = ٠ دهید قرار و

کنید: انتخاب زیر صورت به را ek مانند vk به متصل یال Gk = G −w گراف از (٢

بگذرد. vk از یال این •

در vk به متصل یال�های تمام نباشد.(اگر Gk از برشی یال یال، این امکان صورت در •
کنید.) انتخاب دلخواه به را یکی باشد برشی Gk

w = {e٠, e١,⋯, ek−١} ∪ {ek} کنید: رسانی روز�� به زیر صورت به را w (٣

صورت این غیر در شوید، متوقف بود صفر G−w در vk جز به ek انتهای راس درجه�ی اگر (۴
بروید. ٢ مرحله�ی به و k ← k + ١

استفاده با آن از پس و است شده بیان فازی، حالت در چینی پستچی مدل از مثالی قسمت این در
است. گردیده مشخص بهینه مسیر فلوری، الگوریتم و دیکسترا الگوریتم از

.[۵۵] باشد شده داده ١.٣ شکل گراف کنید فرض .١٣.١.٣ مثال
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..v١.

v۶

.

v٢

.

v٣

.

v۵

. v۴.........

١٣.١.٣ مثال گراف :١.٣ شکل

١.٣ گراف فازی مقادیر به مربوط جدول :١.٣ جدول
c̃ij (a, b, c) c̃ij (a, b, c)
c̃١٢ (١,٢,٣) c̃٣۴ (٢,٣,۴)
c̃١۶ (٠,١,٢) c̃٣۵ (١٫ ۵,٢٫ ۵,٣٫ ۵)
c̃٢٣ (١,٢٫ ۵,۴) c̃۴۵ (١,٢,٣)
c̃٢۵ (١,٢,٣) c̃۵۶ (٢,٣,۴)
c̃٢۶ (١,٣,۵) - -

است. آمده ١.٣ جدول در نیز یال�ها فازی مقادیر و
می�پیماییم: بهینه مسیر آوردن دست به برای را زیر گام�های

می�آوریم. دست به را یال�ها قطعی مقدار رتبه�بندی، تابع از استفاده با ابتدا :١ گام

شد، داده ٣.١.٣ در که توضیحاتی همچنین و فلوری الگوریتم دیکسترا، الگوریتم از استفاده با :٢ گام
می�آوریم. دست به را بهینه مسیر

یال�ها قطعی مقادیر شد، گفته (۴.٢) در که یاگر رتبه�بندی تابع از استفاده با بالا مثال مورد در حال
می�آید. دست به ٢.٣ جدول مطابق

١.٣ جدول قطعی مقادیر :٢.٣ جدول
cij Y (c̃ij) cij Y (c̃ij) cij Y (c̃ij) cij Y (c̃ij) cij Y (c̃ij)
c٢۶ ٣ c١۶ ١ c٣۵ ٢.۵ c١٢ ٢ c٣۴ ٣
- - c٢۵ ٢ c۵۶ ٣ c٢٣ ٢.۵ c۴۵ ٢

١٠Dijkstra
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٣ راس دو بین مسیر کوتاهترین ابتدا هستند، فرد درجه�ی از ۶ و ٣ راس دو ١.٣ شکل گراف در
کوتاهترین یال دوگانه�سازی به ،٢.٣ شکل مطابق سپس و کرده پیدا دیکسترا الگوریتم کمک به را ۶ و
به راحتی به است، اویلری شده حاصل گراف مدل چون این، از پس می�پردازیم. راس دو این بین مسیر

اویلری مدار فلوری، الگوریتم کمک
v١ → v٢ → v۶ → v٢ → v٣ → v٢ → v۵ → v٣ → v۴ → v۵ → v۶ → v١

با: است برابر مسیر این طول می�آید، دست به است بهینه مسیر همان که
٢ + (٢ ∗ ٣) + (٢ ∗ ٢٫ ۵) + ٢ + ٢٫ ۵ + ٣ + ٢ + ٣ + ١ = ٢۶٫ ۵

..1.

6

.

2

.

3

.
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. 4.

1

.

2

. 3. 3.
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.
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.

3
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3

.

2

. 2

یال دوگانه�سازی از پس ١.٣ شکل گراف :٢.٣ شکل

.[۴۵] می�پردازیم دوره�گرد فروشنده�ی مدل حل به حال

دوره�گرد فروشنده�ی مدل قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑n
i=١∑n

j=١ w(i, j)x(i, j)

s.t.

∑n
i=١ x(i, j) = ١ ; j = ١,٢,⋯, n

∑n
j=١ x(i, j) = ١ ; i = ١,٢,⋯, n

∑n
i,j∈S x(i, j) ≤ ∣S∣ − ١ ;∀S ⊂ {١,٢,⋯, n}

x(i, j) ∈ {٠,١}

یک دقیقاً می�آیند j راس به که یال�هایی تعداد می�کند ضمانت اول محدودیت بالا، مدل�سازی در
دو شود، خارج باید یال یک تنها i راس هر از می�کند، ضمانت دوم محدودیت و است یال
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محدودیت دو این دارد. وجود مجاور یال دو راس، هر برای که می�کنند ضمانت اول محدودیت
نمی�کنند جلوگیری نمی�شود) شامل را رئوس تمام که (دورهایی غیر�همیلتونی دورهای وجود از اول
غیرهمیلتونی دورهای وجود از که شود اضافه محدودیت�ها به نیز دیگری محدودیت که است لازم و
دورهای وجود از ،S غیرهمیلتونی دور هر ازای به سوم، محدودیت کردن اضافه با کند، جلوگیری
وجود دور در (i, j) یال اگر که می�کند بیان نیز چهارم محدودیت می�شود، جلوگیری غیرهمیلتونی

می�شود. داده نسبت یال به صفر مقدار باشد، نداشته وجود اگر و یک مقدار باشد، داشته

شد. خواهد بیان فازی محیط در دوره�گرد فروشنده�ی مدل خطی برنامه�ریزی روش قسمت این در

که هزینه�هایی جاده�ها، ترافیک هوایی، و آب� شرایط است ممکن واقعی، زندگی موقعیت�های در
این بگذارد، تاثیر فروشنده مسافرت زمان بر قبیل، این از عواملی و دارد وجود حرکت مسیر در
بهتر پس نیست، بیان قابل آن�ها برای قطعی و دقیق مقدار و است تغییر حال در مدام شرایط

شود. بیان فازی عددی صورت به شهرها بین مسافرت زمان که است

دوره�گرد فروشنده�ی مدل به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑n
i=١∑n

j=١ w̃(i, j) ⋅ x(i, j)

s.t.

∑n
i=١ x(i, j) = ١ ; j = ١,٢,⋯, n

∑n
j=١ x(i, j) = ١ ; i = ١,٢,⋯, n

∑n
i,j∈S x(i, j) ≤ ∣S∣ − ١ ;∀S ⊂ {١,٢,⋯, n}

x(i, j) ∈ {٠,١}

فروشنده�ی مدل که می�شود بیان مجارستانی١١ الگوریتم نام به الگوریتمی روشی قسمت این در
زمان می�آورد[١۶]. دست به آن برای بهینه�ای جواب و کرده حل آن از استفاده با را دوره�گرد
روش بنابراین داده، نمایش n × n ماتریسی در را دارد وجود شهر n بین جابجایی برای که هایی

می�شود. بیان زیر صورت به الگوریتمی

دوره�گرد فروشنده�ی مدل به مربوط الگوریتمی روش (٢)

کنید. کم سطر آن به مربوط فازی عناصر از را ماتریس از سطر هر مینیمم :١ گام

آن فازی عناصر از را ستون هر مینیمم کنید، اصلاح زیر صورت به را شده نتیجه ماتریس :٢ گام
کنید. کم ستون

ماتریس در فازی صفر عنصرهای که کنید رسم را ای عمودی و افقی خطوط تعداد کمترین :٣ گام
می�افتد: اتفاق حالت دو اینجا در بپوشاند، را شده نتیجه

١١Hungarian algorithm
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است) برابر ستون�ها و سطرها (تعداد سطرها تعداد برابر شده رسم خطوط تعداد اگر .١
بروید. ۶ گام به و باشید داشته بهینه تخصیص یک می�توانید آنگاه باشد،
بروید. ۴ گام به باشد، سطرها تعداد از کمتر شده، رسم خطوط تعداد اگر .٢

کنید، تعیین را است نشده پوشیده خطوط توسط که ماتریس در فازی عنصر کوچکترین :۴ گام
عناصری تمام به و کنید کم نشده پوشیده خطوط توسط که عناصری همه�ی از را آن سپس
شده�ی اصلاح ماتریس بنابراین نمایید، اضافه هستند عمودی و افقی خطوط تقاطع در که

می�آید. دست به دیگری

کنید. تکرار شود سطرها تعداد برابر خطوط تعداد مینیمم که زمانی تا را ۴ گام و ٣ گام :۵ گام

تخصیص برای را آن کنید، پیدا را فازی صفر عنصر تا کنید حرکت پی در پی سطرها در :۶ گام
بپوشانید هستند مربوط ستون در که را دیگری فازی صفرهای سپستمام کنید، علامت�گذاری
یا سطر هر در که شود انتخاب به�گونه�ای باید واقع در نشوند، بررسی بعدی تخصیص در تا

باشد. شده انتخاب فازی صفر عنصر یک فقط ستون

علامت�گذاری فازی صفر هیچ زمانی�که تا دهید انجام سطرها تمام برای پی در پی را ۶ گام :٧ گام
فازی صفر عنصر یک از بیش اگر ستون یا سطر هر در کنید توجه نماند. باقی نشده�ای
در همچنان که باشید داشته توجه باید اما کنید انتخاب را یکی دلخواه به باشد داشته وجود

باشد. داشته وجود فازی عنصر یک فقط ستون، یا سطر هر

هزینه�های ماتریس از ستون هر و سطر هر در شده علامت�گذاری فازی عنصر یک دقیقاً :٨ گام
تخصیص است، شده علامت�گذاری فازی صفرهای نظیر که تخصیصی می�آید. دست به فازی

می�دهد. را بهینه

دست به حل آیا که شود بررسی باید بهینه تخصیص آوردن دست به و الگوریتم اجرای از پس
و کنید اصلاح را تخصیص نبود اینگونه اگر نه. یا می�کند ضمانت را همیلتونی دور شرایط آمده،

کنید. انتخاب را هزینه افزایش مینیمم با تخصیص

فروشنده�ی مدل بهینه�ی جواب آوردن دست به برای مجارستانی، الگوریتم مثال، یک ذکر با اینجا در
می�شود. داده شرح دوره�گرد

آمده زیر ماتریس مطابق شهر دو هر بین جابجایی زمان و دارد وجود شهر ۴ کنید فرض .١۴.١.٣ مثال
است. شده داده نمایش مثلثی فازی اعداد با شهر دو بین جابجایی زمان زیر ماتریس در است،

t̃ij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∞ (٢٠,۵,۴) (١۵,۵,۵) (١١,٣,٢)
(٢٠,۵,۴) ∞ (٣٠,۵,٣) (١٠,٣,٣)
(١۵,۵,۵) (٣٠,۵,٣) ∞ (٢٠,١٠,٨)
(١١,٣,٢) (١١,٣,٢) (٢٠,١٠,٢) ∞

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

به است نیاز که جایی مراحل همه�ی در می�شود. پرداخته مثال حل به مجارستانی الگوریتم مطابق حال
می�شود. استفاده (٧.٢) از شود، پرداخته اعداد مقایسه�ی



۴٠ همیلتونی و اویلری گراف�های فازی مدل .٣

حل:
می�آید: دست به زیر ماتریس ١ گام دادن انجام از پس

t̃ij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∞ (٩,٢,٢) (۴,٢,٣) (٠,٠,٠)
(١٠,٢,١) ∞ (٢٠,٢,٠) (٠,٠,٠)
(٠,٠,٠) (١۵,٢−,٠) ∞ (۵,۵,−٣)
(٠,٠,٠) (٠,٠,٠) (٩,٧,٠) ∞

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

داشت: خواهیم را زیر ماتریس ٢ گام پیمودن با

t̃ij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∞ (٩,٢,٢) (٠,٠,٠) (٠,٠,٠)
(١٠,٢,١) ∞ (١۶,٣−,٠) (٠,٠,٠)
(٠,٠,٠) (١۵,٢−,٠) ∞ (۵,۵,−٣)
(٠,٠,٠) (٠,٠,٠) (۵,۵,−٣) ∞

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

گام به بنابراین است، سطرها تعداد برابر برابر خطوط تعداد مینیمم که دید خواهیم ٣ گام دادن انجام با
می�شود. داده نسبت تخصیص ٧ گام و ۶ گام به توجه با و کرده علامت�گذاری را فازی صفرهای و رفته ۶

است: زیر صورت به تخصیص بنابراین

t̃ij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∞ (٩,٢,٢) (٠,٠,٠) (٠,٠,٠)
(١٠,٢,١) ∞ (١۶,٣−,٠) (٠,٠,٠)
(٠,٠,٠) (١۵,٢−,٠) ∞ (۵,۵,−٣)
(٠,٠,٠) (٠,٠,٠) (۵,۵,−٣) ∞

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

گراف رئوس تمام ازای به همیلتونی دوری بالا، تخصیص آیا شود بررسی باید الگوریتم اتمام از پس حال
بنابراین .B →D → B و A→ C → A داریم: پی در پی صورت به تخصیص�ها نوشتن با نه. یا می�دهد
تخصیص بگیرد. صورت باید دیگری بهینه�ی تخصیص پس ندارد وجود تخصیص این با همیلتونی دوری
هر در همچنان که باشید داشته توجه و کنید انتخاب را هزینه مقادیر در افزایش مینیمم با دیگری بهینه�ی

داشت: خواهیم را زیر تخصیص بنابراین گیرد، تعلق تخصیص عنصر یک به فقط ستون، یا سطر

t̃ij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∞ (٩,٢,٢) (٠,٠,٠) (٠,٠,٠)
(١٠,٢,١) ∞ (١۶,٣−,٠) (٠,٠,٠)
(٠,٠,٠) (١۵,٢−,٠) ∞ (۵,۵,−٣)
(٠,٠,٠) (٠,٠,٠) (۵,۵,−٣) ∞

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

این می�شود مشاهده که A→ C → B →D → A داریم: پی در پی صورت به تخصیص�ها نوشتن با
با: است برابر تخصیص این ازای به هدف تابع مقدار بنابراین می�دهد. همیلتونی دوری تخصیص،

(١۵,۵,۵) + (١٠,٣,٣) + (٣٠,۵,٣) + (١١,٣,٢) = (۶۶,١۶,١٣)



۴١ مدل توصیف .١.٣

است: زیر صورت به بعدی تخصیص بهترین

t̃ij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

∞ (٩,٢,٢) (٠,٠,٠) (٠,٠,٠)
(١٠,٢,١) ∞ (١۶,٣−,٠) (٠,٠,٠)
(٠,٠,٠) (١۵,٢−,٠) ∞ (۵,۵,−٣)
(٠,٠,٠) (٠,٠,٠) (۵,۵,−٣) ∞

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

همیلتونی دوری نیز تخصیص این A→D → B → C → A داریم: تخصیص�ها� پی در پی نوشتن با
با: است برابر تخصیص� این ازای به هدف تابع مقدار بنابراین می�دهد،

(١۵,۵,۵)⊕ (١٠,٣,٣)⊕ (١۵,۵,۵)⊕ (١١,٣,٢) = (۵١,١۶,١۵).

تخصیص در هدف تابع مقدار از کمتر دومی تخصیص در هدف تابع مقدار ،(٧.٢) رابطه�ی از استفاده با
می�دهد. را بهینه مسیر دوم، مسیر بنابراین است اولی

است. شده استخراج [۵١ ،٣] مرجع از قسمت این مطالب
چینی پستچی مدل کاربردهای

خودکار رونده�های و ربات�ها حرکت مسیر تعیین .١

ماشین با خیابان جدول�های شستشوی و خیابان�ها خط�کشی مسیر تعیین .٢

کن پاک برف ماشین�های مسیر تعیین .٣

ذهاب و ایاب سرویس�های و ساختمانی مصالح حمل مسیر تعیین .۴

دوره�گرد فروشنده�ی مدل کاربردهای

... و ساختمانی مصالح حمل دارو، روزنامه، توزیع شکر، آرد، شیر، مانند غذایی مواد توزیع طرح .١

امام کمیته�ی صندوق�های پست، صندوق�های از پستی نامه�های زباله�ها، جمع�آوری طرح .٢



۴٢



۴ فصل

راسی رنگ�آمیزی در گراف�ها فازی مدل

مقدمات و تعاریف ١.۴

هر از می�توان فصل این در می�باشد. بررسی قابل گراف�ها ساختار تمام روی بر راسی رنگ�آمیزی مبحث
پرداخت. آن روی راسی رنگ��آمیزی بررسی به و کرد استفاده گرافی مدل

است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب

نگاشت یک G = (V,E) گراف در راسی k-رنگ�آمیزی : C راسی k-رنگ�آمیزی .١.١.۴ تعریف
گراف رئوس به رنگ k تخصیص راسی، k-رنگ�آمیزی این واقع در که است C ∶ V → {١,٢,⋯, k}

است. G

یک�رنگ متمایز مجاور راس دو هیچ اگر است سره رنگ�آمیزی Cیک : سره١ رنگ�آمیزی .٢.١.۴ تعریف
.C(x) ≠ C(y) داشت: خواهیم (x, y) ∈ E هر برای عبارتی به نباشند،

اگر می�نامند G از مستقل مجموعه�ی یک را V از S زیرمجموعه�ی مستقل٢: مجموعه�ی .٣.١.۴ تعریف
نباشند. مجاور G در S از راسی دو هیچ

سره: راسی k-رنگ�آمیزی .۴.١.۴ تعریف
مجموعه�ی k به V از (V١, V٢,⋯, Vk) افراز ،G طوقه�ی بدون گراف سره�ی راسی رنگ�آمیزی -k

است. مستقل

-رنگ�آمیزی k دارای G اگر است راسی -رنگ�پذیر k ،G گراف راسی: -رنگ�پذیر k .۵.١.۴ تعریف
باشد. سره راسی

-k)) و رنگ�آمیزی ساده، صورت به را سره))، راسی ((رنگ�آمیزی بعد، به این از .۶.١.۴ ملاحظه
می�نامیم. رنگ�پذیر -k را راسی رنگ�پذیر -k و رنگ�آمیزی - k را سره)) راسی رنگ�آمیزی

١proper
٢independent set

۴٣



۴۴ راسی رنگ�آمیزی در گراف�ها فازی مدل .۴

باشد. kرنگ�پذیر آن زمینه�ی ساده�ی گراف اگر تنها و اگر است kرنگ�پذیر گراف .٧.١.۴ ملاحظه

Vi که می�باشد V از {V١,⋯, Vk} افراز صورت به k-رنگ�آمیزی هر رنگی: دسته�ی .٨.١.۴ تعریف
٣ رنگی دسته�های Vi مجموعه�های است. یافته تخصیص آن به i رنگ که است رئوسی مجموعه�ی

می�شوند. نامیده رنگ�آمیزی

می�دهد. تشکیل را مستقل مجموعه�ی یک رنگی دسته�ی هر .٩.١.۴ ملاحظه

گراف رنگی عدد باشد -رنگ�پذیر k ،G آن برای که kای مقدار مینیمم : رنگی عدد .١٠.١.۴ تعریف
می�شود. داده نمایش χ(G) با و شده نامیده

باشد. χ(G) = k اگر است k−رنگی گرافی G گراف k−رنگی: گراف .١١.١.۴ تعریف

،G گراف هر برای .١٢.١.۴ قضیه
χ(G) ≤∆ + ١.

فصل در که راسی مدل صورت به راسی، رنگ�آمیزی در بررسی مورد گراف�های مدل .١٣.١.۴ ملاحظه
است. شده مدل�سازی شد، بیان ١

بررسی مورد ،G̃ = (Ṽ , Ẽ,W ) صورت به گراف مدل فصل، این مسایل بررسی در .١۴.١.۴ ملاحظه
. است فازی بررسی، مورد گراف ساختار یعنی می�گیرد، قرار

است. شده استخراج [٣٢] منبع از قسمت این مطالب

تعریف G∗ = (δ∗, µ∗)صورت به ،G̃ زمینه�ی قطعی گراف فازی: گراف زمینه�ی گراف .١۵.١.۴ تعریف
که می�شود

δ∗ = {u ∈ V ∶ δ(u) > ٠}

و
µ∗ = {(u, v) ∈ V × V ∶ µ(u, v) > ٠}

صورت به δ فازی مجموعه�ی از سطح مجموعه�ی :δ سطح مجموعه�ی .١۶.١.۴ تعریف
Lδ = {α∣δ(u) = α ;u ∈ δ∗تعدادی {برای

می�شود. بیان

صورت به µ فازی مجموعه�ی از سطح مجموعه�ی :µ سطح مجموعه�ی .١٧.١.۴ تعریف
Lµ = {α∣µ(u, v) = α ; (u, v) ∈ µ∗تعدادی {برای

می�شود. بیان

می�شود. گرفته نظر در L = Lδ ∪Lµ ،١٧.١.۴ و ١۶.١.۴ تعریف به توجه با .١٨.١.۴ قرارداد
٣colour clases



۴۵ مقدمات و تعاریف .١.۴

تعریف Gα = (δα, µα) صورت به Gα قطعی گراف ،α ∈ L هر ازای به :Gα گراف .١٩.١.۴ تعریف
که می�شود

δα = {u ∈ V ∣δ(u) ≥ α} و µ(α) = {(u, v) ∈ V × V ∣µ(u, v) ≥ α}.

می�نویسیم اختصار صورت به و می�شود داده نمایش χ(Gα)صورت به Gα رنگی عدد .٢٠.١.۴ قرارداد
. χα

که بود خواهد زیر صورت به فازی گراف�های فازی رنگ�آمیزی فازی: رنگ�آمیزی .٢١.١.۴ تعریف
از فازی رنگ�آمیزی -k یک ، V مجموعه�ی روی فازی مجموعه�های از Γ = {γ١, γ٢,⋯, γk} خانواده��ی

باشد: برقرار زیر شرایط اگر می�شود نامیده G̃ = (V, δ, µ) گراف

∨γi = δ (الف)

γi ∧ γj = ٠ (ب)

١ ≤ i ≤ k که min{γi(x), γi(y)} = ٠ باشیم: داشته فازی گراف در (x, y) یال هر برای (ج)
می�باشد

می�شود. تعریف (١.۴) رابطه�ی صورت به γj(ui) و
γj(ui) = {(uj, δ(uj))} ∪ {(ui, δ(ui))∣µ(ui, uj) = ٠, i ≠ j} (١.۴)

نظر در رنگی دسته�ی یک بعد به این از γ١, γ٢,⋯, γk فازی مجموعه�های از یک هر .٢٢.١.۴ ملاحظه
می�شوند. گرفته

باشد، داشته وجود فازی رنگ�آمیزی k یک که kای تعداد مینیمم فازی۴: رنگی عدد .٢٣.١.۴ تعریف
می�دهند. نمایش χf(G̃) با را آن و می�شود نامیده G̃ گراف فازی رنگی عدد

که رئوسی اجتماع می�کند، بیان (الف) قسمت آمد، ٢١.١.۴ تعریف در که آنچه در .٢۴.١.۴ ملاحظه
(ب) قسمت می�شود، فازی گراف مدل رئوس کل برابر هستند، {γ١, γ٢,⋯, γk} فازی مجموعه�های در
راس دو هیچ می�کند، بیان (ج) قسمت و است صفر برابر γi, γj مجموعه�ی دو هر مینیمم می�کند بیان

نمی�گیرد. قرار γi فازی مجموعه�ی یک در مجاوری،

صورت به G̃ = (V, δ, µ) فازی گراف رنگی عدد فازی: گراف رنگی عدد .٢۵.١.۴ تعریف
χ(G̃) =max{χα∣α ∈ L}

.χα = χ(Gα) داریم: ٢٠.١.۴ قرارداد طبق که می�شود تعریف

. χαi
≥ χαj

آنگاه αiباشد، < αj اگر .٢۶.١.۴ ملاحظه

.t =min{α∣α ∈ L} به�طوری�که است χ(G∗) = χ(Gt) .٢٧.١.۴ ملاحظه
۴fuzzy chromatic number



۴۶ راسی رنگ�آمیزی در گراف�ها فازی مدل .۴

بردارد. در را γj فازی مجموعه�ی رئوس که است مجموعه�ای δ∗j مجموعه�ی .٢٨.١.۴ ملاحظه

.χf(G̃) = χ(G̃) داریم: G̃ = (V, δ, µ) فازی گراف برای .٢٩.١.۴ قضیه

فرض و باشد {u١, u٢,⋯, un} رئوس مجموعه�ی روی فازی گراف G̃ = (V, δ, µ) کنید فرض برهان.
Γ = خانواده�ی اینکه با است معادل این ٢٣.١.۴ و ٢١.١.۴ تعریف به بنا باشد، χf(G̃) = k کنید
رئوس به که است رنگی Cj کنید فرض دارد، وجود است فازی رنگ�آمیزی k یک که {γ١, γ٢,⋯, γk}

مجموعه�ی
γ∗j , j = ١,٢,⋯, k

تعریف مطابق که است فازی مجموعه�های از خانواده�ای {γ١, γ٢,⋯, γk} خانواده�ی است، یافته تخصیص
داریم. را (٢.۴) رابطه�ی ٢١.١.۴

γj(ui) = {(uj, δ(uj))} ∪ {(ui, δ(ui))∣µ(ui, uj) = ٠, i ≠ j} (٢.۴)

داریم. را (٣.۴) رابطه�ی ٢١.١.۴ تعریف (الف) قسمت مطابق
∪kj=١ γ

∗
j = V (٣.۴)

داریم. را (۴.۴) رابطه�ی ٢١.١.۴ تعریف (ب) قسمت به بنا و
γ∗i ∩ γ∗j = ∅ (۴.۴)

در است، رئوس از مستقل مجموعه�ای j = ١,٢,⋯, k هر ازای به γ∗j که می�شود نتیجه قسمت دو این از
نتیجه می�توان حال می�یابد، تخصیص آن�ها به رنگ k که دارد وجود رئوس از مستقل مجموعه�ی تا kنتیجه
٢٧.١.۴ ملاحظه طبق طرفی از ،χ(G∗) = k یعنی است، k برابر G∗ زمینه�ی گراف رنگی عدد که گرفت
و χ(Gt) = max{χα∣α ∈ L} : که در�می�یابیم ٢۶.١.۴ ملاحظه طبق و χ(G∗) = χ(Gt) = k داریم:

است. χf(G̃) = χ(G̃) بنابراین است، χ(G̃) برابر ٢۵.١.۴ تعریف طبق این

می�آید. دست به فازی گرافی رنگی عدد آن در که می�شود بیان مثالی اینجا در حال

آورید. دست به را G̃ فازی گراف رنگی عدد بگیرید. نظر در را ١.۴ شکل فازی گراف .٣٠.١.۴ مثال

..u١.

u٢

.

u٣

. u۴.
٠٫ ٣
.

٠٫ ٩

.

٠٫ ٧

.
٠٫ ۴

. ٠٫ ٢.

٠٫ ١

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ۴

G :١.۴ شکل

حال می�باشد، L = {٠٫ ١,٠٫ ٢,٠٫ ٣,٠٫ ۴,٠٫ ۵,٠٫ ٧,٠٫ ٩} مجموعه�ی ١٨.١.۴ قرارداد به توجه با
مختلف اعداد با که رنگ�هایی با را گراف�ها این رئوس و آورده دست به را Gαها مختلف، αهای ازای به

کنید. رنگ�آمیزی است، شده داده نشان
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...
(١)

G٠٫٩ :٢.۴ شکل

....
(١)
.

(١)

G٠٫٧ :٣.۴ شکل

....
(١)
.

(٢)
.

G٠٫۵ :۴.۴ شکل

داریم: مختلف Gαهای به توجه با
χ٠٫٩ = χ٠٫٧ = ١ و χ٠٫۵ = χ٠٫۴ = χ٠٫٣ = χ(G٠٫٢) = ٢ و χ٠٫١ = ٣

: این�رو از
χ(G∗) = ٣ =max{χα∣α ∈ L} = χ(G̃)

می�پوشانند، را رئوس مجموعه�ی و هستند هم از مستقل که رنگی دسته�های از خانواده�ای باید طرفی از
داریم. را (٨.۴) و (۶.۴) و (۵.۴) روابط ٢١.١.۴ تعریف به توجه با پس آید. دست به

γ١(ui) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

٠٫ ٣ i = ١

٠ ow
(۵.۴)

γ٢(ui) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠٫ ٩ i = ٢

٠٫ ۴ i = ۴

٠ ow

(۶.۴)

γ٣(ui) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

٠٫ ٧ i = ٣

٠ ow
(٧.۴)

رنگی دسته�های از خانواده�ای پس می�سازد، برقرار را ٢١.١.۴ تعریف شرایط تمام رنگی دسته�های این که
.χf(G̃) = ٣ بنابراین آمد، دست به γ١, γ٢, γ٣ صورت به
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.....
(١)
.

(٢)
.

(١)

..

G٠٫۴ :۵.۴ شکل

......
(٢)
.

(١)
.

(٢)

.

(١)

..

G٠٫٣ :۶.۴ شکل

گراف رنگی عدد یافتن مستلزم انبارداری) جمله (از توجه�اند مورد عمل نظر از که بسیاری مسایل حل
روشی بخش این در است. نشده شناخته رنگی عدد تعیین برای خوبی الگوریتمی روش متأسفانه، است.
بزرگ، گراف�های مدل برای روش این دارد. شمارشی طبیعت اساسا که می�شود داده شرح الگوریتمی

نیست. کارا خیلی

قطعی گراف مدل رنگی عدد تعیین برای الگوریتمی روش (١)

{u١, u٢,⋯, un}صورت رئوسGبه مجموعه�ی و باشد قطعی Gیکگراف = (V,E) فرضکنید
می�شود. بیان ٨ تا ١ گام�های در الگوریتم مراحل صورت این در باشد، یال�ها مجموعه�ی E و

.k′ = ٠ کنید فرض (١ (گام

.χ(G) = ٠ آنگاه ∣V ∣ = ٠ اگر (٢ (گام

که Γ = {γ١, γ٢,⋯, γn} یعنی کنید، انتخاب رنگی دسته�های از خانواده�ای (٣ (گام

γj(ui) = {uj} ∪ {ui∣(ui, uj) ∉ E, i ≠ j}

.(ui, um) ∉ E,ui, um ∈ γj, i ≠m به�طوری�که

به�طوری�که باشد داشته وجود Γ′ = {γ١, γ٢,⋯, γk} مانند زیرخانواده�ای اگر (۴ (گام

γi ∩ γj = ∅, i ≠ j, i, j = ١,٢,⋯, k

بگیرید. نظر در S = V − ∪kj=١γj باشد،آنگاه ماکسیمم ∑
k
j=١ ∣γj ∣ و
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......
(٢)
.

(١)
.

(٢)

.

(١)

....

G٠٫٢ :٧.۴ شکل

......
(٢)
.

(٣)
.

(٢)

.

(١)

.....

G٠٫١ :٨.۴ شکل

و بدهید نسبت γj به را Cj رنگ و χ(G) = ١ داریم باشد، k = ١ اگر آنگاه ،∣S∣ = ٠ اگر (۵ (گام
آنگاه و دهید تخصیص γj به را Cj رنگ باشد، ١ < k ≤ n اگر گرنه و بروید (٧) گام به

بروید. (٧) گام به و χ(G) = k

آنگاه و دهید تخصیص γj, j = ١,٢,⋯, k به را Cj رنگ باشد، ∣S∣ ≠ ٠ که صورتی در (۶ (گام
.χ(G) = k

بروید. (٣) گام به و G =< S > دهید قرار ،k′ = χ(G) + k′ کنید فرض

.χ(G) = k + k′ (٧ (گام

پایان. (٨ (گام

فازی گراف برای قطعی الگوریتمی روش تعمیم

{u١, u٢,⋯, un} صورت به G̃رئوس مجموعه�ی و باشد فازی گرافی G̃ = (V, δ, µ) کنید فرض
است. شده آورده (٨′) گام تا (١′) گام�های در الگوریتم مراحل صورت این در باشد،

.k′ = ٠ کنید فرض (١′ (گام

.χ(G) = ٠ آنگاه ∣V ∣ = ٠ اگر (٢′ (گام

،Γ = {γ١, γ٢,⋯, γn} یعنی کنید، انتخاب رنگی دسته�های از خانواده�ای (٣′ (گام
γj(ui) = {(uj, δ(uj))} ∪ {(ui, δ(ui))∣µ(ui, uj) = ٠, i ≠ j} که

.µ(ui, um) = ٠, ui, um ∈ γ∗j , i ≠m به�طوری�که
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به�طوری�که باشد داشته وجود Γ′ = {γ١, γ٢,⋯, γk} مانند زیرخانواده�ای اگر (۴′ (گام
γi ∧ γj = ٠, i ≠ j, i, j = ١,٢,⋯, k

بگیرید. نظر در S = V − ∪kj=١γ
∗
j باشد،آنگاه ماکسیمم ∑k

j=١ ∣γ∗j ∣ و

بدهید نسبت γ∗j به را Cj رنگ و χ(G̃) = ١ داریم باشد، k = ١ اگر آنگاه ،∣S∣ = ٠ اگر (۵′ (گام
آنگاه و دهید تخصیص γ∗j به را Cj رنگ باشد، ١ < k ≤ n اگر گرنه و بروید (٧) گام به و

بروید. (٧) گام به و χ(G̃) = k

آنگاه و دهید تخصیص γ∗j , j = ١,٢,⋯, k به را Cj رنگ باشد، ∣S∣ ≠ ٠ که صورتی در (۶′ (گام
.χ(G̃) = k

بروید. (٣) گام به و G̃ =< S > دهید قرار ،k′ = χ(G̃) + k′ کنید فرض

.χ(G̃) = k + k′ (٧′ (گام

پایان. (٨′ (گام

رنگی عدد فازی، گراف برای شده بیان الگوریتم از استفاده با که می�کنیم بیان مثالی اینجا در
می�آید. دست به آن به مربوط

آورید. دست به را گراف این رنگی عدد بگیرید. نظر در را ٩.۴ شکل فازی گراف .٣١.١.۴ مثال

..u١.

u٢

.

u٣

.

u۵

.

u۴

.
٠٫ ٨
.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٧

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ١

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ٣

G̃ :٩.۴ شکل

بنابراین بگیرید، نظر در را Γ = {γ١, γ٢, γ٣, γ۴, γ۵} بنابراین: بروید، پیش الگوریتم مطابق
نوشت. (١٢.۴) تا (٨.۴) روابط صورت به را Γ رنگی دسته�های می�توان

γ١(ui) = {(u١,٠٫ ٨)} ∪ {(u۴,٠٫ ٧)} = {(u١,٠٫ ٨), (u۴,٠٫ ٧)} و γ∗١ = {u١, u۴}
(٨.۴)
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γ٢(ui) = {(u٢,٠٫ ٣)} ∪ {(u۵,٠٫ ۶)} = {(u٢,٠٫ ٣), (u۵,٠٫ ۶)} و γ∗٢ = {u٢, u۵}
(٩.۴)

γ٣(ui) = {(u٣,٠٫ ۵)} ∪ {(u۵,٠٫ ۶)} = {(u٣,٠٫ ۵), (u۵,٠٫ ۶)} و γ∗٣ = {u٣, u۵}
(١٠.۴)

γ۴(ui) = {(u۴,٠٫ ٧)} ∪ {(u١,٠٫ ٨)} = {(u۴,٠٫ ٧), (u١,٠٫ ٨)} و γ∗۴ = {u۴, u١}
(١١.۴)

γ۵(ui) = {(u۵,٠٫ ۶)} ∪ {(u٢,٠٫ ٣)} = {(u۵,٠٫ ۶), (u٢,٠٫ ٣)} و γ∗۵ = {u۵, u٢}
(١٢.۴)

می�باشد: زیر صورت به شود ماکسیمم ∑k
j=١ γ

∗
j و γi ∧ γj = ٠ که Γ از زیرخانواده�ای

دهید، تخصیص γ٢ و γ١ به ترتیب به را C٢ و C١ رنگ .S = {u٣} بنابراین Γ′ = {γ١, γ٢}
∣S∣ = ١ چون اما دهید، قرار G̃ =< S >=< u٣ > حال .k′ = ٢ بنابراین و χ(G̃) = ٢ بنابراین
γ = {(u٣,٠٫ ۵)} که Γ′ = {γ} این�رو از است، نیاز G̃ =< S > به یکتخصیصرنگ فقط است،
k
′ = ١+٢ = ٣ این�رو از ،χ(G̃) = ١ و دهید تخصیص γ∗ به را C٣ رنگ بنابراین ،γ∗ = {u٣} و

می�باشد. χ(G̃) = ٣ صورت به G رنگی عدد و

است شده آورده راسی رنگ�آمیزی مساله�ی حل برای خطی ریزی برنامه روش قسمت، این در
تا می�کند رنگ�آمیزی را گراف رئوس که رنگ�هایی تعداد مینیمم روش، این در .[۴٠ ،١٧]

می�آید. دست به نباشند، همرنگ مجاور راس�های

راسی رنگ�آمیزی مساله�ی حل در قطعی خطی برنامه�ریزی روش (٢)

می�شود استفاده گراف رئوس برای که رنگی و شود داده نمایش C با رنگ�ها مجموعه�ی کنید فرض
.j ∈ C که می�دهیم نمایش j رنگ با را

می�شوند: تعریف زیر صورت به متغیرها مساله، خطی برنامه�ریزی در

iراس به j رنگ دادن اختصاص :xij •

مقدار wj شود داده تخصیص گراف رنگ�آمیزی در راس یک برای حداقل j رنگ اگر :wj •
می�گیرد. صفر مقدار وگرنه یک

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑j∈C wj

s.t.

∑j∈C xij = ١ ∀i ∈ V (G̃)

xuj + xvj ≤ wj ∀(u, v) ∈ E(G̃), j ∈ C

xij ∈ {٠,١}

wj ∈ {٠,١}
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محدودیت می�شود. داده اختصاص رنگ یک تنها راس، هر به که می�کند ضمانت اول محدودیت
به اگر که می�کند بیان سوم محدودیت نیستند. همرنگ مجاور، راس دو هر می�کند ضمانت دوم
نیز چهارم محدودیت می�گیرد. صفر مقدار وگرنه یک مقدار xij شود داده نسبت j رنگ i راس
در اگر و می�گیرد یک مقدار wj شود، داده تخصیص j رنگ گراف در راسی به اگر می�کند بیان

می�گیرد. صفر مقدار wj نشود، رنگ�آمیزی j رنگ با راسی هیچ گراف، راسی رنگ�آمیزی

راسی رنگ�آمیزی از کاربردهایی ٢.۴

خواهیم هستند، توصیف قابل راسی رنگ�آمیزی با که را گراف�ها ساختار از کاربردهایی قسمت این در
برد: نام را زیر مسایل می�توان کاربردها این جمله�ی از آورد.

فرکانس�ها٧. تداخل مساله�ی و انبارداری۶ مساله�ی ضیافت۵، مساله�ی

ضیافت مساله�ی ١.٢.۴

d غذای هر شوند. آماده موقع به باید که است شده پخته غذاهای شامل ضیافت یک برای غذایی منوی
شود. پخته باشد) کم یا متوسط بالا، است ممکن دمایی (سطح دما از سطحی در و دقیقه m(d) در باید
پخت دفعات تعداد به�طوریکه شود بهینه غذاها پخت ی برنامه باید باشد، داشته وجود اجاق یک تنها اگر

.[٣٢] گردد مینیمم غذا

است. اجاق از استفاده دفعات تعداد با معادل متفاوت دمایی سطح با غذاهای تعداد .١.٢.۴ ملاحظه

آن در که است ساده�ای قطعی گراف می�گیریم نظر در قطعی محیط در مساله این برای که گرافی مدل
مشترکی دمایی سطح که مجاورند هم با راسی دو آن و می�شوند گرفته نظر در غذاها متناظر گراف رئوس

باشند). اجاق روی یکسانی زمان در نمی�توانند این�رو از (و باشند نداشته
رئوس کردیم، بررسی که قطعی مدل مطابق می�کنیم. بیان فازی محیط در را مساله گرافی مدل حال
نداشته مشترکی دمایی سطح که می�کنیم مجاور هم با را غذاهایی و گرفته نظر در غذاها با متناظر را گراف
و ∀ui ∈ V δ(ui) = ١ که کرد خواهیم فرض مساله برای فازی محیط در مدل بررسی در اما باشند،

باشد: زیر مطابق یال�ها به عضویتی درجه�ی تخصیص µ(ui, uj)

به باشد، داشته کمی دمایی درجه�ی uj راس و باشد داشته بالایی دمایی درجه�ی ui راس اگر (١)
ناسازگاری درجه�ی عضویت، درجه�ی این که می�شود داده نسبت بالایی عضویت درجه�ی µ(ui, uj)

می�دهد. نشان را رئوس دماهای سطح بین

به باشد، داشته کمی دمایی درجه�ی uj راس و باشد داشته متوسطی دمایی درجه�ی ui راس اگر (٢)
می�شود. داده نسبت متوسطی عضویت درجه�ی µ(ui, uj)

۵banquet problem
۶storage problem
٧frequency interference problem
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به باشد، داشته متوسطی دمایی درجه�ی uj راس و باشد داشته بالایی دمایی درجه�ی ui راس اگر (٣)
می�شود. داده نسبت قبل مورد دو هر از کمتر مقداری µ(ui, uj)

پخته یکسانی زمان در که می�دهد نمایش را uj و ui غذاهای بین ناسازگاری درجه�ی µ(ui, uj) بنابراین
دست به را شوند آماده غذاها تا کند کار اجاق است لازم که دفعاتی تعداد مینیمم است قرار نمی�شوند.

می�باشد. G فازی گراف رنگی عدد آوردن دست به معادل این و آوریم
داده�ایم. قرار بررسی مورد را ضیافت مساله�ی از مثالی اینجا در

رئوس مجموعه�ی با را غذاها این مجموعه�ی که داریم شده پخته غذای ۶ کنید فرض .٢.٢.۴ مثال

{u١, u٢, u٣, u۴, u۵, u۶}

است: شده داده زیر مطابق غذاها دمای سطح می�دهیم. نمایش
u١, u۴ Ð→ بالا دمای

u٢, u۵ Ð→ متوسط دمای
u٣, u۶ Ð→ پایین دمای

باشد. (١٣.۴) رابطه�ی مطابق یال�ها عضویت درجه�ی کنید فرض

µ(u١, u٢) = ٠٫ ۵, µ(u١, u۵) = ٠٫ ۴, µ(u٢, u۴) = ٠٫ ٣, µ(u١, u۶) = ٠٫ ٨, µ(u۴, u۵) = ٠٫ ٢

µ(u١, u٣) = ٠٫ ٩, µ(u٣, u۵) = ٠٫ ۶۵, µ(u۴, u٣) = ٠٫ ٨۵, µ(u۴, u۶) = ٠٫ ٩۵, µ(u٢, u٣) = ٠٫ ٧

µ(u٢, u۶) = ٠٫ ۶, µ(u۶, u۵) = ٠٫ ٧۵ (١٣.۴)

است. ١٠.۴ شکل صورت به آن معادل فازی گراف مدل و

..u١.

u٢

.

u٣

.

u۶

.

u۵

.

u۴

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ٧

.

٠٫ ٨۵

.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٧۵

.

٠٫ ٨

.

٠٫ ٩

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ۶۵

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ٩۵

.

٠٫ ۶

ضیافت مساله�ی متناظر فازی گراف مدل :١٠.۴ شکل
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داریم: شد، اجرا که الگوریتمی روش و ٣٠.١.۴ مثال به توجه با

χ٠٫٢ = χ٠٫٣ = χ٠٫۴ = χ٠٫۵ = ٣

و
χ٠٫۶ = χ٠٫۶۵ = χ٠٫٨ = χ٠٫٩ = χ٠٫٨۵ = χ٠٫٧۵ = χ٠٫٩۵ = χ٠٫٧ = ٢

برابر کند کار باید غذاها همه�ی پختن برای اجاق که بهینه�ای دفعات تعداد واقع در و χ(G̃) = ٣ این�رو از
هستند: زیر صورت به متمایز رنگی دسته سه آمد. به�دست ٣

γ١ = {u١, u۴} , γ٢ = {u٢, u۵} , γ٣ = {u٣, u۶}

باشد. ١١.۴ شکل صورت به می�تواند رنگ�ها تخصیص و

..u١.

u٢

.

u٣

.

u۶

.

u۵

.

u۴

.
C١
.

C٢

.

C٣

.

C١

.

C٢

.

C٣

............

١٠.۴ فازی گراف مدل به رنگ�ها تخصیص :١١.۴ شکل

است. شده استخراج [١٠] منبع از زیر مساله�ی

انبارداری مساله�ی ٢.٢.۴

شیمیایی مواد این از معینی جفت�های می�سازد. را c١, c٢,⋯, cn شیمیایی ماده�ی n شرکت، یک
پیش�گیری�های خاطر به شرکت شوند. انفجار موجب می�توانند باشند هم با تماس در اگر و ناسازگارند
مختلف بخش�های در را ناسازگار شیمیایی مواد و کند، تقسیم بخش�هایی به را انبارش است مایل ایمنی،

است؟ چقدر کرد، ایجاد انبار داخل در باید که بخش�هایی تعداد حداقل دهد. قرار
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{v١, v٢,⋯, vn} راسی مجموعه�ی با G گراف� که می�شود بیان زیر صورت به مساله قطعی گراف مدل
دو کردن وصل با گراف یال�های و بود خواهند گراف رئوس با متناظر شیمیایی مواد بگیرید. نظر در را
حداقل وضوح به باشند. ناسازگار cj و ci شیمیایی مواد اگر تنها و اگر می�آیند، دست به vj و vi راس

است. G رنگی عدد برابر کرد، تقسیم تعداد آن به را انبار داخل باید که بخش�هایی
G̃ = گراف� که می�شود بیان صورت بدین آن قطعی گراف مدل مطابق مساله، فازی گراف مدل
مواد با متناظر را گراف رئوس بگیرید. نظر در را {u١, u٢,⋯, un} راسی مجموعه�ی با (V, δ, µ)
باشند. ناسازگار دو آن متناظر شیمیایی مواد که کنید وصل هم به را رئوسی و بگیرید نظر در شیمیایی
با واقع در است. شده داده نشان یال هر روی مختلفی عضویت�های درجه�ی با هم به راس دو شدن وصل
بود. خواهد زیاد و متوسط کم، عضویت درجه�ی مقدار دارند، هم با رئوس که ناسازگاریی میزان به توجه
(به� شود ایجاد انبار داخل در است لازم که بخش�هایی تعداد مینیمم باید فازی گراف مدل این در حال
به راحتی به ضیافت مساله�ی مانند آید. دست به است) G̃ فازی گراف رنگی عدد با معادل این وضوح

می�باشد. میسر G̃ فازی گراف رنگی عدد آوردن دست
است. شده استخراج [١٩ ،۵ ،٢٣ ،٣۴] مراجع از زیر مطالب

فرکانس�ها تداخل مساله�ی ٣.٢.۴

کانال تداخل مساله�ی همچنین مساله، این شد. خواهد بیان فرکانس تداخل مساله�ی قسمت این در
(GSM شبکه�ی (مانند وایرلس تلفن شبکه�های سریع اجرای دلیل به اخیر سال�های در می�شود. نامیده
فرکانس�ها مساله این در است. کرده پیدا زیادی اهمیت مساله این ماهواره�ای، ارتباطاتی پروژه�های و

شود. مینیمم فرکانس�ها تداخل که می�شوند داده نسبت آنتن�ها به طوری
داریم: را زیر مفاهیم فرکانس تداخل مساله�ی در

می�شوند. داده نمایش F به�نام مجموعه�ای در فرکانس�ها از مجموعه�ای •

فرکانس�هایی شامل v آنتن هر بنابراین و می�شوند فرستاده آنتن فرستنده�های توسط فرکانس�ها •
هر واقع در ،Fv ⊆ F که می�دهیم نمایش F (v) با را آن فرکانس�های ی مجموعه که بود خواهد
هر برای بنابراین باشد نداشته را Fفرکانس�های تمام است ممکن مقرراتی و قوانین به بنا آنتن

می�شود. گرفته نظر در Fv صورت به فرکانس�ها از زیرمجموعه�ای v آنتن

برسد. حداقل به فرکانس�ها تداخل میزان که شود داده نسبت آنتن�ها به طوری فرکانس�ها باید •
g ∈ F (w) و f ∈ F (v) فرکانس�های اگر واقع در می�گیریم، نظر در جریمه�ای تداخل سطح برای
یا Pvw(f, g) صورت به را گرفت خواهیم نظر در فرکانس�ها این تداخل برای که جریمه�ای باشد،

می�دهیم. نمایش Pvwfg

Pmax با را آن و می�شود گرفته نظر در می�گیرد، تعلق جریمه به که آستانه�ای مقدار برای متغیری •
می�دهیم. نمایش

می�دهیم. نمایش (mv)m(v) با را می�شود داده نسبت v آنتن به که فرکانس�ها از زیرمجموعه�ای •
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باشد: زیر حالت دو به است ممکن می�افتد اتفاق که تداخلی •

یکسانی فرکانس روی فرستنده، دو که می�افتد اتفاق زمانی تداخل این :٨ هم�فرکانس تداخل (الف)
باشند. داشته قرار

فرکانس�هایی روی فرستنده دو که می�افتد اتفاق زمانی تداخل این :٩ مجاور فرکانس تداخل (ب)
قرار باشند.) i − ١ یا i + ١ و i فرکانس روی فرستنده دو عبارتی (به هستند مجاور که

باشند. گرفته

که: است زیر صورت بدین می�شود بیان مساله برای که گرافی مدل
هم به را رئوسی آن و کرده فرض گراف رئوس را هستند فرکانس فرستنده�های عنوان به که آنتن�ها
هستند، آنتن�ها همان که گراف رئوس به است قرار می�کنند. تداخل ایجاد آن�ها فرکانس�های که کنید وصل
تعداد مینیمم برسد. حداقل به فرکانس�ها تداخل میزان که شود داده نسبت فرکانس�هایی تعداد مینیمم

است. گراف رنگی عدد همان برابر گراف، در رنگ و فرکانس گرفتن معادل با فرکانس�ها،
که رئوسی برای اینجا در که تفاوت این با است آن قطعی گراف مدل مطابق مساله فازی گراف مدل
درجه�ی مقدار می�گذارند، هم روی بر رئوس فرکانس�های که تداخلی میزان به توجه با شده�اند، وصل هم به

است. شده داده نسبت یال�ها به زیاد و متوسط کم، عضویت
می�شود: داده نمایش زیر صورت به تداخل مقدار دو ، vw ∈ E یال هر برای

بودن مجاور تداخل مقدار cad(vw) و می�دهد نمایش را بودن هم�فرکانس تداخل مقدار که cco(vw)
.cco(vw) ≥ cad(vw) کلی طور به و می�دهد نشان را فرکانس�ها

تداخل مساله�ی خطی برنامه�ریزی روش
می�شود. بیان فرکانس تداخل مساله�ی برای خطی برنامه�ریزی روش قسمت این در

می�شود: گرفته نظر در مقابل صورت به xvf متغیر -١

xvf =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ شود داده vنسبت ∈ Vراس به f ∈ F (v)فرکانس اگر

٠ این�صورت غیر در

را (١۴.۴) رابطه�ی مقادیر باشند داشته تداخل فرکانس�ها اگر ،Pvw(f, g) جریمه متغیر همچنین -٢
می�گیرد.

Pvw(f, g) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cco(vw) f = gاگر

cad(vw) ∣f − g∣ = اگر١

٠ این�صورت غیر در

(١۴.۴)

٨co-channel interference
٩adjacent channel interference
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می�دهد. نمایش بودن هم�فرکانس اثر در را تداخل که است متغیری cco(vw) -٣

می�دهد. نمایش فرکانس�ها بودن مجاور اثر در را تداخل مقدار که است متغیری cad(vw) -۴

نباید جریمه میزان واقع در و می�دهد نشان جریمه برای آستانه�ای مقدار که است متغیری Pmax -۵
کند. تجاوز آن از

بود. خواهد (١۵.۴) رابطه�ی صورت به هدف تابع

min ∑
{v,w}∈E,

∑
f∈F (v),g∈F (w)

Pvw(f, g)xvfxwg (١۵.۴)

متغیر تعریف طبق (١۵.۴) رابطه�ی شود. مینیمم تداخل میزان عبارتی به یا جریمه میزان است قرار
است. (١۶.۴) رابطه�ی معادل (١۴.۴) در Pvw(f, g)

min ∑
vw∈Eco

cco(v,w)xvfxwg + ∑
vw∈Ead

cad(v,w)xvfxwg (١۶.۴)

متغیر عبارت این کردن خطی برای دارد، وجود دو درجه�ی از عبارتی هدف تابع در چون حال

به�طوری�که: می�شود تعریف zvw(f, g) = xvfxwg

zvw(f, g) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ xvf = xwg = اگر١

٠ این�صورت غیر در

می�شود. نوشته (١٧.۴) رابطه�ی صورت به (١۶.۴) رابطه�ی هدف تابع بنابراین

min ∑
vw∈Eco

cco(v,w)zcovw + ∑
vw∈Ead

cad(v,w)zadvw (١٧.۴)

شد: خواهد بیان زیر صورت به مساله خطی ریزی برنامه روش پس
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min ∑vw∈Eco cco(v,w)zcovw +∑vw∈Ead cad(v,w)zadvw

s.t.

∑f∈F (v) xvf =m(v) ∀v ∈ V

xvf + xwg ≤ ١ ∀(v,w) ∈ E,f ∈ F (v), g ∈ F (w), Pvw(f, g) > Pmax

xvf + xwg ≤ ١ + zcovw ∀vw ∈ Eco, f ∈ F (v), g ∈ F (w)

xvf + xwg ≤ ١ + zadvw ∀vw ∈ Ead, ∣f − g∣ = ١

xvf , xwg, zcovw, z
ad
vw ∈ {٠,١}

برابر می�گیرد تعلق راس هر به که فرکانس�هایی مجموع که می�کند بیان اول محدودیت بالا، روش در
باشد بیشتر آستانه جریمه�ی میزان از نمی�تواند جریمه میزان که می�کند بیان دوم محدودیت است. m(v)
به فقط یا نمی�گیرد تعلق w و vراس دو از کدام هیچ به فرکانسی هیچ یا شده نوشته محدودیت طبق وگرنه
چهارم و سوم محدودیت گرفت. نخواهد صورت تداخلی صورت آن در که می�گیرد، تعلق راس�ها از یکی
فراهم را درستی مقدار گرفتیم نظر در xvfxwg جای به که zvw(f, g) متغیر که است این تضمین برای

کند.



۵ فصل

مسطح گراف�های فازی مدل

آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف ١.۵

: مسطح١ گراف� مدل
نظر، مورد مدل شود استفاده مسطح گراف�های ساختار از گاه هر گراف�ها، مدل�سازی مساله�ی در

می�شود. نامیده مسطح گراف�های مدل
است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب

مسطح: گراف .١.١.۵ تعریف
E رئوس، مجموعه�ی آن در V که می�شود تعریف G = (V,E,F ) سه�تایی صورت به مسطح گراف
به را آن ساختار بتوان باید گراف�ها، این در می�باشد. گراف وجه�های مجموعه�ی F و یال�ها مجموعه�ی
ترسیمی چنین که کنند، قطع را یکدیگر انتهایشان دو در تنها گراف یال�های که کرد رسم صفحه در گونه�ای

می�شود. نامیده صفحه در آن نشاندن گراف، ساختار از

٣ بیرونی وجه یک و ٢ درونی وجه�های ایجاد باعث صفحه در مسطح گراف نشاندن .٢.١.۵ ملاحظه
می�شود.

است شده آورده مسطح گراف مدل از مثالی ١.۵ شکل در

شده مدل�سازی شد، بیان ١ فصل در که یالی مدل صورت به مسطح، گراف�های مدل .٣.١.۵ ملاحظه
است.

نشاند. R٣ ٣-بعدی فضای در می�توان را گرافی هر .۴.١.۵ ملاحظه
١planar graph

می�شود. نامیده گراف درونی وجه یال�ها، از بسته�ای حلقه�ی درون ٢ناحیه�ی

می�گویند. گراف بیرونی وجه آن به که است نامتناهی ٣ناحیه�ای

۵٩
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.........

(الف)

........... .........

(ب)

...........

G مسطح نشاندن (ب) G؛ مسطح گراف (الف) :١.۵ شکل

همبند شده�ی مسطح که گرافی مدل در را وجه�ها و یال�ها راس�ها، تعداد که دارد وجود ساده�ای فرمول
فرمول این ،۵.١.۵ قضیه�ی در است. اویلر فرمول به مشهور فرمول این می�دهد. ربط یکدیگر به است،

می�شود. معرفی

داریم. را (١.۵) رابطه�ی آنگاه باشد، همبند شده�ی مسطح� گراف G اگر .۵.١.۵ قضیه

v − ε + f = ٢ (١.۵)

می�دهد. نشان را وجه�ها تعداد f و یال�ها اندازه�ی ε رئوس، تعداد v اویلر، فرمول در که

و یال تعداد بین رابطه�ی که کمی مدلی آن�گاه باشد، v ≥ ٣ با ساده مسطح گراف G اگر .۶.١.۵ قضیه
می�باشد. ε ≤ ٣v − ۶ برابر می�کند، بیان مسطح گراف در را راس

و وجه تعداد بین رابطه�ی که کمی مدلی آن�گاه باشد، v ≥ ٣ با ساده مسطح گراف G اگر .٧.١.۵ قضیه
fمی�باشد. ≤ ٢v − ۴ صورت به می�کند، بیان مسطح گراف در را راس

[٢٧] فازی: مسطح گراف .٨.١.۵ تعریف
یال�ها مجموعه�ی E رئوس، مجموعه�ی V که باشد مسطحی گراف G = (V,E,F ) کنید فرض
صورت به ،f ∈ F هر ازای به F مجموعه�ی از فازی زیرمجموعه��ی باشد. وجه�ها از مجموعه�ای F و
هر ازای به همچنین است. G̃ فازی گراف در f عضویت مقدار λ(F ) که می�باشد λ ∶ F → [٠,١]
و است G̃ فازی گراف در v عضویت مقدار δ(v) که بگیرید نظر در را δ ∶ V → [٠١] نگاشت ،v ∈ V
µ ∶ V ×V → صورت[٠,١] به نگاشتی که بگیرید نظر در را V ×V مجموعه�ی از فازی زیرمجموعه�ی یک
تعریف G̃ = (δ, µ, λ) سه�تایی صورت به فازی۴ مسطح گراف بنابراین می�باشد. (u, v) ∈ E هر ازای به
از فازی زیرمجموعه��ی یک λ و δ روی متقارن فازی رابطه�ی µ و V از فازی زیرمجموعه�ای δ که می�شود

می�باشد. F
۴fuzzy planar graph
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یک برابر عضویت هر با فازی گراف از خاصی مورد ،G = (V,E,F ) قطعی گراف .٩.١.۵ ملاحظه
است.

است. شده استخراج [۴٨] منبع از قسمت این مطالب
در می�پردازیم. فازی یال قدرت از تعریفی بیان به اینجا در فازی، مسطح گراف جزئی�تر بررسی برای
آوردن دست به برای فرمولی اینجا در حال پرداختیم. فازی گراف در قوی یال معرفی به ١۵.٣.١ تعریف

می�کنیم. بیان فازی یال قدرت میزان
می�شود. اندازه�گیری (٢.۵) رابطه�ی توسط (u, v) فازی یال قدرت

I(u,v) =
µ(u, v)

min(δ(u), δ(v))
(٢.۵)

خواهد ضعیف فازی یال این�صورت غیر در است، قوی فازی یال آن�گاه باشد،� I(u,v) ≥ ٠٫ ۵ اگر حال
بود.

گردید. معرفی یال بودن ضعیف یا قوی بررسی برای دیگری معیار (٢.۵) رابطه�ی در .١٠.١.۵ ملاحظه

داده نسبت برخورد نقطه�ی به مقداری می�کنند، برخورد نقطه یک در یال دو هنگامی�که فازی گراف در
نقطه�ی در مشترک مقدار کرده�اند. برخورد هم به نقطه�ای در (c, d) و (a, b) یال دو کنید فرض می�شود.

می�شود. حاصل (٣.۵) رابطه�ی صورت به P برخورد

IP =
I(a,b) + I(c,d)

٢ (٣.۵)

اصطلاح مفهوم، این پایه�ی بر می�یابد. کاهش ۵ بودن مسطح یابد، افزایش نقطه در اشتراک مقدار اگر
کرد. خواهیم تعریف فازی مسطح گراف برای را جدیدی

یال�ها بین تقاطع نقاط ،P١, P٢,⋯, Pz نقاط که باشد فازی گرافی G̃ کنید فرض .١١.١.۵ تعریف
(۴.۵) رابطه�ی به�طوری�که می�شود نامیده α فازی سطح با فازی مسطح گراف ،G̃ فازی گراف هستند.

داریم. را

α = ١
١ + {IP١ + IP٢ +⋯ + IPz}

(۴.۵)

با فازی مسطح گراف نباشد، یال�ها برای برخوردی نقطه�ی هیچ اگر .٠ < α ≤ ١ که است واضح
بدیهی طور به و می�یابد افزایش یال�ها بین برخورد نقاط تعداد یابد، کاهش α اگر داریم. ١ فازی سطح
گراف یک فازی، گراف هر گفت می�توان مطالب این به توجه با می�یابد. کاهش بودن مسطح خصلت

است. مشخصی فازی سطح با فازی مسطح

چه با فازی مسطح گراف فازی، گراف این است. شده داده ٢.۵ شکل فازی گراف .١٢.١.۵ مثال
است؟ سطحی

می�کنیم. محاسبه را یال هر قدرت ابتدا

۵planarity
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...
a(٠٫ ٧)

..

c(٠٫ ٧۵)

..

b(٠٫ ٩)

..

d(٠٫ ٨)

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ۴۵

فازی گراف در یال دو برخورد :٢.۵ شکل

I(a,b) =
µ(a, b)

min(δ(a), δ(b))
= ٠٫ ۴
min(٠٫ ٧,٠٫ ٩) =

٠٫ ۴
٠٫ ٧ = ٠٫ ۵٧

I(c,d) =
µ(c, d)

min(δ(c), δ(d))
= ٠٫ ۴۵
min(٠٫ ٧۵,٠٫ ٨) =

٠٫ ۴۵
٠٫ ٧۵ = ٠٫ ۶

با: است برابر برخورد نقطه�ی در مشترک مقدار بنابراین

IP =
I(a,b) + I(c,d)

٢ = ٠٫ ۵٧ + ٠٫ ۶
٢ = ٠٫ ۵٨۵

α = ١
٠٫+١۵٨۵ = ٠٫ ۶٣ داریم: بنابراین

است. ٠٫ ۶٣ فازی سطح با فازی مسطح گراف شده، داده فازی گراف پس

سطح مقدار اگر می�شود نامیده قوی فازی مسطح گراف ،G̃ فازی مسطح گراف یک .١٣.١.۵ تعریف
باشد. ٠٫ ۵ از بیشتر گراف فازی

و قوی فازی مسطح گراف دسته�ی دو به فازی مسطح گراف فازی، سطح مقدار به وابسته بنابراین
می�شود. تقسیم ضعیف فازی مسطح گراف

G̃ قوی یال�های بین برخورد نقاط تعداد باشد. قوی فازی مسطح گراف G̃ کنید فرض .١۴.١.۵ قضیه
است. یکی حداکثر

برخورد نقطه�ی دو حداقل که بگیرید نظر در همچنین باشد. قوی فازی گرافمسطح G̃ فرضکنید برهان.
I(a, b) ≥ ٠٫ ۵ داریم: (a, b) قوی یال هر برای باشد. داشته وجود G̃ در قوی یال دو بین P٢ و P١

.IP١ ≥ ٠٫ ۵ یعنی این و I(a,b)+I(c,d)٢ ≥ ٠٫ ۵ داریم: (c, d) و (a, b) متقاطع قوی یال دو برای بنابراین
اما α = ١

١+IP١+IP٢
≤ ١

٢ = ٠٫ ۵ نتیجه در و ١ + IP١ + IP٢ ≥ ٢ بنابراین IP٢ ≥ ٠٫ ۵ مشابه طور به
قوی فازی مسطح گراف فازی، گراف که است واقعیت این با متناقض ١٣.١.۵ تعریف به بنا مقدار این

است.
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و باشد فازی مسطح گراف G̃ کنید فرض .١۵.١.۵ تعریف
E = {((u, v), µj(u, v)), j = ١,٢,⋯, P ∣(u, v) ∈ V × V, P =max{j∣µj(u, v) ≠ ٠}}

(۵.۵)
شده محدود E ′ ⊆ E فازی یال�های از مجموعه�ای توسط که است ناحیه�ای ،G̃ گراف از فازی وجه یک

می�شود. حاصل (۶.۵) رابطه�ی از فازی وجه هر عضویت مقدار است.

min{
µj(u, v)

min(δ(u), δ(v))
, j = ١,٢,⋯, P ∣(u, v) ∈ E ′} (۶.۵)

٠٫ ۵ از بیشتر آن عضویت مقدار اگر می�شود نامیده قوی فازی وجه فازی، وجه یک .١۶.١.۵ تعریف
بود. خواهد ضعیف وجه گرنه و باشد

گراف وجه�های F١, F٢, F٣ است. شده آورده فازی مسطح گراف از مثالی ،٣.۵ شکل در .١٧.١.۵ مثال
درونی وجه�های F٢ و F١ می�باشند. ٠٫ ٨٣٣,٠٫ ٢,٠٫ ٣٣ عضویت�های مقدار دارای ترتیب به که می�باشند
وجه�های F٣ و F٢ و قوی وجه یک F١ ،١۶.١.۵ تعریف مطابق است. گراف بیرونی وجه F٣ و گراف
یال هر بنابراین دارد، ٠٫ ۵ از بیشتر عضویتی مقدار قوی، فازی وجه هر هستند. فازی گراف این ضعیف

است. قوی فازی یال یک قوی، فازی وجه از
به را F١ وجه عضویت مقدار اینجا در وجه�ها، عضویت مقدار آوردن دست به نحوه�ی بهتر درک برای

می�آوریم. دست
E
′

١ = {((v١, v٠٫,(٢ ۵), ((v٢, v٠٫,(٣ ۶), ((v١, v٠٫,(٣ ۵۵)} یال�های مجموعه�ی توسط F١ وجه
عضویت مقدار ، (۶.۵) رابطه�ی طبق بنابراین است. ٣ برابر (۵.۵) رابطه�ی طبق P است. شده محدود

با: است برابر F١ وجه

min{ ٠٫ ۵
min(٠٫ ۶,٠٫ ٧) ,

٠٫ ۶
min(٠٫ ٧,٠٫ ٨) ,

٠٫ ۵۵
min(٠٫ ۶,٠٫ ٨)} =min{

٠٫ ۵
٠٫ ۶ ,

٠٫ ۶
٠٫ ٧ ,

٠٫ ۵۵
٠٫ ۶ } = ٠٫ ٨٣٣

......
v٠٫)١ ۶)

.

v٠٫)٣ ٨)

.

v۴(٠٫ ٨)

.
v٠٫)٢ ٧)

.

٠٫ ٢

.

F١

.

F٢

.

F٣

.

٠٫ ۵۵

. ٠٫ ۵.

٠٫ ۶

.

٠٫ ۶

فازی مسطح گراف :٣.۵ شکل
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است. شده استخراج [٢٧] منبع از قسمت این مطالب

مسطح۶: دوگان گراف .١٨.١.۵ تعریف
یک به�طوری�که است مسطح گرافی ،G از G∗ دوگان گراف باشد. مسطح گراف یک ،G کنید فرض
بدین G گراف های یال متناظر G∗ دوگان گراف یال�های همچنین باشد. داشته G در وجه هر برای راس
در را Fj وجه و سمت یک در را Fi وجه که باشد G گراف از یالی e اگر که می�شوند ساخته صورت
گراف از y و xراس دو که است یالی e ∈ E(G∗) متناظر دوگان یال آن�گاه باشد، داشته دیگرش سمت

می�کند. وصل هم به می�باشند G از Fj و Fi وجه متناظر که را G∗

دوگان گراف یال�های است. شده آورده آن دوگان و مسطح گراف از مثالی ۴.۵ شکل در .١٩.١.۵ مثال
است. شده داده نشان کم�رنگ نقاطی با آن رئوس و کرده�ایم مشخص خط�چین با را

................

آن دوگان و مسطح گراف :۴.۵ شکل

که مسطح گراف یک دوگان و ٣٠.١.۵ تعریف و ٢٩.١.۵ تعریف به توجه با [١٠] .٢٠.١.۵ ملاحظه
داریم. را (٧.۵) رابطه�ی آمد، ١٨.١.۵ تعریف در

χ∗(G) = χ(G∗) (٧.۵)

فرض و باشد وجه f و یال ε راس، v شامل که باشد مسطح همبند گراف G کنید فرض .٢١.١.۵ لم
آن�گاه باشد، وجه f∗ و یال ε∗ راس، v∗ شامل G∗ دوگان گراف کنید

v∗ = f, ε∗ = ε, f∗ = v.

است. G با یک�ریخت G∗∗ آن�گاه باشد. مسطح همبند گراف G کنید فرض .٢٢.١.۵ قضیه

فازی: مسطح دوگان گراف .٢٣.١.۵ تعریف
فازی مسطح دوگان گراف به�نام دیگری فازی گراف باشد، فازی مسطح گراف یک G̃ کنید فرض

می�شود. ساخته ٣ گام تا ١ گام�های در G̃∗

۶planar dual graph
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مقدار با G̃∗ راس�های نقاط، این که می�کنیم انتخاب v∗i نقطه�ی یک ،G̃ از F̃i وجه هر درون -١
می�باشند. δ(v∗i ) = λ(fi) عضویت

ṽ∗iای راس�های و کند قطع را ẽ به�طوری�که بکشیم را ẽ∗ خط ،G̃ فازی گراف از ẽ یال هر با متناظر -٢
درجه�ی با G̃∗ یا�ل�های خطوط، این بوده�اند. ẽ یال مجاور که کند وصل هم به را ها) f̃i (همان
که µ(e∗i ) ≤min(δ(v∗i ), δ(v∗i+١)) شرط همواره µ برای و می�باشند µ(e∗i ) = µ(ei) عضویت

می�باشد. برقرار هستند، e∗i انتهای دو v∗i , v∗i+١

دارد. λ(f∗i ) = δ(vi) صورت به عضویتی مقدار G̃∗ از وجه هر -٣

یعنی: است فازی گراف خود فازی، گراف دوگان از دوگانی .٢۴.١.۵ گزاره
G̃∗∗ = G̃

رابطه�ی مطابق عضویت�هایی مقدار G̃فازی گراف دوگان فازی، دوگان گراف تعریف از استفاده با برهان.
دارد. (٨.۵)

δ(v∗i ) = λ(fi), µ(e∗) = µ(e), λ(f∗) = δ(v) (٨.۵)

دارد. (١١.۵) و (١٠.۵) و (٩.۵) روابط صورت به عضویت�هایی مقدار فازی، گراف دوگان از دوگانی و

δ(v∗∗) = λ(f∗) = δ(v)⇒ δ(v∗∗) = δ(v) (٩.۵)

µ(e∗∗) = µ(e∗) = µ(e)⇒ µ(e∗∗) = µ(e) (١٠.۵)

λ(f∗∗) = δ(v∗) = λ(f)⇒ λ(f∗∗) = λ(f) (١١.۵)

بنابراین است فازی گراف خود عضویت مقدار برابر فازی، گراف دوگان از دوگانی عضویت مقدار یعنی،
.G̃∗∗ = G̃

وزن�دار: ماکسیمال مسطح گراف .٢۵.١.۵ تعریف
به�طوری�که نامند وزن�دار ماکسیمال مسطح گراف را یال تعداد بیشترین با وزن�دار مسطح گراف
باید گراف، این در یال�ها وزن مجموع همچنین شود، مسطح غیر گراف دیگر، یال هر کردن اضافه با

باشد. بیشترین

است. شده استخراج [۴۶] منبع از زیر مطالب
است، راس v از مجموعه�ای V = {١,⋯, v} که باشد کامل گرافی G = (V,E,W ) کنید فرض
از مجموعه�ای w = {wk∣wk ≥ ٠,∀k ∈ E} و است جهت�دار غیر یال�های از ای مجموعه E = {١,⋯, e}
وزن�داری ماکسیمال مسطح گراف زیر که بگیرید نظر در را Gp = (V,Ep,W ) می�باشد. وزن�دار یال�های
Fp = {f١,⋯, ft} مثلثی وجه�های از مجموعه�ای و Ep = {e١,⋯, ep} یال�های وسیله�ی به که باشد، G از
است. برقرار ماکسیمال مسطح گراف در v > ٣ برای (ت) تا (الف) ویژگی�های آن�گاه است، شده تعریف

مسطح گراف هنگامی�که ،ε ≤ ٣v − ۶ داریم: ۶.١.۵ قضیه�ی به مسطح،بنا گراف هر برای (الف)
است. ε = ٣v − ۶ باشد، ماکسیمال
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مسطح گراف هنگامی�که ،f ≤ ٢v − ۴ داریم: ٧.١.۵ قضیه�ی به بنا مسطح، گراف هر برای (ب)
است. f = ٢v − ۴ باشد، ماکسیمال

راس هر (درجه�ی iراس هر مجاور یال�های تعداد عبارتی به است، راسی ٣-همبند گراف یک Gp (پ)
باشد. ٣ مساوی یا بزرگتر باید (i

است. مثلثی وجه دو به متعلق فقط Gp گراف یال هر (ت)

{e = v(v−١)
٢ } یال�های بین از را یال ٣v −۶ از Ep مجموعه�ی یک باید ماکسیمال مسطح گراف در

مسطح هم تا بیابیم وجه {f = v(v−١)(v−٢)
۶ } بین از را مثلثی وجه�های از عضو ٢v−۴ با Fp مجموعه�ی و

باشد. برقرار بودن ماکسیمال هم و بودن

است. وزن�دار ماکسیمال مسطح گراف می�باشد، بیان قابل مسطح گراف مدل در که بهینه�ای حالت
را یال تعداد بیشترین وزن�دار، مسطح گراف باید شد، بیان که ٢۵.١.۵ تعریف به توجه با منظور بدین

باشد. بیشترین یال�ها، وزن مجموع همچنین و باشد داشته

قطعی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمال مسطح گراف مدل (١)

می�شوند: معرفی زیر صورت به مدل متغیرهای

xk =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ باشد حل در k یال اگر , k = ١,⋯, e.

٠ �صورت این غیر در

yj =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ شود انتخاب j مثلثی وجه اگر , j = ١,⋯, f.

٠ �صورت این غیر در

αkj =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ باشد j مثلثی وجه در k یال اگر

٠ �صورت این غیر در

می�پردازیم. مدل بیان به حال



۶٧ آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف .١.۵

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max Z = ∑a
k=١ wkxk

s.t.

∑f
j=١ αkjyj = ٢xk ;k = ١,⋯, e

∑e
k=١ xk = ٣v − ۶

∑k∈I xk ≥ ٣ ;∀i ∈ N,and ī = N ∖ {i} , I = {(i, l), l ∈ ī}

xk ∈ {٠,١} , yj ∈ {٠,١} , αkj ∈ {٠,١} ;∀k ∈ E,∀j ∈ F

شود. ماکسیمم شده، انتخاب یال�های وزن مجموع است قرار هدف تابع در مدل، این در

بیان دوم محدودیت است. مثلثی وجه دو به متعلق فقط یال هر که می�کند بیان اول محدودیت
ضمانت سوم محدودیت است. ٣v − ۶ برابر یال�ها تعداد ماکسیمال، مسطح گراف در که می�کند

داریم. راسی سه همبند گراف یک وزن�دار، ماکسیمم مسطح گراف حل که می�کند

وزن گرفتن نظر در با ماکسیمال، مسطح گراف آوردن دست به در فازی خطی برنامه�ریزی مدل
آمد. خواهد دست به فازی اعداد با یال�ها

فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمال مسطح گراف مدل

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max Z̃ = ∑a
k=١ w̃k ⋅ xk

s.t.

∑f
j=١ αkjyj = ٢xk ;k = ١,⋯, e

∑e
k=١ xk = ٣v − ۶

∑k∈I xk ≥ ٣ ;∀i ∈ N,and ī = N ∖ {i} , I = {(i, l), l ∈ ī}

xk ∈ {٠,١} , yj ∈ {٠,١} , αkj ∈ {٠,١} ;∀k ∈ E,∀j ∈ F

گراف بودن مسطح بررسی برای الگوریتمی روش (٢)

دموکرون٧، به منسوب که می�کنیم معرفی گراف بودن مسطح بررسی برای الگوریتمی اینجا در
است[١٠]. پرتویست٩ و ملگرنج٨

شود. بیان مطالبی است لازم الگوریتم بیان از قبل

٧Demoucron
٨Malgrange
٩Pertuiset



۶٨ مسطح گراف�های فازی مدل .۵

می�گوییم باشد. صفحه در H نشاندن حاصل H ′ و بوده G گراف مسطح زیرگراف H کنید فرض
طوری�که به باشد موجود G از G′ مسطح نشاندن و بوده مسطح G اگر است G-پذیرفتنی ،H ′ که

.H ′ ⊆ G′

راس�های هرگاه نامند ترسیم�پذیر ،H ′ از f وجه در را B آن�گاه باشد، (G (در H از پلی B اگر
به H ′ وجه�های مجموعه دادن نشان برای F (B,H ′) نماد گیرند. قرار f مرز در H به B اتصال
باشد مسطح G اینکه برای را لازمی شرط زیر قضیه�ی است. ترسیم�پذیر B آن در که می��رود کار

کند. فراهم

.F (B,H ′) ≠ ∅ ،H از B پل برای آن�گاه، باشد G-پذیرفتنی ،H ′ اگر .٢۶.١.۵ قضیه

گراف بودن مسطح الگوریتم

.i = ١ دهید قرار بیابید. را G از G′١ مسطح نشاندن باشد. G در دور یک G١ کنید فرض .١

را G در Gi پل�های همه�ی صورت، این غیر در کنید. توقف E(G) ∖ E(Gi) = ∅ اگر .٢
بیابید. را F (B,G′i) مجموعه�ی ،B پل هر برای بیابید.

،٢۶.١.۵ قضیه�ی بنابر کنید؛ توقف ،F (B,G′i) = ∅ به�طوری�که باشد موجود B پل اگر .٣
دهید قرار ،∣F (B,G′i)∣ = ١ به�طوری�که باشد موجود B پل اگر است. نامسطح G
به�طوری�که باشد وجهی f و پلی B کنید، فرض صورت، این غیر در ،F (B,G′i) = f

.f ∈ F (B,G′i)

دهید قرار کنید. انتخاب می�کند، وصل Gi به را B اتصال راس دو که Pi ⊆ B مسیر .۴
دست به G′i از f وجه در Pi ترسیم با را Gi+١ از G′i+١ مسطح نشاندن و Gi+١ = Gi ∪Pi

بروید. (٢) مرحله�ی به و بگذارید i جای به را i + ١ آورید.

وجهی: k-رنگ�آمیزی .٢٧.١.۵ تعریف
Gاست. وجه�های به ١,٢,⋯, kرنگ kتخصیص ،G شده�ی مسطح گراف یک وجهی k-رنگ�آمیزی

سره: وجهی رنگ�آمیزی .٢٨.١.۵ تعریف
رنگ یک دارای شده�اند جدا یال یک وسیله�ی به که وجهی دو اگر است، سره وجهی رنگ�آمیزی

نباشند.

: وجهی k-رنگ�پذیر .٢٩.١.۵ تعریف
باشد. سره وجهی رنگ�پذیر -k دارای اگر است وجهی k-رنگ�پذیر ،G گراف

:G وجه رنگی عدد .٣٠.١.۵ تعریف
به که می�شود، نامیده G وجه رنگی عدد است وجهی k-رنگ�پذیر ،G گراف آن برای که kیی مینیمم

می�شود. داده نمایش χ∗(G) وسیله�ی

است. راسی ۴-رنگ�پذیر مسطح گراف هر .٣١.١.۵ قضیه



۶٩ آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف .١.۵

است. وجهی ۴-رنگ�پذیر شده، مسطح گراف هر .٣٢.١.۵ قضیه

مسطح گراف مدل از کاربردهایی

[٢۵] :١٠ چاه سه و همسایه سه مساله�ی -١

استفاده آب چاه سه تمام از خانه�ها از کدام هر دارد. وجود چاه سه و خانه سه مساله این در
مسیر که گرفتند تصمیم آن�ها افتاد، اتفاق هم با خانه�ها صاحبان بین که دعوایی از پس می�کنند.
می�خواهیم باشد. جدا هم از مسیرهایشان و باشد نداشته تداخلی هم با چاه�ها به خانه�هایشان

بود؟ خواهد ممکن امر این آیا ببینیم

شد. خواهد بیان مساله این به مربوط گراف مدل قسمت این در

گرافی مدل نظیر را مساله این می�توان گراف، رئوس عنوان به چاه سه و خانه سه گرفتن نظر در با
حالت این در شود. وصل هستند چاه�ها که دیگر راس سه به باید خانه راس هر به�طوری�که کرد
وصل یکدیگر به طوری راس�ها که است لازم اما بود، خواهد k٣,٣ گراف آمده، دست به گراف
تبدیل صورت بدین مساله بنابراین نکنند. قطع را یکدیگر رئوس کننده�ی وصل یال�های که شوند

شود. مسطح k٣,٣ گراف مدل باید که می�شود

است شده آورده مساله این به مربوط گراف مدل ، ۵.۵ شکل در

..W.

O

.

L

. H١.

H٢

.

H٣

.........

k٣,٣ گراف :۵.۵ شکل

است ۶.۵ شکل صورت به ۵.۵ شکل متناظر یک�ریخت گراف

..H٣.

W

.

L

.

H١

. O.

H٢

.........

۵.۵ با یک�ریخت گراف :۶.۵ شکل

است ٧.۵ شکل صورت به ۶.۵ شکل متناظر یک�ریخت گراف



٧٠ مسطح گراف�های فازی مدل .۵

..H٢.

W

.

L

.

H١

.

H٣

. O.........

۶.۵ با یک�ریخت گراف :٧.۵ شکل

..H٢. O.

H١

.

H٣

.

L

.

W

.........

٧.۵ با یک�ریخت گراف :٨.۵ شکل

است ٨.۵ شکل صورت به ٧.۵ شکل متناظر یک�ریخت گراف

مساله گراف مدل آیا شود بررسی اصلی، گراف مدل دادن شکل تغییر با شد سعی قسمت این در
باید بنابراین دارند، اشتراک یال دو حداقل ،٨.۵ گراف مدل به توجه با نه. یا می�شود مسطح
مساله این اینکه بیان برای دیگر روش بود. نخواهد ممکن چاه سه و همسایه سه مساله�ی حل گفت
می�باشد: صورت بدین آن توضیح می�پذیرد. امکان ۵.١.۵ قضیه�ی از استفاده با نیست، حل قابل

راس سه به خانه راس سه کردن وصل با بگیرید، نظر در گرافی مدل رئوس را چاه�ها و خانه�ها
مسطح گراف این کنید فرض خلف برهان به حال آمد. خواهد دست به یال ٣×٣ = ٩ تعداد چاه،
تعداد وجه هر پس است، شده محدود یال�ها از ای بسته حلقه�ی توسط وجه هر که می�دانید است.
می�شود، وصل چاه یک به خانه یک از یال هر که می�دانید همچنین و می�باشد ٣ حداقل یال�هایش
نشان مطلب این ٩.۵ شکل در است. شده بسته یال ۴ توسط حداقل یال هر محدوده�ی بنابراین

است. شده داده

با: است برابر وجه�ها تعداد است، آمده (١.۵) رابطه�ی در که اویلر فرمول به توجه با حال

v − ε + f = ٢⇒ f = ٢ − v + ε = ٢ − ۶ + ٩ = ۵

۵ × ۴ = ٢٠ حداقل وجه�ها همه�ی در یال�ها تعداد بنابراین دارد، یال ۴ حداقل وجه هر طرفی از
است، وجه دو کننده�ی محدود یال هر زیرا است شده شمرده دوبار یال هر اینجا در اما است یال

١٠three houses and three wells problem



٧١ آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف .١.۵

..W.

O

.

L

. H١.

H٢

.

H٣

......

وجه یک محدوده�ی :٩.۵ شکل

٩ گراف این های یال تعداد می�دانیم قبل از است. ٢٠
٢ = ١٠ برابر یال تعداد کمترین بنابراین

داشته گراف یک در متفاوتی یال تعداد نمی�توانیم زمان هم زیرا است تناقض یک این و است تا
بود. نخواهد مسطح مساله این گراف مدل بنابراین باشیم،

این به مساله .[١٠] می�باشد نقشه�ها رنگ�آمیزی در مسطح، گراف�های مدل کاربردهای از یکی -٢
طوری رنگ، چهار با را نقشه هر در موجود کشورهای می�توان آیا که می�شود مطرح صورت
این به پاسخ در باشند؟ نداشته یکسانی رنگ مشترک، مرز با کشور دو هر که کرد رنگ�آمیزی
و ناحیه یک راس، هر که کرد نظیر گراف یک به را نقشه یک نواحی مجموعه می�توان مساله
مسطح حاصل گراف می�کند، متصل هم به را هستند مجاور که ناحیه دو راس�های دو یال، هر
را همدیگر یالی دو هیچ اینکه بدون داد قرار نقشه صفحه�ی در را گراف این می�توان یعنی است
نظر در با نقشه بنابراین است، رنگ�پذیر ۴-راس مسطح گراف هر می�دانیم طرفی از کنند. قطع
مساله این بهتر بودن درک قابل برای اما است رنگ�پذیر ۴-راس راس�ها، عنوان به کشورها گرفتن
تعریف طبق می�آوریم، دست به را مسطح گراف این دوگان که: کرد عمل صورت بدین می�توان
می�گیریم، نظر در دوگان گراف وجه�های نظیر را نقشه کشورهای است. مسطح نیز آن ،١٨.١.۵
گرفته نظر در وجه�ها عنوان به کشورها آن در که شده مسطح دوگان گراف ،٣٢.١.۵ قضیه�ی به بنا
مسطح گراف مدل از نمونه�ای که را نقشه توانستیم بنابراین است. وجهی ۴-رنگ�پذیر می�شوند،

کنیم. رنگ�آمیزی رنگ، ۴ با بود



٧٢



۶ فصل

شبکه�ها فازی مدل

آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف ١.۶

از ویژه�ای خواص و ویژگی�ها با جهت�دار گراف�های ساختار از گاه هر گراف�ها، مدل�سازی مساله�ی در
می�شود. نامیده شبکه�ها مدل نظر مورد مدل شود، استفاده آن�ها

از متمایز زیرمجموعه�ی دو که می�گیریم نظر در را همبندی جهت�دار گراف مدل شبکه١: .١.١.۶ تعریف
مجموعه�ی روی c که می�گیریم نظر در نامنفی، مقادیر با c صحیح تابع همچنین دارد. Y و X راس�های
مجموعه�ی راس�های کنید. فرض ناتهی و مجزا را Y و X مجموعه�های است. شده تعریف گراف یال�های
مقصد�ها یا منبع�ها که راس�هایی هستند. N مقصد�های Y مجموعه�ی راس�های و N گراف منبع�های X
تابع شد معرفی که cای تابع می�دهیم. نمایش I مجموعه�ی با را آن�ها و نامیده میانی راس�های را نیستند
نامیده شبکه ویژگی�ها این با گرافی می�گیریم، نظر در را c(a) ظرفیت یال هر برای و است N ظرفیت

می�شود.

اعداد با شبکه به مربوط مقادیر گرفتن نظر در با فازی محیط در شبکه�ها مدل بررسی .٢.١.۶ ملاحظه
می�گیرد. صورت فازی،

شبکه�ها مدل از بعضی ١.١.۶

می�گیرد: قرار بررسی مورد زیر شرح به شبکه�ها مدل از نمونه دو فصل، این در

نقل٢ و حمل مدل -١

٣ شبکه� جریان ماکسیمم مدل -٢
١network
٢transportation
٣maximum network flow

٧٣



٧۴ شبکه�ها فازی مدل .۶

مدل�ها بررسی ٢.١.۶

نقل و حمل مدل
است: بیان قابل زیر صورت به که برد نام می�توان را نقل و حمل� شبکه�های شبکه، مدل�های جمله از
مقصد به�نام مراکزی به عرضه)۴، (مرکز مبدا به�نام مراکزی از را خدمات یا کالا از مقادیری است قرار
مقصد، هر در تقاضا میزان و ai حداکثر مبدا هر در موجود ظرفیت�های شود. ارسال تقاضا)۵ (محل
هدف می�باشد. c(i,j) با برابر j مقصد به i منبع از کالا هر حمل هزینه�ی همچنین می�باشند. bj حداقل
که شرط این با تقاضاست، مراکز به عرضه مقادیر بهینه�ی تخصیص شبکه، از مدل�هایی چنین در اصلی
توسط دریافتی کالای میزان دیگر، سوی از و نباشد عرضه ظرفیت از بیشتر مبدا، از ارسالی کالای میزان
برقرار تعادل تقاضا و عرضه بین باید نقل و حمل شبکه�ی در نباشد. مقصد آن نیاز از کمتر مقصد، هر

می�باشد. مقصد به مبدا از کالا حمل هزینه�ی کل کردن حداقل شبکه، هدف و باشد

شده مدل�سازی شد، بیان ١ فصل در که راسی مدل صورت به نقل و حمل شبکه�ی .٣.١.۶ ملاحظه
است.

است. شده داده نشان ١.۶ شکل در شبکه این گرافی مدل

..a١.

a٢

....

am

. b١.

b٢

....

bn

. C١١.
C١٢

.

C١n

.

C٢١

.

C٢٢

.

C٢n

.

Cm١

.

Cm٢

.

Cmn

نقل و حمل شبکه�ی گرافی مدل :١.۶ شکل

مدل�ها حل روش ٣.١.۶

روش و خطی برنامه�ریزی روش دو با را نقل و حمل مدل و شبکه جریان ماکسیمم مدل داریم سعی
شبکه جریان ماکسیمم مدل در سپس و ونقل حمل مدل در روش�ها شرح به ابتدا نماییم. حل الگوریتمی

می�پردازیم.

۴source
۵sink



٧۵ آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف .١.۶

نقل و حمل شبکه�ی به مربوط قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

می�شود. تعریف j مقصد به i مبدا از انتقالی کالای میزان x(i,j) تصمیم متغیر شبکه، این در

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑j∑i c(i,j)x(i,j)

s.t

∑n
j=١ x(i,j) ≤ ai i = ١,٢,⋯,m برای

∑m
i=١ x(i,j) ≥ bj j = ١,٢,⋯, n برای

x(i,j) ≥ ٠ برای i = ١,٢,⋯,mوj = ١,٢,⋯, n

هزینه�های مانند مقادیری و نشود برآورد خوبی به نقل و حمل شبکه�ی مقادیر است ممکن عمل، در
تعریف توانایی بنابراین باشند، پیش�بینی قابل و ثابت ندرت به تقاضا، و عرضه میزان نقل، و حمل

است. مهم بسیار فازی مقادیر با نقل و حمل شبکه�ی بهینه�ی حل کردن تعیین و

[٢۶] نقل و حمل شبکه�ی به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑j∑i c̃(i,j) ⊗ x̃(i,j)

s.t

∑n
j=١ x̃(i,j) ⪯ ãi i = ١,٢,⋯,m برای

∑m
i=١ x̃(i,j) ⪰ b̃j j = ١,٢,⋯, n برای

x̃(i,j) ⪰ ٠ برای i = ١,٢,⋯,mوj = ١,٢,⋯, n

ضرایب c̃(i,j) = (c
′

(i,j), c
′′

(i,j), c
′′′

(i,j), c
′′′′

(i,j)) و b̃j = (b١, b٢, b٣, b۴) و ãi = (a١, a٢, a٣, a۴) که
می�دهند. نمایش را فازی

اعداد دیگر انواع برای را شبکه می�توان و شده�اند گرفته نظر در ذوزنقه�ای فازی، اعداد اینجا، در
گرفت. نظر در نیز فازی

نقل و حمل شبکه�ی به مربوط الگوریتمی روش (٢)

.[۴٣ ،٣١] است حل قابل ۶ فازی راسل الگوریتم توسط فازی، حالت در نقل و حمل شبکه�ی
تابع از فازی اعداد مقایسه�ی برای الگوریتم این در است، شده بیان زیر در الگوریتم این مراحل

است. شده استفاده یاگر رتبه�بندی

۶fuzzy Russell’s method
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آورید. دست به (١.۶) رابطه�ی صورت به را ũi, ṽj,△(i,j) مقدار :١ گام
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ũi =max١≤j≤n{c̃(i,j)} i = ١,٢,⋯,mبرای

ṽj =max١≤i≤m{c̃(i,j)} j = ١,٢,⋯, nبرای

△(i,j) = c̃(i,j) ⊖ ũi ⊖ ṽj i, j هر برای

(١.۶)

دارد، را △(i,j) منفی مقدار بیشترین که ای x̃(i,j)(x(١)
(i,j), x

(٢)
(i,j), x

(٣)
(i,j), x

(۴)
(i,j)) متغیر :٢ گام

x̃(i,j)(x(١)
(i,j), x

(٢)
(i,j), x

(٣)
(i,j), x

(۴)
(i,j)) باشد، داشته (i,j)△وجود از مساوی مقادیر اگر کنید. انتخاب

باز باشد، داشته را c̃(i,j)(c(١)
(i,j), c

(٢)
(i,j), c

(٣)
(i,j), c

(۴)
(i,j)) هزینه�ی کمترین که کنید انتخاب را ای

x̃(i,j)(x(١)
(i,j), x

(٢)
(i,j), x

(٣)
(i,j), x

(۴)
(i,j)) باشد، داشته وجود یکسانی c̃(i,j)(c

(١)
(i,j), c

(٢)
(i,j), c

(٣)
(i,j), c

(۴)
(i,j)) مقادیر دوباره اگر

کنید. انتخاب را باقی�مانده مقصد تقاضای یا مبدا عرضه�ی از مقدار بیشترین با ای

و ãi مبدا عرضه�ی بین مقدار کمترین مساوی را x̃(i,j)(x(١)
(i,j), x

(٢)
(i,j), x

(٣)
(i,j), x

(۴)
(i,j)) مقدار :٣ گام

دهید. قرار b̃j مقصد تقاضای

کنید. کم شد، انتخاب ٣ گام در که ای b̃j و ãi از را x̃(i,j)(x(١)
(i,j), x

(٢)
(i,j), x

(٣)
(i,j), x

(۴)
(i,j)) :۴ گام

آن مقدار تفریق، از پس که تقاضایی یا عرضه ستون یا سطر نقل، و حمل جدول از سپس
شده صفر j = (١,٢,⋯, n) و i = (١,٢,⋯,m) همه�ی اگر کنید. حذف را است شده صفر

بروید. ١ گام به گرنه و شوید متوقف باشد

. [٢۶] است شده آورده فازی نقل و حمل شبکه�ی از عددی مثالی قسمت، این در
نقل و حمل هزینه�های است. D١,D٢,D٣,D۴ مقصد ۴ و S١, S٢, S٣, S۴ مبدا ۴ دارای شرکتی

است. شده داده (٢.۶) ماتریس در ام jمقصد به ام i منبع از فازی
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

(١,۴,٩,١۶) (۴,٩,١۶,٢۵) (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩)
(۴,٩,١۶,٢۵) (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴)
(٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١)
(١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,٨١)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(٢.۶)

برابر(٣۶,۴٩,٢۵,١۶)،(٨١,۶۴,٣۶,۴٩)،(۶۴,٣۶,۴٩,٢۵)،(٣۶,٢۵,١۶,۴) ترتیب به عرضه مقادیر
(١۶,٢۵,٣۶,۴٩)،(۴,١۶,٢۵,٣۶)،(٢۵,٣۶,۴٩,۶۴)،(٣۶,۴٩,۶۴,٨١) برابر ترتیب به تقاضا مقادیر و

است. ١.۶ جدول صورت به فازی نقل و حمل هزینه�های بنابراین بود. خواهد

نقل و حمل شبکه�ی فازی هزینه�های جدول :١.۶ جدول
مبدا D١ D٢ D٣ D۴ عرضه
S١ (١,۴,٩,١۶) (۴,٩,١۶,٢۵) (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩)
S٢ (۴,٩,١۶,٢۵) (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١)
S٣ (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴)
S۴ (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,٨١) (۴,١۶,٢۵,٣۶)
تقاضا (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (۴,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩)
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رسید. خواهید ٢.۶ نهایی جدول به تکرار چند از پس فازی، راسل الگوریتم اجرای با

الگوریتمی روش اجرای از بعد شده نتیجه جدول :٢.۶ جدول
مبدا D١ D٢ D٣ D۴ عرضه
S١ (١,۴,٩,١۶) (۴,٩,١۶,٢۵) (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩)

(١۶،٢۵،٣۶،۴٩)
S٢ (۴,٩,١۶,٢۵) (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١)

(-١٣،١٣،٣٩،۶۵) (-١١،١١،٣٣،۶٠) (-٨٩،٢٣،۴٠،١٠۵)
S٣ (٩,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴)

(-٢۴،٠،٢۴،۴٨ ) (١۶،٢۵،٣۶،۴٩)
S۴ (١۶,٢۵,٣۶,۴٩) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,٨١) (۴,١۶,٢۵,٣۶)

(۴،١۶،٢۵،٣۶)
تقاضا (٣۶,۴٩,۶۴,٨١) (٢۵,٣۶,۴٩,۶۴) (۴,١۶,٢۵,٣۶) (١۶,٢۵,٣۶,۴٩)

مقدار هدف، تابع در جواب این دادن قرار با و می�آید بدست اولیه امکان�پذیر پایه�ای جواب بنابراین
عبارتی: به شد، خواهد حاصل هدف تابع بهینه�ی

min Z̃ = (Z(١), Z(٢), Z(٣), Z(۴))

= (c١١ ⊗ x١١)⊕ (c٢١ ⊗ x٢١)⊕ (c٢٢ ⊗ x٢٢)⊕

(c٢٣ ⊗ x٢٣)⊕ (c٣٣ ⊗ x٣٣)⊕ (c٣۴ ⊗ x٣۴)⊕ (c۴٢ ⊗ x۴٢)

= ((١,۴,٩,١۶)⊗ (١۶,٢۵,٣۶,۴٩))⊕ ((۴,٩,١۶,٢۵)⊗ (−١٣,١٣,٣٩,۶۵))⊕

((٩,١۶,٢۵,٣۶)⊗ (−١١,١١,٣٣,۶٠))⊕ ((١۶,٢۵,٣۶,۴٩)⊗ (−٨٩,٢٣,۴٠,١٠۵))⊕

((٢۵,٣۶,۴٩,۶۴)⊗ (−٢۴,٠,٢۴,۴٨))⊕ ((٣۶,۴٩,۶۴,٨١)⊗ (١۶,٢۵,٣۶,۴٩))⊕

((٢۵,٣۶,۴٩,۶۴)⊗ (۴,١۶,٢۵,٣۶))

= (٢۵٠۵٫ ۵,٣٧۴٨٫ ٢۵,۵٢٢٩٫ ٢۵,۶٩٧٣٫ ٢۵)

این آوردن دست به برای یاگر رتبه�بندی تابع از مجددا که است، ۴۶١۴ برابر جواب این قطعی مقدار
است. شده استفاده قطعی مقدار

می�پردازیم. آن بیان به اینجا، در که شد خواهد استفاده دیگری رتبه�بندی تابع از بعدی بخش در
داریم. را (٣.۶) رابطه�ی آنگاه باشد، ذوزنقه�ای فازی عدد یک Ã = (a, b, c, d) کنید فرض

R(Ã) = a + b + c + d۴ (٣.۶)

داریم. را (۴.۶) رابطه�ی آنگاه باشد، مثلثی فازی عدد یک Ã = (a, b, c) اگر و

R(Ã) = a + ٢b + c
۴ (۴.۶)
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شبکه جریان ماکسیمم
داده توضیح فصل ابتدای در که دلخواهی شبکه�ی شبکه، جریان ماکسیمم آوردن دست به مبحث در

.[١٠] می�کنیم بیان ۴.١.۶ تعریف صورت به مجددا را شد

رئوس مجموعه�ی V که باشد همبند ساده�ی جهت�دار گراف یک N = (V,E) کنید فرض .۴.١.۶ تعریف
باشد: زیر شرایط دارای اگر می�نامند شبکه را N صورت این در باشد، یال�ها مجموعه�ی E و

باشد. داشته صفر ورودی درجه�ی اگر می�شود، نامیده (مبدأ) منبع یک N شبکه�ی از s یکتای راس (الف)

N از دیگر راس هر باشد. داشته صفر خروجی درجه�ی اگر می�شود نامیده مقصد N از t راس (ب)
می�شود. نامیده میانی رئوس

هر برای که دارد وجود نامنفی حقیقی اعداد مجموعه�ی به E از تابعی لذا است، وزن�دار N گراف (ج)
نامیده ٧ a ظرفیت که می�شود داده اختصاص c(a) نامنفی صحیح عدد یک ، N از a ∈ E یال

می�شود.

هر برای که است جریان) (تابع f(a) تابع ،t مقصد به s منبع از N شبکه�ی در جریان .۵.١.۶ تعریف
به�طوری�که: می�دهد، اختصاص نامنفی صحیح عدد یک a یال

.٠ ≤ f(a) ≤ c(a) داریم: a یال هر برای (i)

است. s منبع از شده خارج جریان مجموع با برابر t مقصد به شده وارد جریان مجموع (ii)

x از شده خارج جریان مجموع با برابر x به شده وارد جریان مجموع ،x داخلی راس هر برای (iii)
است.

می�شود وارد t مقصد به s منبع از که جریانی میزان که است این شبکه مدل در مهم مساله�ی یک
گردد. ماکسیمم

شد. خواهد داده شرح شبکه ماکسیمم جریان مدل اینجا، در
می�شود. داده نمایش N = (V,E) جهت�دار گراف یک با مقصد، یک و منبع یک با جریان شبکه�ی
و بگیرید نظر در uij ظرفیت�های با N = (V,E) جهت�دار گراف شبکه، ماکسیمم جریان از مسایلی در
نسبت را (i, j) یال در متناظر می�باشد) یال وزن (همان جریان برای x(i,j) مقدار (i, j) یال هر برای
است t مقصد راس به s مبدأ راس از شبکه این در ماکسیمم جریان مقدار نمایان�گر که f مقدار و دهید،

بگیرید. درنظر را

مدل�سازی شد، بیان ١ فصل در که یالی مدل صورت به شبکه جریان ماکسیمم مدل .۶.١.۶ ملاحظه
است. شده

c(a) ظرفیت ،a یال هر روی عدد اولین آن در که شد بیان شبکه مدل از نمونه�ای ٢.۶ شکل در
می�دهد. نشان را a یال روی عبوری جریان عدد دومین و است
است. شده استخراج [٣۵ ،٣۶] منبع از قسمت این مطالب

٧capacity
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۴,٣
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۵,١

.

٢,٠

.

٢,١

.

۴,٠

.

۴,۴

. ١,٠.
٣,٣

جریان با شبکه مدل یک :٢.۶ شکل

شبکه جریان ماکسیمم مدل به مربوط قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Max f

s.t.

∑j x(i,j) = ∑k xki + f ; i = s

∑j x(i,j) = ∑k xki ;∀i ≠ s, t

∑j x(i,j) + f = ∑k xki ;∀i = t

٠ ≤ x(i,j) ≤ uij ;∀(i, j) ∈ E

(۵.۶)

خواهد بیان شبکه ماکسیمم جریان مدل فازی خطی برنامه�ریزی روش ،(۵.۶) به توجه با حال
شد.

شبکه جریان ماکسیمم مدل به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش (٢)

،(i, j) کمان هر برای و باشد ũij فازی ظرفیت�های با N = (V, Ẽ) جهت�دار گراف کنید فرض
کنید فرض همچنین باشد. شده داده نسبت (i, j) کمان در متناظر فازی جریان برای x̃(i,j) مقدار

باشد. t مقصد راس به s مبدأ راس از شبکه، این در فازی ماکسیمم جریان مقدار نمایانگر f̃

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Max f̃

s.t.

∑j x̃(i,j) = ∑k x̃ki ⊕ f̃ ; i = s

∑j x̃(i,j) = ∑k x̃ki ;∀i ≠ s, t

∑j x̃(i,j) ⊕ f̃ = ∑k x̃ki ;∀i = t

٠ ⪯ x̃(i,j) ⪯ ũij ;∀(i, j) ∈ E

(۶.۶)

می�پردازیم. فازی، حالت در شبکه ماکسیمم جریان مدل حل به قسمت این در



٨٠ شبکه�ها فازی مدل .۶

برنامه�ریزی روش کمک با فازی بهینه�ی جواب کردن پیدا و فازی ماکسیمم جریان مدل حل مراحل
کرد. بیان (٧.۶) روابط صورت به می�توان را خطی

مدل فرمول�بندی :١ گام
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Max f̃

s.t.

∑j x̃(i,j) = ∑k x̃ki ⊕ f̃ ; i = s

∑j x̃(i,j) = ∑k x̃ki ;∀i ≠ s, t

∑j x̃(i,j) ⊕ f̃ = ∑k x̃ki ;∀i = t

٠ ⪯ x̃(i,j) ⪯ ũij ;∀(i, j) ∈ E

(٧.۶)

می�باشد. نامنفی فازی عدد یک x̃(i,j)

(aij, bij, c(i,j)) نامنفی مثلثی فازی اعداد با ترتیب به ũij, f̃ , x̃(i,j) پارامترهای همه�ی فرضکنید :٢ گام
خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی آنگاه شوند، داده نمایش (uij, vij,wij) و (f١, f٢, f٣) و

می�باشد. (٨.۶) روابط صورت به آمده، دست به ١ گام از که مدل، فازی

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max (f١, f٢, f٣)

s.t.

∑j(aij, bij, c(i,j)) = ∑k(aki, bki, cki)⊕ (f١, f٢, f٣) ; i = s

∑j(aij, bij, c(i,j)) = ∑k(aki, bki, cki) ;∀i ≠ s, t

∑j(aij, bij, c(i,j))⊕ (f١, f٢, f٣) ≈ ∑k(aki, bki, cki) ; i = t

(aij, bij, c(i,j)) ⪯ (uij, vij,wij) ;∀(i, j) ∈ E

(٨.۶)

نامنفی متغیر معرفی با تساوی، قیدهای به نامساوی قیدهای تبدیل :٣ گام
s̃ij = (s

′

ij, s
′′

ij, s
′′′

ij),∀(i, j) ∈ E

(٩.۶) روابط صورت به آمده، دست به ٢ گام در که خطی برنامه�ریزی روابط بنابراین ،
می�باشد.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max (f١, f٢, f٣)

s.t.

∑j(aij, bij, c(i,j)) = ∑k(aki, bki, cki)⊕ (f١, f٢, f٣) ; i = s

∑j(aij, bij, c(i,j)) = ∑k(aki, bki, cki) ;∀i ≠ s, t

∑j(aij, bij, c(i,j))⊕ (f١, f٢, f٣) ≈ ∑k(aki, bki, cki) ; i = t

(aij, bij, c(i,j))⊕ (s
′

ij, s
′′

ij, s
′′′

ij) ≈ (uij, vij,wij) ;∀(i, j) ∈ E

(٩.۶)



٨١ آن خواص و ویژگی�ها ذکر و مدل توصیف .١.۶

فازی، اعداد روی ریاضی عملیات و (۴.۶) در شده تعریف رتبه�بندی تابع از استفاده با : ۴ گام
قطعی خطی برنامه�ریزی مدل به آمده، دست به ٣ گام در که فازی خطی برنامه�ریزی مدل

می�شود. تبدیل (١٠.۶)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max f٢+١f٢+f٣
۴

s.t.

∑j aij = ∑k aki + f١ ; i = s

∑j aij = ∑k aki ;∀i ≠ s, t

∑j aij + f١ = ∑k aki ; i = t

∑j bij = ∑k bki + f٢ ; i = s

∑j bij = ∑k bki ;∀i ≠ s, t

∑j bij + f٢ = ∑k bki ; i = t

∑j c(i,j) = ∑k cki + f٣ ; i = s

∑j c(i,j) = ∑k cki ;∀i ≠ s, t

∑j c(i,j) + f٣ = ∑k cki ; i = t

aij + s
′

ij = uij, bij + s
′′

ij = vij, c(i,j) + s
′′′

ij = wij

bij − aij ≥ ٠, c(i,j) − bij ≥ ٠, aij ≥ ٠, bij ≥ ٠, c(i,j) ≥ ٠

s
′′

ij − s
′

ij ≥ ٠, s′′′ij − s
′′

ij ≥ ٠, s′ij ≥ ٠, s′′ij ≥ ٠, s′′′ij ≥ ٠

f٢ − f١ ≥ ٠, f٣ − f٢ ≥ ٠, f١ ≥ ٠, f٢ ≥ ٠, f٣ ≥ ٠

∀(i, j) ∈ E
(١٠.۶)

می�آید. دست به f١, f٢, f٣ بهینه�ی جریان قطعی، خطی برنامه�ریزی مدل حل با : ۵ گام

f̃ = (f١, f٢, f٣) رابطه�ی در f١, f٢, f٣ مقادیر دادن قرار با فازی ماکسیمم جریان مقدار : ۶ گام
می�آید. دست به

است. شده استخراج [١] منبع از زیر مطالب
نقل و حمل مدل از کاربردهایی

اشاره زمینی خطوط آهن، راه ایستگاه�های فرودگاه�ها، به می�توان نقل، و حمل� شبکه�های جمله�ی از
آن�ها جمله�ی از که داد انجام فراوانی جابجایی�های می�توان روزانه شبکه�ها این تمام از استفاده با نمود.

کرد. اشاره زیر موارد به می�توان

زمینی و هوایی خطوط طریق از مسافران جابجایی .١



٨٢ شبکه�ها فازی مدل .۶

... و صنعتی تولیدی کالای سوختی، مواد غذایی، مواد ونقل حمل .٢

شبکه جریان ماکسیمم مدل از کاربردهایی

سنگ زغال معدن از سنگ زغال محلول خط شبکه�ی تن) حسب (بر ظرفیت بیشترین تعیین .١
سنگ زغال آبی، لوله�ی خطوط در آب کردن تلمبه (با ٩ هاوستون برق نیروگاه به ٨ وایومینگ در

می�یابد.) انتقال

برق و آب جریان انتقال شبکه�ی .٢

لوله خطوط سیستم طریق از نفت جریان ماکسیمم�سازی .٣

٨Wyoming
٩Houston



٧ فصل

دوبخشی گراف�های فازی مدل

مدل توصیف ١.٧

دوبخشی گراف� مدل
استفاده خواصآن و ویژگی�ها و دوبخشی گراف�های ساختار از گاه هر گراف�ها، مدل�سازی مساله�ی در

می�شود. نامیده دوبخشی گراف�های مدل نظر، مورد مدل شود،

دوبخشی: گراف .١.١.٧ تعریف
V = V١ ∪ V٢ آن در که می�شود بیان G = (V,E) صورت به گراف ساختار دوبخشی گراف�های در
به�طوری�که کرد افراز V٢ و V١ زیرمجموعه��ی دو به را گراف راس�های مجموعه�ی بتوان باید عبارتی به است،

باشد. داشته V٢ در انتها یک و V١ در انتها یک یال هر

مدل�سازی شد، بیان ١ فصل در که یالی راسی- مدل صورت به دوبخشی گراف�های مدل .٢.١.٧ ملاحظه
می�شود.

[۴٢] فازی دوبخشی گراف
H فازی فراگیر زیرگراف یک اگر می�شود نامیده فازی دوبخشی گراف ،G̃ = (δ, µ) فازی گراف
باشیم: داشته نیستند، H زیرگراف در که (u, v) یال�های تمام ازای به و باشد دوبخشی که باشد داشته

باشند. ضعیف یال�ها آن عبارتی به ،µ(u, v) < µ∞(u, v)

افراز دو با فازی دوبخشی گراف یک فازی، گراف این بگیرید. نظر در را ١.٧ شکل گراف .٣.١.٧ مثال
می�باشد. V٢ = {y,w} و V١ = {x, z}رئوس مجموعه�ی از

ازای به دوما است، دوبخشی اولا که می�باشد ٢.٧ شکل مانند فراگیری فازی زیرگراف دارای زیرا
زیرا: µ(x, z) < µ∞(x, z) داریم: نیست آن در که (x, z) یال

می�آوریم. دست به را z و xراس دو بین همبندی قدرت ابتدا ١۴.٣.١ تعریف مطابق
µ١(xz) = sup{µ(x, z)} = ٠٫ ۵

µ٢(xz) = sup{min{µ(xu١), µ(u١z)}} = sup{٠٫ ۶,٠٫ ۶} = ٠٫ ۶

٨٣



٨۴ دوبخشی گراف�های فازی مدل .٧

...
x(٠٫ ۶)

..

y(٠٫ ٨)

..

z(٠٫ ٩)

..

w(٠٫ ٢)

.
٠٫ ۶

.

٠٫ ۵

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ٢

فازی دوبخشی گراف :١.٧ شکل

نتیجه: در

µ∞(x, z) = sup{µ١(xz), µ٢(xz)} = sup{٠٫ ۵,٠٫ ۶} = ٠٫ ۶

داریم. را (١.٧) رابطه�ی ندارد وجود ٢.٧ شکل فراگیر زیرگراف در که (x, z) یال ازای به بنابراین

µ(x, z) < µ∞(x, z) (١.٧)

...
x(٠٫ ۶)

..

y(٠٫ ٨)

..

z(٠٫ ٩)

..

w(٠٫ ٢)

.
٠٫ ۶

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ٢

فازی فراگیر زیرگراف :٢.٧ شکل

مورد G̃ = (V,E, W̃ ) صورت به دوبخشی گراف مدل فصل، این مسایل بررسی در .۴.١.٧ ملاحظه
خواهند فازی مقادیر یال�ها، وزن و گرفته نظر در قطعی را گراف ساختار یعنی می�گیرد، قرار بررسی

داشت.

است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب



٨۵ جورسازی مدل .٢.٧

جورسازی مدل ٢.٧

می�گیرد. قرار بررسی مورد جورسازی١، مدل به�نام دوبخشی گراف�های از مدلی فصل، این در

مدل بررسی ١.٢.٧

به دو�بخشی های گراف مدل روی اما می�باشد، بررسی قابل گراف�ها ساختار تمام روی جورسازی مدل
انجام جورسازی مدل مورد در که بررسی�هایی تمام نیز بخش این در است. شده بررسی خاصی طور

بود. خواهد دوبخشی گراف�های مدل روی می�شود،
می�شود. بیان مدل این با مرتبط مقدماتی و تعاریف زیر در

دو هیچ اگر می�نامند G گراف در جورسازی یک را E از M زیرمجموعه�ی جورسازی: .١.٢.٧ تعریف
نباشند. مجاور G در یالی

جورسازی شده، داده نسبت وزن�هایی عناصرش به که Mرا جورسازی وزن�دار: جورسازی .٢.٢.٧ تعریف
می�گویند. وزن�دار

می�گویند. M تحت جورشده را، M جورسازی در یال یک انتهای دو .٣.٢.٧ تعریف

این غیر در بگذرد، v راس از M جورسازی از یالی اگر �گویند شده M-اشباع را v .۴.٢.٧ تعریف
است. نشده M-اشباع ،v راس صورت

است. Mتام جورسازی باشد، شده M-اشباع ،Gگراف راس هر اگر :٢ تام جورسازی .۵.٢.٧ تعریف

با M ′ جورسازی دارای G اگر است ماکسیمم جورسازی M ماکسیمم٣: جورسازی .۶.٢.٧ تعریف
نباشد. ∣M ′ ∣ > ∣M ∣

است. ماکسیمم جورسازی یک تام، جورسازی هر .٧.٢.٧ ملاحظه

وزن�داری جورسازی کردن پیدا ماکسیمم، وزن�دار جورسازی وزن�دار: ماکسیمم جورسازی .٨.٢.٧ تعریف
باشد. ماکسیمم یال�ها وزن مجموع به�طوری�که است

متناوبا یال�هایش که است مسیری G در M-متناوب مسیر یک M-متناوب۴: مسیر .٩.٢.٧ تعریف
هستند. M و E ∖M در

نشده M-اشباع منتهایش و مبدأ که است M-متناوبی مسیر M-افزوده۵: مسیر .١٠.٢.٧ تعریف
هستند.

١matching
٢perfect matching
٣maximun matching
۴M- alternating path
۵M- augmenting path



٨۶ دوبخشی گراف�های فازی مدل .٧

اگر فقط و اگر است القایی جورسازی یک G برای M جورسازی القایی۶: جورسازی .١١.٢.٧ تعریف
نباشند. متصل یکدیگر به G از یالی با آن یال دو هیچ

صورت به را M ′ و M جورسازی دو متقارن تفاضل جورسازی: دو متقارن تفاضل .١٢.٢.٧ تعریف
است. اشتراکشان جز به M ′ و M اعضای تمام آن حاصل و می�دهند نمایش M∆M

′

حقیقی تابع صورت به راس�ها مناسب کردن نشاندار راس�ها: مناسب کردن نشاندار .١٣.٢.٧ تعریف
داریم. را (٢.٧) رابطه�ی به�طوری�که می�شود تعریف X ∪ Y راس�های مجموعه�ی روی l مقدار

l(x) + l(y) ≥ w(xy) ،y ∈ Y,x ∈Xهمه�ی برای (٢.٧)

می�خوانند.) v راس نشان را l(v) حقیقی (عدد

امکان مقدارند چه یال�ها وزن اینکه به توجه بدون راس�ها، مناسب کردن نشاندار .١۴.٢.٧ ملاحظه
می�شود. داده (٣.٧) رابطه�ی وسیله�ی به که است l تابع راس�ها مناسب کننده نشاندار چنین یک دارد،

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

l(x) =max
y∈Y

w(xy) ،x ∈Xاگر

l(y) = ٠ ،y ∈ Y اگر
(٣.٧)

که را یال�هایی آن همه�ی مجموعه�ی باشد، راس�ها مناسب کننده�ی نشاندار l اگر .١۵.٢.٧ ملاحظه
داریم. را (۴.٧) رابطه�ی یعنی می�دهیم نمایش El با l(x) + l(y) = w(xy)

El = {xy ∈ E∣l(x) + l(y) = w(xy)} (۴.٧)

نشاندار ،l با متناظر که را El یالی مجموعه�ی با G فراگیر زیرگراف برابری٧: زیرگراف .١۶.٢.٧ تعریف
می�دهند. نمایش Gl با را آن و می�نامند برابری زیرگراف است، راس�ها مناسب کننده�ی

مجموعه�ی را G در S همسایگی مجموعه�ی ،G در راس�ها از S مجموعه�ی هر برای .١٧.٢.٧ تعریف
می�دهیم. نمایش NG(S) با را آن و می�کنیم تعریف S در راس�ها به مجاور راس�های همه�ی

می�کنیم. استفاده NG(S) جای به N(S) از کار، راحتی برای .١٨.٢.٧ ملاحظه

می�پردازیم. هال٨ قضیه���ی بیان به اینجا در

شامل G صورت این در باشد. (X,Y ) بخش�های با دوبخشی گراف G کنید فرض .١٩.٢.٧ قضیه
باشیم. داشته را (۵.٧) رابطه�ی اگر فقط و اگر می�کند اشباع را X راس هر که است جورسازی یک

∣N(S)∣ ≥ ∣S∣ ،S ⊆X همه�ی برای (۵.٧)

شامل G اگر فقط و اگر است ماکسیمم جورسازی یک G در M جورسازی (برگ٩) .٢٠.٢.٧ قضیه
نباشد. M-افزوده مسیر هیچ

۶induced matching
٧equality subgraph
٨Hall
٩Berge



٨٧ جورسازی مدل حل روش .٣.٧

شد. خواهد استفاده ٧.٧ رتبه�بندی تابع از است لازم که جا هر فصل این در
Ã = یافته�ی تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد ثقل مرکز از استفاده با یافته تعمیم فازی اعداد رتبه�بندی

.[۵٢] است شده تعریف (٧.٧) و (۶.٧) رابطه�ی صورت به (a, b, c, d;w)

IÃ(x̄٠, ȳ٠) = [
α(a+٢b

٣ ) + β(
b+c

٢ ) + γ(
٢c+d

٣ )
α + β + γ

,
α(w٣ ) + β(

w
٢ ) + γ(

w
٣ )

α + β + γ
] (۶.٧)

که

α =
√
(c − ٣b + ٢d)٢ +w٢

۶ , β =
√
(٢c + d − a − ٢b)٢

٣

γ =
√
(٣c − ٢a − b)٢ +w٢

۶
ثقل مرکز از که (۶.٧) رابطه�ی به توجه با یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد رتبه�بندی تابع بنابراین

می�باشد. (٧.٧) رابطه�ی صورت به است، کرده استفاده

R(Ã) = (x̄٠ × ȳ٠) = [[
α(a+٢b

٣ ) + β(
b+c

٢ ) + γ(
٢c+d

٣ )
α + β + γ

] × [
α(w٣ ) + β(

w
٢ ) + γ(

w
٣ )

α + β + γ
]] (٧.٧)

جورسازی مدل حل روش ٣.٧

شرح به ابتدا نماییم. حل الگوریتمی روش و خطی برنامه�ریزی روش دو با را جورسازی مدل داریم سعی
جورسازی مدل برای الگوریتمی روش�های سپس می�پردازیم، قطعی حالت در خطی برنامه�ریزی روش�

می�کنیم. بیان فازی حالت در را مدل به مربوط خطی برنامه�ریزی روش انتها در و می�شود بیان

جورسازی مدل به مربوط خطی برنامه�ریزی روش (١)

جورسازی�های تمام بین از می�خواهیم که است، بیان قابل صورت بدین جورسازی مدل بهینه�ی حالت
آوریم. دست به را جورسازی ماکسیمم ممکن،

دارد. وجود جورسازی مدل در خطی برنامه�ریزی روش بیان برای حالت دو

شود. بررسی وزن بدون گراف روی جورسازی مدل (i)

شود. بررسی هستند، وزن�دار آن یال�های که گرافی روی جورسازی مدل (ii)

در (i, j) یال اگر گیرد می یک مقدار که می�گیریم نظر در x(i,j)ای متغیر ابتدا روش بیان برای
نظر در wijای متغیر همچنین گرفت. خواهد صفر مقدار صورت این غیر در و باشد، جورسازی

می�شود. داده نسبت یال هر به که است وزنی معرف که می�گیریم

.[٢۴] می�شود بیان (٨.٧) صورت به وزن بدون گراف در مدل خطی برنامه�ریزی روش



٨٨ دوبخشی گراف�های فازی مدل .٧

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max Z = ∑(i,j)∈E x(i,j)

s.t.

∑j∈V x(i,j) ≤ ١ ∀i ∈ V, (i, j) ∈ E

x(i,j) ∈ {٠,١} ∀(i, j) ∈ E

(٨.٧)

آن�ها از یکی تنها هستند، مجاور هم با که یال�هایی تمام ازای به که می�کند بیان اول محدودیت
و صفر مقادیر x(i,j) متغیر به نیز دوم محدودیت بود. خواهد جورسازی در و می�گیرد یک مقدار

می�دهد. نسبت یک

می�شود. بیان (٩.٧) صورت به وزن�دار گراف در مدل خطی برنامه�ریزی روش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max Z = ∑(i,j)∈E wijx(i,j)

s.t.

∑j∈V x(i,j) ≤ ١ ∀i ∈ V, (i, j) ∈ E

x(i,j) ∈ {٠,١} ∀(i, j) ∈ E

wij > ٠

(٩.٧)

آورد. خواهیم فصل ادامه�ی در را جورسازی مدل فازی خطی برنامه�ریزی روش

است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب

(X,Y ) بخش�های با دوبخشی گراف در آن وسیله�ی به بتوان که می�پردازیم الگوریتمی بیان به حال
بپوشاند. را X راس هر به�طوری�که یافت جورسازی� یک

وزن: بدون گراف جورسازی مدل به مربوط ١٠ مسیر جستجوی الگوریتمی روش (٢)

کنید. شروع دلخواه جورسازی یک با

راس یک u کنید فرض صورت این غیر در کنید. توقف کند، اشباع را X راس Mهر اگر (١)
.T = ∅ و S = {u} دهید: قرار باشد. X در نشده M-اشباع

بنابر زیرا کنید، توقف . (∣T ∣ = ∣S∣ − ١ (زیرا ،∣N(S)∣ < ∣S∣ آنگاه N(S) = T اگر (٢)
صورت، این غیر در کند. اشباع را X راس هر که ندارد وجود جورسازیی ١٩.٢.٧ قضیه�ی

.y ∈ N(S) ∖ T دهید قرار

را T ∪ {y} و S جای به را S ∪ {z} .yz ∈M کنید فرض باشد، شده M-اشباع ،y اگر (٣)
مسیر یک P کنید فرض صورت، این غیر در بروید، ٢ مرحله�ی به و دهید قرار T جای به
١ مرحله�ی به و دهید قرار M جای به را M̂ = M∆E(P ) باشد. M-افزوده ,u)ی y)

بروید.
١٠algorithm path search



٨٩ جورسازی مدل حل روش .٣.٧

رئوس تمام که دارد وجود جورسازیی ،٣.٧ شکل دوبخشی گراف در آیا کنید بررسی .١.٣.٧ مثال
کند. اشباع را X

..x١. x٢. x٣. x۴. x۵.

y١

.

y٢

.

y٣

.

y۴

.

y۵

............

G دوبخشی گراف :٣.٧ شکل

بگیرید. نظر در را M = {x٢y٢, x٣y٣, x۵y۵} دلخواه جورسازی

اول) (تکرار

می�دهیم. قرار T = ∅ و S = {x١} (١)

بگیرید. نظر در y٢ ∈ N(S) ∖ T حال است. N(S) = {y٢, y٣} (٢)

..y٢.

x١

.

اول تکرار ٢ گام درخت :۴.٧ شکل

و T = {y٢} می�دهیم قرار .y٢x٢ ∈ M بنابراین است، شده اشباع M توسط y٢ (٣)
می�رویم ٢ گام به دوباره .S = {x١, x٢}

..x١.

y٢

.

x٢

..

اول تکرار ٣ گام درخت :۵.٧ شکل
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دوم) (تکرار

می�کنیم. انتخاب را y٣ ∈ N(S) ∖ T و است N(S) = {y١, y٢, y٣, y۴, y۵} (٢)

..x١.

y٢

.

y٣

.

x٢

...

دوم تکرار ٢ گام درخت :۶.٧ شکل

و T = {y٢, y٣} داریم: ،y٣x٣ ∈ M بنابراین است، شده اشباع M توسط y٣ (٣)
می�رویم. ٢ گام به دوباره S = {x١, x٢, x٣}

..x١.

y٢

.

y٣

.

x٣

.

x٢

....

دوم تکرار ٣ گام درخت :٧.٧ شکل

سوم) (تکرار

می�گیریم. نظر در y١ ∈ N(S) ∖ T و است N(S) = {y١, y٢, y٣, y۴, y۵} (٢)

دارد، وجود x١y٢x٢y١ Mافزوده�ی ،P مسیر بنابراین است نشده توسطMاشباع y١ (٣)
پس

M̂ = {x١y٢, x٢y١, x٣y٣, x۵y۵}

.M ← M̂ حال می�شود. نتیجه
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..x١.

y٢

.

y١

.

y٣

.

x٣

.

x٢

.....

سوم تکرار ٢ گام درخت :٨.٧ شکل

چهارم) (تکرار

داشت: خواهیم بنابراین نمی�کند اشباع را X راس هر M (١)
دهید. قرار T = ∅ و S = {x۴} حال است، نشده اشباع M ،x۴

می�گیریم. نظر در y٢ ∈ N(S) ∖ T و N(S)است = {y٢, y٣} (٢)

..y٢.

x۴

.

چهارم تکرار ٢ گام درخت :٩.٧ شکل

می�دهیم: قرار و بگیرید نظر در y٢x١ ∈ M بنابراین است، شده اشباع M ،y٢ (٣)
.S = {x۴, x١} و T = {y٢}

پنجم) (تکرار

دهید. قرار y٣ ∈ N(S) ∖ T و است N(S) = {y٢, y٣} (٢)

می�دهیم: قرار و می�گیریم نظر در y٣x٣ ∈M بنابراین است، شده Mاشباع توسط y٣ (٣)
.S = {x١, x٣, x۴} و T = {y٢, y٣}

ششم) (تکرار
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..x۴.

y٢

.

x١

..

چهارم تکرار ٣ گام درخت :١٠.٧ شکل

..x۴.

y٢

.

x١

.

y٣

...

پنجم تکرار ٢ گام درخت :١١.٧ شکل

هال قضیه�ی طبق و می�کنیم توقف N(S) = T چون حال است، N(S) = {y٢, y٣} (٢)
کند. اشباع را X راس�های تمام بتواند که نشد پیدا جورسازیی

جورسازی شامل Gl اگر باشد، G راس�های مناسب کننده�ی نشاندار ،l کنید فرض .٢.٣.٧ قضیه
است. G ماکسیمم جورسازی یک M∗ آنگاه باشد، M∗ تام

می�پردازیم، وزن�دار گراف در ماکسیمم جورسازی آوردن دست به برای الگوریتمی بیان به حال
نباشد، کامل دوبخشی گراف اگر حال دارد. کاربرد کامل دوبخشی گراف�های برای الگوریتم این
و می�کنیم اضافه گراف به صفر وزن با است، لازم گراف شدن کامل دوبخشی برای که را یال�هایی

می�بریم. کار به را الگوریتم سپس

وزن�دار گراف در جورسازی مدل به مربوط کوهن-مانکرز١١ الگوریتمی روش (٣)

M دلخواه جورسازی یک و کرده تعیین را Gl کنید، شروع راس�ها مناسب کننده�ی نشاندار l با
نمایید: عمل زیر گام�های مطابق سپس نمایید، انتخاب Gl در

١١Kuhn-Munkres Algorithm
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..x١.

y٢

.

y٣

.

x٣

.

x١

....

پنجم تکرار ٣ گام درخت :١٢.٧ شکل

بنابر لذا و (∣X ∣ = ∣Y ∣ (چون بوده تام جورسازی M آنگاه باشد، شده M-اشباع ،X اگر (١)
این غیر در کنید. توقف حالت این در است؛ ماکسیمم جورسازی یک قضیه�ی٢.٣.٧،
.S = {u}, T = ∅ دهید: قرار باشد. نشده M-اشباع راس یک u کنید فرض صورت،

αl مقدار .NGl
(S) = T صورت این غیر در بروید، ٣ مرحله�ی به آنگاه NGl

(S) ⊃ T اگر (٢)
کنید. محاسبه (١٠.٧) رابطه�ی از را

αl = min
x∈S,y∉T

{l(x) + l(y) −w(xy)} (١٠.٧)

) کنید محاسبه می�شود داده (١١.٧) رابطه�ی وسیله�ی به که را l̂ کننده�ی نشاندار همچنین
دهید. قرار Gl جای به را Gl̂ و l جای به را l̂ .(α(l) > ٠,NG

l̂
(S) ⊃ T که کنید توجه

l̂(v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l(v) − α ،v ∈ Sاگر

l(v) + α ،v ∈ T اگر

l(v) صورت، این غیر در

(١١.٧)

قبلا که مسیر جستجوی الگوریتم مراحل همچون کنید. انتخاب NGl
∖ T در را y راس (٣)

شده M-اشباع ،y اگر نه. یا است شده M-اشباع ،y آیا که کنید بررسی شد، داده توضیح
مرحله�ی به و دهید قرار T جای به را T ∪{y} و S جای به را S ∪{z} ،yz ∈M با ، باشد
است، Gl در M-افزوده ,u)ی y) مسیر یک P کنید فرض صورت، این غیر در بروید. ٢

بروید. ١ مرحله�ی به و بگذارید M جای به را M̂ =M∆E(P )

W = [wij]ماتریس با را G وزن�دار کامل گراف که است مناسب کوهن-مانکرز، الگوریتم نمایش برای
است. G در xiyj یال وزن wij آن در که کنیم معرفی



٩۴ دوبخشی گراف�های فازی مدل .٧

کنید. اجرا آن روی را کوهن-مانکرز الگوریتم است. شده داده (١٢.٧) ماتریس .٣.٣.٧ مثال
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٣ ۵ ۵ ۴ ١
٢ ٢ ٠ ٢ ٢
٢ ۴ ۴ ١ ٠
٠ ١ ١ ٠ ٠
١ ٢ ١ ٣ ٣

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(١٢.٧)

داده�ایم. نشان (١٣.٧) ماتریس در شد بیان (١٠.٧) رابطه�ی در که را راس�ها مناسب کننده�ی نشاندار
jام) ستون زیر yj نشان و ماتریس iام سطر راست طرف در xi دادن قرار (با

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٣ ۵ ۵ ۴ ١ ۵
٢ ٢ ٠ ٢ ٢ ٢
٢ ۴ ۴ ١ ٠ ۴
٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
١ ٢ ١ ٣ ٣ ٣
٠ ٠ ٠ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(١٣.٧)

است. ١٣.٧ شکل مطابق آن متناسب Gl گراف

..x١. x٢. x٣. x۴. x۵.

y١

.

y٢

.

y٣

.

y۴

.

y۵

............

Gl گراف :١٣.٧ شکل

نشان ١.٣.٧ مثال در داشتیم؛ ١.٣.٧ مثال در که است گرافی همان برابر آمده، دست به Gl گراف
آمد. دست به T = {y٢, y٣} و S = {x١, x٣, x۴} مجموعه�ی و ندارد تام جورسازی گراف این که دادیم
بنابراین آمد. دست به یک برابر (١٠.٧) رابطه�ی طبق αl مقدار پس ،NGl

(S) = {y٢, y٣} = T بنابراین
داریم. را (١۴.٧)

l̂(v) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

l(v) − ١ ،v ∈ Sاگر

l(v) + ١ ،v ∈ T اگر

l(v) صورت، این غیر در

(١۴.٧)

می�دهیم. تغییر (١۵.٧) صورت به را اولیه راس�های مناسب کننده�ی نشاندار پس
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٣ ۵ ۵ ۴ ١ ۴
٢ ٢ ٠ ٢ ٢ ٢
٢ ۴ ۴ ١ ٠ ٣
٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٢ ١ ٣ ٣ ٣
٠ ١ ١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(١۵.٧)

است شده رسم ١۴.٧ شکل در l̂ متناظر ی Gl̂ برابری زیرگراف

..x١. x٢. x٣. x۴. x۵.

y١

.

y٢

.

y٣

.

y۴

.

y۵

............

Gl̂ برابری زیرگراف :١۴.٧ شکل

NG
l̂
(S) = {y١, y٢, y٣, y۴, y۵} داریم: ١۴.٧ شکل مطابق

زیرگراف مسیر، جستجوی الگوریتم بردن کار به با می�کنیم. انتخاب NGl
(S) ∖ T در را y١ راس

به جورسازی ٢.٣.٧ قضیه�ی بنابر است، {x١y۴, x٢y١, x٣y٣, x۴y٢, x۵y۵} تام جورسازی دارای برابری
است. G ماکسیمم آمده دست

می�دهیم نسبت فازی اعداد با وزن�هایی یال�ها به مشخصکنیم، دقیق طور به نتوانیم را یال�ها روی وزن اگر
(٧.٧) رتبه�بندی تابع از استفاده با و کوهن-مانکرز الگوریتم از استفاده با قطعی، حالت مانند راحتی به و

می�آوریم. دست به را فازی وزن�دار ماکسیمم جورسازی ،

جورسازی مدل فازی خطی برنامه�ریزی روش ١.٣.٧

بیان را تعاریفی ابتدا کنیم. بررسی فازی محیط در دقیق�تر طور به را جورسازی مدل می�خواهیم حال
می�شوند. به�کار�گرفته فصل ادامه�ی در که می�کنیم

[۵۴] فازی١٢: رخداد .۴.٣.٧ تعریف
مشخص دقیق طور به کران�هایش می�افتد اتفاق زمانی�که می�باشد، A فازی مجموعه�ی فازی رخداد

می�شود. اندازه�گیری µA(µA ∶ Rn → [٠,١]) عضویت تابع با و نیست

١٢fuzzy event
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بگیرید. نظر در را r حقیقی عدد و دارد را µ(x) عضویت تابع که باشد فازی متغیری ξ کنید فرض
می�شود: تعریف زیر صورت به ترتیب به {ξ ≤ r} فازی رخداد ١۴ لزوم درجه�ی و ١٣ امکان درجه�ی

[٣٧] .۵.٣.٧ تعریف
صورت به مقداری و می�شود داده نشان Pos{ξ ≤ r} با {ξ ≤ r} فازی رخداد امکان درجه�ی

می�گیرد. Pos{ξ ≤ r} = supx≤r{µ(x)}

است. شده استخراج [٣٣ ،٣٠ ،١٢ ،٣٨] مراجع از قسمت این مطالب

به مقداری و می�شود داده نشان Nec{ξ ≤ r} با {ξ ≤ r} فازی رخداد لزوم درجه�ی .۶.٣.٧ تعریف
می�گیرد. Nec{ξ ≤ r} = ١ − Pos{ξ > r} = ١ − supx>r{µ(x)} صورت

به مقداری و می�شود داده نشان Cr {ξ ≤ r} با {ξ ≤ r} فازی رخداد اعتبار درجه�ی .٧.٣.٧ تعریف
می�گیرد. (۴۴.٧) رابطه�ی صورت

Cr {ξ ≤ r} = ١
٢ (Pos{ξ ≤ r} +Nec{ξ ≤ r}) ∀r ∈ R (١۶.٧)

داریم. را (١٧.٧) رابطه�ی {ξ ≤ r} فازی رخداد هر برای .٨.٣.٧ ملاحظه
Cr{ξ ≤ r} +Cr{ξ ≥ r} = ١ (١٧.٧)

همچنین باشد، گراف این از جورسازی Mیک ⊆ E و باشد فازی گرافی G = (V,E, ξ) کنید فرض
کنید: فرض

x(i,j) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ ،(i, j) ∈Mاگر

٠ صورت، این غیر در

نمایش x بردار با را M جورسازی صورت این در باشد، یال�ها به مربوط وزن بردار ξ کنید فرض و
بود. خواهد (١٨.٧) صورت به x جورسازی هزینه�ی تابع و می�دهیم
f(x, ξ) = ∑

(i,j)∈E
ξ(i,j)x(i,j) (١٨.٧)

می�باشد. ξ(i,j) و x(i,j) شامل ترتیب به ξ و x بردار که

داریم. را (١٩.٧) رابطه�ی به�طوری�که می�شود داده نمایش f̄ با f(x, ξ) تابع α-هزینه�ی .٩.٣.٧ تعریف

Cr {f(x, ξ) ≥ f̄} ≥ α (١٩.٧)

است. یک و صفر بین مقداری α که

است. شده استخراج [٣٨] منبع از زیر مبحث
جورسازی کردن پیدا برای را متفاوتی تعاریف گیرنده، تصمیم مختلف، موقعیت�های به توجه با

می�پردازیم. تعاریف این بیان به ادامه در که می�گیرد کار به وزن�دار ماکسیمم
هزینه�ی تابع از انتظار مورد مقدار ماکسیمم با وزن�داری ماکسیمم جورسازی بخواهد گیرنده تصمیم اگر

داشت. خواهیم را ١٠.٣.٧ تعریف کند، پیدا f(x, ξ)

١٣possibility measure
١۴necessity measure
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نامیده انتظار، مورد فازی وزن�دار ماکسیمم جورسازی ،x∗ ماکسیمم جورسازی یک .١٠.٣.٧ تعریف
باشیم. داشته را (٢٠.٧) رابطه�ی x ماکسیمم جورسازی هر برای اگر می�شود

E [f(x∗, ξ)] ≥ E [f(x, ξ)] (٢٠.٧)

صورت(٢١.٧) به فازی، رخداد اعتبار درجه�ی طبق فازی عدد یک انتظار مورد مقدار .١١.٣.٧ ملاحظه
است.

E(ξ) = ∫
∞

٠
Cr{ξ ≥ r}d(r) − ∫

٠

−∞
Cr{ξ ≤ r}d(r) (٢١.٧)

با (f̄) f(x, ξ) α-هزینه�ی مقدار باشد خواسته است ممکن گیرنده تصمیم دیگر، موقعیتی در
فازی وزن�دار ماکسیمم α-جورسازی مفهوم حالت این در کند. ماکسیمم را Cr {f(x, ξ) ≥ f̄} ≥ α

می�شود. پیشنهاد ١٢.٣.٧ مطابق

برای اگر می�شود نامیده فازی وزن�دار ماکسیمم α-جورسازی ،x∗ جورسازی ماکسیمم .١٢.٣.٧ تعریف
باشیم. داشته را (٢٢.٧) رابطه�ی است، یک و صفر بین نیز α که x ماکسیمم جورسازی هر

max{f̄ ∣Cr{f(x∗, ξ) ≥ f̄} ≥ α} ≥max{f̄ ∣Cr{f(x, ξ) ≥ f̄} ≥ α} (٢٢.٧)

می�شود نامیده فازی وزن�دار ماکسیمم جورسازی اهمیت�ترین با ،x∗ ماکسیمم جورسازی .١٣.٣.٧ تعریف
باشیم. داشته را (٢٣.٧) رابطه�ی ،xماکسیمم هرجورسازی برای اگر

Cr{f(x∗, ξ) ≥ f̄} ≥ Cr{f(x, ξ) ≥ f̄} (٢٣.٧)

است. شده تعیین پیش از α-هزینه�ی ، f̄ که

می�کنیم. بیان فازی حالت در را، جورسازی مدل در خطی برنامه�ریزی روش بالا، تعاریف طبق بر
داشت. خواهیم را (٢۴.٧) مدل ١٠.٣.٧ تعریف طبق

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max ∑(i,j)∈E x(i,j)

max E [∑(i,j)∈E ξ(i,j)x(i,j)]

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) ≤ ١ , i = ١,٢,⋯, ∣V ∣

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٢۴.٧)

بود. خواهد (٢۵.٧) صورت به خطی برنامه�ریزی مدل ١٢.٣.٧ تعریف طبق

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max ∑(i,j)∈E x(i,j)

max f̄

s.t.

Cr {∑(i,j)∈E ξ(i,j)x(i,j) ≥ f̄} ≥ α

∑(i,j)∈E x(i,j) ≤ ١ , i = ١,٢,⋯, ∣V ∣

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٢۵.٧)
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بود. خواهد (٢۶.٧) صورت به خطی برنامه�ریزی مدل ١٣.٣.٧ تعریف طبق و

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max ∑(i,j)∈E x(i,j)

max Cr {∑(i,j)∈E ξ(i,j)x(i,j) ≥ f̄}

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) ≤ ١ , i = ١,٢,⋯, ∣V ∣

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٢۶.٧)

تبدیل معادلشان قطعی خطی برنامه�ریزی مدل به را بالا فازی خطی برنامه�ریزی مدل�های قسمت این در
می�کنیم.

و (٢۴.٧) معادلات شوند، مشخص ذوزنقه�ای فازی اعداد یا مثلثی فازی اعداد با یال�ها وزن اگر
وزن می�کنیم فرض کار، تشریح برای اینجا در می�کنیم. تبدیل قطعیشان معادل به را و(٧.٢۶) (٢۵.٧)
ذوزنقه�ای فازی عدد ξ = (r١, r٢, r٣, r۴) کنید فرض باشند. مشخصشده ذوزنقه�ای فازی اعداد با یال�ها
به را {ξ ≤ r} فازی رخداد اعتبار درجه�ی حال .r١ < r٢ < r٣ < r۴ که باشد µ(x) عضویت تابع با
است. صورت(٢٧.٧) به (٩.١) رابطه�ی مطابق ξ ذوزنقه�ای فازی عدد عضویت تابع می�آوریم. دست

µ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ x ≤ r١

x−r١
r٢−r١

r١ ≤ x ≤ r٢

١ r٢ ≤ x ≤ r٣

x−r۴
r۴−r٣

r٣ ≤ x ≤ r۴

٠ x ≥ r۴

(٢٧.٧)

است. (٢٨.٧) صورت به {ξ ≤ r} فازی رخداد امکان درجه�ی مقدار ۵.٣.٧ تعریف طبق همچنین

Pos{ξ ≤ r} = supx≤r{µ(x)} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ r ≤ r١

r−r١
r٢−r١

r١ ≤ r ≤ r٢

١ r٢ ≤ r ≤ r٣

١ r٣ ≤ r ≤ r۴

١ r ≥ r۴

(٢٨.٧)

بود. خواهد (٢٩.٧) صورت به ۶.٣.٧ تعریف مطابق {ξ ≤ r} فازی رخداد ضرورت درجه�ی مقدار و
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Nec{ξ ≤ r} = ١−supx>r{µ(x)} = ١−

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ r ≥ r۴

r۴−r
r۴−r٣

r٣ ≤ r ≤ r۴

١ r٢ ≤ r ≤ r٣

١ r١ ≤ r ≤ r٢

١ r ≤ r١

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

١ r ≥ r۴

r−r٣
r۴−r٣

r٣ ≤ r ≤ r۴

٠ r٢ ≤ r ≤ r٣

٠ r١ ≤ r ≤ r٢

٠ r ≤ r١

(٢٩.٧)

بود. خواهد (٣٠.٧) مطابق ٧.٣.٧ تعریف مطابق {ξ ≤ r} فازی رخداد اعتبار درجه��ی بنابراین

Cr{ξ ≤ r} = ١
٢ (Pos{ξ ≤ r} +Nec{ξ ≤ r}) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

٠ r ≤ r١

١
٢ (

r−r١
r٢−r١
) r١ ≤ r ≤ r٢

١
٢ r٢ ≤ r ≤ r٣

r۴+r−٢r٣
٢(r۴−r٣)

r٣ ≤ r ≤ r۴

١ r ≥ r۴

(٣٠.٧)

صورت این در باشند، حقیقی عدد دو b و a و مستقل فازی متغیر دو ξ و η کنید فرض .١۴.٣.٧ لم
باشند. متناهی باید E [η] و E [ξ] از یکی حداقل که E [aξ + bη] = aE [ξ] + bE [η]

می�نویسیم. (٣١.٧) صورت به را (٢۴.٧) مدل معادل قطعی مدل ١۴.٣.٧ لم طبق حال

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max ∑(i,j)∈E x(i,j)

max ∑(i,j)∈E E [ξ(i,j)]x(i,j)

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) ≤ ١ , i = ١,٢,⋯, ∣V ∣

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٣١.٧)

آورد. دست به قطعی صورت به را E [ξ(i,j)] مقدار می�توان ٢١.٧ رابطه�ی طبق

(٣٢.٧) ،(٢١.٧) رابطه�ی به توجه با ξ = (r١, r٢, r٣, r۴) ذوزنقه�ای فازی متغیر برای .١۵.٣.٧ ملاحظه
داریم. را

E(ξ) = ١
۴(r١ + r٢ + r٣ + r۴) (٣٢.٧)

می�کنیم. بیان را (٢۵.٧) ضابطه�ی با معادل قطعی مدل حال
(r١
(i,j), r

٢
(i,j), r

٣
(i,j), r

۴
(i,j))صورت به که باشند مستقل ذوزنقه�ای فازی متغیرهای ها ξ(i,j) همه�ی فرضکنید

قطعی مدل صورت به ٢۵.٧ ضابطه�ی معادل شود، گرفته نظر در α > ٠٫ ۵ اگر می�شوند. داده نمایش
می�شود. بیان (٣٣.٧)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max ∑(i,j)∈E x(i,j)

max ∑(i,j)∈E ((٢α − ١)r١
(i,j) + ١)٢ − α)r٢

(i,j))x(i,j)

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) ≤ ١ , i = ١,٢,⋯, ∣V ∣

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٣٣.٧)

داشت. خواهیم را (٣۴.٧) ،ξ(i,j) ≥ ٠ اینکه و ها ξ(i,j) بودن مستقل ویژگی خاطر به

∑
(i,j)∈E

ξ(i,j)x(i,j) =
⎛
⎝ ∑(i,j)∈E

r١
(i,j)x(i,j), ∑

(i,j)∈E
r٢
(i,j)x(i,j), ∑

(i,j)∈E
r٣
(i,j)x(i,j), ∑

(i,j)∈E
r۴
(i,j)x(i,j)

⎞
⎠
= (c١(x), c٢(x), c٣(x), c۴(x))

(٣۴.٧)

بود. خواهد (٣۵.٧) صورت به Cr {∑(i,j)∈E ξ(i,j)x(i,j) ≥ f̄} بنابراین

Cr

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
(i,j)∈E

ξ(i,j)x(i,j) ≥ f̄
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

١ f̄ ≤ c١(x)
٢c٢(x)−c١(x)−f̄
٢(c٢(x)−c١(x))

c١(x) ≤ f̄ ≤ c٢(x)
١
٢ c٢(x) ≤ x ≤ c٣(x)

c۴(x)−f̄
٢(c۴(x)−c٣(x))

c٣(x) ≤ f̄ ≤ c۴(x)

٠ f̄ ≥ c۴(x)

(٣۵.٧)

می�آید. دست به (٣۶.٧) رابطه�ی صورت به f̄ ،α > ٠٫ ۵ ازای به این�رو از

٢c٢(x) − c١(x) − f̄
٢(c٢(x) − c١(x))

= α⇒ ٢c٢(x) − c١(x) − f̄

= ٢αc٢(x) − ٢αc١(x)⇒ f̄

= ٢c٢(x) − ٢αc٢(x) − c١(x) + ٢αc١(x) (٣۶.٧)

= (٢α − ١)c١(x) + ١)٢ − α)c٢(x)

= ∑
(i,j)∈E

((٢α − ١)r١
(i,j) + ١)٢ − α)r٢

(i,j))x(i,j)

گردید. اثبات شد، نوشته قطعی مدل برای که (٣٣.٧) ضابطه�ی بنابراین

می�کنیم. بیان را (٢۶.٧) ضابطه�ی قطعی مدل حال
نوشت. (٣٧.٧) صورت به می�توان را (٢۶.٧) ضابطه�ی
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max ∑(i,j)∈E x(i,j)

max g(x)

s.t.

∑(i,j)∈E x(i,j) ≤ ١ , i = ١,٢,⋯, ∣V ∣

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٣٧.٧)

داریم. را (٣٨.٧) که

g(x) = Cr
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
(i,j)∈E

ξ(i,j)x(i,j) ≥ f̄
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

١ f̄ ≤ c١(x)
٢c٢(x)−c١(x)−f̄
٢(c٢(x)−c١(x))

c١(x) ≤ f̄ ≤ c٢(x)
١
٢ c٢(x) ≤ x ≤ c٣(x)

c۴(x)−f̄
٢(c۴(x)−c٣(x))

c٣(x) ≤ f̄ ≤ c۴(x)

٠ f̄ ≥ c۴(x)

(٣٨.٧)

به�طوری�که
c١(x) = ∑

(i,j)∈E
r١
(i,j)x(i,j) , c٢(x) = ∑

(i,j)∈E
r٢
(i,j)x(i,j)

c٣(x) = ∑
(i,j)∈E

r٣
(i,j)x(i,j) , c۴(x) = ∑

(i,j)∈E
r۴
(i,j)x(i,j)

تخصیص مساله�ی ۴.٧

شغل تعدادی است قرار مساله این در است. تخصیص مساله�ی جورسازی، مدل کاربردهای از نمونه�ای
کاری هیچ و ندهد انجام کار یک از بیش فردی، هیچ به�طوری�که شوند داده تخصیص افراد از تعدادی به

نیابد. اختصاص نفر یک از بیش به نیز
مساله گرافی ساختار

اینجا تا بگیرید، نظر در Y مجموعه�ی در را افراد مجموعه�ی و X مجموعه�ی در را شغل�ها مجموعه�ی
بنابراین شود، داده نسبت فردی به شغل هر باید مساله این در دارد. وجود Y و X رئوس مجموعه�ی دو
X مجموعه�ی در یال انتهای یک به�طوری�که می�دهیم نمایش یال�هایی با را افراد با شغل�ها بین ارتباط
دقیق طور به افراد به شغل�ها تخصیص هزینه�ی که حالتی در باشد. Y مجموعه�ی در یال دیگر انتهای و
هزینه�ها که حالتی در و داده نسبت قطعی وزنی یال هر به باشند قطعی هزینه�ها واقع در و باشد معلوم
مساله�ی حل به قسمت این در می�دهیم. نسبت فازی وزنی یال هر به نباشند، مشخص دقیق طور به

است. جورسازی مدل با مرتبط مسایل پرکاربردترین از که می�پردازیم تخصیص

تخصیص[۶] مساله�ی به مربوط قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

می�دهد. نمایش را j فرد به i کار تخصیص هزینه�ی میزان که است متغیری cij روش، این در
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑m
i=١∑n

j=١ cijx(i,j)

s.t.

∑n
j=١ x(i,j) = ١ i = ١,٢,⋯,m برای

∑m
i=١ x(i,j) = ١ j = ١,٢,⋯, n برای

x(i,j) ∈ {٠,١}

در j = ١,٢,⋯, n را افراد تعداد و i = ١,٢,⋯,m را کارها تعداد اینکه فرض با بالا، روش در
شود، مینیمم کل هزینه�ی به�طوری�که هستیم تخصیص بهترین دنبال به هدف تابع در بگیریم، نظر
یافت، نخواهد تخصیص کار یک از بیش فردی هیچ به که می�کند بیان اول محدودیت همچنین
سوم محدودیت و نمی�یابد تخصیص نفر یک از بیشتر به کاری هیچ می�کند ضمانت دوم محدودیت
صفر مقدار وگرنه یابد تخصیص j فرد به i کار اگر می�دهد نسبت یک مقدار x(i,j) متغیر به نیز

می�دهد. نسبت آن به

تخصیص[۵٢] مساله�ی به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش

اعداد با هزینه�ها گرفتن نظر در با فازی، محیط در تخصیص مساله�ی خطی برنامه�ریزی روش
می�شود. نوشته (٣٩.٧) صورت به فازی،

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑m
i=١∑n

j=١ c̃ijx(i,j)

s.t.

∑n
j=١ x(i,j) = ١ i = ١,٢,⋯,m برای

∑m
i=١ x(i,j) = ١ j = ١,٢,⋯, n برای

x(i,j) ∈ {٠,١}

(٣٩.٧)

تخصیص مساله�ی به مربوط الگوریتمی روش (٢)

یعنی باشد متعادل مدل است لازم حل، از قبل که باشیم داشته توجه باید تخصیص مساله�ی در
یا افراد تعداد اینکه به بسته نباشد، برقرار شرایط این که صورتی در باشد. m = n تعداد باید
کنید، اضافه مجازی فرد یا کار تعدادی مدل، کلیت دادن دست از بدون است، کمتر کارها تعداد

:[۶] دارد وجود زیر حالات واقع در

n =m (١)

بی�نهایت را مربوطه هزینه�ی و کنید اضافه مجازی کار n−m تعداد به صورت این mدر < n (٢)
بگیرید. نظر در

بی�نهایت را مربوطه هزینه�ی و کنید اضافه مجازی m−nفرد تعداد به صورت این در n <m (٣)
. بگیرید نظر در



١٠٣ تخصیص مساله�ی .۴.٧

٣.١.٣ در که مجارستانی الگوریتمی روش از بهینه، تخصیص آوردن دست به برای بخش این در
می�شود. استفاده شد بیان ۵ فصل در

می�کنیم: دسته�بندی زیر صورت به را بهینه فازی تخصیص مساله�ی

مینیمم آن هزینه�ی که است بهینه�ای تخصیص آوردن دست به هدف تخصیص، مساله�ی در (١ (مورد
کنید: عمل زیر مطابق صورت این در گردد،

:١ الگوریتم

است متعادل تخصیص مساله�ی در شده داده هزینه�ی ماتریس آیا که کنید بررسی ابتدا (١ (گام
بروید. ٢ گام به نبود متعادل اگر و بروید ٣ گام به بود متعادل اگر نه، یا

گردد. برقرار تعادل تا کنید معرفی بی�نهایت هزینه�های با مجازی ستون�های یا سطرها (٢ (گام
ببرید. کار به شد بیان ۵ فصل در ٣.١.٣ در که را مجارستانی الگوریتم (٣ (گام

صورت این در است، سود ماکسیمم�سازی هدف تابع تخصیص، مساله�ی در اوقات گاهی (مورد٢)
کنید: عمل زیر مطابق

:٢ الگوریتم

و آورده دست به را شده داده ماتریس در فازی هزینه�های تمام قطعی مقدار ابتدا (١)
کنید. تعیین را آن�ها ماکسیمم

صورت بدین می�کنیم تبدیل مینیمم�سازی مساله�ی به را شده داده فازی هزینه�ی ماتریس (٢)
کنید. کم ماتریس در شده داده فازی عناصر تمام از را فازی عنصر بیشترین که

ببرید. کار به را ١ الگوریتم دوباره حال (٣)

یک که شرایط این با آید، دست به هزینه� مینیمم است قرار فازی تخصیص در اوقات گاهی (٣ (مورد
این از و قانونی اختصاصی، محدودیت�های واقع در دارد، وجود مدل روی محدودیت سری
چنین در شود. داده اختصاص شغل�هایی خاصی، افراد به نمی�دهد اجازه که دارد وجود دست

کنید: عمل زیر مطابق مواردی
:٣ الگوریتم

نسبت ماتریس سلول�های آن به بی�نهایت) مقدار (مثلا را زیادی خیلی فازی هزینه�ی (١)
حذف بهینه حل از خودکار طور به مورد آن به�طوری�که ندارند تخصیص اجازه�ی که دهید
با است زیاد خیلی هزینه این و است مینیمم�سازی تخصیص، مساله�ی چون ) شود

شد). نخواهد استفاده هزینه این از الگوریتم، اجرای
کنید. استفاده ١ الگوریتم از مجددا حال (٢)

فازی تخصیص مساله�ی از اساسی قضیه�های ١.۴.٧

است. شده استخراج [٣٨] منبع از قسمت این مبحث
است. ٢.۴.٧ و ١.۴.٧ قضیه�ی دو پایه�ی بر اساسا فازی، تخصیص مساله�ی حل
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به ثابتی فازی عدد باشد، Z̃ هدف تابع مینیمم�سازی هدف که تخصیص مساله�ی در اگر .١.۴.٧ قضیه
ماند. خواهد مینیمم هدف تابع هم باز شود، کم آن از یا اضافه ستون) (یا سطر یک از فازی عنصر هر

x(i,j)رابطه�ی ∈ {٠,١} همه�ی برای به�طوری�که داریم تخصیص مساله�ی در را (۴٠.٧) رابطه�ی برهان.
است. برقرار (۴١.٧)

Z̃ =
n

∑
i=١

n

∑
j=١
c̃ijx(i,j) (۴٠.٧)

n

∑
i=١
x(i,j) =

n

∑
j=١
x(i,j) = ١ (۴١.٧)

سطر iامین از ترتیب به را ṽj و ũi هستند، فازی ثابت�های ṽj و ũi که i, j = ١,٢,⋯, n تمام برای
یعنی کنید کم c̃ij هزینه�ی ماتریس ستون jامین و

Z̃
′ =

n

∑
i=١

n

∑
j=١
(c̃ij ⊖ ũi ⊖ ṽj)x(i,j) (۴٢.٧)

داریم: (۴٢.٧) رابطه�ی از

Z̃
′ =
⎛
⎝

n

∑
i=١

n

∑
j=١
c̃ijx(i,j)

⎞
⎠
⊖
⎛
⎝

n

∑
i=١
ũi

n

∑
j=١
x(i,j)
⎞
⎠
⊖
⎛
⎝

n

∑
j=١
ṽj

n

∑
i=١
x(i,j)
⎞
⎠

(۴٣.٧)

داریم: (۴١.٧) و (۴٠.٧) رابطه�ی طبق حال

Z̃
′ = Z̃ ⊖

n

∑
i=١
ũi ⊖

n

∑
j=١
ṽj

می�کند پیروی Z̃ از Z̃ ′ هدف تابع بنابراین است، x(i,j) از مستقل می�شود کم Z̃ از که مقداری
شد. خواهد مینیمم نیز Z̃ ′ باشد، مینیمم Z̃ گاه هر به�طوری�که

c̃ij
′ هزینه�ی با تخصیص مدلی برای بهینه حل یک ،i, j = ١,٢,⋯, n ازای به x(i,j) اگر .٢.۴.٧ قضیه

هنگامی�که است c̃ij
′ هزینه�ی با مدلی برای بهینه حلی همچنین آنگاه باشد،

(c̃ij
′) = (c̃ij) i, j = ١,٢,⋯, n; j ≠ k برای

(c̃ij
′) = (c̃ik) − Ã است فازی ثابتی A هنگامی�که

داریم: (۴١.٧) و (۴٠.٧) رابطه�ی به�کارگیری و تخصیص مساله�ی به توجه با برهان.

Z̃
′ =

n

∑
i=١

n

∑
j=١
c̃ij

′
x(i,j) =

n

∑
i=١

⎛
⎝∑j≠k

c̃ij
′ + c̃ik

′⎞
⎠
x(i,j) =

n

∑
i=١

⎛
⎝∑j≠k

c̃ij
′ + c̃ik − Ã

⎞
⎠
x(i,j)

=
n

∑
i=١

n

∑
j=١
c̃ijx(i,j) − Ã

n

∑
i=١
x(i,j) = Z̃ − Ã

شد. خواهد مینیمم نیز Z̃ ′ کند، مینیمم را Z̃ ،x(i,j) اگر بنابراین
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اولیه فازی هزینه�های ماتریس :١.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ (۴,۶,٠٫;٨,١٠ ١) (٢٠,٢۴,٢۶,٢٨,٠٫ ٢) (١۴,١۶,٠٫;١٧,١٩ ٣) (۶,٠٫;٨,١١,١٣ ١)
J٢ (٨,١١,١٣,١۵;٠٫ ٢) (٢۴,٢۶,٠٫;٢٨,٣٠ ٣) (٠,٢,۴,۶;٠٫ ١) (٢٣,٢۵,٢۶,٠٫;٢٨ ٢)
J٣ (٣٠,٣۴,٣٨,۴٠٫;٠ ١) (١۵,٠٫;١٧,١٩,٢٠ ٢) (١۴,١۶,٠٫;١٨,٢٠ ۴) (١٢,١۴,١۵,٠٫;١٨ ٣)
J۴ (١۴,١۶,٠٫;١٩,٢٠ ٢) (٢٢,٢۴,٢۶,٠٫;٢٨ ۶) (٢٠,٢٢,٢۴,٢۶;٠٫ ۴) (۶,٠٫;٨,١٠,١٢ ٢)

١.٧ جدول اولیه�ی قطعی هزینه�های ماتریس :٢.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ ٠٫ ٢٩ ١٫ ٠۴ ٢٫ ٠۶ ٠٫ ٣٩
J٢ ٠٫ ٩٩ ٣٫ ٣٧ ٠٫ ١٢ ٢٫ ١٢
J٣ ١٫ ۴٩ ١٫ ۵٠ ٢٫ ٨٣ ١٫ ٨١
J۴ ١٫ ۴۵ ۶٫ ٢۴ ٣٫ ٨٣ ٠٫ ٧۴

آن عناصر تمام از (ستون) سطر هر مینیمم کردن کم ١.۴.٧ قضیه�ی به باتوجه بنابراین .٣.۴.٧ ملاحظه
نمی�گذارد. تاثیری جواب شدن مینیمم در (ستون) سطر

دهید. نمایش Ji −Mj صورت به را jام فرد به i شغل تخصیص که باشید داشته توجه .۴.۴.٧ ملاحظه

اختصاص هستند کار جویای که نفر ۴ به باید که دارد وجود شغل ۴ شرکتی در کنید فرض .۵.۴.٧ مثال
است: شده داده ١.٧ جدول در افراد به شغل تخصیص هزینه�های ماتریس یابد.

آورید. دست به ندارد، وجود مدل روی محدودیتی که حالتی در را فازی هزینه�ی مینیمم (١ (مورد

است. متعادل مثال این در مدل (١ (مرحله�ی

است. شده داده ٢.٧ جدول ماتریس در عدد هر قطعی مقدار (٢ (مرحله�ی

٠٫;۴,۶,٨,١٠)است. ١) آن متناظر فازی عنصر و است ٠٫ ٢٩ اول سطر در عنصر مینیمم

است. (٠,٢,۴,۶;٠٫ ١) آن متناظر فازی عنصر و است ٠٫ ١٢ دوم سطر در عنصر مینیمم

(١۵,٠٫;١٧,١٩,٢٠ ٢) آن متناظر فازی عنصر و است ١٫ ۴٩ سوم سطر در عنصر مینیمم
است.

همان در فازی عنصر هر از را آمده دست به ٢ مرحله�ی در که سطر هر در فازی عنصر مینیمم (٣ (مرحله�ی
٣.٧ جدول صورت به فازی هزینه�ی ماتریس آنگاه کنید. کم است ١.٧ جدول در که سطر

بود. خواهد

خواهیم آن طبق است. آمده دست به ۴.٧ جدول در ٣.٧ جدول فازی عدد هر قطعی مقدار (۴ (مرحله�ی
داشت:

است. (−۶,−٢,٢,۶;٠٫ ١) آن متناظر فازی عنصر که است صفر اول، ستون عنصر مینیمم
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اول شده�ی اصلاح فازی هزینه�ی ماتریس :٣.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ (−۶,−٢,٢,۶;٠٫ ١) (١٠,١۶,٢٠,٢۴;٠٫ ١) (۴,٨,١١,١۵;٠٫ ١) (−۴,٠,۵,٠٫;٩ ١)
J٢ (٢,٧,١١,١۵;٠٫ ١) (١٨,٢٢,٢۶,٠٫;٣٠ ١) (−۶,−٢,٢,۶;٠٫ ١) (١٧,٢١,٢۴,٠٫;٢٨ ١)
J٣ (١٠,١۵,٢١,٢۵;٠٫ ١) (−۵,−٢,٢,۵;٠٫ ٢) (−۶,−٣,١,۵;٠٫ ٢) (−٨,−۵,−٠٫;٢,٣ ٢)
J۴ (٢,۶,١١,١۴;٠٫ ٢) (١٠,١۴,٠٫;١٨,٢٢ ٢) (٨,١٢,١۶,٠٫;٢٠ ٢) (−۶,−٢,٢,۶;٠٫ ٢)

٣.٧ جدول قطعی هزینه�ی ماتریس :۴.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ ٠ ٠٫ ٧۴ ٠٫ ٣٩ ٠٫ ١
J٢ ٠٫ ٣٧ ٠٫ ٩٩ ٠ ٠٫ ٩٣
J٣ ٠٫ ٧۴ ٠ −٠٫ ٠٨ −٠٫ ٢٩
J۴ ٠٫ ٧ ١٫ ٣٣ ١٫ ١۶ ٠

است. (−۵,−٢,٢,۵;٠٫ ٢) آن متناظر فازی عنصر که است صفر دوم، ستون عنصر مینیمم

(−۶,−٣,١,۵;٠٫ ٢) آن متناظر فازی عنصر که است −٠٫ ٠٨ سوم، ستون عنصر مینیمم
است.

(−٨,−۵,−٠٫;٢,٣ ٢) آن متناظر فازی عنصر که است −٠٫ ٢٩ چهارم، ستون عنصر مینیمم
است.

ستون، آن فازی عنصر هر از را، ستون هر در ۴ مرحله�ی در آمده دست به فازی عنصر مینیمم (۵ (مرحله�ی
می�آید. دست به ۵.٧ جدول در آمده دست به ماتریس کنید. کم ٣.٧ جدول در

را ۶.٧ جدول بنابراین آورید، دست به را ۵.٧ جدول فازی عدد هر قطعی مقدار دوباره (۶ (مرحله�ی
داریم.

سطرها تعداد از کمتر خطوط تعداد که می�افتد اتفاق حالتی مجارستانی، الگوریتم به توجه با (٧ (مرحله�ی
است. شده داده نشان ٧.٧ جدول ماتریس در نتیجه که است

آن متناظر فازی عنصر که است ٠٫ ١ است نشده پوشیده خطوط توسط که عنصری مینیمم
است. (−٩,٠,٧,١۴;٠٫ ٢)

دوم شده�ی اصلاح فازی هزینه�ی ماتریس :۵.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ (−١٢,−۴,۴,٠٫;١٢ ١) (١۵,١۴,٠٫;٢٢,٢٩ ١) (−١,٧,١۴,٠٫;٢١ ١) (−٠٫;٧,٢,١٠,١٧ ١)
J٢ (−۴,۵,٠٫;١٣,٢١ ١) (١٣,٢٠,٢٨,٣۵;٠٫ ١) (−٣−,١١,۵,٠٫;١٢ ١) (١۴,٢٣,٢٩,٣۶;٠٫ ١)
J٣ (۴,٠٫;١٣,٢٣,٣ ١) (−١٠,−۴,۴,٠٫;١٠ ٢) (−١١,−۴,۴,٠٫;١١ ٢) (−٠٫;٣,٣,١١−,١١ ٢)
J۴ (−۴,۴,٠٫;١٣,٢٠ ١) (−۵,٠٫;١٢,٢٠,٢٧ ٢) (٣,١١,١٩,٢۶;٠٫ ٢) (−٩,٠,٧,١۴;٠٫ ٢)



١٠٧ تخصیص مساله�ی .۴.٧

۵.٧ جدول قطعی هزینه�ی ماتریس :۶.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴ ..

J١ ٠ ٠٫ ٧ ٠٫ ٣٩ ٠٫ ٢
J٢ ٠٫ ٣٧ ٠٫ ٩۵ ٠ ١٫ ٢۵
J٣ ٠٫ ٧٩ ٠ ٠ ٠
J۴ ٠٫ ٣۵ ٠٫ ۶٢ ٠٫ ۵٨ ٠٫ ١

اول شده�ی نتیجه ماتریس :٧.٧ جدول

..

.. ..M١ ..M٢ ..M٣ ..M۴

..J١ ..٠ ..٠٫ ٧ ..٠٫ ٣٩ ..٠٫ ٢

..J٢ ..٠٫ ٣٧ ..٠٫ ٩۵ ..٠ ..١٫ ٢۵

..J٣ ..٠٫ ٧٩ ..٠ ..٠ ..٠

..J۴ ..٠٫ ٣۵ ..٠٫ ۶٢ ..٠٫ ۵٨ ..٠٫ ١

کم نشده داده پوشش عناصر همه�ی از را ٧ مرحله�ی در آمده دست به فازی عنصر مینیمم (٨ (مرحله�ی
بنابراین کنید، اضافه هستند عمودی و افقی خطوط تقاطع در که فازی عناصر تمام به و کنید

داشت. خواهیم را ٨.٧ جدول ماتریس

را ٩.٧ جدول ماتریس بنابراین آورید، دست به را ٨.٧ جدول فازی عنصر هر قطعی مقدار (٩ (مرحله�ی
داریم.

در آن نمایش ماتریس و می�شود سطرها تعداد برابر شده رسم خطوط تعداد مرحله، این در (١٠ (مرحله�ی
است. آمده ١٠.٧ جدول

خواهیم را ١١.٧ جدول ماتریس در شده داده نمایش بهینه�ی تخصیص ، الگوریتم اجرای با (١١ (مرحله�ی
داشت.

بود. خواهد (۴۴.٧) صورت به شده حاصل ی بهینه تخصیص (١٢ (مرحله�ی
J١ −M١, J٢ −M٣, J٣ −M٢, J۴ −M۴ (۴۴.٧)

تخصیص�ها این فازی هزینه�های است، آمده ١.٧ در که اولیه فازی هزینه�های جدول مطابق (١٣ (مرحله�ی

سوم شده�ی اصلاح فازی هزینه�ی ماتریس :٨.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ (−١٢,−۴,۴,٠٫;١٢ ١) (−٠٫;٩,٧,٢٢,٣٨ ١) (−١,٧,١۴,٠٫;٢١ ١) (−٢١,−۵,١٠,٢۶;٠٫ ١)
J٢ (−۴,۵,٠٫;١٣,٢١ ١) (−١,١٣,٢٨,۴۴;٠٫ ١) (−٣−,١١,۵,٠٫;١٢ ١) (٠,١۶,٢٩,۴۵;٠٫ ١)
J٣ (−۵,١٣,٣٠,۴۵;٠٫ ١) (−١٠,−۴,۴,٠٫;١٠ ٢) (−٢٠,−۴,١١,٢۵;٠٫ ٢) (−٠٫;٣,٣,١١−,١١ ٢)
J۴ (−۴,۴,٠٫;١٣,٢٠ ١) (−١٩,۵,٢٠,٣۶;٠٫ ٢) (٣,١١,١٩,٢۶;٠٫ ٢) (−٠٫;٧,٧,٢٣−,٢٣ ٢)



١٠٨ دوبخشی گراف�های فازی مدل .٧

٨.٧ جدول قطعی هزینه�ی ماتریس :٩.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ ٠ ٠٫ ۶ ٠٫ ٣٩ ٠٫ ١
J٢ ٠٫ ٣٧ ٠٫ ٨۵ ٠ ٠٫ ٨٣
J٣ ٠٫ ٨٩ ٠ ٠٫ ٢٩ ٠
J۴ ١٫ ٣۵ ١٫ ٠۴ ٠٫ ۵٨ ٠

دوم شده�ی نتیجه ماتریس :١٠.٧ جدول

..

.. ..M١ ..M٢ ..M٣ ..M۴

..J١ ..٠ ..٠٫ ۶ ..٠٫ ٣٩ ..٠٫ ١

..J٢ ..٠٫ ٣٧ ..٠٫ ٨۵ ..٠ ..٠٫ ٨٣

..J٣ ..٠٫ ٨٩ ..٠ ..٠٫ ٢٩ ..٠

..J۴ ..١٫ ٣۵ ..١٫ ٠۴ ..٠٫ ۵٨ ..٠

است. ١٢.٧ جدول صورت به

بود. خواهد (۴۵.٧) صورت به تخصیص این فازی هزینه�ی مینیمم بنابراین (١۴ (مرحله�ی

(۴,۶,٠٫;٨,١٠ ١)⊕ (٠,٢,۴,۶;٠٫ ١)⊕ (١۵,٠٫;١٧,١٩,٢٠ ٢) (۴۵.٧)

⊕(۶,٠٫;٨,١٠,١٢ ٢) = (٢۵,٣٣,۴١,۴٠٫;٨ ١)

آورید. دست به را بهینه تخصیص باشد، ماکسیمم هدف تابع که حالتی در (٢ (مورد

دست به را ١.٧ جدول فازی عناصر تمام قطعی مقدار ابتدا آمده، ٢ الگوریتم در آنچه مطابق (١ (مرحله�ی
آورید. دست به را آن متناظر فازی عنصر و ٢.٧ جدول عنصر ماکسیمم سپس آورده،

می�باشد. (٢٢,٢۴,٢۶,٠٫;٢٨ ۶) آن متناظر فازی عنصر و می�باشد ۶٫ ٢۴ عنصر ماکسیمم

کنید. کم ١.٧ جدول فازی عناصر تمام از را آمد، دست به که فازی�ای عنصر ماکسیمم حال (٢ (مرحله�ی

بهینه تخصیص نمایش ماتریس :١١.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ ٠ ٠٫ ۶ ٠٫ ٣٩ ٠٫ ١
J٢ ٠٫ ٣٧ ٠٫ ٨۵ ٠ ٠٫ ٨٣
J٣ ٠٫ ٨٩ ٠ ٠٫ ٢٩ ٠
J۴ ١٫ ٣۵ ١٫ ٠۴ ٠٫ ۵٨ ٠



١٠٩ تخصیص مساله�ی .۴.٧

آمده دست به بهینه�ی تخصیص به مربوط فازی هزینه�های ماتریس :١٢.٧ جدول
بهینه تخصیص J١ −M١ J٢ −M٣ J٣ −M٢ J۴ −M۴

فازی هزینه�ی (۴,۶,٠٫;٨,١٠ ١) (٠,٢,۴,۶;٠٫ ١) (١۵,٠٫;١٧,١٩,٢٠ ٢) (۶,٠٫;٨,١٠,١٢ ٢)

آمده دست به بهینه�ی تخصیص به مربوط فازی سودهای ماتریس :١٣.٧ جدول
بهینه تخصیص J١ −M٢ J٢ −M۴ J٣ −M١ J۴ −M٣

فازی سود (٢٠,٢۴,٢۶,٠٫;٢٨ ٢) (٢٣,٢۵,٢۶,٠٫;٢٨ ٢) (٣٠,٣۴,٣٨,۴٠٫;٠ ١) (٢٠,٢٢,٢۴,٢۶;٠٫ ۴)

تخصیص قبل، مرحله�ی در شده نتیجه ماتریس روی مجارستانی الگوریتم به�کارگیری با (٣ (مرحله�ی
داشت. خواهیم را ١٣.٧ جدول بهینه�ی

است. (٩٣,١٠۵,١١۴,٠٫;١١٨ ١) برابر تخصیص این با فازی سود ماکسیمم بنابراین (۴ (مرحله�ی

تخصیص باشد، شده اعمال مدل روی محدودیت�هایی و باشد مینیمم�سازی هدف تابع که حالتی در (مورد٣)
آورید. دست به را بهینه

که عناصری واقع در است، شده داده� نمایش ١۴.٧ جدول ماتریس در شده اعمال محدودیت
ندارند. شرکت تخصیص در شده�اند مشخص

از هایی خانه آن به هزینه� برای بزرگی خیلی مقدار شد، گفته ٣ الگوریتم در که آنچه مطابق (١ (مرحله�ی
بدهید). نسبت آن�ها به (بی�نهایت ندارند تخصیص اجازه�ی که دهید نسبت ماتریس

خواهیم را ١۵.٧ جدول بهینه�ی فازی تخصیص ماتریس مجارستانی، الگوریتم به�کارگیری با (٢ (مرحله�ی
داشت.

است. (٣۵,۴٣,۵٣,۵٠٫;٩ ١) برابر فازی هزینه�ی مینیمم بنابراین (٣ (مرحله�ی

تخصیص مساله�ی از کاربردهایی
می�پردازیم آن�ها از تعدادی بیان به اینجا در دارد. وجود تخصیص مساله�ی برای فراوانی کاربردهای

.[۴٧]

قطعه�ی ٢۴٢ است قرار بگیرید. نظر در را کامپیوتر مدار صفحه�ی روی سیم�کشی مساله�ی .١
به�طوری�که شوند، داده قرار باز مکان ٢۶ با مداری صفحه�ی روی اتصال، ٢۶٢۵ با کامپیوتری

محدودیت اعمال با اولیه فازی هزینه�های ماتریس :١۴.٧ جدول
M١ M٢ M٣ M۴

J١ (۴,۶,٠٫;٨,١٠ ١) (٢٠,٢۴,٢۶,٢٨,٠٫ ٢) (١۴,١۶,٠٫;١٧,١٩ ٣) (۶,٠٫;٨,١١,١٣ ١)
J٢ (٨,١١,١٣,١۵;٠٫ ٢) (٢۴,٢۶,٠٫;٢٨,٣٠ ٣) (٠,٢,۴,۶;٠٫ ١) (٢٣,٢۵,٢۶,٠٫;٢٨ ٢)
J٣ (٣٠,٣۴,٣٨,۴٠٫;٠ ١) (١۵,٠٫;١٧,١٩,٢٠ ٢) (١۴,١۶,٠٫;١٨,٢٠ ۴) (١٢,١۴,١۵,٠٫;١٨ ٣)
J۴ (١۴,١۶,٠٫;١٩,٢٠ ٢) (٢٢,٢۴,٢۶,٠٫;٢٨ ۶) (٢٠,٢٢,٢۴,٢۶;٠٫ ۴) (۶,٠٫;٨,١٠,١٢ ٢)



١١٠ دوبخشی گراف�های فازی مدل .٧

مساله در محدودیت اعمال با بهینه تخصیص به مربوط فازی هزینه�های ماتریس :١۵.٧ جدول
بهینه تخصیص J١ −M۴ J٢ −M٣ J٣ −M٢ J۴ −M١

فازی هزینه�ی (۶,٠٫;٨,١١,١٣ ١) (٠,٢,۴,۶;٠٫ ١) (١۵,٠٫;١٧,١٩,٢٠ ٢) (١۴,١۶,٠٫;١٩,٢٠ ٢)

این شود. مینیمم باشد لازم اتصالات کل برای که مدار صفحه�ی روی سیم�کشی طول مجموع
کدام به قطعه کدام شود بررسی است لازم که است، تخصیص مساله�ی کاربردهای از نمونه�ای

گردد. مینیمم اتصالات سیم�کشی طول مجموع تا شود داده اختصاص مکان

به�طوری�که بگیرید، نظر در را تحریر ماشین کلید صفحه�ی به الفبایی حروف تخصیص مساله�ی .٢
نمونه این در شود. مینیمم است، لازم متن یک نوشتن برای که انتظاری مورد زمان می�خواهیم
در چگونه حروف، از جفت هر معمولا اینکه بررسی با می�توان تخصیص، مساله�ی کاربردهای از
جفت هر پیاپی فشردن برای شده سپری زمان بررسی با همچنین و می�شوند ظاهر زبان آن کلمات
داد تخصیص الفبایی حروف از حرفی کلید، صفحه از کلید هر به نحو بهترین به الفبایی، حروف از

گردد. مینیمم متن نوشتن زمان به�طوری�که

مساله�ی از کاربرد این در بگیرید. نظر در راه�آهن در را قطارها به لوکوموتیو١۵ تخصیص مساله�ی .٣
زمان به�طوری�که شود داده تخصیص لوکوموتیوی چه قطار هر به شود، بررسی است لازم تخصیص

شود. مینیمم پایانی ایستگاه تا شروع ایستگاه از قطارها کشیدن برای لازم

در می�باشد. تخصیص مساله�ی کاربردهای دیگر جمله�ی از آنتن�ها، به فرکانس� تخصیص مساله�ی .۴
میزان تا شود، داده تخصیص آنتن�هایی چه به فرکانس�هایی چه که شود بررسی است لازم مساله این

گردد. مینیمم می�آید پیش فرکانس�ها بودن مجاور یا بودن هم�فرکانس اثر در که تداخلی

می�شوند. متصل آن به واگن�ها یا و ابزار سایر که است کشنده ١۵ماشینی



٨ فصل

پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل
مستقل مجموعه�های و راسی

مقدمات و تعاریف ١.٨

بررسی قابل گراف�ها ساختار تمام روی بر مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های مبحث
و راسی پوشش مجموعه�های بررسی به و کرد استفاده گرافی مدل هر از می�توان فصل این در می�باشد.

پرداخت. آن روی مستقل مجموعه�های
است. شده استخراج [١٠] منبع از قسمت این مطالب

گفته گراف راسی پوشش یک V رئوس مجموعه از K مجموعه�ی :١ راسی پوشش .١.١.٨ تعریف
باشد. K در G یال هر سر یک حداقل هرگاه می�شود

وزن�دار راسی پوشش باشد، وزن�دار آن رئوس که راسی� پوششی به وزن�دار: راسی پوشش .٢.١.٨ تعریف
می�شود. گفته

با k′ پوشش دارای G اگر است مینیمم راسی پوشش ،k پوشش مینیمم: راسی پوشش .٣.١.٨ تعریف
نباشد. ∣k′ ∣ < ∣k∣

از زیرمجموعه کوچکترین است لازم راسی پوشش این در وزن�دار: مینیمم راسی پوشش .۴.١.٨ تعریف
آید. دست به ممکن وزن کمترین با رئوس

هستند، وزن دارای گراف رئوس که زمانی مینیمم راسی پوشش آوردن دست به در .۵.١.٨ ملاحظه
است این اصلی هدف اما نباشد کوچکترین مینیمم، راسی پوشش مجموعه�ی اعضای تعداد است ممکن

باشند. داشته را وزن کمترین مینیمم، راسی پوشش مجموعه�ی اعضای که
١vertex cover

١١١



١١٢ مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل .٨

مستقل مجموعه�ی یک V رئوس مجموعه�ی از S زیرمجموعه�ی :٢ مستقل مجموعه�ی .۶.١.٨ تعریف
نباشند. مجاور G در S از راسی دو هیچ اگر می�شود نامیده

می�شود نامیده ماکسیمم مستقل مجموعه�ی S مجموعه�ی ماکسیمم: مستقل مجموعه�ی .٧.١.٨ تعریف
نباشد. ∣S ′ ∣ > ∣S∣ شرط با S ′ مستقل مجموعه�ی دارای G اگر

به مستقل، مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در بررسی مورد گراف�های مدل .٨.١.٨ ملاحظه
است. شده مدل�سازی شد، بیان ١ فصل در که راسی مدل صورت

راسی پوشش مساله�ی ٢.٨

سخت٣ ان-پی مسایل رده�ی در که است راسی پوشش مساله�ی ترکیبیاتی، بهینه�سازی مهم مسایل از یکی
دارد. قرار

می�باشد: زیر صورت به مساله این گرافی ساختار
مجموعه�ای گراف این در باشد. شده داده G = (V,E) مانند گرافی کنید فرض قطعی، محیط در
uرئوس از یکی حداقل (u, v) ∈ E هر برای هرگاه می�گوییم، گراف راسی پوشش یک را K ⊆ V مانند
تشکیل را راسی پوشش مجموعه�ی هستند توپر که رئوسی ببینید) را ١.٨ (شکل باشد. K به متعلق v یا

داده�اند.

.................

پوشش یک :١.٨ شکل

راسی، پوشش�های تمام بین از که بود خواهد صورت این به راسی پوشش مساله�ی بهینه�ی مدل
داده ١.٨ شکل گراف مینیمم راسی پوشش ٢.٨ شکل در آید. دست به مینیمم اندازه�ی با راسی پوشش

داده�اند. تشکیل را مینیمم راسی پوشش مجموعه�ی هستند توپر که رئوسی است، شده
داده نسبت وزنی گراف، راس هر برای باشند وزن�دار گراف رئوس که حالتی در باشید، داشته توجه

است. شده

٢independent set(IS)
٣NP-hard



١١٣ راسی پوشش مساله�ی .٢.٨

.................

مینیمم پوشش یک :٢.٨ شکل

خطی برنامه�ریزی روش دو با را راسی مستقل مجموعه�ی و راسی پوشش مساله�ی دو داریم سعی
مساله�ی در سپس و راسی پوشش مساله�ی در روش�ها شرح به ابتدا نماییم. حل الگوریتمی روش و

می�پردازیم. راسی مستقل مجموعه�ی

[٧] وزن�دار راسی پوشش مساله�ی به مربوط قطعی خطی برنامه�ریزی روش (١)

به�طوری�که: بگیرید نظر در را x(v) متغیر
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ باشد داشته پوششKقرار مجموعه�ی در v راس اگر

٠ این�صورت غیر در

مدل بنابراین بگیرید. نظر در راس هر وزن معرف را w(v) متغیر v راس هر ازای به همچنین و
بود. خواهد (١.٨) صورت به مساله خطی برنامه�ریزی

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z = ∑v∈V w(v)xv

s.t.

xu + xv ≥ ١ ∀(u, v) ∈ E

xv ∈ {٠,١} ∀v ∈ V

(١.٨)

قرار راسی پوشش مجموعه�ی در سرش یک حداقل یال، هر که می�کند ضمانت اول محدودیت
رئوس اگر که است واضح می�کند. بیان می�گیرد xv متغیر که را مقادیری نیز دوم محدودیت دارد.

شد. نخواهد ظاهر w(v) ،١.٨ خطی برنامه�ریزی مدل در نباشند، وزن�دار گراف

وزن�دار گراف در راسی پوشش به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min Z̃ = ∑v∈V w̃(v)xv

s.t.

xu + xv ≥ ١ ∀(u, v) ∈ E

xv ∈ {٠,١} ∀v ∈ V

(٢.٨)



١١۴ مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل .٨

راسی پوشش به مربوط الگوریتمی روش (٢)

برای الگوریتمی همچنین و مینیمم راسی پوشش آوردن دست به برای الگوریتمی قسمت این در
می�شود. ارائه مینیمم وزن�دار راسی پوشش

قطعی حالت در مینیمم راسی پوشش برای الگوریتمی

حریصانه۴: الگوریتم

i← ٠,K ← ∅ (١)

کنید. پیدا گراف در را درجه بیشترین با v راس (٢)

کنید. حذف را شده�اند واقع v راس در که یال�هایی تمام و K ←K ∪ {v} (٣)

دهید. ادامه باقی�مانده، یالی زمانیکه تا (۴)

مینیمم راسی پوشش مجموعه�ی می�آید، دست به که Kای مجموعه�ی الگوریتم، پیاده�سازی از پس
بود. خواهد

فازی و قطعی حالت در مینیمم وزن�دار راسی پوشش برای الگوریتمی

الگوریتم:

وزن نسبت که راس�هایی مجموعه�ی و D(V ) مجموعه�ی در را گراف منفرد راس�های مجموعه�ی
بروید: پیش زیر گام�های مطابق سپس دهید. قرار W (V ) در را است کمینه آن�ها درجه�ی به

گام�های است، Ei ≠ ∅ زمانیکه تا ، G٠ = (V٠,E٠) ← G = (V,E),K ← ∅, i ← ٠ (١)
دهید انجام را زیر

Di ←D(Vi) (٢)

K ←K ∪Wi,Wi ←W (Vi) −Di (٣)

Vi+١ = Vi − (Di ∪Wi) (۴)

Ei+١ = {(u, v) ∈ Ei∣u, v ⊆ Vi+١} (۵)

Gi+١ = (Vi+١,Ei+١) (۶)

بروید. ٢ گام به و i← i + ١ (٧)

می�دهد. را مینیمم وزن�دار راسی پوشش K مجموعه�ی الگوریتم، اتمام از پس

دست به را مینیمم وزن�دار راسی پوشش مجموعه�ی بگیرید. نظر در را ٣.٨ شکل گراف .١.٢.٨ مثال
آورید.

به اینکه بدون می�رسد، نظر به بهترین مرحله هر در که است مسیری یا عنصر انتخاب بر آن مبنای که است ۴الگوریتمی

شود. توجهی بعد یا قبل انتخاب�های



١١۵ راسی پوشش مساله�ی .٢.٨

..v١.
٩
. v٢.

۴
.

v٣

.

۴

.

v۵

.

٣

.

v۴

.

۶

.....

الگوریتم طبق شده داده گراف در مینیمم وزن�دار راسی پوشش آوردن دست به :٣.٨ شکل

[ اول [تکرار

i← ٠,K ← ∅,E٠ ← E,V٠ ← V (١) گام

D٠ = ∅ (٢) گام

(٣) گام

W (v١) =
٩
٣ = ٣,W (v٢) =

۴
١ = ۴,W (v٣) =

۴
٢ = ٢,W (v۴) =

۶
٣ = ٢,W (v۵) =

٣
١ = ٣

K = {v٣, v۴} نتیجه در و W (V٠) = {v٣, v۴} داریم: بنابراین

V١ = {v١, v٢, v۵} (۴) گام

E١ = {(v١, v٢)} (۵) گام

G١ = (V١,E١) (۶) گام

i← ١ گام(٧)

[ دوم [تکرار

D١ =D(V١) = {v۵} (٢) گام

(٣) گام

W (v١) =
٩
١ = ٩,W (v٢) =

۴
١ = ۴,W (v۵) =

٣
٠ =∞

K = {v٣, v۴, v٢} نتیجه در و W (V١) = {v٢} داریم: بنابراین

V٢ = {v١} (۴) گام

می�شویم. متوقف بنابراین E٢ = ∅ (۵) گام



١١۶ مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل .٨

برابر آن هزینه�ی و است ٣.٨ شکل مینیمم وزن�دار راسی پوشش K = {v٢, v٣, v۴} نتیجه در
می�باشد. w(v٢) +w(v٣) +w(v۴) = ١۴

تابع�های با فازی اعداد قطعی مقدار آوردن دست به با راحتی به است، فازی رئوس وزن که حالتی در
شد. خواهد حل قبل مشابه و می�شود تبدیل قطعی حالت به مساله دوباره رتبه�بندی،

راسی پوشش مساله�ی کاربردهای ١.٢.٨

از یکی دارد. روزمره زندگی در بسیاری کاربردهای که است مسایلی جمله از راسی پوشش مساله�ی
می�باشد. سیستم) یک وضعیت مشاهده�ی برای (عملی دیده�بانی۵ کاربردها این معروف�ترین

که است این سؤال شوند. دیده�بانی دانشکده�ای راهروهای است قرار که کنید فرض مثال عنوان به
همچنین شود. گرفته نظر زیر دانشکده تمامی دوربین تعداد کمترین با که شوند نصب چگونه دوربین�ها
ها آتش�نشانی که است این سوال شود. زده آتش�نشانی ایستگاه منطقه یک در است قرار کنید فرض
برای دیده�بانی شود؟ داده پوشش منطقه تمام آتش�نشانی ایستگاه تعداد کمترین با تا شوند تاسیس کجا
می�توانند قبیل این از مسایلی و مسایل از دسته این می�باشد. مطرح هم فروشگاه�ها و بیمارستان�ها
طراحی مثل مختلفی علوم در راسی پوشش امروزه حتی باشند. راسی پوشش مساله�ی برای کاربردهایی

دارد. کاربرد هواشناسی و اقتصاد زیست، دور، راه ارتباطات مدار،

عنوان به که است توضیح قابل صورت بدین کاربردها این در رئوس بودن وزن�دار .٢.٢.٨ ملاحظه
این که دربردارد هزینه�ای هستند، گراف رئوس عنوان به که دوربین هر نصب دانشکده، دیده�بانی در مثال
هزینه�ی میزان مورد در دقیقی اطلاعات اگر حال می�شوند. گرفته نظر در گراف رئوس وزن همان هزینه�ها
داده نمایش فازی اعداد با دوربین�ها نصب هزینه�ی که می�شود لازم باشد، نداشته وجود دوربین�ها نصب

شوند.

راسی مستقل مجموعه�ی ٣.٨

مساله گرافی ساختار
مجموعه�ای گراف این در باشد. شده داده G = (V,E) مانند گرافی کنید فرض قطعی، محیط در
نباشند[١٠]. مجاور G در S از راسی دو هیچ اگر می�شود نامیده مستقل مجموعه�ی یک V از S مانند

ببینید.) را ۴.٨ شکل )
مستقل مجموعه�ی مستقل، مجموعه�های میان از که است صورت بدین مساله این بهینه�ی مدل

ببینید) را ۵.٨ (شکل آید. دست به ماکسیمم
داده نسبت وزنی گراف، راس هر برای باشند وزن�دار گراف رئوس که حالتی در باشید داشته توجه

است. شده
۵monitoring



١١٧ راسی مستقل مجموعه�ی .٣.٨

.................

مستقل مجموعه�ی یک :۴.٨ شکل
.................

ماکسیمم مستقل مجموعه�ی یک :۵.٨ شکل

وزن�دار راسی مستقل مجموعه�ی به مربوط خطی برنامه�ریزی روش (١)

به�طوری�که: بگیرید نظر در را x(v) متغیر
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

١ باشد داشته مستقلSقرار مجموعه�ی در v راس اگر

٠ این�صورت غیر در

بنابراین بگیرید. نظر در راس هر وزن معرف را w(v) متغیر v راس هر ازای به همچنین و
. بود[٢٠] خواهد (٣.٨) صورت به مساله خطی برنامه�ریزی

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max Z = ∑v∈V w(v)x(v)

s.t.

x(u) + x(v) ≤ ١ ∀(u, v) ∈ E

x(v) ∈ {٠,١} ∀v ∈ V

(٣.٨)

v یا u رئوس از یکی حداکثر (u, v) یال هر برای که می�کند بیان اول محدودیت بالا مدل در
متغیر که مقادیری نیز دوم محدودیت آید. وجود به مستقل مجموعه�ی تا شود انتخاب می�تواند
برنامه�ریزی مدل در نباشند، وزن�دار گراف رئوس اگر که است واضح می�کند. بیان را می�گیرد x(v)

شد. نخواهد ظاهر w(v) ،٣.٨ خطی

فازی وزن��های با راسی مستقل مجموعه�ی به مربوط فازی خطی برنامه�ریزی روش (٢)



١١٨ مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل .٨

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max Z̃ = ∑v∈V w̃(v)x(v)

s.t.

x(u) + x(v) ≤ ١ ∀(u, v) ∈ E

x(v) ∈ {٠,١} ∀v ∈ V

فازی گراف در راسی مستقل مجموعه�ی ١.٣.٨

است. شده گرفته [١٣ ،٧] منبع از قسمت این مطالب
کرد: تعریف زیر صورت به آن، متناسب فازی ماتریس یک می�توان فازی گراف هر برای

M = (mij), i = ١,٢,⋯, n, j = ١,٢,⋯,m

mij =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µij (vi, vj) ∈ E(G), µij ∈ (٠,١]

٠ صورت این غیر در
داریم: به�طوری�که

بگیرید. نظر در را ۶.٨ شکل فازی گراف مثال عنوان به

..١. ٢. ٣.

۵

. ۴. ٠٫ ٢. ٠٫ ٩.

٠٫ ۴

. ١

فازی گراف :۶.٨ شکل

می�باشد. ١.٨ جدول صورت به آن با متناظر فازی ماتریس

۶.٨ شکل فازی گراف ماتریس :١.٨ جدول
١ ٢ ٣ ۴ ۵

١ ٠ ٠٫ ٢ ٠ ٠ ٠
٢ ٠٫ ٢ ٠ ٠٫ ٩ ٠ ٠
٣ ٠ ٠٫ ٩ ٠ ١ ٠٫ ۴
۴ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
۵ ٠ ٠ ٠٫ ۴ ٠ ٠



١١٩ راسی مستقل مجموعه�ی .٣.٨

و صفر بین و است شده داده δ) Sδ ⊆ V باشد. فازی گرافی G̃ = (Ṽ , Ẽ) کنید فرض .١.٣.٨ تعریف
داشته را (۴.٨) رابطه�ی اگر فقط و اگر می�شود نامیده فازی راسی مستقل مجموعه�ی دارد.) قرار یک

باشیم.
∀(vi, vj) ∈ E,vi, vj ∈ Sδ ٠ ≤mij ≤ δ (۴.٨)

داریم. را ٣ تا ١ حالت�های ۶.٨ شکل فازی گراف برای مثال عنوان به

mij زیرا است. {١,٢,٣,۴,۵} برابر فازی راسی مستقل خانواده�ی�مجموعه��های δ = ١ برای (١
است. δ از کمتر رئوس تمام

است. {{١,٢,۴,۵},{١,٣,۵}} برابر فازی راسی مستقل مجموعه��های خانواده�ی δ = ٠٫ ۵ برای (٢

{{١,٣},{١,۴,۵},{٢,۴,۵}} برابر فازی راسی مستقل مجموعه��های خانواده�ی δ = ٠ برای (٣
مجموعه�ها��ی خانواده�ی برابر فازی راسی مستقل مجموعه�ها�ی خانواده�ی حالت این در که است،

است. راسی مستقل

فازی گراف در مستقل مجموعه�ی آوردن دست به برای الگوریتمی روش

می�شود. بیان دارد، کاربرد مستقل مجموعه�های برای الگوریتم بیان در که ۶ مالگرنج روابط ابتدا
کرد. بیان (۵.٨) صورت به را ⊍,⩀ روابط مالگرنج

و آورده دست به را M متمم ماتریس بگیرید، نظر در را G گراف با متناظر M مجاورت ماتریس
و m١ = (A١,B١) که باشند M̄ از زیرماتریس�هایی m١,m٢ کنید فرض دهید. نمایش M̄ با را آن
و باشد آن�ها از یکی i کنید فرض است، سطرها شماره�ی شامل A١,A٢ می�باشد. m٢ = (A٢,B٢)
این در .M(i, j) = ١ آنگاه باشد، آن�ها از یکی j کنید فرض است، ستون�ها شماره�ی شامل B١,B٢

داشت. خواهیم را (۵.٨) رابطه�ی صورت

m١ ⊍m٢ = (A١ ∪A٢,B١ ∩B٢),m١ ⩀m٢ = (A١ ∩A٢,B١ ∪B٢) (۵.٨)

بگیرید. نظر در ٧.٨ شکل مطابق را G جهت�دار غیر گراف .٢.٣.٨ مثال
می�باشد. (۶.٨) صورت به آن مجاورت ماتریس

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

٠ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(۶.٨)

۶Malgrange’s realations



١٢٠ مستقل مجموعه�های و راسی پوشش مجموعه�های در گراف�ها فازی مدل .٨

..١. ٢. ٣.

۵

. ۴....

G گراف :٧.٨ شکل

می�باشد. (٧.٨) صورت به آن متمم ماتریس و

M̄ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

١ ٠ ١ ١ ١
٠ ١ ٠ ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠
١ ١ ٠ ١ ١
١ ١ ٠ ١ ١

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(٧.٨)

می�باشد. (٨.٨) رابطه�ی صورت به M̄ سطری پوشش یک

RC = {(١,١٣۴۵); (٢,٢۴۵); (٣,١٣); (۴,١٢۴۵); (۵,١٢۴۵)} (٨.٨)

می�باشد. (٩.٨) صورت به M̄ ستونی پوشش یک همچنین،

CC = {(١٣۴۵,١); (٢۴۵,٢); (١٣,٣); (١٢۴۵,۴); (١٢۴۵,۵)} (٩.٨)

برای مالگرنج روابط ،m١ = (١,١٣۴۵),m٢ = (٢,٢۴۵) بگیرید: نظر در مثال عنوان به
می�باشند. (١٠.٨) صورت به شده داده m٢,m١ی

m١ ⊍m٢ = (١٢,۴۵),m١ ⩀m٢ = (∅,١٢٣۴۵) (١٠.٨)

می�شود) داده δ) δ به وابسته فازی ماتریس از سطری پوشش یک ،G فازی گراف برای .٣.٣.٨ ملاحظه
می�شود. تعریف (١١.٨) صورت به و است

RC = (i, j١, j٢,⋯, jp) (١١.٨)

داریم. را (١٢.٨) به�طوری�که
٠ ≤mi,j١ ,mi,j٢ ,⋯,mi,jp ≤ δ (١٢.٨)

راسی مستقل مجموعه�های خانواده�ی و ٧ FIS با راسی مستقل مجموعه�های خانواده�ی .۴.٣.٨ قرارداد
می�شوند. داده نمایش ٨FFIS با فازی

٧fuzzy independent set
٨family fuzzy independent set



١٢١ راسی مستقل مجموعه�ی .٣.٨

دارد. کاربرد فازی گراف مورد در هم و قطعی گراف مورد در هم که می�پردازیم الگوریتم بیان به حال
الگوریتم:

پوشش فازی گراف (در دهید نمایش C٠ با را آن و کنید پیدا M̄ ماتریس در سطری پوششی (گام١)
گراف در ) FIS = ∅ دهید: قرار و کنید) پیدا M = [mij] ماتریس از را δ به وابسته سطری

.k = ١ و (FFIS داریم FIS جای به فازی

(گام٢)

که: صورت این به کنید پیدا Ckای (الف)

آنگاه باشد،� A١ ∪ A٢ ⊆ B١ ∩ B٢,A١ ∪ A٢ ≠ ∅ اگر ،m١,m٢ ∈ Ck−١ هر ازای به
.m١ ⊍m٢ ∈ Ck

.Ck = Ck ∖m و FIS = FIS ∪ I آنگاه ،m = (I, I),m ∈ Ck اگر (ب)

.Ck٠ = ∅ زمانیکه تا کنید تکرار k = ٢,٣,⋯, k٠ برای را ٢ گام (گام٣)

می�شود. FISحاصل نهایت در

بیابید. را FIS مجموعه�ی بگیرید. نظر در را ٧.٨ شکل گراف .۵.٣.٨ مثال
است. شده خلاصه ٢.٨ جدول در الگوریتم مراحل

الگوریتم مراحل پیاده�سازی :٢.٨ جدول
k Ck FIS

٠ C٠ = {(١,١٣۴۵); (٢,٢۴۵); (٣,١٣); (۴,١٢۴۵); (۵,١٢۴۵)} ∅
١ C١ = {(١٣,١٣); (١۴,١۴۵); (١۵,١۴۵); (٢۴,٢۴۵); (٢۵,٢۴۵); (۴۵,١٢۴۵)} {(١٣)}
٢ C٢ = {(١۴۵,١۴۵); (٢۴۵,٢۴۵)} {(١٣); (١۴۵); (٢۴۵)}
٣ C٣ = ∅

بود. خواهد {(١٣); (١۴۵); (٢۴۵)} برابر ٧.٨ شکل G گراف برای FIS نتیجه در

راسی مستقل مجموعه�ی از کاربردی ٢.٣.٨

می�باشد. دانش�آموزان پوسترهای نمایش برای برنامه�ریزی ماکسیمم، مستقل مجموعه�ی مدل از کاربردی
هر که بگذارند، نمایش به را کارهایشان از پوسترهایی دارند قصد مدرسه یک آموزان دانش کنید فرض
هدف باشد. داشته پوستر یک از بیشتر می�تواند آموز دانش هر و نویسنده یک از بیشتر می�تواند پوستر
شرط این با شوند گذاشته نمایش به یکسان زمان در زیادی پوسترهای است ممکن که جایی تا است این
و بگذارد نمایش به مشخص زمانی بازه�ی یک در را پوسترش یک می�تواند حداکثر دانش�آموز، هر که
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خواهیم ابرگراف یک اینجا در کند. اقدام دیگر زمانی بازه�های در باید دیگرش پوسترهای نمایش برای
در می�گیریم. نظر در دانش�آموزان عنوان به را آن یال�های و پوسترها عنوان به را آن راس�های که داشت
نمایش می�توانند زمان یک در که پوسترهایی تعداد ماکسیمم ماکسیمم، مستقل مجموعه�ی صورت این

.[٣٩] می�کند مشخص را شوند داده

نتیجه�گیری ۴.٨

از آمد. وجود به واقعی جهان پدیده�های و وقایع بهتر درک و توصیف منظور به مدل بیان و مدل�سازی
از وضعیت�هایی می�توانند موثر طور به مدل�ها این نمود. اشاره گراف مدل�های به می�توان مدل�ها جمله�ی
نظر در سیستم یک عنوان به واقعی جهان از پدیده�ای یا مساله اگر واقع در کنند. مدل را واقعی زندگی
با آشنایی بنابراین کنیم. طراحی گراف یک ساختار صورت به را سیستم می�توانیم راحتی به شود گرفته
واقعی شرایط در طرفی از باشد. داشته مسایل بهتر حل و تشریح در زیادی کمک می�تواند گراف مدل�های
از ابهامات و قطعیت عدم این که دارد، وجود مختلف سیستم�های در قطعیت�هایی عدم همیشه زندگی
به سیستم�ها این که آورد پدید را فازی سیستم�های شرایط اینگونه وجود می�شود. پدیدار مختلفی طرق
خواهد کارآمد و مفید ابزاری فازی مفهوم این�رو از است. مرتبط دارد وجود که نادقیقی مفاهیم و بی�دقتی�ها
از مدل�هایی پایان�نامه این در می�پردازد. قطعیت عدم شرایط در سیستم�ها مدل�سازی به راحتی به که بود
شده معرفی گرافی مدل�های شد سعی منظور این برای گرفت. قرار مطالعه مورد فازی شرایط در گراف
خطی برنامه�ریزی روش در فازی مفهوم که شود، حل الگوریتمی روش و خطی برنامه�ریزی روش دو به
گراف�ها، در همچنین شوند. گرفته نظر در فازی اعداد مدل در موجود ضرایب که شد ظاهر صورت بدین
بیان الگوریتمی روش�های در بود. فازی گراف خود گاه و می�شد مشخص فازی اعداد با ها یال وزن گاه

شد. ظاهر مختلفی حالات به فازی مفهوم نیز شده
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Aabstract

The graphs modeling is the use of concepts, relationships, and graphs structure on the
problems of modeling. In this thesis, the fuzzy modeling of graphs, based on the fuzzy
graph types, including the fuzzy trees, fuzzy Euler and Hamiltonian graphs, fuzzy planar
graphs, fuzzy bipartite graphs, fuzzy networks and the problems such as the fuzzy
coloring, fuzzy vertex cover, and the fuzzy independent sets are discussed. Also for each
the graph model, the examples are expressed, Then solutions and applications of the
graph model are presented.
Keywords:
modeling; graph structure; fuzzy modeling of graph; fuzzy tree; fuzzy Euler graph; fuzzy
Hamiltonian graph; fuzzy planar graph; fuzzy bipartite graph; fuzzy networks; fuzzy
coloring; fuzzy vertex cover; fuzzy independent set.
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