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چͺیده
شامل که است، Kn فراگیر زیرگراف ͷی در یال�ها تعداد ماکزیمم با برابر ex(n,H) توران عدد
ͷی H که حالتͬ برای را توران قضیه از تعمیمͬ پایان�نامه این در نیست. H با یͺریخت زیرگراف هیچ
زیرگراف و G گراف ͷی برای مͬ�کنیم. بیان است، مشخص اندازه با دوری یا Kn از فراگیر زیرگراف
تعریف یͺریخت�اند، H با که G زیرگراف�های رئوس تمام شامل که رئوسͬ مجموعه با گراف ͷی ، H
عدد این�جا در باشند. داشته قرار مجاور غیر یال�های در اگر مجاورند راس دو گراف این در مͬ�کنیم.
ͷی را H خاص حالت در و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد H ثابت زیرگراف�های برای را گراف این ͬͽرن

مͬ�گیریم. نظر در کامل گراف ͷی یا دور
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චاری... ণپاس໋�
کوشندگان، و ندانند او های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند گزاردن را او حق

است... وجودشان وامدار

دغدغه�های و راهنمایͬ�ها با عزیزم، اساتید شیرین حضور با که فراوان راه�های پیمودن از پس مدتها، از بعد

حضور زیبایͬ و شوق برق از پر چشمهای با مادرم، پدر نͽاه�های دوران، آن زیبای شیطنت�های و فراوان�شان

آینده�ای در بتوانم امیدوارم کرده، تبدیل راه روشنͬ و امید به را راه این خستͽͬ�های که کنارم، در برادرانم

... باشم آنها محبت همه این جواب�گوی ͷنزدی

تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که علیشاهͬ میثم دکتر آقای جناب از مͬ�دانم واجب اکنون

پͬ�در�پͬ مزاحمت�های از هم�چنین و کنم تشͺر دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به و فرمودند

روزافزون توفیق آرزوی برای�شان و مͬ�طلبم پوزش آوردم به�وجود برای�شان رساله این آماده�سازی طͬ در که

دارم.

در که شعرباف رحیمͬ صادق دکتر و راد جعفری نادر دکتر آقایان دلسوزم اساتید دیͽر از است لازم پایان در

نمایم. قدردانͬ نداشتند دریغ کوششͬ هیچ از مهربان پدری همچون درس کلاس

୍اداॽوار ଡوا۱۳۹۳/۰۴/۰۷



ث

پیشͽفتار
رن�آمیزی کلͬ به�طور پایان�نامه این در مͬ�شود. ظاهر زمینه�ها از بسیاری در گراف رن�آمیزی مساله

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را گراف ͷی زیرگراف�های

قضایای و تعاریف دوم فصل در پرداخته�ایم. گراف رن�آمیزی کاردبرهای و تاریخچه بیان به اول، فصل در

کوتاه�ترین طول . مͬ�پردازیم گراف�ها کمر برای کرانͬ بررسͬ به سوم، فصل در کردیم. لحاظ را مقدماتͬ

ͷی در یال�ها تعداد ماکزیمم اگر مͬ�دهیم. نمایش g(G) نماد با و گوییم گراف کمر را گراف ͷی در دور

تساوی توران قضیه از استفاده با این�صورت در دهیم، نشان En(k) نماد با را g ⩾ k کمر با راسͬ n گراف

نیست. مشخص دقیقا En(k) مقدار g ⩾ ۵ برای داریم. را En(۴) = n٢/۴

گرافͬ کرد، ثابت [٣ ،۴] بالاباس دارند. فراوانͬ تحقیقات مورد این در [٢١] ٢ ͷاس�چͬ�ون و [٨] السنر١

های n برای بعدها کران این است. En(k) برای n٢+١/(g−٢) بالای کران دارای یال، ٢n حداقل با راسͬ n

آن�ها مورد در مͬ��توان تقریبͬ به�طور که دارد وجود n بزرگ مقادیر برای پیشرفته�تری نتایج شد. اثبات بزرگ

کرد. نظر اظهار

تعداد مورد ٣در سیمونوویتز نتایج بیان به بحرانͬ، گراف�های ساختار توصیف ضمن چهارم، فصل در

ͷقالبی در مͬ�توان را فصل این نتایج مͬ�پردازیم[٢۴]. گراف یͷزیرگرافمشخصدر با یͺریخت کپͬ�های

بͽیرید. نظر در را کند، بزرگصدق های nبرای ١ ⩽ q < cn رابطه در که را cمثبت ثابت ͷی کرد. بیان مثال

کپͬ ⌊n/٢⌋ (n/٢ − ١) (⌊n/٢ − ٢⌋) حداقل شامل یال، ⌊n٢/۴⌋+ q با راسͬ nگراف هر این�صورت در

مͬ�باشد. پنج طول به دورهای از

این ۴ رادمایͺر است. مثلث ͷی شامل یال، ⌊n٢/۴⌋ + ١ با راسͬ n گراف هر کرد، اثبات [١٧] منتل

است. مثلث ⌊n/٢⌋ حداقل شامل فوق ویژگͬ با گراف هر کرد اثبات او کرد. بیان دیͽر به�گونه�ای را موضوع

این�صورت در باشد، q < cn اگر c ثابت اعداد بعضͬ برای که کرد اثبات [١٣ ،٩]۵ اردوش مشابه، به�طور

است. مثلث q⌊n/٢⌋ دارای حداقل گراف این مͬ�گیریم نتیجه باشد، یال ⌊n٢/۴⌋+ q دارای گرف اگر

هم�چنین آن�ها است. برقرار c = ١/٢ برای اردوش نتایج کردند، اثبات [١۶] سیمونوویتز و لواژ۶ بعدتر کمͬ

برای را سیمونوویتز و لواژ اردوش، نتایج فصل این در کردند. بیان کامل گراف�های برای را مشابهͬ نتایج

مͬ�کنیم. بیان بحرانͬ گراف�های ͬͽرن کلاس�های
١Elsner
٢Schwenk
٣Simonovits
۴Rademacher
۵Erdos
۶Lovaz



ج

که کرد اثبات [٢٠] ٧ اور مͬ�پردازیم. همیلتنͬ گراف�های برای توران عدد محاسبه به پنجم، فصل در

گراف�های به مͬ�تواند اور قضیه مͬ�باشند. یال
(
n−١

٢
)
+ ١ دارای حداکثر راسͬ n غیرهمیلتنͬ گراف�های

یابد. تعمیم توران فراگیر

شامل که است راسͬ n گراف ͷی یال تعداد ماکزیمم با برابر ex(n,H) توران عدد ،H گراف ͷی برای

Cn آن در که ex(n,Cn) توران عدد که مͬ�دهد نشان اور قضیه بنابراین نیست. H با یͺریخت زیرگراف

تعمیم ابرگراف�ها در همیلتنͬ دورهای به اور قضیه اخیرا است.
(
n−١

٢
)
+ ١ با برابر است، n طول به دوری

است. شده داده

توزا و ٨ کاتونا کردیم. مطرح هم�زمان به�طور را گراف�ها رن�آمیزی و دورها به مربوط مسایل ششم، فصل در

را گراف�ها در مشخص اندازه با دورهای و رن�آمیزی موضوع دو نخستین�بار برای که بودند نویسنده�ای دو ٩

مشخص اندازه با دورهای رن�آمیزی برای روشͬ فرد، دو این کردند. مطرح زیر به�صورت عنوان ͷی در با�هم

مͬ�گیرند.این متفاوتͬ رن�های مشخص اندازه با و مجزا یال دورهای که به�صورتͬ دادند، ارایه گراف در

به�کار رن�های تعداد مینیمم مͬ�شود. نامیده گراف ͷی دورهای سره رن�آمیزی دورها، از رن�آمیزی نوع

تعریف مͬ�شود، دیͽر به�گونه�ای را عدد این مͬ�دهیم. نمایش x(n, k) نماد با را رن�آمیزی نوع این در رفته

یال دورهای که به�گونه�ای ͬͽرن کلاس�های تعداد مینیمم به گراف ͷی دورهای افراز دیͽر، به�عبارت کرد:

استفاده با فوق موضوع بررسͬ به پایان�نامه این دورهای رن�آمیزی فصل در بͽیرند. متفاوت رن�های مجزا

برای را عدد این ما است. ͬͽرن کلاس�های تعداد این محاسبه فصل این هدف پردازیم. مͬ ها ابرگراف از

موضوع این کرد. مشخص مͬ�توان را عدد این حدود فقط بزرگتر، های k برای اما آوردیم، به�دست k = ٣

شامل که راسͬ n گراف ͷی یال�های تعداد ماکزیمم توران قضیه است. توران قضیه نتایج با مرتبط بسیار

است. مجزا یال دورهای رن�آمیزی موضوع با معادل این و مͬ�کند محاسبه را نیست، Kk هیچ

٧Ore
٨Katona
٩Tuza
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١ فصل

تاریخچه و مقدمه

است. گراف برچسب�گذاری مساله�های خاص حالت�های از ͬͺی گراف رن�آمیزی گراف، نظریه [٢]در

رعایت را خاصͬ محدودیت رن�آمیزی این که راس�هاست، یا یال�ها به رن�هایͬ کردن نظیر آن کلͬ رویͺرد

کند.

(رن�آمیزی نباشند هم�رن مجاوری راس دو هیچ آن در که است نظر مورد رن�آمیزیͬ حالت، ساده�ترین در

کاربردهای گراف رن�آمیزی مͬ�شود. تعریف صورت همین به یال�ها رن�آمیزی آن بر علاوه راس�ها).

دارد. گوناگون تئوری و عملͬ زمینه�های در زیادی

نوع روی مختلفͬ محدودیت�های گرفتن نظر در با زمینه، این در شده تعریف ͷکلاسی مساله�های بر علاوه

صنعت در وسیع کاربردهای با متنوعͬ مساله�های گراف عناصر رن و تعداد حتͬ و رن�آمیزی روش گراف�،

جدول ظهور با مͬ�باشد، بررسͬ حال در هنوز علمͬ نظر از مساله این اینͺه وجود با مͬ�شود. تعریف علوم و

است. شده شناخته مردم بین در سودوکو

مساله حل برای مسطح گراف�های روی بر شده انجام تلاش�های از گراف رن�آمیزی مورد در نتیجه�ها اولین

مختلف ایالت�های نقشه رن�آمیزی که کرد ادعا ١ فرانسیسگوتری زمان آن در آمد. به�دست نقشه رن�آمیزی

برادر شود. انجام رن ۴ با تواند مͬ نشوند، هم�رن مجاوری ایالت دو هیچ که طوری به نقشه، روی بریتانیا

مساله این مورگان، دو فرستاد. دانشͽاهͬ کالج در ،٢ مورگان دو خود ریاضͬ معلم برای را مساله این گوتری

و نͺرد مسئله این به توجهͬ همیلتن کرد. مطرح ٣نوشت، همیلتون به که نامه�ای در میلادی ١٨٢۵ سال در را

انجمن گردهمایͬ در کیلͬ آرثر اطلاعیه طریق از علمͬ ١٨٧٨جامعه در بعدا ماند. مسͺوت سال ٢۵ تقریبا

شد. گاه آ مسئله از لندن ریاضͬ
١Gotri
٢Demorgan
٣Haminlton



٣

ریاضͬ�دان کمپ، سرآلفرد بعد، کمͬ . کرد بیان جغرافیا سلطنتͬ انجمن گزارش مجله اولین در را مسئله کیلͬ

دیͽر ریاضͬ�دان هیوود جان پرسͬ باقͬ�ماند. تردید قابل غیر دهه ͷی از بیش که کرد پیدا برهانͬ انͽلیسͬ

و آپل کنت سرانجام اینͺه تا ، ماند نشده ١٩٧۶حل سال تا مسئله . یافت خطایͬ کمپ کار در انͽلیسͬ

است. به�کاررفته پیچیده�ای بسیار کامپیوتری تحلیل آنها برهان در . کردند حل را آن هیͺن ͷانͽولف

کمپ۴، سال همان در کرد. مطرح لندن شهر ریاضͬ انجمن در را مساله این کیلͬ آرتور ١٨٧٩ سال در

کمپ تلاش�های است. حل�شده مساله این مͬ�شد تصور دهه ͷی تقریبا و کرد منتشر را آمده به�دست نتایج

ریاضͬ انجمن رییس عنوان به بعدها و سلطتنتͬ جامعه اعضای از ͬͺی به�عنوان او شد، منجر مورد این در

اثبات و است بوده اشتباه کمپ استدلال که کرد ادعا هیوود۵ به�نام فردی بعد سال چند شود. انتخاب لندن

صورت رن ۴ با نقشه رن�آمیزی روش�های اثبات برای زیادی تلاش� کرد. منتشر رن ۵ برای را مساله این

گراف راس�های گزاری برچسب ͷی شد. انجام کمپ و هیوود ͷبه�کم ١٩٧۶ سال در سرانجام که گرفت

برای رن�ها از استفاده نباشند. هم�رن مͬ�کند متصل را آنها یال ͷی که راسͬ دو هیچ که شͺلͬ به است

رن�آمیزی نوع ͷی گراف، نظریه در بازمͬ�گردد. نقشه �آمیزی رن در آن�ها استفاده به گراف رن�آمیزی این

یͺسان رن متصلͬ یال دو هیچ نحوی�که به است، گراف یال�های به رن�ها دادن نسبت گراف، ͷی از یالͬ

آیا که مͬ�کند: بررسͬ مسئله این است. گراف رن�آمیزی انواع از ͬͺی یالͬ رن�آمیزی باشند. نداشته

رن ممͺن، رن تعداد کمترین با یا متفاوت رن k حداکثر با را شده داده گراف ͷی یال�های مͬ�توانیم

کنیم.

رن�آمیزی مͬ�توان گردشͬ مسابقات �بندی زمان برای است. صورت بدین یالͬ رن�آمیزی از دیͽر کاربرد ͷی

زمان�بندی را مسابقات این گردش تعداد کمترین در مͬ�توان صورت بدین برد. به�کار را کامل گراف ͷی یالͬ

بازی�ها و رئوس به�صورت تیم�ها مسئله این در کنند. بازی بتوانند گردش هر در تیم�ها همه به�طوری�که کرد

رن�آمیزی برای استفاده مورد رن�های تعداد با برابر گردش�ها تعداد بنابراین مͬ�شوند. مدل یال به�صورت

از مͬ�توان نیز نمͬ�کند بازی یͺدیͽر با تیم�ها همه که مسابقاتͬ تمام زمان�بندی برای هم�چنین است. یالͬ

سال ͷی طول در باید که تیمͬ دو فوتبال، جهانͬ لی در مثلا کرد. استفاده یالͬ رن�آمیزی دیͽر تͺنی�ͷهای

الͽوریتم اجرای از بازی�ها �بندی زمان مشخصکرد. قبل بازی�های نتایج اساس بر مͬ�توان را کنند، بازی هم با

فرایندهای �بندی زمان است. شده ساخته تیم�ها جفت از که مͬ�آید دست به گرافͬ روی بر یالͬ رن�آمیزی

تولید برای محصول هر و شوند تولید باید محصولات از مجموعه ͷی مسئله، این در بͽیرید. نظر در را تولید

زمان�بندی و شود اجرا خاصͬ ماشین�های روی باید وظیفه هر است. وظایف از مجموعه�ای اجرای نیازمند

طول وظایف همه اگر باشند. نیازنداشته همزمان به�طور ماشین ͷی به وظایف که شود انجام صورتͬ به باید
۴Camp
۵Heawood
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ͷی در رئوس که مͬ�شود مدل دوبخشͬ�ای گراف رن�آمیزی به مسئله صورت، این در باشند، داشته یͺسانͬ

نشان�دهنده یال�ها و هستند ماشین�ها نشان�دهنده دیͽر بخش رئوس و محصولات نشان�دهنده گراف بخش

این در . هستند. وظایف اجرای برای زمانͬ گام�های تعداد نشان�دهنده رن�ها تعداد بنابراین هستند. وظایف

مͬ�دهیم. مشخصشرح طول با گراف دورهای رن�آمیزی عنوان تحت را رن�آمیزی از دیͽری نوع پایان�نامه

مشخص اندازه با دورهای و رن�آمیزی موضوع دو نخستین�بار برای که بودند نویسنده�ای دو ٧ توزا و ۶ کاتونا

با دورهای رن�آمیزی برای روشͬ فرد، دو این کردند. مطرح زیر به�صورت عنوان ͷی در با�هم را گراف�ها در

متفاوتͬ رن�های مشخص اندازه با و مجزا یال دورهای که به�صورتͬ دادند، ارایه گراف در مشخص اندازه

تعداد مینیمم مͬ�شود. نامیده گراف ͷی دورهای سره رن�آمیزی دورها، از رن�آمیزی نوع مͬ�گیرند.این

دیͽر به�گونه�ای را عدد این مͬ�دهیم. نمایش x(n, k) نماد با را رن�آمیزی نوع این در رفته به�کار رن�های

به�گونه�ای ͬͽرن کلاس�های تعداد مینیمم به گراف ͷی دورهای افراز دیͽر، به�عبارت کرد: تعریف مͬ�شود،

موضوع بررسͬ به پایان�نامه این دورهای رن�آمیزی فصل در بͽیرند. متفاوت رن�های مجزا یال دورهای که

این ما است. ͬͽرن کلاس�های تعداد این محاسبه فصل این هدف پردازیم. مͬ ها ابرگراف از استفاده با فوق

کرد. مشخص مͬ�توان را عدد این حدود فقط بزرگتر، های k برای اما آوردیم، به�دست k = ٣ برای را عدد

راسͬ n گراف ͷی یال�های تعداد ماکزیمم توران قضیه است. توران قضیه نتایج با مرتبط بسیار موضوع این

است. مجزا یال دورهای رن�آمیزی موضوع با معادل این و مͬ�کند محاسبه را نیست، Kk هیچ شامل که

۶Katona
٧Tuza



٢ فصل

قضایا و تعاریف

از ناتهͬ و متناهͬ مجموعه�ای V آن در که است (V (G), E)(G), φG مرتب سه�تایͬ ͷی ، G ساده گراف

به که است، G وقوع تابع φG هم�چنین و V عضوی دو زیرمجموعه�های تمام از زیرمجموعه�ای E و راس�ها

گراف رئوس مجموعه مͬ�دهد. نسبت را نیستند متمایز الزاما که را G راس�های از مرتب زوج ͷی یال هر

n یا |V | با را آن و مͬ�نامند گراف مرتبه را G گراف رئوس تعداد مͬ�دهند. نمایش V یا V (G) با را G

به�صورت را آن و مͬ�نامیم (n,m)-گراف را آن باشد، یال m و راس n دارای Gگراف هرگاه مͬ�دهند. نشان

مͬ�دهیم. نشان G = (n,m)

این�را E(H)؛ ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) که به�طوری است H گراف ͷی ،G گراف از زیرگراف ͷی

مانند زیرگرافͬ ،G از القایͬ زیرگراف ͷی است. H شامل G که مͬ�گوییم و مͬ�نویسیم H ⊂ G به�صورت

باشد. E(H) به متعلق V (H) در مشمول G یال هر که به�طوری است H

کامل یͷگراف کرد. اشاره کامل گراف�های به مͬ�توان آن�ها جمله از که دارند، مختلفͬ انواع گراف�ها

کامل گراف ͷی مͬ�دهند. تشͺیل را یال ͷی راس�ها از جفت هر آن در که است ساده گراف ͷی ، خوشه یا

مͺمل است. خوشه ͷی کامل گراف ͷی از القایͬ زیرگراف هر اما نیستند، خوشه که دارد زیرگراف بسیاری

اشاره مستقل مجموعه مفهوم به مͬ�توان کامل گراف�های مفهوم مقابل در ندارد. یالͬ هیچ کامل گراف ͷی

کرد.

القایͬ زیرگراف به�طوری�که است S ⊂ V (G) راس�های مجموعه زیر ͷی ،G گراف در مستقل مجموعه ͷی

باشد. نداشته یالͬ هیچ G(S)

f : V (G) → V (H) دوسویͬ نͽاشت ͷی H گراف به G گراف از یͺریختͬ ͷی [٢] .١.٠.٢ تعریف

است. یͺریخت H با G مͬ�گوییم آنͽاه . f(u)f(v) ∈ E(H) اگر فقط و اگر uv ∈ E(G) به�طوری� است
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مͬ�نامیم. خودریختͬ را باشد G به G از یͺریختͬ ͷی که V (G) از جایͽشتͬ

یال�هاست و راس�ها از vk, ek, ..., v١, e١, v٠, e٠ دنباله�ی ͷی k طول به گشت ͷی [٢] .٢.٠.٢ تعریف

ͷی باشد. نداشته تͺراری یال هیچ که است، گشتͬ گذر ͷی . ei = vi−١vi داریم i هر به�ازای به�طوری�که

که است ͷی حداقل طول به بسته�ای گذر ، دور ͷی باشد. نداشته تͺراری راس هیچ که است گشتͬ مسیر

مͬ�نامیم. یͷمثلث را سه طول به دور هر است. تͺراری رئوس تنها راس آخرین و نخستین آن در

از است عبارت مͬ�نویسیم، d(v) به�صورت که ،G گراف ͷی در v راس ͷی درجه [٢] .٣.٠.٢ تعریف

درجه مینیمم و ∆(G) با را G دلخواه گراف ͷی در درجه ماکزیمم است. v راس شامل که یال�هایͬ تعداد

مͬ�دهیم. نمایش δ(G) با را

تساوی اگر است منتظم k ، G گراف هم�چنین باشد، ∆(G) = δ(G) اگر است منتظم ،G گراف ͷی∑
di = ٢e(G) آن�گاه باشد، d١, d٢, ..., dn درجه�های با Gگرافͬ اگر باشیم. داشته (G)∆را = δ(G) = k

داریم. را

افراز مجموعه�هایͬ به را راس�هایش بتوان که است گرافͬ کامل، گرافچند�بخشͬ ͷی [٢] .۴.٠.٢ تعریف

هم�ارز طور به باشند. متعلق متفاوت مجموعه�های به v و u اگر فقط و اگر باشد، یال ͷی uv که به�طوری کرد

،k ⩾ ٢ هنͽامͬ�که باشد. کامل گراف ͷی Ḡ مولفه هر اگر فقط و اگر است، کامل بخشͬ چند گراف ͷی G

Kn١,n٢,...,nk
به�صورت را n١, n٢, ..., nk به�اندازه�های بخشͬ مجموعه�های با کامل بخشͬ k گراف ͷی

مͬ�نویسیم.

دارد. مثلث گراف این این�صورت در باشد، یال ⌊n٢
۴ ⌋ از بیش با و راسͬ n گرافͬ G اگر [١٧] .۵.٠.٢ قضیه

هیچ بدون و E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف ͷی G(V,E) کنید خلف فرض برهان.

هیچ G گراف چون بͽیرید. نظر در V در مستقل مجموعه بزرگترین را A ⊆ V زیرمجموعه باشد. مثلثͬ

نتیجه در مͬ�دهند. تشͺیل مستقل مجموعه ͷی x ∈ V دلخواه راس هر همسایه�های بنابراین ندارد، مثلثͬ

داریم:

d(x) ≤ |A| (١)

متقاطع یال دو بین مشترک رئوس تعداد شامل مجموعه این بͽیرید، نظر در را B = V/A مجموعه حال

داریم: نتیجه در است.

|E| ≤
∑

x∈B d(x) (٢)

داریم: (٢) و (١) از استفاده با



٧

|E| ≤
∑

x∈B d(x) ≤ |A|.|B| ≤
(
|A|+|B|

٢

)٢
= n٢

۴

است. تناقض این که

است. ١معروف منتل قضیه به فوق قضیه

n٢/۴ حداکثر دارای باشد، نداشته راسͬ ٣ خوشه هیچ راسͬ n گراف ͷی اگر که مͬ�کند؛ بیان منتل قضیه

گفت؟ مͬ�توان چه باشد، نداشته k > ٣ که راسͬ k خوشه هیچ گراف اگر اما است. یال

خواهیم اثبات را (١٩۴١) ٢ توران به معروف قضیه بخش این در مͬ�دهد. پاسخ سوال این به توران قضیه

اکسترمال گراف�های نظریه به�عنوان که گراف�هاست نظریه از مهمͬ بخش اساس و پایه توران قضیه کرد.

مͬ�شود. شناخته

راس n با بخشͬ r کامل گراف ͷی مͬ�دهند، نمایش Tr(n) نماد با که را توران گراف [٢] .۶.٠.٢ تعریف

متفاوت بخش دو از راس دو توران گراف در یال�ها تمام است. ⌈n/r⌉ یا ⌊n/r⌋ بخش هر اندازه که است

ندارد. قرار بخش ͷی در یالͬ هیچ سر دو دیͽر به�عبارت مͬ�کنند. وصل �هم به را

بین در را یال تعداد ماکزیمم توران گراف مͬ�دهیم. نشان |E(Tr(n)| با را توران گراف یال�های تعداد

دارد. را راس n با بخشͬ r گراف�های

های اندازه با بخش r − ١ به را راس�ها بͽیرید. نظر در را G دلخواه راسͬ n گراف [٢] .٧.٠.٢ قضیه

اندازه با بخش�های تعداد بنابراین داریم. t+ ١ اندازه� با بخش p کنید فرض مͬ�کنیم. تقسیم مساوی تقریبا

: با است برابر مͬ�دهیم، نشان M(n, r) نماد با که گرافͬ چنین یال�های تعداد است. r − ١ − p با برابر t

M(n, r) =
r − ٢

٢(r − ١)n
٢ − p

(r − ١ − p)

٢(r − ١)
است. معروف توران قضیه به زیر قضیه

یال�ها تعداد این�صورت در نیست، Kr+١ دارای که باشد؛ راسͬ n گرافͬ G فرضکنید [٢۵] .٨.٠.٢ قضیه

است. M(n, r) حداکثر

مͬ�دهیم: قرار برهان.

n = k(r − 1) + t

داریم: نتیجه در و n ≤ r − ٢ این�صورت در k؛ = ٠ اگر مͬ�کنیم. ثابت k روی استقرا با را حͺم

(
r−2
2

)
≤ M(n, r)

١Mantle
٢Turan
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است. برقرار حͺم بنابراین

کردن اضافه با یعنͬ ندارد؛ Kr+١ زیرگراف و است یال تعداد بیشترین دارای که باشد؛ گرافͬ G کنید فرض

kr زیرگراف دارای G گراف دیͽر به�عبارت مͬ�شود. بخشͬ r + ١ کامل زیرگراف دارای G گراف یال ͷی

با: است برابر G گراف یال�های تعداد این�صورت در است.

|E(G)| = M(n, n− r − ٢) +
(
r − ٢

٢

)
+ (n− r + ٢)(r − ٢) < M(n, r)

است. برقرار حͺم بنابراین

باشند داشته وجود نفر دو نفر، سه هر بین که به�گونه�ای شوند دعوت مهمانͬ ͷی به مͬ�توانند نفر چند

باشند؟ غریبه هم با نفر سه همان بین از نفر ٢ و بشناسند را یͺدیͽر که

باشند. داشته حضور مهمانͬ این در مͬ�توانند نفر ۵ حداکثر مͬ�شویم متوجه کنͺاش کمͬ با

خط ͷی در تایͬ سه هیچ که مͬ�کشد صفحه ͷی روی نقطه ۶ شخصͬ بͽیرید. نظر در را زیر بازی اکنون

نیست آنها بین خطͬ که نقطه دو هر بین باید قرمز و آبͬ خودکارهای با بازیͺن به�عنوان نفر دو ندارند. قرار

را بازی این شما اگر باشد. کشیده رن ͷت مثلث ͷی بتواند که است برنده شخصͬ انتها در بͺشند. خطͬ

است. برنده نفر ͷی که مͬ�کنید مشاهده سرانجام دهید انجام دوستتان با

مͬ�کنیم. بیان کلͬ� به�طور جلوتر کمͬ را موضوع این

مستقل مجموعه�های گرافGدارای که داشت انتظار مͬ�توان باشد نداشته بزرگ های گرافGخوشه اگر

دو هر برای که داد نشان او شد. ثابت (١٩٣٠)٣ رمزی توسط نخستین�بار فوق مطلب درستͬ باشد. بزرگ

R(t, l) با گراف هر که به�طوری است موجود R(t, l) مثبت و صحیح عدد ͷی t, l مثبت و صحیح عدد

است. راسͬ l مستقل مجموعه ͷی یا رأسͬ t خوشه ͷی شامل رأس

با یالͬ رن�آمیزی دو ͷی در که است n طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین ،R(t, l) رمزی عدد [٢] .٩.٠.٢ تعریف

موجود رن�ͷت راسͬ l مستقل مجموعه ͷی یا رن�ͷت راسͬ t خوشه ͷی Kn گراف قرمز و آبͬ رن دو

نباشد.

: داریم t ≥ ٢, l ≥ ٢ صحیح عدد دو هر برای [۵] .١٠.٠.٢ قضیه

R(t, l) ≤ R(t− ١, l) +R(t, l − ١) (١.٢)

حالت دو باشد. G در دلخواه راسͬ v و راس R(t− ١, l) +R(t, l − ١) با G گراف کنید، فرض برهان.

بͽیرید: نظر در را
٣Ramsey
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باشد؛ مجاور غیر راس R(t, l − ١) حداقل با S مجموعه ͷی با v .١

باشد. مجاور راس R(t− ١, l) حداقل با T مجموعه ͷی با v .٢

غیر رئوس به�علاوه مجاور رئوس مجموعه زیرا مͬ�افتد؛ اتفاق (٢) حالت یا (١) حالت یا باشید داشته توجه

با: است برابر v با مجاور

R(t− ١, l) +R(t, l − ١)− ١ (٢.٢)

G[S∪{v}] نتیجه در است. راسͬ l−١ مستقل مجموعه ͷی و راسͬ t خوشه ͷی G[S]شامل اول حالت در

خوشه ͷی شامل G[T ] نیز دوم حالت در است. راسͬ l مستقل مجموعه ͷی و راسͬ t خوشه ͷی دارای

است. راسͬ l مستقل مجموعه ͷی و راسͬ t− ١

(١) حالت دو در پس است. راسͬ l مستقل مجموعه ͷی و راسͬ t خوشه ͷی شامل G[T ∪ {v}] بنابراین

برقرار (١.٢) رابطه نتیجه در است. الزامͬ راسͬ l مستقل مجموعه ͷی و راسͬ t خوشه ͷی وجود (٢) و

است.

است. کران�دار R(t, l) [٢] .١١.٠.٢ قضیه

t+ l = ۵ فرضکنیم؛ اگر ابتدا مͬ�کنیم. ثابت استقرا با را حͺم .R(t, l) ≤
(
t+l−٢
t−١

)
مͬ�دهیم نشان برهان.

است. برقرار حͺم صورت دو هر در که برعͺس، یا t = ٢, l = ٣ داریم،

ثابت t = m, l = n برای را حͺم است. برقرار t < m, l < n طبیعͬ عدد هر برای حͺم کنید، فرض حال

داریم: (١.٢) رابطه از استفاده با مͬ�کنیم.

R(m,n) ≤ R(m− ١, n) +R(m,n− ١) ≤
(
m+ n− ٣
m− ٢

)
+

(
m+ n− ٣
m− ١

)
=

(
m+ n− ٢
m− ١

)
.

ͷی با X از راس هر اگر بͽیرید. نظر در Y و X بخش�های با را ،P بخشͬ دو گراف [٢] .١٢.٠.٢ تعریف

است. برقرار Y به X از تطابق ͷی گوییم شود، متصل Y از راس ͷی به یال

Γ(Y ) ⊂ Y و A ⊂ X اگر بͽیرید. نظر در Y و X بخش�های با را ،P بخشͬ دو گراف .١٣.٠.٢ قضیه

است: زیر به�صورت Y به X از تطابق ͷی وجود برای کافͬ و لازم شرط باشد،

A ⊂ Γ(A)



٣ فصل

بزرگ کمر با گراف�های در یال�ها

مقدمه ١.٣

کمر را گراف ͷی در دور کوتاه�ترین طول . مͬ�پردازیم گراف�ها کمر برای کرانͬ بررسͬ به فصل، این در

کمر با راسͬ n گراف ͷی در یال�ها تعداد ماکزیمم اگر مͬ�دهیم. نمایش g(G) نماد با و گوییم گراف

را En(۴) = n٢/۴ تساوی توران قضیه از استفاده با این�صورت در دهیم، نشان En(k) نماد با را g ⩾ k

نیست. مشخص دقیقا En(k) مقدار g ⩾ ۵ برای داریم.

گرافͬ کرد، ثابت [٣ ،۴] بالاباس دارند. فراوانͬ تحقیقات مورد این در [٢١] ٢ ͷاس�چͬ�ون و [٨] السنر١

برای پیشرفته�تری نتایج است. En(k) برای n٢+١/(g−٢) بالای کران دارای یال، ٢n حداقل با راسͬ n

ͷی در ها یال تعداد ماکزیمم فصل این در است. دقیق مجانبͬ به�طور که دارد وجود n ͷکوچ مقادیر

En(k) = n− ١ رابطه ،n < k زمانͬ�که مͬ�دهیم. نمایش En(k) نماد با را راس n با g ≥ k کمر با گراف

است: واضح هم�چنین داریم. را

En(٣) = n(n− ٢/(١

به�طور En(k) مقادیر n > ۵ برای داریم. را En(k) = n٢/۴ تساوی توران[٢۵] قضیه از استفاده با و

نیست. دسترس در دقیق

g کمر با گراف یال�های تعداد حداکثر محاسبه ٢.٣

این یال�های تعداد مورد در دیͽری شرط هیچ بدون بͽیرید. نظر در را g کمر و راس n با G دلخواه گراف

گفت؟ مͬ�توان چه گراف
١Elsner
٢Schwenk



١١ G کمر با گراف یال�های تعداد حداکثر محاسبه .٢.٣

مͬ�پردازیم. g کمر و راس n با گراف ͷی در یال�ها تعداد ماکزیمم بررسͬ به بخش این در

با: است برابر G یال�های تعداد این�صورت در باشد، g > ۵ کمر با گرافͬ G اگر [٢٢] .١.٢.٣ قضیه

e ≤

{
٢n− g − ١ g < n < ٢g
(n٢ − ng + ٢g)/g ٢g ≤ n

مͬ�کنند. بیان را بالا قضیه اهمیت زیر قضیه دو

با: است برابر یال�ها تعداد ،g کمر و راس n با G گراف هر برای [۶] .٢.٢.٣ قضیه

e ≤


n− ١ باشد خت در G گراف
n g ≤ n ≤ g + ⌊(g − ٢/(٣⌋
n(n−١)

(٣g−۵)/٢ حالات سایر

بͽیرید. نظر در را g کمر و راس n با G گراف [۶] .٣.٢.٣ قضیه

با: است �Gبرابر یال�های تعداد این�صورت در

e ≤ n+ k[٢n−g(k+١)]
٢⌊(g−١)/۴⌋ به�طوریͺه k = ⌊(n− ⌊(g − ٢/(١⌋/g⌋

⌊(g − ٢/(١⌋ از بیشتر g کمر با گراف ͷی در مشخص راس ͷی از فاصله�شان که راس�ها از مجموعه�ای

تعدادی اجتماع که مͬ�شود گراف ͷی در زیرگراف�هایͬ ایجاد به منجر موضوع این بͽیرید. نظر در را نیست

کران دارای گراف، در درجه متوسط از تابعͬ از استفاده با مجموعه این مͬ�دهیم نشان است. درخت�ها از

مͬ�پردازیم. فوق موضوعات بررسͬ به بخش این در است. پایین

بͽیرید. نظر در g ≥ ۵ کمر و راس n با G گراف [٧] .۴.٢.٣ لم

d̄ = ٢e
n برابر G گراف در درجه متوسط که دارد وجود |N٢(v)| ≥ d̄٢ − d(v) با گراف این در v راس ͷی

است. برقرار �d(v) = |N١(v)| هم�چنین و

داریم. را |N٢(V )| < d̄٢ − d(v) رابطه ،v راس هر برای کنید خلف فرض برهان.

v راس هر برای نتیجه در است. برقرار ،g ≥ ۵ زمانͬ�که برای |N٢(v)| =
∑

w∈N١(v)
[d(w) − ١] تساوی

داریم:

|N٢(v)| =
∑

w∈N١(v)
[d(w)− ١] < d̄٢ − d(v)

داریم: لذا



١٢ بزرگ کمر با گراف�های در یال�ها .٣

∑
v

(∑
w∈N١(v)

[d(w)− ١]
)
<

∑
v[d̄

٢ − d(v)] = nd̄٢ − ٢e

به منجر این که نوشت.
∑

v d(v)[d(v)− ١] =
∑

v d
٢(v)− ٢e به�صورت مͬ�توان را تساوی چپ سمت

است. تناقض در زیر نابرابری با رابطه این طرفͬ از مͬ�شود؛
∑

v d
٢(v) < nd̄٢ نابرابری

(
∑

v di.٢(١ ⩽ (
∑

v di)
٢(
∑

v ٢(١ → (n
∑

v di
n )٢ = n٢d̄٢ ⩽

∑
v d

٢
i .n → nd̄٢ ⩽

∑
v d(v)

٢

است. برقرار حͺم نتیجه در

داریم: این��صورت در بͽیرید. نظر در را g ≥ ۵ کمر و یال e و راس n با G گراف [٧] .۵.٢.٣ قضیه

e ≤ n
√
n− ١/٢

فرضکنید است. برقرار n ≥ |N٠(v)|+ |N١(v)|+ |N٢(v)| رابطه ، v راس هر برای ،g ≥ ۵ چون برهان.

n ≥ ١+d(v)+ d̄٢−d(v) = ١+ d̄٢ داریم: پس کند. صدق ۴.٢.٣ لم در که باشد راسͬ v

است. برقرار e ≤ n
√
n− ١/٢ یا d̄ ≤

√
n− ١ نتیجه در

شرط در که دارد وجود v راس ͷی بͽیرید. نظر در را g ≥ ۵ کمر و راس n با G گراف [٧] .۶.٢.٣ لم

است). G گراف درجه متوسط d̄ ) مͬ�کند صدق |N٢(v)| ≥ d̄٢ − d̄

مͬ�کنیم. استفاده اثبات برای ۴.٢.٣ لم از ∑برهان.
v(d̄

٢ − d̄) = nd̄٢ − nd̄ = nd̄٢ − ٢e =
∑

v[d̄
٢ − d(v)] ≤

∑
v |N٢(v)|

است. برقرار حͺم نتیجه در

که دارد وجود G دلخواه گراف vدر راس است. ۵.٢.٣ قضیه مشابه گرفت، مͬ�توان ۶.٢.٣ لم از که نتیجه�ای

گراف�های در d(v) دقیق مقدار چون اما مͬ�کند. صدق e ≤ n(١/٢ +
√

n− d(v)− ٣/۴)/٢ رابطه در

از نتیجه بهترین به�عنوان را e ≤ n(١/٢ +
√

n− δ − ٣/۴)/٢ رابطه مͬ�توان است، متفاوت مختلف،

برای دیͽر به�صورتͬ ۶.٢.٣ لم از دیͽر به�عبارت گرفت. نظر δدر >
√
n− ١ زمانͬ�که برای ۵.٢.٣ قضیه

مͬ�کنیم. استفاده یال�ها تعداد برای بهتری بالای کران آوردن به�دست

هر برای که دارد وجود v راس ͷی t = ⌊(g − ٢/(١⌋ ≥ ٢ که g کمر با G گراف هر برای [٧] .٧.٢.٣ لم

. |Ni(v)| ≥ d̄(d̄− ١)(δ − ١)i−٢ داریم: ٢ ≤ i ≤ t

i = ٢ هر برای حͺم این�صوت در کند. صدق ۶.٢.٣ لم در که باشد دلخواه راسͬ v کنید فرض برهان.

است. برقرار



١٣ G کمر با گراف یال�های تعداد حداکثر محاسبه .٢.٣

این�صورت غیر در ندارند. Ni+١(v) در مشترک همسایه Ni(v) در راسͬ دو هیچ ، ٢ ≤ i ≤ t − ١ اگر

همسایه δ−١ حداقل Ni(v) در راس هر چون هم�چنین مͬ�گیرد. شͺل ٢(i+١) ≤ ٢t < g طول به دوری

است. برقرار حͺم نتیجه در دارد، Ni+١(v) در

برقرار آن برای t = ⌊(g−١)/٢⌋ ≥ ٢ رابطه و است g کمر دارای که Gگراف هر برای [٧] .٨.٢.٣ قضیه

داریم: است،

e ≤ n

(
١/٢+

√
n−δ−١

s
+١/۴

)
٢ به�طوری�که s =

{
t− ١ δ ≤ ٢
(δ−١)t−١−١

δ−٢ δ ≥ ٣

کند صدق ٧.٢.٣ لم در v زمانͬ�که و است برقرار n ≥
∑t

i=٠ |Ni(v)| به�وضوح v راس هر برای برهان.

: داریم

n ≥ ١ + d(v) + d̄(d̄− ١)
∑t−٢

i=٠(δ − ١)

با برابر مجموع این نتیجه در δ ≥ ٣ اگر و t − ١ با برابر را
∑t−٢

i=٠(δ − ١) مجموع ،δ = ٢ اگر حال

داریم: را زیر رابطه δ ≥ ٢ برای پس مͬ�نامیم. s را مجموع است. [(δ − ١)t−١ − ١]/(δ − ٢)

n ≥ ١ + d(v) + d̄(d̄− ١)s ≥ ١ + δ + d̄(d̄− ١)s

داریم: نتیجه در مͬ�آید. به�دست d̄ ≤ ١/٢ +
√

n−δ−١
s + ١/۴ رابطه قبل عبارت کردن ساده با

e ≤
n

(
١/٢+

√
n−δ−١

s
+١/۴

)
٢

به�دست δ′ ≥ ٢ با G′ جدید گراف ،ͷی و صفر درجه از راس�های متوالͬ حذف با ،δ ≤ ١ کنید فرض حال
n′
(

١/٢+
√

n′−δ′−١
s′ +١/۴

)
٢ با برابر حداکثر مͬ�دهیم، نشان e′ با که را گراف این یال�های تعداد که مͬ�آید،

داریم: نتیجه در ، n′ − δ′ − ١ ≤ n− ٢ چون پس است. s′ ≥ s = t− ١ آن در که است،

e′ ≤
n′
(

١/٢+
√

n−٢
t−١ +١/۴

)
٢ =

n
(

١/٢+
√

n−٢
t−١ +١/۴

)
٢ − (n− n′)

(
١/٢+

√
n−٢
t−١ +١/۴

)
٢

داریم: درنتیجه ،١/٢ +
√

n−٢
t−١ + ١/۴ > ٢ مͬ�دانیم چون حال

e′ ≤
n
(

١/٢+
√

n−٢
t−١ +١/۴

)
٢ − (n− n′)

است. برقرار حͺم نتیجه در ،e′ ≥ e− (n− n′) این�که به توجه با لذا



١۴ بزرگ کمر با گراف�های در یال�ها .٣

k = ⌊e/p⌋ و t = ⌊(g − ٢/(١⌋ ≥ ٢ که باشد g کمر با رأسͬ n گرافͬ G کنید فرض [٧] .٩.٢.٣ لم

داریم: این�صورت در است. برقرار

e ≤
n

(
١/٢ +

√
n−k−١

R + ١/۴
)

٢ به�طوری�که R =


t− ١ k ≤ ١

(k)t−١−١
k−١ k ≥ ٢

مͬ�کند: ایجاب ٨.٢.٣ قضیه پس است. برقرار δ > k = ⌊e/p⌋ کنید فرض ابتدا برهان.

e ≤
n

(
١/٢+

√
n−δ−١

S
+١/۴

)
٢ ≤

n

(
١/٢+

√
n−k−١

R
+١/۴

)
٢ به�طوری�که S =

{
t− ١ δ ≤ ٢
(δ−١)t−١−١

δ−٢ δ ≥ ٣

است. برقرار حͺم δ > k ، S ≥ R چون

باشد راس�ها تعداد کمترین با گرافͬ G و δ ≤ k کنید خلف فرض باشد، برقرار δ > k ، S ≤ R اگر حال

ندارد. وجود گرافͬ چنین دهیم نشان باید . است یال e >
n

(
١/٢+

√
n−δ−١

S
+١/۴

)
٢ دارای که

راس n′ = n− ١ دارای G′ پس آید. به�دست δ درجه از راس ͷی حذف با که باشد گرافͬ G′ کنید فرض

به این�صورت غیر در ،e′ ≥ kn′ داریم هم�چنین است. δ′ ≥ δ با برابر G′ درجه مینیمم و یال e′ = e− δ و

است. تناقض در δ ≤ k با که مͬ�رسیم. e− δ = e′ < kn′ = kn− k ≤ e− k رابطه

کمتری رئوس دارای و بود مینیمال که G به نسبت G′ چون است. برقرار k′ = ⌊e′/n′⌋ ≥ k ≥ δ بنابراین

است: برقرار زیر رابطه نتیجه در و است برقرار G′ برای قضیه حͺم نتیجه در است،

e′ ≤
n′
(

١/٢+
√

n′−k′−١
R′ +١/۴

)
٢

داریم: آن در که

R′ =

{
t− ١ k′ ≤ ١
k′t−١−١
k′−١ k′ ≥ ٢

مͬ�کند: ایجاب که است، برقرار R′ ≥ R بنابراین k′ ≥ k چون

n

(
١/٢ +

√
n−k−٢

R + ١/۴
)

٢ < e

≤δ +

n

(
١/٢ +

√
n−k′−٣

R′ + ١/۴
)

٢ −

(
١/٢ +

√
n′−k′−١

R′ + ١/۴
)

٢

<δ +

n

(
١/٢ +

√
n−k−٣

R + ١/۴
)

٢ −

(
١/٢ +

√
n′−k′−١

R′ + ١/۴
)

٢



١۵ G کمر با گراف یال�های تعداد حداکثر محاسبه .٢.٣

داریم: چون )اکنون
١/٢ +

√
n′−k′−١

R′ + ١/۴
)

< ٢δ

است. تناقض ͷی که داریم، را e′/n′ < δ ≤ k نتیجه در

برقرار G برای t = ⌊g−١
٢ ⌋ ≥ ٢ رابطه که باشد، g کمر با راسͬ n گرافͬ G کنید فرض [٧] .١٠.٢.٣ قضیه

: مͬ�کنیم تعریف است.

m = max{١, (n− ٢t+١ + ٨)/۴}

e ≤ nm١/t + n− ١ داریم: این�صورت در

که است، برقرار e ≤ nm١/t + n − ١ = n
√

n/۴ + n − ١ پس ، m = n/۴ > ١, t = ٢ اگر برهان.

داریم را e ≤ ٢n− ١ رابطه ،k = ⌊e/n⌋ < ٢ دهیم قرار اگر مͬ�شود. نتیجه ۵.٢.٣ قضیه از قبل نابرابری

t ≥ ٣ کنید فرض حال است. برقرار e ≤ ٢n − ١ ≤ nm١/t + n − ١ رابطه بنابراین ، m ≥ ١ چون و

٢k − ١/٢ ≤ ٢e/n − ١/٢ ≤
√

n−k−٢
R + ١/۴ رابطه ، ٩.٢.٣ لم از استفاده با پس . ⌊e/n⌋ ≥ ٢ و

و مͬ�رسانیم دو توان به را نابرابری طرفین حال مͬ�آوریم. به�دست را R = kt−١−١
k−١ رابطه که است. برقرار

مͬ�آوریم: به�دست

(۴k٢ − ٢k)
(
kt−١
k−١

)
+ k + ٢ ≤ n

پس است. n برای پایینͬ کران که نوشت، ۴kt+٢k
(
kt−١−١
k−١

)
−٣k+٢ صورت به مͬ�توان را چپ طرف

،k = ⌊e/n⌋ ≥ e−(n−١)
n چون لذا است. برقرار k ≤ (n − ٢t+١ + ٨)/۴١/t یا n ≥ ۴kt + ٢t+١ − ٨

است. برقرار قضیه حͺم نتیجه در

باشد. برقرار k ≤ ١ یا t = ٢ باید یا پس n < ۴kt +٢t+١ −٨ اگر که مͬ�دهد نشان ١٠.٢.٣ قضیه اثبات

است.
(
n+١

۴

)١/٢
≤ k = ⌊e/n⌋ ≤ e/n رابطه با معادل این که n < ۴k٢ که مͬ�کند ایجاب قبل نابرابری

مͬ�دهد نشان و است تناقض ͷی که داریم. را e ≥ n
(
n+١

۴

)١/٢
، ۵.٢.٣ قضیه از استفاده با بنابراین

است. e ≤ ٢n− ١ نتیجه در که k ≤ ١

در . k = ⌊e/n⌋ ≥ ٢ دهید قرار بͽیرید. نظر در را g ≥ ۵ کمر و راس n با G گراف [٧]: نتیجه

داریم: این�صورت

g ≤ ٢ + ٢logk
(
n
۴
)
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k = ⌊e/n⌋ ≥ ٢ نابرابری�های که .n ≥ ۴kt+٢t+١ −٨ دهیم قرار باید قبل توضیحات به توجه با برهان.

را t ≤ logk(n/۴) رابطه که است. برقرار kt ≤
(
n−٢t+٨+١

۴

)
≤ n/۴ بنابراین مͬ�شوند، نتیجه t ≥ ٢ و

است. برقرار حͺم نتیجه در t ≥ g−٢
٢ چون مͬ�کند. ایجاب



۴ فصل

بحرانͬ گراف�های رن��آمیزی

مقدمه ١.۴

تعداد مورد در ١ سیمونوویتز نتایج بیان به بحرانͬ، گراف�های ساختار توصیف ضمن فصل، این در

در مͬ�توان را فصل این نتایج مͬ�پردازیم. گراف در مشخص اندازه با زیرگراف ͷی با یͺریخت کپͬ�های

را کند، صدق بزرگ های n برای ١ ⩽ q < cn رابطه در که را c مثبت ثابت ͷی کرد. بیان مثال ͷی قالب

حداقل شامل یال، ⌊n٢/۴⌋+ q با راسͬ n گراف هر این�صورت در بͽیرید. نظر در

است. پنج طول به دورهای از کپͬ ⌊n/٢⌋ (n/٢ − ١) (⌊n/٢ − ٢⌋)

این ٢ رادمایͺر است. مثلث ͷی شامل یال، ⌊n٢/۴⌋+ ١ با راسͬ n گراف هر کرد، اثبات [١٧] منتل

مثلث ⌊n/٢⌋ حداقل شامل فوق ویژگͬ با گراف هر کرد اثبات او کرد. بیان دیͽر به�گونه�ای را موضوع

در باشد، q < cn اگر c ثابت اعداد بعضͬ برای که کرد اثبات [١٣ ،٣[٩ اردوش مشابه، به�طور است.

مثلث q⌊n/٢⌋ دارای حداقل گراف این مͬ�گیریم نتیجه باشد، یال ⌊n٢/۴⌋+ q دارای گرف اگر این�صورت

آن�ها است. برقرار c = ١/٢ برای اردوش نتایج کردند، اثبات [١۶] سیمونوویتز و لواژ بعدتر کمͬ است.

کردند. بیان کامل گراف�های برای را مشابهͬ نتایج هم�چنین

مͬ�کنیم. بیان بحرانͬ گراف�های ͬͽرن کلاس�های برای را سیمونوویتز و لواژ اردوش، نتایج فصل این در

مͬ�یابیم، دست آن به فصل این در که جدیدی نتیجه مͬ�گیریم. ͷکم حذفͬ لم از خود نتایج بیان برای

است. حذفͬ لم از استفاده با ابرگراف�ها و گراف�ها در زیرساختارها دقیق تقریبا شمارش

f دارای F که بͽیرید، نظر در را H,F گراف�های مͬ�کنیم. بیان یال�های�شان مجموعه با را گراف�ها اغلب

یͺریخت گرافͬ زیر که است، H از یالͬ |E| و راسͬ f زیرمجموعه ͷی H در F از کپͬ ͷی است. راس
١Simonovits
٢Rademacher
٣Erdos
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کپͬ�های تعداد پس باشد، F خودریختͬ�های تعداد نماد Aut(F ) اگر دیͽر، به�عبارت مͬ�دهد. شͺل F با

این با است. Aut(F ) بر تقسیم V (H) به V (f) از یال حافظ ͷی به ͷی توابع تعداد با برابر H در F

مͬ�کنیم. شروع را بحرانͬ گراف�های رن�آمیزی فصل دیدگاه

بحرانͬ گراف یال�های ٢.۴

را مͬ�شود گراف ͬͽرن عدد کاهش به منجر آن حذف که است، یالͬ شامل که گرافͬ [١٨] .١.٢.۴ تعریف

و باشد r + ١ گراف این ͬͽرن عدد هرگاه گوییم، بحرانͬ r را F گراف هم�چنین مͬ�نامیم. بحرانͬ گراف

شود. r به ͬͽرن عدد کاهش به منجر آن حذف که باشد یالͬ شامل

که یال�هاست، تعداد ماکزیمم و بخش r با راسͬ n گرافͬ ، Tr(n) توران گراف [١٨] .٢.٢.۴ تعریف

tr(n) = |Tr(n)| =
∑

١≤i<j≤r⌊
n+i−١

r ⌋⌊n+j−١
r ⌋ داریم: است. ⌈nr ⌉ یا ⌊nr ⌋ بخش هر اندازه

تعداد مینیمم را c(n, F ) بͽیرید. نظر در را F بحرانͬ r گراف و r > ٠ ثابت عدد [١٨] .٣.٢.۴ تعریف

مͬ�نامیم. یال ͷی کردن اضافه با Tr(n) گراف در F کپͬ�های

را ex(n, F ) ≥ tr(n) نتیجه در نیست. F بحرانͬ r گراف شامل توران گراف این لذا ،χ(Tr(n)) = r چون

به�عبارت است. برقرار تساوی حالت باشد، بزرگ کافͬ به�اندازه n اگر که کرد اثبات [٢۴] سیمونوویتز داریم.

از استفاده با را نتایج این ما است. F از کپͬ ͷی حداقل شامل یال tr(n) + ١ با راسͬ n گراف هر دیͽر

است، یال�هایͬ ͷت با برابر توران گراف در کپͬ�ها تعداد حقیقت، در کنیم. مͬ بیان کپͬ�ها تعداد محاسبه

مͬ�کنیم. اضافه آن به که

است، راسͬ n گراف ͷی H کنید فرض هم�چنین باشد. راسͬ f گرافͬ F کنید فرض [٢۴] .۴.٢.۴ قضیه

حذف با که دارد وجود o(n٢) اندازه با H یال�های از مجموعه�ای پس دارد. F از کپͬ o(nf ) حداقل که

. n → ∞ که مͬ�شود تشͺیل F از کپͬ هیچ بدون گراف ͷی H گراف از آن�ها

است. معروف حذفͬ قضیه به بالا قضیه

بͽیرید. نظر در را بزرگ کافͬ به�اندازه n و r ≥ ٠ ثابت عدد [١٨] .۵.٢.۴ لم

اگر برقرارند. n١ + n٢ + ...+ nr = n و s < n کنید فرض

∑
١≤i<j≤r ninj ≥ tr(n)− s

⌊nr ⌋ − s ≤ ni ≤ ⌈nr ⌉+ s داریم: iها تمام برای آنͽاه
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است، ماکزیمم زمانͬ
∑

١≤i<l≤r ninj به�وضوح است. برقرار tr(n)تعریف طبق s = ٠ برای حͺم برهان.

استقرا با را نقیضحͺم عͺس و s ≥ ١ کنیم فرض بنابراین . |ni−nj | < ١ باشیم داشته iها تمام برای که

مͬ�کنیم. اثبات s روی

: کنیم ثابت باید حال باشد. برقرار ni < ⌊nr ⌋ − s یا ni > ⌈nr ⌉+ s ها، i بعضͬ برای کنیم ∑فرض
١≤i<j≤r ninj < tr(n)− s

عمل قبل حالت مشابه nr < ⌊nr ⌋ − s مورد (در n١ > ⌊nr ⌉ + s که n١ ≥ n٢ ≥ ... ≥ nr کنیم ∑فرض
n′
i = n نتیجه در . n′

i = ni و n′
١ = n١ − ١, n′

r = nr + ١ مͬ�کنیم ١تعریف < i < r برای مͬ�کنیم)

داریم: استقرا فرض از استفاده با است. برقرار n′
i > ⌊nr ⌋+ (s− ١) نابرابری ها i بعضͬ برای هم�چنین ∑و

١≤i<j≤r n
′
in

′
j < tr(n)− (s− ١)

نتیجه: در داریم. را nr ≤ ⌊nr ⌋ و n١ ≥ ⌊nr ⌋+ s+ ١ استقرا حͺم مرحله ∑در
١≤i<j≤r

ninj =
∑

١≤i<j≤r

n′
in

′
j + ⌊n

r
⌋ −

(
⌊n
r
⌋+ s

)
=

∑
١≤i<j≤r

n′
in

′
j − s

< tr(n)− (s− ١)− s ≤ tr(n)− s

است. تمام اثبات لذا

بحرانͬ گراف�های رن�آمیزی ٣.۴

مثبت و ثابت اعداد بͽیرید. نظر در را راس f با F بحرانͬ r گراف و r ≥ ٢ ثابت عدد [١٨] .١.٣.۴ لم

داریم: باشد، بزرگ کافͬ به�اندازه n اگر که دارند وجود βF , αF

|c(n, F )− αFn
f−٢| < βFn

f−٣

. (αF )n
f−٢ < c(n, F ) < ٢αFn

f−٢ داریم خاص حالت در که

n بر r که مͬ��کنیم ثابت حالتͬ برای را حͺم باشد. برقرار حالت این برای نتیجه و r|n کنیم فرض برهان.

به راس ͷی حداکثر مͬ�توان بنابراین دارد. ⌈nr ⌉ و ⌊nr ⌋ اندازه با بخش�هایͬ Tr(n) گراف نباشد. تقسیم�پذیر

تمام به جدید راس�های از یال ͷی هم�چنین شوند. ⌈nr ⌉ اندازه از بخش�ها همه که کرد، اضافه بخش r − ١

مͬ�کنیم. اضافه دارد، قرار آن در جدید راس ͷی که بخشͬ از مجزا بخش�های
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داریم: بنابراین .r|n′ که مͬ�آید، به�وجود راس n < n′ < n+ r با T ′
r(n) گراف نتیجه در

c(n, F ) ≤ c(n′, F ) ≤ c(n+ r, F ) < αF (n+ r)f−٢ + βF (n+ r)f−٣

< αFn
f−٢ + (frαF + ٢βF )nf−٣

است. برقرار β′
F = frαF + ٢βF , αF با قضیه نتیجه در

H گراف کنید، فرض مͬ�کنیم. استفاده c(n, F ) تعریف از مستقیم طور به پایین، کران اثبات برای حال

خوب یال ͷی را uv ∈ F یال ͷی آید. به�دست اول بخش به xy یال ͷی کردن اضافه با Tr(n) از

که باشد، F − uv از سره رن�آمیزی r ͷی χuv کنید، فرض باشد. برقرار χ(F − uv) = r اگر نامیم،

.χuv(u) = χuv(v) = ١

کنید فرض . χ(F ) > r چون یͺسانند، رن�های دارای v, u راس�های F − uv از سره رن�آمیزی r هر در

مͬ�گیرند. رن i که باشد، v, u به�جز F راس�های تعداد χi
uv

مͬ�آید به�دست xy به F از uv خوب یال ͷی نͽاشت با مͬ�کند، حفظ H به F از را ͬͺی به ͷی که یال ͷی

نͽاشت H بخش همان به F در مجاوری راس دو هیچ که به�گونه�ای مͬ�شود، نͽاشت H به F رئوس باقͬ و

مͬ�شود. رن�آمیزی ،رن χuv با نͽاشت این که نشود.

مͬ�شوند، رن�آمیزی ،رن i با که راس�هایͬ که است، راه�هایͬ تعداد با برابر ،رن χuv با نͽاشت�ها تعداد

نͽاشت x, y به نمͬ�توانند مͬ�شوند، نͽاشت اول بخش به که راس�هایͬ شوند. نͽاشت بخش i به مͬ�توانند

دارد. وجود x, y به u, v نͽاشت برای راه دو و شده�اند نͽاشت راس دو این به u, v چون شوند،

c(n, F ) = ١
Aut(F )

∑
uv isgood

∑
χuv

٢(n/r − ٢)χ١
uv

∏r
i=٢(n/r)

i
χuv

داریم: نتیجه در

به�دست مثبت ضرایب با χ١
uv +

∑r
i=١ χi

uv = f − ٢ درجه از جمله�ای چند ͷی ، فوق عبارت بسط با

است. مثبت ضرایب زیادی تعداد با f − ٢ درجه از چندجمله�ای ͷی c(n, F ) نتیجه در مͬ�آوریم.

n به و ثابت c(n, F ) ضرایب و است بزرگ کافͬ به�اندازه n چون باشند. ضرایب این αF کنید فرض

داد. نشان وابسته�اند، F به فقط که مثبت های βF بعضͬ برای βFnf−٣ با را کران ادامه مͬ�توان وابسته�اند،

است. برقرار حͺم نتیجه در

تعداد را c(n١, n٢, ..., nr, F ) بͽیرید. نظر در را n١ + n٢ + ...+ nr صحیح اعداد [١٨] .٢.٣.۴ تعریف

به یال ͷی کردن اضافه با که گوییم، n١, n٢, ..., nr اندازه با بخش�هایͬ با بخشͬ r گراف در F کپͬ�های

مͬ�آید. به�دست n١ اندازه با بخشͬ

باشیم: داشته و n١ + n٢ + ...+ nr = n اگر باشد. بحرانͬ r گراف ͷی F کنید فرض [١٨] .٣.٣.۴ لم

⌊nr ⌋ − s ≤ ni ≤ ⌈nr ⌉+ s
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است. برقرار بزرگ کافͬ به�اندازه n برای زیر رابطه که دارد، وجود γF مثبت ثابت ͷی

c(n١, n٢, ..., nr) ≥ c(n, F )− γF sn
f−٣

گرافͬ را H گراف . s ≥ ١ کنید فرض لذا است. برقرار c(n, F تعریف( براساس نتیجه s = ٠ اگر برهان.

بخشͬ به xy یال ͷی کردن اضافه با n١, n٢, ..., nr بخش�های با کامل بخشͬ r گراف از که بͽیرید، نظر در

٢s + ١ ≤ ٣s حداکثر مͬ�توانیم داریم، را |n١ − nr| ≤ ٢s + ١ رابطه چون مͬ�آید. به�دست n١ اندازه با

در که مͬ�نامیم، H ′ را حاصل گراف کنیم. حذف است، nr اندازه از که H بخش هر از ( x, y (به�جز راس

s < n/٣r و است بزرگ کافͬ به�اندازه n چون مͬ�کند. صدق n′ ≥ n−٣rs با H ′ − xy ∼= Tr(n
′) رابطه

داریم: لذا است، برقرار

(n− ٣rs)f−٢ ≥ nf−٢ −
f−٣∑
i=٠

(
f − ٢

i

)
ni(٣rs)f−٢−i

= nf−٢ −
f−٣∑
i=٠

(
f − ٢

i

)
(٣rs)f−٢−ssnisf−٣−i

> nf−٢ − ٣rsnf−٣
f−٣∑
i=٠

(
f − ٢

i

)
> nf−٢ − ٢frsnf−٣

داریم: ١.٣.۴ لم از استفاده با .γF = αF٢fr + ٢βF مͬ�دهیم قرار

c(n١, n٢, ..., nr, F ) ≥ c(n− ٣rs, F )

> αF (n− ٣rs)f−٢ − βF (n− ٣rs)f − ٣

> αFn
f−٢ + βFn

f−٣ − γF sn
f−٣

> c(n, F )− γF sn
f−٣

است. کامل اثبات و

گراف ͷی H کنید، فرض هم�چنین باشد. بحرانͬ r گراف ͷی F و r ≥ ٢ کنید فرض [٢۴] .۴.٣.۴ قضیه

r Hبه رئوس مجموعه از افراز ͷی نیست. F کپͬ هیچ شامل که باشد، یال tr(n) − o(n٢) و راس f با

از H گراف دیͽر، به�عبارت دارد. وجود است، o(n٢) برابر حداکثر بخش ͷی در یال�های تعداد که بخش

مͬ�آید. بدست o(n٢) اندازه با یال�ها از مجموعه ͷی کردن حذف یا اضافه با Tr(n)
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دارد، وجود δ = δn > ٠ بͽیرید. نظر در Fرا بحرانͬ r گراف و r > ٢ کنید فرض [١٨] .۵.٣.۴ قضیه

یال tr(n) + q با راسͬ n گراف هر این�صورت در ، ١ ≤ q < δn و باشد بزرگ کافͬ به�اندازه n اگر که

است. F از کپͬ qc(n, F ) شامل حداقل

بͽیرید. درنظر را هستند، زیر ترتیب دارای که را δi, ϵi, ϵ ثابت اعداد برهان.

١/n ≪ δ١ ≪ δ٢ ≪ δ٣ ≪ δ۴ ≪ ϵ۴ ≪ ϵ٣ ≪ ϵ٢ ≪ ϵ١ ≪ ϵ ≪ ١

به�دست ٣.٣.۴ لم از (γF ) و ١.٣.۴ لم از αF که داریم. را ϵ < αF

۴(γF+٢f٢
)
نابرابری کنید فرض هم�چنین

است. F به وابسته مثبت ثابت ͷی ϵ۴ کنید توجه بͽیرید. نظر در بزرگ کافͬ به�اندازه را n چنین هم �مͬ�آید.

tr(n) + q با راسͬ n گرافͬ H اگر حال .١ ≤ q < δn کنید فرض هم�چنین و δ = ϵ۴/۴αF مͬ�دهیم قرار

با ،∗F ≥ nf−١/٢ کنیم فرض اگر مͬ�بریم. به�کار H در F کپͬ�های تعداد برای را ∗F نماد باشد. یال

نتیجه در مͬ�آوریم. به�دست را q < (ϵ۴/۴αF )n و c(n, F ) < ٢αFn
f−٢ روابط ١.٣.۴ لم از استفاده

داریم:

qc(n, F ) < (ϵ۴/۴αF )n(٢αFn
f−٢) < ∗F

است. برقرار حͺم حالت این در پس

با است، بزرگ کافͬ به�اندازه n چون این�صورت در .∗F < nf−١/٢ = (١/n١/٢)nf کنید فرض حال

H ′ را حاصل گراف کرد. حذف H از یال δ١n٢ حداکثر اندازه با مجموعه ͷی مͬ�توان حذفͬ لم از استفاده

ندارد. F از کپͬ هیچ که مͬ�نامیم،

از افراز ͷی که مͬ�گیریم نتیجه ،۴.٣.۴ قضیه از استفاده با داریم. را |H ′| > tr(n)− δ١n٢ نابرابری بنابراین

ͷی حال است. δ٢n٢ حداکثر دارند، قرار بخش ͷی در کاملا که یال�ها تعداد که دارد وجود بخش r به H ′

یال�ها از تعدادی که است، ماکزیمم e(V١, V٢, ..., Vr) که دارد وجود V١, V٢, ..., Vr بخش r به H از افراز

محاسبه�ای با و است برقرار e(V١, V٢, ..., Vr) ≥ tr(n)− δ٢n٢ رابطه مͬ�دانیم مشترکند. بخش دو بین در

یال�هایͬ مجموعه� B کنید فرض دارد. ni = n/r ± δ٣n با برابر اندازه�ای Vi هر کنیم مͬ مشاهده ساده

بخش دو بین که باشد H از یال�هایͬ مجموعه G هم�چنین و دارند قرار بخش ͷی در کاملا که باشد H از

که بخش دو بین مشترک یال�های مجموعه� M کنید فرض حال . G = H − B داریم بنابراین مشترک�اند.

داریم: و دارد یال tr(n) حداکثر که است بخش r به افراز ͷی G ∪M پس باشد. نیستند، H از یالͬ

tr(n) + q − |B|+ |M | = |(H −B) ∪M | = |G ∪M | = |G|+ |M | ≤ tr(n)
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s > ٠ بعضͬ برای مͬ�توان لذا داریم. را |H| = |G|+ |B| هم�چنین و q + |M | ≤ |B| ≤ δ٢n٢ نتیجه در

تعداد F (e) کنید فرض ، e ∈ B یال ͷی برای کرد. فرض را |B| = q + s و |G| = tr(n) − s روابط

: داریم e ∈ B هر برای و G ≊ Tr(n) پس s = ٠ اگر باشد. است، B از e یال شامل H در F کپͬ�های

F (e) ≥ c(n, F )

. s ≥ ١ مͬ�کنیم فرض بنابراین است. برقرار ∗F ≥ |B|c(n, F ) = qc(n, F ) رابطه به�وضوح نتیجه در

مͬ�کنیم: تعریف آن در که بͽیرید نظر در را B = B١ ∪B٢ افراز

B١ = {e ∈ B : F (e) > (١ − ϵ)c(n, F )} (١.۴)

دارد. B از یال ͷی دقیقا که است G ∪M ∪B = H ∪M در F از کپͬ ͷی F از کپͬ یͷپتانسیل

داریم: این�صورت در بͽیرید. نظر در را (١.۴) رابطه و B = B١ ∪B٢ افراز [١٨] ادعا:

|B١| ⩾ (١ − ϵ)|B|

کنید فرض کلیت از کاستن بدون بͽیرید. نظر در را e ∈ B٢ یال و |B٢| ⩾ ϵ|B| کنید خلف فرض برهان.

با: است برابر e یال شامل F کپͬ�های پتانسیل تعداد ،٣.٣.۴ لم از استفاده با . e ∈ V١

c(n١.n٢, ..., nr, F ) ⩾ c(n, F )− γF (δ٣n)n
f−٣ ⩾ c(n, F )− γF δ٣n

f−٢ ⩾ (١ − δ۴)c(n, F )

این�صورت غیر در هستند. M از یال جفت ͷی دارای F کپͬ�های پتانسیل این از (ϵ/٢)c(n, F ) حداقل

داریم:

F (e) > c(n١, n٢, ..., nr, F )− (ϵ/٢)c(n, F ) > (١ − δ۴ − ϵ/٢)c(n, F ) > (١ − ϵ)c(n, F )

است. B٢ تعریف با متناقض بالا نابرابری که

هیچ که هستند M از یال جفت ͷی شامل کپͬ�ها پتانسیل از (ϵ/۴)c(n, F ) حداقل کنید فرض بنابراین

راه�های تعداد با برابر حداکثر مͬ�شود شمارش M از یال جفت ͷی که دفعاتͬ تعداد ندارند. e با اشتراکͬ

رئوس از استفاده با که یال�ها جفت از |F | < f٢ پس است، F کپͬ�های پتانسیل از راس f − ۴ انتخاب

٢f٢
nf−۴ حداکثر مͬ�کنیم. انتخاب را مͬ�دهند، تشͺیل F با یͺریخت گراف ͷی گیرند، مͬ شͺل انتخابͬ

دارد. وجود این�کار برای طریق

است. تناقض ͷی که داریم را ϵαF

٨٢f٢ n
٢ = (ϵ/٨)αFnf−٢

٢f٢
nf−۴

< (ϵ/۴)c(n,F )

٢f٢
nf−۴

⩽ |M | < δ٢n٢ رابطه بنابراین

که هستند M از یال جفت ͷی شامل F کپͬ�های پتانسیل از (ϵ/۴)c(n, F ) حداقل مͬ�کنیم فرض بنابراین

راس مͬ�گیریم، نتیجه مͬ�شوند. شمرده بار ٢f٢
nf−٣ حداکثر یال جفت هر هستند. e یال با اشتراک دارای
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آن برای dM (x) ⩾ (ϵ/٨)c(n,F )

٢f٢
nf−٣

> (ϵ/٨)(αF /٢)nf−٢

٢f٢
nf−٣

= ϵαF

١۶٢f٢ > ϵ١n رابطه به�طوری�که دارد وجود x ∈ e

A = {v ∈ V (H) : dM (v) > ϵ١n} کنید: فرض حال است. برقرار

: نتیجه در دارد. A در راس ͷی e ∈ B٢ هر

٢
∑

v∈A dB٢(v) ⩾ ٢|B٢| ⩾ ٢ϵ|B| > ٢ϵ|M | ⩾ ϵ
∑

v∈A dM (v) > ϵ|A|ϵ١n

بدون است. برقرار آن برای dB٢(u) ⩾ (ϵϵ١/٢)n > ϵ٢n رابطه که دارد وجود u ∈ A راس ͷی هم�چنین و

زیرا دارد، Vi در همسایه ϵ٢n حداقل u کرد، فرض مͬ�توان هم�چنین . u ∈ V١ کنید فرض کلیت از کاستن

i = ١,٢..., r هر برای مͬ�یابد. افزایش e(V١, V٢, ..., Vr) یال�های Vi به u انتقال با این�صورت غیر در

اضافه با را V ′
١ مجموعه ،i = ١ برای باشد. Vi در u راس همسایه ⌈ϵ٢n⌉ از مجموعه�ای V ′

i کنید فرض

بͽیرید. نظر در را v ∈ V ′
١ − {u} راس . n′

i = |V ′
i | کنید فرض مͬ�کنیم. بزرگ u راس کردن

برابر حداقل e = uv یال به�همراه K(V ′
١, V

′
٢, ..., V

′
r ) بخشͬ r کامل گراف در F کپͬ�های تعداد نتیجه در

با: است

c(r⌈ϵ٢n⌉, F ) > αF (rϵ٢n)f−٢ − βF (r⌈ϵ٢n⌉)f−٣ > ϵ٣n
f−٢

مͬ�گیریم. نظر در v ∈ V ′
١ با e = uv ∈ B٢ تمام برای را بالا نابرابری

حداقل نتیجه در داریم، را c(n, F ) < ٢αFn
f−٢ و δ = ϵ۴/۴αF چون

(|V ′
١| − ١)ϵ٣n

f−٢ ⩾ (ϵ٢n)ϵ٣n
f−٢ > ϵ۴nf−١ = ۴δαFn

f−١ > ۴qαFn
f−٢ > ٢qc(n, F )

داشته M از یال جفت ͷی باید کپͬ�ها پتانسیل این نصف حداقل هستند. u شامل F کپͬ�های پتانسیل از

است. برقرار ادعا غیراین�صورت در زیرا باشند،

است. مجاور K(V ′
١, V

′
٢, ..., V

′
r ) رئوس تمام با u چون باشند، u راس شامل تواند نمͬ M از جفت این

داریم: بنابراین مͬ�شود. شمرده بار ٢f٢
nf−٣ حداکثر M از یال جفت هر

ϵ۴
٢f١+٢n٢

= ϵ۴nf−١

٢f١+٢nf−٣
< |M | < δ٢n٢

است. برقرار ادعا نتیجه در است، δ٢ تعریف به توجه با تناقض ͷی که
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با: است (١.۴)برابر از استفاده با است، B١ یال�های دارای که F کپͬ�های تعداد پس ، s ≥ ۴ϵq اگر

∗F ≥
∑
e∈B١

F (e) ≥
∑
e∈B١

(١ − ϵ)c(n, F )

≥ |B١)|١ − ϵ)c(n, F )

≥ (١ − ϵ)٢|B|c(n, F )

> (١ − ٢ϵ)(q + s)c(n, F )

≥ (q + ٢ϵq − ٨ϵ٢q)c(n, F )

> qc(n, F )

داریم: پس .ni = |Vi| مͬ�دهیم قرار . s < ۴ϵq < q < n/٣r کرد فرض مͬ�توان بنابراین

tr(n)− s = |G| ≤
∑

١≤i<j≤r

ninj

مͬ�کند: ایجاب i هر برای ۵.٢.۴ لم

⌊n/r⌋ − s ≤ ni ≤ ⌈n/r⌉+ s

ممͺن غیر که داریم، را |G ∪M | > tr(n) رابطه این�صورت غیر در است. |M | ≤ s مͬ�کنیم مشاهده

است. e ⊂ V١ که مͬ�گیریم نظر رادر e ∈ B یال است.

٣.٣.۴ لم است. c(n١, n٢, ..., nr, F ) با برابر تعریف از استفاده با ،e شامل که F کپͬ�های پتانسیل تعداد

باشد. برقرار c(n١, n٢, ..., nr, F ) ≥ c(n, F )− γF sn
f−٣ رابطه که مͬ�کند، ایجاب

در کپͬ پتانسیل ٢f٢
nf−٣ حداکثر در M از جفت ͷی نیستند. H در F کپͬ�های پتانسیل این از هیچ�کدام

٢f٢شمرده
nf−۴ حداکثر غیراین�صورت در باشند، اشتراک دارای M از جفت هر (اگر مͬ�شود شمرده بالا

؛ گیریم مͬ نتیجه مͬ�شوند).

F (e) ≥ c(n١, n٢, ..., nr, F )− ٢f٢
nf−٣|M | ≥ c(n, F )− γF sn

f−٣ − ٢f٢
snf−٣

کند؛ مͬ ایجاب s < q چون

∗F ≥
∑
e∈B

F (e) ≥ (q + s)(c(n, F )− γF sn
f−٣ − ٢f٢

snf−٣)

> qc(n, F ) + sc(n, F )− ٢q(γF snf−٣ + ٢f٢
snf−٣)
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داریم: است، برقرار ϵ < αF /(۴(γF + ٢f٢
و(( s < q < δn < ϵn روابط چون

٢q(γF + ٢f٢
)snf−٣ < ٢ϵ(γF + ٢f٢

)snf−٢ < s(αF /٢)nf−٢ < sc(n, F )

است. کامل اثبات بنابراین . ∗F > qc(n, F ) مͬ�دهد نشان بالا رابطه

که دارد، وجود یال tr(n) + q با گرافͬ ،q < δn هر برای یعنͬ است. دقیق مجانبͬ به�طور (۵.٣.۴) قضیه

هر و مͬ�گیرد قرار F از کپͬ c(n, F ) در دقیقا یال هر است. F از کپͬ ١ +O(١
n)qc(n, F ) شامل حداکثر

f گرافͬ F اگر است. qc(n, F ) کپͬ�ها کل تعداد نتیجه در داراست، را جدید های یال از یال ͷی دقیقا کپͬ

به�وضوح است. O(q٢nf−۴) حداکثر کپͬ�ها این�چنین تعداد باشد، جدید یال دو حداقل شامل که باشد رأسͬ

q٢nf−۴ = O(١
n)qc(n, F ) مͬ�آوریم: به�دست ،q < n چون و c(n, F ) = Θ(nf−٢) که مͬ�کنیم مشاهده

.

بحرانͬ گراف کپͬ�های ۴.۴

فرد: دورهای

که؛ مͬ�بینیم . F = c٢k+١ کنید، فرض ، k ≥ ١ و ثابت k برای

c(n, F ) = ⌊n٢⌋(⌊
n
٢⌋ − ١)...(⌊n٢⌋ − k + ١)(⌈n٢⌉ − ٢)...(⌈n٢⌉ − k)

راس ͷی فقط که ها یال از گروه ͷی اگر به�علاوه، است. صفر برابر حاصل�ضرب این باشد، k = ١ اگر که

که F کپͬ هیچ شامل که مͬ�کنیم، مشاهده به�وضوح کنیم، اضافه T٢(n) بخش ͷی به را دارند، مشترک

است. برقرار (۵.٣.۴) قضیه نتیجه در نیست. باشد، شده اضافه یال�های از یال دو شامل

: یال ͷی K۴بدون

c(n, F ) =
(⌊n

٢ ⌋
٢
)

: مͬ�بینیم به�آسانͬ پس آید. بدست یال ͷی حذف با K۴ گراف از F گراف کنید فرض

qc(n, F ) در که مͬ�شود راسͬ ایجاد منجربه (۵.٣.۴) قضیه اثبات ، ١ ≤ q < n١−ϵ و ϵ > ٠ هر برای

کپͬ�های تعداد اگر واقع در دارد. قرار کپͬ (١− ϵ)c(n, F ) در یال هر که است، یال (١− ϵ)q یا F از کپͬ

است. کپͬ Ω(nf−١) در راس هر متوسط به�طور پس باشد، Ω(nf ) با برابر F



۵ فصل

ͷتن فراگیر گراف�های توران عدد

مقدمه ١.۵

که کرد اثبات [٢٠] ١ اور مͬ�پردازیم. همیلتنͬ گراف�های برای توران عدد محاسبه به فصل، این در

گراف�های به مͬ�تواند اور قضیه مͬ�باشند. یال
(
n−١

٢
)
+ ١ دارای حداکثر راسͬ n غیرهمیلتنͬ گراف�های

گراف ͷی یال تعداد ماکزیمم با برابر ex(n,H) توران عدد ،H گراف ͷی برای یابد. تعمیم توران فراگیر

توران عدد که مͬ�دهد نشان اور قضیه بنابراین نیست. H با یͺریخت زیرگراف شامل که است راسͬ n

دورهای به اور قضیه اخیرا است.
(
n−١

٢
)
+ ١ با برابر است، n طول به دوری Cn آن در که ex(n,Cn)

است. شده داده تعمیم ابرگراف�ها در همیلتنͬ

شرط دارای که راس n با گراف هر بزرگ، کافͬ به�اندازه n هر برای مͬ�کنیم اثبات فصل این در

ex(n,H) =
(
n−١

٢
)
+ δ(H)− ١ داریم: است، ∆(H) ≤

√
n/۴٠

گراف مستقل مجموعه�های و رئوس درجه ٢.۵

G مͺمل گراف فراگیر زیرگراف H گراف هرگاه نامیم، هم�بسته را H و G گراف دو [١] .١.٢.۵ تعریف

باشد.

راس درجه نماد d(v) کنید فرض بͽیرید. نظر در را یال n− δ − ١ و راس n با G گراف [١] .٢.٢.۵ لم

برای که باشد گراف این رئوس مجموعه V = {v١, v٢, ..., vn} کنید فرض چنین هم باشد. G گراف در v

d(vi) ≥ d(vi+١) داریم: i = ١,٢, ..., n

v١ راس همسایه�های از هیچ�کدام شامل که مͬ�گیریم، نظر در Gرئوس از مستقل مجموعه ͷی را S١ حال
١Ore
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را u ∈ Si هر i = ٢, ..., n برای هم�چنین است. ٢√n از کمتر مجموعه این در راس هر درجه و نیست

داریم: بنابراین است. ۵٠ از کمتر درجه�اش بͽیرید، درنظر

١) d(v١) ≤ n− δ − ١ , d(v٢) ≤ n/٢ , d(vi) < ٢n/i

٢) |S١| ≥ δ , |Si| ≥ n/٧ i = ٢, ..., n

داریم: هم�چنین است. واضح d(v١) = ∆(G) ≤ |E| = n− δ − ١ رابطه برهان.

d(v١) + d(v٢) ≤ |E|+ ١∑n
i=١ d(vi) = ٢n−٢δ−٢ < ٢n رابطه چون مͬ�آوریم. به�دست را d(v٢) ≤ (|E|+١)/٢ ≤ n/٢ لذا

d(vi) < ٢n/i مͬ�گیریم: نتیجه داریم، را

n− d(v١)− ١ دارای زیرگراف این نیست، v١ راس همسایه�های شامل که بͽیرید نظر در را G از زیرگرافͬ

(n− d(v١)− ٣/(١ حداقل اندازه با مستقل�ای مجموعه است. یال n− δ − ١ − d(v١) حداکثر و راس

دارد.

حداکثر درجه دارای رئوس از (n− d(v١)− ١)/۶ ≥ δ حداقل ، n− d(v١)− ١ ≥ ۶δ دهیم قرار اگر

دارای نیست، v١ راس همسایه که راسͬ هر این�صورت غیر در است. |S١| ≥ δ بنابراین هستند. ٢√n

حداکثر و راس n− d(v١)− ١ دارای القایͬ زیرگراف لذا است. ۶δ < ٢√n حداکثر درجه

.|S١| ≥ δ داریم مؤلفه هر از راس ͷی انتخاب با است. مؤلفه δ حداقل که است یال n− δ − ١ − d(v١)

است. برقرار حͺم هم حالت این در

تعداد و نیست vi مجاور رئوس از ͷهیچ�ی شامل که مͬ�گیریم نظر در را G از زیرگرافͬ مشابه، استدلالͬ با

سوم ͷی حداقل اندازه با مستقل مجموعه ͷی دارای زیرگراف این و رئوسش تعداد از کمتر یال�هایش

n− d(vi)− ١ ≥ n− d(v٢)− ١ ≥ n− n/٢ − ١ = n/٢ − ١ داریم: i ≥ ٢ برای است. رئوس

این رئوس از n/٧ حداقل درجه دیͽر به�عبارت است. n/۶ − ١ حداقل اندازه دارای مستقل مجموعه لذا

دارای مستقل مجموعه از راس n/۴٢ − ١ این�صورت غیر در زیرا هستند، ۵٠ از کمتر مستقل مجموعه

است. n از کمتر G گراف های یال تعداد که است، حقیقت این با متناقض که مͬ�باشند، ۵١ حداقل درجه

|Si| ≥ n/٧ داریم: نتیجه در

مجموعه زیر ͷی Bi کنید فرض i = ٢, ..., n برای بͽیرید. نظر در را راس n با G گراف [١] .٣.٢.۵ لم

از راس هر انتخاب از مستقل Si راس هر باشد.انتخاب کردیم، تعریف ٢.٢.۵ لم در که ها Si از تصادفͬ

G گراف در vi با مجاور رئوس مجموعه N(vi) کنید فرض vi ∈ V هر برای است. n−١/٢ احتمال با Bi

باشد.
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: مͬ�کنیم تعریف این�صورت در

Ci =
(
∪i−١
j=٢Bi

)
∩N(vi)

Di = Bi \
(
∪i−١
j=٢Bj

)
داریم: بزرگ کافͬ به�اندازه n برای

١.|Ci| ≤ ۴√n i = ٢, ..., n

٢.|Di| ≥
√
n/٢٠ i = ٢, ..., [√n ]

لم اول قسمت برای برقرارند. رابطه�ها دوم ͷی از بیشتر احتمال با مͬ�کنیم، اثبات مورد دو هر در برهان.

حͺم دیͽر رئوس برای به�وضوح مͬ�کنیم. ثابت را حͺم و مͬ�گیریم نظر در را d(vi) ≥ ۴√n که vi رئوس

در d(vi) ≥ ۴√n با را vi راس بنابراین است. برقرار |Ci| ≤ |N(vi)| = d(vi) رابطه چون است، برقرار

رئوس تمام روی اجتماع با است. ١/٢n از کمتر |Ci| > ۴√n احتمال کنیم مͬ ثابت حال مͬ�گیریم. نظر

راس هر اول، قسمت اثبات برای مͬ�شود. برقرار حͺم نتیجه در ، است ١/٢ از کمتر احتمال این انتخابͬ

احتمال نتیجه در است. n−١/٢ حداکثر باشد، u ∈ Bj آن�که احتمال بͽیریم، نظر در که را u ∈ N(vi)

داریم: نتیجه در است. B٢ ∪ ... ∪Bi−١ در u عضویت احتمال با برابر فقط Ci مجموعه در u عضویت

Pr(u ∈ Ci) ⩽ (i− ٢)n−١/٢

بنابراین: . i < ٢n/d(vi) داریم ٢.٢.۵ لم از استفاده با

Pr(u ∈ Ci) ⩽ ٢√n
d(vi)

حداکثر باشد u ∈ Ci این�که احتمال u ∈ N(vi) راس هر برای هاست، d(vi) از مجموعͬ |Ci| هم�چنین

|Ci| آن�که احتمال چرنف، نامساوی از استفاده با و است ٢√n با برابر حداکثر |Ci| نتیجه در است. ٢√n
d(vi)

حͺم نتیجه در مͬ�کند. میل صفر به که است √n حسب بر ͷکوچ نمایͬ تابع ͷی باشد، ۴√n از تر بزرگ

است. برقرار

به�عبارت است. n−١/٢ با برابر باشد u ∈ Bi این�که احتما u ∈ Si راس هر برای دوم، قسمت اثبات برای

i ⩽ √
n هر برای حال است. ١ − n−١/٢ حداقل باشد، برقرا u /∈ Bj این�که احتمال j ⩾ ٢ هر برای دیͽر

داریم:

Pr(u ∈ Di) ⩾ n−١)١/٢ − n−١/٢))i−٢ ⩾ ١
e
√
n
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حداقل باشد، Ci به متعلق راس هر این�که احتمال و است |Si| از مجموعͬ با برابر |Di| مͬ�دانیم هم�چنین

با برابر حداقل |Di| نتیجه در داریم. را |Si| ⩾ n/٧ رابطه ، ٢.٢.۵ لم از استفاده با است. ١
e
√
n
با برابر

تابع ͷی باشد، n
٢٠ از کمتر |Di| این�که احتمال چرنف نامساوی از استفاده با حال است.

√
n

(٧e) >
n

١٩٫١

است. برقرار حͺم نتیجه در مͬ�کند. میل صفر به که است √n حسب بر ͷکوچ نمایͬ

ͷتن فراگیر گراف�های توران عدد محاسبه ٣.۵

∆(H) ≤
√
n/۴٠ اگر باشد. تنهایͬ راس هیچ بدون راسͬ nگراف ͷی H کنید فرض [١] .١.٣.۵ قضیه

ex(n,H) =
(
n−١

٢
)
+ δ(H)− ١ : داریم نتیجه در

مجموعه�های ٣.٢.۵ لم از استفاده با باشند. هم�بسته گراف دو H(W,F ) و G(V,E) کنید فرض برهان.

کنند. صدق لم همان در Di و Ci تعریف و ٣.٢.۵ لم شرایط در که بͽیرید نظر در را B٢, ..., Bn مستقل

ویژگͬ اثبات سراسر در مͬ�کنیم. کامل قدم چهار در را اثبات بͽیرید، نظر در را f : V → W ͷبه�ی�ͷی تابع

منطبق متناظر رئوس ، (u, v) ∈ E با u, v ∈ V شده منطبق راس دو هر برای مͬ�کنیم: برقرار را بودن بسته

. (f(u), f(v)) /∈ F داریم آن�ها ازای به که هستند، f(v) و f(u) شده�شان

دارد، را درجه مینیمم که H گراف در w راس با دارد Gگراف در را درجه ماکزیمم که را v١ راس اول: قدم

همسایه�های مجموعه N(w) کنید فرض . f(v١) = w داریم بنابراین مͬ�کنیم. منطبق f تابع از استفاده با

را |S١| = δ مͬ�توان ٢.٢.۵ لم از استفاده با . |N(w)| = δ داریم نتیجه در باشد. H گراف در w راس

را S١ مجموعه راس δ از |B١| زیرمجموعه ͷی حال . کردیم) تعریف ٢.٢.۵ لم در را Si (مجموعه نوشت

داریم. شده منطبق راس δ + ١ دقیقا اول قدم از بعد مͬ�کنیم. منطبق N(w) با G گراف از

مشاهده ٣.٢.۵ لم از استفاده با . d(vk) ≥ ٢√n به�طوریͺه باشد، اندیس بزرگترین k کنید فرض دوم: قدم

و vi راس ام i تͺرار در که مͬ�کنیم، تͺرار i = ٢, ..., k برای را قدم این است. ٠ ≤ k ≤
√
n کنیم مͬ

برقرار همواره زیر اصل سه قدم این در مͬ�کنیم. منطبق W رئوس از مجموعه�ای با را Bi زیرمجموعه رئوس

است:

که بود، مطمئن مͬ�توان هم�چنین مͬ�شود. منطبق f(vi) رئوس از بعضͬ با vi راس iام تͺرار از بعد (١

شود. منطبق Bi مجموعه رئوس با H گراف در f(vi) راس همسایه�های تمام

دارد. قرار ∪i
j=٢Bj در V رئوس مجموعه از شده منطبق راس هر iام تͺرار از بعد (٢

است. i(∆(H) + ١) با برابر iام تͺرار از بعد شده منطبق رئوس کل تعداد (٣
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و است نشده منطبق H از راسͬ با هنوز که است، راسͬ vi که بͽیرید، نظر در را دوم قدم از ام i تͺرار

شده منطبق رئوس مجموعه X که N(vi) = X ∪ Y ∪Z بخش سه به را N(vi) . داریم را d(vi) ≥ ٢√n

منطبق هنوز که است رئوسͬ Z مجموعه و شده منطبق مجاور رئوس دیͽر Y . است j < i که vj با مجاور

که؛ است واضح نشده�اند.

|X| < i ≤ k ≤
√
n

٢.٢.۵ لم اول ویژگͬ از است. برقرار Y ⊂ Ci∪B١ هم�چنین . Y ⊂ ∪i−١
j=١Bj داریم دوم اصل از استفاده با

|X ∪ Y | < ۶√n نتیجه در است. برقرار |Y | ≤ δ + ۴√n < ۵√n رابطه بنابراین ، |B١| = δ داریم

حداکثر T از راس هر بͽیرید. نظر در را H گراف در شده منطبق راس |X ∪ Y | از T مجموعه داریم. را

رئوس از ͷی هیچ با که دارد وجود H رئوس از Q مجموعه ͷی بنابراین دارد. H گراف در همسایه ∆(H)

با: برابر رئوس مجموعه این تعداد است. برقرار بودن بسته ویژگͬ به�عبارت�دیͽر نیستند. مجاور T

|Q| ≥ n− |T |∆(H) = n− |X ∪ Y |∆(H) ≥ n− ۶√n.
√
n/۴٠ = ١٧n/٢٠

ͷی حداقل دارای Q کنیم ثابت باید دیͽر به�عبارت کنیم. منطبق Q از راس ͷی با را vi راس مͬ�خواهیم

حداکثر شده منطبق رئوس کل تعداد سوم اصل به توجه با زیرا است درست این است. نشده منطبق راس

با: است برابر

(i− ١)(∆(H) + ١) < k(
√
n/۴٠ + ١) ≤ n/۴٠ +

√
n

دارای حتما f(vi) لذا است، Q با اشتراک دارای و n− |Q|از بزرگتر نشده منطبق رئوس کل تعداد بنابراین

نشده�اند. منطبق هنوز که باشند H در f(vi) همسایه�های مجموعه R کنید فرض است. راس ͷی

|R| ≤ ∆(H) ≤
√
n/۴٠ که: است واضح

همسایه که مستقل مجموعه از نشده منطبق رئوس بعضͬ باید حال است. برقرار اول اصل دیͽر به�عبارت

اصل مͬ�دهیم نشان و مͬ��کنیم انتخاب را Bi \ (∪i−١
j=١Bj) از راس |R| کنیم. منطبق R با نیستند vi راس

داریم: ٣.٢.۵ لم از استفاده با است. برقرار دوم

|Di \B١| ≥
√
n/٢٠ − δ ≥

√
n/٢٠ −∆(H) ≥

√
n/٢٠ −

√
n/۴٠ =

√
n/۴٠ ≥ |R|

ایجاب که است |R|+ ١ ≤ ∆(H) + ١ شده منطبق رئوس کل تعداد iام تͺرار در کنیم مͬ مشاهده اکنون

باشد. برقرار نیز سوم اصل مͬ�کند

استفاده با است. ٢√n از کمتر درجه دارای G گراف در نشده منطبق رئوس مͬ�کند بیان گام این سوم: قدم

با: است برابر حداقل آخر تͺرار در شده منطبق رئوس کل تعداد دوم قدم در سوم اصل از
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n−
√
n(∆(H) + ١) ≥ ٣٩n/۴٠ −

√
n > ١٩n/٢٠

این و مͬ�سازند یال n از کمتر و راس ١٩n/٢٠ حداقل با زیرگراف ͷی G گراف از نشده منطبق رئوس

از مستقل مجموعه بزرگترین J کنید فرض دارد. n/۴ حداقل اندازه با مستقل مجموعه ͷی زیرگراف

. |J | ≥ n/۴ داریم نشده�اند. منطبق هم رئوس باقͬ K و G رئوس

آن که بͽیرید نظر در d(v) ≤ ٢√n با را v ∈ K راس مͬ�کنیم. منطبق ͷبه�ی�ͷی را K رئوس سوم قدم در

|X| ≤ ٢√n در و نشده�اند منطبق هنوز که v راس های همسایه از X مجموعه است. نشده منطبق هنوز

حداکثر T از راس هر بͽیرید. نظر در را H گراف در |X| اندازه با T مجموعه هم�چنین و مͬ�کند صدق

دارد. H گراف در همسایه ∆(H)

که دارد وجود H از راس n− |X|∆(H) ≥ n− n/٢٠ = ١٩n/٢٠ حداقل اندازه با Q مجموعه بنابراین

Q مجموعه که کردیم ثابت است. برقرار بودن بسته ویژگͬ به�عبارت�دیͽر نیستند. مجاور T رئوس تمام با

رئوس کل تعداد زیرا است، درست نتیجه این است. نشده منطبق هنوز آن که است راس ͷی دارای حداقل

موجود Q در نشده�ای منطبق راس هنوز بنابراین است. n− |J | ≤ ٣n/۴ حداکثر قدم این در شده منطبق

است.

را رئوس (این مͬ�کنیم منطبق را نشده�اند منطبق هنوز که را J از مانده باقͬ رئوس قدم این در چهارم: قدم

. مͬ�دهیم) نشان Q نماد با

اگر اکنون است. برقرار |J | = |Q| ≥ n/۴ که بͽیرید نظر در Q و J های بخش با را P دوبخشͬ گراف

گراف از راس ١٩n/٢٠ حداقل v ∈ J راس هر برای مͬ�شود. ایجاد (v, q) یال کنیم منطبق q با را v راس

حداقل P در v راس درجه بنابراین نیستند. v همسایه با شده منطبق رئوس تمام با مجاور که دارد وجود H

کنید فرض حال بͽیرید. نظر در را q ∈ Q بعضͬ دیͽر به�عبارت است. ١٩n/٢٠ − (n− |J |) > |J |/٢

راس مͬ�شوند. منطبق آنها با Gدر X مجموعه و باشد H در q شده منطبق همسایه�های مجموعه نماد T

قدم از اول تͺرار در x همسایه�های تمام پس d(x) ≥ ٢√n اگر که است واضح بͽیرید. نظر در را x ∈ X

qنمͬ�تواند بنابراین باشد. ٢√n از کمتر درجه با رئوسͬ X ′ ⊂ X کنید فرض بنابراین مͬ�شدند. منطبق دوم

داریم، را |X ′| ≤ |X| = |T | ≤ ∆(H) رابطه چون اما شود. منطبق J رئوس از |X ′|٢√n حداکثر با

q درجه پس است. |J |/٢ از کمتر تعداد این که شود منطبق J رئوس n/٢٠ حداکثر با نمͬ�تواند q بنابراین

حالت دو بͽیرید. نظر در را |N(s)| ⩽ |Q| و s ⊂ J مجموعه زیر حال است. |J |/٢ از بزرگتر P گراف در

مͬ�دهد: رخ

داریم: به�وضوح ،|s| ⩽ |J |/٢ اگر (١

|N(s)| ⩾ |s|
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دارد. کامل تطابق ͷی P گراف و است برقرار هال قضیه شرایط نتیجه در

داریم: ،|s| > |J |/٢ اگر (٢

|J |/٢ ⩽ |N(Q/N(s))| < |J | − |s|

است. برقرار هال قضیه شرایط هم حالت این در و مͬ�رسیم تناقض به حالت این در که



۶ فصل

گراف�ها در دورها رن�آمیزی

مقدمه ١.۶

در اما شده�اند مطرح زیادی مقالات در �تنهایͬ به کدام هر گراف�ها رن�آمیزی و دورها به مربوط مسایل

برای که بودند نویسنده�ای دو ٢ توزا و ١ کاتونا مͬ�پردازیم. هم�زمان به�طور موضوع دو این به پایان�نامه این

کردند. مطرح زیر به�صورت عنوان ͷی در با�هم را ها گراف دورهای و رن�آمیزی موضوع دو نخستین�بار

مشخص اندازه با و مجزا یال دورهای که به�صورتͬ دادند، ارایه گراف دورهای رن�آمیزی برای روشͬ دو این

مͬ�شود. نامیده گراف ͷی دورهای سره رن�آمیزی دورها، از رن�آمیزی نوع این مͬ�گیرند. متفاوتͬ رن�های

را عدد این مͬ�دهیم. نمایش x(n, k) نماد با را رن�آمیزی نوع این در رفته به�کار رن�های تعداد مینیمم

کلاس�های تعداد مینیمم به گراف ͷی دورهای افراز دیͽر، به�عبارت کرد: تعریف مͬ�شود، دیͽر به�گونه�ای

بͽیرند. متفاوت رن�های مجزا یال دورهای که به�گونه�ای ͬͽرن

تعداد این محاسبه فصل این هدف پردازیم. مͬ ها ابرگراف از استفاده با فوق موضوع بررسͬ به فصل این در

این حدود فقط بزرگتر، های k برای اما آوردیم، به�دست k = ٣ برای را عدد این ما است. ͬͽرن کلاس�های

است. توران قضیه نتایج با مرتبط بسیار موضوع این کرد. مشخص مͬ�توان را عدد

که مساوی تقریبا اندازه با های بخش با بخشͬ k و راسͬ n گراف ͷی یال�های تعداد ماکزیمم توران قضیه

که مجزا یال دورهای رن�آمیزی موضوع با مرتبط بسیار این و مͬ�کند محاسبه را نیست، Kk+١ هیچ شامل

شد. مطرح بالا در
١Katona
٢Tuza
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گراف دورهای ͬͽرن عدد کران محاسبه ٢.۶

به�کار راسͬ nگراف ͷی در k طول به دورهای رن�آمیزی در که ͬͽرن تعداد کمترین [١۴] .١.٢.۶ تعریف

به�طول دورهای ͬͽرن عدد و مͬ�دهیم نشان χ(n, k) نماد با و مͬ�نامیم k طول به دور ͬͽرن عدد را مͬ�رود،

مͬ�نامیم. k

مͬ�دهیم. نشان را χ(n,٣)ساختار ابتدا در

نمایشمͬ�دهیم. C(n,٣) نماد با را گراف این Kدر طول به� های دور تمام بͽیرید. نظر در Knرا کامل گراف

حال نیست. Kk هیچ شامل T (n, k − ١) توران گراف مͬ�دانیم توران، گراف تعریف به توجه با هم�چنین

به�عنوان را نمͬ�گیرند، قرار توران گراف در که یال�هایͬ بͽیرید. نظر رادر T (n,٢) توران گراف kn گراف در

با رئوس از مجزا مجموعه دو اجتماع متمم دارای ترتیب به که مͬ�دهیم، قرار T (n,٢)توران گراف متتم

است. ⌈n٢⌉ و ⌊n٢⌋ اندازه�های

اعداد با را یال�ها این ندارد. مثلثͬ هیچ و ⌊n٢
۴ ⌋ برابر یالها تعداد مͬ�کنیم مشاهده منتل قضیه از استفاده با

نسبت مثلث هر به که ͬͽرن عدد دارد. T (n,٢) از یال ͷی kn در مثلث هر مͬ�کنیم. نام�گذاری ١, ..., n

دارد. وجود مثلث در که است T (n,٢) یال اندیس مینیمم با برابر مͬ�دهیم،

این که مͬ�دهیم نشان فصل این در مͬ�آوریم. به�دست را C(n,٣) از سره آمیزی رن ͷی ترتیب این به

مͬ�دهد. ارایه را χ(n,٣) از ساختار بهترین رن�آمیزی

زیر دارای که است، راسͬ n گراف ͷی یال�های تعداد ماکزیمم ex(n,H)توران عدد [١۴] .٢.٢.۶ تعریف

Hنیست. گراف

دارای G(n, k)این�صورت در پس نیست. Ck هیچ شامل که است، راسͬ nگراف ͷی G(n, k) کنید فرض

است: زیر مهم ویژگͬ

است.) یͺسان G(n, k) و C(n,٣) (رئوس دارد. G(n, k) با مشترک یال ͷی پس Ck ∈ C(n,٣) اگر

کنیم. رن c(e) با را e یال کنید فرض مͬ�کنیم. رن�آمیزی مجزا رن�های با را G(n, k) یال�های

طول به دور هر صورت این در مͬ�کنیم. رن c(e) با را دور این باشد، G(n, k) و Ck مشترک یال e اگر

ͷی این مͬ�کنیم. انتخاب به�دلخواه را ͬͺی بͽیرد، رن ͷی از بیشتر اگر مͬ�گیرد. رن ͷی حداقل ،k

است. G(n, k) یال�های تعداد برای رن چند از استفاده با سره رن�آمیزی

گراف در k طول به دورهای ͬͽرن عدد نماد χ(n, k) اگر بͽیرید. نظر در راس n با G گراف [١۴]: گزاره

داریم: این�صورت در باشد، G

χ(n, k) ≤
(
n
٢
)
− eχ(n, ck)

ex(n, ck) = ⌊n٢
۴ ⌋ داریم: ۵.٠.٢ قضیه از استفاده با k = ٣ اگر
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مͬ�شود. χ(n,٣) بالا کران از تخمینͬ به�عنوان ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ به منجر گزاره،

دیͽر مقادیر برای که داد خواهیم نشان هم�چنین است. دقیق تخمین این که کرد خواهیم اثبات بعد بخش در

متفاوت k زوج و فرد مقادیر برای ex(n, ck) مجانبͬ رفتار چون است. دقیق مجانبͬ به�طور تخمین این k

مͬ�کنیم. بیان زیر قضیه دو قالب در را موضوع این است. k مقدار به وابسته بسیار مجانبͬ مقدار پس است،

limn→∞
eχ(n,H)

(n٢)
= ١ − داریم: H راسͬ n گراف ͷی برای [١٠ ،١٢] .٣.٢.۶ قضیه

١
χ(H)−١

که؛ مͬ�کند ایجاب بالا χ(ck)،قضیه = ٣ پس باشد، فرد k اگر است. H گراف ͬͽرن عدد χ(H)که

ex(n, ck) ∼ ١
۴n

٢

قضیه از قوی�تری قضیه فرد) k)H = Ck برای مͬ�شود. پایین کران به�عنوان ١
۴n

٢ به منجر گزاره بنابراین

داریم. ٣.٢.۶

: داریم n ≥ n٠(k) برای باشد، فرد k اگر بͽیرید. نظر در را G راسͬ n گراف [٢٣] .۴.٢.۶ قضیه

ex(n, ck) = ⌊n٢
۴ ⌋

مͬ�کند. ترغیب زیر حدس به را ما قضیه این

χ(n, ck) = ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ داریم: n ≥ n١(k) برای باشد، فرد k اگر [١۴]: ادعا

بیان فقط کند، نمͬ محاسبه ex(n,٣) در را n مؤلفه ٣.٢.۶ قضیه است. متفاوت بسیار زوج k برای نتیجه

برابر χ(n, ck) مقدار بنابراین است، ناچیز اول مؤلفه مقابل در دوم مؤلفه پس است. ٢ از کمتر که مͬ�کند

است. اول مؤلفه با

گراف در k به�طول دورهای تعداد محاسبه ٣.۶

تعداد صورت این در باشد. یالͬ m و راسͬ n با گرافͬ G = (V,E) کنید فرض [١٩] .١.٣.۶ قضیه
۴
٣
m٢
n − mn

٣ با: است برابر G مثلث�های

مشترک یال ͷی مثلث دو هر اگر گوییم اشتراکͬ خلاصه به�طور یا اشتراکͬ یال را ها مثلث از خانواده�ای

باشند. داشته

باشند، مشترک یال ͷی فقط شامل مثلث�ها تمام اگر نامیم، کتاب یا بدیهͬ اشتراکͬ را مثلث�ها خانواده

نظر در اسپین به�عنوان را یال�ها از ͬͺی باشد، مثلث ͷی شامل بوک (اگر مͬ�نامیم اسپین را مشترک یال این

٣ حداقل مثلث�ها تعداد و باشد، عضوی ۴ مجموعه ͷی شامل مثلث�ها خانواده راس�های اگر . مͬ�گیریم)

مͬ�نامیم. چهارگانه را خانواده این باشد،
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مͬ�دهند. تشͺیل چهارگانه یا هستند کتاب یا اشتراکͬ مثلث�های خانواده [١۴] .٢.٣.۶ لم

را یال�ها مجموعه دارند. e مشترک یال ͷی ها آن مͬ�کنیم. انتخاب را اشتراکͬ خانواده از مثلث دو برهان.

دارد وجود سومͬ مثلث پس نباشند، بدیهͬ اشتراکͬ مثلث�ها خانواده این اگر مͬ�نامیم. {c, d, e}, {a, b, e}

مثلث این یال�های مجموعه {a, c, f} کنید فرض است. {c, d} از یال ͷی و {a, b} از یال ͷی شامل که

یال�های شامل مͬ�تواند فقط باشد، داشته وجود خانواده این در چهارمͬ مثلث اگر که مͬ�بینیم به�راحتͬ باشد.

داریم. چهارگانه ͷی بنابراین مͬ�پوشاند. را مثلث چهار یا سه یال، شش این راس چهار باشد. {b, d, f}

χ(n,٣) = ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ : داریم پس n ≥ ١۶ اگر بͽیرید. نظر در را راس n گرافGبا [١۴] .٣.٣.۶ قضیه

C(n,٣) از سره رن�آمیزی ͷی باشد. برقرار χ(n,٣) ≤ ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ نابرابری مͬ�کند ایجاب گزاره برهان.

را آن�ها ͬͽرن عدد هستند. چهارگانه یا کتاب ͬͽرن کلاس�های ٢.٣.۶ لم از استفاده با بͽیرید. نظر در را

کرد: فرض مͬ�توان بنابراین است. برقرار حͺم ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ ≤ sاگر مͬ�نامیم. q و s به�ترتیب

s ≤ ⌊(n− ٢(١

۴ ⌋

یال
(
n
٢
)
− s دارای G این�صورت در باشد. یال�ها به��عنوان بوک اسپین�های با راسͬ n گرافͬ Gکنید فرض

است.

G بنابراین است. مثلث ۴
٣
((n٢)−s)

٢

n − ((n٢)−s)n
٣ حداقل شامل مͬ�بینیم G برای ١.٣.۶ قضیه از استفاده با

نیستند. کتابͬ هیچ به متعلق مثلث�ها این یعنͬ نیست، مثلث تعداد این شامل

تعداد است، مثلث ۴ حداقل شامل چهارگانه هر چون هستند. چهارگانه به متعلق حتما ١ لم طبق نتیجه در

: با است برابر ͬͽرن کلاس�های کل نتیجه در است. فوق مقدار چهارم ͷی موجود های چهارگانه

s+ ١
٣
((n٢)−s)

٢

n − ((n٢)−s)n
١٢

A =
(
n
٢
)
− s مͬ�دهیم: قرار است. ⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ با برابر حداقل فوق مقدار مͬ�کنیم اثبات

⌊ (n−١)٢

۴ ⌋ ≤
(
n
٢
)
−A+ A٢

٣n − An
١٢ کنیم: ثابت باید حال . ⌊n٢

۴ ⌋ < A مͬ�کند ایجاب بالا تساوی

با: است معادل بالا رابطه که

٠ ≤ ⌊n
٢

۴ ⌋+ A٢

٣n − An

١٢ −A (١.۶)

١٢ ≤ n اگر مͬ�افتد. اتفاق A = n١٢+٢n
٨ در بالا نابرابری راست طرف مینیمم ثابت، n مقدار ͷی برای

A = ⌊n٢
۴ ⌋ → A = n٣+٢

۴ داریم: نتیجه در ، A < ⌊n٢
۴ ⌋ مͬ�کنیم مشاهده

مͬ�آوریم: به�دست (١.۶) معادله در بالا مقدار جایͽذاری با هم�چنین
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n١−٢
۴ +

(
n٣+٢

۴

)٢
n

٣n −
(
n٣+٢

۴

)
= ٣n٢−۴٨n+٩

۴٨n

مͬ�باشد. برقرار حͺم پس است، مثبت n ≥ ١۶ برای مقدار این

راسͬ n گراف بͽیرید. نظر در را αk > ٠ ثابت عدد باشد. فرد و k ≥ ٣ کنید فرض [١٨] .۴.٣.۶ قضیه

: داریم این�صورت در است. برقرار n > n(k) و ٠ < t < αkn که دارد وجود یال ex(n, ck) + t با

hk(n, t) ≥ tc(n, ck)

؛ که

c(n, ck) = ⌊n٢⌋
(
⌊n٢⌋ − ١

)
...

(
⌊n٢⌋ − ⌊ k٢⌋+ ١

) (
⌈n٢⌉ − ٢

)
...

(
⌈n٢⌉ − ⌊ k٢⌋

)
H Fدر کپͬ�های تعداد اگر حال مͬ�گیریم. نظر در را δ(ϵ) > ٠ مانند دیͽری حقیقͬ عدد ϵ > ٠ برای

با بروند. بین از F کپͬ�های تمام که کرد حذف H از یال ϵn٢ حداکثر مͬ�توان پس باشد، δ(ϵ)nf حداکثر

زد. حدس را ها گراف در موجود ck کپͬ�های تمام تعداد مͬ�توان زیر لم و قضیه این از استفاده

ابرگراف�ها از استفاده با گراف دورهای رن�آمیزی ۴.۶

.١.۴.۶ تعریف

هر برای زیر رابطه بطوریͺه که دارد وجود n(k,N) باشد. فرد k ≥ ٣ کنید فرض [١۴] .٢.۴.۶ لم

است. برقرار n > n(k,N)

hk(n,t)
tnk−٣ ≥ N

(
١ ≤ t ≤

(
n
٢
)
− eχ(n, ck)

)
دارد. وجود متمایز حالت سه برهان.

کند: مͬ ایجاب ٨ قضیه پس t ≤ αkn اگر (١

hk(n,t)
t ≥ c(n, ck) ≥ βkn

k−٢

نامساوی راست سمت داریم. را hk(n,t)
tnk−٣

≥ βkn رابطه بنابراین است.) برقرار βk ثابت اعداد بعضͬ (برای

است. N حداقل n ≥ N
βk

ازای به بالا

: مͬ�کند ایجاب ٨ قضیه ،αkn < t ≤ αkβk
٢N n٢ اگر (٢

hk(n,t)
t ≥ hk(n,⌊αkn⌋)

αkβk
٢N n٢ ≥ ⌊αkn⌋

αkβk
٢N n٢βkn

k−٢ ≥ Nnk−٣
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مͬ�شود. حاصل نظر مورد nنتیجه ≥ ٢
αk

دهیم قرار اگر

تعدادی وجود نماد tk(n, ck)) یال tk(n, ck) + ⌊αkβk
٢N n٢⌋ و راس n با را H گراف ، t > αkβk

٢N nاگر٢ (٣

ck از کپͬ δ
(
αkβk
۴N

)
nk حداقل شامل H گراف که مͬ�کنیم ادعا مͬ�گیریم. نظر در مͬ�باشد) k به�طول دور

به�دست H ′ گراف ،H از یال αkβk
۴N n٢ حداکثر حذف با حذفͬ قضیه از استفاده با دیͽر به�عبارت است.

است. تناقض این که ندارد، ck از کپͬ هیچ و است بیشتر eχ(n, ck) توران عدد از یال�هایش که مͬ�آید،

n > N

δ
(

αkβk
۴N

) دهیم: قرار اگر حال

نتیجه: در

hk(n,t)
tnk−٣ ≥ hk(n,

αkβk
٢N n٢)

n٢nk−٣ ≥
δ
(

αkβk
۴N

)
nk−١ ≥ N

با: است برابر n(k,N) برای ممͺن های انتخاب تمام است. برقرار حͺم بنابراین

max

{
n(k), N

βk
, ٢
αk

, N

δ
(

αkβk
۴N

)
}

برای لم این از بعدی بخش�های در است. o(nk−٣) بوک ͬͽرن های کلاس مرتبه مͬ�دهد نشان بعدی لم

مͬ�کنیم. استفاده کلͬ حالت اثبات و توضیح

با یͺریخت زیرگراف�های تمام خانواده باشد. یال |E| = b و راس |V | = a با گرافͬ H(V,E) کنید فرض

دهیم. مͬ نشان ϑ(n,H) نماد با را H

مͬ�نامیم، اشتراکͬ اختصار به یا یالͬ اشتراک را گراف�ها از ϱ ⊂ ϑ(n,H) خانواده [١۴] .٣.۴.۶ تعریف

اشتراک اگر نامیم، غیربدیهͬ اشتراک آن�را هم�چنین باشند. داشته Kn در مشترک یال ͷی عضو دو هر اگر

باشد. تهͬ اعضای یال�های

ͷیF ابرگراف اگر که است موجود ρ(b) صحیح عدد ͷی bمثبت صحیح عدد هر برای [١۵] .۴.۴.۶ قضیه

نشان supp(F ) نماد با را ابرگراف اعضای تمام اجتماع باشد، b حداکثر اندازه با غیربدیهͬ اشتراک ابرگراف

داریم: این�صورت در مͬ�دهیم.

|suppF | ≤ ρ(b)

|ϱ| ≤ γ(H)na−٣ رابطه این�صورت در باشد، غیربدیهͬ اشتراک ͷی ϱ ⊂ ϑ(n,H) اگر [١۴] .۵.۴.۶ لم

است. برقرار n به وابسته γ(H) مثبت و ثابت مقدار ͷی برای
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رئوس روی را F b−یͺنواخت ابرگراف باشد. Kn گراف یال�های تمام مجموعه R کنید فرض برهان.

باشند. ϱ در گراف ͷی های یال مجموعه F ⊂ R اگر فقط و اگر f ∈ F که بͽیرید، نظر در R مجموعه

است. غیربدیهͬ اشتراک ابرگراف ͷی F به�وضوح

که مͬ�رسیم، جدیدی ابرگراف به قدم چند از بعد و مͬ�بریم به�کار Fابرگراف روی را معین عملͽر ͷی اکنون

F٠, ...,Fi حال مͬ�نامیم. F٠ را ابرگراف این است. b حداکثر ابرگراف این اندازه اما نیست. یͺنواخت لزوما

است. زیر به�صورت Fi+١ ساختار مͬ�کنیم. تعریف را

حال است. f − x شامل Fi ابرگراف�های تمام که بͽیرید. نظر در f ∈ Fi و x ∈ f که را (x, f) جفت

مͬ�بریم. به�کار را زیر اجتماع عملͽر

Fi+١ = (Fi − {f}) ∪ {f − {x}} (٢.۶)

اشتراک ͷی Fi اگر که مͬ�کنیم مشاهده به�وضوح . |Fi+١| < Fi پس f − x ∈ Fi اگر که کنید توجه

مͬ�نامیم. Fu را نهایͬ ابرگراف است. غیربدیهͬ اشتراک ͷی نیز Fi+١ باشد، غیربدیهͬ

بسازد. غیربدیهͬ ابرگرافͬ (٢.۶) بردن به�کار بار هر با اگر نامیم، اشتراکͬ بحرانͬ را ابرگراف ͷی

است، ابرگراف مجزای جفت�های تعداد ماکزیمم v که است، vبحرانͬ ابرگراف�های مورد در ۴.۴.۶ قضیه

|suppFu | ≤ ρ(b) داریم: Fu برای مذکور قضیه از استفاده با است. ͷی برابر v ، ۴.۴.۶ قضیه در که

است). غیربدیهͬ اشتراک ͷی صورت این غیر در (زیرا نیست عضوی ͷت یا تهͬ شامل Fu به�وضوح

ρ(b) حداکثر اندازه با R٠ ⊂ R های یال مجموعه از عضوی دو حداقل زیرمجموعه�های Fu اعضای بنابراین

fu ∈ Fu با fu ⊂ F ͷی fپس ∈ F اگر مͬ�دهیم. Fنشان ∗ نماد با را یͺنواخت دو خانواده این هستند.

داریم پس ∗fمͬ�نامیم. شامل F اعضای تمام خانواده را F (f∗) دارد. وجود f∗ ∈ F ∗ ∗fکه ⊂ fu و

مͬ�کند: ایجاب ،که F =
∪

f∗∈F ∗ F (f∗)

|F | ≤
∑

f∗∈F ∗

|F (F ∗)| (٣.۶)

یال دو کنید فرض هستند. Kn از یال دو f∗ ͷی از عضو دو است. عضو
(ρ(b)

٢
)
حداکثر دارای بالا مجموع

باشند. یال دو این رئوس مجموعه {x, y, z} و دارند اشتراک هم با

مجاور یال دو مͬ�دهند. تشͺیل H گراف از کپͬ ͷی Kn یال�های به�عنوان f اعضای پس f∗ ⊂ f ∈ F اگر

که است، دیͽر راس a−٣ و x, y, z با برابر H کپͬ این راس�های بنابراین هستند. f∗ عناصر با برابر H در

|F (f∗)| ≤ v(H)
(
n−٣
a−٣

)
= Ω(na−٣) بنابراین: مͬ�شود. انتخاب راس n− ٣ از −aراس ٣ این

باشند، مجزا راس�های دارای f∗ در یال دو اگر حال است. H در مجاور یال�های جفت�های تعداد v(H) که

داریم:

|F (f∗)| ≤ p(H)

(
n− ۴
a− ۴

)
= Ω(na−۴) (۴.۶)
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کنند: مͬ ایجاب (۴.۶) و است.(۶.۴.۶) H در یال�های از مجزا راس�های تعداد p(H) که

|F | ≤
(ρ(b)

٢
)
Ω(na−٣)

است. برقرار حͺم نتیجه در ،|F | = |ϱ| چون

limn→∞
χ(n,k)

(n٢)
= داریم: باشد، فرد k اگر بͽیرید. نظر در Gرا راسͬ nگراف [١۴] .۶.۴.۶ قضیه

١
٢

باشد، بیشتر eχ(n, ck) توران عدد از ها یال تعداد اگر مͬ�شود. نتیجه گزاره از قضیه بالای کران برهان.

نظر در رن�ها تعداد مینیمم با C(n, k) از سره رن�آمیزی ͷی . دارد وجود گراف در ck از کپͬ ͷی حتما

دیͽر نماد r(n) و مͬ�دهند تشͺیل بوک ͷی که باشد ͬͽرن کلاس�های تعداد نماد S(n) کنید فرض بͽیرید.

فرض باشد. برقرار ϵ > ٠ برای ، S(n) ≤
(

١
٢ − ϵ

) (
n
٢
)

کنید خلف فرض باشد. ͬͽرن های کلاس

است. یال
(
n
٢
)
− S(n) دارای Ḡ صورت این در باشد. یال�ها به�عنوان اسپین�ها و راسͬ n گرافͬ G کنید

با: است برابر توران عدد از بیشتر یال�های تعداد بنابراین

t(n) =
(
n
٢
)
− eχ(n, ck)− S(n)

: مͬ�کند ایجاب ۶.۴.۶ نابرابری و ٣.٢.۶ قضیه

t(n) ≥ ϵ

٢

(
n

٢

)
(۵.۶)

حداقل شامل Ḡ، (۵.۶) نابرابری و ٢.۴.۶ لم از استفاده با است. بزرگتر n(ϵ) ثابت مقدار ͷی از n که

کپͬ�ها این نتیجه در نیست. ck کپͬ تعداد این شامل G دیͽر به�عبارت است. ck از کپͬ ϵ
٢
(
n
٢
)
nk−٣N

اندازه�شان ۵.۴.۶ لم از استفاده با است، ͬͽرن کلاس�های دیͽر به متعلق لذا نیستند، بوکͬ هیچ به متعلق

: بنابراین است، γ(ck)nk−٣ حداکثر

r(n) ≥
ϵ
٢(

n
٢)n

k−٣N

γknk−٣ = ϵ
٢
(
n
٢
)
N
γk

باشد، برقرار ۶.۴.۶ رابطه اگر که مͬ�دهد نشان رابطه این ، r(n) >
(
n
٢
)

داریم N > ٢γk
ϵ دادن قرار با

رسیدیم. تناقض به که است، بزرگ بسیار ͬͽرن کلاس�های تعداد

در ck کپͬ�های تعداد که دارد وجود λk ثابت . باشد ϵ > ٠ و زوج k ≥ ۴ کنید فرض [١١] .٧.۴.۶ قضیه

است. n ≥ n(k, ϵ) برای λkϵ
knk حداقل یال، ϵ

(
n
٢
)
حداقل و راس n روی گراف ͷی

limn→∞
χ(n,k)

(n٢)
= داریم: باشد، زوج k ≥ ۴ اگر بͽیرید. نظر در را راس n گرافGبا [١۴] .٨.۴.۶ قضیه

١
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تعداد نماد S(n) کنید فرض بͽیرید. نظر در رن�ها تعداد مینیمم با C(n, k) از سره رن�آمیزی ͷی برهان.

باشد. ͬͽرن کلاس�های دیͽر نماد r(n) و باشد مͬ�دهند، تشͺیل بوک که ͬͽرن کلاس�های

است. برقرار حͺم باشد، برقرار n > n(ϵ) تمام برای و ϵ > ٠ هر برای S(n) > (١ − ϵ)
(
n
٢
)
رابطه اگر

برقرار n متناهͬ تعداد برای S(n) ≤ (١ − ϵ)
(
n
٢
)

رابطه که دارد وجود ϵ > ٠ مͬ�کنیم، فرض بنابراین

قضیه است. یال
(
n
٢
)
−S(n) دارای Ḡ باشد. یال�ها به�عنوان ها اسپین و راسͬ n گرافͬ G فرضکنید است.

شامل G دیͽر به�عبارت است. فوق های n برای ck از کپͬ λkϵ
knk حداقل شامل Ḡ مͬ�کند ایجاب ٧.۴.۶

های کلاس دیͽر به متعلق لذا نیستند. بوکͬ هیچ به متعلق کپͬ�ها این نتیجه در نیست. ck کپͬ تعداد این

هستند. ͬͽرن

داریم: بنابراین است. γ(ck)nk−٣ = γkn
k−٣ حداکثر شان اندازه ۵.۴.۶ لم از استفاده با

r(n) ≥ λkϵ
knk

γknk−٣ = λkϵ
k

γk
nϵ

است. برقرار حͺم و است تناقض در رن�آمیزی مینیمم با این . r(n) >
(
n
٢
)
مͬ�کند ایجاب که



مراجع

[1] N. Alon and R Yuster. The turán number of sparse spanning graphs. Combinatorial

Theory, Series B 103, pages 337–343, 2013.

[2] West B. Introduction To Graph Theory. 2002.

[3] B. Bollobás. Ket fuggelten kort nero tartalmazo grafokrol. Mat. Lapok 14, pages

311–321, 1963.

[4] B. Bollobás. Extremal graph theory. Academic Press, New York, 1978.

[5] J.A Bondy and U.S.R. Murty. Stable Sets and Cliques,Ramsey theorem. Graph

Theory, 2007.

[6] R.D. Dutton and R.C. Brigham. Department of mathe- matics technical report m-11,

university of central florida, orlando, fl 32816. American Math. Monthly, 1988.

[7] R.D. Dutton and R.c. Brigham. Edages in graphs with large girth. Graphs and

Combinatorics, pages 315–321, 1991.

[8] T.E. Elsner. Problem 6159. American Math. Monthly, 1977.

[9] P. Erdős. On the number of complete subgraphs contained in certain graphs. Magy.

Tud. Acad. Mat. Kut. Int. Közl. 7, pages 467–484, 1962.

۴٣



۴۴ مراجع

[10] P. Erdős and M. Simonovits. A limit theorem in graph theory. Studia Sci. Math.

Hungar. 1, pages 51–57, 1966.

[11] P. Erdős and M. Simonovits. Cube supersaturated graphs and related problems. in:

J.A. Bondy, U.S.R. Murty (Eds.), Progress in Graph Theory, Acad. Press, Frankfurt,

1984.

[12] P. Erdős and A.H. Stone. On the structure of linear graphs. Bull. Amer. Math.

Soc.52, pages 1087–1091, 1946.

[13] P. Erdos. On a theorem of rademacher–turán. Illinois J. Math. 6, pages 122–127,

1962.

[14] G.O.H Katona and Z. Tuza. Color the cycle. Discrete Mathematics, pages 1–8,

2013.

[15] L. Lovász. On the minimax theorems of combinatorics. L. Mat. Lapok (N.S.) 26,

pages 209–264, 1975.

[16] L. Lovász and M. Simonovits. On the number of complete subgraphs of a graph. II,

in: Studies in PureMath., Birkhäuser, Basel, pages 459–495, 1983.

[17] W. Mantel. Problem 28,wiskunde opgaven. pages 60–61, 1907.

[18] D. Mubayi. Color critical graphs. Department of Mathematics, Statistics and Com-

puter Sciense:2731–2740, 2010.

[19] E.A. Nordhaus and B.M. Steward. Triangles in an ordinary graph. Canad. J. Math.

15, pages 33–41, 1963.



۴۵ مراجع

[20] O. Ore. Arc coverings of graphs. Ann. Mat. Pura Appl. 55 (1), pages 315–321, 1961.

[21] A.J. Schwenk. Solution to problem 6159. American Math. Monthly, pages 135–136,

1979.

[22] A.J. Schwenk and M. Simonovits. Solution to problem 6159. American Math.

Monthly, 135-136, pages 135–136, 1979.

[23] M. Simonovits. A method for solving extremal problems in graph theory. stability

problems, in: Theory of Graphs, Proc. Colloq, Tihany, Academic Press, New York,

pages 279–319, 1966.

[24] M. Simonovits. A method for solving extremal problems in graph theory. Theory of

graphs, Academic Press:279–319, 1968.

[25] J.H Van Lint and R.H. Wilson. A course in combinatorics. 1992.



انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

الف

hypergraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ابرگراف.

proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اثبات

possible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال

espine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسپین

partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز

deviation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انحراف

cardinal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه

ب

undirected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت بدون

trivial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهͬ

mantion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داشتن برقرار

ت

iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تͺرار

Monochrome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رن�ͷت

contradict . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناقض.

چ



۴٧ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

quadruplet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارگانه

ح

at least . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حداقل.

at most . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حداکثر

خ

automorphic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودریخت.

د

odd cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد دورهای

ر

vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس

respect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابطه

ز

subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگراف

ص

satisfy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن صدق

ع

operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملͽر

ف

suppose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن فرض

ق

turan theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توران قضیه

ramsey theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رمزی قضیه

mantel theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتل قضیه
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ک

lower bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین کران
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Abstract
A Turan number of a given graph H with n vertices, ex(n,H) is the maximum number
of edges in a spanning subgraph of Kn which has no subgraph isomorphic to H.
In this thesis, we study some generalization of Turan ’s number, in particular, we set
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For a graph G, and a subgraph H of it, we define a graph with the vertices set
consisting of all subgraphs of G isomorphic to H. Two vertices are adjacent in this
graph whenever these two vertices have no edges in common.
We will study the chromatic number of this graph for some fixed subgraph H, in
particular, we consider to H be a cycle or a complete graph.
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