
ریاضͬ علوم دانشͺده
محض ریاضͬ گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای
آنالیز گرایش محض، ریاضͬ

عنوان

توابع روی بر انتͽرال عملͽرهای بررسͬ
مارپیچ

راهنما استاد

زیره احمد دکتر

مشاور استاد

موسوی رضا سید آقای
دانشجو

ਖ৷ඟ໊ی ૡં༙ه

١٣٩٢ بهمن





భودকୀماوآ່ید،آ່یدऔوฬنॷماਪیراماభوঙࢡඥرو່ز৯دانସ୍م
باسلامଘروحਮࣥوح৮درم

اশثاروازऒودথذਜวতی ଘپاسඵ෭ৎر࣓ࠝمواিسایหنازک࢙ૡه
ଘپاسعاهໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودหن

భاଌنໆردଌୃنروزگاران௵نૼنا॥ت
ଘپاسقࢋیБЗرگ່یاণభتان

وଘپاسख़࡛ࢴتییدر്تان
ৎقدمਗی࣒م. اଌنहख़ࢤوଐراॷଘما



චاری... ণپاس໋�

با آشنایͬ و هستͬ دانش از پرتوئͬ آموختن توفیق من به که منان خداوند از فراوان سپاس و حمد با
فرمود. عطا را آفرینش حقایق از ای گوشه

مͬ حͺم وظیفه اما است. ناتوان بزرگوار دوستان و گرانقدر اساتید زحمات حق نͽارش از قلم
نمایم. قدردانͬ و تشͺر توان حد در ولͬ ناچیز هرچند که کند

های افق حͺیمانه های راهنمایͬ با که زیره اجمد دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از ابتدا در
تشͺر کمال موسوی رضا سید آقای جناب مشاورم استاد از و نمودند ایجاد اینجانب برای جدیدی

. دارم را
تشͺر و تقدیر نمودند یاری مهم این در مرا که که دوستانͬ تمام و عزیزم همسر از همچنین

مͬ�نمایم.

ਖ৷ඟ໊ی ૡં༙ه
ࢯ૱ن۱۳۹۲



ث

ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضͬ علوم دانشͺده محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی کریمͬ اینجانبفاطمه
، مارپیچ توابع روی بر انتͽرال عملͽرهای بررسͬ عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشͽاه

مͬ�شوم: متعهد زیره احمد دکتر راهنمایͬ تحت

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیͽر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در امتیازی

دانشͽاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلͬ نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
مͬ�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

ਖ৷ඟ໊ی ૡં༙ه
ࢯ૱ن۱۳۹۲

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این مͬ�باشد. شاهرود دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب

نمͬ�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده

همچنین مͬ�پردازیم، مارپیچ توابع رده�ی به مربوط قضایای و تعاریف بیان به ، نامه پایان این در
مورد را گیرند مͬ قرار مذکور های رده در عملͽرها که ،شرایطͬ انتͽرال عملͽر چند معرفͬ با
دهیم. مͬ ارائه عملͽرها این بودن برای�مارپیچ را شرایطͬ واقع در و دهیم مͬ قرار مطالعه و بررسͬ

کنیم. مͬ بیان اختصار به را بودن محدب شرایط همچنین

: کلیدی کلمات
انتͽرال عملͽر ، مارپیچ توابع ، محدب توابع ، گون ستاره توابع ، ارز ͷت توابع ، تحلیلͬ توابع



ൈঠஅتار

دارد صفر مخالف مشتق ت�ͷارز تابع تحلیلͬ، نظر از . مͬ�نامیم ارز ͷت را ͷی به ͷی تحلیلͬ تابع
نͽارد. مͬ ساده خم�های به را ساده خم�های ارز ͷت تابع هندسͬ، نظر از و

f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرط با که D = {z ∈ C; |z| < ١} در ارز ͷت توابع همه رده�ی
مͬ�دهیم. نمایش S با را اند گشته نرمالیزه

اگرداشته�باشیم: مͬ�نامیم، α مرتبه از β-مارپیچ را S در f(z) تابع ، ٠ ≤ α < ١ برای

ℜe
{
eiβz

f ′(z)

f(z)

}
> α cos β

مͬ�دهیم. نمایش Ŝβα با را توابع این رده�ی است. حقیقͬ مقداری β و |β| < π
٢ که

مورد انتͽرال عملͽرهای برای را بودن مارپیچ مح�ͷهای داریم قصد ، رده این اهمیت دلیل به
پرداخته�ایم. تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم بیان به اول بخش در راستا، این در قرار�دهیم. بررسͬ

و داشته نظر مد را مختلفͬ انتͽرال عملͽر�های جداگانه طور به بخش هر در دوم، فصل در
بررسͬ�کرده�ایم. را بودن مارپیچ مح�ͷهای

Gp,m,n,k عملͽر بخشسوم، در ،Fp,m,n,k عملͽر دوم بخش در ، الͺساندر عملͽر اول بخش در
. شده�اند معرفͬ رابرتسون و لیبرا های عملͽر چهارم بخش در و



مطالب فهرست

١ مقدماتͬ مفاهیم و پیش�نیازها ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف و گذاری نماد ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A رده�ی ٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S رده�ی ٣.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tرده�ی ۴.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S∗ ی رده ۵.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C ی رده ۶.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S∗(α)ی رده ٧.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ŝβ ی رده ٨.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ŝβαی رده ٩.١

١٣ انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الͺساندر انتͽرال عملͽر ١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Iγ انتͽرال عملͽر ٢.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آنها برهان�های و اصلͬ نتایج ٣.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fp,η,m,k(z) عملͽر ۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Gp,η,m,k (z) عملͽر ۵.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . Fp,η,m,k(z) عملͽر برای کافͬ شرایط ١.۵.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . Gp,η,m,k عملͽر برای کافͬ شرایط ٢.۵.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابرتسون و لیبرا عملͽرهای ۶.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ قضایای ٧.٢

۴٧ مراجع

۵١ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

ح



خ مطالب فهرست

۵٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پیش�نیازها

مͬ�کنیم. مطالعه انتͽرال عملͽرهای برای را مارپیچͬ مح�ͷهای پایان�نامه، این در
مͬ�دهیم. ارایه عملͽرها این بودن مارپیچ برای را شرایطͬ واقع در

مͬ�کنیم. بیان را پایه قضیه چند و مقدماتͬ مفاهیم تعاریف، فصل، این در منظور، این برای

تعاریف و گذاری نماد ١.١

است. شده استفاده متن در زیر نمادهای از
مختلط اعداد :C
حقیقͬ اعداد :R

حقیقͬ قسمت :R
موهومͬ قسمت :Im

طبیعͬ اعداد :N
واحد قرص :D =

{
z ∈ C

∣∣∣ |z| < ١
}

میدان :U

١



مقدماتͬ مفاهیم و پیش�نیازها .١ ٢

معمولا مͬ�شود. نامیده میدان Cͷتوپولوژی فضای روی همبند و باز مجموعه�ی هر تعریف١.١.١.
مͬ�دهیم. Uنشان با را میدان

در f هرگاه، مͬ�نامیم، تحلیلͬ zنقطه�ی٠ در را f(z) : G → C (G ⊂ C) تابع .٢.١.١ تعریف
باشد. مشتق�پذیر z٠ نقطه�ی از ͬͽهمسای ͷی

همواره f مͬ�گوییم باشد پذیر مشتق اش دامنه از z٠ نقطه�ی هر در f که صورتͬ در .٣.١.١ تعریف
است. تحلیلͬ

،z ∈ Cهر برای و است مشتق�پذیر همواره f گیریم. مͬ نظر در را f(z) = z٣ تابع .۴.١.١ مثال
است. تحلیلͬ همواره f لذا ،f ′(z) = ٣z٢ داریم

است. غیر�تحلیلͬ z٠ در f لذا است، پذیر مشتق z = ٠ در فقط f(z) = |z|٢ تابع .۵.١.١ مثال

تحلیلͬ U دامنه�ی بر را f تابع باشد، تحلیلͬ U دامنه�ی نقاط تمام در f هرگاه .۶.١.١ تعریف
مͬ�نامیم.

مͬ�نامیم. تام تابع را f آن�گاه، باشد، تحلیلͬ C روی f تابع و U = C اگر

نتیجه در و تحلیلͬ همواره C ای،روی چند�جمله هر کلͬ حالت در و f(z) = z٣ تابع .٧.١.١ مثال
است. تام

، یعنͬ مͬ�نامیم. ت�ͷارز را ͷی به ͷی تحلیلͬ تابع هر .٨.١.١ تعریف
f(z١) = f(z٢) ⇒ z١ = z٢.

: نͺته

دارند. صفر مخالف مشتق تحلیلͬ، نظر از ت�ͷارز توابع .١

میدان به را ساده میدان�های و ساده خم�های به را ساده خم�های ت�ͷارز توابع هندسͬ، نظر از .٢
مͬ�نͽارند. ساده های



٣ تعاریف و گذاری نماد .١.١

|f(z)| ≤M و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلͬ |z| < R ناحیه بر f(z) فرضکنید (١شوارتز). ٩.١.١ لم
اگر، تنها و اگر است، برقرار تساوی و |f(z)| ≤ r

R
M داریم. |z| = r < R که zهایͬ برای آن�گاه،

.f(z) = M
R
eiαz

است، موجود |z| < R بر g(z) تحلیلͬ تابع تیلور، بسط طبق پس ،f(٠) = ٠ چون برهان.
را ماکزیمم اصل ،r < R′ < R مقادیر برای حال .g(z) = f(z)

z
پس f(z) = g(z).z طوری�که

مͬ�بریم. کار به g(z) تحلیلͬ تابع برای

max
|z|=r

|g(z)| ≤ max
|z|=R′

|g(z)|, (r < R′ < R)

پس

max
|z|=r

|f(z)|
|z|

≤ max
|z|=R′

|f(z)|
|z|

,

=⇒max
|z|=r

|f(z)| ≤ r

R′ max
|z|=R′

|f(z)| ≤ r

R′M,

R′<R
=⇒|f(z)| ≤ max

|z|=r
|f(z)| ≤ r

R′M,

=⇒|f(z)| ≤ max
|z|=r

|f(z)| ≤ r

R
M.

٠ = f(٠) = f ′(٠) = f ′′(٠) = · · · = fn−(٠)١ و تحلیلͬ |z| ≤ R بر f(z) اگر .١٠.١.١ نتیجه
داریم. |z| = r ≤ R برای آن�گاه، |f(z)| ≤M و

|f(z)| ≤ (
r

R
)nM (١.١)

که، است برقرار وقتͬ تساوی و
f(z) =

M

Rn
eiαzn (٢.١)

است. حقیقͬ α که

Schwarz١



مقدماتͬ مفاهیم و پیش�نیازها .١ ۴

A رده�ی ٢.١

فرم fبه مانند تحلیلͬ توابع همه�ی رده�ی .١.٢.١ تعریف

f(z) = z +
∞∑
k=٢

akz
k (ak ∈ R)

A رده�ی را f(٠) = f ′(٠) − ١ = ٠ و D =
{
z ∈ C

∣∣∣ |z| < ١
}
D،که واحد ͷدیس روی

مͬ�نامیم.

دارد. تعلق A رده�ی به f(z) = z + ٣z٢ تابع .٢.٢.١ مثال

S رده�ی ٣.١

نشان S با را مͬ�باشد ت�ͷارز f و f ∈ A fکه مانند تحلیلͬ توابع همه�ی رده�ی .١.٣.١ تعریف
مͬ�دهیم.

دارد. زیر شͺل به توانͬ نمایش S در تابع ͷی
f(z) = z + a٢z

٢ + · · ·+ anz
n + . . . (|z| < ١).

. z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S آن�گاه ، f(z) ∈ S اگر .٢.٣.١ لم

. مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را g(z) و f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n مͬ�دهیم قرار برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢ = z
√

١ + a٢z٢ + a٣z۴ + . . .

ارز ͷت g(z) تابع کنیم ثابت اینͺه برای . g′(٠) = ١ و g(٠) = ٠ و است تحلیلͬ g(z) تابع
مͬ�کنیم. فرض است،

g(z١) = g(z٢)

=⇒ f(z٢
١) = f(z٢

٢)

=⇒ (z٢
١) = (z٢

٢)

=⇒ z١ = ±z٢,

است، تناقض (z١)gکه = −g(z٢) مͬ�دهد نتیجه z١ = −z٢ رو این از است. فرد تابعͬ g(z) اما،
است. ͷبه�ی�ͷیg(z) لذا، .z١ = z٢ پس



۵ Tرده�ی .۴.١

Tرده�ی ۴.١

در g(z)که = z + b٠ +
b١
z
+ b٢

z٢ + . . . (bi ∈ R) شͺل به توابعͬ همه�ی ی رده .١.۴.١ تعریف
دهیم. مͬ نشان T با را -ارزند ͷت | z |> ١ میدان

آن�گاه، باشد، T رده�ی به متعلق g(z) و g(z) = z + b٠ +
b١
z
+ b٢

z٢ + . . . اگر .٢.۴.١ قضیه

∑∞
n=٠ n | bn |٢< ١.

به را |z| = r > ١ دایره�ی ، g(z) ارز ͷت تابع بͽیریم نظر در بسته ساده�ی مرز را C اگر برهان.
مͬ�دهیم قرار کند. مͬ� Cتصویر

g(z) = u(z) + iv(z)

مͬ�دهیم. نشان A(r) با را C به Rمحدود ناحیه�ی مساحت

A(r) =

∫
R

dudv

.
قضیه�ی بردن کار به با . است برقرار A(r) > ٠ رابطه�ی ،r > ١ هر برای که داریم توجه

داریم. گرین،

A(r) =
١
٢

∫
C

udv − vdu (٣.١)

=
١
٢

∫ ٢π

٠

(
u
∂v

∂Θ
− v

∂u

∂Θ

)
dΘ > ٠.

است پیوسته نسبͬ مشتقات دارای و است تحلیلͬ نیست مبدا شامل Uکه میدان در g(z) تابع چون
در را زیر انتͽرال خطͬ، انتͽرال حاصل آوردن دست به برای . ´g(z) = ( ١

iz
)( ∂g
∂Θ

) داریم. نتیجه در
مͬ�گیریم. نظر

١
٢

∫
|z|=r

g(z)g′(z)dz =

١
٢

∫ ٢π

٠
(u− iv)[

١
iz
(
∂u

∂Θ
+ i

∂v

∂Θ
)]izdΘ =



مقدماتͬ مفاهیم و پیش�نیازها .١ ۶

١
٢

∫ ٢π

٠
u
∂v

∂Θ
+
∂u

∂Θ
dΘ +

i

٢

∫ ٢π

٠
u
∂v

∂Θ
− v

∂u

∂Θ
dΘ, (۴.١)

داریم. (۴.١) کردن ساده با دارد. مطابقت A(r) با آن، موهومͬ قسمت که

١
٢

∫
|z|=r

¯g(z)g′(z)dz =
١
٢

∫
|z|=r

(z̄ +
∞∑
m=٠

b̄m(z̄)
−m).(١ −

∞∑
n=١

n(bnz
−n−١)dz),

که، داریم توجه نیز و

∫
|z|=r

(z̄)−m(z−n−١)dz =


٢πir−٢m, n = m,

٠ , n ̸= m.

مͬ�شود، منتهͬ زیر همانندی به این و

١
٢

∫
|z|=r

¯g(z) ´g(z)dz =
١
٢

∫
|z|=r

z̄dz − ١
٢

∫
|z|=r

∑∞
n=١ n|bn|٢r−٢n

z
dz = π(r٢ −

∞∑
n=١

n|bn|٢r−٢n),

داریم. و است محض (۴.١)موهومͬ بنابراین

A(r) =
١
٢

∫ ٢π

٠
u
∂v

∂Θ
− v

∂u

∂Θ
dΘ = π(r٢ −

∞∑
n=١

n|bn|٢r−٢n,

داریم. ،A(r) > ٠ چون

(r٢ −
∞∑
n=١

n|bn|٢r−٢n) > ٠ (r > ١). (۵.١)

مͬ�شود. حاصل r −→ ١+ با نتیجه بنابراین rبرقرار�است، > ١ هر برای (۵.١) اما

. ١
f( ١

z
)
∈ T آن�گاه ،f(z) ∈ S اگر .٣.۴.١ قضیه

مͬ�کنیم فرض ابتدا برهان.
١

f( ١
z١
)
=

١
f( ١

z٢
)

(| z١ |> ١, | z٢ |> ١).

بودن ͷی به ͷی از ١
f( ١

z
)
, (|z| > ١) بودن ͷی به ͷی اکنون .f( ١

z١
) = f( ١

z٢
) داریم نتیجه در

صورتͬ در است، f(z) بودن تحلیلͬ نتیجه نیز ١
f( ١

z
)
بودن تحلیلͬ مͬ�شود. حاصل |z| < ١ در f(z)،

.f(١
z
) ̸= ٠ داد نشان بتوان که



٧ Tرده�ی .۴.١

ͷی با تناقض در که f(٠) = f( ١
z٠
) = ٠ داشت خواهیم | ١

z٠
|> ١ برای آن�گاه f(١

z
) = ٠ اگر

مͬ�شود. ثابت قضیه و است T در ١
f( ١

z
)
بنابر�این |مͬ�باشد. z |< ١ در f(z) بودن ͷی به

|a٢| ≤ ٢ آن�گاه، ، g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S اگر .۴.۴.١ قضیه

.g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S ، نتیجه در f(z) = z+a٢z

٢ + · داریم. (٢.٣.١) لم از استفاده با برهان.
قضیه�ی به توجه با g(z) = z + a٢

٢ z
٣ + . . . . �بنویسیم مͬ�توانیم بنا�براین، g′′′(z) = ٣a٢ همچنین

مͬ�دهد. نشان ١
g( ١

z
)
تابع برای �لران بسط (۵.١)

١
g(١

z
)
=

١
(١
z
)[١ + a٢

٢ z
٢ + . . . ]

= z − a٢
٢

١
z
+ · · · ∈ T.

مͬ�شود. ثابت قضیه و |a٢| ≤ ٢ بنا�بر�این .|a٢
٢ |

٢ ≤ ١ داریم، (٢.۴.١) قضیه�ی به�کار�بردن با

داریم. (۴.۴.١) قضیه�ی در ( حقیقͬ α ) ، a٢ = ٢eiα; باقراردادن .۵.۴.١ نتیجه

١
g(١

z
)
= z − eiα

z

یا و

g(z) =
z

(١ − eiαz٢)
= z

√
f(z٢)

z٢ .

پس،

f(z) =
z

(١ − eiαz)٢ = z + ٢eiαz٢ + . . . .

که مͬ�رسیم، K(z) = z
(١−z)٢ = ١

۴(
١+z
١−z )

٢ − ١
۴ تابع به فوق رابطه�ی در α = ٠ دادن قرار با

است. معروف کویب تابع به
∞ تا −١

۴ از منفͬ �حقیقͬ اعداد محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < ١ قرص کویب تابع
مͬ�نͽارد. است، شده بریده
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S∗ ی رده ۵.١

خط پاره هر و ٠ ∈ U اگر مͬ�نامیم، ستاره�گون مبدا، به نسبت را C در U میدان .١.۵.١ تعریف
. Uبیفتد داخل مͬ�کند، وصل ٠ به را Uاز نقطه هر که مستقیم

تحت |z| < ١ قرص اگر مͬ�نامیم، گون ستاره مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع .٢.۵.١ تعریف
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت که شود نͽاشته میدانͬ به f(z) تابع

دهیم. مͬ نشان S∗ با را ستاره�گون توابع همه�ی رده�ی

. است واضح زیر رابطه�ی (٢.۵.١) و (١.٣.١) و تعاریف(١.٢.١) به توجه با .٣.۵.١ نتیجه
S∗ ⊂ S ⊂ A

|z| < قرص f(z) اگر، تنها و اگر ،f(z) ∈ S∗ اینصورت در f(z) ∈ S کنیم فرض .۴.۵.١ لم
بنͽارد. ستاره�گون میدان بر را r < ١

باشد، |z| < r < ١ تصویر Dr |z|و < ١ تصویر D اگر ،f(z) ∈ S∗مͬ�کنیم فرض ابتدا برهان.
اگر

g(z) = تابع پس .w ∈ D داریم، است ستاره�گون D چون ٠ < t < ١ برای wآن�گاه ∈ D

g(٠) = که چون مͬ�کند، صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است |z|تحلیلͬ < ١ (tf(z))١−fدر

را Dr به w١متعلق نقطه�ی حال ،|g(z)| ≤ |z| داریم لذا مͬ�بریم. به�کار را شوارتز لم f−١(tf(٠))
در دلخواه به tرا w١اگر = f(z١) داریم |z١| < r که z١ نقطه�ی برای این�صورت در کرده، اختیار

داریم. بͽیریم نظر ٠در < t < ١ فاصله�ی

|f−١(tw١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

به نسبت Dr میدان پس است، دلخواه w١ چون دارد، قرار Dr در tw١ که است معنͬ بدان این
است. wستاره�گون = ٠

٠ < t٠ < ١ برای که است Dموجود به متعلق w٠ نقطه�ی آن�گاه f(z) /∈ S∗ اگر برعͺس.
باشد، w٠ نقطه�ی شامل Dr تصویر طوری�که کرده انتخاب را |z| < r < ١ قرص t٠w٠ /∈ D داریم
نمͬ�نͽارد ستاره�گون میدان بر |z|را < r قرص f(z) wپسt٠w٠ /∈ Dr Drنقطه�ی ⊂ D چون

.



٩ C ی رده .۶.١

.R zf ′(z)

f(z)
> ٠ اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ اینصورت در f(z) ∈ S اگر .۵.۵.١ قضیه

میدان بر |z|را < r < ١ قرص f(z)هر اگر تنها و f(z)اگر ∈ S∗ لم(١.۴.۵) موجب به برهان.
wباید = f(reiθ) wتا = از٠ شعاعͬ ٢πبردار ٠تا θبین هر برای معادل بیان به کند تصویر ستاره�گون
بردار این�صورت غیر در زیرا است. صعودی argf(reiθ)تابعͬ که معنͬ�است بدان این Drباشد در
مشخص زیر شرط ∗Sبا در تابع ͷی پس کند. قطع نقطه دو در حداقل Drرا مرز باید شعاعͬ

مͬ�گردد.

∂

∂θ
(argf(reiθ)) > ٠.

اما
argf(reiθθ) = Im log f(reiθ)

بنابراین،

∂

∂θ
(Im log f(reiθ)) = Im

∂

∂θ
(log f(reiθ) =

Imi
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)
= Rez

f ′(z)

z
> ٠

C ی رده ۶.١

هم به را U از نقطه دو هر که مستقیمͬ خط پاره اگر مͬ�نامیم محدب را U میدان .١.۶.١ تعریف
بیفتد. U مͬ�کند،داخل وصل

محدب میدان بر f(z)تحت |z| < ١ قرص اگر مͬ�نامیم محدب f(z)را ∈ S تابع .٢.۶.١ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش C با را S ی رده زیر این شود نͽاشته

این�صورت fدر ′(٠) = ١ (٠)fو = ٠ و باشد |z|تحلیلͬ < ١ f(z)در فرض�کنیم .٣.۶.١ قضیه
اگر تنها و f(z)اگر ∈ C

R(١ + z f
′′(z)
f ′(z)

) > ٠ (|z| < ١)

بر |z|را < r Drقرص اگر تنها و اگر مͬ�گیرد Cقرار f(z)در (٢.۶.١) تعریف موجب به برهان.
|z|را = r < ١ wدایره�ی = f(reiθ) تابع که بدان�معنͬ�است این� هندسͬ نظر .از بنͽارد محدب میدان
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ساعت عقربه�های خلاف جهت θدر افزایش با مرز این بر مماس و مͬ�نͽارد بسته ساده�ی مرز بر
π
٢ + θ + با است مͬ�سازدبرابر حقیقͬ محور wبا صفحه�ی در مماس خط که مͬ�گردد.زاویه�ای

مشخص�مͬ�گردد. زیر شرط با محدب تابع argfپس ′(z)

∂

∂θ

(π
٢ + θ + argf ′(reiθ)

)
> ٠ (۶.١)

داریم. ساده�کردن با

١ +
∂

∂θ
(Im log f ′(reiθ) =

١ + Im(ireiθ
f”(reiθ)

f ′(reiθ)
) = Re(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
) > ٠

است. تمام اثبات بدین�ترتیب و

داریم. z = reiθ دهیم قرار بالا رابطه در اگر

∂

∂θ
(argizf ′(z) =

∂

∂θ
(argzf ′(z)) > ٠ (٧.١)

الͺساندر لم برای برهانͬ نͽاشته�شودلذا ستاره�گون میدان zfبر ′(z) این�که برای شرطͬ�است اما(٧.١)
مͬ�آید. دست به

. f ∈ C اگر تنها و اگر zf ′ ∈ S∗ آنͽاه f ∈ S اگر (الͺساندر). ۴.۶.١ لم

S∗(α)ی رده ٧.١

باشیم. داشته که صورتͬ در و α ∈ [٠,١) , f ∈ S , z ∈ D کنید. فرض [٨] .١.٧.١ تعریف
گوییم. مͬ α مرتبه ٢از ستاره�گون تابع ͷی f به Rez f

′(z)
f(z)

) > α

مͬ�دهیم. S∗(α)نشان با Dرا αروی مرتبه�ی از ستاره�گون توابع ی همه رده�ی

starlike٢



١١ Ŝβ ی رده .٨.١

Ŝβ ی رده ٨.١

مقادیر اگربرای Dمͬ�نامیم ٣روی مارپیچ - β تابع ͷی را f ∈ S تحلیلͬ تابع .١.٨.١ تعریف
Re{eiβ zf

′(z)
f(z)

} > ٠ باشیم داشته |β| < π
٢ شرط با β حقیقͬ

مͬ�دهیم. نشان Ŝβ با را D روی مارپیچ - β توابع ی همه رده�ی

است. ستاره�گون توابع از S∗ رده�ی همان Ŝ٠ .٢.٨.١ نتیجه

که این به باتوجه و (١.٨.١) و تعاریف(١.٧.١) مقایسه با
مͬ�نͽارد eiβ

zf ′(z)

f(z)
نͽاشت با راست سمت مختلط صفحه نیم به را D, β نوع مارپیچ توابع

با راست سمت مختلط صفحه نیم همان به را D, α مرتبه از گون ستاره توابع که این�که ضمن .

مͬ�نͽارد. است α از بزرگتر آن حقیقͬ قسمت که zf ′(z)

z
فرم به نͽاشتͬ

به eiβ
zf ′(z)

f(z)
نͽاشت تصویر اگر که گیریم مͬ نتیجه limz→٠ e

iβ zf
′(z)

f(z)
= eiβ چون

مقدار آنͽاه است بیشتر معین ثابت ͷی از آن حقیقͬ قسمت که شود محدود راست مختلط صفحه
باشد. کوچͺتر cos β از باید ثابت

مͬ�کنیم. معرفͬ را D روی Ŝβα رده�ی نظر این طبق

Ŝβαی رده ٩.١

توابع همه�ی بͽیرید،رده�ی نظر در را β ∈ (−π٢ ,
π
٢ ) و α ∈ [٠,١) مقادیر .١.٩.١ تعریف

درشرط fکه ∈ S

R

{
eiβz

f ′(z)

f(z)

}
> α cos β (z ∈ D)

مͬ�دهیم. نشان Ŝβα با را مͬ�کند صدق

f ∈ S∗(α) مͬ�شود βنتیجه = ٠ دادن قرار با .٢.٩.١ نتیجه
f ∈ Ŝβ مͬ�شود نتیجه α = ٠ دادن قرار با

انتخاب طوری توانͬ تابع شاخه آن در ،که f(z) = z

(١−z)
٢(١−α)

١+tan β

تابع z ∈ D برای .٣.٩.١ مثال

Ŝβαاست. به متعلق [(١ − z)
٢(١−α)

١+tan β ]|z=٠ = ١ که شده�است

βspirallike٣
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.



٢ فصل

عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ

انتͽرال

به زیادی افراد �شدند. معرفͬ قبل بخش در و... مارپیچ و ستاره�گون ت�ͷارز، تحلیلͬ، توابع رده�ی
قرار فوق رده�ها�ی در انتͽرال عملͽرهای شرایطͬ، چه تحت که پرداخته�اند، مورد این در مطالعه
در ما داشت. بر�خواهند در را نتایجͬ چه شده، تعیین شرایط تغییر با عملͽرها این اصولا و �مͬ�گیرند
مح�ͷهای به جدید انتͽرال عملͽر دو معرفͬ با آنها، تحقیق از حاصل نتایج بررسͬ ضمن فصل این

�مͬ�کنیم. اشاره عملͽرها این مورد در مارپیچͬ

عملͽر این مورد در را �بودن مارپیچ شرایط و تعریف را ١ الͺساندر انتͽرال عملͽر بخش این در
. �مͬ�کنیم بیان

Alexander١

١٣



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ١۴

الͺساندر انتͽرال عملͽر ١.٢

تعریف زیر شͺل به را الͺساندر انتͽرال عملͽر صورت این در ،f ∈ S کنید فرض .١.١.٢ تعریف
مͬ�کنیم،

J [f ](z) =

∫ z

٠

f(ζ)

ζ
dζ,

[٨] مͬ�نͽارد. ٢ ͷبه�ی�ͷی صورت به C رده��ی روی را ستاره�گون توابع رده�ی عملͽر، این
سال در اما باشد، برقرار باید J(S) ⊂ S رابطه�ی که زد حدس ١٩۶٠ سال در بایر�ناخ٣ͬ

�کردند. رد زیر صورت به مثالͬ آوردن با را بالا مطلب ۵ ͬͺلواندوس و کرزیز۴ ،١٩۶٣

به J عملͽر توسط اما است، π۴-مارپیچ تابع ͷی ،f(z) = z(١ − iz)i−١ تابع [١٣] .٢.١.٢ مثال
مͬ�شود. تبدیل ت�ͷارز غیر تابعͬ

�کرد. مطالعه ١٩۶٩ سال در را ۶ β-مارپیچ توابع از الͺساندر انتͽرال شͺل تغییر نیز رابرتسون
x٠ = ٠٫ ٢٠٣۴... آن در که باشد cos β ≤ x٠ صورتͬ�که در است، J(Ŝβ) ⊂ S که داد نشان او

است. ١۶x٣ + ١۶x٢ + x− ١ = ٠ معادله�ی مثبت ریشه�ی

Iγ انتͽرال عملͽر ٢.٢

باشد ت�ͷارز موضعا f(z) ∈ A و y ∈ C کنید، فرض
[٨] مͬ�کنیم، تعریف زیر به�صورت را Iγ انتͽرال شͺل تغییر

Iγ[f ](z) =

∫ z

٠
|f ′(ζ)]γdζ = z

∫ ١

٠
|f ′(tz)]γdt,

داد نشان مͬ�توان ،Iγ تعریف اساس بر
IγoIγ′ = Iγγ′ .

one-to-one٢

Biernacki٣

Krzyz۴

Lewandowski۵

β-spirallike۶



١۵ Iγ انتͽرال عملͽر .٢.٢

مͬ�کنیم. تعریف زیر شͺل به را A(F ) مجموعه�ی
A(F ) = {γ ∈ C : Iγ(F ) ⊂ S},

�است. ارز ͷت موضعͬ به�طور و F ⊂ A که
یͺدیͽر معادل ١ ∈ A(J(Ŝβα)) و J(Ŝβα) ⊂ S های رابطه ، A(F ) مجموعه�ی تعریف طبق

مͬ�باشند.

J(Ŝ٠) = C ⊂ S .١.٢.٢ نتیجه

میدان به را D و باشد ارز ͷت و تحلیلͬ� D در f٠(z) = z + c٢z
٢ + · · · اگر [۴] .٢.٢.٢ لم

آن�گاه، بنͽارد، ,w(f٠∣∣∣محدب z)
∣∣∣ = ∣∣∣ (f ′′

٠ (z)

f ′
٠(z)

)′

− ١
٢

(
f ′′

٠ (z)

f ′
٠(z)

)٢ ∣∣∣ ≤ ٢
(١ − |z|٢(٢ , (z ∈ D)

باشیم. داشته که است برقرار وقتͬ تساوی و

f٠(z) =
١
٢ log

١ + z

١ − z
.

است، شده نرمالیزه P (٠) = ١ شرط با که باشد، D در تحلیلͬ تابعͬ P (z) کنید فرض .٣.٢.٢ لم
باشیم داشته D در اگر

ℜeP (z) > ٠,

٢zP∣∣آن�گاه، ′(z) + ١ − P ٢(z)
∣∣ ≤ ۴|z|٢

(١ − |z|٢(٢ .

و ،f ′(z) ̸= ٠ و f(z) ∈ S کنید فرض [۴] .۴.٢.٢ تعریف
Re

[
eiα
(

١ +
zf ′′(z)

f ′(z)

)]
> ٠, (z ∈ D)

یا است مارپیچ محدب f(z) یعنͬ دارد، تعلق Ŝα رده�ی به zf ′(z) مͬ�گوییم صورت، این در
.f(z) ∈ Cα

معادله�ی از مثبت ریشه�ی x٠ = ٠٫ ٢٣١۵... و ٠ < cosα ≤ x٠ که f(z) ∈ Cα اگر .۵.٢.٢ قضیه
است. ت�ͷارز D در f(z) آن�گاه، باشد، ١٢x٣ + ١۶x٢ + x− ١ = ٠

اگر Cαباشد، به f(z)متعلق = z+ a٢z
٢ + · · · تابع و −π

٢ < α < π
٢ کنید فرض (۵.٢.٢) برهان.

p(z) =
١

cosα

[
eiα
(

١ +
zf ′′(z)

f ′(z)

)]
− i

sinα

cosα
,

همچنین، .ℜep(z) > ٠ قبل، تذکر در ذکر�شده شرایط به توجه با ،p(٠) = ١ آن�گاه

١ +
zf ′′(z)

f ′(z)
= [p(z) cosα + i sinα]e−iα,

یا



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ١۶

zf ′′(z)

f ′(z)
=
p(z)− ١

z
e−iα cosα,

چون

(
zf ′′(z)

f ′(z)
)′ − ١

٢(
zf ′′(z)

f ′(z)
)٢ =

e−iα cosα

٢z٢ [٢zp′(z) + ١ − p٢(z) + ie−iα sinα(p(z)− ٢(١],

داریم. (٣.٢.٢) لم طبق

|w(f, z)| ≤ cosα

٢|z|٢ |٢zp
′(z) + ١ − p٢(z)|+ | sinα||p(z)− ٢|١

<
cosα

٢|z|٢
[ ۴z٢

(١ − |z|٢(٢
+ | sinα|

( ٢|z|
١ − |z|

)٢]

≤ ١)٢ − |z|٢−(٢

یا

cosα(١ + ۴| sinα|) ≤ ١.

١۶ cos٣ α+١۶ cos٢ α+cosα−١ < اگر گرفتکه نتیجه مͬ�توان (٣.٢.٢) و (٢.٢.٢) لم�های طبق
١۶x٣ + ١۶x٢ + x− ١ < ٠ معادله�ی چون است، D در ت�ͷارز تابعͬ f(z) آن�گاه ،α = ٠ یا ،٠
آن�گاه ،٠ < cosα ≤ x٠ اگر بنابر�این است، x٠ = ٠٫ ٢٣١۵.... که دارد مثبت ریشه�ی ͷی فقط

است. ت�ͷارز D در f(z)

و |µ − ١| > ١ اگر همچنین و ،١
٢ < cosα < ١ که ،µ + ١ = |µ + ١|e−iα اگر .۶.٢.٢ مثال

دارد، تعلق Cα به f ∗
α(z) =

١
µ
[(١ − z)−µ − ١] = z + · · · تابع آن�گاه، ،|µ| ≤ ١ و |µ+ ١| > ١

نیست. ت�ͷارز اما



١٧ Iγ انتͽرال عملͽر .٢.٢

منحصربه�فرد و مثبت ریشه�ی x١ که ،x١ = ٠٫ ٢۵۶۴... با را x٠ زیلͽر، و لیبرا بعد، مدتͬ
کردند. جایͽزین است، ٩x٣ + ٩x٢ + x− ١ = ٠ معادله�ی

برای و شود، جایͽزین ١
٢ از بزرگ�تر عددی با نمͬ�تواند x٠ که کرد مشاهده رابرتسون همچنین

اثبات را (٧.٢.٢) قضیه تͬ�سوگاوا٨ و وای�سͬ�کیم٧ کرد. تلاش آن تقریب بهترین آوردن به�دست
کردند.

J(Ŝβ) ⊂ S آن�گاه، ،β = ٠ یا cos β ≤ ١
٢ اگر [١۶] .٧.٢.٢ قضیه

β مرتبه مارپیچ توابع زیر�رده�ی برای الͺساندر تغییرشͺل
روی عملͽر این بررسͬ به الͺساندر، شͺل تغییر عملͽر از دیͽر کاربردی عنوان به ادامه، در

پرداخت. خواهیم β نوع از مارپیچ توابع زیررده�ی

این در ،z ∈ D و α ∈ [٠,١) و β ∈ (
−π

٢ ,
π

٢) و c = e−iβ cos β کنید فرض [١٣] .٨.٢.٢ لم
. برقرارند زیر روابط صورت

انتخاب طوری توانͬ تابع رشته�ی و ،u(z) ∈ S∗ که ،f ∈ S∗(α) ⇐⇒ f(z)
z

= [u(z)
z
]١−α .١

.[u(z)
z
]١−α|z=٠ = ١ که �است شده

شده انتخاب طوری توانͬ تابع رشته�ی و ،g(z) ∈ S∗(α) که ،f ∈ Ŝβα ⇐⇒ f(z)
z

= [g(z)
z
]c .٢

.[g(z)
z
]c|z=٠ = ١ که �است

شده انتخاب طوری توانͬ تابع رشته�ی و ،s(z) ∈ S∗ که ،f ∈ Ŝβα ⇐⇒ f(z)
z

= [ s(z)
z
](١−α)c .٣

.[S(z)
z
](١−α)c|z=٠ = ١ که است

. است شده بیان [۶] در قسمت این اثبات .١ برهان.

. مͬ�دهیم قرار اکنون ،f(z) ∈ Ŝβα کنید فرض .٢

g(z) = z

[
f(z)

z

] eiβ

cosβ

.

مͬ�آوریم، به�دست را زیر تساوی صورت، این در
zg′(z)

g(z)
= (١ + i tan β)

zf ′(z)

f(z)
− i tan β.

. است برقرار زیر نامساوی بنابراین،
ℜe
[
zg′(z)

g(z)

]
=

١
cos β

ℜe
[
eiβ
zf ′(z)

f(z)

]
>
α cos β

cos β
= α

Y.C.Kim٧

T.Sugawa٨



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ١٨

.g(z) ∈ S∗(α) یعنͬ،

خواهیم را زیر نامساوی بالا، استدلال مشابه بنابراین .g(z) ∈ S∗(α) کنید فرض برعͺس،
داشت،

١
cos β

ℜe
[
eiβ
zf ′(z)

f(z)

]
= ℜe

[
zg′(z)

g(z)

]
> α,

مͬ�گیریم، نتیجه لذا

ℜe
[
eiβ
zf ′(z)

f(z)

]
> α cos β,

.f(z) ∈ ˆ
Sβα یعنͬ،

مͬ�گیریم. نتیجه ٢ قسمت به توجه با .٣

f ∈ Ŝβα ⇐⇒ g ∈ S∗(α),

.f(z)
z

=
[
g(z)
z

]c
طوری�که،

آنجایͬ�که از .c = e−iβ cos β مͬ�دهیم قرار

g(z) ∈ S∗(α) ⇐⇒ s(z) ∈ S∗

و Ŝβα رده�ی بین مهم رابطه�ای لذا، شد، اثبات ١ در g(z)
z

=
[
s(z)
z

]١−α
تساوی طوری�که،

. مͬ�شود بیان زیر صورت به که مͬ�آوریم بدست S∗ رده�ی

.f(z)
z

= [ s(z)
z
](١−α)c طوری�که، باشد، داشته وجود s(z) ∈ S∗ اگر، تنها و اگر ،f ∈ Ŝβα

که، است شده انتخاب طوری توانͬ تابع شاخه�ی و داده�ایم، قرار c = e−iβ اینجا در

[s(z)
z

](١−α)c
|z=٠ = ١,

قضایا اثبات در مهمͬ نقش که مͬ�کند، بیان را S∗ رده�ی و Ŝβα رده�ی رابطه�ی (٨.٢.٢) لم
مͬ�کنند. ایفا



١٩ Iγ انتͽرال عملͽر .٢.٢

.J(Ŝβα) = I(١−α)e−iβ cos β(C) آن�گاه، ،β ∈ (−π٢ ,
π
٢ ) و α ∈ [٠,١) اگر .٩.٢.٢ لم

.f(z) =
∫ z

٠
g(ζ)
ζ
dζ طوری�که، دارد، وجود g(z) ∈ Ŝβα بنابراین، ،f ∈ J(Ŝβα) کنید فرض برهان.
طوری�که، s(z) ∈ S∗ مͬ�گیریم نتیجه ،(٨.٢.٢) قضیه�ی از ٣ قسمت طبق

g(z) = z

[
s(z)

z

](١−α)e−iβ cosβ

,

بنابراین،

f(z) =

∫ z

٠

[
s(ζ)

ζ

](١−α)e−iβ cosβ

dζ.

و .s(z) = zu′(z) طوری�که دارد، وجود u(z) ∈ C تابع ، C رده�ی و S∗ رده�ی رابطه�ی طبق
بنابراین،

f(z) =

∫ z

٠
[u′(ζ)]

(١−α)e−iβ cosβ
dζ

.J(Ŝβα) ⊂ I(١−α)e−iβ cosβ(C) نتیجه در ،f(z) ∈ I(١−α)e−iβ cosβ(C) یعنͬ
. داشت خواهیم شده، ذکر روابط بابرگشت ،f(z) ∈ I(١−α)e−iβ cosβ(C) کنید فرض برعͺس،

f ∈ J(Ŝβα).

مͬ�شود. ثابت لم درنتیجه و ،I(١−α)e−iβ cosβ(C) ⊂ J(Ŝβα) بنابراین



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ٢٠

آنها برهان�های و اصلͬ نتایج ٣.٢

باشد. z, w ∈ C که z, w انتهایͬ نقاط با بسته بازه�ی [z, w] مͬ�کنیم فرض بخش این در

.١.٣.٢ لم

A(C) =

{
|γ| ≤ ١

٢

}
∪ [

١
٢ ,

٣
٢ ].

است. آمده [۶] در لم این اثبات

آن�گاه، ،α ∈ [٠,١) , β ∈ (−π٢ ,
π
٢ ) اگر .٢.٣.٢ قضیه

A(J(Ŝβα)) =

{
|γ| ≤ ١

١)٢ − α)cosβ

}∪[
eiβ

١)٢ − α) cos β
,

٣eiβ
١)٢ − α) cos β

]
داریم، ،(٩.٢.٢) لم از استفاده با برهان.

Iγ(J(Ŝ
β
α)) = Iγ(I(١−α)−iβ cosβ)(C) = Iγ(١−α)−iβ cosβ)(C) (١.٢)

بنابراین،
γ ∈ A(J(Ŝβα)) ⇐⇒ γ(١ − α)e−iβ cos β ∈ A(C)

مͬ�آوریم. بدست را مطلوب نتیجه�ی ،(١.٣.٢) لم از استفاده با و

. داریم −π
٢ < γ < π

٢ برای ،α = ٠ دهیم قرار اگر ،(٢.٣.٢) قضیه�ی در .٣.٣.٢ نتیجه

A(J(Ŝβ)) =

{
|γ| ≤ ١

٢ cos β

}∪[
eiβ

٢ cos β
,

٣eiβ
٢ cos β

]
J(Ŝβα) ⊂ S شمول رابطه�ی صورت این در ،β ∈ (−π٢ ,

π
٢ ) و α ∈ [٠,١) کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه

اگر است، برقرار
cos β ≤ ١

١)٢ − α)
,

یا
α = β = ٠.

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،J انتͽرال شͺل تغییر عملͽر طبق آن�گاه ،α = β = ٠ اگر برهان.
مͬ�شود. (٧.٢.٢)حاصل قضیه�ی آنͽاه ،β ̸= ٠ و α = ٠ اگر

،(٨.٢.٢) قضیه�ی اول قسمت از استفاده با .f(z) ∈ S∗(α) آن�گاه، β = ٠ و α ̸= ٠ اگر
�است شده انتخاب چنان توانͬ تابع شاخه ،u(z) = z

(
f(z)
z

) ١
١−α طوری�که دارد وجود u(z) ∈ S∗

که

(
f(z)

z

) ١
١−α ∣∣∣

z=٠
= ١



٢١ آنها برهان�های و اصلͬ نتایج .٣.٢

طوری�که، دارد، وجود g(z) ∈ J(Ŝαβ) که �مͬ�شود مشاهده J انتͽرالͬ تبدیل از

g(z) =

∫ z

٠

(
f(ζ)

ζ

) ١
١−α

dζ,

برای
ℜe
[

١ +
zg′′(z)

g′(z)

]
= ℜe

[
١

١ − α

zf ′(z)

f(z)

]
،ℜe

[
zf ′(z)
f(z)

]
> α و

.J(S∗(α)) ⊂ S و ،g(z) ∈ C بنابراین، و ،ℜe
[

١ + zg′′(z)
g′(z)

]
> ٠ که گرفت نتیجه مͬ�توان

.β ̸= ٠ و ،α ̸= ٠ کنید فرض اکنون
،١ ̸∈

[
eiβ

٢(١−α) cosβ ,
٣eiβ

٢(١−α) cosβ

]
١و ∈ A(J(Ŝβα)) با است معادل J(Ŝβα) ⊂ S آنجایͬ�که از

که مͬ�گیریم نتیجه ،(٢.٣.٢) قضیه�ی از استفاده با لذا،

١ ≤ ١
١)٢ − α) cos β

.

داریم β ∈ (−π٢
π
٢ ) و α ∈ [٠,١) برای کنیم، خلاصه را بالا روش اگر cos β ≤ ١

٢(١−α) یعنͬ
کامل را برهان موضوع، این و .α = β = ٠ یا cos β ≤ ١

٢(١−α) زمانͬ�که ،J(Ŝβα) ⊂ S

مͬ�کند.

است. (٧.٢.٢) قضیه�ی از تعمیمͬ (۴.٣.٢) قضیه�ی .۵.٣.٢ نتیجه

آن�گاه، ،α ∈ [٠,١) , β ∈ (−π٢ ,
−π

٢ ) اگر .۶.٣.٢ قضیه

A(J(Ŝ)) =

{
|γ| ≤ ١

١)٢ − α) cos β

}
.

مͬ�گیریم نتیجه A(F ) = {γ ∈ C : Iγ(F ) ⊂ S} و Ŝ =
∪
β Ŝ

β
α رابطه�های ͷکم با برهان.

A(J(Ŝ)) =
∩
β

J(Ŝβα).

بنابراین، .A(J(Ŝ)) =
{
|γ| ≤ ١

٢(١−α) cosβ

}
که مͬ�شود مشاهده (٢.٣.٢) قضیه�ی طبق و

مͬ�شود. کامل قضیه برهان

مارپیچ و تحدب شرایط و کرده، تعریف را عمومͬ انتͽرال عملͽر دو فصل، این ادامه�ی در
مͬ�کنیم. بررسͬ انتͽرال عملͽر دو این برای را بودن



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ٢٢

اگر .(α مرتبه کسری (مشتق ٧.٣.٢ تعریف

f(z) = zp +
∞∑

k=p+n

akz
k (٢.٢)

رده�ی Ap(n) و تحلیلͬ D = {z ∈ C, |z| < ١} باز ͷدیس در (p, n ∈ N = {١,٢, . . .}) که
. دهیم قرار و باشد (٢.٢) فرم به توابع همه�ی

A(١)١ = A١ := A . , AP (١) := Ap. (٣.٢)

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را f تابع برای α مرتبه�ی کسری مشتق صورت، این در

Dα
z f(z) =

١
Γ(١ − a)

d

dz

∫ z

٠

f(ζ)

(z − ζ)a
dζ (٠ ≤ α < ١) . (۴.٢)

ضربͬ قسمت و است تحلیلͬ مبدا شامل مختلط z صفحه�ی از ساده همبند ناحیه�ی در ،f که
مͬ�شود. حذف z − ζ > ٠ و log (z − ζ) بودن حقیقͬ شرایط با (z − ζ)−a

مͬ�گیریم نتیجه (۴.٢) در f(z) = zk قرار�دادن با

Da
zz

k =
Γ (k + ١)

Γ (k − a+ ١)z
k−a (٠ ≤ a < ١ , k ∈ N)

صورت به که Ωa
p : Ap(n) −→ Ap(n) عملͽر از استفاده با

Ω(z) =
Γ (p− a+ ١)
Γ (p+ ١) zaDa

zf(z) = zp +
∞∑

k=p+n

Γ (k + ١) Γ (p− a+ ١)
Γ (p+ ١) Γ (k − a+ ١)akz

k (۵.٢)

.a ̸= p+ ١, p+ ٢, p+ ٣, . . . که مͬ�شود، تعریف
کرد. تعریف را Dm,a

λ,l,p کلͬ دیفرانسیل عملͽر بولوت،

D٠f(z) = f(z),

D١,a
λ,l,pf(z) =

p− λp+ l

p+ l
Ωa
pf(z) +

λ

p+ l
z(Ωa

pf(z))
′,

= Da
λ,l,pf(z) (λ, l ≥ ٠ , ٠ ≤ a < ١) ,

D٢,a
λ,l,pf(z) = Da

λ,l,p...

(
D١,a
λ,l,pf(z)

)
(۶.٢)

Dm,a
λ,l,pf(z) = Da

λ,l,p(D
m−١,a
λ,l,p f(z)) (m ∈ N)

که مͬ�شود ملاحظه ،(۶.٢) و (۵.٢) روابط از استفاده با شود، تعریف (٢.٢) صورت به f اگر

Dm,a
λ,l,pf(z) = zp +

∞∑
k=p+n

ψk,m (a, λ, l, p) akz
k, (m ∈ N٠ = N ∪ {٠}) (٧.٢)
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مͬ�شود. تعریف زیر صورت به ψk,m (α, λ, l, p) آن در که

ψk,m (a, λ, l, p) =
[Γ (k + ١) Γ (p− a+ ١)
Γ (p+ ١) Γ (k − a+ ١)

p+ λ (k − p) + l

p+ l

]m
. (٨.٢)

و U Sm,p,nα,λ,l (δ, β, b) جدید رده�های است، شده تعریف (٧.٢) در که Dm,a
λ,l,P عملͽر از استفاده با

. مͬ�شود تعریف زیر صورت�های به U Cm,p,n
α,λ,l (δ, β, b)

شرط در اگر تنها و اگر دارد قرار U Sm,p,nα,λ,l (δ, β, b) رده�ی در f ∈ Ap(n) تابع .٨.٣.٢ تعریف

R

{
p+

١
b

(
z
(
Dm,a
λ,l,pf(z)

)′
Dm,a
λ,l,pf(z)

− p

)}
> δ

∣∣∣∣∣١
b

(
z
(
Dm,a
λ,l,pf(z)

)′
Dm,a
λ,l,pf(z)

− p

)∣∣∣∣∣+ β (٩.٢)

شده تعریف (٧.٢) صورت به Dm,a
λ,l,p و ٠ ≤ β < p و δ ≥ ٠ و b ∈ C− {٠} و z ∈ D که جایͬ

است.

صدق زیر شرط در اگر تنها و اگر دارد قرار U Cm,p,a
α,λ,l رده�ی در f ∈ Ap(n) تابع .٩.٣.٢ تعریف

. کند

R

p+ ١
b

١ +
z
(
Dm,a
λ,١,pf(z)

)′′
(Dm,a

λ,١,pf(z))
′ − p


 > δ

∣∣∣∣∣∣∣
١
b

١ +
z
(
Dm,a
λ,١,pf(z)

)′′
(
Dm,a
λ,١,pf(z)

)′ − p


∣∣∣∣∣∣∣+ β.

(١٠.٢)

شده تعریف (٧.٢) صورت به Dm,a
λ,١,p و ٠ ≤ β < p و δ ≥ ٠ و b ∈ C− {٠} و z ∈ D که جایͬ

است.

داریم. الͺساندر لم و (٩.٣.٢) و تعاریف(٨.٣.٢) به توجه با .١٠.٣.٢ نتیجه

f ∈ U Cm,p,n
α,λ,l (δ, β, b) ⇐⇒ ١

p
zf ′ ∈ U Sm,p,nα,λ,l (δ, β, b), (١١.٢)

داشت خواهیم δ = ٠ دادن قرار با (i .١١.٣.٢ نتیجه

U Sm,p,nα,λ,l (٠, β, b) ≡ Sm,p,nα,λ,l (β, b) , (١٢.٢)

و

U Cm,p,n
α,λ,l (٠, β, b) ≡ Cm,p,n

α,λ,l (β, b) ,
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گرفت. قرار مطالعه و بررسͬ مورد بولوت توسط که

داریم به�ویژه

U Sm,١,١α,λ,٠ (٠, β, b) ≡ Smα,λ (β, b) ,

و
U Cm,١,١

α,λ,٠ (٠, β, b) ≡ Cm
α,λ (β, b) ,

گرفت. قرار بررسͬ و مطالعه مورد بولوت توسط نیز این که

رده�های β = ٠ و δ = ٠ دادن قرار با (ii
U Sm,p,nα,λ,l (٠,٠, b) ≡ Sm,p,nα,λ,l (b) ,

و
U Cm,p,n

α,λ,l (٠,٠, b) ≡ Cm,p,n
α,λ,l (, b) ,

. داریم به�ویژه مͬ�شود، ایجاد

U S٠,p,n
α,λ,l (٠,٠, b) ≡ Sp,n (b) , (١٣.٢)

و
U C ٠,p,n

α,λ,l (٠,٠, b) ≡ C p,n (b) ,

که b مختلط مرتبه�ی از مقداری p محدب توابع و مقداری p ستاره�گون توابع برای روابط
است. برقرار نیز (b ∈ C− {٠})

داریم. ،m = ٠ مͬ�دهیم قرار (iii

U S٠,p,n
α,λ,l (δ, β, b) ≡ Sp,n (δ, β, b)

=

{
f ∈ Ap(n) : R

{
p+

١
b

(
zf ′(z)

f(z)
− p

)}}
>

{
δ

∣∣∣∣١
b

(
zf ′(z)

f(z)
− p

)∣∣∣∣+ β

}
,

(١۴.٢)

و

U C ٠,p,n
α,λ,l (δ, β, b) ≡ C p,n (δ, β, b)
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=

{
f ∈ Ap(n) : R

{
p+

١
b

(
١ +

zf ′′(z)

f ′(z)
− p

)}}
١ >

{
δ

∣∣∣∣١
b

(
١ +

zf ′′(z)

f ′(z)
− p

)∣∣∣∣+ β

}
. مͬ�دهیم قرار به�ویژه

U S٠,١,١
a,λ,l (δ, β, b) ≡ S (δ, β, b) , (١۵.٢)

U C ٠,١,١
α,λ,l (δ, β, b) ≡ C (δ, β, b) .

داریم همچنین،

U S٠,١,١
α,λ,l (δ, β,١) ≡ SD (δ, β) , (١۶.٢)

U C ٠,١,١
α,λ,l (δ, β,١) ≡ K D (δ, β) .

[١٩] گرفت. قرار بررسͬ مورد ٩ شامس توسط که

داشت، خواهیم را زیر رده�ی m = ٠ و δ = ٠ برای (iv

U S٠,p,n
α,λ,l (٠, β, b) ≡ Sp,n (β, b) =

{
f ∈ Ap(n) : R

{
p+

١
b

(
zf ′(z)

f(z)
− p

)}
> β

}

U C ٠,p,n
α,λ,l (٠, β, b) ≡ Sp,n (β, b) =

{
f ∈ Ap(n) : R

{
p+

١
b

(
١ +

zf ′′(z)

f ′(z)
− p

)}
> β

}
که ،b مختلط مرتبه�ی از مقداری p محدب و مقداری p ستاره�گون تابع برای فوق روابط

است. برقرار نیز (٠ < β < p) که β نوع و (b ∈ C− {٠})

. مͬ�دهیم قرار به�ویژه

U S٠,١,١
α,λ,l (٠, β, b) ≡ S (β, b) (b ∈ C− {٠} , ٠ ≤ β < ١) ,

داشت، خواهیم b = ١ برای که داریم توجه
U S٠,١,١

α,λ,l (٠, β,١) ≡ S∗ (β) ,

Shams٩
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و
U C ٠,١,١

α,λ,l (٠, β,١) ≡ C (β) .

هستند. β نوع از محدب و ستاره�گون توابع رده�ی C,S∗ که

یͺنواخت توابع از را زیر رده�های b = ١ و p = n = ١ و m = ٠ و ،δ = ١ مͬ�دهیم قرار (v
. داشت خواهیم محدب و ستاره�گون

U S٠,١,١
α,λ,l (١, β,١) ≡ U ST (β) ,

U C ٠,١,١
α,λ,l (δ, β,١) ≡ U E V (β) .

[١٧] . گرفت قرار بررسͬ مورد ١٠ رونین توسط که

. داریم به�ویژه
U S٠,١,١

α,λ,L (١,٠,١) ≡ U ST , U C ٠,١,١
α,λ,l (δ, β,١) ≡ U C V

[۵] شد. تعریف ١١ گودمن توسط که

و (٨.٣.٢) تعاریف در |θ| < π
٢ که b = −eiθ cos θ و δ = ٠ دادن قرار با .١٢.٣.٢ نتیجه

مͬ�رسیم. زیر مجموعه�ها�ی به ،(٩.٣.٢)

Sm,p,nα,λ,l (β, θ) =

{
f ∈ Ap(n) : R

{
eiθ
z
(
Dm,α
λ,l,pf(z)

)′
Dm,α
λ,l,pf(z)

}
> β cos θ, ٠ ≤ β < p

}
,

(١٧.٢)

Cm,p,nα,λ,l (β, θ) =

{
f ∈ Ap(n) : R

{
eiθ

(
١ +

z
(
Dm,α
λ,l,pf(z)

)′′
Dm,α
λ,l,pf(z)

)}
> β cos θ, ٠ ≤ β < p

}
.

(١٨.٢)

. مͬ�دهیم قرار همچنین،
S٠,p,n
α,λ,l (β, θ) = Sp,n (β, θ) .

. مͬ�کنیم فرض به�ویژه

S٠,١,١
α,λ,١ (β, θ) = Ŝθβ

(
|θ| < π

٢ , ٠ ≤ β ≤ ١
)
,

است. β مرتبه�ی از مارپیچ θ توابع رده�ی همان که

Ronning١٠

Goodman١١
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Fp,η,m,k(z) عملͽر ۴.٢

، f١ ∈ Ap(n) اگر k = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ و m = (m١, . . . ,mη) ∈ Nη

٠ , η ∈ N کنید فرض
Fp,η,m,k(z) عملͽر باشد شده تعریف (٧.٢) صورت به Dm,α

λ,l,p , ١ ≤ j ≤ η برای و z ∈ D

. مͬ�شود تعریف زیر صورت به
T m,k
p,η : Ap(n)

η −→ Ap(n),

T m,k
p,η (f١, . . . , fη) = Fp,η,m,k.

Fp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

tp

)kj

dt. (١٩.٢)

Gp,η,m,k (z) عملͽر ۵.٢

. مͬ�شود تعریف زیر صورت به عملͽر این
I m,k
p,η : Ap(n)

η −→ Ap(n),

I m,k
p,η (f١, . . . , fη) = Gp,η,m,k.

Gp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

((
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
ptp−١

)kj

dt. (٢٠.٢)

.١.۵.٢ نتیجه

تبدیل زیر صورت به فوق انتͽرال عملͽرهای f١ = f و k١ = k و m١ = m و η = ١ برای (i
مͬ�شود،

Fp,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
Dm,α
λ,l,pf(t)

tp

)k
dt,

Gp,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

((
Dm,α
λ,l,pf(t)

)′
tp−١

)k

dt.

: داریم را زیر lعملͽرهای = ٠ λو = ١ و α = ٠ برای (ii

Fp,n,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
Dm١f١(t)

tp

)k١

. . .

(
Dmnfn(t)

tp

)kn
dt,
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Gp,n,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
(Dm١f١(t))

′

tp−١

)k١

. . .

(
(Dmnfn(t))

′

tp−١

)kn
dt.

�است. گرفته قرار بررسͬ مورد ١٢ ͷسالتی توسط که

. مͬ�شوند تبدیل زیر صورت به انتͽرال�ها عملͽر ،m١ = . . . = mn = ٠ شرط با (iii

Fp(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
f١(t)

tp

)k١

. . .

(
fn(t)

tp

)kn
dt,

Gp(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
f ′

١(t)

ptp−١

)k١

. . .

(
f ′
n(t)

ptp−١

)kn
dt.

است. گرفته قرار بررسͬ مورد ١٣ فارسین توسط که آیند، مͬ در

Fp,η,m,k(z) عملͽر برای کافͬ شرایط ١.۵.٢

همچنین، ،K = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ و η ∈ N mکه = (m١, . . . ,mη) فرضکنید .٢.۵.٢ قضیه

برای و ٠ ≤ βj < p و δi ≥ ٠ اگر ،b ∈ C − {٠} بͽیرید، نظر در ناصفر مختلطͬ عدد را b
،١ ≤ j ≤ n

fj ∈ U Sm,p,nα,λ,l (δj, βj, b) ,

،C p,n(τ, b) رده�ی در ،Fp,η,m,k انتͽرال عملͽر ،٠ ≤ p +
∑n

j=١ Kj (βj − p) < p شرط با
.τ = p+

∑n
j=١ Kj (βj − p) آن در که مͬ�گیرد، قرار

.Fp,η,m,k (z) ∈ Ap(n) که �مͬ�شود مشاهده ،F عملͽر تعریف از استفاده با برهان.
که کرد بررسͬ مͬ�توان دیͽر، طرف از

(Fp,η,m,k(z))
′ = pzp−١

η∏
j=١

(
Dm,α
λ,l,pfj(z)

zp

)kj
.

. مͬ�آید دست به z در رابطه ضرب و فوق، رابطه�ی از لͽاریتمͬ مشتق�گیری با

z (Fp,η,m,k(z))
′′

(Fp,η,m,k(z))
′ = (p− ١) +

η∑
j=١

Kj

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

)
,

Saltik١٢

Farsin١٣
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آن معادل یا

١ +
z (Fp,η,m,k(z))

′′

(Fp,η,m,k(z))
′ − p =

η∑
j=١

Kj

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

)
, (٢١.٢)

. داریم ١
b
در رابطه(٢١.٢) ضرب با

١
b

(
١ +

z (Fp,η,m,k(z))
′′

(Fp,η,m,k(z))
′ − p

)
=

η∑
j=١

Kj
١
b

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

)
,

متناظرا یا

p+
١
b

(
١ +

z (Fp,η,m,k(z))
′′

(Fp,η,m,k(z))
′ − p

)
=

η∑
j=١

Kj

(
p+

١
b

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

))
+p−p

η∑
j=١

Kj.

داریم، لذا (١ ≤ j ≤ η) که ،fj ∈ U Smj ,p,n
α,λ,l (δj, βj, b) چون

R

{
p+

١
b

(
١ +

z (Fp,η,m,k(z))
′′

(Fp,n,m,k(z))
′ − p

)}
=

η∑
j=١

KjR

{
p+

١
b

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

)}
+ p− p

η∑
j=١

Kj.

>

η∑
j=١

Kjδj

∣∣∣∣∣١
b

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

)∣∣∣∣∣+ p+

η∑
j=١

Kj (βj − p) . (٢٢.٢)

چون

η∑
j=١

Kjδj

∣∣∣∣∣١
b

(
z
(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

)∣∣∣∣∣ > ٠

.τ = p+
∑η

j=١ Kj (βj − p) که مͬ�گیرد قرار C p,n(τ, b) رده�ی در Fp,η,m,k انتͽرال عملͽر پس

قضیه�ی در f١ = f و η = ١ , m١ = m , k١ = k , β١ = β , δ١ = δ قرار�دادن با
مͬ�رسیم. زیر نتیجه�ی (٢.۵.٢)به

و f ∈ U Sm,p,nα,λ,l (δ, β, b) کنیم فرض همچنین k > ٠ , m ∈ N٠ کنیم فرض .٣.۵.٢ نتیجه
عملͽر بنابراین ، ٠ ≤ p+ k(β − p) < p اگر است. ٠ ≤ β < p , δ ≥ ٠ , b ∈ C− {٠}

بوسیله�ی که Fp,m,k انتͽرالͬ

Fp,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
Dm,α
λ,l,pf(t)

tp

)k
dt,
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، µ = p+ k (β − p) که مͬ�باشد، C p,n(µ, b) رده�ی در مͬ�شود، تعریف
مͬ�رسیم. زیر نتیجه�ی به (٣.۵.٢) نتیجه�ی در p = n = ١ ,m = ٠ دادن قرار با

.f ∈ S (δ, β, b) و K > ٠ , b ∈ C − {٠} , δ ≥ ٠ , ٠ ≤ β < ١ کنیم فرض .۴.۵.٢ نتیجه
Fk(z) = انتͽرالͬ عملͽر بنابراین، ،٠ ≤ ١ + k(β − ١) < ١ باشیم داشته صورتͬ�که در

.Fk ∈ C (p, b) یعنͬ است؛ p = ١+k (β − ١) نوع و bمختلط محدبمرتبه�ی
∫ z

٠

(
f(t)
t

)k
dt

نتیجه�ی به (٢.۵.٢) قضیه�ی در b = ١ و mj = ٠ (١ ≤ j ≤ η) , p = n = ١ دادن قرار با
مͬ�رسیم. زیر

fj ∈ و ٠ ≤ βj < ١ , K = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ , η ∈ N کنیم فرض .۵.۵.٢ نتیجه

انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ، ٠ ≤ ١ +
∑η

j=١ kj(βj − ١) < ١ اگر ،١ ≤ j ≤ η برای SD(δj, βj)

که مͬ�گیرد، قرار C (σ) مجموعه�ی در F (z) =
∫ z

٠

(
f١(t)
t

k١
)
. . .
(
fn(t)
t

kn
)
dt

.σ = ١ +
∑η

j=١ kj(βj − ١)

. k = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ و η ∈ N,m = (m١, . . . ,mη) ∈ Nη

٠ کنیم فرض .۶.۵.٢ قضیه
اگر . ١ ≤ j ≤ η برای fj ∈ Smj ,p,n

α,λ,l (βj, θ) و |θ| < π
٢ , ٠ ≤ βj < p کنیم فرض همچنین

با که ، Fp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ،٠ ≤ ١ +
∑η

j=١ kj(βj − p) < p

Gp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

((
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
ptp−١

)kj

dt,

τ = p+
∑η

j=١ kj(βj − p) که مͬ�باشد، C p,n(τ, θ) مجموعه�ی در است، شده تعریف

مͬ�آوریم. دست به را مطلوب نتیجه�ی (٢١.٢) و (١٨.٢) و (١٧.٢) از برهان.

به .f١ = f و m١ = m , η = ١ , k١ = k , β١ = β . مͬ�دهیم قرار ،(۶.۵.٢) قضیه�ی در
مͬ�رسیم. زیر نتیجه�ی

|θ| < π
٢ , ٠ ≤ β < کنیم فرض همچنین است. K > ٠ , m ∈ N٠ کنیم فرض .٧.۵.٢ نتیجه

با که Fp,m,k انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ، ٠ ≤ p+ k(β − p) < p اگر ، f ∈ Sm,p,nα,λ,l (β, θ) و ،p

Fp,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

(
Dm,α
λ,l,pf(t)

tp

)k
dt,

.µ = p+ k(β − p) که مͬ�باشد C p,n(µ, θ) مجموعه�ی در است، شده تعریف

داریم. را زیر نتیجه�ی (۶.۵.٢) قضیه�ی در p = n = ١ , m = ٠ دادن قرار با
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٠ ≤ ١+k(β−١) < اگر . f ∈ Sθβ و k > ٠, |θ| < π
٢ , ٠ ≤ β < ١ فرضکنید .٨.۵.٢ نتیجه

با که Fk انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ،١

Fk(z) =

∫ z

٠

(
f(t)

t

)k
dt, (٢٣.٢)

. p = ١ + k(β − ١) که مͬ�باشد C θ
P مجموعه�ی در است، شده تعریف

داریم. را زیر نتیجه�ی (۶.۵.٢) قضیه در mj = ٠ (١ ≤ j ≤ η) و p = n = ١ دادن قرار با

،١ ≤ j ≤ η برای و η ∈ N , k = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ , ٠ ≤ βj < ١ کنیم فرض .٩.۵.٢ نتیجه

با که F انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ،٠ ≤ ١ +
∑η

j=١ kj(βj − ١) < ١ اگر .fj ∈ Ŝθβj (|θ| <
π
٢ )

F (z) =

∫ z

٠

(
f١(t)

t

)k١

. . .

(
fn(t)

t

)kn
dt,

. σ = ١ +
∑η

j=١ kj(βj − ١) که مͬ�باشد، Cσ مجموعه�ی در است، شده تعریف

k = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ و η ∈ N , m = (m١, . . . ,mη) ∈ Nη

٠ کنیم فرض .١٠.۵.٢ قضیه
اگر . ١ ≤ j ≤ η برای ٠ ≤ βj < p و b ∈ C − {٠} , δj ≥ ٠ کنیم فرض همچنین است.

باشیم، داشته ، ١ ≤ j ≤ η برای

∣∣∣∣∣z(D
mj ,α
λ,l,p )

′fj(t)

D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

− p

∣∣∣∣∣ > −
p+

∑η
j=١ kj(βj − p)

( ١
|b|)
∑η

j=١ kjδj
, (٢۴.٢)

با که ، Fp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه،

Gp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

(
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)kj
ptp−١ dt,

که مͬ�باشد، (b ∈ C− {٠}) ،b مختلط مرتبه�ی از p مقداری محدب است، شده تعریف
Fp,η,m,k ∈ C p,n(b).

مقداری - p محدب Fp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر که مͬ�گیریم نتیجه (٢۴.٢) و (٢١.٢) از برهان.
مͬ�باشد. b مختلط مرتبه�ی از

Gp,η,m,k عملͽر برای کافͬ شرایط ٢.۵.٢

. k = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ و η ∈ N , m = (m١, . . . ,mη) ∈ Nη

٠ کنیم فرض .١١.۵.٢ قضیه
fj ∈ U C

mj ,p,n
α,λ,l (δj, βj, b) و b ∈ C − {٠} , δj ≥ ٠ , ٠ ≤ βj < p کنیم فرض همچنین
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، Gp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ، ٠ ≤ p+
∑η

j=١ kj(βj−p) < p اگر است. ١ ≤ j ≤ η برای
با که

Gp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

((
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
ptp−١

)kj

dt,

.τ = p+
∑η

j=١ kj(βj − p) که مͬ�باشد، C p,n(τ, b) مجموعه�ی در مͬ�شود، تعریف

مͬ�توان سادگͬ به دیͽر، عبارت به Ap(n)مͬ�باشد. عضو Gp,η,m,k(z) که مͬ�بینیم تعریف از برهان.
که کرد بررسͬ

(Gp,η,m,k(z))
′ = pzp−١

η∏
j=١

((
D
mj ,α
λ,l,p fj(z)

)′
pzp−١

)kj

.

�مͬ�آوریم، به�دست ١
b
با کردن ضرب و از لͽاریتمͬ گیری مشتق با

z(Gp,η,m,k(z))′′

(Gp,η,m,k(z))
′ = (p− ١) +

η∑
j=١

kj

(
z (Dp,η,m,k (z))

′′

(Dp,η,m,k(z))
′ − (p− ١)

)
,

به�طورمعادل یا

١ +
z(Gp,η,m,k(z))′′

(Gp,η,m,k(z))′
− p =

η∑
j=١

kj

(
z (Dp,η,m,k(z))

′′

(Dp,η,m,k(z))
′ − (p− ١)

)
.

داریم ،١
b
در قبل رابطه�ی کردن ضرب با بنابراین،

١
b

(
١ +

z(Gp,η,m,k(z))′′

(Gp,η,m,k(z))′
− p

)
=

η∑
j=١

kj
١
b

(
z (Dp,η,m,k(z))

′′

(Dp,η,m,k(z))
′ − (p− ١)

)
,

به�طورمعادل، یا

p+
١
b

(
١ +

z(Gp,η,m,k(z))′′

(Gp,η,m,k(z))′
− p

)
=

η∑
j=١

kj

(
p+

١
b

(
١ +

z (Dp,η,m,k(z))
′′

(Dp,η,m,k(z))
′ − p

))
+p−p

η∑
j=١

kj.

مͬ�آوریم به�دست ،fj ∈ U C
mj ,p,n
α,λ,l (δj, βj, b) چون

R

{
p+

١
b

(
١ +

z(Gp,η,m,k(z))′′

(Gp,η,m,k(z))′
− p

)}
=

η∑
j=١

kjR

{
p+

١
b

(
١ +

z(Gp,η,m,k(z))′′

(Gp,η,m,k(z))′
− p

)}
+ p− p

η∑
j=١

kj > (٢۵.٢)

η∑
j=١

kjδj

∣∣∣∣∣١
b

{
١ +

z(D
mj ,α
λ,l,p fj(t))

′′

(Dλ,l,pmj, αfj(t))′
− p

)}
+ p+

η∑
j=١

kj(βj − p).
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چون
η∑
j=١

kjδj

∣∣∣∣∣١
b

(
١ +

z(D
mj ,α
λ,l,p fj(t))

′′

(Dλ,l,pmj, αfj(t))′
− p

)∣∣∣∣∣ > ٠.

. τ = p+
∑η

j=١ kj(βj − p) که Gp,η,m,k ∈ C p,n(τ, b), داریم.

قضیه�ی در f١ = f و η = ١ , m١ = m , k١ = k , β١ = β , δ١ = δ دادن قرار با
مͬ�رسیم. زیر نتیجه�ی به (١١.۵.٢)

، b ∈ C − {٠} کنیم فرض همچنین . k > ٠ و m ∈ N٠ کنیم فرض .١٢.۵.٢ نتیجه
عملͽر آن�گاه، ،٠ ≤ p+ k(β − p) < p اگر . f ∈ U S m,p,n

α,λ,l (δ, β, b) و ،, δ ≥ ٠ , ٠ ≤ β < p

با که ، Gp,m,k انتͽرالͬ

Gp,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

((
D
mj ,α
λ,l,p f(t)

)′
ptp−١

)k

dt,

.µ = p+ k(β − p) که مͬ�باشد، C p,n(µ, b) مجموعه�ی در است، شده تعریف
داریم. را زیر نتایج p = n = ١ , m = ٠ دادن قرار با

f ∈ C (δ, β, b) و k > ٠ , b ∈ C−{٠} , δ ≥ ٠ , ٠ ≤ β < ١ کنیم فرض .١٣.۵.٢ نتیجه
محدب G (z) =

∫ z
٠ (f

′(t))kdt انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ،٠ ≤ ١ + k(β − ١) < ١ اگر است.
.G (z) ∈ C (p, b) یعنͬ مͬ�باشد؛ p = ١ + k(β − ١) نوع و ،b مختلط مرتبه�ی

را زیر (١١.۵.٢)نتیجه قضیه در b = ١ و p = n = ١ , mj = ٠ (١ ≤ j ≤ η) دادن قرار با
داریم.

برای و η ∈ N , k = (k١, · · · , kη) ∈ Rη
+ δj ≥ ٠ , ٠ < βj < ١ کنیم فرض .١۴.۵.٢ نتیجه

.fj ∈ C D(δj, βj) باشیم داشته ،١ ≤ j ≤ η

G (z) =
∫ z

٠
(
f ′

١(t)
)k

١ . . . (f
′
n(t))

k
n انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ،٠ ≤ ١+

∑η
j=١ kj(βj−١) < ١ اگر

که، مͬ�باشد C (σ) مجموعه�ی در

σ = ١ +

η∑
j=١

kjσ(βj − ١),

k = (k١, . . . , kη) ∈ و m = (m١, . . . ,mη) ∈ Nη
٠ ،η ∈ N برای کنید فرض .١۵.۵.٢ قضیه

fj ∈ باشیم داشته ،١ ≤ j ≤ η برای و |θ| < π
٢ , ٠ ≤ βj < p کنیم فرض همچنین .Rη

+

با که Gp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ،٠ ≤ p+
∑η

j=١ kj(βj − p) < p اگر .Cmj ,p,n
α,λ,l (βj, θ)

Gp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

((
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
ptp−١

)kj

dt,

.τ = p+
∑η

j=١ kj(βj − p) که مͬ�باشد C p,n(τ, θ) مجموعه�ی در مͬ�شود، تعریف
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مͬ�آوریم. دست به را مطلوب نتیجه (١٨.٢) و (٢۵.٢) از برهان.

f١به = f و η = ١ , ١ = m , k١ = k , β١ = β مͬ�دهیم. قرار (١۵.۵.٢) قضیه�ی در
مͬ�رسیم. زیر نتیجه�ی

و |θ| < π
٢ , ٠ ≤ β < p کنیم فرض همچنین .k > ٠ و η ∈ N کنید فرض .١۶.۵.٢ نتیجه

با که Gp,m,k انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ، ٠ ≤ p+ k(β − p) < p اگر .f ∈ Cm,p,n
α,λ,l (β, θ)

Gp,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

((
D
mj ,α
λ,l,p f(t)

)′
ptp−١

)k

dt,

.µ = p+ k(β − p) که مͬ�باشد C p,n(µ, θ) مجموعه�ی در مͬ�شود، تعریف

مͬ�رسیم. زیر نتیجه�ی به m = ٠ و p = n = ١ مͬ�دهیم قرار (١۶.۵.٢) نتیجه�ی در

. f ∈ C θ
β و k > ٠ , |θ| < π

٢ , ٠ ≤ β < ١ کنیم فرض .١٧.۵.٢ نتیجه
G (z) =

∫ z
٠ (f

′(t))kdt با که Gk انتͽرالͬ عملͽر آن�گاه، ، ٠ ≤ ١ + k(β − ١) < ١ اگر
.p = ١ + k(β − ١) که دارد قرار C θ

p مجموعه�ی در است، شده تعریف

زیر نتیجه�ی به .mj = ٠ (١ ≤ j ≤ η) و p = n = ١ مͬ�دهیم قرار ،(١۵.۵.٢) قضیه�ی در
مͬ�رسیم.

η ∈ N , k = (k١, . . . , kη) ∈ باشیم داشته ١ ≤ j ≤ η برای کنید فرض .١٨.۵.٢ نتیجه
آن�گاه، ٠ ≤ ١ +

∑η
j=١ kj(βj − ١) < ١ اگر .fj ∈ C θ

βj
(|θ| < π

٢ ) و Rη
+ , ٠ ≤ βj < ١

C θ
σ مجموعه�ی در شده، تعریف G (z) =

∫ z
٠
(
f ′

١(t) . . . f
′
n(t)

)kn
dt با که G انتͽرالͬ عملͽر

که مͬ�باشد
.σ = ١ +

∑η
j=١ kj(βj − ١)

k = (k١, . . . , kη) ∈ Rη
+ و η ∈ N , m = (m١, . . . ,mη) ∈ Nη

٠ کنیم فرض .١٩.۵.٢ قضیه
اگر مͬ�باشد. ٠ ≤ βj < p و b ∈ C− {٠} , δj ≥ ٠ ، ١ ≤ j ≤ η برای ١∣∣∣∣∣و +

z(D
mj ,α
λ,l,p fj(t))

′′

(D
mj ,α
λ,l,p fj(t))

′ − p

∣∣∣∣∣ > −
p+

∑η
j=١ kj(βj − p)

( ١
|b|)
∑η

j=١ kjδj
, (٢۶.٢)

با که Gp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر بنابراین، باشد، ١ ≤ j ≤ η کل برای

Gp,η,m,k(z) =

∫ z

٠
ptp−١

η∏
j=١

((
D
mj ,α
λ,l,p fj(t)

)′
ptp−١

)kj

dt,

C p,n عضو Gp,η,m,k که مͬ�باشد b مختلط مرتبه�ی به متعلق p مقداری محدب شده، تعریف
است.

محدب Gp,η,m,k انتͽرالͬ عملͽر که مͬ�شویم متوجه آسانͬ به (٢۵.٢) و (٢۶.٢) از برهان.
مͬ�باشد. b مختلط مرتبه�ی به متعلق p مقداری
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رابرتسون و لیبرا عملͽرهای ۶.٢

قرار بررسͬ مورد مارپیچͬ ت�ͷارز توابع کلاس برای رابرتسون١۵ و لیبرا١۴ عملͽرهای فصل این در
مͬ�گیرند.

و �داده قرار تاثیر مورد را وایت١٧ و کوش١۶ͬ و میلرتال پژوهش�های نتیجه�ی تحقیق این نتایج
[١١] و مͬ�دهد.[٣] تعمیم

یادآوری:
و ,R+ = {x | x ≥ ٠} اگر

Cβ =

{
f | f ∈ S , ℜe

{
١ +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> β

}
و

S∗
β =

{
f | f ∈ S , ℜe

{
zf ′′(z)

f(z)

}
> β

}
و

Ŝαβ =

{
f ∈ S|ℜeeiα zf

′(z)

f(z)
> β cosα , ٠ ≤ β < ١, −π٢ ≤ α ≤ π

٢

}
مبدا به نسبت β مرتبه�ی ستاره�گون، تابعͬ f تابع . I+ = {n | n = ١,٢,٣, . . .} همچنین
اگر تنها و اگر است β مرتبه�ی از مارپیچͬ α تابع f تابع و ، f ∈ S∗

β اگر تنها و اگر مͬ�باشد،
.f ∈ Ŝαβ

و ارز ͷت که باشد z(١ − z)−٢ صورت به کویب١٨، تابع K(z) کنیم فرض .١.۶.٢ قضیه
S(z) = ٢

z

∫ z
٠ k(t)dt تابع رو این از باشد. |z| < ١ برای مختصات، مبدا به نسبت ستاره�گون

انتͽرال�گیری مسیر �بود. خواهد ستاره�گون و ارز ͷت مختصات، مبدا به نسبت |z| < ١ ،برای نیز
�است. آمده [١۵] در اثبات مͬ�باشد. محدود

در باشند. (١.۶.٢) قضیه در شده تعریف گونه به K(z) , S(z) کنیم فرض .٢.۶.٢ قضیه
اینصورت

T (z) = [k(z)− s(z)]
١
٢ ,

Libera١۴

Robertson١۵

Causey and Milleretal١۶

White١٧

koebe١٨
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کرد، خواهد صدق زیر نامعادله�ی در و بود خواهد ستاره�گون و ارز ͷت D در
|T (z)| ≤

(
١ − |z|
|١ − z|

)
T (|z|) = [zk(z)]

١
٢ .

(١.۶.٢) قضیه�ی که کرد ثابت لیبرا[٩]
نتایج برناردی١٩ بود. خواهد درست همچنان شود جایͽزین f ∈ S∗ هر با K(z) که وقتͬ

فرم به عملͽرها مطالعه�ی به بسیاری، محققین بخشید. تعمیم ای گسترده بطور را لیبرا

Ff (z) =
١ + γ

zγ

∫ z

٠
tγ−١f(t)dt, (٢٧.٢)

است. S از توابعͬ های کلاس به متعلق ، f و است حقیقͬ ثابتͬ γ رابطه�، این در پرداختند.
بررسͬ مورد جداگانه بصورت رید٢١ و موکانو و وایت٢٠ و کوشͬ (٢٧.٢)توسط عملͽر اخیرا

[١١] و [٣] �است. �گرفته قرار تحلیل و

وایت] و [کوشͬ قضیه�ی .٣.۶.٢ قضیه
در .y, δ ∈ R+ و a, c ∈ I+ و g ∈ K̄ و f ∈ S∗ و (٢δ + γ) ≤ min(٢α,٢c) کنید فرض

است، S∗ به متعلق شده، تعریف زیر بصورت که F تابع این�صورت

F (z) =

[
czα−c

∫ z

٠
tc−١

(
f(t)

t

)δ (
g(t)

t

)γ
dt

] ١
α

,

ξ ≥ ٠ شرایط در که باشند حقیقͬ ثابت�های δ , ρ , γ , β∗ , ξ فرضکنیم [٣] .۴.۶.٢ قضیه
و مͬ�کنند، صدق β∗ > ٠ , ξ + δ = β∗ + γ > ٠ ,

٠ ≤ p

٢ ≤


δ, γ ≤ ٠

min
{
δ , δ − γ + ١

٢ min(β
∗

γ
, γ
β∗ )
}
, γ > ٠

تابع آن�گاه، ،g ∈ K̄ و f ∈ S∗ اگر

f(z) =

[
β∗ + γ

zγ

∫ z

٠
f ξ(t)gρ(t)tδ−ρ−١dt

] ١
β∗

,

Bernardi١٩

White and Causy٢٠

Reade and Mocanu٢١



٣٧ رابرتسون و لیبرا عملͽرهای .۶.٢

�بود. خواهد S∗ به متعلق

در است٢٢ وابسته ساکاگوچͬ از نتیجه�ای به وایت، و کوشͬ گفته�ی به (٣.۶.٢) قضیه�ی اثبات
(۴.۶.٢) قضیه�ی اثبات حالͬ�که

٢۴ͬͺلواندوس و زلوتͺیوز٢٣ و میلر های بررسͬ نتایج از امر این که است، وابسته لم ͷی به
به نسبت (۴.۶.٢) قضیه�ی است، قوی�تر ساکاگوچͬ نتیجه به نسبت لم این که آنجا از مͬ�باشد.
خاصͬ تئوری�های باید ما فصل، این در دارد. بیشتری عمومیت (٣.۶.٢) وایت و کوشͬ قضیه�ی
فرآیند طریق از کار، این باشند. قوی�تر (۴.۶.٢) و (٣.۶.٢) قضیه�های به نسبت که کنیم ثابت را

[٣] مͬ�گیرد. صورت میلر٢۶ و رید٢۵ و موکانو اصلͬ قضیه�ی تعمیم

باشند D در شده تعریف توابع ψ(z) = ١+ . . . , ϕ(z) = ١+ . . . کنیم فرض .۵.۶.٢ قضیه
باشند، حقیقͬ ثابتهای α, β, γ, δ کنید فرض مͬ�باشند. ϕ(z)ψ(z) ̸= ٠ خاصیت دارای که
مانند منفͬ، غیر ثابتͬ اگر .α + δ > ٠ , δ ≥ ٠ , β > ٠ , α ≥ ٠ , α + δ = β + γ طوری�که

نامعادلات در که باشد، داشته وجود J

δ +Re

{
zϕ′(z)

ϕ(z)

}
≥ max[٠, J − λ(J)],

و

J ≥ γ +Re

{
zψ′(z)

ψ(z)

}
, β + γ > J,

آن�گاه، ،f ∈ S∗ اگر و .λ(J) = ١
٢max

[
(β+γ−J)

J
, j
(β+γ−J)

]
و ،λ(٠) = ٠ طوری�که کند، صدق

صورت به تابعͬ

F (z) =

[
β + γ

zγψ(z)

∫ z

٠
fα(t)ϕ(t)tδ−١dt

] ١
β

,

است٢٧ وابسته ͷج از زیر نتیجه�ی به قضایا، این تعمیم است. S∗ به متعلق که داشت خواهد وجود

Sakaguchi٢٢

Zotkiewiez and Miller٢٣

Lewandowski٢۴

Reade and Mocanu٢۵

Miller٢۶

Jack٢٧



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ٣٨

�گردید. بیان نیز ٢٨سافری توسط که

و باشد، تحلیلͬ |z| ≤ r < ١ , ازای به w و w(٠) = ٠ اگر .(ͷج (لم ۶.۶.٢ لم
آن�گاه، ،|w(z١)| = max|z|=r |w(z)|

z١w
′(z١) = kw(z١) , k ≥ ١

قضیه�ی تعمیم باید ما است. شده بیان [١١] و [٣] در (١.۶.٢) قضیه سازی عمومͬ های روش
نتایج به�کارگیری اینͺه دلیل به است ممͺن �دهیم. قرار بررسͬ مورد مشابه شͺل به را (٢.۶.٢)
برای ͷج لم این�حال، با است. نپذیرفته صورت (٢.۶.٢) قضیه�ی تعمیم نیست، ساده ساکاگوچͬ

مͬ�باشد. قوی و ساده کافͬ اندازه به مختلف شرایط در استفاده

اساسͬ قضایای ٧.٢

. است زیر صورت به (۴.۶.٢) (٣.۶.٢)و و (١.۶.٢) قضایای تعمیم

مͬ�کنیم استفاده مطالب ادامه در زیر تساوی از ریاضͬ، های فرمول نویسͬ ساده برای .١.٧.٢ نتیجه
.

S(α, βn) = Ŝαβn

, fn ∈ S(α, βn) , n = ٠,١,٢, . . . , (f٠ = f, β٠ = β) کنید فرض .٢.٧.٢ قضیه
و −π

٢ ≤ α ≤ π
٢ , ٠ ≤ βn < ١

a, b, λn ∈ R+ ,

{
−bβ +

M∑
n=١

λn(١ − βn)

}
cosα ≤ min {Rec , a cosα} .

تابع آنͽاه

F (z) =

[
(
c+ beiα

zc−aeiα
)

∫ z

٠
tc−١[f(t)]be

iα

{
M∏
n=١

(
fn(t)

t
)λne

iα

}
dt

]( e−iα

a+b

)
(٢٨.٢)

به است متعلق

.S(α,
a+ bβ −

∑M
n=١ λn(١ − βn)

a+ b
),

مͬ�باشند. اصلͬ توان�های توان�ها، همه�ی (٢٨.٢) در

Suffridge٢٨



٣٩ اساسͬ قضایای .٧.٢

بنویسیم مͬ�توانیم برهان.

G(t) = tc−١ [f(t)]be
iα

{
M∏
n=١

(
fn(t)

t
)λne

iα

}
(٢٩.٢)

eiα
zF ′(z)

F (z)
= (

m cosα

a+ b
) + i sinα + (

١ + w(z)

١ − w(z)
)(
a+ b−m

a+ b
) cosα, (٣٠.٢)

طریق از ،(٢٨.٢) رابطه�ی به توجه با رو این از .m = bβ + a −
∑M

n=١ λn(١ − βn) آن در که
. داریم مشتق�گیری

zc−ae
iα−١[F (z)](a+b)e

iα

{
(c− aeiα) + (a+ b)eiα

zF ′(z)

F (z)

}
= (c+ beiα)G(z). (٣١.٢)

. مͬ�رسیم زیر فرم به (٣١.٢) و (٣٠.٢) روابط از استفاده با

c− aeiα − ١ + (a+ b)eiα
zF ′(z)

F (z)
+

zw′(z)

١ − w(z)
+

(٢a cosα− ٢m cosα− c+ be−iα)zw′(z)

(c+ beiα) + [٢a cosα− ٢m cosα− c+ be−iα)w(z)]
=

c− ١ −
M∑
n=١

λne
iα + beiα

zf ′(z)

f(z)
+

M∑
n=١

λne
iαzf ′

n(z)

fn(z)
.

بنابراین،

bRe

{
zeiαf ′(z)

f(z)

}
= −a cosα + (a+ b)Re

{
eiαzF ′(z)

F (z)

}
+ (٣٢.٢)

+Re

{
٢(a+ b−m) cosαzw′(z)

(١ − w(z)){c+ beiα + w(z)[٢a cosα− ٢m cosα− c+ be−iα]

}
+

+
M∑
n=١

λn cosα−
M∑
n=١

λnRe

{
eiαzf ′

n(z)

fn(z)

}
.

بنابراین، باشد. مͬ مبدا در ساده صفر ͷی دارای و است تحلیلͬ D در F (z) که است واضح
(٣٠.٢) در f(z) توسط که w(z) که کنیم فرض مͬ�توانیم مساله، کلیت دادن دست از بدون
اگر بنابراین، . w(٠) = ٠ که گرفت نتیجه مͬ�توان همچنین، است. تحلیلͬ D در شده، تعریف
مرتبه�ی از مارپیچͬ�شͺل F (z) که مͬ�گیریم نتیجه آن�گاه، . |w(z)| < ١ , D در که دهیم نشان

.٠ ≤ m
a+b

< ١ هرگاه مͬ�باشد، ( m
a+b

)



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ۴٠

ͷج لم از استفاده با آن�گاه، . |w(z١)| = ١ طوری�که، دارد، وجود D در z١ نقطه�ی فرضکنید
. داریم

z١w(z١) = kw′(z١) , k ≥ ١.

. درمͬ�آید زیر فرم به (٣٢.٢) عبارت که فهمید مͬ�توان z = z١ از مقدار این برای

bRe

{
z١f

′(z١)e
iα

f(z١)
− β cosα

}
≤

−k(a+ b−m)(Rec− a cosα +m cosα) cosα

|c+ beiα + w(z){٢a cosα− ٢m cosα− c+ be−iα}|٢ ≤ ٠,

.a+ b−m ≥ ٠ , Rec ≥ (a−m) cosα اگر
. �باشیم داشته باید� بنابراین مͬ�باشد. تناقض در f ∈ S(α, β) با نتیجه این اما

|w(z)| < ١ (z ∈ D)

مͬ�باشد. قضیه اثبات معنͬ به این و

. است زیر به�صورت (٢.٧.٢) قضیه�ی نتایج برخͬ

همچنین ، m ≥ ٢ که λm = ٠ , β١ = ١
٢ , λ١ = γ کنید فرض .٣.٧.٢ نتیجه

. f ∈ S٠ , f١ = g ∈ S∗
١
٢β١

(= k٠) آن�گاه، ،b = δ , α = ٠ , a+ b = β∗ , c+ b = c

. داریم (٢.٧.٢) قضیه�ی از استفاده با بنابراین،

F (z) =

[
c

zc−β∗

∫ z

٠
tc−١(

f(t)

t
)δ(
g(t)

t
)γdt

] ١
β∗

∈ S∗
(

٠, ٢β − γ − ٢δ
٢β∗

)
,

. min(Rec, a) ≥ δ + γ
٢ برای

مͬ�باشد. دقیق�تر و عمومͬ�تر (٣.۶.٢) قضیه�ی به نسبت ،(٣.٧.٢) نتیجه�ی

b = ξ١ , ρ = λ١ , γ = c− a , a+ b = β∗ , α = ٠ = β , M = کنید. فرض .۴.٧.٢ نتیجه
. c+ b = ξ + δ = β∗ + γ , f١ = g , β١ = ١

٢ , c ∈ R+ ١
داریم. (٢.۶.٢) قضیه�ی از استفاده آن�گاه،با

. ٠ ≤ ρ
٢ ≤ min(δ, δ − γ) داریم ،γ > ٠ اگر F ∈ S∗(٠, ٢β∗−٢ξ−ρ

٢β∗ )

.٠ ≤ ρ
٢ ≤ δ داریم ،γ ≤ ٠ اگر و

b = ξ , λ١ = ρ , γ = c− a , a+ b = β∗ , α = ٠ , M = ١ باشیم داشته اگر .۵.٧.٢ نتیجه
، c+ b = ξ + δ = β∗ + γ , f١ = g , β = ١

٢ = β١ , c ∈ R , f, g ∈ kβ=٠ ⊂ S∗
a
٢
و

هرگاه، مͬ�باشد، (٢.٧.٢) قضیه�ی در تعریف�شده تابع F که ،F ∈ S∗
٢β∗−٢ξ−ρ

٢β∗
آن�گاه،

−ξ ≤ ρ ≤ min(٢δ + ξ,٢δ + ξ − ٢γ).



۴١ اساسͬ قضایای .٧.٢

دو از ͬͺی صورتͬ�که در ،F ∈ S∗
٠ ، [٣]مͬ�باشدیعنͬ از قضیه�ی[۶] تعمیم ،(۵.٧.٢) نتیجه�ی

باشیم. داشته را زیر حالت

γ > ٠ اگر ٠ ≤ ρ ≤ min{٢δ + ξ,٢δ + ξ − ٢γ + ١
٢min(

β∗

γ
, γγ
β∗ ) .١

γ < ٠اگر٠ ≤ ρ ≤ ٢δ + ξ .٢

b = ٠ = α , a = ١ , c = ١ = M , f١ ∈ S∗
١
٢
= S(٠, ١

٢) ⊆ باشیم. داشته اگر .۶.٧.٢ نتیجه
. داریم ،(٢.٧.٢) قضیه�ی از استفاده با آن�گاه، k٠

F (z) =

∫ z

٠
(
f(t)

t
)λ١ dt ∈ S(٠,١ − λ١

٢ ) ,
λ١
٢ ≤ ١. (٣٣.٢)

حساب رید٣٠به و موکانو نتیجه نیز و رایت٢٩ - مارکس نتیجه�ی برای بهبودی ،(٣٣.٢) عبارت
مͬ�آید.

آن�گاه، a = λn = ٠ , b > ٠ اگر .٧.٧.٢ نتیجه

F (z) =

[
c+ beiα

zc

∫ z

٠
tc−١[f(t)]be

iα

dt

] ١
beiα

∈ S(α, β), f ∈ S(α, β).

که است معنͬ این به f ∈ S∗ آن�گاه، ، α = ٠ = β اگر این، بر علاوه min(ℜc,٠) > −bβ
منطبق سای٣١ یافته�های بر نتیجه این باشد، حقیقͬ c هرگاه مͬ�باشد. Rec > ٠ ازای به F ∈ S∗

است.

(٧.٧.٢) نتیجه�ی در شده تعریف F تابع آن�گاه، ، a = ٠ = λn اگر .٨.٧.٢ نتیجه
گفته به توجه با ، محدب α تابع از تعمیمͬ که است. مارپیچͬ α ، βمحدب تابع از تعمیمͬ

[١٢] مͬ�باشد. موکانو٣٢،

دهد مͬ اجازه ما به شد، استفاده (١.۵.٢) قضیه�ی اثبات برای که متفاوت، تقریبا روش ͷی
دهیم. تعمیم زیر صورت به را (٧.٧.٢) قضیه�ی که

Merkes-Wright٢٩

Reade and Mocanu٣٠

Singh٣١

Mocanu٣٢



انتͽرال عملͽر برای مارپیچͬ مح�ͷهای بررسͬ .٢ ۴٢

و باشند تحلیلͬ D در ϕ(z) = ١ + . . . و ψ(z) = ١ + . . . کنیم فرض .٩.٧.٢ قضیه
و α ≥ ٠ , β > ٠ , Re(γ − δ) = α − β , Reγ ≥ ٠ کنیم فرض و باشد ϕ(z)ψ(z) ̸= ٠

خاص، های m٠ ازای به F ∈ S∗
m٠ آنͽاه باشد. f ∈ S∗

، بطوریͺه مͬ�باشد

F (z) =

[
(
β + γ

zγψ(z)
)

∫ z

٠
fα(t)ϕ(t)tδ−١ dt

] ١
β

= z + . . .

و
٠ ≤ m٠ < ١

اگر این بر علاوه

m = maxz∈D
١
β

{
Re(

zψ′(z)

ψ(z)
)

}
+m٠

مͬ�کند. صدق زیر نامعادله در m آنͽاه

α +mβ − β −Re

{
zϕ′(z)

ϕ(z)

}
[|γ + β|+ |β − ٢mβ − γ|]٢ ≤ ٢β(١ −m)(mβ +Re{γ})

(٣۴.٢)

از آمده بدست مقدار بیشترین m آن در که G ∈ S∗
m آنͽاه G(z) = F (z)ψ

١
β (z) اگر همچنین

مͬ�باشد. (٣۴.٢) رابطه

آنͽاه zG′(z)
G(z)

= ١+(٢−١m)w(z)
١−w(z) , ٠ ≤ m < ١ و G(z) = F (z)ψ

١
β (z) کنیم فرض برهان.

کردن،داریم. ساده از پس w(٠) = ٠ و است درUتحلیلͬ w(z)

αRe

{
zf ′(z)

f(z)

}
= Re(γ − δ) +mβ + (١ −m)Re

{
١ + w(z)

١ − w(z)

}
β

+Re

{
٢β(١ −m)zw′(z)

(١ − w(z))(γ + β) + (β − ٢mβ − γ)w(z)

}
−Re

{
zϕ′(z)

ϕ(z)

}
.

وجود z١ ∈ D ͷی آنͽاه نباشد، ممͺن D عضو های z تمام برای |w(z)| < ١ شرایط اگر اکنون
z١w

′(z١) = kw(z١) , k ≥ ١ داریم. ͷج لم از استفاده با رو این از |w(z١)| = ١ بطوریͺه دارد
. داریم zای چنین ͷی برای

αRe

{
z١f

′(z١)

f(z١)

}
≤ Reγ − δ −Re

zϕ′(z)

ϕ(z)
+mβ − ٢f(١ −m)((mβ +Re(γ))

|γ + β|+ |(β − ٢mβ − γ)|٢ ,

(٣۵.٢)



۴٣ اساسͬ قضایای .٧.٢

Dباید در بنابراین است. برقرار (٣۴.٢) رابطه�ی اگرچه تناقضاست در f ∈ S∗ با آخر نامعادله�ی
F ∈ S∗

m٠ معنͬ به نیز و مͬ�شود، اثبات G ∈ S∗
m برای قضیه این و . |w(z)| < ١ باشیم داشته

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد خاص حالتͬ ادامه، در مͬ�باشد.
جواب ͷی (٣۴.٢) این�حالت در γ − δ = α− β آن�گاه، ،Im(γ − δ) = ٠ کنیم فرض (A′)

که دارد وجود امͺان این داشت. خواهد ساده

،β − ٢mβ − γ ≥ ٠ (i

.β − ٢mβ − γ ≤ ٠ (ii

رابطه�ی در m بایستͬ ،i حالت برای
mβ + γ ≥ ٢β

{
α−mβ − β −Re(

zϕ′(z)

ϕ(z)
)

}
(١ −m),

کند. صدق
نامعادله�ی در m باید ،ii حالت در حالͬ�که در

β(١ −m) ≥ ٢(γ +mβ)

[
α− β −mβ −Re

{
zϕ′(z)

ϕ(z)

}]
,

کند. صدق

مͬ�شوند. تعریف انتͽرالͬ عملͽرهای توسط که دیͽری توابع

آن�گاه، ،F (z) = ١+c
zc

∫ z
٠ tc−١f(t)dt باشد. شͺل ستاره�ای f کنیم فرض [لیبرا] .١٠.٧.٢ قضیه

نامعادله�ی در m آن در که F ∈ S∗
m

m[|١ + c|+ |١ +−c− ٢m|]٢ ≤ ١)٢ −m)(m+Re{c}),

.٠ ≤ m ≤ ١ و مͬ�کند، صدق

مͬ�دهد، نشان ساده محاسبه�ی ͷی برهان.

[
c+

zF ′(z)

F (z)
F (z) = (١ + c)f(z)

]
, (٣۶.٢)

بنویسیم مͬ�توانیم

zF ′(z)

F (z)
F (z) = (١ −m)

(
١ + w(z)

١ − w(z)

)
+m ; ٠ ≤ m < ١ (٣٧.٢)

�گرفت، نتیجه مͬ�توان (٣٧.٢) و (٣۶.٢) از آن�گاه،
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zf ′(z)

f(z)
= m+ (١ −m)(

١ + w(z)

١ − w(z)
) +

١)٢ −m)zw′(z)

[١ − w(z)][(١ + c) + (١ − c− ٢m)w(z)]
,

(٣٨.٢)

در |w(z)| < ١ اگر است تحلیلͬ D در ،w(z) و w(٠) = ٠ که گرفت نتیجه مͬ�توان (٣٧.٢) از
لم از استفاده با و .|w(z١)| = ١ طوری�که دارد وجود z١ ∈ D ͷی این�صورت در نباشد، ممͺن D

،ͷج

z١w
′(z١) = kw(z١),

داریم، (٣٨.٢) عبارت به توجه با z = z١ در بنابراین . k ≥ ١ ازای به

Re

{
z١f

′(z١)

f(z١)

}
= m+

١)٢ −m)KRe{(w(z١)− ١))(١ + c̄) + (١ − c̄− ٢m)w̄(z١))}
|(١ − w(z١))|١)|٢ + c) + (١ − c− ٢m)w(z)|٢

= m− ٢k(١ −m)(m+ c١)

|(١ + c) + (١ − c− ٢m)w(z١)|٢ ; c١ = Re{c}

≤ m− ١)٢ −m)(m+ c١)

|(١ + c) + (١ − c− ٢m)w(z١)|٢ ; c١ ≥ −m

≤ m− ١)٢ −m)(m+ c١)

(|١ + c|+ |١ − c− ٢m|٢ ; c١ ≥ −m

مͬ�رسیم. f ∈ S∗
٠ با تناقضͬ به بنابراین، است. صفر مساوی کوچͺتر راست، سمت عبارت اما،
مͬ�شود. اثبات (١٠.٧.٢) قضیه�ی و ، |w(z)| < ١ باشیم داشته باید بنابراین،

آن�گاه، ،c = ١ باشیم داشته اگر نتیجه، در

F (z) =
٢
z

∫ z

٠
f(t)dt,

در که مͬ�باشد، مثبت مقدار بیشترین m که است، m مرتبه�ی از ستاره�گون تابعͬ f ∈ S∗ و
نامعادله�ی

٢
[√

١٧ − ٣
۴ −m

][
m+

√
١٧ + ٣

۴

]
≥ ٠,

٣٣را رید و مͺانو میلر نتیجه�ی بنابراین، .m =
√

٣−١٧
۴ باشیم داشته باید بنابراین، کند. مͬ صدق

مͬ�آید. حساب به لیبرا قضیه�ی برای بهبودی که آوردیم، به�دست

Miller,MocanuandReade٣٣
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مثبتͬ مقدار بیشترین m و ، c+m ≥ ٠ طوری�که باشد، حقیقͬ عددی c اگر مشابه، به�طور
نامعادله�ی در که باشد

m ≤ ١)٢ −m)(m+ c)

{|١ + c|+ |c+ ٢m− ٢{|١ ,

تابع ، f ∈ S∗ به�ازای که مͬ�گیریم نتیجه (١٠.٧.٢) قضیه�ی به توجه با آن�گاه، مͬ�کند. صدق

F (z) =
(١ + c)

(zc)

∫ z

٠
tc−١f(t)dt,

باشیم داشته باید بنابراین و .m ≥ ١−c
٢ که فهمید مͬ�توان مͬ�باشد. S∗

m عضو نیز

m =
{−(٢c+ ١) +

√
(٢c− ٢(١ + ١)٨ + c)}

۴ ,

آوردیم. به�دست خود روش با که مͬ�باشد، رید و مͺانو میلر از دیͽر نتیجه�ای این که

، F (z) = [zβ−١ ∫ z
٠ [

(f(t))
t

]αdt]
١
β , ٠ ≤ β ≤ ١ و f ∈ S∗ , α ≥ ٠ اگر .١١.٧.٢ قضیه

نامعادله�ی در m طوری�که، F ∈ S∗
m آن�گاه،

(α− β +mβ)[١ + |٢β − ٢mβ − ٢[|١ ≤ ٢β(١ −m)[١ − β(١ −m)],

مͬ�کند. صدق

نوشت مͬ�توان برهان.
zF ′(z)

F (z)
= (١ −m)(

١ + w(z)

١ − w(z)
) +m =

١ + (١ − ٢m)w(z)

١ − w(z)
, ٠ ≤ m < ١.

داشت، خواهیم آن�گاه،

αℜzf
′(z)

f(z)
= α− β +mβ + β(١ −m)Re

١ + w(z)

١ − w(z)

+Re
٢βzw′(z)(١ −m)

[١ − w(z)][١ + (٢β − ٢mβ − ١)w(z)] , (٣٩.٢)

نباشد، |w(z)| < ١ , D در اگر و است تحلیلͬ D در w(z) , w(٠) = ٠ که است واضح
z١w

′(z١) = داریم ͷج لم از استفاده با و ،|w(z١)| = ١ طوری�که دارد وجود z١ ∈ D آن�گاه،
داریم. z١ مقدار این ازای به آن�گاه، .kw(z١) ; k ≥ ١

αRe
z١f

′(z١)

f(z١)
≤ α− β +mβ − ٢β(١ −m)(١ +mβ − β)

١ + |٢β − ٢mβ − ٢|١ ,

است. کامل |w(z)| < ١ باشیم داشته باید بنابراین، تناقصاست. در f ∈ S∗ با عبارت این
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�است. شده اثبات [٢٠] در نتیجه این

آن�گاه، ،f ∈ S∗ اگر .١٢.٧.٢ قضیه

F (z) =

∫ z

٠
[
f(t)

t
]α dt ∈ S∗

m ٠ ≤ α ≤ ١,

و

m =
(١ − ٢α) +

√
۴α٢ − ۴α + ٩

۴ .

نامعادله�ی در m اگر .F ∈ S∗
m داشت، خواهیم (١١.٧.٢) قضیه�ی در β = ١ انتخاب با برهان.

α− ١ +m− ٢m(١ −m)

[١ + |١ − ٢m|]٢ ≤ ٠, (۴٠.٢)

. دارد وجود حالت دو کند صدق
،m ≥ ١

٢ (i)

یا
.m ≤ ١

٢ (ii)

است. برقرار m ≤ ١
٢ شرط با همواره ،(۴٠.٢) عبارت آن�گاه، ، ٠ ≤ α ≤ ١ اگر

اگر که مͬ�گیریم نتیجه حالت این در . m ≥ ١
٢ بنابراین . مͬ�کند صدق

x١ =
(١ − ٢α)−

√
۴α٢ − ۴α + ٩

۴ ≤ m ≤ (١ − ٢α) +
√

۴α٢ − ۴α + ٩
۴ = x٢,

است. درست عبارت ͷی x١ ≤ ١
٢ ≤ x٢ همچنین، است. درست همواره (۴٠.٢) نامعادله�ی

بنابراین،

m = [
(١ − ٢α) +

√
۴α٢ − ۴α + ٩

۴ ],

شد. خواهد محقق سیلویا٣۴ نتایج روش همین �ی ادامه با ،α > ١ اگر

و f ∈ S , f(z)f ′(z) \ z ̸= ٠ , −π
٢ ≤ λ ≤ π

٢ باشیم داشته اگر .١٣.٧.٢ قضیه
Re{(eiα − α) zf

′(z)
f(z)

+ α(١ + zf ′′(z)
f ′(z)

)} > β cosλ , ٠ ≤ λ ≤ ١ , −∞ ≤ α ≤ +∞
آنͽاه α ≥ ١ اگر یعنͬ بود. خواهد m > β مرتبه�ی از λ-مارپیچͬ تابع f آن�گاه،

f ∈ S(λ,m).

زیر نامساوی در که مͬ�باشد حقیقͬ عدد بیشترین m آن در که f ∈ S(λ, β) آنͽاه α ≤ ١ اگر و
مͬ�کند، صدق

Silvia٣۴
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(m− β)
{

١ + [١ − ۴m(١ −m) cos٢ λ]
١
٢

}
≤ ٢mα(١ −m) cosλ,

مͺانو توسط که ،αکلاس محدب توابع آن�گاه، λ = ٠ = β دهیم قرار اگر خاص، حالت در

امر این m =

√
٨α+α٢−α

۴ مرتبه�ی از توابع این آن�گاه، ،α ≥ ١ اگر مͬ�شوند. تولید شده�اند تعریف
سادگͬ، به�جهت نͺته، این اثبات از ما مͬ�بخشند. بهبود را ٣۵ رید و مͺانو میلر، نتایج حدودی تا

مͬ�کنیم. نظر صرف
که، است بدیهͬ نیز و f(z) = z ∈ S∗ که داریم توجه

S(z) =
٢
z

∫ z

٠
tdt = z ∈ S∗.

برای دقیق راه�حل هیچ بنابراین، مͬ�باشد. غیرت�ͷارز تابع ͷی T (z) = [z − ٢
z

∫ z
٠ tdt]٢ ≡ ٠ و

نمͬ�آید. به�دست (٢.۶.٢) قضیه�ی

آن�گاه، ، f ∈ C٠ اگر .١۴.٧.٢ قضیه

T (z) = ٢
[
f(z)− ١

z

∫ z

٠
f(t)dt

]
∈ S∗

m.

. m = (
√

٣−١٧
۴ ) آن در که

فرض این گرفتن نظر در با فقط است. (١٠.٧.٢) قضیه�ی اثبات مشابه قضیه، این اثبات برهان.
که

٠ ≤ m ≤ (١ −m)

١)٢ +m)
.

به لیبرا نتایج برای بهبودی نتیجه، این مͬ�گیرد. انجام اثبات ،(١٠.٧.٢) قضیه�ی بͺارگیری با یا و
مͬ�آید. حساب

آن�گاه، ،f ∈ C٠ اگر .١۵.٧.٢ قضیه

F (z) = (
eiα − eiβ

z
)

[∫ z

٠
f(teiα)dt−

∫ z

٠
f(teiβ)dt

]
∈ S∗

m.

زیر لم به نیاز قضیه، این اثبات . m = (
√

٣−١٧)
۴ طوری�که ، α, β ∈ [٠,٢π) و α ̸= β ازای به

دارد.

تابع . α ̸= β , α, β ∈ [٠,٢π) آن�گاه، ، f ∈ Cδ اگر .١۶.٧.٢ لم

F٠(z) =

{
f(eiαz)− f(zeiβ)

eiα − eiβ

}
∈ S∗

δ

Miller,Mocanu and Reade٣۵
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مͬ�کند، بیان (١٠.٧.٢) قضیه�ی و (١۶.٧.٢) لم است. شده آورده [٢] در لم، این اثبات
نامعادله�ی در m که است، متعلق S∗

m به است، (١١.٧.٢) قضیه�ی در شده تعریف F (z) که
لم مشابه، به�طور مͬ�کند. اثبات را قبل قضیه�ی عبارت، این کند. مͬ صدق ،m ≤ (١−m)

٢(١+m)

S∗
m به ،(٢.٧.٢) قضیه�ی با شده تعریف F (z) که مͬ�کند بیان (١٠.٧.٢) قضیه�ی و (١۶.٧.٢)

مͬ�شود. تعریف (١٠.٧.٢) قضیه�ی نامعادله�ی با m آن در که دارد، تعلق
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Aabstract

In this thesis, we express definitions and theorems related to class of spirallike functions
also we study some Integral operators and determine conditions for the spirallkeness of
these integral operators we explain conditions for convexity breafly.
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