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چͺیده
و پذیری اندازه با بازگشت نخستین بازیافت�پذیری بین رابطه�ی ابتدا نامه پایان این در
بازگشت نخستین پذیری انتͽرال مفهوم ابتدا منظور این برای مͬ�شود. ارائه آن انتͽرال�پذیری
نخستین پذیری انتͽرال بین ای مقایسه و کرده معرفͬ را بازگشت نخستین پذیری بازیافت و
رابطه و شده معرفͬ مفاهیم ͷکم با سپس دهیم. مͬ انجام ریمان پذیری انتͽرال و بازگشت
تابع که، مͬ�شود داده نشان بازگشت نخستین وفرآیند بازگشت نخستین بازیافت�پذیری بین ی

باشد. بازگشت نخستین پذیر fبازیافت اگر تنها و اگر است پذیر اندازه f : [٠,١] −→ R
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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

بزرگترم برادر و عزیز مادر مخصوصاً خانواده�ام بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
کامران دکتر آقای جناب خود، راهنمای استادان همچنین و بوده من وحامͬ پشتیبان همیشه که
راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ، دسترنج الهام دکتر خانم و شریفͬ

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این آنها، ارزنده�
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که موسوی رضا سید آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال کردند، راهنمایͬ را اینجانب شͺل بهترین به رساله، این سازی آماده

ঈࠫ۱۳۹۲/۱۱/۲۸وହଖاوی



ث

ൈঠ�அتار
اولین مفهوم مͬ�پردازیم.این بازگشت نخستین بازیافت�پذیری مفهوم معرفͬ به ابتدا نامه پایان این در

شد. معرفͬ Paul.D.HUMKE و Michael.J.EV ANS ریاضیدان دو توسط بار
آورده اندازه نظریه از قضیه�هایͬ و مفهوم�ها نامه، پایان این اول فصل در ابتدا منظور این برای
مفهوم دوم فصل در و ادامه در مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد آتͬ فصل�های در که است، شده
ارتباط ،[٠,١] روی f مقدار حقیقͬ تابع وبرای مͬ�کنیم معرفͬ را بازگشت نخستین بازیافت�پذیری

مͬ�کنیم. مقایسه را آن بازگشت نخستین بازیافت�پذیری و اندازه�پذیری بین
آنها بین رابطه�ی و طبقه�بندی را بازگشت نخستین بازیافت�پذیری توابع سوم فصل در و پایان در

مͬ�کنیم. بررسͬ را
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١ فصل

حقیقͬ آنالیز از مفاهیمͬ

پذیری واندازه اندازه ١.١

مͬ�آوریم. اختصار طور به را اندازه نظریه نیاز مورد و مقدماتͬ مفاهیم فصل این در

Xباشد. های مجموعه� زیر از ناتهͬ دسته�ای C و ناتهͬ مجموعه�ای X کنیم فرض .١.١.١ تعریف
بسته متناهͬ اشتراک�های تحت C اگر گوییم X های مجموعه زیر از حلقه، نیم ͷی Cرا (١

Cباشد. مجزای دوبه�دوی اعضای از متناهͬ اجتماع با Cبرابر عضو دو هر وتفاضل
بسته وتفاضل متناهͬ اجتماع�های Cتحت اگر گوییم X های مجموعه زیر از حلقه ͷی را C (٢

باشد.
اشتراک�های تحت C اگر گوییم X مجموعه�های زیر از جبر) (نیم میدان نیم ͷی را C (٣

باشد. C مجزای دوبه�دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر عضو هر ومͺمل بسته متناهͬ
ومͺمل شمارش�پذیر اجتماع� تحت Cاگر گوییم X مجموعه�های زیر از σ-میدان ͷی را C (۴

باشد. بسته

فضاهای سایر در آنها دکارتͬ وحاصلضرب�های R در بازه�ها از گوناگون دسته�های .٢.١.١ ملاحظه
وشعاع�ها بازه�ها از گوناگون های دسته همچنین هستند. حلقه�ها نیم برای مناسبͬ الͽوهای اقلیدسͬ
جبرها و جبرها نیم برای ترتیب به مناسبͬ الͽوهای آنها واجتماع�های آنها دکارتͬ وحاصلضرب�های

هستند.

اندازه ͷی از منظور باشد. مجموعه�ها زیر از ودلخواه ناتهͬ دسته�ای C کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در به�طوری�که است C دامنه با µ مانند تابعͬ C روی

. ٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C Aدر برای (١

١



٢ حقیقͬ آنالیز از مفاهیمͬ .١

باشد C مجزای دو به دو اعضای از نامتناهͬ) یا (متناهͬ دنباله�ای ،{An , n ≥ ١} هرگاه (٢
.µ(

∪∞
n=١An) =

∑∞
n=١ µ(An) آنͽاه (

∪∞
n=١An) ∈ C به�طوری�که

مͬ�گوییم. µ برای σ-جمع�پذیری را (٢) خاصیت .۴.١.١ ملاحظه

σ-جبر کوچͺترین باشد. X های مجموعه زیر از دلخواه ای دسته C کنیم فرض .۵.١.١ تعریف
مͬ�نامیم Cتوسط شده تولید σ-جبر Xرا مجموعه�های زیر از C شامل شمول) رابطه�ی حسب (بر
C شامل σ-جبرهای تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم مͬ�دهیم. نشان σ(C) صورت وبه

است.

شده تولید -جبر σ باشد. ها بازه تمام دسته�ی C و (Rnیا)X = R کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
[a, b] ,a]یا b) صورت به ها بازه تمام دسته�ی مͬ�دهیم. نشان B وبا گوییم بورل σ-جبر را C توسط
اعداد آنها انتهای� و ابتدا که شعاع�هایͬ مجموعه�ی ویا هستند گویا اعداد bوa آن در که (a, b) یا

Bاند. مولد ͬͽهم باشند گویا

مجموعه�های توسط شده تولید σ-جبر ͬͺتوپولوژی یͷفضای در کلͬ طور الف)به .٧.١.١ ملاحظه
مͬ�دهیم. نشان B وبا نامیم مͬ بورل σ-جبر را باز

باز های مجموعه ی همه حاوی که است σ-جبری کوچͺترین بورل، های مجموعه ب)دسته�ی
است.

شمارش�پذیر اجتماع وهر Gδمجموعهͷی باز مجموعه�های از اشتراکشمارش�پذیر هر تعریف٨.١.١.
مͬ�شود. نامیده Fσ مجموعه ͷی بسته، مجموعه�های از

اشتراک وهر نامیم Gδσ مجموعه ͷی را Gδ مجموعه�های از شمارش�پذیر اجتماع هر تعریف٩.١.١.
مͬ�نامیم. Fσδ مجموعه�ی ͷی را Fσ مجموعه�های از شمارش�پذیر

مͬ�شود: تولید زیر مجموعه�های از کدام هر توسط BR .١٠.١.١ قضیه
E١ = {(a, b); a < b} باز: الف)بازه�های
E٢ = {[a, b]; a < b} بسته: ب)بازه�های

E۴ = {[a, b); a < b} یا E٣ = {(a, b]; a < b} باز: نیم ج)بازه�های
E۶ = {(−∞, a); a ∈ R} یا E۵ = {(a,∞); a ∈ R} باز: د)نیم�خط�های

E٨ = {(−∞, a]; a ∈ R} یا E٧ = {[a,∞); a ∈ R} بسته: خط�های ه)نیم

کنید. رجوع [١۴] به برهان.



٣ پذیری واندازه اندازه .١.١

مجموعه�های زیر از میدان) یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم Cساختاری فرضکنیم تعریف١١.١.١.
µ(A) < ∞ ،CدرA هر برای هرگاه گوییم متناهͬ ،C روی را µ اندازه Cباشد. روی اندازه�ای µ Xو
طوری�که به باشد داشته وجود C اعضای از {An , n ≥ ١} مانند دنباله�ای هرگاه گوییم وσ-متناهͬ

. µ(An) < ∞ ،n هر وبرای X =
∪∞

n=١An

µ Xو مجموعه�های زیر از حلقه�ای نیم H و ناتهͬ مجموعه�ای X کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف
اندازه�ی که باشد داشته وجود H اعضای از دنباله�ای کنیم فرض همچنین باشد. H روی� ای اندازه
نیم را Hو R Xرا توان مͬ الͽو عنوان بپوشاند(به را X دنباله این و است متناهͬ آن جمله�ی هر
صورت به Aرا خارجͬ Xاندازه�ی از A دلخواه ی مجموعه زیر برای گرفت). نظر در ها بازه حلقه��ی

مͬ�کنیم تعریف زیر

µ∗(A) = inf{
∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H , A ⊂
∪
n≥١

In}.

. µ∗(I) = µ(I) ، I ∈ H الف)برای .١٣.١.١ ملاحظه
آنͽاه باشد X های مجموعه زیر از دلخواه ای ١≤n{An}دنباله اگر ب)

µ∗(
∪

An) ≤
∑

µ∗(An).

کنید. رجوع [١] به برهان.

در I هر برای اگر گوییم، (یاµ)اندازه�پذیر µ∗ به نسبت را X از A مجموعه�ی زیر .١۴.١.١ تعریف
.µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A) باشیم داشته H

پذیرند. اندازه H توسط شده تولید حلقه�ی عضو وهر H عضو الف)هر .١۵.١.١ ملاحظه
داریم X Bاز دلخواه مجموعه�ی زیر هر برای آنͽاه باشد، اندازه�پذیر µ∗ به Aنسبت ب)اگر

µ(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

گوییم. آزمونͬ مجموعه�ی را B مجموعه�ی ،A برای بالا تساوی تحقیق پ)در

کنید. رجوع [١] به برهان.

ͷی µ∗ و H شامل X در σ-جبر ͷی µ∗ به نسبت اندازه�پذیر مجموعه�های دسته�ی .١۶.١.١ قضیه
است. µ برابر H به µ∗ تحدید است. σ-جبر این روی اندازه

کنید. رجوع [١] به برهان.



۴ حقیقͬ آنالیز از مفاهیمͬ .١

µو X های مجموعه زیر از حلقه�ای نیم H اگر کارتئودوری) گسترش (قضیه .١٧.١.١ قضیه
بپوشاند، را X متناهͬ اندازه�ی با H اعضای از پذیر شمارش تعداد که به�طوری باشد H در اندازه�ای

دارد. X Hدر توسط شده تولید σ-جبر روی اندازه ͷی به یͽانه گسترشͬ µ آنͽاه

کنید. رجوع [١] به برهان.

حجم) تابع (یا طول تابع µو جعبه�ها) (یا وHمجموعه�بازه�ها (Rnیا)X = R اگر تعریف١٨.١.١.
تعریف(١۴.١.١))اصطلاحاً اساس ∗µ(بر به نسبت (Rnیا)R پذیر اندازه های مجموعه زیر باشد،

نامیم. مͬ «لب «σ-جبر را هایͬ مجموعه چنین ی دسته مͬ�شود. نامیده «لب پذیر «اندازه

ͷی از متشͺل که ، (X,A) زوج از است عبارت اندازه�پذیر فضای ͷی از منظور .١٩.١.١ تعریف
ی مجموعه ͷی را A عضو هر مͬ�باشد. X های مجموعه زیر از ، A σ-جبر و X مانند مجموعه

نامیم. مͬ پذیر اندازه

«فضای ͷی (X,A) که است (X,A, µ) تایͬ سه ، اندازه فضای ͷی از منظور .٢٠.١.١ تعریف
است. A σ-جبر روی «اندازه» ͷیµو اندازه�پذیر»

،(X,A, µ) اندازه فضای در .٢١.١.١ n∪ملاحظه
i=١Ai ∈ A ,A١و A٢, . . . , An ∈ A اگر ،(i = ١, . . . , n) مجزا دوبه�دوی Aiهای الف)برای

گوییم. µ برای جمع�پذیری متناهیاً را خاصیت این .µ(
∪n

i=١Ai) =
∑n

i=١ µ(Ai) آنͽاه
گوییم. µ برای یͺنوایͬ را خاصیت این .µ(A) ≤ µ(B) آنͽاه A ⊆ BوB ∈ A ب)اگر

وهمچنین
µ(B − A) = µ(B)− µ(A).

داریم آنͽاه A١, A٢, . . . ∈ A پ)اگر

µ(
∞∪
n=١

An) ≤
∞∑
n=١

µ(An).

. µ(∅) = ٠ آن�گاه µ(A) < ∞ که به�طوری باشد داشته وجود A ∈ Aت)اگر

کنید. رجوع [١] به برهان.

طوری�که به باشد اندازه�پذیر مجموعه�های از نزولͬ دنباله�ای {An} کنید فرض .٢٢.١.١ قضیه
آن�گاه ∀i ;µ(Ai) < ∞

µ(
∞∩
i=١

Ai) = lim
n→∞

µ(An).

کنید. رجوع [١] به برهان.



۵ پذیری واندازه اندازه .١.١

M با را آن که است σ-جبر ͷی لب اندازه�پذیر مجموعه�های همه مجموعه�ی .٢٣.١.١ قضیه
با M روی شده تعریف µ تابع مͬ�دهیم. نمایش

µ(A) = µ∗(A) ;A ∈ M,

است. R روی اندازه ͷی

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

است. بورل مجموعه شامل M لب اندازه�پذیر مجموعه�های همه σ-جبر .٢۴.١.١ قضیه

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

f : X −→ Y ، f تابع باشند. اندازه�پذیر فضاهای (Y, Á)و (X,A) کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف
این از . f−١(Á) ∈ A باشیم، داشته Á ∈ Á هر برای اگر گوییم، (Á,A) به نسبت پذیر اندازه را
اندازه�پذیر را f ساده به�طور نباشد، تصریح به ونیاز باشند مشخص مفروض σ-جبرهای هرگاه پس

باشد. برقرار شده یاد شرط هرگاه گوییم،

عبارت چهار آن�گاه کنیم تعریف X روی یافته گسترش حقیقͬ تابع ͷی را f اگر .٢۶.١.١ قضیه
معادلند: زیر

{x ; f(x) < α} ∈ A (١)
{x ; f(x) ≤ α} ∈ A (٢)
{x ; f(x) > α} ∈ A (٣)
{x ; f(x) ≥ α} ∈ A (۴)

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

بالا عبارت چهار از ͬͺی در که باشد یافته گسترش مقدار حقیقͬ تابع ͷی f اگر .٢٧.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده اندازه�پذیر تابع ͷی f آن�گاه کند صدق

است. پذیر اندازه تابعͬ f صورت این در باشد، وپیوسته حقیقͬ تابعͬ f اگر .٢٨.١.١ ملاحظه

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

fو٢ cfو f + cو f ± g آن�گاه باشد، ثابت c و باشند پذیر اندازه توابع g و f اگر .٢٩.١.١ قضیه
هستند. اندازه�پذیر ͬͽهم نیز fg ،

کنید. رجوع [١۴] به برهان.



۶ حقیقͬ آنالیز از مفاهیمͬ .١

inf{fn}و sup{fn} آن�گاه باشند X روی اندازه�پذیر توابع از دنباله�ای {fn} اگر .٣٠.١.١ قضیه
پذیرند. اندازه توابع ͬͽهم lim inf{fn} ، lim sup{fn}و

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

شده تعریف (X,A, µ) اندازه�ی فضای اعضای تمام برای که خاصیتͬ گوییم .٣١.١.١ ملاحظه
خاصیت آن دارای که نقاطͬ ی مجموعه اگر وتنها اگر است، برقرار (a.e.)جا همه تقریباً است،

باشند. µصفر اندازه دارای و پذیر اندازه نیستند،

X در A آن�گاه Ā = X اگر باشد. A ⊂ X و ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض .٣٢.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده چͽال جا هیچ A آن�گاه (Ā)◦ = ∅ اگر دیͽر طرف از مͬ�شود، نامیده چͽال

باشد. کامل متری فضای ͷی X کنیم فرض بئر) (کاتͽوری .٣٣.١.١ قضیه
باز X در

∩∞
١ Un آن�گاه باشد، X در باز چͽال مجموعه�های از دنباله�ای {Un}∞١ الف)اگر

است.
نیست. چͽال جا هیچ مجموعه�های از پذیری شمارش اجتماع X ب)

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

شمارش�پذیری اجتماع A هرگاه است اول کاتͽوری از A ⊂ X چون مجموعه�ای .٣۴.١.١ تعریف
است. دوم کاتͽوری از A اینصورت غیر در باشد؛ چͽال جا هیچ مجموعه�های از

است. دوم کاتͽوری از خودش در کامل متری فضای هر نتیجه:

مͬ�شود. نامیده مانده پس اول، کاتͽوری مجموعه ͷی متمم .٣۵.١.١ تعریف

ریمان انتͽرال ٢.١

دهیم. مͬ نشان λ(A) نماد با را A ی مجموعه لب اندازه�ی رساله سراسر در بعد به این از قرارداد:

مانند ،[a, b] زیربازه�های از متناهͬ ای دسته از است عبارت [a, b] روی P افراز .١.٢.١ تعریف
و λ(Ik) > ٠ ; ١ ≤ k ≤ nهر برای به�طوری�که {Ik ⊆ [a, b] : ١ ≤ k ≤ n ;n ∈ N}

∀ ١ ≤ i, j ≤ n ; i ̸= j Ii ∩ Ij = ∅ ,
n∪

k=١
Ik = [a, b].

کنیم، مͬ تعریف زیر صورت به را P افراز نرم
∥P∥ := max{λ(Ik) : Ik ∈ P}.



٧ لب انتͽرال .٣.١

هر برای اگر باشد. [a, b] بازه روی افرازی P و حقیقͬ تابعͬ f کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
با متناظر ریمان مجموع گاه آن باشد، P افراز از Ik زیربازه�ی از دلخواهͬ نقطه�ی ti ،١ ≤ i ≤ n

مͬ�شود تعریف زیر صورت به دهیم، مͬ نشان S(P , f) نماد با را آن که f وتابع P افراز

S(P , f) =
n∑

i=١
f(ti)λ(Ii).

مانند افرازی ε > ٠ هر وبرای A مانند حقیقͬ عددی هرگاه است ریمان انتͽرال�پذیر f تابع گوییم
،P افراز های زیربازه از ti انتخاب وهر Pε ⊂ P هر برای که طوری به باشد، داشته وجود Pε

مͬ f تابع ریمان انتͽرال را آن و است یͺتا وجود صورت در Aای چنین .|S(P , f) − A| < ε

دهیم. مͬ نشان
∫
[a,b]

fdx نماد وبا نامیم

بازه ناپیوستfͬͽروی نقاط مجموعه�ی Eو کراندار [a, b] ی بازه بر f کنید فرض .٣.٢.١ قضیه
لب اندازه دارای E ی مجموعه فقط و اگر است، ریمان پذیر fانتͽرال صورت این در باشد، [a, b]

باشد. صفر

کنید. رجوع [٢] به برهان.

لب انتͽرال ٣.١

با را A ی مجموعه مشخصه�ی تابع باشد، A σ-جبر از دلخواه مجموعه�ای A اگر .١.٣.١ تعریف
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت وبه دهیم مͬ نشان χA

χA(x) =

١ if x ∈ A

٠ if x /∈ A
.

متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، ومقادیر دلخواه دامنه با است تابعͬ ساده، تابع .٢.٣.١ تعریف
باشد. a١, . . . , anمتمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض است.
کهAiها است روشن Ai = {x ∈ X ; φ(x) = ai} آن در که φ =

∑n
i=١ aiχAi

نوشت توان مͬ
هستند. مجزا

را µ اندازه�ی به φنسبت انتͽرال اندازه�پذیرند. Aiها بͽوییم اینͺه با است معادل φ اندازه�پذیری
کنیم مͬ تعریف زیر صورت ∫به

X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).



٨ حقیقͬ آنالیز از مفاهیمͬ .١

نیز φχA ،A ∈ A باشد(برای (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده φتابعͬ فرض .٣.٣.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف را A φروی انتͽرال مͬ�باشد). ساده تابع ͷی∫

A

φdµ =

∫
A

φχAdµ =
n∑

i=١
µ(Ai ∩ A).

انتͽرال باشد. ونامنفͬ اندازه�پذیر تابعͬ f و اندازه فضای ͷی (X,A, µ) فرض .۴.٣.١ تعریف
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر ∫fروی

A

fdµ = sup{
∫

φdµ ; φ ≤ f},

است. ونامنفͬ ساده تابع φ درآن که

صعودی و نامنفͬ پذیر، اندازه توابع از دنباله�ای f١, f٢, . . . یͺنوا)اگر همͽرایͬ (قضیه .۵.٣.١ قضیه
و باشد

آن�گاه ،limn→∞fn = f

limn→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ.

کنید. رجوع [١] به برهان.

آن�گاه a, b > ٠ و A اندازه�پذیر مجموعه روی نامنفͬ پذیر اندازه تابع f اگر .۶.٣.١ ∫ملاحظه
A

(af + bg)dµ = a

∫
A

fdµ+ b

∫
A

gdµ.

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

دوی دوبه اعضای از ای دنباله A١, A٢, . . و. X روی پذیر اندازه تابعͬ f کنیم فرض .٧.٣.١ قضیه
داشت خواهیم صورت این در ،A =

∪n
i=١Ai و باشد A ∫مجزای

A

fdµ =
∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.

کنید. رجوع [١] به برهان.

گوییم، «انتͽرال�پذیر» A پذیر اندازه مجموعه�ی روی را f ونامنفͬ پذیر اندازه تابع .٨.٣.١ تعریف
∫هرگاه

A

fdµ < ∞.

f دامنه�ی از x هر برای f با متناظر باشد، دلخواه دامنه�ی با حقیقͬ تابعͬ fاگر .٩.٣.١ تعریف
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را ، f+و f− توابع

f−(x) = max{−f(x),٠} , f+(x) = max{f(x),٠}.



٩ لب انتͽرال .٣.١

هر یعنͬ ،f = f+ − f− صورت این در مͬ�نامیم. f منفͬ جزء و مثبت جزء ترتیب به را f−وf+

داریم همچنین نوشت. نامنفͬ پذیر اندازه تابع دو تفاضل صورت به توان مͬ را پذیر اندازه تابع
اندازه�پذیراند. نیز f−وf+ گاه آن باشد، پذیر اندازه f اگر که است روشن .|f | = f+ + f−

X روی که f اندازه�پذیر تابع باشد. اندازه فضای ͷی (X,A, µ)کنیم فرض .١٠.٣.١ تعریف
صورت، این در باشند. متناهͬ

∫
f−و

∫
f+ هرگاه گوییم، پذیر انتͽرال را است شده تعریف

.
∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ

انتͽرال f اگر باشد. [a, b] روی تعریفشده کراندار حقیقͬ تابع ͷی f فرضکنید .١١.٣.١ قضیه
است. لب انتͽرال�پذیر f آن�گاه باشد، [a, b] روی ریمان پذیر

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

انتͽرال�پذیر [a, b] بازه در زیر تابع مثال عنوان به نیست برقرار لزوماً بالا قضیه عͺس توجه:
مͬ�باشد. b− aبا وبرابر دارد وجود آن لب انتͽرال ولͬ نیست ریمان

.١٢.٣.١ مثال

f(x) =

٠ x /∈ Q

١ x ∈ Q
.



٢ فصل

بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً

مͬ�کنیم. معرفͬ را بازگشت نخستین انتͽرال�پذیری و بازیافت�پذیری مفهوم ابتدا فصل این در

بازگشت نخستین مفهوم ١.٢

اندازه�ی و بورل σ-میدان ،I روی مفروض σ-میدان [٠,١]و بازه ،I از منظور فصل این سراسر در
مͬ�باشد. λ لب اندازه�ی آن روی مفروض

در دنباله جملات که {xn}n≥٠ صورت به است دنباله�ای ،x̄ مانند مسیر ͷی .١.١.٢ تعریف
چͽالند. I = [٠,١]

است. مسیر ͷی [٠,١] در گویا اعداد دنباله .٢.١.٢ مثال

مͬ�نامیم. I روی محمل را ،S ⊂ I که S چͽال و پذیر شمارش مجموعه�ی هر .٣.١.٢ تعریف

r(x̄, H) آن�گاه باشد، I در بازه ͷی H و I روی مسیر ͷی x̄ = {xn}n≥٠ اگر نمادگذاری:
. xn ∈ H که است xnای کوچͺترین

است. r(x̄, H) = x۴ زیر دنباله در .۴.١.٢ مثال

١٠



١١ بازگشت نخستین مفهوم .١.٢

شͺل(١.٢)

.Bϱ(x) = {y ∈ [٠,١] ; |y − x| < ϱ} آن�گاه ϱ > ٠ و x ∈ [٠,١] اگر نمادگذاری:

بازگشت نخستین مسیر باشد. I روی مسیر ͷی x̄ = {xn}n≥٠ و x ∈ I فرضکنید تعریف١.٢.۵.
طوری�که: به R(x̄)x = {ωk(x)}∞k=١; k ∈ N صورت به است دنباله�ای x

ω١(x) = x٠ , ωk+١(x) =

r(x̄, B|x−ωk(x)|(x)) ; if x ̸= ωk(x)

ωk(x) ; if x = ωk(x)
,

.(k −→ ∞ ωk(x)(وقتͬ −→ x [٠,١]داریم در x̄ بودن چͽال از

است. زیر صورت به R(x̄)x مسیر آن�گاه باشد x = x٠ و I روی مسیر ͷی x̄ اگر .۶.١.٢ مثال
حل:

ω١(x٠) = x٠ , ω٢(x٠) = ω١(x٠) = x٠ , . . . ,

درنتیجه
R(x̄)x٠ = {ωk(x٠)}∞k=١ ;ωk(x٠) = x٠ , k ∈ N.

هرگاه گوییم بازگشت نخستین x̄-بازیافت�پذیر ،f ،x ∈ [٠,١] نقطه در را f تابع .٧.١.٢ تعریف
lim
k→∞

f(ωk(x)) = f(x).

x̄-بازیافت�پذیر ،x ∈ نقطه�ی[٠,١] هر در هرگاه است بازگشت نخستین x̄-بازیافت�پذیر ،f تابع
باشد. بازگشت نخستین

، f که باشد داشته x̄وجود مانند مسیری هرگاه است بازگشت نخستین بازیافت�پذیر ،f تابع
باشد. بازگشت نخستین x̄-بازیافت�پذیر

مسیری به نسبت هرگاه است بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً f تابع نهایت در
باشد. بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه x̄تقریباً مانند



١٢ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

x̄-بازیافت�پذیر ، [٠,١] روی پیوسته حقیقͬ توابع [٠,١] از x̄ مانند مسیر هر برای .٨.١.٢ مثال
هستند. بازگشت نخستین

افراز هر برای باشد. [٠,١] روی مسیری x̄و حقیقͬ مقادیر با تابعͬ f کنیم فرض .٩.١.٢ تعریف
مͬ�شود تعریف زیر صورت به بازگشت نخستین ریمان مجموع ،[٠,١] روی P

S(x̄,P)(f) =
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J).

حقیقͬ عددی هرگاه است بازگشت نخستین انتͽرال�پذیر ،x̄ به نسبت f تابع گوییم تعریف١٠.١.٢.
که طوری به باشد داشته وجود T مانند

∀ {Pn}n≥١
(
∥Pn∥ → ٠ =⇒ |S(x̄,Pn)f − T | → ٠

)
,

است. [٠,١] افرازهای از ای دنباله {Pn} آن در که
مͬ�نامیم. x̄ به نسبت f تابع بازگشت نخستین انتͽرال را T صورت این در

x̄مسیر مͬ�گوییم آن�گاه باشد لب انتͽرال�پذیر ،f : I −→ R ،f تابع کنید فرض .١١.١.٢ تعریف
هرگاه مͬ�دهد بدست را f لب انتͽرال ،I از A اندازه�پذیر مجموعه�ی روی

∀ε > ٠ ∃ δ > ٠ |
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ε.

است. δ از کمتر نرم با [٠,١] از دلخواه افراز هر ،P آن در که

مسیر مͬ�گوییم آن�گاه باشد لب انتͽرال�پذیر ،f : I −→ R ،f تابع کنید فرض .١٢.١.٢ تعریف
داشته A اندازه�پذیر مجموعه�ی هر برای هرگاه مͬ�دهد، بدست را f لب انتͽرال I روی x̄ = {xn}

باشیم:

∀ε > ٠ ∃ δ > ٠ |
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ε,

است. δ از کمتر نرم با [٠,١] از دلخواه افراز هر ،P آن در که
مجموعه�ی هر روی هرگاه مͬ�دهد بدست را f لب انتͽرال I روی x̄ مسیر مͬ�گوییم حقیقت در

دهد. نتیجه را f لب انتͽرال I از A اندازه�پذیر

Iباشد روی گویا اعداد دنباله�ی x̄ = {rn}n≥١ و I روی همانͬ تابع f کنید فرض .١٣.١.٢ مثال
مͬ�دهد. بدست را f لب انتͽرال x̄ آن�گاه

مͬ�دهد. بدست را f لب انتͽرال ، I روی مسیری هر باشد ریمان انتͽرال�پذیر f اگر .١۴.١.٢ مثال

است ثابت x̄ هر به نسبت ومقدارش دارد وجود f تابع بازگشت نخستین انتͽرال .١۵.١.٢ قضیه
با ،f تابع بازگشت نخستین انتͽرال حالت این در باشد. ریمان انتͽرال�پذیر f تابع اگر، وتنها اگر

است. برابر f ولب ریمان انتͽرال�های



١٣ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

کنید. رجوع [۶] به برهان.

آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط ٢.٢

باشد. زیر شمارش�پذیر مجموعه�ی E و مسیر ͷی ، x̄ = {xn}کنید فرض .١.٢.٢ لم

E = {xn + xm

٢ ;n = ٠,١,٢, . . . ;m = ٠,١,٢, . . .} ∪ {٠,١}.

روی ωk که طوری به دارد وجود مثبتͬ ϵ ، t ∈ I − E و k = ٠,١,٢, . . . هر برای اینصورت در
است. ثابت (t− ε, t+ ε) ͬͽهمسای

تعریف به توجه با آن�گاه k = ١ اگر کنیم. مͬ تحقیق را لم درستͬ k روی استقرا با برهان.
(۵.١.٢)داریم:

∀t ∈ I;ω١(t) = x٠.

نشان باشد، برقرار k − ١ برای لم کنیم مͬ فرض حال است. ثابت همیشه ω١ ، k = ١ برای یعنͬ
طوری به دارد وجود y٠ ∈ {xn} آن�گاه ،ϵ١ > و٠ t٠ ∈ I−E اگر است. برقرار هم k برای مͬ�دهیم

باشیم داشته t ∈ (t٠ − ε١, t٠ + ε١) که t هر برای که
ωk−١(t) = y٠.

به�طوری�که گرفت ͷکوچ اندازه�ای به را ε١ مͬ�توان .t٠ /∈ E پس t٠ ∈ I − E چون
y٠ /∈ (t٠ − ε١, t٠ + ε١).

کرد فرض توان مͬ شود وارد خللͬ مسأله کلیت به اینͺه بدون
y٠ < t٠ − ε١.



١۴ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

کنیم: مͬ معرفͬ زیر صورت به را c, d cحال = t٠ − ε١
٢

d = t٠ +
ε١
٢

.

ωk که هست ای ε مͬ�دهیم نشان اکنون .N = min{n; x̄ ∈ (y٠, c)} مͬ�دهیم قرار همچنین
باشد. ثابت (t٠ − ε١, t٠ + ε١) روی

e = r(x̄(y٠,٢d− y٠)) که است روشن اینصورت در . d١ = y٠+e
٢ و ωk(d) = e کنید فرض

زیرا: .ωk(t) = e داریم t ∈ (t٠ − ε١, t٠ + ε١) ∩ (d١, d] هر وبرای
داریم: x = d جایͽزینͬ ωk(x)و تعریف به توجه با

e = ωk(d) =

r(x̄, B|d−ωk−١(d)|(d)) ;ωk−١(d) ̸= d (١)
ωk−١(d) ;ωk−١(d) = d (٢)

.

حالت(٢) ، y٠ ̸= d اینͺه به توجه با بنابراین .ωk−١(d) = y٠ داریم استقرا فرض به توجه با
درنتیجه ωk−١(d) ̸= d یعنͬ نیست، برقرار

ωk(d) = r(x̄, B|d−ωk−١(d)|(d)).

داریم طرفͬ از

B|d−ωk−١(d)|(d) = {y ∈ [٠,١]; |d− y| < |d−
y٠︷ ︸︸ ︷

ωk−١(d) |}

= {y ∈ [٠,١]; |d− y| < |d− y٠|}

= {y ∈ [٠,١]; y٠ − d < d− y < d− y٠}

= {y ∈ [٠,١]; y٠ < y < ٢d− y٠}

⇒ B|d−ωk−١(d)|(d) = (y٠,٢d− y٠)

نتیجه در
e = ωk(d) = r(x̄, (y٠,٢d− y٠)).



١۵ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

.ωk(t) = e ،t ∈ (t٠− ε١, t٠+ ε١)∩ (d١, d] هر برای دید، مͬ�توان روشنͬ به شͺل به توجه با
ωk−١(t) = y٠ زیرا افتد. نمͬ اتفاق قسمت این برای نیز (٢) حالت تعریف(١.٢.۵) به توجه با پس

استقرا) .(فرض
داشت خواهیم (١) موجب به نتیجه در tو ̸= y٠ داریم y٠ /∈ (t٠ − ε١) چون دیͽر سوی از

بود. خواهد e ، B|t−y٠|(t) ی بازه در که x̄ دنباله�ی عضو اولین زیرا .ωk(t) = e

زیر نیز [c, d] زیرا بود، خواهد [c, d] روی eثابت ωk ، d١ < c که آن�جا از آن�گاه ، e = xN اگر
است. (t٠ − ε١, t٠ + ε١) ∩ (d١, d] از بازه�ای

.d١ > t٠ یا d١ < t٠ آید: پیش است ممͺن حالت دو
روشن حͺم درستͬ نتیجه در و ، ε = min{t٠ − d١, d− t٠} مͬ�دهیم قرار آن�گاه d١ < t٠ اگر

است.
بنابراین . e < xN باشیم داشته باید ، e ̸= xN اگر (زیرا .x̄−١(e) < N آن�گاه ، d١ > t٠ اگر
نمͬ�دهد). رخ xN < eحالت مͬ�باشد. کمتر N از مͬ�باشند برابر نیز e با که دنباله اندیسعضوهای

d١ مراحل این در و کنیم مͬ تͺرار را بالا مراحل دوباره دهد رخ d١ > t٠ یعنͬ حالت این اگر
که نتیجه�هایͬ همانند آن�گاه ،d٢ = y٠+e١

٢ و ωk(d١) = e١ وهمچنین کند مͬ عمل d نقش در



١۶ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

داریم: نیز اینجا در گرفتیم قبل قسمت برای
e١ = r(x̄, (y٠,٢d− y٠)).

و
∀t ∈ (t٠ − ε١, t٠ + ε١) ∩ (d٢, d١];ωk(t) = e١.

ثابت مقدار با برابر [c, d١] روی ωk نتیجه ودر d٢ < c آن�گاه ، e١ = xN اگر نخست مرحله مشابه
شد. e١خواهد

.d٢ > t٠ یا d٢ < tمͬ�آید:٠ پیش حالت دو این�صورت غیر در
مقدار [c, d١] بازه�ی روی ωkو ε = min{t٠ − d٢, d١ − t٠} مͬ�دهیم قرار آن�گاه d٢ < t٠ اگر

ولͬ مͬ�شود کامل وبرهان شد خواهد eثابت١
تعریف زیر به�صورت را dو٣ e٣ و مͬ�کنیم تͺرار را بالا مراحل دوباره آن�گاه ، d٢ > tاگر٠

مͬ�کنیم.
e٣ = ωk(d٢) , d٣ =

y٠ + e٢
٢ .

از مͬ�باشند، {x٠, x٢, . . . , xN−١} مجموعه�ی به متعلق e, e١ مقدارهای از کدام هر که است روشن
نمͬ�دهد. رخ بار N از بیشتر ei, di رو این

.ei = xnیا di < t٠ باشیم داشته باید شد طͬ که ازمراحلͬ ͬͺی در پس
ولͬ مͬ�شود ثابت حͺم و مͬ�گیرد را ei ثابت مقدار [c, di−١] روی ωk آن�گاه ،ei = xN اگر

(t٠−ε, t٠+ε)روی ωk آن�جا از ε = min{t٠−di, di−١−t٠} مͬ�دهیم قرار آن�گاه ، di < t٠ اگر
مͬ�شود. کامل لم اثبات نتیجه در و کرد خواهد اختیار را ei ثابت مقدار

باشد، پیوسته توابع از دنباله�ای نقطه به نقطه حد حاصل که تابعͬ (ͷی بئر (تابع .٢.٢.٢ تعریف
مͬ�شود. نامیده ͷبئری تابع

تابع ،Nاز k هر برای باشد. Iروی مسیری x̄ و دلخواه تابع f : I −→ R کنید فرض .٣.٢.٢ لم
است. ͷی بئر کلاس به متعلق f(ωk)

بسته مجموعه�ی تعدادی (١.٢.٢) لم به توجه با مͬ�گیریم. نظر در ثابت را k ∈ N برهان.
.[٠,١] =

∪∞
n=١ Tn که به�طوری است، ثابت آنها روی ωk که دارد Tnوجود شمارش�پذیر

بئر کلاس به متعلق f(ωk) دهد مͬ نشان که است ثابت مقداری Tn هر روی f(ωk)بنابراین
است. ͷی

انتͽرال I از بسته زیربازه هر روی Iکه از مسیری x̄و باشد انتͽرال�پذیر f : I −→ R اگر .۴.٢.٢ لم
مͬ�دهد. بدست را f لب انتͽرال x̄ آن�گاه دهد، بدست را f لب



١٧ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

دهید قرار برهان.
G = {A ⊂ [٠,١]; مͬ�دهد بدست را لب انتͽرال A روی x̄ و پذیر اندازه A}.

تحقیق برای . G ̸= ∅ پس است، برقرار Iبسته�ی های زیربازه برای حͺم چون فرض به توجه با
است. (σ-جبر) σ-میدان ͷی G که دهیم نشان است کافͬ حͺم درستͬ

زیر از صعودی دنباله�ی اجتماع و متمم تحت G دهیم نشان است کافͬ منظور این� برای
است. Iبسته اندازه�پذیر مجموعه�های

داریم: P افراز هر برای Aآن�گاه ∈ G کنید ∑فرض
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ Ac) =
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J − (J ∩ A))

=
∑
J∈P

f(r(x̄, J))(λ(J)− λ(J ∩ A))

=
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J)

−
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A).

مͬ�کند. �میل
∫
[٠,١] f −

∫
A
f به اخیر عبارت آن�گاه (∥P∥ → کند(٠ میل صفر به P نرم اگر حال

∑بنابراین
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ Ac) −→
∫
Ac

f.

دارد. وجود وانتͽرال است بسته متمم تحت G که دادیم نشان واقع در
و دهد نتیجه An اندازه�پذیر مجموعه�ی روی را f انتͽرال x̄ کنید فرض

روی را f انتͽرال x̄ که مͬ�کنیم ثابت n = ٠,١,٢, . . . برای .An ⊆ An+١ ⊆ [٠,١]
نتیجه در است، کراندار f مورد این در مͬ�دهد. بدست نیز A =

∪∞
n=١An∑

J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A) =
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ[J ∩ (An ∪ (A− An))]

=
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ An)

+
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ (A− An)). (١.٢)

افرازها از {Pi} ودنباله ε٠ پس مͬ�کنیم. تحقیق را قسمت این درستͬ خلف برهان از استفاده با
که طوری به دارد وجود ∥Pi∥ → ٠ با [٠,١] بازه�ی از

|
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | ≥ ε٠.



١٨ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

داریم n ∈ N و i = ١,٢, . . . هر وبرای (١.٢) رابطه به توجه با

|
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ An)−
∫
An

f |+ |
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ (A− An))−
∫
A−An

f |

≥ ε٠,

نتیجه در

|
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ An)−
∫
An

f |+ |
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ (A− An))|+ |
∫
A−An

f |

≥ ε٠. (٢.٢)

که مͬ�گیریم نظر در طوری را N٠ مقدارثابت و ٠ < ϱ < ١ کنید فرض
داریم i ≥ i٠ هر برای که به�طوری مͬ�گیریم نظر در ثابت را i٠ همچنین ،|

∫
A−AN٠

f | < ϱε٠

|
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ AN٠)−
∫
AN٠

f | ≥ ϱε٠.

،|
∫
A−AN٠

f | < ϱε٠ به توجه با درنتیجه

|
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ AN٠)−
∫
AN٠

f |+ |
∫
A−An

f | < ϱε٠ + ϱε٠ = ٢ϱε٠. (٣.٢)

(٣.٢) و رابطه(٢.٢) به توجه با طرفͬ از

∀i ≥ i٠;|
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ AN٠)−
∫
AN٠

f |

+ |
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ (A− AN٠))|+ |
∫
A−AN٠

f | ≥ ε٠

=⇒ |
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ (A− AN٠)|+ ٢ϱε٠ ≥ ε٠

=⇒ |
∑
J∈Pi

f(r(x̄, J))λ(J ∩ (A− AN٠)| ≥ (١− ٢ϱ)ε٠. (۴.٢)

بسته زیربازه�ی هر برای فرض طبق زیرا است، انتͽرال�پذیر ،[٠,١] بازه�ی در x̄ مسیر fروی همچنین
بنابراین است خودش بسته زیربازه�ی [٠,١] چون و است انتͽرال�پذیر [٠,١] از

∀ϱε٠ > ٠∃δ > ٠;mesh(P) < δ |
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
[٠,١]

f | < ϱε٠, (۵.٢)

.ε جای به ϱε٠ گرفتن نظر در با



١٩ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

زیر به�صورت را Pi٠ از P٠ تظریف و mesh(Pi٠) < δ که مͬ�گیریم نظر در طوری را i٠ مقدار
مͬ�کنیم. تعریف

درون در مشمول که λ((A−AN٠)∩ J) طول به بسته بازه�ی j٠ کنید فرض ،J ∈ Pi٠ هر برای
.r(J) ∈ J٠ طوری�که به است J

شͺل(٢.۵)

مͬ�گیریم. نظر در λ((A− AN٠) ∩ J اندازه�ی با را J درون J٠ بازه�ی
گرفتن نظر در با مͬ�کنیم. معرفͬ J−١ و J١ را است J٠ طرف دو در بازه دو که J − J٠ بازه�ی

k)داریم = −١,١) Jk بازه�ی برای افرازی عنوان به J (Jk)∑
J∈J (Jk)

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
Jk

f | < ϱε٠
٢M ,

.n(Pi٠) = M که
افراز برای بنابراین است. برقرار (۵.٢) رابطه mesh(P) < δ که P افراز و ϱε٠ هر برای زیرا

پس است، برقرار نیز P٠ یعنͬ ،Pi٠ تظریف همچنین و mesh(Pi٠) < δ که ، Pi٠

|
∑
J∈Pi٠

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
[٠,١]

f | < ϱε٠. (۶.٢)

وچون مͬ�شود تبدیل J−١ J١و بازه�ی دو به مͬ�کنیم انتخاب Pi٠ افراز از که J مانند ای بازه هر چون
(۶.٢) رابطه�ی بنابراین مͬ�یابد، افزایش ٢M به بازه�ها تعداد درنتیجه بود M، Pi٠ های بازه تعداد

است. برقرار J ∈ J (Jk) هر برای



٢٠ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

شͺل(٢.۶)

مͬ�آید. در زیر صورت به آمد، بدست Pi٠ افراز از که P٠ای تظریف
P٠ = {J٠; J ∈ Pi٠} ∪

∪
J∈Pi٠
k=−١,١

J (Jk).

مͬ�شود. تقسیم بازه سه به Pi٠ بازه ͷی درواقع
داریم: نتیجه در مͬ�باشد. mesh(P٠) < δ بنابراین ،mesh(Pi٠) < δ اینͺه به توجه با همچنین

|
∑
J∈P٠

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
[٠,١]

f | < ϱε٠. (٧.٢)

که: مͬ�شود نتیجه P٠ = {J٠; J ∈ Pi٠} ∪
∪

J∈Pi٠
k=−١,١

J (Jk)افراز به توجه با

ϱε٠ ≥ |
∑
J∈P٠

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
[٠,١]

f |

≥ |
∑
J٠∈P٠

f(r(x̄, J٠))λ(J٠)−
∫
∪{J٠;J∈Pi٠}

f |

−
∑
J∈Pi٠

∑
k=−١,١

∑
J∈J (Jk)

|f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
Jk

f |

≥ |
∑
J٠∈P٠

f(r(x̄, J٠))λ(J٠)|

−
∑
J∈Pi٠

∑
k=−١,١

∑
J∈J (Jk)

|f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
Jk

f | − |
∫
∪{J٠;J∈Pi٠}

f |. (٨.٢)

λ(J٠) = λ((A− AN٠) ∩ J) |و(۴.٢)و
∫
A−AN٠

f | < ϱε٠ از

|
∑
J٠∈P٠

f(r(x̄, J٠))λ(J٠)| ≥ (١− ٢ϱ)ε٠. (٩.٢)



٢١ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

و

|
∫
∪{J٠;J∈Pi٠}

f | < ϱε٠. (١٠.٢)

طرفͬ از

|
∑

J∈J (Jk)

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
Jk

f | < ϱε٠
٢M

=⇒
∑

k=−١,١
|

∑
J∈J (Jk)

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
Jk

f | < ϱε٠
٢M +

ϱε٠
٢M =

ϱε٠
M

=⇒
∑
J∈Pi٠

n(Pi٠=m)

∑
k=−١,١

|
∑

J∈J (Jk)

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
Jk

f | <

تا M︷ ︸︸ ︷
ϱε٠
M

+ · · ·+ ϱε٠
M

= ϱε٠.

(١١.٢)

که مͬ�شود نتیجه (٨.٢)و(٩.٢)و(١٠.٢)و(١١.٢) روابط از بنابراین

|
∑
J∈P٠

f(r(x̄, J))λ(J)−
∫
[٠,١]

f | ≥ (١− ٢ϱ)ε٠ − ϱε٠ − ϱε٠ = (١− ۴ϱ)ε٠. (١٢.٢)

چنین و باطل خلف فرض بنابراین دارند. تناقض یͺدیͽر با (١٢.٢) و (٧.٢) رابطه�ی ϱ ≤ ١
۵ برای

σ-میدان ͷی G پس است. بسته G در هم یͺنوایͬ اجتماع قسمت بنابراین ندارد. وجود ε٠ای
مͬ�باشد.

نشان کافیست این�کار برای مͬ�باشد، BR مجموعه شامل G σ-میدان دهیم نشان باید حال
است. BR مولد های مجموعه شامل G دهیم

آن مولدهای یعنͬ مͬ�شود، داده نمایش BR = ⟨{[a, b); a, b ∈ R}⟩ صورت به BR مجموعه
هستند. نیم�باز های بازه

متمم شامل پس است σ-میدان ͷی G چون و مͬ�باشد [a, b] فرم به های بازه شامل G مجموعه
درواقع هست. نیز [a, b]c یعنͬ آن

[a, b]c = (−∞, a) ∪ (b,∞) ∈ G.

یعنͬ: مͬ�باشند G عضو نیز G از مجموعه دو اشتراک پس است σ-میدان ͷی G اینͺه توجه وبا
[c, a] ∩

(
(−∞, a)(b,∞)

)
= [c, a) ∈ G.

BR مولدهای شامل G σ-میدان بنابراین مͬ�باشند. G عضو ها) باز (نیم [a, b) فرم به بازه�های پس
مͬ�دهد. نتیجه را f انتͽرال x̄ مسیر نتیجه در است.



٢٢ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

بدست را f انتͽرال که I روی مسیری x̄ و انتͽرال�پذیر f : I −→ R کنیدتابع فرض .۵.٢.٢ لم
�طوری به دارد وجود δ > ٠ ٬ ε > Aو٠ مانند اندازه�پذیر مجموعه�ی هر برای �صورت این در دهد،

که همپوش غیر �های بازه از گردایه�ای C = {J١, . . . , Jn} اگر که

∀k = ١, . . . , n λ(Jk) < δ ,
n∑

k=١
λ(Jk ∩ A) < δ,

آن�گاه
n∑

k=١
f(r(Jk))λ(Jk ∩ A) < ε.

دارد وجود δ هر برای ε٠ ͷی اینصورت در مͬ�کنیم. تحقیق خلف برهان با را لم درستͬ برهان.
n∑که

k=١ f(r(Jk))λ(Jk ∩ A) ≥ ε٠. (١٣.٢)

مͬ�دهد، بدست را f انتͽرال ،x̄ مسیر اینͺه به توجه با ، بͽیریم نظر در ثابت را ٠ < ϱ < ١ اگر
آن�گاه ،mesh(P) < δ١ I بازه از P افراز برای طوری�که به دارد وجود δ١ > ٠ پس

|
∑

J∈P f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A
f | < ϱε٠. (١۴.٢)

آن�گاه دلخواه) بازه�ی H) λ(A ∩H) < δ٢ اگر ،δ٢ > ٠ برای همچنین

|
∫
A∩H f | < ϱε٠. (١۵.٢)

C = {J١, . . . , Jn} مانند همپوش غیر های بازه از گردایه�ای ٬آن�گاه δ = min{δ١, δ٢} مͬ�دهیم قرار
،(١٣.٢) از درنتیجه دارد. وجود

∑n
k=١ λ(Jk ∩ A) < δ و ∀k ; λ(Jk) < δ که

n∑
k=١

f(r(Jk))λ(Jk ∩ A) ≥ ε٠.



٢٣ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

شͺل(٧.٢)

،H =
∪n

k=١ Jk با متصل بسته بازه�های از Ik}مجموعه�ای ; k = ١, . . . , n + ١} کنید فرض
که Ik بازه�ی برای J (Ik) افراز بنابراین انتͽرال�پذیرباشد. Ik روی f و ( شͺل (مطابق

رابطه�ی(٢.١۴) به توجه با بنابراین ،k = ١, . . . , n + ١ وچون دارد وجود mesh(J (Ik)) < δ١

داریم: Ik برای J (Ik) افراز گرفتن نظر در با آن�گاه کنیم، محدود Ik بازه�ی به را [٠,١] بازه�ی اگر

|
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ϱε٠ =⇒

|
∑

J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A∩Ik

f | < ϱε٠
n+ ١ .

[٠,١] بازه از افرازی P آن�گاه مͬ�کنیم، تعریف P =
(∪n+١

k=١ J (Ik)
)
∪ C صورت به را P افراز
زیرا .mesh(P) < δ١ λ(Jk)که < δ ≤ δ١

mesh(J (Ik)) < δ١
,

.mesh(P) < δ١ نتیجه در
داریم: (١۵.٢) و (١۴.٢) روابط از

ϱε٠ > |
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f |

= |
n+١∑
k=١

∑
J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A) +
∑
J∈C

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−H

f −
∫
A∩H

f |

≥ |
∑
J∈C

f(r(J))λ(J ∩ A)| − |
n+١∑
k=١

∑
J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−H

f | − |
∫
A∩H

f |

=

≥ε٠︷ ︸︸ ︷
|
∑
J∈C

f(r(J))λ(J ∩ A)| −|
n+١∑
k=١

≤ ϱε٠
n+١︷ ︸︸ ︷( ∑

J∈J (Ik)

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−Ik

f
)
| −

≤ϱε٠︷ ︸︸ ︷
|
∫
A∩H

f |

≥ ε٠ −
n+١∑
k=١

ϱε٠
n+ ١ − ϱε٠ = (١− ٢ϱ)ε٠.

ε٠ای چنین و باطل خلف فرض بنابراین مͬ�انجامد تناقض به نامساوی ϱ ≤ ١
٣ هر برای نتیجه در

مͬ�شود. کامل لم واثبات ندارد وجود



٢۴ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

را f لب انتͽرال که Iروی مسیری x̄ و انتͽرال�پذیر f : I −→ R تابع کنید فرض .۶.٢.٢ لم
به� دارد وجود δ > ٠، ε > ٠ Aو پذیر اندازه مجموعه�ی هر برای اینصورت در مͬ�دهد. بدست

طوری�که:
|
∑
J∈P

f(r(x̄, J))λ(J ∩ A)−
∫
A∩

∪
J∈P J

f | < ε,

.λ(A−
∪

J∈P J) < δ که همپوش غیر بازه�های از P گردایه�ی هر برای

ͷی n هر برای طوری�که به دارد، وجود ε٠ای > ٠ بنابراین نباشد. صحیح لم کنیم فرض برهان.
k)و = ١, . . . , Nn) λ(Jn

k ) <
١
n
که همپوش غیر بازه�های از Cn = {Jn

١ , . . . , J
n
Nn

} گردایه�ی
داریم: بنابراین .Hn =

∪Nn

k=١ J
n
k که دارد وجود λ(A−Hn) <

١
n

|
Nn∑
k=١

f(r(Jk))λ(J
n
k )−

∫
A∩Hn

J | ≥ ε٠.

داریم: δ > و٠ ٠ < ϱ < ١ انتخاب با
(١٢.١.٢) وتعریف ϱε٠ = ε انتخاب با آن�گاه mesh(P) < δ اگر :(١)

|
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f | < ϱε٠.

مͬ�کنیم. استفاده ε جای به ϱε٠ انتخاب با نیز (۵.٢.٢) لم (٢):از
.|
∫
A∩E f | < ϱε٠ آن�گاه λ(A ∩ E) < δ (٣):اگر

تعریف با mesh(P)وهمچنین < δ که از�بازه[٠,١] P افراز به Cn گسترش و n > ١
δ
انتخاب با

زیرا: است برقرار لم�(٢.٢.۵) شرایط ε = ϱε٠ گرفتن نظر در با و Ṕ = P − Cn

mesh(P) < δ
Ṕ=P−Cn−−−−−→ mesh(Ṕ) < δ → ∀ J ∈ P λ(J) < δ, (١۶.٢)

و

λ(A−Hn) <
١
n
=⇒ λ(A−Hn) < δ

=⇒ λ(
∪
J∈Ṕ

(A ∩ J)) < δ

=⇒
∑
J∈Ṕ

λ(A ∩ J) < δ

=⇒ |
∫
A−Hn

f | < ϱε٠, (١٧.٢)



٢۵ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

شͺل(٨.٢)

لم(۵.٢.٢)داریم: و و(١٧.٢) رابطه�ی(٢.١۶) از

|
∑

J∈Ṕ f(r(J))λ(J ∩ A)| < ϱε٠. (١٨.٢)

که مͬ�شود نتیجه رابطه�ی(١٨.٢) (١)٬(٢)٬(٣)و از بنابراین

ϱε٠ > |
∑
J∈P

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A

f |

= |
∑
J∈Cn

f(r(J))λ(J ∩ A) +
∑
J∈Ṕ

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A−Hn

f −
∫
A∩Hn

f |

≥ |
∑
J∈Cn

f(r(J))λ(J ∩ A)−
∫
A∩Hn

f | − |
∑
J∈Ṕ

f(r(J))λ(J ∩ A)| − |
∫
A−Hn

f |

≥ ε٠ − ϱε٠ − ϱε٠ = (١− ٢ϱ)ε٠.

وجود ε٠ای وچنین باطل خلف فرض درنتیجه مͬ�انجامد. تناقض به نامساوی ϱ ≤ ١
٣ ازای به که

مͬ�شود. کامل لم اثبات و ندارد

بدست را f لب انتͽرال x̄ مسیر و لب انتͽرال�پذیر f : I −→ R ،f فرضکنیدتابع .٧.٢.٢ قضیه
مͬ�کند. بازیافت� جا همه تقریباً را f(x) ،x̄ مسیر آن�گاه مͬ�دهد،

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را B ومجموعه ثابت را c > ٠ برهان.
B = {x ; lim sup f(ωn(x)) > f(x) + c}.

B که گیریم مͬ نتیجه لم(٣.٢.٢) از .λ(B) = ٠ دهیم نشان است کافͬ قضیه این اثبات برای
F روی f و بسته F ⊂ B که F مجموعه�ی اگر ، کنیم ثابت است کافͬ بنابراین است. پذیر اندازه

.λ(F ) = ٠ آن�گاه باشد، پیوسته



٢۶ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

را ٠ < δ < λ(F )
٢ و ε > ٠ دارد. وجود λ(F ) > ٠ که F ⊂ B ،F مجموعه�ی کنیم فرض

باشد. برقرار cε و F مجموعه�ی برای لم(٢.٢.۶) که مͬ�کنیم انتخاب طوری
کنید فرض

∀ x, x́ ∈ F ; |x− x́| < δ ⇒ |f(x)− f(x́)| < c

٢ ,

که J = [x− h, x+ h] فرم به های بازه از خانواده�ای را J
h < δ, x ∈ F, f(r(J)) > f(x) + c,

J١, . . . , Jn ∈ J متناهͬ مجزای گردایه بنابراین است. F مجموعه�ی از یͷپوششاساسͬ J آن�گاه
آن�گاه H =

∪n
k=١ Jk اگر طوری�که به دارد وجود

λ(F −H) < δ.

طرفͬ از

f(r(J)) > f(x) + c ⇒ f(r(J)) > f(x) + c
٢ +

c
٢ > f(r(J))− c

٢ > f(x) + c
٢ .

(١٩.٢)

داریم: درنتیجه مͬ�دهیم، نمایش xk صورت به را Jk بازه�ی ∫مرکز
F∩H

f =
n∑

k=١

∫
F∩Jk

f

≤
n∑

k=١

(
f(xk) +

c

٢

)
λ(F ∩ Jk)

(١)
≤

n∑
k=١

(
f(Jk)−

c

٢

)
λ(F ∩ Jk) =

n∑
k=١

for(Jk)λ(F ∩ Jk)−
c

٢

n∑
k=١

λ(F ∩ Jk)

≤
∫
F∩H

f + cε− c

٢λ(F ∩H)

⇒
∫
F∩H

f ≤
∫
F∩H

f + cε− c

٢λ(F ∩H)

⇒ λ(F ∩H) ≤ ٢ε, (٢٠.٢)

آن�گاه λ(F −H) < δ و ٠ < δ < λ(F )
٢ چون طرفͬ از

λ(F −H) < λ(F )
٢ . (٢١.٢)



٢٧ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

و(٢١.٢) (٢٠.٢) رابطه�ی به توجه با پس

λ(F ) = λ
(
(F ∩H) ∪ (F −H)

)
= λ(F ∩H) + λ(F −H)

< ٢ε+ λ(F )

٢

⇒ λ(F )− λ(F )

٢ < ٢ε

⇒ λ(F ) < ۴ε.

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات و باطل خلف فرض درنتیجه فرض، با تناقض که

است موجود x̄ مانند مسیری آن�گاه باشد انتͽرال�پذیر f اگر که شده داده نشان تذکر:در[۶]
کراندار پذیرو اندازه توابع برای مسیرهایͬ طبیعتاً، مͬ�دهد. نتیجه را بازگشت نخستین انتͽرال که
مͬ�شود باعث عددی هیچ نیاوردن بدست با ویا نادرست عدد آوردن بدست با یا که دارند وجود
صدق آن در باید x̄ که مͬ�کند ایجاد را لازم شرط این (٧.٢.٢) قضیه�ی ندهد. نتیجه انتͽرال که
کافͬ وهم لازم هم شرط این مͬ�کند ثابت بعد قضیه�ی که همانطور برسد، نتیجه به انتͽرال تا کند
تابع مثال نیست.برای درست کراندار غیر توابع برای کلͬ حالت قضیه�ی(٧.٢.٢)در عͺس است.

مͬ�دهد. رانشان ادعا این زیر

f انتͽرال ،x̄ اما کرد. پیدا بپوشاند، جا همه را f که x̄ مسیر مͬ�توان زیر تابع برای .٨.٢.٢ مثال
نیست) کراندار f (تابع نمͬ�دهد. نتیجه را

f(x) =

 ١√
x

;x ∈ (٠,١]
٠ ;x = ٠

.

f و f١, f٢, . . . و λ(X) < ∞ ، اندازه�پذیر فضای ͷی X کنیم فرض (ایͽوروف) .٩.٢.٢ قضیه
ε > ٠ هر ازای به صورت دراین fn a.e−−→ f که به�طوری باشند X روی پذیری اندازه مختلط توابع
بر یͺنواخت طور به fn −→ f و λ(E) < ε که به�طوری دارد وجود E ⊂ X چون مجموعه�ای زیر

.Ec

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

مجموعه�ی آن�گاه ،ε > ٠ و لب اندازه�پذیر تابع f : [a, b] −→ C اگر (لوزین) .١٠.٢.٢ قضیه
است. پیوسته f |E و λ(Ec) < ε به�طوری�که دارد وجود E ⊂ [a, b] مانند فشرده�ای

کنید. رجوع [١۴] به برهان.



٢٨ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

تقریباً t̄ = {tn} مسیر باشد. پذیر اندازه و کراندار تابع f : I −→ R کنید فرض .١١.٢.٢ قضیه
دهد. بدست را f لب انتͽرال t̄ مسیر اگر وتنها اگر مͬ�کند بازیافت را f جا همه

است. واضح قضیه�ی(٧.٢.٢) به توجه با قضیه عͺس برهان.
باشد. کراندار M ثابت توسط |f و| مͬ�کند بازیافت جا همه تقریباً را f ، t̄ = {tn} کنیم فرض
مجموعه�ی و m ، ایͽوروف قضیه�ی به توجه با بنابراین f(ωk(x)) −→ f(x) چون و ε > ٠

که به�طوری دارد وجود λ(A) > ١− ϵ که A ⊆ [٠,١]

∀ k > m, x ∈ A =⇒ |f(ωk(x))− f(x)| < ϵ, (٢٢.٢)

مͬ�کنیم تعریف در زیر صورت به را Bδ مجموعه δ > ٠ هر برای
Bδ = {x ∈ [٠,١]; (∀ i ≤ m)|x− ωi(x)| ≥ δ}.

(چون .λ(Cn) −→ ١ آن�گاه Cn = {x; {ω١(x), . . . , ωm(x)} ⊂ {x١, . . . , xn}} مͬ�دهیم قرار
مͬ�شود) شامل را ها x همه n −→ ∞ وقتͬ

در δ جای δ́به = ϵ
٢n جایͽزینͬ با آن�گاه ،λ(Cn) > ١ − ϵ که دارد وجود nای نتیجه در

مͬ�شود نتیجه Bδ مجموعه�ی

λ(Bδ́) > ١− ϵ, (٢٣.٢)

،λ(A) > ١− ϵ و رابطه�ی(٢٣.٢) به توجه با

λ(A ∩Bδ́) = λ(A) + λ(Bδ́)− λ(A ∪Bδ́)

> ١− ϵ+ ١− ϵ− ١ = ١− ٢ϵ. (٢۴.٢)

λ(Fو ) > ٣−١ϵ که طوری به دارد وجود F ⊆ A∩Bδ́ که F مجموعه لوزین قضیه�ی به توجه با پس
. است پیوسته F روی f

داریم: لوزین قضیه�ی به توجه با زیرا
F ⊆ A ∩Bδ́ =⇒ λ(F c) < ϵ, f |E ,پیوسته

بنابراین

F ⊆ A ∩Bδ́ =⇒ F ∪ F c = A ∩Bδ́

=⇒ λ(F ∪ F c) = λ(A ∩Bδ́)

=⇒ λ(F ) = λ(A ∩Bδ́)− λ(F c)

> ١− ٢ϵ− ϵ = ١− ٣ϵ.



٢٩ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

درنتیجه
λ(F ) > ١− ٣ϵ.

(ͬͽپیوست که(تعریف مͬ�کنیم انتخاب طوری را η < δ́

∀ x, y ∈ F ; |x− y| < η =⇒ |f(x)− f(y)| < ϵ. (٢۵.٢)

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را ρ٠ افراز بنابراین است η از کمتر ρ افراز اندازه�ی مͬ�دانیم

ρ٠ = {J ∈ ρ ;λ(J ∩ F ) ≤ ١
٢λ(J)} , ρ١ = ρ− ρ٠.

٬ J ∈ ρ٠ هر برای طرفͬ از
λ(J) = λ(J ∩ F ) + λ(J − F ) ≤ ١

٢λ(J) + λ(J − F ).

درنتیجه λ(J) ≤ ٢λ(J − F ) پس

∑
J∈ρ٠ λ(J) < ۶ϵ. (٢۶.٢)

آنͽاه x ∈ J ∩ F و J ∈ ρ١ اگر مͬ�کنیم ادعا
|f(x)− f(r(t̄, J))| < ٢ϵ.

y ∈ [a, b] که کرد پیدا طوری را x́ ∈ F ∩J توان مͬ .y = r(J) = r(t̄, J)و J ∈ [a, b] فرضکنید
داریم k > m که k هر برای ، رابطه�ی(٢٣.٢) به توجه با آن�گاه .(λ(F ∩ J) > ١

٢λ(J)زیرا) .
.y = ωk(x́)

داریم و(٢.٢۵) (٢٢.٢) رابطه�ی از طرفͬ از

|f(y)− f(x)| = |f(y)− f(x́) + f(x́)− f(x)|

≤ |f(y)− f(x́) + |f(x́)− f(x)|

≤ ϵ+ ϵ = ٢ϵ. (٢٧.٢)



٣٠ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر جا همه تقریباً .٢

، (٢٧.٢) و رابطه(٢.٢۶) از نتیجه در

|
∑
J∈ρ

f(r(J))λ(J ∩ F )−
∫
F

f | ≤
∑
J∈ρ

∫
J∩F

|f(r(J))− f |

=
∑
J∈ρ٠

∫
J∩F

|f(r(J))− f |+
∑
J∈ρ١

∫
J∩F

|f(r(J))− f |

≤
∑
J∈ρ٠

( ∫
J∩F

|f(r(J))|+
∫
J∩F

|f |
)
+

∑
J∈ρ١

∫
J∈ρ١

|f(r(J))− f |

≤
∑
J∈ρ٠

(Mλ(J) +Mλ(J)) + ٢ϵ = ٢M
∑
J∈ρ٠

λ(J) + ٢ϵ

< ١٢Mϵ+ ٢ϵ.

صورت به |
∑

J∈ρ f(r(J))λ(J) −
∫
I
f و| |

∑
J∈ρ f(r(J))λ(J ∩ F ) −

∫
F
f | عبارت اختلاف

،بنابراین ٢Mλ(F c) ≤ ۶Mϵ

|
∑
J∈ρ

f(r(J))λ(J)−
∫
I

f | < ١٨Mϵ+ ٢ϵ.

زیر هر برای را f لب انتͽرال t̄ مسیر چون و است برقرار I از H بازه زیر هر برای بالا استدلال
به توجه با که دهد مͬ بدست را f لب انتͽرال t̄ مسیر نتیجه در مͬ�دهد بدست [٠,١] از بازه�

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لم(٢.٢.۴)

قضیه�ی از استفاده با مͬ�دهدپس بدست را f لب انتͽرال� x̄ مسیر که مͬ�شود لم(۴.٢.٢)نتیجه از
کنیم. اثبات را پذیر اندازه توابع از زیر قضیه�ی مͬ�توانیم (١١.٢.٢)

پذیر بازیافت جا همه تقریباً f اگر وتنها اگر است پذیر اندازه f : I −→ R تابع .١٢.٢.٢ قضیه
باشد.

لم از .{f(ωk(x))}
a.e.−−→ f یعنͬ باشد بازیافت�پذیر جا همه تقریباً f کنیم فرض اولا˟ برهان.

مͬ�شود. نتیجه f پذیری (٣.٢.٢)اندازه
مͬ [۶] از باشد. کراندار f فرض قبل قضیه مشابه باشد، پذیر اندازه f کنیم فرض بالعͺس،
نتیجه را f لب انتͽرال مسیر این بنابراین مͬ�دهد. بدست بازه هر روی را f انتͽرال x̄ مسیر دانیم

مͬ�کند. بازیافت را f جا همه x̄تقریباً مسیر مͬ�شود (١١.٢.٢)مشاهده قضیه�ی از مͬ�دهد.
از است. کراندار و پذیر اندازه arctan(f) گاه آن نباشد کراندار ولͬ اندازه�پذیر f اگر نهایت در
مͬ�کند. بازیافت را arctan(f) جا همه تقریباً که دارد وجود x̄ای مسیر شود مͬ نتیجه قبل قسمت
این بنابراین مͬ�کند، بازیافت را arctan(f)، x̄ مسیر ، x مانند نقطه هر برای که مͬ�شود مشاهده



٣١ آن وانتͽرال�پذیری اندازه�پذیری با توابع بازیافت�پذیری ارتباط .٢.٢

کامل اثبات و کند مͬ بازیافت را f جا همه تقریباً x̄ درنتیجه کندو مͬ بازیافت نیز را f مسیر
مͬ�شود.

اول کاتͽوری P و باز G که A = G∆P اگر گوییم بئر خاصیت دارای را A مجموعه توجه:
f−١(U) اگر است بئر خاصیت دارای f : I −→ R و است، متقارن تفاضل دهنده�ی نمایش ∆ و

باشد. بئر خاصیت دارای U باز مجموعه�ی هر برای

به باشد، fبازیافت�پذیر اگر وتنها اگر است بئر خاصیت دارای f : I −→ R تابع .١٣.٢.٢ قضیه
اول. کاتͽوری مجموعه�ی از نقاطͬ روی جز

ͷی S که مͬ�کند بازیافت I − S از نقطه هر در را f(x) ، I در x̄ مسیر کنیم فرض اولا˟ برهان.
،x ∈ I − S هر برای یعنͬ است، اول کاتͽوری مجموعه�ی

{f(ωk(x))} −→ f(x).

داریم x ∈ I − S هر برای وچون است بئر خاصیت دارای f(ωk) هر (٣.٢.٢) لم از
است. بئر خاصیت دارای نیز f نتیجه ،در {f(ωk(x))} −→ f(x)

مجموعه�ی ͷی اینصورت در باشد. بئر خاصیت دارای f : I −→ R کنیم فرض بالعͺس،
است. پیوسته f |I−S یعنͬ I − S روی آن شده�ی تحدید تابع که دارد وجود S مانند اول کاتͽوری

.([١٨] [١٧]و (در
پیرامون که محملͬ مجموعه�ی هر D و ندارد تنهایͬ نقطه هیچ I − S که کرد فرض مͬ�توان
در x̄ بوضوح اینصورت در باشد. D محمل مجموعه�ی از مسیری x̄ اگر است. شده کشیده I − S

کند. مͬ بازیافت را f ، I − S از نقطه هر



٣ فصل

نخستین بازیافت�پذیر توابع کمتر، یا بیشتر
بازگشت

مفهوم تضعیف یا تقویت هنͽام در که توابعͬ از بندی طبقه ͷی تا داریم قصد بخش این در
کنیم. دنبال را مͬ�آیند بوجود مختلف بدیهͬ روش�های در بازگشت نخستین بازیافت�پذیری

ͷکوچ مجموعه�های روی جز به بازیافت�پذیر توابع ١.٣

بازیافت�پذیر ͷکوچ مجموعه�ی از نقاطͬ روی جز به که f : I −→ R که توابعͬ بخش این در
مͬ�گیریم. نظر در هستند

در ناتهͬ چͽال مجموعه زیر هیچ شامل است٬اگر پراکنده S ⊂ R مجموعه�ی .١.١.٣ تعریف
شمارش�پذیراست. Gδ ͷی S اینͺه با معادل یا و نباشد خودش

f f.گوییم : I −→ R کنید فرض .٢.١.٣ تعریف
نقطه هر در را f که باشد داشته وجود x̄ای مسیر اگر است، (f ∈ AR)بازیافت�پذیر ١-تقریباً

است. صفر اندازه با مجموعه�ای S کند. مͬ بازیافت I − S از
نقطه هر در را f که باشد داشته وجود x̄ای مسیر اگر ، است (f ∈ T R)بازیافت�پذیر ٢-نوعاً

است. اول کاتͽوری از مجموعه�ای S کند. مͬ بازیافت I − S از
نقطه هر در را f که باشد داشته وجود x̄ای مسیر اگر است، (f ∈ NR)بازیافت�پذیر ٣-نزدیͺاً

است. پذیر شمارش مجموعه�ی S کند. مͬ بازیافت I − S از
هر در را f که باشد داشته وجود x̄ای مسیر اگر است، (f ∈ SR)بازیافت�پذیر نزدیͺاً ۴-بسیار

است. پراکنده مجموعه�ی� ͷی S کند. مͬ بازیافت I − S از نقطه

٣٢



٣٣ ͷکوچ مجموعه�های روی جز به بازیافت�پذیر توابع .١.٣

اگر وتنها اگر f ∈ T R و اندازه�پذیر f اگر وتنها اگر f ∈ AR که دادیم نشان قبل فصل در
کوچͺتر کلاس�های به NR بندی دسته فصل این در ما اول هدف باشد. داشته را بئر خاصیت f

مͬ�کنیم. استفاده این�کار برای ساده�تر های لم ازتعدادی است.

مͬ�شود گفته اول بورل کلاس از بورل، اندازه�پذیر تابع ͷی f : X −→ Y تابع .٣.١.٣ تعریف
باشد. Y در بسته مجموعه�ی ͷی H ، باشد X در Gδ-مجموعه ͷی f−١(H)اگر

مͬ�شود گفته دوم بورل کلاس از بورل، اندازه�پذیر تابع ͷی f : X −→ Y تابع .۴.١.٣ تعریف
Yباشد. در بسته مجموعه�ی ͷی H ، باشد ،X در Fδσ-مجموعه ͷی f−١(H)اگر

S xو بین فاصله�ی اگر است ε-منفرد ،S مجموعه از x نقطه�ی .ε > ٠ فرض .۵.١.٣ تعریف
باشد. ε حداقل

آن�گاه باشد، شمارش�پذیر مجموعه�ی ͷی {yn} و پراکنده E = {en} اگر .۶.١.٣ لم

h(x) =

٠ ; x /∈ E

yn ; x = en

است. ͷی بئر تابع

فرضکنید ماست. نظر مورد حͺم با معادل دارد، قرار اول بورل کلاس در h دهیم نشان اگر برهان.
[٠,١]−E یا ∅ ،ZU و EU ⊂ E که h−١(U) = EU ∪ZU اینصورت در باشد، باز مجموعه�ی U

.EU ∈ Fσ مورد دو این از کدام هر در نباشد. یا باشد ٠ شامل U دارد ͬͽبست که مͬ�باشد

آن�گاه باشد. پراکنده E = {en} و شمارش�پذیر {yn} و ͷی بئر تابع f کنید فرض .٧.١.٣ لم

g(x) =

f(x) ; x /∈ E

yn ; x = en
,

است. ͷی بئر تابع

که h ∈ B١ داریم ( ۶.١.٣) لم به توجه با است پراکنده E آنجائیͺه از برهان.

h(x) =

٠ ; x /∈ E

yn − f(en) ; x = en
,

نتیجه�ی است بسته جمع عمل تحت ͷی بئر توابع کلاس وچون g(x) = f(x) + h(x) اما
مͬ�شود. حاصل نظر مورد



٣۴ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر توابع کمتر، یا بیشتر .٣

به�طوری�که دارد وجود g∗ ͷی بئر تابع آن�گاه باشد، دو بئر کلاس به متعلق f اگر .٨.١.٣ لم
در ،چͽال E متمم در محصور g∗ از گرافͬ چنین و شمارش�پذیر E = {x ; f(x) ̸= g∗(x)}

است. g∗ گراف

که دارد وجود g ͷبئری تابع اینصورت در باشد. دو بئر کلاس به متعلق f کنید فرض برهان.
C(f |A, x) از .A = [٠,١] − E مͬ�دهیم قرار است. شمارش�پذیر E = {x ; f(x) ̸= g(x)}

مͬ�دهیم: قرار مͬ�کنیم. استفاده x در f |A خوشه�ای مجموعه�ی کردن مشخص برای
E١ = {x ∈ E ; g(x) ∈ C(f |A, x)},

E٢ = {x ∈ E ; g(x) /∈ C(f |A, x)} = {x ∈ E ; g(x) /∈ C(g |A, x)}.

دهیم مͬ قرار n طبیعͬ عدد هر برای و

E٢,n = {x ∈ E٢ C(fاست; |A, x)از منفرد − ١
n
٬g(x)}.

.E٢ =
∪∞

n=١E٢,n که مͬ�کنیم ملاحظه
E٢,n مͬ�کنیم وفرض گرفته نظر در ثابت را n است. پراکنده E٢,n ،nهر برای مͬ�کنیم ادعا
بئر کلاس به متعلق g چون و کامل D̄ آن�گاه مͬ�باشد. D مانند خود در چͽال مجموعه زیر شامل

دارد. وجود است، پیوسته g |D̄ تابع درجائیͺه s ∈ D̄ نقطه است، ͷی
آن�گاه |x− s| < δ و x ∈ D̄ اگر بنابراین ، δ > و٠ ٠ < ε < ١

۴n

|g(x)− g(s)| < ε.

.|x∗ − s| < δ که مͬ�کنیم انتخاب طوری را x∗ ∈ D سپس
که به�طوری دارد وجود D̄ ∩A در {xk} دنباله�ی است، شمارش�پذیر E و کامل D̄ آنجائیͺه از
k طبیعͬ عدد مͬ�باشد، ١

n
حداقل C(g |A, x∗) از g(x∗) فاصله�ی و xk ∈ A چون . xk → x∗

،k > K هر برای که دارد وجود
|g(xk)− g(x∗)| > ١

٢n , |xk − x∗| < δ − |x∗ − s|.

درنتیجه ،|xk − s| < δ , xk ∈ D̄ داریم k > K برای

|g(xk)− g(s)| ≥ |g(xk)− g(x∗)| − |g(x∗)− g(s)| > ١
٢n − ε > ε

مͬ�کند. ثابت است، پراکنده E٢,n که را ما ادعای تناقض این بنابراین مͬ�باشد، فرض با تناقض که



٣۵ ͷکوچ مجموعه�های روی جز به بازیافت�پذیر توابع .١.٣

مͬ�دهیم قرار حال . Hn = E٢,n+١ − E٢,n ، n ∈ N هر برای و H٠ = E١ بعد مرحله در
و h٠(x) = g(x)

hn+١(x) =

hn(x) ;x /∈ Hn

y∗(x) ; x ∈ Hn

,

هر ودر n ≥ ١ هر برای شرط این . ١
n+١ < |y∗(x)−g(x)| < ١

n
که C(g |A, x) از نقطه�ای y∗(x) که

بئروان کلاس به متعلق hn ، n هر ازای به لم(٧.١.٣) به توجه با است. برقرار C(g |A, x) از نقطه�ای
است. g∗ ͷبئری تابع به همͽرا و کوشͬ یͺنواخت طور به {hn} که است روشن طرفͬ از مͬ�باشد.
.g∗(x) ∈ C(g∗ |A, x) = C(g |A, x) ، x ∈ E هر وبرای g∗(x) = g(x)، x ∈ A وقتͬ نهایت در

مͬ�باشد. g∗ ͷبئری تابع از گرافͬ در چͽال نیز f |A= g |A گراف طرفͬ از

باشد. دو بئر کلاس به متعلق f اگر وتنها اگر NRاست به متعلق f : I −→ R تابع .٩.١.٣ قضیه

را g∗ ، ( لم(٨.١.٣ به توجه وبا باشد، دو بئر کلاس به متعلق f : I −→ R کنید فرض برهان.
باشد. ناشمارا مجموعه�ی سازگارند، g∗ fو جائیͺه در A کنید فرض گیریم. مͬ نظر در ͷبئری تابع
وجود است، g∗ در چͽال g∗ |D که را D محمل مجموعه�ی پس ، g∗ گراف در چͽال g∗ |A چون
بازیافت هرجایͬ در را g∗ که دارد وجود D از x̄ مسیر مͬ�کند ثابت در[٨] (١) قضیه�ی آن�گاه دارد.

مͬ�کند.
هر در x̄مسیر سازگارند، D مجموعه�ی روی خاص طور وبه A مجموعه�ی روی g∗وf چون

است. بازیافت�پذیر همه�جا نزدیͺاً f بنابراین مͬ�کند. بازیافت را f ، A از نقطه�ای
f ،A ناشمارای مجموعه�ی از نقطه هر در که مسیری x̄ و f ∈ NR کنید فرض بالعͺس،
درنظر A به متعلق را x̄(n) هر شود، وارد خللͬ مسأله کلیت به اینͺه بدون مͬ�کند. بازیافت را
اختلاف اگر وتنها اگر است دو بئر کلاس به متعلق تابع ͷی که شده داده نشان [١۶] در مͬ�گیریم.
f دهیم مͬ نشان باشد. شمارا مجموعه�ی ͷی Fσ مجموعه�ی از باز مجموعه�ی هر وارون تصویر

دارد. را ویژگͬ این
بازیافت�پذیر همه�جا تقریباً f |A: A −→ R تابع مͬ�گیریم، نظر در ͷمتری فضای عنوان به را A
تقریباً تفͺی�ͷپذیر، ͷمتری فضای به ͷمتری فضای از تابع ͷی اگر مͬ�دانیم از[٧] است. A روی

در[٧]) ١ است.(قضیه�ی اول بورل کلاس از تابع آن�گاه باشد، بازیافت�پذیر همه�جا
است، اول بورل کلاس f |A آنجائیͺه از مͬ�گیریم. نظر در R در باز مجموعه را U حال
(f |A)−١(U) = به�طوری�که مͬ�باشد، Fσ-مجموعه ،ͷی که دارد وجود [٠,١] از F زیرمجموعه�ی

. F ∩ A



٣۶ بازگشت نخستین بازیافت�پذیر توابع کمتر، یا بیشتر .٣

درنتیجه

f−١(U) = (f |A)−١(U) ∪
(
f−١(U) ∩ Ac

)
= (F ∩ A) ∪

(
f−١(U) ∩ Ac

)
=

[
(F ∩ A) ∪ (F ∩ Ac) ∪

(
f−١(U) ∩ F c ∩ Ac

)]
−

[
Ac − f−١(U)

]
= F ∪

(
f−١(U) ∩ F c ∩ Ac

)
−
(
Ac − f−١(U)

)
.

بین اختلاف ،f−١(U)شمارش�پذیرند مجموعه�ی دو هر Ac− f−١(U) و f−١(U)∩F c∩Ac چون
مͬ�باشد. شمارش�پذیر مجموعه�ی دو

شمارش بستار ولͬ نباشد شمارش�پذیر به�طوری�که دهیم گسترش را مجموعه�ها محدوده�ی اگر
داریم: کلͬ حالت در [۵] به توجه با مͬ�رسیم. ͷبئری توابع کلاس به دقیقاً �آن�گاه باشد داشته پذیر

یͺدیͽرند: معادل زیر عبارات آن�گاه ،f : I −→ R کنید فرض .١٠.١.٣ قضیه
است. ͷی بئر کلاس به متعلق f -١

است. بازیافت�پذیر f -٢
است. بازیافت�پذیر پراکنده، مجموعه�ی روی جز به f -٣

برقرار نیز ٢ ⇒ ٣ که است واضح وهمچنین شده داده [١١]نشان در ٢ و ١ بودن معادل برهان.
. ٣ ⇒ ٢ کنیم ثابت است کافͬ است.

D از مسیری x̄ = {xn} و باشد پراکنده E ⊂ I − D و محمل مجموعه�ی D کنیم فرض
بازیافت I روی را f که D ∪ E از ȳ مسیر مͬ�کند. بازیافت E مجموعه�ی روی جز به را f که
مسیر ،x ∈ I − E هر برای که کنیم تعریف طوری را ȳ خاص طور به مͬ�کنیم. تولید مͬ�کند،
مسیر پایه بر x به بازگشت نخستین ومسیر R(ȳ, x) یعنͬ ، ȳ مسیر پایه بر x به بازگشت نخستین
که مͬ�کنیم مرتب گونه�ای به را مسیرها این بنابراین دارند. مشترک دنباله�ی دم ͷی ،R(x̄, x) x̄یعنͬ
مرتب {ek} صورت به را E باشد. E از نقاط متناهͬ تعداد شامل R(ȳ, x) ، x ∈ I −E هر برای
آنجائیͺه از مͬ�کنیم. تعریف x̄ در جمله دو بین ek هر دادن قرار با را ȳ شده اصلاح مسیر مͬ�کنیم.
مجموعه Gi هر ،E =

∩∞
i=١Gi که است شمارش�پذیر - Gδ مجموعه�ی ͷی نتیجه، در پراکنده E

.G١ ⊃ G٢ ⊃ . . . و باز
آن�گاه ،e١ شامل G١ از عنصری (a, b) اگر باشد، بزرگ کافͬ اندازه�ی به n١ کنید فرض

.a < xk١ < e١ < xk٢ < b به�طوری�که دارد وجود k١, k٢ < n١

e٢ شامل G٢ از عنصری (a, b) اگر که مͬ�کنیم انتخاب طوری را n١ از بزرگتر n٢ اینصورت در
.a < xk١ < e٢ < xk٢ < b طوری�که به باشند داشته وجود k١, k٢ < n٢ آن�گاه باشد
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مͬ�کنیم مرتب زیر صورت به را D ∪ E مجموعه�ی روند این ادامه�ی با
ȳ = {x١, x٢, . . . , xn١ , e١, xn١+١, . . . , xn٢ , e٢, xn١+٢ . . .}.

آن�گاه x ∈ I − E اگر بنابراین .x ∈
∩∞

j=١Gj = E آن�گاه {ekj} ⊆ R(ȳ, x) اگر حال
و R(ȳ, x) روی نقاط از بعضͬ بنابراین مͬ�شود، E نقاط از متناهͬ تعداد تنها شامل R(ȳ, x)

مͬ�کند. بازیافت I روی را f ، ȳ نتیجه در سازگارند. R(x̄, x)

ͷکوچ مجموعه�های روی جز به بازیافت�پذیر عموماً توابع ٢.٣

را آن تقویت راه قسمت این در کردیم. بیان را بازیافت�پذیری شرط تضعیف امͺان قبلͬ قسمت در
مͬ�کنیم. ارائه

هر برای اگر (f ∈ UR)مͬ�شود نامیده بازیافت�پذیر عموماً ،f : I −→ R تابع .١.٢.٣ تعریف
نخستین بازیافت�پذیر x̄ به نسبت f به�طوری�که باشد، داشته Dوجود از x̄ Dمسیر محمل مجموعه�ی

است. بازگشت

باشد. ͷبئری کلاس در پیوسته شبه تابع ͷی f اگر وتنها اگر f ∈ UR که شده داده در[٨]نشان

از ͬͽهمسای هر اگر است x نقطه�ی در پیوسته شبه تابع ،f : I −→ R تابع .٢.٢.٣ تعریف
f ͬͽپیوست نقاط مجموعه��ی دهنده�ی نشان C(f) باشد( f |C(f) گراف از نقاطͬ شامل (x, f(x))

مͬ�دهیم قرار و fمͬ�باشد ͬͽپیوست شبه نقاط از مجموعه�ای Q(f) مͬ�باشد).
است. پیوسته شبه تابع ͷی f اینصورت در Q(f) = I اگر .NQ(f) = [٠,١]−Q(f)

را قبل قسمت نتایج با عمومیت مفهوم ترکیب از آمده بدست مختلف کلاس�های بخش این در
مͬ�کنیم. بررسͬ

f گوییم .f : I −→ Rکنید فرض .٣.٢.٣ تعریف
داشته وجود صفر اندازه با S مجموعه�ی اگر است (f ∈ AUR)پذیر بازیافت عمومͬ تقریباً -١
بازیافت I−S از نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه�ی هر به�طوری�که باشد

مͬ�کند.
x̄ مسیر D محمل مجموعه�ی هر برای اگر است (f ∈ UAR)پذیر بازیافت تقریبͬ ٢-عموماً
I − S(x̄) از نقطه هر در را f ، x̄ به�طوری�که دارد وجود صفر اندازه�ی با S(x̄) مجموعه�ی و D از

مͬ�کند. بازیافت
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وجود S مانند اول کاتͽوری مجموعه�ی اگر است (f ∈ T UR)پذیر بازیافت عمومͬ ٣-نوعاً
I − S از نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه�ی هر به�طوری�که باشد داشته

مͬ�کند. بازیافت
x̄ Dمسیر محمل مجموعه�ی هر برای اگر است (f ∈ UT R)پذیر بازیافت نوعͬ ۴-عموماً
I − S(x̄) از نقطه هر در را f ،x̄ به�طوری�که دارد وجود S(x̄) اول کاتͽوری مجموعه�ی و D از

مͬ�کند. بازیافت
داشته وجود S شمارش�پذیر مجموعه�ی اگر است (f ∈ NUR)پذیر بازیافت عمومͬ ۵-نزدیͺاً
بازیافت I−S از نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه�ی هر به�طوری�که باشد

مͬ�کند.
x̄ مسیر D محمل مجموعه�ی هر برای اگر است (f ∈ UNR)پذیر بازیافت ͷنزدی ۶-عموماً
I − S(x̄) از نقطه هر در را f ، x̄ به�طوری�که دارد وجود S(x̄) پذیر شمارش مجموعه�ی و D از

مͬ�کند. بازیافت
داشته وجود S پراکنده مجموعه�ی اگر است (f ∈ SUR)پذیر بازیافت نزدیͺاًعمومͬ ٧-بسیار
بازیافت I−S از نقطه هر در را f که است مسیری دارای D محمل مجموعه�ی هر به�طوری�که باشد

مͬ�کند.
D محمل مجموعه�ی هر برای اگر است (f ∈ USR)پذیر بازیافت ͷنزدی بسیار ٨-عموماً
I − S(x̄) از نقطه هر در را f ، x̄ به�طوری�که دارد وجود S(x̄) پراکنده مجموعه�ی و D از x̄ مسیر

مͬ�کند. بازیافت

مانند بازه�ای هیچ اینصورت در .r < s و AURیا UAR به متعلق f کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه
چͽال J در که E٢ = f−١([s,+∞)) و E١ = f−١((−∞, r]) مجموعه�ی دو از کدام هیچ در J

ندارد. وجود باشند،

فرض است. مشابه طور به AUR برای اثبات مͬ�کنیم، ثابت f ∈ UAR برای را قضیه برهان.
،i = ١,٢ هر برای که مͬ�کنیم انتخاب طوری را D٢ و D١ محمل ومجموعه دارد وجود J بازه

.Di ⊂ Ei ∩ J

هر برای تقریباً به�طوری�که دارد وجود D٢ از x̄٢ مسیر و D١ از x̄١ مسیر ،f ∈ UAR چون
،x ∈ [٠,١]

{f(ωx̄١ , k(x))} → f(x) , {f(ωx̄٢ , k(x))} → f(x).

.f(x) ≥ s و f(x) ≤ r، x ∈ Jهر برای تقریباً
مͬ�شود. کامل اثبات و مͬ�رسیم تناقض به درنتیجه ، r < s چون و



٣٩ ͷکوچ مجموعه�های روی جز به بازیافت�پذیر عموماً توابع .٢.٣

{x ; limt→x f(x) دارد {وجود آن�گاه .r < s و UT Rیا UAR به متعلق f فرضکنید .۵.٢.٣ قضیه
است. پس�مانده

زیر صورت به را Ars ومجموعه�ی A = {x ; limt→x f(x) ندارد {وجود مͬ�دهیم قرار برهان.
کنیم مͬ تعریف

Ars = {x ∈ A ; lim inf
t→x

f(t) ≤ r < s ≤ lim sup
t→x

f(t)}.

جا هیچ در Ars مجموعه�ی ، r < s اگر (۴.٢.٣ قضیه�ی( به توجه با و A =
∪

r<s∈Q Ars آن�گاه
مͬ�شود. کامل واثبات است اول کاتͽوری مجموعه�ی جزء A بنابراین نمͬ�باشد. چͽال

است. مانده پس C(f) آن�گاه باشد. UARیا UT R به متعلق f اگر .۶.٢.٣ قضیه

درقضیه�ی شده تعریف مجموعه�ی A که B = ([٠,١]− C(f))− A مͬ�دهیم قرار برهان.
r < s برای مͬ�باشد. f شدنͬ رفع ͬͽناپیوست نقاط مجموعه B دیͽر عبارت به )است. ۵.٢.٣)

مͬ�کنیم: تعریف
Brs = {x ∈ B ; f(x) ≤ r < s ≤ lim

t→x
f(t)} ,

B́rs = {x ∈ B ; lim
t→x

f(t) ≤ r < s ≤ f(x)}.

Brs ،r < s گرفتن نظر در ثابت وبا ( ۴.٢.٣) قضیه�ی از .B =
∪

r<s∈Q(Brs ∪ B́rs) داریم
با درنتیجه است. اول کاتͽوری مجموعه�ی B بنابراین نیستند. چͽال جا هیچ در دو هر B́rs و

مͬ�شود. کامل اثبات (۵.٢.٣) قضیه�ی از استفاده
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Abstract
We present a new characterization of Lebesgue measurable functions ;namely,a

function f : [0, 1] −→ R is measurable if and only if it first-return recoverable almost
everywhere.this result is established by demonstrating a connection between almost
everywhere first-return recovery and and a first-return process for yielding the integral
of a measurable function.
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