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චاری... ণپاس໋�

اوست؛ از هست هرچه که را یکتا خدای سپاس
برد؛ پایان به نمی�توان و کرد آغاز نمی�توان نامش و یاد بی که را او سپاس

فرمود. عطا ما به را معرفت و دانش کسب توفیق که را عالم یگانه بیکران حمد و سپاس
حیدر سید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه جعفری،
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در نمی�رسید.
بهترین روزگاران، سردترین این در که ، همسرم از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان

ॷࢡسآبادی زଽه
٩٢/١١/١۶



ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی آبادی شمس زهره اینجانب
گروه یک ناجابه�جایی گراف درباره نتایجی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد جعفری حیدر سید راهنمایی تحت ، متناهی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ University of Shahrood “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
می�شود، نامیده G ناجابه�جایی گراف که را ΓG گراف باشد. متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض
تنها و اگر مجاورند آن در y xو راس دو �طوری�که به می�کنیم؛ تعریف G − Z(G) رئوس مجموعه�ی با

.xy ̸= yx اگر
دوم فصل می�پردازیم. گراف نظریه و گروه�ها نظریه از مقدماتی بیان به اول فصل در پایان�نامه این در
سوم فصل در است. [١٠] از برگرفته که دارد اختصاص اساسی زیرگروه�های و گروه�ها تزویجی انواع به
گروه�های از تعدادی برای هم�چنین می�آوریم. به�دست نتایجی رنگی عدد و ΓG یال�های تعداد درمورد نیز
و |G| = |H| آن�گاه ،ΓG

∼= ΓH �طوری�که به باشد گروه یک H اگر داد خواهیم نشان ،G مانند خاص
می�باشد. [۵] از برگرفته فصل این که G ∼= H حالت�ها بعضی در
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١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

١



را باشد می نیاز مورد بعدی های فصل در که مقدماتی نتایج و تعاریف داریم قصد فصل این در
دوم بخش در و آنها خواص از بعضی و گروه�ها مورد در مقدماتی مفهوم چند اول بخش در کنیم. بیان
خواهیم ارایه را متناهی گروه�های نظریه به مربوط مفاهیم و گراف نظریه به مربوط مفاهیم از مختصری

کرد.

مقدماتی نتایج و تعاریف ١.١

x هر و G از g هر ازای به و باشد تهی غیر ای مجموعه X و گروه یک G کنیم فرض .١.١.١ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود دهیم می نشان x ∗ g علامت با را آن که X از یکتایی عضو ،X از

x ∗ ١ = x،X از x هر ازای به (الف)
.x ∗ (g١ ∗ g٢) = (x ∗ g١) ∗ g٢ ،X از x هر و G از g٢ g١و هر ازای به (ب)

نوشتن، در سهولت برای می�نامیم. X بر G عمل را ∗ و کند می عمل X بر G گوییم صورت این در
می�دهیم. نشان (G|X) نماد با را X بر G عمل .xg یا xg نوشت خواهیم معمولا x ∗ g جای به

xG = {xg|g ∈ G} ،x ∈ G هر برای صورت این در باشد. دلخواه گروهی G کنیم فرض .٢.١.١ قضیه
رده اندازه دهیم. می نمایش k(G) نماد با را G متمایز تزویج رده�های تعداد گوییم. G در x تزویج رده را

از است عبارت xG تزویج

|xG| = [G : CG(x)] =
|G|

|CG(x)|
می�کند. عاد را G گروه مرتبه |xG| لذا

شود. مراجعه [١٨] از ١٢-٨ قضیه به برهان.

باشند، G گروه متمایز تزویج رده�های نماینده�های {xi}١≤i≤n و متناهی گروه یک G اگر .٣.١.١ قضیه
و [G : CG(xi)] = |xi

G| آن�گاه
|G| = |Z(G)|+

∑
xi /∈Z(G)

|G|
|CG(xi)|

می�نامیم. G گروه رده�ای معادله را فوق معادله که

شود. مراجعه [١٨] از ١٢-١٠ نتیجه به برهان.

که است Ω از اعضایی تعداد X(g) کنیم فرض ،g ∈ G هر ازای به .(G|Ω) کنیم فرض .۴.١.١ قضیه
می�آید دست به زیر فرمول از G مدارهای تعداد صورت این در می�شوند. داشته نگه ثابت g وسیله�ی به

k =
١
|G|

Σg∈GX(g)

شود. مراجعه [١۶] از ٨-١١ قضیه به برهان.

G در H مرکزساز صورت این در باشد. آن از زیرگروهی H و گروه یک G کنیم فرض .۵.١.١ تعریف
کنیم می تعریف زیر صورت به و داده نشان CG(H) نماد با را

CG(H) = {g ∈ G|gx = xg, ∀x ∈ H}.



٣ مقدماتی نتایج و تعاریف .١.١

برابر مزدوجش زیرگروه�های اجتماع با G صورت این در باشد. متناهی گروه G کنیم فرض .۶.١.١ لم
نیست.

برای می�باشد. H مزدوج زیرگروه Hx صورت این در ،x ∈ G و H ≤ G کنیم فرض برهان.
هم�چنین .Hx = H(hgi) = (Hh)gi = Hgi داریم ،g ∈ G و i = ١,٢, · · · , n

صورت این در ،G =
∪

Hx کنیم فرض حال .j = ١,٢, · · · , n که ١ ∈ H(gi) ∩ H(gj) ̸= ∅
است. تناقض یک که |G| = |

∪
Hx| = |

∪n
i=١H

gi| <
∑n

i=١ |Hgi| = n|H| = |G| داریم

باشد زیر صورت به سری یک دارای هرگاه گوییم، توان پوچ را G گروه .٧.١.١ تعریف
١ = G٠ ≤ G١ ≤ . . . ≤ Gn = G

گوییم مرکزی سری را سری چنین یک Gi+١
Gi

⊆ Z(
G

Gi

) و Gi ⊴ G ،٠ ≤ i ≤ n هر ازای به آن در که
می�نامیم. G توانی پوچ رده را G مرکزی سری کوتاه�ترین طول و

،i ≥ ١ هر ازای به و γ١(G) = G می�دهیم قرار باشد. دلخواه گروهی G کنیم فرض .٨.١.١ تعریف
سری .γi+١(G) = [γi(G), G]

G = γ١(G) ⊇ γ٢(G) ⊇ . . . ⊇ γi(G) ⊇ . . .

می�نامیم. G گروه پایینی مرکزی سری را
،i ≥ ١ هر ازای به و Z١(G) = Z(G)و Z٠(G) = ١ می�دهیم قرار G گروه برای همچنین

Zi+١(G)

Zi(G)
= Z

( G

Zi(G)

)
.

سری و
١ = Z٠(G) ⊆ Z١(G) ⊆ . . . ⊆ Zi(G) ⊆ . . .

می�نامیم. G گروه بالایی مرکزی سری را

دو�به�دو زیر گزاره�های صورت این� در باشد. متناهی غیر�بدیهی گروه یک G کنیم فرض .٩.١.١ قضیه
معادل�اند:

است؛ پوچ�توان G (i)

است؛ نرمال G ماکسیمال زیرگروه هر (ii)

است؛ نرمال G سیلو p-زیرگروه هر (iii)

می�شوند؛ جابه�جا باشند، اول هم به نسبت آن�ها مرتبه�ی که G عضو دو هر (iv)

است. خود سیلوی زیرگروه�های مستقیم حاصل�ضرب G (v)

شود. مراجعه [١٧] از ١٠-١-٨ قضیه به برهان.



۴ نیازها پیش و مقدمات .١

j و i طبیعی عدد دو هر ازای به صورت این در باشد. پوچ�توان گروه یک G کنیم فرض .١٠.١.١ لم
داریم:

،[γi, γj] ≤ γi+j (i)

.[γi, Zj] ≤ Zi−j ،i ≥ j اگر (ii)

شود. مراجعه [١٧] از ١٠-٢-١٢ قضیه به برهان.

صورت این در باشد. آبلی و نرمال زیرگروه�های از اجتماعی G متناهی گروه کنیم فرض .١١.١.١ قضیه
است. پوچ�توان G

بنابراین باشند. pm و pn مرتبه�ی از ترتیب به و G از دلخواهی عضوهای y و x کنیم فرض برهان.
یکp-زیرگروه P١ کنیم فرض .y ∈ H٢ و x ∈ H١ که به�طوری دارند وجود G از H٢ و H١ زیرگروه�های
H١⊴G و PchH١ پس هستند، H٢آبلی� H١و چون H٢باشد. سیلوی q-زیرگروه Qیک H١و سیلوی
نرمال G در دو هر Q و P و P ∩ Q = ١ چون حال .Q ⊴ G صورت همین به و P ⊴ G نتیجه در

است. پوچ�توان G ،٩.١.١ قضیه به بنا و [x, y] = ١ پس هستند،

اگر می�نامیم، p-گروه یک را G گروه صورت این در باشد. اول عددی p کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف
H هرگاه می�نامیم، p-زیرگروه یک را G دلخواه گروه از H زیرگروه باشد. p از توانی G عنصر هر مرتبه

باشد. p-گروه یک

p یا ١ ،G عنصر هر مرتبه هرگاه می�نامیم مقدماتی آبلی p-گروه یک را G آبلی گروه .١٣.١.١ تعریف
G

Z(G)
و G′ = Z(G) ∼= Zp هرگاه می�نامیم ویژه فوق p-گروه یک را G متناهی گروه هم�چنین باشد.

باشد. مقدماتی آبلی p-گروه یک

دارد. وجود G گروه به گراف یک ساختن مربوط برای روش چندین باشد. گروه یک G کنیم فرض
،ΓG رئوس مجموعه�ی می�نامیم. G گروه ناجابه�جایی گراف می�دهیم، نمایش ΓG با که را گراف این

تنها و اگر مجاورند، ΓG در y و x راس دو و بوده G مرکز Z(G) که است، V (ΓG) = G−Z(G)

.xy ̸= yx اگر
یکسان (y, x) و (x, y) یال�های پس می�دهیم، قرار بررسی مورد را ساده گراف�های این�که به توجه با

ندارد. وجود E(ΓG) در (x, x) شکل به یالی هیچ و هستند
ناآبلی گروه G می�کنیم فرض ادامه در لذا است، تهی گراف ΓG آن�گاه باشد، آبلی G اگر وضوح به

است.
شد. معرفی زیر سوال اردوش١با پاول توسط بار اولین برای ،G متناهی گروه نا�جا�به�جایی گراف

نداشته نامتناهی کامل زیرگراف�های (ΓG) نا�جا�به�جایی�اش گراف که باشد گروه یک G کنیم فرض
دارد؟ وجود ΓG کامل زیرگراف�های مرتبه�ی برای متناهی کران یک آیا باشد،

١Paul Erdos



۵ متناهی گروه�های و گراف نظریه به مربوط مفاهیم .٢.١

علمی تحقیقات و سوالات منبع سوال است.این مثبت سوال این پاسخ مرجع[١٢]، از استفاده با
است. بوده زیادی مشابه

شده بررسی G گروه گروهی خواص و ΓG گراف گرافی خواص از تعدادی بین رابطه�ی مرجع[١]، در
شده�اند: مطرح زیر حدس دو ویژه به است.

به�طوری�که باشد؛ داشته وجود H مانند گروهی اگر باشد، متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض : حدس(١)

.|G| = |H| آن�گاه ،ΓG
∼= ΓH

ΓG
∼= ΓS به�طوری�که باشد؛ گروه یک G اگر باشد. متناهی ناآبلی ساده�ی گروه یک S کنیم فرض : حدس(٢)

.G ∼= S آن�گاه ،

است. متناهی گروه�های کلاس�های از تعدادی برای بالا حدس�های بررسی و تحقیق ما هدف این�جا در
گراف�ها برای استفاده مورد نمادگذاری رسید، خواهیم ΓG گراف یال�های تعداد درباره�ی نتایجی به هم�چنین

است. عمومی و کلی مرجع یک که می�باشد [٢] مرجع از معمولا و استاندارد

متناهی گروه�های و گراف نظریه به مربوط مفاهیم ٢.١

زیر�مجموعه�ای E و مجموعه یک V آن در که است (V,E) مرتب زوج یک ،G گراف .١.٢.١ تعریف
را y و x رأس دو گوییم. G گراف یال�های مجموعه را E و رئوس مجموعه را V می�باشد، V × V از
را باشند مجاور آن متمایز رأس دو هر که گرافی باشد. موجود یالی y و x بین هرگاه نامیم، مجاور G در

می�نامیم. کامل گراف

به�طوری کرد افراز مجموعه r به را G رأس�های بتوان هرگاه گوییم، -بخشی r را Gگراف .٢.٢.١ تعریف
نباشد. یالی مجموعه�ها این از هیچ�یک رأس�های بین که

با و می�کنیم تعریف v به مجاور یال�های تعداد با برابر را Γ گراف در v راس درجه�ی .٣.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان d(v)

.d(g) = |G| − |CG(g)| با است مساوی ΓG گراف در g راس درجه�ی .۴.٢.١ تذکر

این�صورت در باشد، D٢n = ⟨r, s | rn = s٢ = (rs)٢ = ١⟩ گروه G کنیم فرض .۵.٢.١ لم

دارد زیر صورت به تزویج رده ١
٢(n+ ٣) ،D٢n آن�گاه باشد، فرد n اگر الف)

{١}, {r±١}, · · · , {r±
(n−١)

٢ }, {s, rs, · · · , rn−١s}.

دارد زیر صورت به تزویج رده m+ ٣،D٢n آن�گاه (n = ٢m) باشد، زوج n اگر ب)
{١}, {rm}, {r±١}, · · · , {r±(m−١)}, {r٢js; ٠ ≤ j ≤ m−١}, {r٢j+١s; ٠ ≤ j ≤ m−١}.



۶ نیازها پیش و مقدمات .١

نظر در را ri ابتدا .١ ≤ i ≤ n − ١ که می�باشند، ris یا ri صورت به D٢n عناصر الف) برهان.
هم�چنین .[G : CG(r

i)] ≤ [G : ⟨r⟩] = ٢ پس است، ⟨r⟩ شامل CG(r
i) چون می�گیریم.

نتیجه در و ri ̸= r−i پس است فرد n چون .{ri, r−i} ⊆ (ri)G لذا و s−١ris = r−i

این�رو از ٢ ≥ [G : CG(r
i)] = |(ri)G| ≥ ٢ داریم ٢.١.١ قضیه از استفاده با .|(ri)G| ≥ ٢

CG(s) می�گیریم، نظر در را s حال .CG(r
i) = ⟨r⟩, (ri)G = {ri, r−i} و است برقرار تساوی

(١ ≤ i ≤ n− ١ (که ris و ri عناصر ضرب پس s−١ris = r−i چون و است {١, s} شامل
.|sG| = n داریم ٢.١.١ قضیه به بنا بنابراین .CG(s) = {١, s} لذا نمی�شود. جابه�جا ،s در
G دیگر عنصر n از متشکل باید sG پس شده�اند، گرفته نظر در قبلا ri فرم عناصربه تمام چون
دارای دقیقا فرد) n) D٢n دووجهی گروه ترتیب این به sG = {s, rs, · · · , rn−١s} یعنی باشد،

می�باشد. تزویج رده ١
٢(n+ ٣)

r عنصر دو هر شامل G در rm مرکزساز پس ،s−١rms = r−m = rm چون .n = ٢m داریم ب)
حالت مانند است. {rm} دقیقا G در rm تزویج رده�ی بنابراین .CG(r

m) = G لذا و است s و
.rs = s−١r−١ پس ،(rs)٢ = ١ چون .(ri)G = {ri, r−i} ،١ ≤ i ≤ m − ١ به��ازای قبل،
و rjsr−j = s−١r−٢j = r٢js داریم ،٠ ≤ j ≤ m − ١ که j صحیح عدد هر ازای به

بنابراین .rj(rs)r−j = r(rjsr−j) = r(r٢js) = r٢j+١s

sG = {r٢js : ٠ ≤ j ≤ m− ١}, (rs)G = {r٢j+١s : ٠ ≤ j ≤ m− ١}

است. تزویج رده m+ ٣ دارای دقیقا زوج) n) D٢n دووجهی گروه این�رو از

Q۴n = ⟨x, y| x٢n = ١, xn = y٢, y−١xy = x−١⟩ ها کواترنیون گروه G کنیم فرض .۶.٢.١ لم
� دارد زیر صورت به تزویج رده n+ ٣ ،G این�صورت در باشد،

{١}, {xn}, {x±r}٠ ≤ r ≤ n− ١, {x٢iy; ٠ ≤ i ≤ n− ١}, {x٢i+١y; ٠ ≤ i ≤ n− ١}.

عناصر تزویج رده .٠ ≤ i ≤ n−١ و ١ ≤ j ≤ ٣ که می�باشند xiyj یا xi فرم به Q۴n عناصر برهان.
می�شود محاسبه زیر صورت به ،٠ ≤ j ≤ n− ١ که xj فرم به
(xi)xj(x−i) = xj

(xiyj)xj(xiyj)−١ = x−j

داریم هم�چنین هستند. x−j xjو ،xj مزدوج�های تنها ،٠ ≤ j ≤ n− ١ برای پس
است. {xn} دقیقا Q۴n در xn تزویج رده لذا ،CG(x

n) = G بنابراین y−١xny = x−n = xn

داریم هستند xiyj فرم به که عناصر بقیه برای

xiyj =


xiy j = ١

xn+i j = ٢

xn+iy j = ٣
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داریم ٠ ≤ i ≤ n− ١ ،i صحیح عدد هر ازای به پس ،xy = yx−١ چون
xiyx−i = xi(xiy) = x٢iy, xi(xy)x−i = x(xiyx−i) = x(x٢iy) = x٢i+١y

بنابراین
yG = {x٢iy; ٠ ≤ i ≤ n− ١}, (xy)G = {x٢i+١y; ٠ ≤ i ≤ n− ١}.

باشند. یکسانی دوری ساختار دارای اگر تنها و اگر اند مزدوج π, φ ∈ Sn اعضای .٧.٢.١ قضیه

شود. مراجعه [١٧] از ١-٢-٣ قضیه به برهان.

به�طوری�که (n١, n٢, · · · , nk) متناهی دنباله�ی از است عبارت n عدد افراز یک .٨.٢.١ تعریف
.٠ ≤ n١ ≤ n٢ ≤ · · · ≤ nk و n = n١ + n٢ + · · ·+ nk

زیرا است. ۵ مساوی ۴ عدد افراز�های تعداد .٩.٢.١ مثال
۴ = ١+ ١+ ١+ ١

۴ = ١+ ١+ ٢

۴ = ١+ ٣

۴ = ٢+ ٢

۴ = ۴

دارد. تزویج رده ،n عدد افرازهای تعداد به ،Sn جایگشتی گروه هر .١٠.٢.١ نتیجه

دارد. تزویج رده ٣ ،S٣ ناآبلی گروه .١١.٢.١ نتیجه

می�نویسیم را ٣ عدد افراز�های برهان.
٣ = ١+ ١+ ١ ١ طول به دور سه ضرب

٣ = ١+ ٢ ٢ طول به دور یک و ١ طول به دور یک ضرب
٣ = ٣ ٣ طول به دور یک

از عبارتند آن تزویج رده�های نتیجه در
{١}, {(١٢), (١٣), (٢٣)}, {(١٢٣), (١٣٢)}.

صورت این در .α ∈ An و n > ١ کنیم فرض .١٢.٢.١ قضیه

.clAn(α) = clSn(α) آن�گاه شود، جابه�جا Sn در فردی جایگشت با α اگر (i)

در هم�مرتبه تزویج رده�ی دو به clSn(α) آن�گاه نشود، جابه�جا Sn در فردی جایگشت هیچ با α اگر (ii)
.σ = (١٢) آن در که است ασدیگری و α رده�ها این از یکی نماینده�ی می�شود. تجزیه An
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بنابراین .γ ∈ clSn(α) و شود جابه�جا β مانند Sn در فردی جایگشت با α کنیم فرض (i) برهان.
فرد π اگر و γ ∈ clAn(α) آن�گاه باشد، زوج π اگر .γ = απ که هست π مانند Sn در عضوی
پس ،γ ∈ clAn(α) بنابراین .αβπ = (αβ)π = απ = γ داریم و βπ ∈ An آن�گاه باشد،

.clAn(α) = clSn(α) نتیجه در .clSn(α) ⊆ clAn(α)

در و CSn(α) = CAn(α) بنابراین نشود. جابه�جا Sn در فردی جایگشت هیچ با α کنیم فرض (ii)
نتیجه

|clAn(α)| = [An : CAn(α)] =
١
٢ [Sn : CAn(α)]

=
١
٢ [Sn : CSn(α)] =

١
٢ |clSn(α)|

حاصل�ضرب صورت به می�توان را فرد جایگشت هر چون .σ = (١٢) می�کنیم فرض اینک
clAn(α

σ) = {αστ |τ ∈ An} = {αβ |β ∈ داشت خواهیم نوشت، زوج جایگشت یک با σ
clSn(α) = {ατ |τ ∈ An}∪{ατ |τ ∈ Sn−An} = clAn(α)∪clAn(α

τ ) آنجا از .Sn−An}
هم و جدا هم از باید clAn(α

σ) و clAn(α) تزویج رده�های ،|clAn(α)| = ١
٢ |clSn(α)| چون ولی

باشند. مرتبه

دارد. تزویج رده ۵ ،A۵ گروه .١٣.٢.١ لم

می�گیریم: نظر در را S۵ زوج جایگشت�های دوری ساختار ابتدا برهان.
١+ ١+ ١+ ١+ ١ = ١۵ ١ طول به دور پنج ضرب

١+ ١+ ٣ = ١٢٣١ ٣ طول به دور یک و ١ طول به دور دو ضرب
١+ ٢+ ٢ = ١١٢٢ ٢ طول به دور دو و ١ طول به دور یک ضرب

۵ = ۵١ ۵ طول به دور یک
صورت این غیر در زیرا نمی�شود، جابه�جا S۵ در فردی جایگشت هیچ با (١٢٣۴۵) جایگشت
(١π٢π٣π۴π۵π) = آنجا، از .(١٢٣۴۵)π = (١٢٣۴۵) که هست π مانند S۵ در فردی جایگشت
.١ ≤ k ≤ ۵ آن در که باشد (١٢٣۴۵)k جایگشت�های از یکی می�تواند تنها π بنابراین ،(١٢٣۴۵)
رده�ی دو به (١٢٣۴۵) تزویج رده بنابراین است. تناقض یک که زوج�اند جایگشت�ها این همه�ی ولی
دیگری و (١٢٣۴۵) تزویج رده�های این از یکی نماینده�ی که می��شود تجزیه A۵ در مرتبه هم تزویج
جابه�جا (۴۵) فرد جایگشت با (٢٣)(۴۵) (١٢٣)و جایگشت�های می�باشد. (١٢٣۴۵)١٢ = (١٣۴۵٢)

از: عبارتند A۵ تزویج های رده نماینده�های نتیجه در می�شوند.
(١) , (١٢٣) , (١٢)(٣۴) , (١٢٣۴۵) , (١٣۴۵٢) .

شده�اند. ذکر مرکزسازها مرتبه�ی نیز و تزویج رده�های طول زیر جدول در

(١٣۴۵٢) (١٢٣۴۵) (٣۴)(١٢) (١٢٣) (١) رده نماینده
١٢ ١٢ ١۵ ٢٠ ١ رده طول
۵ ۵ ۴ ٣ ۶٠ مرکزساز مرتبه
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دارد. تزویج رده ٧ ،A۶ گروه .١۴.٢.١ لم

می�گیریم: نظر در را S۶ زوج جایگشت�های دوری ساختار ابتدا برهان.
١+ ١+ ١+ ١+ ١+ ١ = ١۶ ١ طول به دور شش ضرب

١+ ١+ ١+ ٣ = ١٣٣١ ٣ طول به دور یک و ١ طول به دور سه ضرب
١+ ١+ ٢+ ٢ = ١٢٢٢ ٢ طول به دور دو و ١ طول به دور دو ضرب

١+ ۵ = ١١۵١ ۵ طول به دور یک و ١ طول به دور یک ضرب
٢+ ۴ = ٢١۴١ ۴ طول به دور یک و ١ طول به دور یک ضرب

٣+ ٣ = ٣٢ ٣ طول به دور دو ضرب
صورت این غیر در زیرا نمی�شود، جابه�جا S۶ در فردی جایگشت هیچ با (١٢٣۴۵) جایگشت
(١π٢π٣π۴π۵π) = آنجا از .(١٢٣۴۵)π = (١٢٣۴۵) که هست π مانند S۶ در فردی جایگشت

بنابراین ،(١٢٣۴۵)
١π = i, ٢π = i+ ١, ٣π = i+ ٢, ۴π = i+ ٣, ۵π = i+ ۴, ۶π = ۶.

این همه�ی ولی ١ ≤ k ≤ ۵ آن در که باشد (١٢٣۴۵)k جایگشت�های از یکی می�تواند تنها π پس
در مرتبه هم تزویج رده�ی دو به (١٢٣۴۵) تزویج رده بنابراین است. تناقض یک که زوج�اند جایگشت�ها
(١٢٣۴۵)١٢ = (١٣۴۵٢) دیگری و (١٢٣۴۵) تزویج رده�های این از یکی نماینده�ی که می��شود A۶تجزیه

می�باشد.
.clS۶(σ) = clA۶(σ) لذا می�شود، جابه�جا (۵۶) فرد جایگشت با (١٢)(٣۴) = σ جایگشت
.clS۶(α) = clA۶(α) پس می�شود، جابه�جا (۴۵) فرد جایگشت با (١٢٣) = β جایگشت

�.clS۶(α) = clA۶(α) لذا می�شود، جابه�جا (١٢) فرد جایگشت (٣۴۵۶)(١٢)با = α هم�چنین
پس می�شود، (٣۶)(٢۵)(١۴)جابه�جا فرد جایگشت با (١٢٣)(۴۵۶) = γ جایگشت نهایت در

از: عبارتند آن تزویج های رده نماینده�های نتیجه در .clS۶(γ) = clA۶(γ)

(١) , (١٢٣) , (١٢)(٣۴۵۶) , (١٢٣۴۵) , (١٣۴۵٢) (١٢)(٣۴), (١٢٣)(۴۵۶).

می�شوند. ذکر مرکزسازها مرتبه�ی نیز و تزویج رده�های طول زیر جدول در

(۴۵۶)(١٢٣) (٣۴)(١٢) (١٣۴۵٢) (١٢٣۴۵) (٣۴۵۶)(١٢) (١٢٣) (١) رده نماینده
۴٠ ۴۵ ٧٢ ٧٢ ٩٠ ۴٠ ١ رده طول
٩ ٨ ۵ ۵ ۴ ٩ ٣۶٠ مرکزساز مرتبه

کلیه مجموعه�ی این�صورت در باشد. F میدان روی برداری فضای V کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف
دارای توابع ترکیب قانون با GL(V, F ) می�دهیم. نمایش GL(V, F ) با را وارون����پذیر خطی تبدیلات
می�دهیم قرار ،dimV = n که حالتی در می�نامیم. عام خطی گروه را آن پس است، گروه ساختار
ماتریس�های و GLn(F ) عناصر بین یک به یک تناظر یک حالت این در .GL(V, F ) = GLn(F )
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می�کنیم. استفاده خطی تبدیلات ماتریسی نمایش از گاهی بنابراین و دارد وجود F روی n×n وارون�پذیر

می�نویسیم. GLn(q) صورت به را عام خطی گروه |F | = q یعنی باشد، عضوی q میدان F که حالتی در
SLn(F ) با و نامیده خاص خطی گروه را ١ دترمینان با GLn(F ) خطی تبدیلات کلیه مجموعه�ی
گروه می�دهیم. نمایش SLn(q) با را خاص خطی گروه ،|F | = q که حالتی در و می�دهیم نمایش

گروه را PSLn(F ) =
SLn(F )

Z(SLn(F ))
گروه و تصویری عام خطی گروه را PGLn(F ) =

GLn(F )

Z(GLn(F ))
می�کنیم. تعریف تصویری خاص خطی

باشد. F میدان روی برداری فضای V و F میدان از خودریختی یک τ کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف
زیر خواص با f : V × V −→ F نگاشت از است عبارت τ به نسبت V روی دو�خطی شبه فرم یک

f(au+ bv, w) = af(u,w) + bf(v, w) الف)

f(u, v + w) = f(u+ v) + f(u,w) ب)

f(u, v) = f(v, u)τ ج)

.a, b ∈ F هر و u, v, w ∈ V هر برای
از این�صورت در .F٠ = {λ ∈ F |λτ = λ} می�دهیم قرار یعنی می�نامیم، F٠ را F ثابت میدان

.f(v, v) ∈ F٠ داریم (ج) شرط
که حالتی در .τ٢ = id داریم یعنی می�گیریم، نظر در F میدان از ٢ مرتبه خودریختی یک را τ
،τ ̸= id و τ٢ = id که درحالتی می�نامیم. متعامد فضای را (V, f) و متقارن دوخطی فرم را f ،τ = id

می�نامیم. هرمیتی دوخطی فرم را f

U بر عمود فضای باشد. V زیرفضای U و هرمیتی یا متعامد فضای (V, f) کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف
V ⊥ = R(V ) می�دهیم قرار می�کنیم. تعریف U⊥ = {v ∈ V | f(v, u) = ٠ ,∀u ∈ U} صورت به را
را (V, f) فضای می�نامیم. U زیرفضای رادیکال را R(U) = U ∩ U⊥ می�نامیم. V رادیکال را آن و
متعامد فضاهای می�نامیم. ناتبهگون نیز fرا فرم حالت این در و R(V ) = ٠ هرگاه می�گوییم ناتبهگون
خطی تبدیل هرگاه می�نامیم ایزومتر را (W, g) و (V, f) (F میدان خودریختی یک به نسبت (هرمیتی

باشد داشته وجود زیر شرط با T : V −→ W

g(T (u), T (v)) = f(u, v) , ∀u, v ∈ V

می�نامیم. W به V از ایزومتری یک را T حالت این در

.dimV = n و باشد ناتبهگون (هرمیتی) متعامد فضای (V, f) کنیم فرض .١٨.٢.١ تعریف
GU(V, f) با را گروه این که می�دهند گروه یک تشکیل (V, f) هرمیتی فضای ایزومتری�های مجموعه

می�نامیم. f به نسبت V عام یکانی گروه و داده نمایش
داریم آن�گاه باشد، f ماتریس B و باشد GU(V, f) در ماتریسی A اگر

گروه هم�چنین .GU(V, f) = {A ∈ GLn(F ) |AtBAt = B}
می�نامیم. f به نسبت V خاص یکانی گروه را SU(V, f) = {A ∈ GU(V, f)|detA = ١}



١١ متناهی گروه�های و گراف نظریه به مربوط مفاهیم .٢.١

از است عبارت خاص یکانی تصویری گروه�

PSU(V, f) =
SU(V, f)

Z(SU(V, f))
.



٢ فصل

متناهی گروه�های تزویج انواع

١٢



می�باشد. [١٠] از برگرفته فصل این می�پردازیم. متناهی گروه�های تزویج انواع بررسی به فصل این در

مقدمات و معرفی ١.٢

عناصری ،n١ > n٢ > · · · > nr = ١ که nr و · · · ،n٢ ،n١ و باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض
نوع بردار را (n١, n٢, · · · , nr) بردار باشند. G عناصر بعضی مرکزساز�های اندیس که باشند G در
(n١, n٢, · · · , nr) نوع از گروه را (n١, n٢, · · · , nr) تزویج نوع بردار با گروه یک می�نامیم. G تزویج
وضوح به می�دهیم. قرار بررسی مورد را (n١,١) مانند ساده�تر نوع از گروه�هایی ساختار اینجا در می�نامیم.

هستند. آبلی (١) نوع از گروه�های

می�شود. نامیده اساسی زیرگروه باشد، G عناصر از بعضی مرکزساز که زیرگروهی .١.١.٢ تعریف

زیرگروه یک F اگر بنابراین می�گیریم. نظر در G از متمایز و مجزا را اساسی زیرگروه این�جا در
.F ̸= G داریم آن�گاه باشد، G گروه از اساسی

را F اساسی زیرگروه نباشد، G از اساسی زیرگروه هیچ شامل Fاساسی زیرگروه اگر .٢.١.٢ تعریف
اساسی زیرگروه نباشد، G از اساسی زیرگروه هیچ در مشمول F اساسی زیرگروه اگر می�گوییم. مینیمال
و مینیمال هم G اساسی زیرگروه�های بین در اگر می�نامیم آزاد را F به�علاوه می�گوییم. ماکسیمال را F

باشد. ماکسیمال هم

زیرگروه هر هرگاه می�نامیم (F ) نوع از را G گروه است. مینیمال وضوح به آبلی اساسی زیرگروه یک
هر باشد. آبلی ،G اساسی زیرگروه هر هرگاه می�نامیم (A) نوع از را G هم�چنین باشد. آزاد G اساسی
N(X) با را گروه یک از X زیرگروه نرمال�ساز می�باشد. نیز (F ) نوع از وضوح به (A) نوع از زیرگروه
F از عنصری x و اساسی زیرگروهی F کنیم فرض حال می�دهیم. نمایش C(X) با را آن مرکزساز و
عنصر یک را x ،C(x) = F اگر ویژه به و می�نامیم F مرکزی عنصر یک را x ،C(x) ⊇ F اگر باشد.

می�نامیم. F مرکزی مولد

است. پوچ�توان F این�صورت در باشد، G گروه از آزاد اساسی زیرگروه یک F کنیم فرض .٣.١.٢ گزاره
p اول عدد از توانی مرتبه�ی از آن�ها از یکی که باشد مرکزی مولد عنصر دو حداقل شامل F اگر به�علاوه

است. آبلی F آن�گاه باشد، (p ̸= q ) q اول عدد از توانی مرتبه�ی از دیگری و

طرفی از .C(g) = F که دارد وجود g ∈ G پس باشد، اساسی زیرگروه یک F کنیم فرض برهان.
به می�توانیم را g پس ،o(g) = n کنیم فرض است. متناهی نیز g مرتبه�ی لذا است، متناهی G چون
پس . o(x١) = p١

α١ , o(x٢) = p٢
α٢ , · · · , o(xk) = pk

αk که g = x١ · · · xk بنویسیم این�صورت
عدد ، i = ١, · · · , k که i هر برای می�باشد. p مانند اول عدد از توانی مرتبه�ی از عنصری شامل F

iای کنیم فرض حال .C(g) ⊆ C(xi) داریم بنابراین ،xi = gmi که دارد وجود p١
α١ · · · pkαk

piαi
طبیعی

،F بودن ماکسیمال دلیل به .C(g) ⫋ C(xi) ،i هر برای یعنی ،C(g) = C(xi) که باشد نداشته وجود
g ∈ Z(G) بنابراین .xi ∈ Z(G) نتیجه در و C(xi) = G که است برقرار صورتی در فقط بالا رابطه



١۴ متناهی گروه�های تزویج انواع .٢

وجود xiای ∈ F لذا .C(g) = F ≨ G زیرا است، تناقض یک این و C(g) = G این�صورت در که
مرکزی مولد x کنیم فرض حال است. F مرکزی مولد عنصر xi بنابراین و C(xi) = F به�طوری�که دارد
باشد، p با متمایز q اول عدد از توانی مرتبه از دلخواه عنصری y ∈ F و p اول عدد از توانی مرتبه از F
در .o(a) = o(x) بنابراین ،xy = yx = a به�طوری�که دارد وجود a مانند F از عنصری صورت این در

.C(a) ⊆ C(x) = F لذا ،ai = x که دارد وجود i نتیجه
بنابراین ،y = ajکه دارد وجود j طرفی از .C(a) = F داریم F بودن مینیمال دلیل به

G سیلوی q-زیرگروه هر بنابراین .y ∈ Z(F ) پس ،CF (y) = F درنتیجه ،C(y) ⊇ C(a) = F

سیلو q-زیرگروه هر چون هم�چنین و است نرمال سیلو q-زیرگروه هر لذا و دارد قرار F مرکز در (q ̸= p)

پس است. پوچ�توان F ٩.١.١ قضیه به بنا و است نرمال نیز F سیلوی p-زیرگروه بنابراین است، مرکزی
.F = P١×P٢×· · ·×Pk بنویسیم سیلوهایش زیرگروه مستقیم حاصل�ضرب صورت به می�توانیم را F
اگر حال باشد. P١ در بود F مرکزی مولد که x کنیم فرض می�توانیم بالا در شده گفته مطالب طبق
.P٢ × · · · × Pn ⊆ Z(F ) پس است، F مرکزی عنصر y بالا، مطالب به بنا آن�گاه ،i ̸= ١ که y ∈ Pi

عنصر نیز w آن�گاه ،j = ٢, · · · , n و w ∈ Pj که باشد w مانند دیگری مرکزی مولد عنصر شامل F اگر
� است. آبلی F نتیجه در و F ⊆ Z(F ) بنابراین می�باشد، F مرکزی

باشد آبلی زیرگروه تعدادی از اجتماعی G هرگاه دارد، K هسته با آبلی افرازی G گوییم .۴.١.٢ تعریف
جزء یک را آبلی زیرگروه�های از یک هر علاوه به باشند. داشته اشتراک K در تنها آن�ها از جفت هر که

می�نامیم. افراز از

زیرگروه�های افراز، آن اجزای و Z(G)دارد هسته با آبلی افراز یک (A) نوع از G گروه هر .۵.١.٢ گزاره
هستند. G اساسی

که j هر و i هر برای لذا هستند. Gآبلی اساسی زیرگروه�های همه پس است، (A) نوع از G چون برهان.
،x ∈ Fi∩Fj−Z(G) اگر حال . Fi∩Fj = Z(G) داریم می�باشند، اساسی زیرگروه Fj و Fi و i ̸= j

Z(G) هسته با آبلی افراز دارای G بنابراین دارد. تناقض (A) فرض با که Fi ∪ Fj ⊆ C(x) آن�گاه
است.

هسته با آبلی افراز یک دارای G و باشد p از بزرگتر نمای از p-گروهی ،G کنیم فرض .۶.١.٢ گزاره
A آن�گاه باشد، p از بزرگتر مرتبه از عنصر یک حداقل شامل A جزء اگر این�صورت در است. E = ١

است. p از بزرگتر مرتبه از عناصر همه�ی شامل
نیست. نرمال G در ،A از غیر دیگری جزء هر و بوده p نمای از G

A
ویژه به

دو به دو که هستند G از آبلی زیرگروه�های Ak و · · · ،A٢ ،A١ می�دانیم آبلی افراز تعریف طبق برهان.
.G = A١ ∪ A٢ ∪ · · · ∪ Ak و دارند اشتراک همانی عضو در فقط

فرض .o(x) > p یعنی باشد، p از بزرگتر مرتبه از x مانند عضو یک حداقل شامل A١ کنیم فرض
.(xy)p = xp ̸= ١ بنابراین ،o(y) = p و y ∈ Z(G) کنیم



١۵ مقدمات و معرفی .١.٢

داریم پس می�باشد، A٢ در xy از هرتوانی بنابراین ،xy ∈ A٢ ̸= A١ کنیم فرض حال
می�باشد xy شامل A١ بنابراین است. تناقض یک این و xp ∈ A١ ∩A٢ لذا .(xy)p = xp ∈ A٢

هست. هم y شامل A١ نتیجه در و
x′ شامل که جزئی حال .(x′y)p = x′p ̸= ١ صورت این در .o(x′) > p و x′ ∈ G کنیم فرض
فقط جزء این لذا دارند، اشترک همانی عضو در فقط افراز اجزای چون اما بود. خواهد نیز y شامل باشد،
می�آید پیش زیر حالت سه است. G نرمال زیرگروه تنها A١ که می�دهیم نشان حال باشد. A١ می�تواند

A١ در p از بزرگتر مرتبه با عضوی هر چون باشند. p از بزرگتر g مرتبه و x مرتبه کنیم فرض اول: حالت
.gxg−١ ∈ A١ داریم و است A١ به متعلق g لذا است،

.gxg−١ ∈ A١ لذا ،o(x) = o(gxg−١) داریم .o(g) = p و o(x) > p کنیم فرض دوم: حالت

در را a مانند A١ از دیگری عضو اگر �صورت این در باشد. p هردو g مرتبه و x مرتبه کنیم فرض : سوم حالت
حالت به بنا gag−١ و g(xa)g−١ پس ،o(xa) = p٢ آن�گاه ،o(a) = p٢ به�طوری�که بگیریم نظر
نتیجه در ،g(xa)g−١ = gxg−١gag−١ ∈ A١ داریم طرفی از می�باشند. A١ به متعلق دوم،

.A١ ⊴G لذا و gxg−١ ∈ A١

.A١A٢ = A١×A٢ داریم فرضمسئله به توجه با این�صورت در باشد، Gنرمال در A٢نیز فرضکنیم حال
نیز a١a٢ مرتبه�ی آن�گاه باشد، p از بزرگتر a١ مرتبه�ی اگر باشند، a٢ ∈ A٢ و a١ ∈ A١ کنیم فرض
.a١a٢ ∈ A١ لذا می�باشد، A١ به متعلق p از بزرگتر مرتبه�ی با عضوی هر چون و می�باشد p از بزرگتر
که دارد وجود g ∈ G عضو ،x ∈ G

A١
هر برای است. تناقض یک این که ،a٢ ∈ A١ حالت این در پس

می�باشد. p نمای از G

A١
قسمتی خارج گروه بنابراین .x = gA١

H و G این�صورت در باشد. آبلی K و G = H ×K که باشد گروهی G کنیم فرض .٧.١.٢ گزاره
دارند. یکسان تزویج نوع بردار

هر ازای به .CG(g) = CH(h).K دهیم نشان ،h ∈ H هر و g ∈ G هر برای کافیست برهان.
زیرا .gi = hiki به�طوری��که دارند وجود ki ∈ K و hi ∈ CH(h) ،i = ١, · · · , n که gi ∈ CG(g)

داریم

gg١ = g١g −→ (hk)(h١k١) = (h١k١)(hk) Kآبلی
−−−→

h١h = hh١ =⇒ h١ ∈ CH(h)

آبلی مستقیم عامل هیچ شامل بررسی، مورد G گروه هر که می�کنیم فرض بعد به این از .٨.١.٢ قرارداد
نباشد.



١۶ متناهی گروه�های تزویج انواع .٢

(n١,١) نوع از گروه�های ٢.٢

است. p-گروه ،(n١,١) نوع از G پوچ�توان گروه هر .١.٢.٢ لم

نوشت. سیلوهایش مستقیم حاصل�ضرب صورت به را G می�توان پس است، پوچ�توان G چون برهان.
x هر برای هستند. G متمایز سیلوهای Pn و · · · ،P٢ ،P١ که G = P١ × P٢ × · · · × Pn کنیم فرض

نوع از G چون طرفی از و است pi از توانی |[x]| که ،|[x]| =
|G|

|CG(x)|
داریم ،x ̸= ١ که Pi به متعلق

یک که باشند برابر هم با ها pi توان�های این باید پس ندارد، آبلی مستقیم عامل و است (n١,١) تزویج
است. p-گروه یک G لذا و است تناقض

است. (F ) نوع از ،(n١,١) نوع از G گروه هر .٢.٢.٢ لم

پس است، (n١,١) نوع از G گروه چون باشد. G از اساسی زیرگروه یک F کنیم فرض برهان.
،[G : F ] = n١ پس می�رسیم، تناقض به [G : F ] = ١ اگر .[G : F ] = ١ یا [G : F ] = n١

هم و مینیمال هم اساسی زیرگروه�های بنابراین هستند. مرتبه یک از G اساسی زیرگروه�های همه�ی لذا
هستند. آزاد نتیجه در و ماکسیمال

نشان می�خواهیم باشد. داشته وجود (n١,١) نوع از پوچ�توان غیر G گروه می�کنیم فرض ادامه در
می�رسد. تناقض به فرض این دهیم

است. (A) نوع از G دیگر عبارت به است. آبلی G از F اساسی زیرگروه هر .٣.٢.٢ گزاره

سیلو q-زیرگروه یک شامل پس نیست، p-گروه ،G چون باشد. p-گروه یک F کنیم فرض برهان.
اگر این�صورت غیر در (چون است.�� Sq(G) شامل G مرکز .q ̸= p که می�باشد Sq(G) ̸= E

لذا می�باشد. q از توانی x مرتبه�ی که دارد وجود x ∈ Sq(G) − Z(G) آن�گاه ،Sq(G) ⊈ Z(G)

است.) تناقض در F بودن p-گروه با این که q
∣∣|C(x)| = F

تناقض یک این و می�باشد Sq(G) شامل F لذا ،Z(G) ⊆ F چون و Sq(G) ⊆ Z(G) بنابراین
نیست. p-گروه ،p مانند اول عدد هر برای F پس است.

در باشند. p مانند ثابتی اول عدد از توانی مرتبه�ی از مرکزی مولد عناصر همه�ی کنیم فرض حال
p-گروه ،F چون است. Z(G) در مشمول Sq(F ) مانند F از غیربدیهی سیلو q-زیرگروه هر این�صورت
G چون آن�گاه ،Sq(F ) ⊈ Z(G) اگر می�باشد. Sq(F ) مانند سیلو q-زیرگروه یک شامل پس نیست،
هستند. پوچ�توان نتیجه در و آزادند G اساسی زیرگروه�های ٢.٢.٢همه�ی لم به بنا است، (n١,١) نوع از
داریم y ∈ Spi(G) هر ازای به صورت دراین باشد، داشته وجود x ∈ Sq(F )−Z(G) کنیم فرض حال

است. تناقض که x ∈ Z(G) پس ،xy = yx

می�توانیم هستند، سیلویشان زیرگروه�های از مستقیم حاصل�ضرب اساسی زیرگروه�های چون حال
مرکزی غیر y ∈ P١ و F مرکزی مولد عنصر x ∈ P و باشند F از سیلوزیرگروه�هایی P و P١ کنیم فرض

.∃a ∈ F ; at = x, as = y لذا می�باشد. p از توانی مرتبه�ی از x و C(x) = F بنابراین باشد،



١٧ (N١,١) نوع از گروه�های .٢.٢

طرفی از .C(a) = C(x)پس آزادند، اساسی زیرگروه�های چون و ١ ̸= C(a) ⊆ C(x) ̸= G حال
است. تناقض یک این که ،C(y) ⊇ F بنابراین ،G ̸= C(y) ⊇ C(a) = C(x) = F داریم

می�دهیم قرار است. q اول عدد از توانی مرتبه�ی از که دارد وجود G از z مانند غیرمرکزی عنصر
داریم لذا است، G مرکز در مشمول F سیلوی q-زیرگروه� هر چون ،F ′ = C(z)

qt = qs ،q هر ازای به باید آن�گاه ،Sq(F ) = Sq(F
′) اگر حال ،C(z) = F ′ ⊇ Z(G) ⊇ Sq(F )

یک هم این و Sq(F ) ⊂ Sq(F
′) نتیجه در است، تناقض یک این که F = F ′ لذا ،|F | = |F ′| چون و

است. تناقض
و p اول عدد از توانی مرتبه�ی از آن�ها از یکی که است مولد عنصر دو حداقل شامل F بنابراین

است. آبلی F ٣.١.٢ گزاره به بنا نتیجه در می�باشد. (q ̸= p) q اول عدد از توانی مرتبه�ی از دیگری

،|G| از p اول علیه مقسوم هر برای G از Sp(G) سیلوی p-زیرگروه پوچ�توانی رده�ی .۴.٢.٢ گزاره
است. ٢ با برابر

داریم Sp(G) به متعلق غیرمرکزی y و x هر برای این�صورت در باشد. آبلی Sp(G) کنیم فرض برهان.
G اساسی زیرگروه�های از بعضی در مشمول Sp(G) نتیجه در .y ∈ C(x) ̸= G بنابراین ،xy = yx

اساسی زیرگروه در مشمول را P سیلوی اگر باشند، اساسی زیرگروه�های F١ و F کنیم فرض می�باشد.
پس نمی�باشد، آبلی مستقیم عامل دارای و است (n١,١) نوع از G چون آن�گاه بگیریم، نظر در F

داریم: حال است. F١ در مشمول که دارد (a ∈ G) ،P a مانند مزدوجی P بنابراین .|F | = |F١|
نتیجه در و C(b) = F داریم b ∈ P − Z(G) هر برای علاوه به .P ⊆ F a−١

١ نتیجه در P a ⊂ F١

اجتماع و هستند مزدوج یکدیگر با G اساسی زیرگروه�های بنابراین .F١ = F a پس .C(b) = F a−١
١

پس است تناقض یک ،۶.١.١ لم به توجه با که است، G عناصر همه�ی شامل اساسی، زیرگروه�های این
Sp(G) شامل F پس است، آبلی G از F اساسی زیرگروه هر چون دیگر طرف از است. ناآبلی SP (G)

داریم ،Z١(Sp(G)) به متعلق x هر ازای به زیرا Gمی�باشد، مرکز در مشمول Sp(G) مرکز به�علاوه نیست.
C(x) = G لذا نمی�باشد، اساسی زیرگروه هیچ در مشمول Sp(G) می�دانیم طرفی از ،C(x) ⊇ Sp(G)

.Z١(Sp(G)) ⊆ Z١(G) نتیجه در می�باشد، Z١(G) به متعلق x یعنی این و
به Z٢(Sp(G)) و γ٢(Sp(G)) که ،[γ٢(Sp(G)), Z٢(Sp(G))] = E داریم ،١٠.١.١ قضیه�ی به بنا

کنیم فرض حال می�باشند. Sp(G) بالایی و پایینی مرکزی سری�های دوم جمله���های ترتیب
قرار می�باشد. G از مرکزی غیر عنصر یک y این�صورت در ،y ∈ Z٢(Sp(G)) − Z١(Sp(G))

پوچ�توانی رده�ی است، آبلی F که آن�جایی از .F ⊇ H٢(Sp(G)) داریم بنابراین ،F = C(y) می�دهیم
می�باشد. ٢ مساوی Sp(G)

(G)Sp(G).Z١و

Z١(G)
∼=

Sp(G)

Z١(Sp(G))
چون باشد، ٢ از بزرگ�تر Sp(G) پوچ�توانی رده�ی که فرضکنیم حال

می�باشد، E = Z١(G) هسته�ی با آبلی افراز دارای Sp(G).Z١(G)

Z١(G)
قسمتی خارج گروه چون هم�چنین

p-زیرگروه این�رو از می�باشد. E = Z١(Sp(G)) هسته�ی با آبلی افراز دارای نیز Sp(G)

Z١(Sp(G))
گروه لذا

p-گروه یک γ٢(Sp(G)) چون بگیریم. نظر در افراز این اجزای از یکی می�توانیم را F از Sp(F ) سیلو
Sp(G) سیلو p-زیرگروه در Sp(F ) بنابراین است، Sp(F ) سیلو p-زیرگروه در مشمول بنابراین است،



١٨ متناهی گروه�های تزویج انواع .٢

حال گرفته�ایم. نظر در ٢ از بزرگتر را Sp(G) رده�ی زیرا نیست، آبلی Sp(G)

Z١(Sp(G))
علاوه به است. نرمال

است. (p, p, · · · , p) نوع از قسمتی خارج گروه این گزاره١.٢.۶ به بنا و است آبلی گروه یک Sp(G)

Sp(F )
است. Sp(G) شامل N(F ) دیگر عبارت به

پس می�باشد. F از سیلومکمل p-زیرگروه ،Cp(F ) که می�گیریم، نظر در را Sp(G)Cp(F ) زیرگروه

حقیقت در بگیریم. نظر در Cp(F )

Cp(F ) ∩ Z١(G)
خودریختی�های از گروهی عنوان به را Sp(G)

Sp(F )
می�توانیم

باشد Sp(G) از عنصری p می�کنیم فرض هستند. نرمال Sp(G)Cp(F ) در Cp(F )∩Z١(G) و Cp(F )

Cp(F ) کهدر F از مرکزی مولد عنصر هر با p لذا ،C(p) ̸= F این�صورت در نیست. Sp(F ) در که
در Cp(F ) ∩ Z١(G) از q(Cp(F ) ∩ Z١(G)) مانده کلاس با p کنیم فرض نمی�شود. جابه�جا باشد،
است. Cp(F ) از عنصری q و q(Cp(F ) ∩ Z١(G)) ̸= Cp(F ) ∩ Z١(G) که شود، جابه�جا Cp(F )

می�باشد Cp(F ) ∩ Z١(G) به متعلق [p, q] جابه�جاگر می�باشد. F مرکزی مولد عنصر q این�صورت در
داریم پس ،[p, q] = E چون ،n مانند صحیح عدد هر برای .Cp(F ) ∩ Z١(G) ⊆ Z١(G) که
کلاس تعدادی با که Sp(G) از عنصری هر بنابراین است. تناقض یک که [p, q]n = [pn, q] = [p, qn]

می�باشد. Sp(F ) به متعلق شود،� جابه�جا Cp(F ) در Cp(F )∩Z١(G) از Cp(F )∩Z١(G) جز به مانده

تعمیم کواترنیون گروه یک یا است دوری یا Sp(G)

Sp(F )
داریم برنساید١ از قضیه�ای به توجه با این�رو از

مرتبه�ی از گروه یک بنابراین نیست، کواترنیون لذا بود، آبلی قسمتی، خارج گروه این چون است. یافته
که دارد وجود G از S∗

p(G) سیلو p-زیرگروه یک F ∗ اساسی زیرگروه هر برای که آنجایی از است. p
G در اساسی زیرگروه�های همه�ی کنیم فرض می�توانیم لذا است. F ∗ از Sp(F

∗) سیلو p-زیرگروه شامل
و Sp(F ) سیلو p-زیرگروه شامل G از Sp(G) سیلو p-زیرگروه دیگر عبارت به مزدوج�اند. یکدیگر با
در و متمایز آبلی، Sp(F

∗) و Sp(F ) حال می�باشد. F ∗ و F متمایز اساسی زیرگروه دو از Sp(F
∗)

تناقض یک که بود خواهد ٢ مساوی Sp(G) پوچ�توانی رده�ی بنابراین می�باشند، p اندیس از Sp(G)

همه�ی شامل باید آن�ها اجتماع دیگر طرف از مزدوج�اند. یکدیگر با اساسی زیرگروه�های همه�ی لذا است.
است. غیرممکن این اما �باشد، G عناصر

است. نرمال G در ،G از F اساسی زیرگروه هر .۵.٢.٢ گزاره

بنابراین است، آبلی F چون باشد. F از سیلوی p-زیرگروه ،Sp(F ) کنیم فرض برهان.
نتیجه در ،Sp(F )⊴N(F ) لذا ،Sp(F ) chF ⊴N(F ) داریم هم�چنین .F ⊆ N(Sp(F ))

می�باشد. F از مرکزی مولد عنصر یک شامل ( ،٣.١.٢ گزاره به توجه با حال .N(F ) ⊆ N(Sp(F ))

وجود N(Sp(F ))−N(F ) به متعلق y یعنی باشد، N(F ) شامل واقعی طور به N(Sp(F )) کنیم فرض
C(x)y = F y بنابراین .xy ∈ Sp(F ) و C(x) = F داریم Sp(F ) به متعلق x هر برای باشد. داشته
بنابراین است. تناقض یک که F = F y پس ،C(xy) = F نتیجه در .C(xy) = F y لذا و

.N(F ) = N(Sp(F ))

مرکز شامل Sp(F ) و می�باشد ٢ ،G از سیلو p-زیرگروه هر پوچ�توانی رده�ی چون دیگر طرف از

١W. Burnside



١٩ (N١,١) نوع از گروه�های .٢.٢

بنابراین �می�باشد. G از Sp(G) سیلو p-زیرگروه شامل N(Sp(F )) پس است، G از سیلوی p-زیرگروه
است. نرمال G در F نتیجه در و می�باشد Sp(G) شامل p اول عدد هر برای نیز N(F )

بنا که است آبلی نرمال زیرگروه�های از اجتماعی G ،۵.٢.٢ و ۴.٢.٢ ،٣.٢.٢ گزاره�های به توجه با
غیر را G زیرا است تناقض در اولیه فرض با نتیجه این اما باشد پوچ�توان باید G ١١.١.١ قضیه به

داریم. را زیر نتیجه�ی بنابراین گرفتیم. نظر در پوچ�توان

است. پوچ�توان (n١,١) نوع از گروه هر .۶.٢.٢ نتیجه



٣ فصل

متناهی گروه�های ناجابه�جایی گراف از خواصی

٢٠



است. [۵] از برگرفته فصل این مطالب

یال�ها تعداد درباره�ی نتایجی ١.٣

می�شود. داده نمایش k(G) با G تزویج رده�های تعداد باشد. متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض

این�صورت در باشد. k آن تزویج رده�های تعداد و متناهی گروه یک G کنیم فرض .١.١.٣ لم
٢|E(ΓG)| = |G|٢ − k|G|

داریم ۴.١.١ قضیه طبق می�کند، عمل تزویج عمل با X = G−Z(G) مجموعه�ی روی G چون برهان.
. |Xg| = |CG(g)| − |Z(G)| و k = k(G)− |Z(G)| که k|G| = Σg∈G|Xg|

نتیجه در
k|G| = Σg∈G|Xg| = Σg∈G|CG(g)|−|Z(G)| = (|G|−|Z(G)|)|Z(G)|+Σx∈X |CG(x)|−|Z(G)|

می�دانیم هم�چنین و

[G : CG(x)] = |[x]| = Σx∈X
|G|

|CG(x)|

داریم ۴.١.١ قضیه از
Σg∈G|X(g)| = Σx∈X |CG(x)| = k|G|

بنابراین
Σx∈Xd(x) =Σx∈X(|G| − |CG(x)|)

= Σx∈X(|G| − |Z(G)|)− Σx∈X(|CG(x)| − |Z(G)|)

= (|G| − |Z(G)|)٢ + (|G| − |Z(G)|)|Z(G)| − k|G|

= |G|(|G| − k(G))

را گروه این از انتخابی عنصر دو جا�به�جایی احتمال باشد. متناهی گروهی G کنیم فرض .٢.١.٣ تعریف
می�دهیم. نمایش Pr(G) با

.Pr(G) =
k(G)

|G|
صورت این در باشد. n مرتبه�ی از گروهی G کنیم فرض .٣.١.٣ لم

برای حال .C = {(x, y)|xy = yx} می�گیریم نظر در مقابل صورت به را C مجموعه�ی برهان.
فرم به که C عناصر تعداد x ∈ G هر ازای به که کنیم می مشاهده مجموعه این عناصر محاسبه�ی
.|C| =

∑
|CG(x)| بنویسیم می�توانیم لذا �باشد. می x ساز مرکز عناصر تعداد مساوی هستند؛ (x, y)

G در مزدوج زیرگروه�های CG(y) و CG(x) آن�گاه باشند، مزدوج G در y و x اگر می�دانیم هم�چنین



٢٢ متناهی گروه�های ناجابه�جایی گراف از خواصی .٣

و · · · ،x٢ ،x١ اگر بنابراین است، [G : CG(x)] مساوی x تزویج رده�ی عناصر تعداد به�علاوه هستند.
داریم باشند، G در تزویج رده�های نماینده�های xk

|C| =
k∑

i=١
[G : CG(xi)].|CG(xi)| = k.n

با است برابر دلخواه عنصر دو جابه�جایی احتمال بنابراین

Pr(G) =
|C|
n٢

=
k.n

n٢
=

k

n
.

.Pr(G) ⩽ ۵
٨ آن�گاه باشد، ناآبلی G گروه اگر .۴.١.٣ لم

این�صورت در باشند، G غیربدیهی تزویج رده�های Kt ·و · · ،K٢ ،K١ و G مرکز Z کنیم فرض برهان.
داریم رده�ای معادله�ی از

|G| = |Z|+ |K١|+ · · ·+ |Kt|

.|G| − |Z| ⩾ ٢t بنابراین .|Ki| ⩾ ٢ ،i = ١,٢, · · · , t ،i هر برای

نیست. دوری G

Z
پس است، ناآبلی G چون و k = t+ |Z| ⩽ (|G|+ |Z|)

٢ پس

.Pr(G) ⩽ ۵
٨ لذا ،k ⩽ ۵

٨ |G| بنابراین ،|Z| ⩽ |G|
۴ این�رو از

این�صورت در باشد، متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض .۵.١.٣ گزاره

|E(ΓG)| ⩾
٣
١٠k(G)|G|

غیرقابل ٢-گروه یک و آبلی گروه یک مستقیم ضرب G اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی به�علاوه

.Pr(H) =
۵
٨ |H|و ⩾ ٨ به�طوری�که باشد، H مانند تجزیه

رابطه�ی از استفاده با .|E(ΓG)| <
٣
١٠k(G)|G| کنیم فرض برهان.

آبلی G لذا و k(G)

|G|
>

۵
٨ بنابراین .|G| < ٨

۵k(G) داریم ،|E(ΓG)| =
١
٢ |G|(|G| − k(G))

داریم پس است. تناقض یک که است

|E(ΓG)| ⩾
٣
١٠k(G)|G|

است. حاصل نتیجه به[۶]، توجه با که k(G)

|G|
=

۵
٨ اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

.|E(ΓG)| ̸= ٢|G| داریم ،G متناهی ناآبلی گروه هر برای .۶.١.٣ گزاره

قبل گزاره از استفاده با اما .|G| = k(G) + ۴ این�صورت در ،|E(ΓG)| = ٢|G| کنیم فرض برهان.

حال .k(G) = ١,٢, . . . ,۶ این�رو از ،k(G) ⩽ ٢٠
٣ < ٧ بنابراین ،|E(ΓG)| ⩾ ٣

١٠k(G)|G| داریم
داریم |G| = k(G) + ۴ از

(k(G), |G|) = (١,۵), (٢,۶), (٣,٧), (۴,٨), (۵,٩), (۶,١٠)



٢٣ نا�جابه�جایی گراف افراز .٢.٣

گروه می�شوند. حذف (۵,٩) و (٣,٧) ،(١,۵) احتمال�های لذا کردیم، فرض ناآبلی را G گروه چون
احتمال لذا دارد، تزویج رده ٣ ،١١.٢.١ نتیجه به بنا که می�باشد، S٣ جایگشتی گروه ،۶ مرتبه از ناآبلی
می�باشند Q٨ کواترنیون گروه �و D٨ دووجهی گروه ،٨ مرتبه از ناآبلی گروه�های می�شود. حذف نیز (٢,۶)
نیز (۴,٨) احتمال بنابراین می�باشند، تزویج رده ۵ دارای گروه دو هر ،۶.٢.١ و ۵.٢.١ لم�های به بنا که
تزویج رده� ۴ ،۵.٢.١ لم به بنا که می�باشد (D١٠) دووجهی گروه ١٠ مرتبه از ناآبلی گروه می�شود. حذف

می�شوند. حذف احتمال�ها همه�ی بنابراین می�شود. حذف نیز (۶,١٠) احتمال نتیجه در که دارد

.|E(ΓG)| > n|G| آن�گاه ،|G| > ١۶
٣ n و باشد طبیعی عدد یک n اگر .٧.١.٣ لم

آن�گاه ،|E(ΓG)| ⩽ n|G| اگر .|E(ΓG)| ⩾ ٣
١٠k(G)|G| داریم ،۵.١.٣ گزاره�ی به بنا برهان.

|G| ⩽ ٢n + نتیجه در ، |E(ΓG)| =
|G|(|G| − k(G))

٢ ⩽ n|G| داریم اما .k(G) ⩽ ١٠
٣ n

است. تناقض یک که k(G) ⩽ ٢n+
١٠
٣ n =

١۶
٣ n

آن�گاه ،|E(ΓG)| ⩽ ٣١|G| اگر باشد. متناهی و ساده ناآبلی گروه G کنیم فرض .٨.١.٣ نتیجه
.G ∼= A۵

شده فرض ساده G چون .|G| ⩽ ١۶۶ داریم ،٧.١.٣ لم به بنا آن�گاه ،|E(ΓG)| ⩽ ٣١|G| اگر برهان.
. G ∼= A۵ پس بود

.|E(ΓG)| ⩾
٣
٢ |G| صورت این در باشد. متناهی ناآبلی گروه G کنیم فرض .٩.١.٣ قضیه

باشد. یکریخت Q٨ یا D٨ ،S٣ گروه�های از یکی با G اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی به�علاوه

می�رسیم. |G| − k(G) < ٣ به E(ΓG) مقدار جایگذاری با .|E(ΓG)| <
٣
٢ |G| کنیم فرض برهان.

داریم ۴.١.٣ لم از است. ٢ یا ١ برابر |G| − k(G) لذا بود، ناآبلی G چون و |G| − k(G) ⩾ ١ اما

تناقض که بود خواهد آبلی G حالت دو این در و |G| ⩽ ۵ یا |G| ⩽ ٢ داریم بنابراین .Pr(G) ⩽ ۵
٨

است.
،Pr(G) =

k(G)

|G|
⩽ ۵

٨ رابطه�ی از استفاده با .|G| − k(G) = ٣ آن�گاه ،|E(ΓG)| =
٣
٢ |G| اگر

می�رسیم نتیجه این به ٨ مساوی یا کمتر مرتبه�ی با ناآبلی گروه�های گرفتن نظر در با حال .|G| ⩽ ٨ داریم
است. یکریخت Q٨ یا D٨ ،S٣ گروه�های از یکی با G که

نا�جابه�جایی گراف افراز ٢.٣

می�گیریم. نظر در ناآبلی و متناهی را G گروه جا، همه ادامه در

نیست. دوبخشی ΓG آن�گاه باشد، گروه یک G هرگاه .١.٢.٣ گزاره



٢۴ متناهی گروه�های ناجابه�جایی گراف از خواصی .٣

x١ ∈ V١ راس�های باشند. افراز این کلاس�های V٢ V١و و باشد دوبخشی گراف ΓG کنیم فرض برهان.
y ∈ G − Z(G) ،G ̸= CG(x١) ∪ CG(x٢) چون .x١x٢ ̸= x٢x١ موجودند�که به�گونه�ای x٢ ∈ V٢ و
لذا است. مجاور x٢ و x١ راس دو هر با y پس .y /∈ CG(x١) ∪ CG(x٢) به�طوری�که دارد وجود

نیست. بخشی دو G پس است. تناقض یک این و y ∈ Z(G) پس ،y /∈ V١ ∪ V٢ = V (ΓG)

نیست. کامل گراف ΓG صورت این در باشد. گروه یک G کنیم فرض .٢.٢.٣ گزاره

غیرمرکزی عنصر هر مرتبه�ی می�دهیم نشان حالت این در باشد. کامل گراف یک ΓG کنیم فرض برهان.
گراف بودن کامل به توجه با .dx = |G| − |CG(x)| آن�گاه ،x ∈ G − Z(G) اگر است. ٢ ،G
نتیجه در و |G| − |CG(x)| = |G| − |Z(G)| − ١ بنابراین .d(x) = |G| − |Z(G)| − ١ داریم

.|CG(x)| = |Z(G)|+ ١
.|Z(G)| = ١ نتیجه در و |Z(G)|

∣∣|Z(G)|+ ١ این�رو از ،|Z(G)|
∣∣|CG(x)| می�دانیم اما

یک G پس است، ٢ یا ١ عضو هر مرتبه�ی چون است. ٢ نیز x مرتبه�ی و |CG(x)| = ٢ بنابراین
است. تناقض یک که است، مقدماتی آبلی ٢-گروه

خاص های گروه ناجابه�جایی گراف خواص ٣.٣

آن�گاه ،ΓG
∼= ΓH �که باشد گروهی H اگر که می�دهیم نشان G ناآبلی متناهی گروه�های از بعضی برای

تناظر و ΓG
∼= ΓH که کنید توجه .G ∼= H باشد ساده ناآبلی گروه یک G که حالتی در و |G| = |H|

اگر یعنی می�کند حفظ را یال�ها به�طوری�که است، موجود φ : G−Z(G) −→ H −Z(H) یک به یک
.φ(x)φ(y) ̸= φ(y)φ(x) آن�گاه ،xy ̸= yx

پس است، شده فرض ناآبلی G چون .|G− Z(G)| = |H − Z(H)| داریم ΓG
∼= ΓH از

داریم هم�چنین است. ناآبلی H نتیجه در و ٠ ̸= |G− Z(G)| = |H − Z(H)|
ناآبلی متناهی گروه یک H لذا است. متناهی گروه یک Z(H) پس |Z(H)| ⩽ |H − Z(H)|

می�باشد.

که باشد داشته وجود g ∈ G − Z(G) و باشد متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض .١.٣.٣ گزاره
.|G| = |H| آن�گاه ،ΓG

∼= ΓH و گروه یک H اگر صورت این در است. اول عددی p که d(g) = pn

می�دانیم برهان.
d(g) = |G| − |CG(g)| = |CG(g)|([G : CG(g)]− ١) = pn

فرض .|G| = pn + pm داریم �این�رو از .|CG(g)| = pm ،١ ⩽ m ⩽ n که mهایی برای بنابراین
d(g′) = pn بنابراین باشد، ΓG

∼= ΓH یکریختی تحت ΓH در g متناظر راس g′ ∈ H − Z(H) کنیم
با .|H| = pn + pm

′ بالاخره و ١ ⩽ m′ ⩽ n که |CH(g)| = pm
′ آورد خواهیم به�دست مشابه به�طور و

داریم مشابه طور به� .١ ⩽ l < m که |Z(G)| = pl بنویسیم می�توانیم Z(G) ≨ CG(g) اینکه به توجه



٢۵ خاص های گروه ناجابه�جایی گراف خواص .٣.٣

،pm−pl = pm
′ −pl

′ لذا ،|G|− |Z(G)| = |H|− |Z(H)| چون .١ ⩽ l′ ⩽ m′ که |Z(H)| = pl
′

اولند، p به نسبت و ناصفر pm′−l′ −١ و pm−l−١ چون .pl(pm−l−١) = pl
′
(pm

′−l′ −١) بنابراین
.|G| = |H| نتیجه در .l = l′ و m = m′ پس

d(g) = pq که باشد داشته وجود g ∈ G−Z(G) و متناهی ناآبلی گروه Gیک فرضکنیم .٢.٣.٣ گزاره
.|G| = |H| آن�گاه ،ΓG

∼= ΓH و گروه یک H اگر باشند. متمایز اول اعداد q و p و

این از .|CG(g)| = p, q یا pq که می�گیریم نتیجه pq = |CG(g)|([G : CG(g)]−١) رابطه�ی از برهان.
،g′ ∈ H−Z(H) که می�باشد pq درجه�ی از g′ متناظر عنصر چون .|G| = pq+p , pq+ q یا ٢pq رو
کافیست ،|G| = |H| تساوی دادن نشان برای پس .|H| = pq + p, pq + q یا ٢pq داریم بنابراین

است. ممکن غیر |H| = ٢pq و |G| = pq + p مثال برای که دهیم نشان
استفاده با بنابراین .|Z(G)| = ١ این�رو از .|CG(g)| = p داریم لذا ،|G| = pq + p کنیم فرض

.|Z(H)| = pq − p+ ١ داشت خواهیم ،|G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| تساوی از
است. غیرممکن که ،|Z(H)| = pq − p+ ١

∣∣|H| = ٢pq باید حال

H آن�گاه ،ΓG
∼= ΓH که باشد گروهی H اگر باشد، متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض .٣.٣.٣ لم

می�شمارد. را زیر عدد |Z(H)| که است متناهی ناآبلی گروهی
gcdx∈G−Z(G)(|G| − |Z(G)|, |G| − |CG(x)|, |CG(x)| − |Z(G)|)

است. ناآبلی H پس ،٠ ̸= |G − Z(G)| = |H − Z(H)| بنابراین ،ΓG
∼= ΓH چون برهان.

زیرا است، متناهی گروه یک نیز H و است متناهی Z(H) بنابراین ،|Z(H)| ⩽ |H − Z(H)| چون
.|H| = |H − Z(H)|+ |Z(H)|

.{d(v)| v ∈ V (ΓG)} = {d(v)| v ∈ V (ΓH)} ،ΓH
∼= ΓG که آنجایی از

d(v) ،|Z(H)| ، v ∈ V (ΓH) هر ازای به و d(v) = |G| − |CG(v)| ،v ∈ V (ΓG) هر برای اما
می�شمارد. را |G| − |Z(G)| ،|Z(H)| لذا ،|G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| چون و می�شمارد را

در |CH(x)| − |Z(H)| = |CG(Φ(x))| − |Z(G)| داریم ،x ∈ H − Z(H) هر برای طرفی از
که جایی

،|Z(H)| ،x ∈ G− Z(G) هر ازای به پس است. گرافی یکریختی یک Φ : ΓH −→ ΓG

بزرگترین ،G− Z(G) به متعلق xهای برای |Z(H)| نتیجه در می�شمارد. را |CG(x)| − |Z(G)|
می�شمارد. را |CG(x)| − |Z(G)| و |G| − |CG(x)| ،|G| − |Z(G)| مشترک علیه مقسوم

g ∈ G−Z(G) و باشد G ناجابه�جایی گراف ΓG و متناهی ناآبلی گروه Gیک کنیم فرض .۴.٣.٣ گزاره
p ̸ |r − ١ و p < q < r و متمایزند اول اعداد r و q ،p که طوری به ،d(g) = pqr که باشد عنصری

. q ̸ |r − ١ و
.|G| = |H| آن�گاه ،ΓG

∼= ΓH و باشد گروه یک H اگر

پس .pqr = d(g) = |CG(g)|(|
G

CG(g)
| − ١) داریم ،d(g) = |G| − |CG(g)| از برهان.



٢۶ متناهی گروه�های ناجابه�جایی گراف از خواصی .٣

|G| = d(g) + |CG(g)| رابطه�ی از استفاده با بنابراین .|CG(g)| = p , q, r, pq , pr , qr یا pqr
چون .|G| = pqr + p, pqr + q, pqr + r, pqr + pq , pqr + pr , pqr + qr یا pqr + pqr داریم
برای بالا حالت�های همه�ی آن�گاه باشد، g با متناظر عنصر h ∈ H − Z(H) اگر بنابراین ،ΓG

∼= ΓH

می�کنیم. بررسی را ها حالت این می�افتند. اتفاق نیز |CH(h)| و |H|

.|H| = pqr + r و |G| = pqr + p :١ حالت

.|Z(G)| = ١ = |Z(H)| نتیجه در و |CH(h)| = r و |CG(g)| = p حالت این در

همه�ی در پس .|G| = |H| داریم |G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| رابطه�ی از استفاده با حال
.|G| = |H| هستند، اول عددی |CH(h)| و |CG(g)| که حالت�هایی

.|H| = pqr + pq و |G| = pqr + p :٢ حالت

|Z(G)| = ١ بنابراین و |CH(h)| = pq و |CG(g)| = p حالت این در

داریم |G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)|رابطه�ی به بنا حال .|Z(H)| = p, q ١یا و

.|Z(H)| = pq − p+ ١ = p(q − ١) + ١ این�رو از ،pqr + p− ١ = pqr + pq − |Z(H)|

آن�گاه ،|Z(H)| = q اگر است. تناقض یک که p = p(q − ١) + ١ آن�گاه ،|Z(H)| = p اگر
است. تناقض یک که p = ١ نتیجه در p(q − ١) = q − ١ بنابراین .q = p(q − ١) + ١ داریم

.|G| = |H| نتیجه در ،|Z(G)| = ١ = |Z(H)| لذا و |Z(H)| = ١ بنابراین

.|H| = pqr + qrو |G| = pqr + p :٣ حالت

استفاده با حال ،|Z(G)| = ١ هم�چنین و |CH(h)| = qr و |CG(g)| = p حالت این در
نتیجه در ،p − ١ = qr − |Z(H)| داریم |G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| رابطه�ی از

. |Z(H)| = p, q ١یا

اگر دارد. تناقض p < q فرض با که p − ١ = qr − q = q(r − ١) آن�گاه ،|Z(H)| = q اگر
|Z(H)| = ١ بنابراین دارد. تناقض p < r فرض با که p = r(q−١)+١ آن�گاه ،|Z(H)| = r

.|G| = |H| و

.|H| = pqr + pr و |G| = pqr + q :۴ حالت

نتیجه در .|Z(G)| = ١ هم�چنین و |CH(h)| = pr و |CG(g)| = q حالت این در

فرض با که q − ١ = pr − p = p(r − ١) آن�گاه ،|Z(H)| = p اگر .|Z(H)| = p, r ١یا
q < r فرض با که q−١ = pr− r = r(p−١) آن�گاه ،|Z(H)| = r اگر دارد. تناقض q < r

. |G| = |H| و |Z(H)| = ١ بنابراین دارد. تناقض

.|H| = pqr + pq و |G| = pqr + r :۵ حالت

.|Z(G)| = ١ هم�چنین و |CH(h)| = pq و |CG(g)| = r حالت این در



٢٧ خاص های گروه ناجابه�جایی گراف خواص .٣.٣

نتیجه در ،r−١ = pq−p = p(q−١) آن�گاه ،|Z(H)| = p اگر .|Z(H)| = p, q ١یا نتیجه در
،r − ١ = pq − q = q(p− ١) آن�گاه ،|Z(H)| = q اگر است. تناقض یک این که p

∣∣r − ١
.|G| = |H| نتیجه در و |Z(H)| = ١ بنابراین است. تناقض یک این که q

∣∣r − ١ لذا

.|H| = pqr + pqrو |G| = pqr + p :۶ حالت

رابطه�ی از استفاده با .|Z(G)| = ١ و |CH(h)| = pqr ،|CG(g)| = p حالت این در

می�دانیم ٣.٣.٣ لم به بنا .|Z(H)| = pqr− (p−١) داریم ،|G|− |Z(G)| = |H|− |Z(H)|
زیرا است تناقض یک این و pqr − (p− ١)

∣∣p− ١ این�رو از ،|Z(H)|
∣∣|CG(g)− |Z(G)|

.pqr − (p− ١) > p− ١

مشابه |H| = pqr+ pqr ،|G| = pqr+ r و |H| = pqr+ pqr ،|G| = pqr+ q حالت�های
هستند. حالت۶

.|CH(h)| = pqr و |CG(g)| = pq حالت این در .|H| = pqr + pqr و |G| = pqr + pq :٧ حالت
|G| − |Z(G)| = |H| − رابطه�ی از آن�گاه ،|Z(G)| = p اگر . |Z(G)| = p, q ١یا نتیجه در
،|Z(H)|

∣∣|CG(g)− |Z(G)| می�دانیم طرفی از . |Z(H)| = pqr − pq + p داریم ، |Z(H)|
|Z(G)| = q اگر است. تناقض یک این و p(qr− q+١)

∣∣p−١ بنابراین ،|Z(H)|
∣∣p−١ لذا

|Z(H)| = pqr − pq + ١ و= |Z(G)| = ١ بنابراین می�رسیم. تناقض به مشابه استدلالی با
،pq(r−١)+١

∣∣pq−١ داریم ،|Z(H)|
∣∣|CG(g)| − |Z(G)| رابطه�ی از اما .pq(r−١)+١

است. غیرممکن حالت این پس دارد. تناقض pq(r − ١) + ١ > pq − ١ نامساوی با که

می�شود. کامل برهان و |G| = |H| داریم حالت�ها همه�ی در بنابراین

G ناجابه�جایی گراف در g ∈ G− Z(G) و باشد متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض .۵.٣.٣ گزاره
که باشد گروه یک H اگر . p > q و متمایزند اول اعداد q و p �که باشد داشته وجود pnq درجه�ی با

.|G| = |H| آن�گاه ،ΓG
∼= ΓH

بنابراین .d(g) = pnq = |G| − |CG(g)| = |CG(g)|(| G
CG(g)

| − ١) داریم برهان.
از . n′′ ⩽ n و n′ ⩽ n و هستند نامنفی صحیح اعداد n′′ و n′ که ،|CG(g)| = pn

′′
, q یا pn′

q

ΓH در g با متناظر عنصر h ∈ H − Z(H) اگر .|G| = pnq + pn
′′
, pnq + q یا pnq + pn

′
q این�رو

pnq + pm
′
q که می�گیریم نتیجه و می�باشد pnq درجه�ی از نیز h آن�گاه باشد، ΓH

∼= ΓG یکریختی تحت
.m′′ ⩽ m و m′ ⩽ m و هستند نامنفی اعدادصحیح m′′ و m′ که |H| = pnq + pm

′′
, pnq + q یا

می�گیریم نظر در را زیر مختلف حالت�های

|H| = pnq + q و |G| = pnq + pn
′′ ، n′′ ⩽ n :١ حالت

n١ ⩽ n′′ که |Z(G)| = pn١ بنابراین .|CG(g)| = pn
′′ و |CH(h)| = q داریم حالت این در

pnq + pn
′′ − pn١ = داریم |G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| رابطه�ی از .|Z(H)| = ١ و



٢٨ متناهی گروه�های ناجابه�جایی گراف از خواصی .٣

لذا و p < q اما ،pn١(pn
′′−n١ − ١) = q − ١ و pn′′ − pn١ = q − ١ بنابراین pnq + q − ١

حالت این پس است، تناقض یک که pn′′
= q نتیجه در pn′′ −١ = q−١ پس باشد. n١ = ٠

است. غیرممکن

|H| = pnq + pm
′′ و |G| = pnq + pn

′′ ،m′′ ⩽ n ،n′′ ⩽ n :٢ حالت

به�دست |Z(G)|
∣∣|CG(g) از حال |CG(g)| = pn

′′ و |CH(h)| = pm
داریم′′ حالت این در

داریم |G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| رابطه�ی از و n١ ⩽ n′′ که |Z(G)| = pn١ می�آوریم

که |Z(H)| = pm
′′
+ pn١ − pn

′′ بنابراین ،pnq + pn
′′ − pn١ = pnq + pm

′′ − |Z(H)|
بنابراین و pm′′

+ pn١ < ٢pn١ آن�گاه ،pm′′
< pn١ (اگر pm′′

> pn١

پس است.) تناقض یک که |Z(H)| = pm
′′
+ pn١ − pn

′′ ⩽ ٢pn١ − pn
′′ ⩽ ٠

می�دانیم طرفی از .m′′−n١ ̸= ٠ و n′′−n١ ̸= ٠ و |Z(H)| = pn١(pm
′′−n١ −pn

′′−n١ +١)
لذا .m٢ ⩽ m′′ که |Z(H)| = pm٢ بنابراین ،Z(H) ⩽ CH(h)

عدد یک k که pm′′−n١−pn
′′−n١+١ = pk+١ این�رو از ،pm٢ = pn١(pm

′′−n١−pn
′′−n١+١)

pm٢ = pn١(pm
′′−n١−pn

′′−nرابطه�ی(١+١ از و gcd(pk+١, p) = ١ اما است. نامنفی صحیح
.|G| = |H| و m′′ = n′′ پس ،pk = pm

′′−n١ − pn
′′−n١ = ٠ داریم

|H| = pnq + pm
′
q و |G| = pnq + q ،m′ ⩽ n :٣ حالت

استفاده با حال ،|Z(G)| = ١ بنابراین .|CG(g)| = q و |CH(h)| = pm
′
q داریم حالت این در

داریم |CH(h)| = pm
′
q از و gcd(|Z(H)|, q) = ١ بنابراین .|Z(H)|

∣∣q−١ داریم لم٣.٣.٣ از
داریم ،|G| − |Z(G)| = |H| − |Z(H)| رابطه�ی از .m١ ⩽ m′ که |Z(H)| = pm١

m١ = ٠ داریم تساوی این از .pm١(pm
′−m١q−١) = q−١ بنابراین .q−١ = pm

′
q− pm١

.|G| = |H| پس |Z(G)| = |Z(H)| = ١ لذا و |Z(H)| = ١ بنابراین .m′ −m١ = ٠ و

|H| = pnq + pm
′
q و |G| = pnq + pn

′′ ،n′′ ⩽ n ،m′ ⩽ n :۴ حالت

n١ < که |Z(G)| = pn١ بنابراین .|CG(g)| = pn
′′ و |CH(h)| = pm

′
q داریم حالت این در

.pn′′−pn١ = pm
′
q−|Z(H)| داریم |G|−|Z(G)| = |H|−|Z(H)|رابطه�ی از استفاده با .n′′

|Z(H)|
∣∣pn′′ − pn١ داریم لم٣.٣.٣ از استفاده با حال .|Z(H)| = pm

′
q+ pn١ − pn

′′ این�رو از
که |Z(H)| = ps

′
q یا ps بنابراین |Z(H)|و

∣∣|CH(h) اما .|Z(H)|
∣∣pn١(pn

′′
١ − ١) بنابراین و

و s′ < m′

داریم |Z(G)|
∣∣|CH(h)| − |Z(H)| از استفاده با حال .s ⩽ m′

و gcd(pm
′−s′q − ١, p) = ١ از بنابراین .pn١

∣∣ps′q(pm′−s′ − ١) یا pn١
∣∣ps(pm′−sq − ١)

|Z(H)|
∣∣|CG(g)| − رابطه�ی از .n١ ⩽ s′ یا n١ ⩽ s بنابراین .pn١

∣∣ps یا pn١
∣∣ps′ داریم p > q

از s′ ⩽ n١ یا s ⩽ n١ بنابراین .ps′
∣∣pn′−n١ − ١ یا ps

∣∣pn١(pn
′′−n١ − ١) داریم |Z(G)|

آن�گاه |Z(H)| = pn١ اگر .|Z(H)| = pn١q یا pn١ لذا و n١ = s′ یا n١ = s این�رو
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|Z(H)| = pn١q اگر است. تناقض یک که pm′
q = pn

′′ بنابراین و pm′
q+ pn١ − pn

′′
= pn١

که pn١(pm
′−n١q − q) = pn١(pn

′′−n١ − ١) بنابراین و pm
′
q + pn١ − pn

′′
= pn١q آن�گاه

از استفاده با حال .q =
pn

′′−n١ − ١
pm′−n١ − ١ این�رو از و pm′−n١q − q = pn

′′−n١ − ١ می�دهد نتیجه

است. غیرممکن که p ⩽ q آورد خواهیم بدست ١ < q =
pn

′′−n١ − ١
pm′−n١ − ١ و p ⩽ pn

′′−n١ − ١
pm′−n١ − ١

است. غیرممکن نیز حالت این پس

|H| = pnq + pm
′
q و |G| = pnq + pn

′
q ،m′ ⩽ n ،n′ ⩽ n :۵ حالت

که |Z(G)| = pn١q یا pn٢ بنابراین .|CG(g)| = pn
′
q و |CH(h)| = pm

′
q داریم حالت این در

آن�گاه ،|Z(G)| = pn١q اگر .n٢ ⩽ n′ و n١ ⩽ n′

آن�گاه ،m′ ⩽ n١ اگر .|Z(H)| = pm
′
q + pn١q − pn

′
q = qpn١(pm

′−n١ − pn
′−n١ + ١)

.m′ > n١ پس است، تناقض یک که |Z(H)| = (pm١ +pn١ −pn
′
)q < (٢pn١ −pn

′
)q ⩽ ٠

حال .m′ − n١ > ٠ , n′ − n١ > ٠ که |Z(H)| = qpn١(pm
′−n١ − pn

′−n١ + ١) بنابراین
آن�گاه k = ٠ اگر است. نامنفی صحیح عدد یک k که pm

′−n١ − pn
′−n١ + ١ = pk + ١

.|G| = |H| و m′ = n′ درنتیجه و pm′−n١ − pn
′−n١ = ٠

بنابراین و qpn١(pk + ١)|qpm′ داریم |Z(H)|
∣∣|CH(h)| از آن�گاه ،k > ٠ اگر

که |Z(G)| = pn٢ اگر است. تناقض در gcd(p, pk + ١) = ١ با این که pk + ١|pm′−n١

m١ < m′ داریم بالا استدلال به توجه با که |Z(H)| = pm
′
q + pn٢ − pn

′
q آن�گاه ،n٢ ⩽ n

از .m٢ ⩽ m′ که |Z(H)| = pm٢ بنابراین و نمی�شمارد را |Z(H)| ، q حال .m٢ ⩽ m′ و
داریم Z(H) مرتبه�ی برای مختلف حالت�های

pm٢ = pm
′
q + pn٢ − pn

′
q = pn٢(pm

′−n٢q − pn
′−n٢q + ١) = pn٢(qpk + ١)

بنابراین و m′ − n٢ = n′ − n٢ آن�گاه ،k = ٠ اگر است. نامنفی صحیح عدد یک k که
با که pm٢ = pn٢(qpk + ١) آن�گاه ،k > ٠ اگر .|G| = |H| داریم نتیجه در که m′ = n′

بیفتد. اتفاق نمی�تواند حالت این و است تناقض در gcd(qpk + ١, p) = ١

می�باشد زیر عددهای از یکی PSU٣(q
٢) و PSL٣(q) عناصر مرکزسازهای مرتبه�ها�ی .۶.٣.٣ لم

،t = q٢+δq+١ ،s = q+δ ،r = q−δ به�طوری�که q٣r′rst, q٢r′, q٢, qr′rs, qr′, r٢, r′r, r′s, t′

می�باشد. δ = −١ ،PSU٣(q
٢) برای و δ = ١ ،PSL٣(q) برای که d = (٣, r) و t′ = t

d
،r′ = r

d

شود. مراجعه [١۴] از ٧ بخش به برهان.

. |G| = |H| آنگاه ،ΓG
∼= ΓH که باشد گروه یک H اگر .G = PSL٣(q) کنیم فرض .٧.٣.٣ گزاره

دارند وجود x, y, z ∈ G عناصر ۶.٣.٣ لم از استفاده با آنگاه ،٣|q − ١ می�کنیم فرض ابتدا برهان.

گروه یک G چون .|CG(z)| = q٢ و |CG(x)| = (q−١)٢ و |CG(y)| =
١
٣(q

٢+ q+ ١) به�طوری�که
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باشد. گراف�ها از شده داده ایزومورفیسم ϕ : ΓH −→ ΓG کنیم فرض .Z(G) = ١ داریم است، ساده
داریم و است بخش��پذیر |Z(H)| بر |CH(h)| ،h ∈ H − Z(H) هر برای

|CH(h)| − |Z(H)| = |CH(ϕ(h))| − |Z(G)|

.|Z(H)|
∣∣|CG(α)| − |Z(G)| = |CG(α)| − ١ داریم ،α ∈ G− Z(G) هر برای بنابراین

و |CG(y)| − ١ =
١
٣(q

٢ + q − ٢) ،|CG(x)| − ١ = q٢ − ٢q بالا روابط به توجه با
|G| = |H| نتیجه در و |Z(H)| = ١ بنابراین بخش�پذیرند. |Z(H)| بر |CG(z)| − ١ = q٢ − ١

.
که دارند وجود x, y ∈ G عناصر ۶.٣.٣ لم از استفاده با حالت این در ، ٣ ̸ |q− ١ کنیم فرض حال
بشمارد، را |CG(y)| − ١ و |CG(x)| − ١ باید |Z(H)|چون و |CG(y)| = q٢ − ١ و |CG(x)| = q٢

. |G| = |H| اینرو از و |Z(H)| = ١ می�گیریم نتیجه لذا

|G| = |H| آنگاه ، ΓG
∼= ΓH که باشد گروه یک H اگر .G = PSU٣(q

٢) کنیم فرض .٨.٣.٣ گزاره
.

به�طوری�که دارند وجود x, y, z, t ∈ G عناصر ۶.٣.٣ از استفاده با .٣|q+١ می�کنیم فرض ابتدا برهان.

.|CG(t)| = (q + و٢(١ |CG(z)| = q٢ و |CG(x)| =
١
٣(q

٢ + q + ١) ،|CG(y)| =
١
٣(q

٢ + q)

داریم بنابراین |Z(H)|
∣∣|CG(α)| − ١ ،α ∈ G− ١ هر برای چون

.|G| = |H| نتیجه در و |Z(H)| = ١ لذا .|Z(H)|
∣∣gcd(q٢−q−٢, q٢+q− q١−٢, q٢−٢q)

که دارند وجود x, y ∈ G عناصر ۶.٣.٣ لم از استفاده با حالت این در ، ٣ ̸ |q + ١ کنیم فرض حال
. |CG(y)| − ١ = q٢ و |CG(x)| = q٢ − ١

|G| = اینرو از و |Z(H)| = ١ نتیجه در که |Z(H)|
∣∣gcd(q٢ − ٢, q٢ − ١) = ١ حالت این در

.|H|

آن�گاه ،ΓG
∼= ΓH اگر باشند. بدیهی مرکز با و متناهی گروه�های H و G کنیم فرض .٩.٣.٣ لم

.k(G) = k(H)

.|G| = |H| پس |Z(H)| = |Z(G)| = ١ داریم فرض طبق برهان.
که می�گیریم نتیجه |E(ΓG)| = ١

٢ |G|(|G| − k(G)) = |E(ΓH)| = ١
٢ |G|(|H| − k(H)) از

.k(G) = k(H)

آن�گاه باشد، ٢ از بزرگتر صحیح عددی n و گروه یک G اگر .١٠.٣.٣ قضیه

.|G| = |Sn| آن�گاه ،ΓG
∼= ΓSn اگر (١)

.|G| = |An| آن�گاه ،ΓG
∼= ΓAn و n > ٣ اگر (٢)
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این در باشند. (١٢ · · · n − ١) و (١٢ · · · n) دورهای ترتیب به b و a کنیم فرض (١) برهان.
و است متناهی گروهی G ،٣.٣.٣ لم به بنا حال .CSn(b) = ⟨b⟩ و CSn(a) = ⟨a⟩ صورت

.|G| = |Sn| بنابراین و |Z(G)| = ١ لذا می�شمارد. را n− (n− ١) = ١ ،|Z(G)|

G ،٣.٣.٣ لم به بنا . CAn(a)
∼= ⟨a⟩ و a ∈ An صورت این در باشد. فرد n می�کنیم فرض ابتدا (٢)

،Z(G) = ١ رو این از می�شمارد. را gcd(n−١, n!٢ −١) = ١ ،|Z(G)| و است متناهی گروهی
.|G| = |An| حالت این در پس

،۶.٣.٣ لم بنابر CAn(b)
∼= ⟨b⟩ و b ∈ An صورت این در باشد. زوج n می�کنیم فرض حال

.|G| = |An| و |Z(G)| = ١ بنابراین می�شمارد. را gcd(n− ١, n!٢ − ١) = ١ ،|Z(G)|

اجتماعی Hاگر تنها و اگر H⊴Gصورت این در .H ⩽ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .١١.٣.٣ لم
باشد. G تزویج رده�های از

پس g−١hg ∈ H داریم g ∈ G. و h ∈ H باشد، G تزویج رده�های از اجتماعی H کنیم فرض برهان.
بنابراین g−١hg ∈ H داریم G از g هر و H از h هر ازای به آنگاه ، H ⊴G اگر برعکس . H ⊴ G

است. G تزویج رده�های از اجتماعی H یعنی این و H =
∪

h∈H clG(h) نتیجه در .clG(h) ⊆ H

.G ∼= A۵ آن�گاه ،ΓA۵
∼= ΓG به�طوری�که باشد متناهی گروهی G اگر .١٢.٣.٣ گزاره

و |G| = |A۵| ،١٠.٣.٣ لم به بنا ،ΓA۵
∼= ΓG به�طوری�که باشد متناهی گروهی G کنیم فرض برهان.
.k(G) = k(A۵) داریم ٩.٣.٣ لم به بنا .Z(G) = ١ بنابراین

ترتیب به x۵ و x۴ ،x٣ ،x٢ ،x١ = ١ صورت به آن�ها نماینده�ی که دارد تزویج رده ۵ ،A۵ می�دانیم
هستند. ۵ و ۵ ،٣ ،۴ ،۶٠ سازهای مرکز مرتبه�های با

اما .d(xi) = d(gi) به�طوری�که دارد وجود gi ∈ G ،xi ̸= ١ هر برای رو این از ،ΓG
∼= ΓA۵ چون

.|CG(gi)| = |CA۵(xi)| می�دهد نتیجه که d(xi) = |A۵| − |CA۵(xi)| = d(gi) = |G| − |CG(gi)|
|CG(g٣)| = ،|CG(g٢)| = ۴ به�طوری�که می�آوریم دست به را G به متعلق g۴ و g٣ ،g٢ عناصر بنابراین
می�گیریم نتیجه مرکزساز مرتبه�های مقایسه�ی با Gباشد. همانی عنصر g١ فرضکنیم .|CG(g۴)| = ۵ ٣و
بنابراین k(G) = k(A۵) = ۵ که آنجا از نیستند. مزدوج G در g۴ و g٣ ،g٢ ،g١ عناصر از زوجی هیچ
.|CG(g۵)| = ۵ و می�دهیم نمایش g۵ با را آن که دارد وجود از دیگر تزویج رده�ی یک نماینده�ی دقیقا
می�باشد. و١٢ ١٢ ،٢٠ ،١۵ ،١ اندازه�های با g۵ و · · · ،g١ تزویج رده�های نماینده�های دارای G بنابراین
عنوان به ١ شامل بالا اعداد از مجموع یک باید N آنگاه باشد، G از نرمالی زیرگروه N اگر حال
ساده گروه یک G این�رو از .|N | = ١ یا ۶٠ که می�دهد نشان ساده محاسبه�ی هر اما باشد. جمعوند

.G ∼= A۵ بنابراین باشد، یکریخت A۵ با باید ۶٠ مرتبه�ی از ساده گروه اما است.

.G ∼= A۶ آن�گاه ،ΓG
∼= ΓA۶ اگر .١٣.٣.٣ گزاره
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،k(G) = k(A۶) داریم ٩.٣.٣ لم به بنا و |G| = |A۶| می�آوریم دست به ،١٢.٣.٣ گزاره مشابه برهان.
،x١ = ١ صورت به A۶ تزویج رده�های نماینده�ی می�باشد. k(G) = ٧ لذا دارد تزویج رده ٧ ،A۶ می�دانیم
با هستند. ۵ و ۵ ،۴ ،٩ ،٩ ،٨ ،٣۶٠ مرکزساز�های مرتبه�های با ترتیب به x٧ و x۶ ،x۵ ،x۴ ،x٣ ،x٢
مرتبه�های با G در را g٧ و · · · ،g٢ ،g١ = ١ عناصر ،G در xiها با متناظر رئوس درجه�ی گرفتن نظر در
نیستند مزدوج G در g۶ و g۵ ،g٣ ،g٢ ،g١ عناصر قطعا داریم. ۵ و ۵ ،۴ ،٩ ،٩ ،٨ ،٣۶٠ مرکزسازهای
با G تزویج رده�های دیگر نماینده�ی دو h و g کنیم فرض دارند. متفاوت مرکزسازهای مرتبه�های زیرا

داریم رده�ای معادله�ی از باشند. β و α مرکزساز مرتبه�های

|G| = |Z(G)|+
k∑

i=١
[G : CG(xi)] : xi /∈ Z(G)

٣۶٠ = ١+ ٣۶١٨)٠ +
١
٩ +

١
۴ +

١
۵ +

١
α
+
١
β
)

٣۶٠ = ١+ ٢۴٧+ ٣۶١)٠
α
+
١
β
) =⇒ ١١٢ = ٣۶١)٠

α
+
١
β
)

١
α
+
١
β
=

١۴
۴۵ =⇒ α + β

αβ
=

١۴
۴۵

مرتبه�های از یکی باید β و α که دید خواهیم ΓG گراف رئوس به�عنوان h و g درجه�های گرفتن نظر در با
همان اندازه�هایشان که دارد تزویجی رده�های G پس .β = ۵ αو = ٩ بنابراین باشند. A۶ در مرکزساز
١٢.٣.٣می�توانیم گزاره�ی برهان پایانی استدلال همان با حال هستند. A۶ در تزویج رده�های انداره�های
بنابراین است، یکریخت A۶ با ٣۶٠ مرتبه�ی از ساده گروه هر اما است. ساده گروه یک G دهیم نشان

.G ∼= A۶

�طوری�که به باشد متناهی p-گروه یک G و متناهی آبلی گروه Aیک کنیم فرض .١۴.٣.٣ گزاره

و |A × G| = |H| آن�گاه ،H مانند گروه�ها از برخی ΓA×Gبرای
∼= ΓH اگر . |G|

|Z(G)|
= p٢

می�باشد. ناآبلی p-گروه یک Q و آبلی گروه یک B که H = Q×B

مرکز و |Z(G)| = pn−٢ آن�گاه ،|G| = pn اگر است. متناهی گروه یک H لم٣.٣.٣، بر بنا برهان.
در است. pn−١|A| مرتبه�ی از ،A × G مرکزی غیر عنصر هر مرکز�ساز و pn−٢|A| مرتبه�ی از A × G

،x دلخواه راس هر برای چون و است منتظم گرافی ΓH بنابراین است. منتظم گراف یک ΓA×G نتیجه
.|CH(x)| = |CH(y)| داریم ،x, y ∈ H غیرمرکزی عنصر�های برای پس ،d(x) = |H| − |CH(x)|
توان پوچ H داریم ،۶.٢.٢ نتیجه�ی به توجه با حال دارند. اندازه ٢ تنها H تزویج رده�های نتیجه در

است. یکریخت B آبلی گروه در Q ناآبلی q-زیرگروه مستقیم حاصل�ضرب با و است
x٢ و x١ مرکزی غیر عنصرهای برای .|A| = a و |B| = b ،|Z(Q)| = qt ،|Q| = qs کنیم فرض

.s > r > t > ٠ و |CQ(x١)| = |CQ(x٢)| = qr داریم ،Q به متعلق
داریم g ∈ ΓA×G و x ∈ ΓH عناصر برای ،ΓA×G

∼= ΓH فرض از استفاده با حال
|CA×G(g)| − |Z(A×G)| = |CH(x)| − |Z(H)|

pn−١a− pn−٢a = qrb− qtb (١.٣)



٣٣ ناجابه�جایی گراف رنگی عدد .۴.٣

داریم ΓA×G
∼= ΓH از هم�چنین و

|A×G| − Z(A×G)| = |H| − |Z(H)|

pna− pn−٢a = qsb− qtb = (pn−١a− pn−٢a)(p+ ١)

می�دهد نتیجه که (qrb− qtb)(p+ ١) = (p+ ١)(qrb− qtb) = qsb− qtb بنابراین و
p(qr − qt) = qs − qr (٢.٣)

و qr−t
∣∣p(qr−t − ١) بنابراین .p(qr−t − ١) = qs−t − qr−t = qr−t(qs−r − ١) هم�چنین و

٢.٣ تساوی از .r − t = ١ و q = p این�رو از ،qr−t|p هم�چنین و gcd(qr−t, qr−t − ١) = ١
می�دهد نتیجه ١.٣ تساوی .s = t + ٢ پس ،pt+٢ = ps لذا ،p(pt+١ − pt) = ps − pt+١ داریم

می�گیریم. نظر در حالت سه حال .pn−٢a = ptb بنابراین ،pn−١a− pn−٢a = pt+١b− ptb

.|H| = bps = apt+٢ = apn = |A×G| و a = b آن�گاه ،t = n− ٢ اگر . ١ حالت

|H| = bps = bpt+٢ = apn−٢−tpt+٢ = apn = و b = apn−٢−t آن�گاه ،t < n − ٢ اگر . ٢ حالت
.|A×G|

|A× G| = apn = bpt−n+٢pn = bpt+٢ = bps = و a = bpt−n+٢ آن�گاه ،t > n − ٢ اگر . ٣ حالت
.|H|

کامل را برهان این و است ناآبلی p-گروه یک Q هم�چنین و q = p و |A×G| = |H| همواره بنابراین
می�کند.

ناجابه�جایی گراف رنگی عدد ۴.٣

نامیده مستقل مجموعه�ی V از X مجموعه�ی زیر باشد. ساده گراف یک Γ = (V,E) کنیم فرض
یک اینصورت در باشد، طبیعی عدد k کنیم فرض باشد. تهی گراف ،X شامل گراف زیر هرگاه می�شود،
مجاوری راس دو هیچ طوری�که به� است؛ Γ رئوس به k-رنگ تخصیص یک ،Γ از k-راسی آمیزی رنگ

نباشند. رنگ هم
باشد. داشته k-راسی آمیزی رنگ یک Γ که است k طبیعی عدد کوچکترین ،Γ گراف رنگی عدد

می�دهیم. نمایش χ(Γ) با را عدد این

.χ(ΓG
N
) ⩽ χ(ΓG) این�صورت در ،N ⊴G و باشد متناهی ناآبلی گروه یک G کنیم فرض .١.۴.٣ لم

است. مساوی می�پوشانند، را G که G آبلی زیرگروه�های تعداد کمترین با χ(Γ) ،[١] به بنا برهان.
از کمتر با نمی�تواند G و است G آبلی زیرگروه Hi که G = ∪n

i=١Hi آن�گاه ،χ(ΓG) = n اگر بنابراین
شود. پوشانده G آبلی زیرگروه n

آبلی NHi

N
∼=

Hi

N ∩Hi

اما .G
N

= ∪n
i=١

NHi

N
�رو این از است، G نرمال زیرگروه یک N چون

. χ(ΓG
N
) ⩽ n = χ(ΓG) لذا است



٣۴ متناهی گروه�های ناجابه�جایی گراف از خواصی .٣

رده از پوچ�توان G آن�گاه باشد. منتظم گراف یک ΓG و ناآبلی متناهی گروه G کنیم فرض .٢.۴.٣ گزاره
گراف یک Γp به�علاوه و است p-گروه یک P و آبلی گروه یک A که G = P ×A و می�باشد ٣ حداکثر

است. منتظم

و x غیرمرکزی عنصر دو هر برای و d(x) = |G| − |CG(x) داریم x مانند راس هر برای چون برهان.
پوچ�توان G ،۶.٢.٢ به بنا دارند. اندازه دو تنها G در تزویج رده�های لذا ،|CG(x)| = |CG(y)| داریم y
اول عدد p که می�باشد، A آبلی زیرگروه یک در P ناآبلی p-زیرگروه یک مستقیم حاصل�ضرب و است

است. ٣ حداکثر G پوچ�توانی رده�ی داریم ،[٧] از حال است. منتظم Γp و است
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Aabstract

Let G be a finite non-abelian group. We define a graph ΓG, called the non-commuting
graph of G, with vertex set G− Z(G) such that two vertices x and y are adjacent if and
only if xy ̸= yx. In this disseration ,in the first chapter we express preliminary of group
theory and graph theory. The second chapter is retrieved from [10], that is dedicated
to conjugate types of groups and fundemental subgroups. The third chapter is about
some results on the number of edges of ΓG and also its chromatic number are obtained in
general. For some special group G we will prove that if H is a group such that ΓG

∼= ΓH ,
then|G| = |H| and in some cases G ∼= H that this chapter is retrieved from [5].
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