
ریاضͬ دانشͺده

کاربردی ریاضͬ گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای
عددی آنالیز گرایش کاربردی، ریاضͬ

عنوان

مرزی مقدار روشبدونمشبرایمسائل

راهنما استاد

مس�فروش دکتر

پژوهشͽر

ਏࣹی ૟േॶه
١٣٩٢ تیر



سمیه نام: حقͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

مرزی مقدار مسائل برای مش بدون روش عنوان:

مس�فروش دکتر راهنما: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ دانشͺده شاهرود صنعتͬ دانشͽاه دانشͽاه:
٧١ صفحات: تعداد ١٣٩٢ تیر فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

همͽن، جواب خاص، جواب مرزی، مقدار مساله شبͺه، بدون متناهͬ، عناصر کلیدی: واژگان
شͺل توابع متحرک، مربعات کمترین تقریب وزن، تابع

چͺیده
مͬ�پردازد. یافته توسعه شبͺه بدون روش به مرزی مقدار مسائل عددی حل به پایان�نامه این
متناهͬ عناصر روش با آنها تفاوت و شبͺه بدون روش�های از مفاهیمͬ بیان به اول فصل در
تقریبͬ روش جمله از شͺل، توابع ساخت برای تقریبͬ روش�های دوم فصل در مͬ�پردازیم.
شده تشͺیل کلͬ بخش دو از آخر فصل مͬ�شوند. معرفͬ (MLS) متحرک مربعات کمترین
شبͺه�ی بدون روش پیاده�سازی و فرمول�بندی نحوه و کامل معرفͬ به اول بخش در که است،
توسعه شبͺه�ی بدون روش معرفͬ با دوم بخش در و مͬ�پردازیم، MLS تقریب پایه بر EFG
عددی مسایل بر یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش تاثیر بعدی ͷی پواسون مثال حل و یافته
افزار نرم از استفاده با عددی مثال�های بخش در نمودارها تمامͬ رسم شد. خواهد سنجیده

مͬ�باشد. Matlab



଒یਪھا৩هآૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

مس�فروش، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه این�جا در
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعا که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید.

૟േॶهਏࣹی
ඵෑر۱۳۹۲
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ح مطالب فهرست



١ فصل

شبͺه بدون روش�های در بنیادی مفاهیم

مقدمه ١.١

به�صورت مرزی٢ مقدار مسائل برای یافته١ توسعه �شبͺه بدون روش معرفͬ به پایان�نامه این }در
uxx + b(x) = ٠, in (a, b),

u(a) = ua, u(b) = ub,
(١.١)

مͬ�باشد. منبع٣ تابع ،b(x) (١.١) معادله در مͬ�پردازیم.

ͷی را اولیه۵، شرایط و مرزی۴ شرایط با همراه مساله، بر حاکم دیفرانسیل معادله .١.١.١ تعریف
مͬ�نامند. مرزی مقدار مساله

مͬ�باشد، تحلیلͬ عبارت ͷی به�صورت مرزی، مقدار مساله ͷی برای جوابخاص تعریف٢.١.١.
صدق مساله مرزی شرایط در لزوما ولͬ مͬ�کند، صدق منبع تابع شامل دیفرانسیل معادله در که

کرد. نخواهد

و خاص جواب دو مجموع به�صورت مͬ�توان، را مرزی مقدار مساله عمومͬ جواب .٣.١.١ نͺته
به�صورت همͽن جواب

u(x) = u٠(x) + up(x),

١Extended meshfree method
٢Boundary value problems
٣Source term
۴Boundary condition
۵Initial conditions



٢ شبͺه بدون روش�های در بنیادی مفاهیم .١

مͬ�باشند. همͽن جواب و خاص جواب به�ترتیب، up(x) و u٠(x) که نوشت

را شیمیایͬ یا زیست�شناسͬ زمین�شناسͬ، ،ͬͺانیͺم پدیده�های مانند طبیعت، در پدیده�ها بیشتر
کرد. توصیف انتͽرال معادلات یا و دیفرانسیلͬ معادلات جبری، معادلات ͷبه�کم مͬ�توان

معادلات دقيق و تحليلͬ جواب كه مͬ�دهد رخ زمانͬ مدل�سازی، از پس حالت ایده�آل�ترین
از برخͬ دقيق و تحليلͬ حل به قادر تنها مسایل، از بسياری پيچيدگͬ دليل به ولͬ آید، به�دست
حل برای گوناگونͬ عددی روش�های معادلات، این حل برای ریاضیدانان هستيم. معادلات اين
تͺني�ͷها و روش�ها اين از بسیاری با علوم محققان و مهندسان امروزه .[١] کردند ابداع آنها تقریبͬ
كامپيوتری، و محاسباتͬ تͺنولوژی سريع پيشرفت به�دليل مͬ�باشند. آشنا مسایل مختلف انواع برای
پيچيده مسایل حل برای مهم ابزاری به�عنوان افزايش، به رو مسير ͷي با عددی شبيه�سازی روش�های

مͬ�روند. به�كار علوم و مهندسͬ در

که به�گونه�ای مͬ�باشد، گسسته شͺل به پيچيده مساله�ا�ی تبديل عددی، شبيه�سازی .۴.١.١ تعریف
کرد. حل آن�را کامپیوتر با بتوان

معادلاتدیفرانسیل معمول۶ͬ، معادلاتديفرانسيل از به�صورتمجموعه�ای مساله معادلاتاصلͬ
معادلات تͺمیل برای اولیه، شرایط و مرزی شرایط و مͬ�شوند بیان انتͽرال٨ͬ معادلات و جزی٧ͬ،
به�خوبͬ حاصل نتايج كه به�طوری عددی روش به مساله ͷي حل برای بنابراين مͬ�روند. به�کار اصلͬ
متناه٩ͬ، تفاضلات روش كنيم. استفاده مناسبͬ عددی روش باید باشد، مساله ͷفيزي نمايان�گر
عددی حل روش�های از نمونه�هایͬ شبͺه بدون روش و متناه١١ͬ حجم�های مرزی١٠، المان�های
عددی حل روش�های اولين از متناهͬ تفاضلات روش .[٣] ،[٢] مͬ�باشند دیفرانسیل معادلات
حل برای متناهͬ تفاضلات روش�های از استفاده هستند. جزيͬ مشتقات با ديفرانسيل معادلات
به مͬ�توان جمله آن از است، مواجه مشͺلاتͬ با جزيͬ، مشتقات با ديفرانسيل معادلات از بسياری
تفاضلات روش در محاسباتͬ هزينه�های افزايش صريح، متناهͬ تفاضلات روش محدود پايداری
مرزهای با رويارويͬ در دقت كاهش و غيرخطͬ مسایل برای مشͺل پیاده�سازی ضمنͬ، متناهͬ

نمود. اشاره نامنظم
۶Ordinery differentioal equations
٧Partioal differentioal equations
٨Integral equations
٩Finite difference method
١٠Boundary element method
١١Finite volume method



٣ مقدمه .١.١

متناهͬ عناصر روش شد. مطرح متناهͬ عناصر روش مشͺلات این رفع برای ١٩۵٠ دهه�ی در
مناسب و كارا روشͬ مهندسͬ، سيستم�های مدل�سازی از حاصل ديفرانسيل، معادلات حل برای
در كه ساده اشͺال با عنصر از زيادی تعداد با مساله دامنه ١.١ شͺل مطابق روش، اين در است.
ويژگͬ�ها به آمده، به�دست تقريب مͬ�شود. داده نشان شده�اند، متصل یͺدیͽر به گره به�نام نقاطͬ
بايد آيد، به�دست روش اين از دقيقͬ نتايج كه اين برای و دارد ͬͽبست رفته، به�كار عنصر تعداد و

شود. گرفته نظر در بیشتری عنصر تعداد

متناهͬ عناصر روش در دامنه نمایش :١.١ شͺل

مسایل، از خاصͬ دسته برای است. متناهͬ عناصر روش بخش�های اصلͬ�ترین از شبͺه، ايجاد
در متناهͬ عناصر روش از استفاده مͬ�گردد. زيادی پيچيدگͬ�های به منجر شبͺه�بندی از استفاده
كاهش به منجر عناصر، هم�خوردن به به�دلیل هستند، دامنه در زیادی شͺل تغییر دارای که مسایلͬ
موارد و شͺاف گسترش دامنه، در زياد شͺل�های تغيير كه مسایلͬ در بنابراين شد. خواهد دقت
مͬ�باشد. زيادی خطای و پيچيدگͬ دارای متناهͬ عناصر روش از استفاده دارد، وجود آن به شبيه
گره�ها بين اتصال از حاصل پيچيدگͬ�های از رهايͬ به�منظور بدون�شبͺه، روش�های ايده�ی بنابراين

.[٧]،[۶] ،[۵]،[۴] ببرد بين از را شبͺه وجود از ناشͬ مشͺلات تا شد مطرح
روش�های در است. آنها ساده�ی به�روز�رسانͬ امͺان در شبͺه بدون روش�های اصلͬ جذابيت
دلخواه توزيع با پراكنده گره�های از مجموعه�ای توسط ٢.١ شͺل مطابق مساله دامنه�ی شبͺه بدون
بنابراين ندارند. يͺديͽر با اتصال و ارتباط به�هيچ�گونه احتياج گره�ها اين مͬ�شود. داده نمايش
گره�ها، مناسب توزيع با دلخواه هندسͬ ناحيه با مساله هر برای مͬ�توانند شبͺه بدون روش�های
مساله�های عددی حل برای گسترده به�طور شبͺه، بدون روش و متناهͬ عناصر روش باشند. مناسب
استفاده با که جوابͬ دقت مرزی، مقدار مسایل در منبع تابع وجود با اما مͬ�روند. به�کار مرزی مقدار
بدون روش توسط ناهمͽن مرزی مقدار مساله بنابراین مͬ�آید. مͬ�آید،پایین به�دست روش�ها این از
همͽن معادله شده، تبدیل همͽن مساله به مͬ�پردازیم، آن به سوم فصل در که یافته توسعه شبͺه



۴ شبͺه بدون روش�های در بنیادی مفاهیم .١

شبͺه بدون روش در دامنه نمایش :٢.١ شͺل

با آن تفاوت و شبͺه بدون روش از مفاهیمͬ به بخش این در مͬ�شود. حل شبͺه بدون روش با
برای مͬ���پردازیم. یافته توسعه شبͺه بدون روش برای پیش�زمینه�ای به�عنوان متناهͬ عناصر روش
روش از استفاده با مساله حل مراحل از مقایسه�ای ٣.١ شͺل در شبͺه بدون روش�های بهتر درک

.[١] است شده ارایه شبͺه بدون و متناهͬ عناصر
روش دو در ١٢ شͺل توابع ساخت و مساله هندسه تولید مرحله مͬ�شود، مشاهده که همان�طور
برای توابع این مͬ�شوند. ساخته عناصر اساس بر شͺل توابع متناهͬ عناصر روش در است. متفاوت
توابع شود، شروع متناهͬ عناصر روش آنالیز اینͺه از پیش مͬ�باشند. یͺسان شͺل، ͷی عناصر تمام
ایجاد و عنصر معرفͬ حقیقت در هستند. شده تعیین پیش از عناصر، از مختلفͬ انواع برای شͺل
توابع شبͺه، بدون روش�های در در�حالیͺه است. شͺل تابع محاسبه�ی به�منظور گره�ها بین اتصال
معادلات دستͽاه تشͺیل مورد در مͬ��شوند. تعریف دامنه در دلخواه نقطه ͷی ازای به معمولا شͺل
و ١٣ͷتن لحاظ به روش�ها اين از حاصل معادلات دستͽاه که گفت باید شبͺه، بدون روش�های در
مͬ�تواند مͬ�شود، گرفته به�کار كه روشͬ به بسته ولͬ مͬ�باشد متناهͬ عناصر روش مانند بودن، نواری
بدون روش�های میان تفاوت�های دسته�بندی برای باشد. نامتقارن متناهͬ، عناصر روش خلاف بر

است. شده ارایه ١.١ جدول متناهͬ، عناصر روش و شبͺه
١٢Shape functions
١٣Sparse



۵ �شبͺه بدون روش�های دسته�بندی .٢.١

متناهͬ عناصر روش و شبͺه بدون رو�ش تفاو�ت�های دسته�بندی :١.١ جدول
شبͺه بدون روش� متناهͬ عناصر روش� عناوین

ندارد دارد شبͺه
محمل دامنه�های در موجود گره�های پایه بر پیش از المان�های پایه بر شͺل توابع ساخت

موضعͬ شده تعیین
متقارن انتخابͬ، روش نوع به نواری-بسته متقارن نواری- حاصل معادلات دستͽاه

نامتقارن یا و
مختلفͬ انتخابͬ،روش�های روش نوع به بسته استاندارد و ساده مرزی شرایط اعمال

کرد اعمال مͬ�توان دیریͺله
کندتر متناهͬ عناصر روش با مقایسه در سریع محاسبه سرعت

متناهͬ عناصر روش از تر دقیق بسیار معمولا متناهͬ تفاضلات با مقایسه در محاسبات دقت
دقیق�تر

تر ساده مشͺل بعدی، سه مسایل برای مسایل آنالیز
دارد پیشرفت جای و پاست نو یافته توسعه پیشرفت مرحله

کم و محدود زیاد بسیار تجاری افزارهای نرم
مرتبط

�شبͺه بدون روش�های دسته�بندی ٢.١

شبͺه�های با روشتفاضلاتمتناه١۵ͬ روشگرداب١۴ͬ، مͬ�توان شبͺه، بدون روش�های اولین به�عنوان
شبͺه بدون روش�های کلͬ حالت در کرد. معرفͬ را هموار١٧ ذرات ͷروشهیدرودینامی و دلخواه١۶

مͬ�گیرند. قرار به�خود مربوط دسته�های در زیر فاکتور سه اساس بر

فرمول�بندی ͬͽونͽچ .١

توابع تقریب نوع .٢

دامنه نمایش نوع .٣

فرمول�بندی ͬͽونͽچ ١.٢.١

شͺل و قوی شͺل دارد: وجود شبͺه بدون روش�های در فرمول�بندی نوع دو كلͬ حالت در
اصلͬ معادله�ی روش اين در مͬ�باشد. هم�مͺان١٨ͬ يا قوی شͺل اساس بر اول نوع ضعيف.
ͷنيͺت از استفاده با شده، توزيع گره�ها در مستقیم به�طور مرزی شرايط به مربوط معادلات و مساله

١۴Vertex method
١۵Finite diffrence method
١۶Arbitrary grids
١٧Smoothed particle hydrodynamics
١٨Colocation



۶ شبͺه بدون روش�های در بنیادی مفاهیم .١

متناهͬ تفاضلات روش به مͬ�توان نوع، اين از مثال�هايͬ عنوان به مͬ�شوند. گسسته�سازی هم�مͺانͬ،
روش�ها این کرد. اشاره (FPM١٩) متناهͬ نقاط روش و هم�مͺانͬ، شبͺه بدون روش يافته، تعميم
در مͬ�باشند. ناپايدار غالبا روش�ها این ولͬ هستند شبͺه از بͬ�نياز كاملا و دارند ساده�ای الͽوريتم
معادله�ی ضعيف، شͺل روش�های در ضعيفهستند. براساسشͺل بدون�شبͺه روش�های دوم، نوع
قرار نوع اين در زيادی �شبͺه بدون روش�ها�ی مͬ�شود. تبديل انتͽرالͬ شͺل به جزيͬ ديفرانسيل
روشدرونیابͬ ،(EFG٢٠) شبͺه بدون روشگالرکین مͬ�توان نوع این روش�های بهترین از مͬ�گيرند.
پتروگالرکین شبͺه بدون روش ،(PIM٢٢) نقاط درونیابͬ روش�های ،(RPIM٢١) شعاعͬ نقطه�ای

.[١١] ،[٧] ،[۶] ،[۵] برد نام را (MLPG٢٣) موضعͬ

توابع تقریب نوع ٢.٢.١

دارد: وجود كلͬ دسته�ی سه توابع، تقريب نوع اساس بر شبͺه بدون روش�های دسته�بندی در

(MLS٢۴) متحرک مربعات كمترين تقريب بر مبتنͬ روش�های .١

انتͽرالͬ نمايش روش بر مبتنͬ روش�های .٢

نقاط درونيابͬ بر مبتنͬ روش�های .٣

رویه�ها تقریب برای ١٩٨١ سال در که متحرک مربعات کمترین تقریب اساس بر اول، دسته
پیوسته تقریبͬ MLS حقیقت در مͬ�کنند. عمل شد، مطرح پراکنده داده�های برازش در سطوح و
مͬ�توان مͬ�كنند، استفاده تقريب اين از كه شبͺه�ای بدون روش�های از مͬ�باشد. مجهول تابع برای
(BNM٢۶) مرزی روشگره�های MLPGو روش ،EFG روش ،(DEM٢۵) پراکنده المان روش�های
روش�های جمله از مͬ�شود. استفاده تابع تقريب برای انتͽرالͬ شͺل از دوم، دسته در برد. نام را
درونيابͬ روش بر مبتنͬ روش�هايͬ سوم، دسته مͬ��باشند. RKPM٢٧ روش ،SPH روش دسته، اين
برخلاف و مͬ�شود استفاده نقاط درونيابͬ از شͺل، توابع ساخت برای روش�ها اين در هستند. نقاط

١٩Finite point method
٢٠Element free galerkin method
٢١Radial point interpolation method
٢٢Point interpolation method
٢٣Meshless local petrov-galerkin
٢۴Moving least squares
٢۵Diffuse element method
٢۶Boundary node method
٢٧Reproducing kernel particle method



٧ �شبͺه بدون روش�های دسته�بندی .٢.١

مͬ�باشند. كرونͺر دلتای خاصيت دارای آن در شͺل توابع متحرک، مربعات كمترين تقريب روش
به�کار (RBF٢٨) شعاعͬ پایه�ای توابع و چندجمله�ای پايه�های شامل مختلفͬ پايه�های روش�ها اين در

مͬ�رود.

دامنه نمایش نوع ٣.٢.١

مͬ�شوند: تقسيم كلͬ دسته�ی دو به دامنه نمايش اساس بر شبͺه بدون روش�های

دامنه نوع از شبͺه بدون روش�های .١

مرز نوع از شبͺه بدون روش�های .٢

گره�های هم بنابراين مͬ�شوند. توزيع مساله دامنه�ی و مرز روی تقريب، گره�های اول، دسته�ی در
استفاده مساله جواب يافتن و دستͽاه تشͺيل برای مساله، دامنه�ی داخل گره�های هم و مرز روی
مͬ�گیرند. قرار دسته این در دیͽر روش�های از بسیاری و (EFG) شبͺه بدون روشگالرکین مͬ�شوند.
مͬ�شود داده نمايش تقريب گره�های توسط مساله مرز تنها دوم، دسته در موجود روش�ها�ی در
مͬ�توان دسته، اين در موجود روش�های جمله از نمͬ�شود. توزيع مساله دامنه�ی در گره�ای هيچ و
روش�های و (LBIE٢٩) موضعͬ مرزی انتͽرال معادله روش�های ،(BNM) مرزی گره�های روش به

کرد. اشاره (BRPIM٣٠) شعاعͬ مرزی نقاط درونیابͬ

٢٨Radial basis function
٢٩Local boundary integral equation
٣٠Boundary radial point interpolation method



٨ شبͺه بدون روش�های در بنیادی مفاهیم .١

شبͺه بدون و متناهͬ عناصر روش دو مقایسه :٣.١ شͺل



٢ فصل

توابع تقریب روش�های

مقدمه ١.٢

مساله، دامنه�ی در مربوطه دیفرانسیل معادله حل از قبل شبͺه، بدون روش�های نسخه�های تمام در
تولید برای مختلفͬ تͺنی�ͷهای مͬ�شوند. زده تقریب مساله دامنه در شͺل توابع با مجهول تابع ابتدا
کلͬ دسته سه به تابع درونیاب/تقریب نوع اساس بر کلͬ حالت در که دارد، وجود شͺل توابع
مͬ�کنند. استفاده خاصͬ پایه�ی توابع از هرکدام که ،MLS و PPIM ،RPIM مͬ�شوند: تقسیم�بندی
مͬ�گردند. تولید شͺل توابع گروه، هر در مشخصͬ روند نمودن دنبال و پایه توابع این از استفاده با
مرحله این از هستند. خاصͬ ویژگͬ�های دارای شده گرفته به�کار پایه تابع نوع با متناسب توابع این
معادله متناهͬ، عناصر روش مشابه فرایندی در و مͬ�گیرند قرار استفاده مورد شͺل توابع بعد به

مͬ�شود. حل مساله دامنه کل در مربوطه دیفرانسیل
مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد جزییات با را تقریب سه این بخش این در

نقطه�ای درونیابͬ روش�های ٢.٢

u(X) تابع روش این مͬ�باشد. مفید شͺل توابع ساخت و تابع تقریب برای نقطه�ای درونیابͬ روش
به�شͺل: را X دلخواه نقطه در Ω دامنه روی

uh(X) =
m∑
i=١

Bi(X)ai,



١٠ توابع تقریب روش�های .٢

شͺل توابع ساخت برای شبͺه بدون روش در موضعͬ دامنه�ی محمل :١.٢ شͺل

مͬ�زند. تقریب
m و شده�اند، تعریف X = [x, y] دکارتͬ مختصات فضای در که هستند پایه�ای توابع ،Bi(X)

نقطه برای موضع١ͬ دامنه�ی محمل ابتدا تقریب برای مͬ�باشند. ضرایب ai و پایه�ای توابع تعداد
ساخت برای نقطه�ای درونیابͬ روش�های از نوع دو تاکنون مͬ�شود. ارایه �باشد گره n شامل که X

بررسͬ مورد فصل این در که است یافته گسترش متفاوت پایه تابع�های بͺارگیری با شͺل توابع
.[١٨] مͬ�گیرند قرار

جواب تقریب برای که گره�هایͬ دامنه، در x نقطه برای موضعͬ دامنه محمل ͷی .١.٢.٢ تعریف
مانند متفاوتͬ شͺلهای مͬ�تواند موضعͬ دامنه محمل مͬ�کند. تعیین را است نیاز مورد x در معادله

کنید. مشاهده را ١.٢ شͺل باشد. داشته مستطیل یا دایره

(PPIM)چندجمله�ای نقطه درونیابͬ روش ١.٢.٢

به�عنوان پاسͺال٢ چندجمله�ای�های از استفاده شͺل، توابع تولید در پرکاربرد و ساده ایده�های از ͬͺی
به�وسیله مساله دامنه�ی شبͺه بدون� روش�های در شد اشاره قبلا که همان�طور است. پایه توابع
مͬ�گیریم نظر در را محدوده این در شده تعریف u(X) اسͺالر تابع مͬ�شود مشخص ثابتͬ گره�های

به�صورت مͬ�توانیم را X مشاهده نقطه در تابع این
١Local support domain
٢Pascales



١١ نقطه�ای درونیابͬ روش�های .٢.٢

دو��بعدی دامنه برای چندجمله�ای�ها از پاسͺال مثلث :٢.٢ شͺل

uh(X) =
m∑
i=١

pi(X)ai = {p١(X) p٢(X) ... pm(X)}


a١
a٢
...
am

 = PTa, (١.٢)

شͺل در که هستند، XT = [x, y] مختصات در پاسͺال چندجمله�ای�های pi(X) که بزنیم تقریب
بعدی). دو حالت (در است شده داده نشان ٢.٢

باشند، شده تشͺیل ت�ͷجمله�ای�ها از آن درایه�های که متقارنͬ مربعͬ ماتریس به .٢.٢.٢ تعریف
مͬ�شود. گفته ممان ماتریس

شͺل به p درجه از کامل پایه چندجمله�ای�های .٣.٢.٢ تعریف

pT (X) = {١ x x٢ ... xp−١ xp} (١ −D)

pT (X) = {١ x y x٢ xy y٢ ... xp yp} (٢ −D)

مͬ�شوند. نوشته

n شامل X مشاهده نقطه برای موضعͬ دامنه محمل ͷی ،ai ضرایب تعیین برای حالت این در
همیشه موضعͬ، دامنه محمل در گره�ها تعداد ،PPIM روش در که کنید توجه مͬ�شود. تعیین گره



١٢ توابع تقریب روش�های .٢

تابع مقدار که کنیم فرض اگر بنابراین .n = m که معنͬ این به مͬ�باشد، پایه�ای توابع تعداد برابر
به گره�ها محل در معلوم مقادیر با تابع این دادن قرار برابر با باشد، مشخص گره�ها محل در u(X)

که معنͬ این به داریم معادله ai تعداد
u١ =

∑m
i=١ aiP (X١) = a١ + a٢x١ + a٣y١ + ...+ amPm(X١),

u٢ =
∑m

i=١ aiP (X٢) = a١ + a٢x٢ + a٣y٢ + ...+ amPm(X٢),
...
un =

∑m
i=١ aiP (Xn) = a١ + a٢xn + a٣yn + ...+ amPm(Xn).

(٢.٢)

ماتریسͬ u به�شͺل مͬ�توان را (٢.٢) معادله

Us = Pma, (٣.٢)

که نوشت

Us = [u١, u٢, ..., un]
T ,

و تابع٣ گره�ای مقدارهای از برداری

a =



a١
a٢
a٣
...
am


و مجهول۴، ضرایب از برداری

Pm =


١ x١ y١ x١y١ . . . Pm(X١)
١ x٢ y٢ x٢y٢ . . . Pm(X٢)
١ x٣ y٣ x٣y٣ . . . Pm(X٣)
... ... ... ... . . . ...
١ xn yn xnyn . . . Pm(Xn)

 , (۴.٢)

٣Nodal function values
۴Unknown coefficient



١٣ نقطه�ای درونیابͬ روش�های .٢.٢

از مربع۶ͬ ماتریسͬ Pm لذا مͬ�باشد، n = m روش این در چون مͬ�شود. نامیده ممان۵ ماتریس
داریم (٣.٢) حل با است. (m×m) یا (n× n) مرتبه

a = P−١
m Us. (۵.٢)

داشت: خواهیم n = m اینͺه به توجه با و (١.٢) در (۵.٢) جایͽذاری با

uh(X) = PT (X)P−١
m Us =

m∑
i=١

ϕiui = ΦT (X)Us,

صورت: به و بوده شͺل توابع از برداری Φ(X) که

ΦT (X) = PT (X)P−١
m = {ϕ١(X) ϕ٢(X) ... ϕn(X)},

مͬ�شود. داده نمایش

محاسبه قابل به�راحتͬ مͬ�باشند، چندجمله�ای به�صورت چون شͺل توابع مشتقات .۴.٢.٢ نͺته
هستند.

گره�ها تمامͬ میان از مجهول تابع اینͺه دلیل به مͬ�شوند، تولید روش به�این که شͺلͬ توابع
یعنͬ: مͬ�باشد کرونͺر دلتای خاصیت دارای مͬ�گذرد

ϕi(X = Xj) =

{
١ i = j,

٠ i ̸= j.

یعنͬ: است برقرار مجموع٧ ͬͽانͽی خاصیت توابع این برای همچنین

m∑
i=١

ϕi(X) = ١.

۵Moment matrix
۶Square matrix
٧Partition of unity



١۴ توابع تقریب روش�های .٢

(RPIM) شعاعͬ نقطه درونیابͬ روش ٢.٢.٢

توابع ،PPIM چندجمله�ای نقطه�ی درونیابͬ روش در جواب ماتریس ͬͽینͺت مشͺل بر غلبه برای
به�صورت Ω دامنه در u(X) میدان تابع حالت این در شده�اند، پیشنهاد ،RBF شعاع٨ͬ پایه

uh(X) =
n∑

i=١
Ri(X)ai +

m∑
j=١

Pj(X)bj = RT (X)a+PT (X)b, (۶.٢)

نشان Pj(X) شعاعͬ، پایه توابع تعداد n شعاع٩ͬ، پایه توابع بیانͽر ،Ri(X) که مͬ�شود، زده تقریب
پایه توابع تنها ،m = ٠ که زمانͬ مͬ�باشد. پاسͺال پایه توابع تعداد m و پاسͺال پایه توابع دهنده

شوند. تعیین باید که هستند ثابت�هایͬ ai و bj ضرایب مͬ�روند. به�کار شعاعͬ
به�کار بیشتر که آن�ها از نوع چهار (١.٢) جدول دارند، وجود شعاعͬ پایه توابع زیادی تعداد
اساس بر باید آنها مقدار که دارند وجود ثابتͬ پارامترهای پایه توابع بیشتر در مͬ�دهد. نشان مͬ�رود
αc و q پارامتر دو MQ-RBF در مثال برای شود، بهینه روش تا شود تعیین نظر مورد مساله ماهیت

مͬ�شود. انتخاب ٠٫ ۵ با برابر q استاندارد حالت در دارند. وجود

بͬ�بعد شͺل پارامترهای با شعاعͬ پایه�ای توابع انواع :١.٢ جدول

عناوین عبارت شͺل پارامترهای
Multi-quadrics(MQ) Ri(x, y) = (r٢

i + (αcdc)
٢)q αc ≥ ٠, q

Gaussian(EXP) Ri(x, y) = exp[−αc(
ri
dc
)٢] αc

Thin Plate Spline(TPS) Ri(x, y) = rηi η
Logarithmic Ri(x, y) = rηi logri η

مͬ�شود، تعیین X مشاهده نقطه برای دامنه محمل ͷی ،(۶.٢) در bj و ai ضرایب تعیین برای
نقطه از دامنه محمل درون گره n در (۶.٢) معادله اجرای با bj و ai ضرایب �باشد. گره n شامل که
به مربوط کدام هر که مͬ�شود خطͬ معادله n به منجر نهایت در که مͬ�شوند. تعیین X مشاهده

به�صورت معادله این ماتریسͬ شͺل است. گره ͷی

Us = R٠a+Pmb, (٧.٢)
٨Repreducing basis function
٩Radial basis functions
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که مͬ�شود، بیان

Us = [u١, u٢, ..., un],

به�صورت شعاعͬ پایه توابع از ممانͬ ماتریس ،R٠ مͬ�باشد. تابع مقادیر از برداری

R٠ =


R١(r١) R٢(r١) . . . Rn(r١)
R١(r٢) R٢(r٢) . . . Rn(r٢)
. . . . . . . . . . . .

R١(rn) R٢(rn) . . . Rn(rn)


(n×n)

, (٨.٢)

به�صورت چندجمله�ای�ها١٠ ممان ماتریس ،Pm و

PT
m =


١ ١ ١ ١
x١ x٢ . . . xn

y١ y٢ . . . yn
... ... . . . ...

Pm(X١) Pm(X٢) . . . Pm(Xn)


(n×n)

,

هستند.
به�صورت به�ترتیب چند�جمله�ای�ها و شعاعͬ پایه توابع برای ضرایب از برداری

aT = {a١ a٢ ... an},

و

bT = {b١ b٢ ... bm},

مͬ�باشند.
به�صورت Ri(rk) در rk ،(٨.٢) در

rk =
√
(xk − xi)٢ + (yk − yi)٢,

١٠polynomial moment matrix
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مͬ�شود. تعریف
به�صورت: محدودیت١١ شرط m دارد، وجود (٧.٢) معادله در متغیر (n+m) به�هرحال

n∑
i=١

Pj(Xi)ai = PT
ma = ٠ , j = ١, ٢, ...,m, (٩.٢)

(٩.٢) و (٧.٢) معادلات ترکیب با مͬ�آید. به�دست دیͽر معادله m بنابراین مͬ�گیریم، نظر در را
به�صورت معادلات از مجموعه�ای

Ũs =

[
Us

٠

]
=

[
R٠ Pm

PT
m ٠

]{
a
b

}
= Ga٠, (١٠.٢)

داشت: خواهیم

aT
٠ = {a١ a٢ ... an b١ b٢ ... bm},

Ũs = {u١ u٢ ... un ٠ ٠ ... ٠},

،(١٠.٢) معادله حل با بود. خواهد متقارن نیز G ماتریس ،R٠ ماتریس بودن متقارن علت به

a٠ =

{
a
b

}
= G−١Ũs, (١١.٢)

مͬ�آید. به�دست
به�صورت مͬ�تواند (۶.٢) معادله

u(X) = RT (X)a+PT (X)b = {RT (X) PT (X)}
{

a
b

}
,

١١Constraint
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شود. نوشته
معادله (١١.٢) بردن به�کار با

u(X) = {RT (X) PT (X)}G−١Ũs = Φ̃T (X)Ũs (١٢.٢)

مͬ�آید. به�دست
به�صورت که است شͺل توابع از برداری Φ̃(X) ،(١٢.٢) در

Φ̃T (X) = {RT (X) PT (X)}G−١

= {ϕ١(X) ϕ١(X) ... ϕn(X) ϕn+١(X) ... ϕn+m(X)},

مͬ�شود. داده نشان

مجموع ͬͽانͽی هم و کرونͺر دلتای خاصیت هم روش این با شده تعیین شͺل توابع .۵.٢.٢ نͺته
هستند. دارا را

(MLS)متحرک مربعات كمترين تقريب ٣.٢

تقریب روش�های از ͬͺی مͬ�نامیم، MLS را آن اختصار به که متحرک، مربعات كمترين روش
از روش اين مͬ�باشد. جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در جواب محاسبه برای مناسب
معادلات دستͽاه ͷی حل به�جای روش اين در است. برخوردار مناسبͬ دقت و همواری مرتبه�ی

مͬ�شوند. حل ͷكوچ معادلات دستͽاه چندین بزرگ،
تقریب نظریه در بار اولین شپارد١٢ روش از توسیعͬ عنوان به متحرک، مربعات کمترین تقریب
گسترده به�طور روش اين بعدها .[١۶] شد معرفͬ چند�بعدی رویه�های تقريب برای لنͺستر١٣ توسط
بدون موضعͬ پتروگالركين شبͺه، بدون گالركين روش مانند شبͺه، بدون روش�های از بسياری در

.[٢٠] شد گرفته به�كار شͺل توابع ساخت برای ... و متناهͬ نقاط روش شبͺه،
مجموعه با متناظر ،{u(Xj)}Nj=١ مقادیر مͬ�کنیم فرض متحرک، مربعات کمترین تقریب در
تقریب از هدف شده�اند. داده دلخواه، s ≥ ١ و X = {X١, ..., XN} ⊂ Ω ⊂ Rs گره�های

١٢Shepard
١٣Lancaster



١٨ توابع تقریب روش�های .٢

تقریب فضای در u تابع برای ممͺن تقریب بهترین یافتن حقیقت در متحرک، مربعات کمترین
آن، در که است X نقطه�ی ͬͺنزدی در و ،U = span{P١(X), P٢(X), ..., Pm(X)},m ≤ N

Rs فضای در d حداکثر درجه�ی با چندجمله�ای فضای پایه�های {Pj(X)}mj=١ و m =

(
d+ s
d

)
پيشرو ضريب با چندجمله�ای�های پايه�ای، توابع غالبا كه �است ضروری نͺته اين به توجه هستند.

مͬ�باشند. پاسͺال مثلث از یͺه
به مربعͬ پايه�های و P = [١ x] شͺل به خطͬ پايه�های بعدی، ͷی فضای در مثال برای
و p = [١ x y] شͺل به خطͬ پايه�های بعدی، دو فضای در و هستند p = [١ x x٢] شͺل

مͬ�باشند. p = [١ x y x٢ xy y٢] شͺل به مربعͬ پایه�های
گره�های در تابع مقدار برحسب تابع تقريب ،X نقطه هر در متحرک، مربعات کمترین تقریب در
اعمال مͬ�گيرد، وزن تابع از كه وزنͬ با مطابق گره هر تاثير ميزان و مͬ�آيد بدست X به ͷنزدی
کمتری مقدار X نقطه�ی از شدن دور با كه است به�گونه�ای W : Ω×Ω −→ ℜ وزن تابع مͬ�شود.
به�طور ۴.٢ بخش در وزن تابع با ارتباط در شد. خواهد صفر آن، از مشخصͬ فاصله در و مͬ�گیرد

داد. خواهیم توضیح مفصل
تقریب ،X به ͷنزدی Z برای و داشته نͽه ثابت را X متحرک، مربعات کمترین تقریب در

به�صورت u(Z) برای را uh(X,Z)

uh(X,Z) =
m∑
j=١

cj(X)Pj(Z), (١٣.٢)

استفاده دليل مͬ�کنند، تغییر X با cj(X) ضرايب حالت این در که داریم توجه مͬ�کنیم. تعریف
است کافͬ ،(١٣.٢) در cj(X) ضرايب آوردن به�دست برای است. همين نيز متحرک كلمه�ی از
داخلͬ ضرب توسط القایͬ وزن�دار نرم از آن در كه شود مینیمم

∥∥∥u(Z) − uh(X,Z)
∥∥∥٢

٢,wX
که

مͬ�شود: تعريف زير به�صورت كه شده استفاده < f ,g >wX

به�صورت وزن�دار l٢ داخلͬ ضرب کنید فرض

< f, g >wX=
N∑
i=١

f(Xi)g(Xi)w

(
X −Xi

r

)
داخلͬ ضرب بͺارگیری از متحرک مربعات کمترین تقريب در موثر وزن توابع حقيقت در باشد.

ازای به تنها w
(
X −Xi

r

)
وزن توابع مͬ�شود، مشاهده كه همان�طور مͬ�شوند. ناشͬ وزن�دار

داخل گره�های بقيه�ی برای و مͬ�گیرند مقدار دارند، قرار w
(
X − .

r

)
محمل در كه Xjای گره�های
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نظر در با مͬ�شویم. آشنا آن با ادامه در که مͬ�باشد گره�ای محمل اندازه�ی r هستند. صفر مجموع،
به�صورت آن از حاصل القايͬ نرم شده، معرفͬ وزن�دار داخلͬ ضرب گرفتن

∥f∥٢
٢,wX =

N∑
i=١

[
f(Xi)

]٢
w

(
X −Xi

r

)
, (١۴.٢)

مͬ�شود. تعریف
به�صورت شده تعريف F (X) كردن مینیمم دنبال به شده، ارایه وزن�دار القایͬ نرم اعمال با بنابراین

F (X) = ∥u(Z)− uh(X,Z)∥٢
٢,wX =

N∑
i=١

[u(Xi)− uh(X,Xi)]
٢w

(
X −Xi

r

)
, (١۵.٢)

هستیم.
بنابراین: نوشت، uh(X,Z) = PT (Z)C(X) برداری شͺل به مͬ�توان را uh(X,Z)

F(X) =
N∑
i=١

[
u(Xi)−PT (Xi)C(X)

]٢
w

(
X −Xi

r

)
. (١۶.٢)

به�شͺل: (١۶.٢) معادله ماتريسͬ فرم

F(X) = [P.C(X)− û]T .W.[P.C(X)− û], (١٧.٢)

آن در كه بود خواهد

P =


P T (X١)
P T (X٢)

...
P T (XN)


N×١

,

و

W =


w(

X −X١
r

) . . . ٠

. . .
. . . . . .

٠ . . . w(
X −XN

r
)


N×N

,

و
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û =


u(X١)
u(X٢)
...

u(XN)

 .

کنیم، حل را ∂F

∂C
= ٠ معادله است کافͬ ،C ضرايب بردار برحسب F (X) تابع کمینه�سازی برای

بنابراین

∂F

∂C
= P T .٢W.(P.C − û) = ٢PT .W.P.C − ٢PT .W.û = ٠. (١٨.٢)

به�شͺل B(X) و A(X) ماتریس�های تعریف با

A(X) = PT .W.P, B(X) = PT .W, (١٩.٢)

وارون�پذير صورت در بنابراين مͬ�شود. تبدیل A(X)c(X)−B(X)û = ٠ تساوی به (١٨.٢) رابطه
آورد به�دست c(X) = [A(X)]−١B(X)û تساوی از مͬ�توان را c(X) ضرایب بردار ،A(X) بودن

داریم: نهایت در و

uh(X,Z) = PT (Z).[A(X)]−١B(X)û. (٢٠.٢)

به�صورت u تابع متحرک مربعات کمترین تقریب ،Z = X گرفتن نظر در با

u(X) ≈ uh(X) = PT (X).[A(X)]−١B(X)û. (٢١.٢)

به�صورت مͬ�توان را (٢١.٢) معادله است.

uh(X) =
N∑
i=١

ϕi(X)u(Xi) = Φ(X)û. (٢٢.٢)

به�صورت شͺل، توابع بردار ،Φ(X) آن در که نوشت،

Φ(X) = [ϕ١(X), ϕ٢(X), ..., ϕN(X)] = P T (X).[A(X)]−١B(X), (٢٣.٢)
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که مͬ�باشد،

A(X) =
N∑
i=١

w

(
X −Xi

r

)
P (Xi)P

T (Xi), (٢۴.٢)

و

B(X) =
[
w

(
X −X١

r

)
P (X١), ...,w

(
X −XN

r

)
P (XN)

]
, (٢۵.٢)

مربعات كمترين تقريب ،(٢٢.٢) رابطه�ی و آمده به�دست شͺل توابع از استفاده با بنابراين مͬ�باشد.
وارون به نیاز متحرک مربعات کمترین تقریب در که، داریم توجه مͬ�آید. به�دست u تابع متحرک
١.٣.٢ قضیه به�صورت خلاصه به�طور ماتریس این پذیری وارون شرایط مͬ�باشد. Aماتریس پذیری

.[١۵] مͬ�شود بیان

تابع m حداقل با X اگر است، پذیر وارون X ∈ Rs نقطه�ی هر در A(X) ماتریس .١.٣.٢ قضیه
به�طوری�که باشند موجود i١, i٢, ..., im اندیس�های یعنͬ شود، پوشانده شͺل

∥X −Xij∥ < rij , j = ١, ٢, ...,m,

به�راحتͬ ،s = ١ حالت برای است. m = dim(Πs
d) و w

(
X −Xij

rij

)
محمل شعاع rij آن در که

A(X) ماتریس ،ℜ فضای در {١, x} خطͬ پایه�های گرفتن نظر در با کرد. بررسͬ را قضیه مͬ�توان
به�صورت

A(X) = w(
X −X١

r
)

[
١ x١
x١ x٢

١

]
+ ...+w(

X −XN

r
)

[
١ xN

xN x٢
N

]
شرط نتیجه در و بود نخواهد وارون�پذیر A(X) ماتریس باشد، N = ١ اگر بنابراین مͬ�آید، به�دست

Nاست. ≥ m ماتریس، این وارون�پذیری برای لازم

متحرک مربعات کمترین تقریب ویژگͬ�های ١.٣.٢

:[١۵] مͬ�كنند صدق زير خاصيت سه در متحرک، مربعات كمترين تقريب .٢.٣.٢ لم
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است. وزن تابع همواری مرتبه با برابر متحرک مربعات کمترین تقریب همواری مرتبه .١

به�طور متحرک مربعات کمترین توسط d مساوی یا کمتر درجه از متغیره −S چندجمله�ای هر .٢
سازگاری ویژگͬ P (X) ∈ ΠS

d هر برای یعنͬ مͬ�شود، ساخته دقیق

P (X) = P h(X) =
N∑
i=١

ϕi(X)P (Xi),

است. برقرار

آنͽاه باشد، ϕi(X) تابع |α| مرتبه�ی مشتق Dαϕi(X) و w
(
X −Xi

r

)
∈ Ck(Ω) اگر .٣

N∑
i=١

Dαϕi(X)(X −Xi)
β = (−١)ββ!δα,β, |α| ≤ K , |β| ≤ d.

مͬ�شود. بیان اول ویژگͬ دو اثبات تنها برهان.

متحرک مربعات کمترین تعریف از لذا دارند، قرار C∞(Ω) فضای در چندجمله�ای�ها چون .١
.uh(X) ∈ CK(Ω) این�صورت در ،w

(
X −Xi

r

)
∈ CK(Ω) هرگاه که است واضح

کمترین تقریب که باشد پایه�ای PT (X) = [P١(X), P٢(X), ..., Pm(X)] کنید فرض .٢
این�صورت در است. شده ساخته آن اساس بر متحرک مربعات

(P T )h(X) =
N∑
i=١

ϕi(X)PT (Xi)

=
N∑
i=١

PT (X)[A(X)]−١B(X)PT (Xi)

= PT (X)[A(X)]−١
N∑
i=١

B(X)PT (Xi)

= PT (X)[A(X)]−١
N∑
i=١

w

(
X −Xi

r

)
P(Xi)P

T (Xi)

= PT (X)[A(X)]−١A(X) = PT (X).

به�طور P(X) ∈ ΠS
d فضای پایه�ی عضو هر چون مͬ�باشد. (PT )h(X) = PT (X) بنابراین

ساخت. دقيق به�طور مͬ�توان نيز را آنها از خطͬ تركيب هر لذا مͬ�شود، ساخته دقیق



٢٣ (MLS)متحرک مربعات كمترين تقريب .٣.٢

،u(X) ≡ ١ دهیم قرار اگر متحرک، مربعات کمترین تقریب سازگاری خاصیت به توجه با
داریم:

N∑
i=١

ϕi(X) ≡ ١.

مͬ�دهند. تشͺیل ١۴ یͺه�ای افراز ͷی متحرک، مربعات کمترین تقریب در شͺل توابع پس
،ϕi(Xj) ̸= δi,j یعنͬ نمͬ�کنند، صدق کرونͺر دلتای خاصیت در شͺل توابع که آنجا از
ديريͺله مرزی شرايط اعمال كه مͬ�شود موجب مساله این .uh(Xi) ̸= u(Xi) داریم بنابراین

نشود. انجام به�راحتͬ

شپارد تقریب ٢.٣.٢

ازای به تقریب این [١۶]. است متحرک، مربعات كمترين تقريب از خاصͬ حالت شپارد١۵ تقریب
توابع مͬ�آید. به�دست متحرک مربعات کمترین روش در ،P١(X) ≡ ١ پایه�ای تابع با و m = ١
متحرک، مربعات روشکمترین در موجود (٢۵.٢) و (٢۴.٢) روابط از استفاده با تقريب، اين شͺل

مͬ�شوند: محاسبه زیر به��صورت

A(X) =
N∑
i=١

w

(
X −Xi

r

)
P١(Xi)P١(Xi) =

N∑
i=١

w

(
X −Xi

r

)
,

B(X) =
[
w

(
X −X١

r

)
P١(X١), ...,w

(
X −XN

r

)
P١(XN)

]
=
[
w

(
X −X١

r

)
, ...,w

(
X −XN

r

)]
.

رابطه�ی طبق راحتͬ به A ماتریس معͺوس

[A(X)]−١ =
١∑N

i=١ w

(
X −Xi

r

)
داریم: بنابراین مͬ�آید. به�دست

١۴Partition of unity
١۵Shepard



٢۴ توابع تقریب روش�های .٢

ϕj(X) =

w

(
X −Xj

r

)
∑N

i=١ w

(
X −Xi

r

) , ١ ≤ j ≤ N . (٢۶.٢)

توابع بودن یͺه افراز به مربوط ویژگͬ مͬ�شوند. محاسبه (٢۶.٢) رابطه�ی از شͺل توابع نتيجه در
كرد. مشاهده نيز خاص حالت اين برای مͬ�توان را، متحرک مربعات کمترین تقریب از حاصل شͺل

داریم: X ∈ Rs هر برای

N∑
i=١

ϕi(X) =
N∑
i=١

w

(
X −Xj

r

)
∑N

i=١ w

(
X −Xi

r

) = ١ =⇒
N∑
i=١

ϕi(X) = ١. (٢٧.٢)

مͬ�نامند. نیز یͺه افراز روش را، شپارد تقریب گاهͬ بنابراین

MLS تقریب در پایدار روشͬ معرفͬ ٣.٣.٢

مرکزی که متحرک مربعات کمترین تقریب از دیͽری شͺل که، است شده داده نشان [٢٢] مقاله در
و بوده معادل متحرک مربعات کمترین تقریب با نظری دیدگاه از مͬ�شود، نامیده شده مقیاس و
و است متحرک مربعات کمترین تقریب همان روش، این اساس است. پایدارتر عددی نظر از
مͬ�شوند. مقیاس r شعاع و X مركز با پایه اعضای ،X هر برای كه است این در آن، تفاوت تنها
تقریب برای را، Rs فضای در d حداكثر درجه�ی با چندجمله�ای�های فضای پايه�ی اگر حقيقت در
داشته PT = [P١(X), P٢(X), ..., Pm(X)] به�صورت X ͬͽهمسای در متحرک مربعات كمترین
،X به ͷنزدی Z برای u تابع متحرک مربعات كمترين شده�ی مقیاس و مرکزی تقریب در باشیم،

به�صورت

PT

(
X − Z

r

)
=
[
P١

(
X − Z

r

)
, ..., Pm

(
X − Z

r

)]
,

هستند.



٢۵ گره�ای محمل اندازه�ی انتخاب و وزن تابع .۴.٢

گره�ای محمل اندازه�ی انتخاب و وزن تابع ۴.٢

شͺل توابع ساخت در w وزن تابع محاسبه�ی مͬ�شود، مشاهده (١٧.٢) رابطه در که همان�طور
باشد داشته را زیر خواص باید وزن تابع است، شده بحث [٢١] در که همان�طور �است. ضروری

:[١٧]

باشد. منفͬ غیر .١

باشد. فشرده محمل دارای .٢

باشد. مشتق�پذیر و پیوسته .٣

MLS تقریب وزن توابع ١.۴.٢

اسپلاین، مخروطͬ، نمایͬ، توابع مثال برای شده�اند، پیشنهاد تقریب این برای متفاوتͬ وزن توابع
مناسب وزن تابع نوع تعیین برای دقیقͬ رياضͬ اثبات هيچ تاكنون آنجايͬ�كه از کسری. و گاوسͬ
مقايسه�ی مطالعه�ی است. وسيعͬ انتخاب گستره�ی دارای وزن تابع انتخاب نمͬ�باشد، دسترس در
تحقیقات ولͬ است شده انجام زیادی مقالات در مختلف، وزن توابع در خطا همͽرایͬ سرعت
مͬ�شوند. معرفͬ زير به�صورت معروف وزن تابع نوع پنج است. نياز مورد موضوع اين در بیشتری

W ١ كسری وزن تابع .١

W ٢ یافته) انتقال گاوسͬ نمایͬ(همان وزن تابع .٢

W ٣ مخروطͬ تایع .٣

W ۴ مͺعبͬ اسپلاين تابع .۴

W ۵ چهار درجه�ی اسپلاین تابع .۵

W ١(dI) =


d٢
mI

d٢
I + l٢d٢

mI

(
١ − d٢

I

d٢
mI

)
, dI ⩽ dmI ,

٠, dI > dmI ,

(٢٨.٢)



٢۶ توابع تقریب روش�های .٢

W ٢(dI) =


e
−

dI
c

٢k

− e
−

dmI

c

٢k

١ − e
−

dmI

c

٢k , dI ⩽ dmI ,

٠, dI > dmI ,

(٢٩.٢)

W ٣(dI) =

١ −
(

dI
dmI

)٢k
, dI ⩽ dmI ,

٠, dI > dmI ,

(٣٠.٢)

W ۴(dI) =



٢
٣ − ۴

(
dI
dmI

)٢
+ ۴

(
dI
dmI

)٣
, dI ⩽ ١

٢dmI ,

٣
۴ − ۴

(
dI
dmI

)
+ ۴

(
dI
dmI

)٢
+

٣
۴

(
dI
dmI

)٣
, ١

٢dmI < dI ⩽ dmI ,

٠, dI > dmI ,

(٣١.٢)

W ۵(dI) =

١ − ۶
(

dI
dmI

)٢
+ ٨

(
dI
dmI

)٣
− ٣

(
dI
dmI

)۴
, dI ⩽ ١

٢dmI ,

٠, dI > dmI .

(٣٢.٢)

اندازه�ی dmI مͬ�کند، مشخص را I گره و X مفروض نقطه بین فاصله�ی dI بالا، تعاریف در
اين هستند. صحیح پارامترهای c و l و k پرداخت، خواهیم آن به ادامه در که مͬ�باشد، گره�ای محمل
مرتبه�ی سازگاری و همواری در به�سزایͬ سهم كه هستند بالا مرتبه�ی از مشتق دارای اغلب وزن توابع
دارند. متحرک مربعات کمترین تقریب پايه�ی بر شبͺه بدون روش�های از آمده به�دست تقريب بالای
۵.٢ شͺل و ۴.٢ شͺل در است. شده رسم ٣.٢ شͺل در بعدی دو دامنه�ی ͷی Wروی ١ وزن تابع

.[٢٣] است شده رسم بعدی دو ناحیه�ی ͷی روی W ١ تابع دوم و اول مرتبه�ی مشتقات ،

گره�ها محمل اندازه�ی ٢.۴.٢

است. شده پرداخته مساله اين به مقالات، بیشتر در كه است مهمͬ مساله�ی گره�ها، محمل اندازه�ی
مشخص�کننده�ی پارامتر، این است، مشخص ٣.٢ بخش در شͺل توابع تعريف از كه همان�طور



٢٧ گره�ای محمل اندازه�ی انتخاب و وزن تابع .۴.٢

بعدی دو ناحیه ͷی روی W ١ کسری وزن تابع نمودار :٣.٢ شͺل

اختیار بزرگ کافͬ اندازه�ی به باید گره�ها محمل اندازه�ی است. ϕi(X) شͺل تابع محمل اندازه�ی
طرفͬ از ببینید، را (١.٣.٢) قضیه باشد، برقرار A(X) ماتریس پذیری وارون شرایط تا شود،
که کردند پیشنهاد بلیچͺو١٧ و دالبو١۶ مͬ�شود. تقریب خطای افزایش موجب آن مقدار افزایش
از کافͬ تعداد شامل که است، بزرگ کافͬ اندازه�ی به مقدار ͷی cI که رود به�کار dmI = dmaxcI

در مͬ�گیرد. ۴ و ٢ بین مقداری تجربͬ به�طور که است ضریبͬ dmax مͬ�باشد. محمل در گره�ها
گرفته نظر در میانͽین گره�ای فاصله�ی از ضريبͬ با برابر گره�ای، محمل اندازه�ی زیادی کتاب�های
مͬ�باشد. dmI همان حقیقت در ،٣.٢ بخش در شده ذکر r تاخیر پارامتر که داریم توجه است. شده
تحلیل�ها، شروع از قبل باید را، ( cI (ضریب dmax یا α پارامتر که است ضروری نͺته این به توجه
را محمل�ها اشتراک ضخامت که مͬ�کند بازی را ذره�بینͬ نقش α ضریب حقیقت در کرد. تعیین

مͬ�دهد. تغییر
در را یͺنواخت گره�ای توزيع با مربعͬ تابعͬ از مثالͬ محمل، در تغيير اين بهتر فهم ی برا
مͬ�شود مشاهد مͬ�کنند. مشخص را محمل در گره�ها تعداد ۶.٢ شͺل در رن�͹ها مͬ�گیریم. نظر
پایان�نامه این محاسبات در است. α = ١٠ از بیشتر α = ١۵ حالت برای محمل�ها اشتراک که
یͺنواخت توزیع ͷی در گره�ها بین فاصله h آن در که است شده گرفته نظر در dmI = dmax × h

شرط خطͬ، پایه�های با بعدی دو مساله�های برای که داشت توجه باید .dmax > ١٫ ۴ و است گره�ای
است. الزامͬ dmax > ١٫ ۴

١۶Dalbo
١٧Belytschko



٢٨ توابع تقریب روش�های .٢

بعدی دو ناحیه ͷی روی W ١ کسری وزن تابع اول مشتق نمودار :۴.٢ شͺل

شͺل توابع ویژگͬ�های ۵.٢

عناصر روش شͺل توابع مͬ�شوند. ساخته عنصر به عنصر شͺل، توابع متناهͬ، عناصر روش در
صفر آن به متصل گره�های بقيه�ی در و مͬ�گیرند ͷي مقدار گره همان در تنها گره، هر در متناهͬ
مرزی شرايط اعمال برای ويژگͬ اين است. معروف کرونͺر دلتای خاصيت به ويژگͬ، اين هستند.
تقریب از که شبͺه بدون روش�های شͺل توابع که، است حالͬ در این است. مناسب بسيار دیریͺله
متناهͬ، عناصر روش شͺل توابع ویژگͬ�های از برخͬ در مͬ�آیند، به�دست متحرک مربعات کمترین
توابع کرونͺر دلتای خاصیت اما مشترکهستند، خط١٩ͬ باز�تولیدکنندگͬ یͺه١٨و افراز خاصیت مانند

ندارند. را متناهͬ عناصر روش شͺل
شد، بیان نیز ٣.٢ بخش در که همان�طور مͬ�باشد. یͺه افراز شرط شͺل، توابع تمام اصلͬ نیاز
نقطه هر برای که مͬ�شود تعریف این�صورت به ،ϕI(X) شͺل توابع مجموعه�ی یͺه�ی افراز خاصیت

باشد: برقرار زیر خاصیت دامنه، در
n∑

I=١
ϕI(X) = ١,

توابع که دارد وجود دیͽری شرط��های مͬ�باشد. دامنه در شده توزیع گره�های تعداد ،n آن در که
به بعدی دو حالت در که است خطͬ باز�تولیدکنندگͬ شرط، اولین کنند. صدق آنها در باید شͺل

١٨Partition of unity reproduction
١٩Linear reproducing



٢٩ شͺل توابع ویژگͬ�های .۵.٢

بعدی دو ناحیه ͷی روی W ١ کسری وزن تابع دوم مشتق نمودار :۵.٢ شͺل

مͬ�شود: مطرح زیر صورت
n∑

I=١
ϕI(X)xI = x,

n∑
I=١

ϕI(X)yI = y,

طریق از شده تولید شͺل توابع برای هستند. X محمل در I گره�ای مختصات ،yI و xI آن در که
مثال: برای آورد. دست به بیشتری ویژگͬ�های مͬ�توان ،MLS

n∑
I=١

NI(X)iX
j
I = δi,j

مͬ�دهد. نشان را XI مولفه jامین ،Xj
I که

X = ٠, ١, ٢, ..., ١٠ در گره ١١ که شده�اند رسم ی�ͷبعدی ناحیه�ی روی شͺل توابع ٧.٢ شͺل در
شده�اند. جایͽذاری

گرفته نظر در dmI = ٢٫ ١ گره�ها، تمام برای یͺسان به�طور گره�ای محمل�های شͺل، این در
مشتقات شده�اند. مقایسه (٣١.٢) در(٢٨.٢)، شده تعریف W ٢ و W ١ وزن تابع نوع دو و شده�اند
مͬ�شود. ديده نيز متفاوت وزن توابع از استفاده تاثير و شده�اند رسم ٨.٢ شͺل در شͺل توابع
به مقدار اين كه زمانͬ و است گره�ای محمل�های اندازه�ی تاثير تحت شدت به مشتقات همواری
نیست. هموار دیͽر مͬ�شود، دیده (٩.٢) شͺل در كه همان�طور شͺل، توابع مشتق يابد، كاهش ١/٣



٣٠ توابع تقریب روش�های .٢

مربعͬ دامنه�ی برای محمل در گره�ها تعداد نمودار :۶.٢ شͺل

بعدی ͷی ناحیه روی شͺل توابع نمودار :٧.٢ شͺل

مقادیر رسم متحرک مربعات کمترین تقریب مبنای بر شͺل توابع برای تͺميلͬ توضيح به�عنوان
شبͺه، ͷی در گره نه تعداد است. شده ارایه (ب) ١٠.٢ شͺل در بعدی دو ناحیه روی شͺل توابع
مختصات به گره�ای برای شͺل تابع و (الف)) ١٠.٢ شده�اند(شͺل مرتب ،٢×٢ ناحیه�ای ͷی روی
در ،X محور مثال برای افقͬ، جهت به نسبت شͺل توابع مختصات است. شده داده نشان (١, ١)
حالت مانند رفتاری آن، مشتق و شͺل توابع که کرد مشاهده توان مͬ است. شده رسم ١١.٢ شͺل

دارد. ی�ͷبعدی



٣١ شͺل توابع ویژگͬ�های .۵.٢

dmI = ١ برای بعدی ͷی ناحیه روی شͺل توابع اول مشتق نمودار :٨.٢ شͺل

dmI = ١٫ ٣ برای بعدی ͷی ناحیه روی شͺل توابع اول مشتق :٩.٢ شͺل



٣٢ توابع تقریب روش�های .٢

dmI = ٢٫ ١ برای دامنه روی شͺل توابع نمودار و بعدی دو ناحیه روی گره�ها توزیع :١٠.٢ شͺل
W ١ وزن تابع از استفاده با

از استفاده با dmI = ٢٫ ١ برای بعدی دو ناحیه ͷی روی شͺل تابع مشتق نمودار :١١.٢ شͺل
W ١ وزن تابع



٣ فصل

مسایل برای یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش
مرزی مقدار

مقدمه ١.٣

باز�تولید روش فرمول�بندی و مبانͬ اول بخش در است، شده تشͺیل کلͬ بخش چهار از فصل این
خواهد قرار بررسͬ و بحث مورد تفضیل به روش، این در شͺلͬ توابع مفهوم نیز و هسته با نقطه
EFG شبͺه بدون روش پیاده�سازی و فرمول�بندی نحوه و کامل معرفͬ به دوم بخش در گرفت،
روش مͬ�رود به�شمار پایان�نامه این اصلͬ بخش که سوم بخش در مͬ�پردازیم، MLS تقریب پایه بر
بدون روش تاثیر عددی مثال حل با پایانͬ بخش در و مͬ�شود، معرفͬ یافته توسعه شبͺه�ی بدون

شد. خواهد سنجیده عددی مسایل بر یافته توسعه شبͺه�ی

هسته با نقطه باز�تولید روش ٢.٣

روش در مͬ�باشد، ١ SPH هموار ذرات ͷهیدرودینامی شبͺه، بدون روش�های قدیمͬ�ترین از ͬͺی
روی روش این مͬ�شود. بازتولید است معروف کرنل٢ تابع به که تابعͬ ͷبه�کم سیستم پاسخ SPH

نیست. دقیق پاسخͬ ارایه به قادر شوند، گرفته نظر در دامنه در کمͬ نقاط هنͽامͬ�که یا مرزها،
مشخصات و دامنه در شده پخش نقاط پایه بر تنها وی همͺاران و نایرولس٣ ،١٩٩٢ سال در
MLS متحرک مربعات مجموع حداقل روش ͷبه�کم را گالرکین روابط نظر، مورد محیط مرزی

١Smooth particle hydrodynamics
٢Kernel function
٣Nayroles
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آنجا از نامیدند. پراکنده۵ عناصر روش را خود روش و آوردند به�دست نظر مورد مساله برای ۴

دلتای خاصیت فاقد متناهͬ عناصر روش خلاف بر روش این در رفته به�کار درونیاب توابع که
و ٧ͷبلیتش بود. همراه بیشتری مشͺلات با نقطه�ای بارهای و مرزی شرایط اعمال بودند، ۶ کرونͺر
روش�های سایر از روش این جستند. سود مرزی شرایط اعمال برای لاگرانژ٨ ضرایب از همͺارانش
به جمله�ای افزودن و SPH روش با وی همͺاران و لیو٩ طرفͬ از بود. دقیق�تر المان�بندی بدون
پدید را هسته١٠ با نقطه باز�تولید روش موجود مرزهای در آن عملͺرد تصحیح جهت تبدیل، کرنل
و لیو توسط بار اولین هسته با نقطه تولید باز روش بود. دقیق�تر مراتب به SPH به نسبت که آوردند
هسته به�عنوان پیوسته تابعͬ بر ͬͺمت که است روش�هایͬ جمله از RKPM شد، معرفͬ وی همͺاران
کرد خواهیم برخورد آن با کرات به بخش این در که آنجا از مͬ�باشد، نظر مورد تابع تولید باز اصلͬ

مͬ�کنیم. تعریف را آن ابتدا

که مͬ�شود اطلاق عملͽرها از گروهͬ بازتولید١١به اصلͬ هسته یا شبیه�ساز تابع .١.٢.٣ تعریف
این مشهورترین از ͬͺی مͬ�کنند. بازتولید را تابع آن دلخواه تابعͬ دامنه بر انتͽرال�گیری فرایند طͬ

است. فوریه تبدیل گروه�ها

باز جهت ساز شبیه تابع بر ͬͺمت روش�های جمله از RKPM و SPH شد گفته که همان�گونه
خواهد بازتولید زیر رابطه ͷبه�کم نظر مورد تابع SPH روش در مͬ�باشند. نظر مورد تابع تولید
دیفرانسیل معادله پاسخ از تخمینͬ به�عنوان شده بازتولید تابع بعدی گام�های در است (بدیهͬ شد

مͬ�شود): گرفته نظر در سیستم بر حاکم

uh(ξ) =

∫ +∞

−∞
ϕ(ξ − x)u(x)d(x), (١.٣)

این ضعف نقطه از مͬ�باشد. شبیه�ساز تابع ϕ(ξ − x) و شده بازتولید تابع uh(ξ) رابطه این در که
است. محدود دامنه�های در آن ضعیف عملͺرد روش

مراحل تصحیح جهت تابعͬ پیشنهاد با ١٩٩٣ سال در وی همͺاران و لیو ضعف این جبران برای
تصحیح جمله یا تصحیح١٢ تابع به�کارگیری درصورت که دادند نشان مرز، مجاور نقاط در باز�تولید

۴Moving least square
۵Diffuse element Method
۶Kronker delta
٧Belytschk
٨Lagrange multipliers
٩Liu
١٠Reproducing kernel particle method
١١Reproducing kernel
١٢Correction function
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مدل مͬ�یابند. بهبود جواب�ها هم دامنه نقاط سایر در بلͺه مرز، مجاور نقاط در تنها نه مرز١٣
به�صورت شد نامیده RKPM که لیو پیشنهادی

uh(ξ) =

∫
Ω

u(x)C(ξ; ξ − x)ϕ(ξ − x)d(x), (٢.٣)

همچنین: مͬ�باشد. تصحیح تابع C و محاسباتͬ دامنه Ω ،(٢.٣) رابطه در است. بیان قابل

K(ξ; ξ − x) = C(ξ; ξ − x)ϕ(ξ − x),

مͬ�شود. نامیده پنجره�ای١۵ تابع ϕ(ξ − x) و کرنل١۴ تابع K(ξ; ξ − x) اخیر، رابطه در

apodization function یا و tepering function اسامͬ با که پنجره�ای یͷتابع .٢.٢.٣ تعریف
مͬ�باشد. صفر انتخابͬ نواحͬ از بعضͬ بیرون که است ریاضͬ تابعͬ مشهوراست،

کرنل به�عنوان دیراک١۶ دلتای تابع انتخاب با که دریافت مͬ�توان (٢.٣) رابطه به مجدد نͽاهͬ با
است تابعͬ مطلوب، پنجره�ای تابع بود. خواهد برقرار رابطه طرف دو تساوی انتͽرالͬ، تبدیل این
پایداری به مربوط ملاحظات دلیل به باشد. ͷنزدی و شبیه دیراک دلتای تابع به امͺان حد تا که
دیراک) دلتای تابع به (شبیه ͷکوچ بسیار پوششͬ دامنه با پنجره�ای توابع انتخاب روش، عددی
اختیاری پنجره�ای توابع مͬ�شود سعͬ عمل در است. متصور آن بر پایینͬ حد و نیست ممͺن عملا
توابع و گوس١٧ͬ توزیع تابع میان این در باشند، دیراک دلتای تابع به شبیه است ممͺن که آنجایͬ تا

مͬ�رسند. به�نظر مناسب�تر اسپلاین١٨
مͬ�کنیم. تعریف اتساع١٩ پارامتر نام به پارامتری پنجره�ای، تابع بیشتر چه هر انعطاف�پذیری برای
تاثیر پارامتر این مͬ�باشد. پاسخ تابع دامنه بر پنجره�ای تابع گسترده�گͬ ͬˁکم کنترل�کننده پارامتر این
را پنجره�ای تابع پارامتر این اهمیت به نظر این�رو از دارد. RKPM روش عددی پایداری بر شͽرفͬ

است): اتساع پارامتر a) داد خواهیم نمایش ϕa(ξ − x) فرم به

ϕa(ξ − x) =
١
a
ϕ(

ξ − x

a
).

١٣Boundary correction term
١۴Kernel function
١۵Window function
١۶Dirac delta function
١٧Gaussian distribution function
١٨Spline function
١٩Dilation parameter
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از وسیع�تری ناحیه پنجره�ای تابع شود، انتخاب بزرگتر اتساع پارامتر چه هر تعریف، این به توجه با
(a → ٠) پارامتر این ͷکوچ بسیار مقادیر ازای به به�علاوه مͬ�دهد. پوشش را Ω پاسخ تابع دامنه

کرد. خواهد میل دیراک دلتای تابع سمت به پنجره�ای تابع
فرم به�جای (٢.٣) رابطه در جایͽذاری و ϕa(ξ − x) فرم به پنجره�ای تابع بردن به�کار بنابراین

داریم: قبلͬ

uh(ξ) =

∫
Ω

u(x)C(ξ; ξ − x)ϕa(ξ − x)d(x), (٣.٣)

که

ϕ̄a(ξ, ξ − x) = C(ξ; ξ − x)ϕa(ξ − x).

خطͬ مستقل و دلخواه توابع از تابعͬ تصحیح تابع دید، خواهیم آتͬ سطرهای در که همان�طور
بازتولید شرایط اعمال از پس ضرایب این که مͬ�باشد مجهول ضرایبͬ به�همراه ت�ͷجمله�ای�ها) (مانند
عمل چنین دلخواه تابعͬ تولید باز جهت لازم معادلات آوردن به�دست برای مͬ�شوند. محاسبه

مͬ�شود:
مͬ�آوریم: به�دست ξ نقطه حول را u(x) تابع تیلور بسط ابتدا ،(٣.٣) رابطه در

u(x) =
∞∑

α=٠

(−١)α
α!

(ξ − x)αu(α)(ξ), (۴.٣)

داشت: خواهیم (٣.٣) معادله در (۴.٣) رابطه جایͽذاری با

uh(ξ) =
∞∑

α=٠

(−١)α
α!

(∫
Ω

(ξ − x)αϕ̄a(ξ, ξ − x)d(x)

)
u(α)(ξ), (۵.٣)

به�شͺل ϕ̄a(ξ, ξ − x) تابع αام درجه گشتاور معادله(٣.۵) بیشتر سادگͬ برای

m̄α(a, ξ) =

∫
Ω

(ξ − x)αϕ̄a(ξ, ξ − x)d(x), (۶.٣)

شͺل به مͬ�توان را (۵.٣) معادله این�صورت در مͬ�شود. تعریف

uh(ξ) = m̄٠(a, ξ) +
∞∑

α=١

(−١)α
α!

m̄α(a, ξ)u
α(ξ), (٧.٣)
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نمود. بازنویسͬ
معادلات باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی دقیق بازتولید به قادر (٧.٣) رابطه بخواهیم اگر

شوند، برآورده بایستͬ }زیر
m̄٠(a, ξ) = ١,
m̄α(a, ξ) = ٠, α = ١, ٢, ٣, ..., n,

خلاصه: به�طور

m̄α(a, ξ) = δα٠, α = ٠, ١, ٢, .., n, (٨.٣)

مͬ�باشد. کرونͺر دلتای تابع δ اخیر رابطه در که
(٨.٣) هم�زمان معادله n+ ١ مͬ�توان تصحیح، تابع در مجهول ضریب n+ ١ تعریف صورت در

مͬ�کنیم: تعریف این�رو از نمود، برآورده را

C(ξ; ξ − x) =
n∑

α=٠
βα(ξ)(ξ − x)α,

ماتریس به�شͺل که

C(ξ; ξ − x) = PT (ξ − x)β(ξ), (٩.٣)

مͬ�باشد. بیان قابل نیز
بردار β(ξ) و مولفه n + ١ دارای و پایه ت�ͷجمله�ای�های حاوی بردار ،PT (ξ − x) بالا، رابطه در
α = ٠, ١, ..., n برای ،(٨.٣) معادله در (٩.٣) رابطه جایͽذاری با مͬ�باشد. مجهول ضرایب حاوی

به�صورت لازم اساسͬ معادله n+ ١ به

∫
Ω

⟨
(ξ − x)α(ξ − x)α+١(ξ − x)α+٢...(ξ − x)α+n

⟩
ϕa(ξ − x)d(x)



β٠(ξ)
β١(ξ)
β٢(ξ)
...

βn(ξ)


= δ٠α,

(١٠.٣)

رسید. خواهیم βi مجهول ضرایب تعیین جهت



٣٨ مرزی مقدار مسایل برای یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش .٣

،(١٠.٣) معادله ،ϕa(ξ−x)پنجره�ای تابع گشتاور برای (۶.٣) معادله به شبیه رابطه�ای تعریف با
شد. خواهد بازنویسͬ (١٢.٣) معادله به�صورت α = ٠, ١, ..., n برای

ma(a, ξ) =

∫
Ω

(ξ − x)aϕa(ξ − x)d(x), (١١.٣)

⟨
mα(a, ξ) mα+١(a, ξ) mα+٢(a, ξ) ... mα+n(a, ξ)

⟩


β٠(ξ)
β١(ξ)
β٢(ξ)
...

βn(ξ)


= δ٠α, (١٢.٣)

است: بیان قابل زیر ماتریسͬ به�شͺل (١٢.٣) معادلات دستͽاه


m٠(a, ξ) m١(a, ξ) m٢(a, ξ) . . . mn(a, ξ)
m١(a, ξ) m٢(a, ξ) m٣(a, ξ) . . . mn+١(a, ξ)
m٢(a, ξ) m٣(a, ξ) m۴(a, ξ) . . . mn+٢(a, ξ)

... ... ... . . . ...
mn(a, ξ) mn+١(a, ξ) mn+٢(a, ξ) . . . m٢n(a, ξ)





β٠(ξ)
β١(ξ)
β٢(ξ)
...

βn(ξ)


=



٠
٠
٠
...
٠


,

یا

M(a, ξ)β(ξ) = P(٠). (١٣.٣)

به�صورت را M ماتریس فوق، رابطه در دقت با

M(a, ξ) =

∫
Ω

P(ξ − x)PT (ξ − x)ϕa(ξ − x)d(x),

نوشت. مͬ�توان نیز
ϕa(ξ−x) تابع به نسبت

⟨
١ (ξ−x) ... (ξ−x)n

⟩
پایه توابع مجموعه Mماتریسگرام٢٠

استقلال مͬ�دهیم) نشان با (·, ·) نماد با را پسآن این از (که انتͽرالͬ ضرب پساز توابع این مͬ�باشد.
ͬͽهم

∫
Ω
P(ξ−x)PT (ξ− x)d(x)ماتریس درایه�های دیͽر به�عبارت مͬ�کنند حفظ را خود خطͬ

٢٠Gram matrix
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مستقل (·, ·) عملͽر به نسبت توابع از مجموعه�ای اگر که مͬ�دانیم دیͽر طرف از خطͬ�اند. مستقل
(·, ·)ϕ عملͽر به نسبت توابع از مجموعه این آنͽاه باشد منفͬ یا مثبت تابعͬ ϕ همچنین بوده، خطͬ
درایه�های تمام است، مثبت همواره تابعͬ پنجره�ای تابع که آنجا از بود. خواهند خطͬ مستقل هم
معادلات دستͽاه حل با رو این از بود. خواهد نامنفرد ماتریس، بوده، خطͬ مستقل M ماتریس

نمود: تعیین را βi ضرایب مͬ�توان (١٣.٣) همزمان

β(ξ) = M−١(a, ξ)P(٠). (١۴.٣)

سپس شده، محاسبه تصحیح تابع ،(١۴.٣) رابطه از β(ξ) مجهول ضرایب بردار تعیین از پس
خواهد ساخته محاسباتͬ دامنه بر سیستم پاسخ از مناسبͬ تقریب بعدی بخش در شده ذکر به�روش

شد.

(RKPM)روش در شͺل توابع ١.٢.٣

، (٣.٣) معادله از استفاده با و آن ͷبه�کم شده، تعیین مرز تصحیح تابع ،βi ضرایب تعیین از پس
شد. خواهد بازتولید نظر مورد تابع

انتͽرال باید نظر مورد مسایل در آنها از استفاده برای ندارند، عملͬ کاربرد به�تنهایͬ روابط این اما
روی بر و ذوزنقه�ای٢١ روش به انتͽرال این سنتͬ، روش در نمود، گسسته را (٣.٣) رابطه در موجود

مͬ�شود. گسسته دامنه در شده پخش نقاط٢٢
مͬ�شود: انجام زیر به�صورت بحث مورد انتͽرال سازی، گسسته ی�ͷبعدی حالت در

uh(ξ) =

∫
Ω

u(x)ϕ̄a(ξ, ξ − x)d(x) =
NP∑
i=١

u(xi)ϕ̄a(ξ, ξ − xi)∆xi. (١۵.٣)

معادله همانند�سازی برای است. دامنه در شده پخش نقاط کل تعداد بیانͽر NP ،(١۵.٣) رابطه در
به�صورت رابطه متناهͬ عناصر روش آشنای روابط با (١۵.٣)

uh(ξ) =
NP∑
i=١

Ψi(ξ)ui, (١۶.٣)

آن، در که مͬ�شود بازنویسͬ
٢١Trapezoidal rule
٢٢Nodes/particles



۴٠ مرزی مقدار مسایل برای یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش .٣

Ψi(ξ) = ϕ̄a(ξ, ξ − xi)∆xi = C(ξ, ξ − xi)ϕi(ξ − xi)∆xi

= PT (ξ − x)β(ξ)ϕi(ξ − xi)∆xi.
(١٧.٣)

(١۶.٣) رابطه مͬ�باشد. آن مختصات xi و دامنه در نظر مورد گره شماره i اخیر، روابط در
تابع به�صورت Ψi(ξ) تابع بنابراین مͬ�باشد. متناهͬ عناصر روش در رفته به�کار آشنای رابطه همان
مراحل پس این از آنͺه توجه قابل شد. خواهد تعریف ξ مختصات به نقطه�ای در iام گره شͺلͬ
بیان به نامه پایان اول فصل در که داشت، خواهند متناهͬ عناصر روش به زیادی شباهت عملیاتͬ

شد. پرداخته آن

(EFG) شبͺه�ی بدون گالرکین روش ٣.٣

بهبودی به�عنوان روش این گردید. پیشنهاد بلیچͺو٢٣ توسط ١٩٩۴ سال در بار اولین EFG روش
دیͽر مشابه شد. معرفͬ همͺاران و نایرولز٢۴ توسط که است، (DEM) پراکنده عناصر روش از
نیاز مساله دامنه�ی در شده توزیع گره�های از مجموعه�ای به تنها نیز روش این شبͺه، بدون روش�های
که گره�ای وزن تابع طبق گره�ها، بین ارتباط مͬ�باشد. گره�ها بین اتصالات ایجاد از نیاز بͬ و دارد
وزن، تابع که است این وزن، تابع داشتن فشرده محمل از منظور تعریفمͬ�شود. دارد، فشرده محمل
برای مͬ�گیرد. مقدار مͬ�شود، نامیده گره تاثیر٢۵ ناحیه که خود، اطراف ناحیه در تنها گره هر برای
مͬ�شود، استفاده متحرک مربعات کمترین تقریب از معمولا ،EFG روش در شͺل توابع ساختن

مͬ�باشد: مولفه سه بر مبتنͬ متحرک مربعات کمترین تقریب

گره، هر با متناظر فشرده محمل با وزن تابع .١

چندجمله�ای، پایه�ای توابع .٢

دارد) ͬͽبست گره موقعیت به (که ضرایب مجموعه�ی .٣

نواحͬ اين اشتراک مͬ�شود. تعيين گره هر تاثير ناحيه�ی با وزن تابع محمل شد، گفته كه همان�طور
را دقیقͬ نتایج زیادی مقالات در بلیچͺو مͬ�شود. معرفͬ گره�ای ارتباطات به�عنوان گره�ها تاثير
نتایج اعلام و عددی آزمایش چندین دادن انجام با بلیچͺو همچنین داد. گزارش روش اعمال از

٢٣Belytschko
٢۴Nayroles
٢۵Domain of influence
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که داد نشان او کرد، اشاره متناهͬ عناصر روش با آن مقایسه و روش همͽرایͬ سرعت به حاصل
این ترتیب، این به گذاشت. نخواهد تاثیر روش اعمال روی بر مساله دامنه در گره�ها بودن نامنظم
سه�بعدی، و دوبعدی حالت در ͷالاستی غیر�خطͬ و خطͬ مسایل از وسیعͬ طیف حل برای روش�ها
تͺنی�ͷهای همچنین رفت. به�کار مغناطیس الͺترو مسایل نیز و پوسته و صفحه ساختارهای مسایل
به ادامه در که دیریͺله، مرزی شرایط اعمال برای متناهͬ عناصر روش�های با EFG روش ترکیب
اين كاربردهای تمامͬ گردید. مطرح مرزی المان�های روش با ترکیب یا و شد، خواهد اشاره آن
این بر گواه عددی، انتͽرال�گیری زمينه�ی در مثلا آن بهبودهای و ديͽر روش�های با آن تركيب روش،
و ͬͺانيͺم محاسبات حوزه�ی در مناسب و کارا روشͬ به�عنوان EFG روش کم�کم که است مطلب
روش از کلͬ دید اینͺه برای داشت. خواهد گسترده�ای كاربرد ... و شͺاف گسترش مسایل در نيز

روش: این در کنیم. بیان را روش این مراحل خلاصه به�طور است بهتر باشیم، داشته

مͬ�شود. داده نمايش پراكنده گره�های از تعدادی با مساله دامنه�ی .١

مͬ�شود. گرفته به�کار توابع�شͺل ساخت برای متحرک مربعات كمترين تقريب .٢

گسسته�سازی معادله MLS تقریب توسط و شده پیاده معادله روی گالرکین ضعیف فرم .٣
مͬ�شود.

مͬ�آید. به�دست مساله ماتریسͬ فرم .۴

انتͽرال�ها، محاسبه�ی برای كه مͬ�باشد، انتͽرالͬ عبارت�های محاسبه�ی به نياز مساله حل برای .۵
مͬ�شود. سلول�بندی مساله دامنه�ی

کنیم. اشاره ،EFG روش خصوص در نͺات برخͬ به اینجا در است لازم

مͬ�باشند. کرونͺر دلتای خاصیت فاقد ،MLS طریق از شده ساخته توابع�شͺل ،EFGروش در .١
در كه شده�اند ارایه روش اين در ديريͺله مرزی شرايط اعمال برای خاصͬ تͺنی�ͷهای لذا

پرداخت. خواهيم آنها مطالعه�ی به ادامه

انتͽرال�گیری به نیاز نهایͬ، معادلات برایساختدستͽاه شد، اشاره که روشهمان�طور این در .٢
همین به مͬ�شوند. ایجاد مساله دامنه�ی در انتͽرال�گیری سلول�های منظور این به داریم. عددی
عددی انتͽرال�گیری انجام نامید. واقعͬ شبͺه�ی بدون روش را روش این نتوان شاید جهت
محققین جمله آن از که است شده مطرح محققین توسط عددی روش چندین مساله دامنه در
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پرهیز منظور به را پایدار انتͽرال�گیری گره�های روش ١٩٩۶ سال در که بودند بلیچͺو و بسل
ایجاد به نیاز که شد مطرح EFG روش هم�چنین بردند. به�کار عددی انتͽرال�گیری انجام از
سال�های در که هستند روشجدید دو جمله، آن از مͬ�کند. برطرف را انتͽرال�گیری سلول�های

شده�اند. مطرح اخیر

پاره�ای ذکر به اینجا در مͬ�باشد. FEM روش از تر پرهزینه محاسباتͬ لحاظ از EFG روش .٣
مͬ�پردازیم. آن دلایل از

ازای به متحرک، مربعات کمترین روش به MLS روش در شͺل توابع ساخت برای (آ)
که است ذکر به لازم چه اگر شود، حل معادلات دستͽاه ͷی باید تقریب گره هر
کوچͺتر بسیار RBF مثل شبͺه بدون تقریب�های دیͽر با مقایسه در دستͽاه این ابعاد
حل ͷکوچ معادلات دستͽاه چندین بزرگ، معادلات دستͽاه ͷی حل به�جای و است

مͬ�شوند.

دنبال به جستجو متحرک، مربعات کمترین روش به �شͺل توابع ساخت فرآیند در (ب)
لحاظ به کار این که مͬ�شود انجام مفروض نقطه تاثیر ناحیه در موجود گره�های

است. پرهزینه محاسباتͬ

و است بیشتر FEM به نسبت EFG در نهایͬ معادلات دستͽاه نواری پهنای معمولا˟ (ج)
متحرک، مربعات کمترین روش به شͺل توابع ساخت در که است دلیل این به هم آن

مͬ�رود. به�کار بیشتری نقاط تعداد

در شͺل توابع ساخت برای (PIM) نقاط درونیابͬ روش از ٢٠٠١ سال در جیو٢۶ و لیو آر جͬ
حاصل انتͽرال�های آوردن به�دست برای انتͽرال�گیری سلول�های از و کرده استفاده EFG روش
توابع که است این PIM خواص از ͬͺی نمودند. استفاده مساله دامنه در گالرکین ضعیف فرم از
به�سادگͬ آن در دیریͺله مرزی شرایط لذا مͬ�باشند، کرونͺر دلتای خاصیت دارای آن از حاصل شͺل
باشد. منفرد نهایͬ ماتریس است ممͺن که است این روش، این مشͺلات جمله از مͬ�شود. اعمال
از آن در که است، RPIM روش مͬ�رود، به�کار شͺل توابع ساخت برای که نیز دیͽری روش
مͬ�شود. استفاده حاصل، ماتریس ناپذیری معͺوس مشͺل بر غلبه منظور به شعاعͬ پایه�ای توابع
تقریب مبنای بر را EFG روش پایان�نامه این در ،MLS تقریب در موجود مزایای دلیل به به�هرحال،
بر EFG روش پیاده�سازی و فرمول�بندی بر بخش این در مͬ�گیریم. به�کار متحرک مربعات کمترین

٢۶GR. Liu and Gu



۴٣ (EFG) شبͺه�ی بدون گالرکین روش .٣.٣

بیان کامل به�طور متحرک مربعات کمترین روش قبل فصل در مͬ�کنیم. تمرکز MLS تقریب پایه
اینجا در شد. بیان MLS تقریب از آمده به�دست شͺل توابع ویژگͬ و آن به مربوط وزن توابع شد،
مͬ�شود. داده توضیح EFG روش در دیریͺله مرزی شرایط اعمال برای یافته بهبود ضعیف فرم�های
کامل به�طور را EFG روش و گرفته نظر در را پواسون مساله ،EFG روش بهتر درک برای سرانجام

مͬ�کنیم. پیاده�سازی آن روی بر

بهبود�یافته ضعیف فرم�های ١.٣.٣

در مستقیم به�طور مͬ�تواند دیریͺله مرزی شرایط متناهͬ، عناصر روش در شد، اشاره که همان�طور
به�دست طریق این از که نتایجͬ و هستند درونیاب FEM در شͺل توابع زیرا شود، اعمال گره�ها
برخلاف شبͺه بدون روش�های مͬ�کنند. صدق دیریͺله مرزهای سازگاری شرط�های در مͬ�آیند
مͬ�شوند، مربعاتمتحرکساخته تقریبکمترین به�وسیله که مͬ�کنند، استفاده شͺلͬ توابع از ،FEM

FEM در رفته به�کار ضعیف فرم نتیجه در نمͬ�کنند. صدق کرونͺر دلتای خاصیت در بنابراین
برای دیͽر مͬ�شوند، اعمال گره�ای مقادير در مستقيم به�طور ديريͺله مرزی شرايط كه استاندارد،
راهͺارهای به دیریͺله مرزی شرایط اعمال و نیست معتبر ،MLS تقریب پایه بر شبͺه بدون روش
سه در مͬ�توان را کردند پیدا گسترش مشͺل، این حل برای که روش�هایͬ دارد. نیاز اضافه�تری

:[٢٣] کرد دسته�بندی زیر رده�ی

دیریͺله. مرزی شرایط مستقیم تحمیل منظور به ،EFG روش شͺل توابع اصلاح .١

روش دیریͺله مرزهای ͬͺنزدی در به�طوری�که، شبͺه، بدون روش با FEM روش ترکیب .٢
شود. گرفته به�کار متناهͬ، عناصر

دیریͺله. مرزهای طول در موثر عبارت شدن شامل منظور به ضعیف فرم اصلاح .٣

اشاره تبدیل روش�های و منفرد وزن توابع از استفاده به مͬ�توان اول، دسته�ی از مثال�هایͬ برای
توسط EFG روش با FEM ترکیب پیشنهاد که گفت، مͬ�توان نیز دوم دسته�ی مورد در کرد.
EFG روش شͺل توابع و FEM شͺل توابع بین ارتباطͬ ایجاد نیازمند آن در که شد، ارایه بلیچͺو
مطلب این شبͺه بدون روش برای که مͬ�باشد، مساله شبͺه�بندی به نیاز روش�ها این در مͬ�باشیم.

نیست. خوشایند چندان
دارای كه مͬ�كنيم تمركز ضعيف، فرم اصلاح عنوان تحت سوم، دسته�ی روی بخش، اين در
جريمه، روش مستقيم، روش به مͬ�توان دسته اين روش�های از است. ساده�ای كلͬ فرمول�بندی
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جريمه و مستقيم روش�های پايان�نامه اين در كرد. اشاره نيچز٢٧ شبه روش و لاگرانژ ضرایب روش
است. شده گرفته به�كار

EFGروش پیاده�سازی ٢.٣.٣

بͽیرید: نظر در را زیر پواسون خطͬ معادله

∆u = P (X), X ∈ Ω ,

u(X) = uD(X), X ∈ ΓD ,

∂u

∂n
(X) = uN(X), X ∈ ΓN ,

(١٨.٣)

در خارجͬ نرمال بردار n = (n١, n٢)
T ،Γ = ΓD ∪ ΓN مرز با کراندار دامنه�ی Ω ⊆ R٢ آن در که

uN ،P و X = (x, y) ، ∂
∂n

= n١
∂

∂x
+n٢

∂

∂y
،∆ =

∂٢

∂x٢ +
∂٢

∂y٢ بعدی، دو لاپلاس عمͽر ∆ ،Γ
و نیومان) )ΓN مرزهای روی دیریͺله و نیومان مشخص مقدار شده، داده منبع تابع به�ترتیب uD و

هستند. ( دیریͺله )ΓD مرز
فرم�قوی روش�های مͬ�توان شد، گفته �شبͺه بدون روش�های دسته�بندی در مقدمه در بنابرآنچه
روش که آنجا از برد. به�کار (١٨.٣) معادله حل برای را فرم�ضعیف روش�های یا و (هم�مͺانͬ)
مͬ�بریم. به�کار Ω ناحیه کل روی را مساله ضعیف فرم مͬ�باشد، سراسری ضعیف فرم روش EFG

در مͬ�گیرد. به�کار را متقارن فرم�ضعیف ،EFG روش که مͬ�کنیم اشاره نͺته این به تنها این�جا در
مͬ�رسیم: زیر ضعیف فرم به (١٨.٣) معادله بر وزنͬ باقیمانده روش اعمال با ∫حقیقت

Ω

(∆u− P )vdΩ = ٠, (١٩.٣)

(١٩.٣) رابطه در دیورژانس قضیه از استفاده با مͬ�باشد. آزمون٢٩ تابع v و تقریب٢٨ تابع u آن در که
مشتق زنجیره�ای قاعده از که زیر تساوی از ابتدا منظور این برای مͬ�رسیم، متقارن ضعیف فرم به

مͬ�کنیم: استفاده آمده، به�دست

(∆u)v = u,iiv = (u,iv),i − u,iv,i, (٢٠.٣)
٢٧Nitscle-like Method
٢٨Trial Function
٢٩Test Function
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حقیقت در u,iv,i عبارت از منظور و xi = x yیا) ) که است ∂()
∂xi

واقع در (),i از منظور آن در که

داریم: دیورژانس٣٠ قضیه طبق طرفͬ از مͬ�باشد. u,iv,i =
∂u

∂x
.
∂v

∂x
+

∂u

∂y
.
∂v

∂y∫
Ω

(u,iv),idΩ =

∫
Γ

u,inivdΓ. (٢١.٣)

داشت: خواهیم (١٩.٣) فرم�ضعیف در (٢١.٣) و (٢٠.٣) رابطه از استفاده ∫با
Γ

u,inivdΓ−
∫
Ω

(u,iv,i + pv)dΩ = ٠.

طور به نمͬ�توان را دیریͺله مرزی شرایط شبͺه، بدون روش�های در شد، اشاره قبلا که همان�طور
استفاده جریمه روش از ابتدا جا این در کنیم. تحمیل مساله به را آنها باید بنابراین برد. به�کار طبیعͬ
به دیریͺله مرزی شرایط اعمال با بنابراین مͬ�گیریم. به�کار نیز را مستقیم روش ادامه در و مͬ�کنیم

داشت: خواهیم است، شده بیان [١۴] در آنچه مانند جریمه، روش

∫
Γ

u,inivdΓ−
∫
Ω

(u,iv,i + pv)dΩ− α

∫
ΓD

(u− uD)vdΓ = ٠. (٢٢.٣)

α ≫ ١ آن در که مͬ�باشد، این�صورت به جریمه روش حقیقت در است. جریمه پارامتر α که
هنͽامͬ�که مͬ�شود موجب α بزرگ بسیار مقادیر حقیقت در مͬ�شود. انتخاب بزرگͬ، بسیار مقدار
معنای به نیز این و بماند باقͬ α

∫
ΓD

(u − uD)vdΓ عبارت تنها دارد، وجود (٢٢.٣) در ΓD

مͬ�باشد. دیریͺله مرزی شرط همان ،u(X) = uD(X)

شرط گرفتن نظر در با است. u,ini =
∂u

∂n
همان واقع در ،u,ini از منظور (٢٢.٣) رابطه در

داریم: نوشت، ΓD ∪ ΓN به�صورت مͬ�توان را Γ اینͺه و نیومان ∫مرزی
ΓD

∂u

∂n
vdΓ +

∫
ΓN

uNvdΓ−
∫
Ω

(u,iv,i + pv)dΩ− α

∫
ΓD

(u− uD)vdΓ = ٠. (٢٣.٣)

داریم: راست، سمت در معلوم عبارات جابجایͬ و (٢٣.٣) رابطه نویسͬ دوباره ∫با
Ω

u,iv,idΩ + α

∫
ΓD

uvdΓ−
∫
ΓD

∂u

∂n
vdΓ =

∫
ΓN

uNvdΓ + α

∫
ΓD

uDvdΓ−
∫
Ω

pvdΩ.

(٢۴.٣)
٣٠Divergence Theorem



۴۶ مرزی مقدار مسایل برای یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش .٣

محمل با شعاعͬ پایه�ای توابع نظیر شبͺه بدون تقریب نوع هر مͬ�توان آزمون، فضای تقریب برای
مͬ�شود. استفاده MLS تقریب از EFG روش در معمولا ببریم. به�کار را MLS تقریب و فشرده٣١

داریم آزمون، توابع برای MLS تقریب بͺارگیری با بنابراین

u(X) =
N∑
j=١

ϕj(X)u(Xj).

داشت: خواهیم (٢۴.٣) معادله در ،u(X) تقریب جایͽذاری ∫با
Ω

( N∑
j=١

ϕj,k(X)u(Xj)
)
v,kdΩ + α

∫
ΓD

( N∑
j=١

ϕj(X)u(Xj)
)
vdΓ

−
∫
ΓD

( N∑
j=١

∂ϕj(X)

∂n
u(Xj)

)
vdΓ =

∫
ΓN

uN(X)vdΓ + α

∫
ΓD

uD(X)vdΓ−
∫
Ω

p(X)vdΩ.

(٢۵.٣)

و تقریب فضای باید بنابراین مͬ�باشد، گالرکین ضعیف فرم روش ͷی EFG روش که آنجا از
تابع چون مͬ�کنیم. انتخاب فضا ͷی از را تست و تقریب توابع بنابراین باشند. یͺسان تست فضای
تقریب شͺل توابع اساس بر نیز را تست تابع گرفته�ایم، نظر در MLS تقریب اساس بر را آزمون
ماتریس فرم به اینͺه برای واقع در .v(X,Xi) = ϕi(X) داریم بنابراین مͬ�گیریم. نظر در MLS

تقریب گره�های تعداد N که ،v(X,Xi) تست تابع N ازای به را (٢۵.٣) رابطه باید برسیم مساله
با متناظر و داشت خواهیم معادله N تست، تابع N گرفتن نظر در با بنابراین باشیم. داشته مͬ�باشد،
ماتریسͬ معادلات، دستͽاه نهائͬ ماتریس نتیجه در داریم. u(Xj) , j = ١, ٢, ..., N Nمجهول آن،
مͬ�شود: تبدیل زیر معادله N به i = ١, ٢, ..., N برای ،(٢۵.٣) رابطه پس، بود. خواهد N ×N

N∑
j=١

u(Xj)
(∫

Ω

ϕj,kv,k(X,Xi)dΩ + α

∫
ΓD

ϕjv(X,Xi)dΓ−
∫
ΓD

∂ϕj(X)

∂n
v(X,Xi)dΓ

)
=

∫
ΓN

uN(X)v(X,Xi)dΓ +

∫
ΓD

uD(X)v(X,Xi)dΓ−
∫
Ω

p(X)v(X,Xi)dΩ

معادلات دستͽاه به ،v(X,Xi) = ϕi(X) جایͽذاری با حال

K.û = f (٢۶.٣)

به�صورت f معلوم بردار و k سخت٣٢ͬ ماتریس درایه�های آن در که مͬ�رسیم،
٣١CSRBF
٣٢Stiffness Matrix
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kij =

∫
Ω

ϕj,k(X)ϕi,k(X)dΩ + α

∫
ΓD

ϕj(X)ϕi(X)dΓ−
∫
ΓD

∂ϕj(X)

∂n
ϕi(X)dΓ, (٢٧.٣)

fi =

∫
ΓN

uN(X)ϕi(X)dΓ + α

∫
ΓD

uD(X)ϕi(X)dΓ−
∫
Ω

P (X)ϕi(X)dΩ, (٢٨.٣)

متناظر و û =
[
u(X١) u(X٢) ... u(XN)

]
به�صورت (٢۶.٣) در uمجهولات بردار هستند.

مͬ�باشد. X١, ..., XN تقریب گره�های با
ازای به آنها در ϕi(X) مقدار که i گره�های برای ،(٢٨.٣) و (٢٧.٣) روابط در که داریم توجه
انتͽرال�های نمͬ�گذارد، آنها روی تاثیری مساله مرز عبارتͬ به و است، صفر مساله مرز روی Xهای

هستند. صفر ΓN و ΓD روی

مستقیم روش به دیریͺله مرزی شرایط اعمال ٣.٣.٣

MLS تقریب از استفاده با هم�مͺانͬ) (روش مستقیم صورت به مͬ�توان را دیریͺله مرزی شرایط
دیریͺله مرزی شرایط شده�اند، توزیع دیریͺله مرز روی که گره�هایͬ برای چون کرد. پیاده�سازی

داریم پس است، برقرار

uh(Xi) = uD(Xi) , Xi ∈ ΓD. (٢٩.٣)

داریم: (٢٩.٣) در uh(Xi) برای ،MLS تقریب گرفتن نظر در با

N∑
j=١

ϕj(Xi)u(Xi) = uD(Xi) , Xi ∈ ΓD. (٣٠.٣)

Xi ∈ ΓD گره�های با متناظر سطرهای برای ،f بردار و k ماتریس در را (٣٠.٣) رابطه نهایت در و
این�صورت در مͬ�کنیم. جایͽزین

kij = ϕj(Xi) , Xi ∈ ΓD, (٣١.٣)

و

fi = uD(Xi) , Xi ∈ ΓD, (٣٢.٣)
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و k در دیریͺله، مرز روی گره�های با متناظر سطرهای تنها که بود به�گونه�ای روش پیاده�سازی اگر
با متناظر iهای برای تنها ،ΓD روی انتͽرال در ϕi(X) به�عبارتͬ مͬ�گرفتند، تاثیر دیریͺله مرز از ،f
با متناظر که f و k سطرهای دیͽر برای این�صورت در بود، صفر غیر دیریͺله مرز روی گره�های
در را α = ٠ آن�ها در که داشت، خواهیم را (٢٨.٣) و (٢٧.٣) روابط هستند، Xi /∈ ΓD گره�های
مرز روی که گره�هایͬ از برخͬ برای دیریͺله مرز که باشد به�گونه�ای روش اگر اما مͬ�گیریم. نظر
که i گره�های برای ΓD روی انتͽرال در ϕi(X) حقیقت در یا باشد، تاثیرگذار نیز نیستند دیریͺله
روابط همان سطرها این برای باید این�صورت در بͽیرد، صفر غیر مقدار نیستند، دیریͺله مرز روی
Xi /∈ ΓD که iام سطرهای برای و بود نخواهد صفر دیͽر α آنها در که داشت را (٢٨.٣) و (٢٧.٣)
را α است، صفر iام گره�ی برای ΓD روی انتͽرال در به�عبارتͬ یا ندارند، دیریͺله مرز با ارتباطͬ
مرزی شرایط اعمال در مستقیم روش بͺارگیری با EFG روش در بنابراین مͬ�گیریم. نظر در صفر

داشت: خواهیم دیریͺله

kij =


ϕj(Xi), Xi ∈ ΓD,∫
Ω
ϕj,k(X)ϕi,k(X)dΩ + α

∫
ΓD

ϕj(X)ϕi(X)dΓ

−
∫
ΓD

∂ϕj(X)

∂n
ϕi(X)dΓ, Xi /∈ ΓD,

(٣٣.٣)

fi =


uD(Xi), Xi ∈ ΓD,∫
ΓN

uN(X)ϕi(X)dΓ + α
∫
ΓD

uD(X)ϕi(X)dΓ

−
∫
Ω
P (X)ϕi(X)dΩ, Xi /∈ ΓD.

(٣۴.٣)

EFGروش انتͽرال�گیری ۴.٣.٣

(٢٨.٣) و (٢٧.٣) روشجریمه به دیریͺله مرزی شرایط اعمال از که ،EFGروش ماتریسͬ فرم در
آن در انتͽرالͬ عبارت که مͬ�شود دیده باشد، آمده به�دست (٣۴.٣) و (٣٣.٣) مستقیم روش یا
ناحیه [١٨] روش این از اولیه تعاریف در ،EFG روش در انتͽرال�ها این محاسبه برای دارد. وجود
نهایت در تا شده استفاده گاوسͬ انتͽرال�گیری فرمول�های از سلول هر در و مͬ�شود شبͺه�بندی مساله
روی انتͽرال�های برای آیند. به�دست Ω روی انتͽرال�های سلول�ها، روی آمده به�دست مقادیر جمع با
استفاده گاوسͬ انتͽرل�گیری روش از قطعه، هر در و کرده قطعه�بندی را مساله مرز نیز، ΓD و ΓN

به روش این که مͬ�شود موجب EFG روش در سلول بردن به�کار شد، اشاره که همان�طور مͬ�کند.
اتصال و شبͺه ایجاد که داریم توجه گرچه نشود. محسوب شبͺه از بͬ�نیاز کاملا روش ͷی عنوان



۴٩ یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش .۴.٣

ساده�تر مراتب به ناحیه سلول�بندی و است متفاوت مساله، ناحیه�ی سلول�بندی ایجاد از گره�ها بین
.[١٢] آمده�اند وجود به EFG حوزه�ی در جدیدی روش�های نیز مشͺل این حل برای مͬ�باشد. آن از

EFGروش الͽوریتم ۵.٣.٣

مͬ�دهیم: ارایه روش این از ساده�ای الͽوریتم ،EFG روش بهتر درک برای

گره�ها، مختصات کردن مشخص و مساله دامنه در گره�ها توزیع .١

مساله، دامنه در انتͽرال�گیری سلول�های ایجاد .٢

کمترین تقریب در وزن توابع محمل به مربوط پارامترهای و پایه�ای توابع کردن مشخص .٣
متحرک، مربعات

سلول، هر برای ژاکوبͬ و انتͽرال�گیری وزن�های نقاط، تعیین .۴

انتͽرال�گیری، نقاط روی حلقه .۵

موثر) انتͽرال�گیری(گره�های نقطه�ی تاثیر ناحیه در موجود گره�های تعیین (آ)

،Xq انتͽرال�گیری نقطه در موثر گره�های برای وزن تابع محاسبه (ب)

،Xq انتͽرال�گیری نقطه در آن مشتقات و شͺل توابع محاسبه�ی (ج)

،f بردار و k ماتریس در مربوط مولفه�های جایͽذاری و مقداردهͬ (د)

شده، ساخته f بردار و k ماتریس طریق از uI مجهولات بردار محاسبه�ی .۶

یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش ۴.٣

برای شبͺه بدون روش�های و متناهͬ عناصر روش� کردیم، اشاره قبل فصل�های در که همان�طور
که جواب�هایͬ دقت اما مͬ�روند. به�کار مرزی مقدار مساله�های عددی جواب�های آوردن به�دست
مͬ�آید. پایین مرزی مقدار مسایل در منبع تابع وجود به�دلیل مͬ�آید، دست به روش�ها این طریق از
قبول، قابل دقت برای لذا بدهد، افزایش را جواب غیر�خطͬ رفتارهای درجه مͬ�تواند منبع تابع به�ویژه

.[١٩] مͬ�کنیم پیدا نیاز ظریف�تر گسسته�سازی با بالا درجه تقریب به
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بͽیرید: نظر در را زیر بعدی ͷی مثال

u,xx + b(x) = ٠ in (٠, ١) , (٣۵.٣)

b(x) =

{
(٢α٢ − ۴[α٢(x− ٠٫ ۵)]٢) exp(−[α(x− ٠٫ ۵)]٢) for ٠٫ ۴٢ ≤ x ≤ ٠٫ ۵٨ ,

٠ otherwise ,

u(٠) = ٠, u(١) = ١, α = ۵٠ .

مͬ�کنیم: عمل زیر به�صورت (٣۵.٣) معادله دقیق٣٣ جواب آوردن به�دست برای

uxx = −(٢α٢ − ۴[α٢(x− ٠٫ ۵)]٢) exp(−[α(x− ٠٫ ۵)]٢),

آنͽاه

ux = c١ −
∫ ١

٠
(٢α٢ − ۴[α٢(x− ٠٫ ۵)]٢) exp(−[α(x− ٠٫ ۵)]٢).

داریم: α(x− ٠٫ ۵) = t انتخاب با

ux = c١ −
١
α

∫
(٢α٢ − ۴α٢t٢)e−t٢

dt =c١ − ٢αte−t٢

=c١ − ٢α٢(x− ٠٫ ۵)e−[α(x−٠٫۵)]٢
,

که

u =c٢ + c١x−
∫

٢α٢(x− ٠٫ ۵)e−[α(x−٠٫۵)]٢ (٣۶.٣)

=c٢ + c١x−
∫

٢te−t٢
dt

=c٢ + c١x+ e−[α(x−٠٫۵)]٢
.

به�صورت را c٢ و c١ ثابت ضرایب شده، داده مرزی شرایط گرفتن نظر در }با
u(٠) = ٠ ⇒ c٢ = e−٠٫٢۵α٢

u(١) = ١ ⇒ c١ = ١

به�صورت (٣۵.٣) معادله دقیق جواب (٣۶.٣) رابطه در جایͽذاری با و مͬ�آوریم به�دست

u(x) = exp(−α٢(x− ٠٫ ۵)٢) + x− exp(−٠٫ ٢۵α٢).

٣٣Exact Solution
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مͬ�آید. به�دست
٢٠ بͺارگیری با RBF تقریب با RPIM شبͺه بدون روش از استفاده با مثال این تقریبͬ جواب
.( شده آورده عددی مثال�های بخش در حل (جزییات است آمده به�دست خطͬ پایه�های و گره٣۴
مشاهده که همان�طور شده�اند، مقایسه یͺدیͽر با دقیق جواب و تقریبͬ جواب ١.٣ شͺل در
شدیدی اختلاف یͺدیͽر با دارد مقدار منبع تابع که قسمت�هایͬ در دقیقا نمودار دو این مͬ�کنید،
مشͺل این حل به�دنبال بخش این در ندارند. چندانͬ اختلاف دامنه قسمت�های دیͽر در و دارند
این حل صدد در استنل٣٧ͬ و ٣۶͹وان چن٣۵، جان-شان نام�های به چینͬ دانشمند سه هستیم.
شد. خواهیم آشنا روش این با ادامه در که دادند پیشنهاد را یافته توسعه شبͺه بدون روش مشͺل،

بعدی ͷی مثال در شبͺه بدون و دقیق جواب :١.٣ شͺل

بͽیرید: نظر در را زیر بعدی ͷی مساله پیشرفته شبͺه بدون روش دادن نشان }برای
uxx + b(x) = ٠, in (a, b),

u(a) = ūa, u(b) = ūb.
(٣٧.٣)

٣۴Node
٣۵Jiun-Shyan Chen
٣۶Wang
٣٧Stanley
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مجموع به�صورت مساله این عمومͬ جواب ،[١٩] همͺاران و چن شان پیشنهادی روش براساس
به�صورت همͽن و خصوصͬ جواب دو

u(x) = u٠(x) + up(x), (٣٨.٣)

به�صورت g(x) گرین٣٨، تابع ͷکم به خصوصͬ جواب مͬ�شود. نوشته

up(x) =

∫ b

a

g(x− x
′
)b(x

′
)dx

′
, (٣٩.٣)

مͬ�شود. تعریف

مͬ�نامند. گرین تابع باشد، دیراک دلتای آن منبع تابع که دیفرانسیلͬ معادله جواب .١.۴.٣ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر مشخصه�ی دو با ضربه) (یا دیراک دلتای تابع .٢.۴.٣ تعریف

δ(x) =

{
٠ x ̸= ٠,
∞ x = ٠.

∫و +∞

−∞
δ(x)dx = ١.

این نمودار زیر مساحت همواره که شرط این با است، واحد پله تابع اول مشتق تابع این حقیقت در
است. ͷی مقدار با برابر تابع

همه در حاصل تعریف، همین طبق شود، ضرب ضربه، تابع در ،f مانند دلخواهͬ تابع اگر حال
طرفͬ از است. بͬ�نهایت با برابر ضربه تابع مقدار که نقطه�ای در مͽر است صفر با برابر نقاط
نتیجه در مͬ�کند تغییر ضربه نقطه�ی در f مقدار اندازه�ی به حاصل�ضرب نمودار در yها مقدار چون

مͬ�کند. تغییر اندازه به�همان مستطیل مساحت
داریم: شود، ضرب دیͽری تابع ضربه تابع در اگر توضیحات، این با

f(t)δ(t− t٠) =

{
+∞ if t = t٠,

٠ t ̸= t٠.

خاصیت به که زیر خاصیت در شده گفته توضیحات طبق دیراک دلتای تابع ،a < t٠ < b اگر
مͬ�کند. صدق است مشهور ∫غربالͬ b

a

f(t)δ(t− t٠)dt = f(t٠).

٣٨Green function
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دست به برای آوریم. به�دست را گرین تابع که داریم نیاز خصوصͬ جواب آوردن به�دست برای
مͬ�کنیم: عمل زیر به�صورت مساله این در گرین تابع آوردن

داریم: گرین تابع تعریف به توجه با

d٢g(x)

dx٢ = −δ(x), (۴٠.٣)

که: باشد دلخواهͬ تابع f(x) مͬ�کنیم فرض

f(x) =
dg(x)

dx
, (۴١.٣)

داریم: دیراک دلتای تعریف و (۴١.٣) رابطه طرفین از مشتق�گیری با

df(x)

dx
=

d٢g

dx٢ = −δ(x) =

{
٠ x ̸= ٠,
∞ x = ٠.

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت f(x) پس است، پله تابع اول مشتق تابع این حقیقت در

f(x) =


٠ x < ٠,
متناهͬ x = ٠,
١ x > ٠.

همͽن، جواب مͬ�آید. به�دست گرین تابع طرفین از انتͽرال�گیری با ،(۴١.٣) رابطه به توجه با حال
به�دست برای مͬ�کند. صدق خصوصͬ جواب به�وسیله تغییریافته مرزی شرایط با همͽن معادله در

مͬ�کنیم: عمل زیر به�صورت همͽن معادله آوردن
مͬ�گیریم. مشتق x به نسبت بار دو (٣٩.٣) معادله طرفین از ابتدا

d٢up(x)

dx٢ =
d٢

dx٢

∫ b

a

g(x− x
′
)b(x

′
)dx

′
,

داریم: انتͽرال درون به مشتق انتقال با

d٢up(x)

dx٢ =

∫ b

a

d٢

dx٢ g(x− x
′
)b(x

′
)dx

′
,

داریم: دیراک دلتای تابع غربالͬ خاصیت و گرین تابع تعریف گرفتن نظر در با

d٢up(x)

dx٢ =

∫ b

a

δ(x− x
′
)b(x

′
)dx

′
= b(x).
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از مشتق�گیری بار دو با مͬ�کند. صدق منبع تابع شامل دیفرانسیل معادله در خصوصͬ جواب پس
داریم: (٣٨.٣) رابطه طرفین

d٢u(x)

dx٢ =
d٢(up(x) + u٠(x))

dx٢

=
d٢up(x)

dx٢ +
d٢u٠(x)

dx٢

به�صورت همͽن معادله پس

d٢u٠(x)

dx٢ = ٠ (۴٢.٣)

بخش در که است، محاسبه قابل شبͺه بدون روش ͷبه�کم همͽن معادله جواب مͬ�آید. به�دست
مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت (۴٢.٣) معادله مرزی شرایط پرداخت. خواهیم آن به عددی نتایج

u(a) = ūa,

up(a) + u٠(a) = ūa,

پس

u٠(a) = ūa − up(a).

و

u(b) = ūb,

up(b) + u٠(b) = ūb,

پس

u٠(b) = ūb − up(b).

زیر: صورت به بعدی دو پواسون مساله برای

▽٢u+ b(X) = ٠, in Ω,

u = p, on ∂uΩ,

∂u

∂n
= h, on ∂hΩ,

(۴٣.٣)
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بردار n و ∂uΩ ∪ ∂hΩ = ∂Ω و مͬ�باشد اساس۴٠ͬ و طبیع٣٩ͬ مرزهای به�ترتیب ∂hΩ و ∂uΩ که
مͬ�کند: صدق زیر معادله در گرین جواب ،∂uΩ ∩ ∂hΩ = ϕ و است مرز روی عمود۴١ نرمال

▽٢g + δ(X − X̄) = ٠,

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت و

g(X, X̄) = − ١
٢π ln r , r = ||X̄ −X|| = [(x̄− x)٢ + (ȳ − y)٢[٢.

به�صورت خصوصͬ جواب گرین تابع از استفاده با

up(X) =

∫ b

a

g(x, y)b(y)dy.

مͬ�آید. به�دست
بخش در که آمد، خواهد به�دست شبͺه بدون روش از استفاده با زیر همͽن معادله از همͽن جواب

پرداخت. خواهیم آن به عددی نتایج

▽٢u٠ = ٠, in Ω.

مͬ�آیند. دست به زیر به�صورت خصوصͬ جواب از استفاده با همͽن معادله مرزی شرایط

u(X) = p,

u٠(X) + up(X) = p,

پس

u٠(X) = p− up(X).

و
∂u

∂n
= h,

∂u٠(X)

∂n
+

∂up(X)

∂n
= h,

پس
∂u٠(X)

∂n
= h− ∂up(X)

∂n
.

٣٩Natural boundaries
۴٠Essential
۴١Outward normal



۵۶ مرزی مقدار مسایل برای یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش .٣

عددی مثال�های ۵.٣

نقطه درونیابͬ روش و شعاعͬ نقطه درونیابͬ روش روش از آمده به�دست جواب�های بخش، این در
خطͬ پایه�های با RBF تقریب مسایل این حل در مͬ�شوند. مقایسه یͺدیͽر با یافته توسعه شعاعͬ

است. رفته به�کار

بعدی ͷی مساله ١.۵.٣

به�صورت بعدی ͷی مساله

u,xx + b(x) = ٠ in (٠, ١) , (۴۴.٣)

b(x) =

{
(٢α٢ − ۴[α٢(x− ٠٫ ۵)]٢) exp(−[α(x− ٠٫ ۵)]٢) for ٠٫ ۴٢ ≤ x ≤ ٠٫ ۵٨ ,

٠ otherwise ,

u(٠) = ٠, u(١) = ١, α = ۵٠ .

بͽیرید. نظر در را
توسعه شعاعͬ نقطه درونیابͬ روش با سپس و شعاعͬ نقطه درونیابͬ روش با ابتدا را معادله این
البته مͬ�کنیم. رسم دامنه روی را جواب�ها نمودار مطلب برنامه بͺارگیری با و مͬ�کنیم، حل یافته
به�صورت که مساله مهم قسمت�های بنابراین است زمان�بر بسیار دستͬ به�صورت حل مراحل تمامͬ

مͬ�شود. نوشته مͬ�باشد، حل قابل دستͬ
پایه توابع تقریب با شعاعͬ نقطه درونیابͬ روش با مثال این تقریبͬ جواب آوردن به�دست برای

مͬ�کنیم: عمل زیر به�صورت دامنه در گره ٢٠ و شعاعͬ
به�صورت مساله دامنه در x نقطه در u(x) تابع

uh(x) =
٢٠∑
j=١

ϕj(x)aj, (۴۵.٣)

مͬ�باشند. شͺل توابع ϕj و ثابت ضرایب aj دامنه، در گره�ها کل تعداد ٢٠ که مͬ�شود، زده تقریب
به�صورت کلͬ به�طور بعدی ͷی مسایل برای ،RBF تقریب برای شͺل توابع

ϕj(x) = exp(−ϵ(x−X(j))٢),

روش�های مͬ�توان شد، گفته شبͺه بدون روش�های دسته�بندی در مقدمه در بنابرآنچه تعریفمͬ�شود.
فرم روش ،RPIM روش که آنجا از برد. به�کار (۴۴.٣) مساله حل برای را ضعیف فرم و قوی فرم
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پس مͬ�بریم، به�کار دامنه روی را مساله ضعیف فرم مͬ�باشد، سراسری ∫ضعیف ١

٠
w.(

d٢u

dx٢ + b(x))dx = ٠,

سمت به مͬ�باشد، منبع تابع شامل که عبارتͬ دادن انتقال و پرانتزی عبارت در تست تابع ضرب با
داریم: ∫راست ١

٠
w.

d٢u

dx٢dx = −
∫ ١

٠
w.b(x),

به�صورت ضعیف فرم به ریاضیات در جز به جز رابطه از استفاده ]با
w.

du

dx

]١

٠
−
∫ ١

٠

dw

dx
.
du

dx
dx = −

∫ ١

٠
w.b(x). (۴۶.٣)

داریم: (۴۶.٣) معادله در ،(۴۵.٣) تقریب تابع جایͽذاری با مͬ�رسیم.

w.d
(∑٢٠

j=١ ajϕj

)
dx

١

٠

−
∫ ١

٠

dw

dx
.
d
(∑٢٠

j=١ ajϕj

)
dx

dx = −
∫ ١

٠
w.b(x). (۴٧.٣)

توابع براساس نیز را تست تابع گرفته�ایم، نظر در RBF تقریب براساس را آزمون تابع چون
به�فرم اینͺه برای واقع در .w = ϕi بنابراین مͬ�گیریم، نظر در شعاعͬ پایه توابع تقریب شͺل
گره�های کل تعداد ٢٠ که تست، تابع ٢٠ ازای به را ،(۴٧.٣) رابطه باید برسیم مساله ماتریسͬ
،w = ϕi, i = ١, ٢, ..., ٢٠ آزمون تابع ٢٠ گرفتن نظر در با بنابراین باشیم. داشته مͬ�باشد، دامنه
ماتریس نتیجه در داریم. aj, j = ١, ٢, ..., ٢٠ مجهول ٢٠ آن با متناظر و داشت خواهیم معادله ٢٠
تبدیل زیر معادله ٢٠ به (۴٧.٣) معادله پس بود. خواهد ٢٠×٢٠ ماتریسͬ معادلات، دستͽاه نهایͬ

مͬ�شود:

٢٠∑
j=١

aj

([
ϕi.

dϕj

dx

]١

٠
−
∫ ١

٠

dϕi

dx
.
dϕj

dx
dx

)
= −

∫ ١

٠
ϕi.b(x) i = ١, ..., ٢٠.

به�صورت معادلات دستͽاه ماتریسͬ شͺل

K.C = F, (۴٨.٣)
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به�صورت: F بردار و K ماتریس درایه�های آن در که مͬ�باشد،

Kij =

[
ϕi.

dϕj

dx

]١

٠
−
∫ ١

٠

dϕi

dx
.
dϕj

dx
dx,

Fi = −
∫ ١

٠
ϕi(x).b(x).

متناظر سطرهای برای .C = [a١ a٢ ... aبه�صورت[٢٠ ،(۴٨.٣) در مجهولات بردار هستند.
به�صورت F بردار و K ماتریس درایه�های مرز روی xi ∈ ΓD گره�های با

Kij = ϕj(X(i)),

F١ = ٠,
F٢٠ = ١.

ماتریس معͺوس در را (۴٨.٣) رابطه طرفین مجهول ضرایب آوردن به�دست برای مͬ�آید. به�دست
داریم: مͬ�کنیم. ضرب K مربعͬ

C = K−١F.

آورد. به�دست مساله دامنه�ی از نقطه هر در را تقریبͬ جواب مͬ�توان ثابت ضرایب داشتن با حال
شبͺه بدون و دقیق جواب نمودار مͬ�توانیم متلب از استفاده با زمانبر و سنͽین محاسبات به�دلیل
داده نشان ١.٣ شͺل در جواب دو این نمودار آوریم. به�دست دامنه کل در را شعاعͬ نقطه درونیابͬ

است. شده
مͬ�کنیم: تعریف را زیر روابط یافته، توسعه شعاعͬ نقطه درونیابͬ روش به معادله حل برای

d٢g(x)

dx٢ = −δ(x),

up(x) =
∫ ١

٠ g(x− x
′
)b(x

′
)dx

′
,

به�دست را گرین تابع داریم نیاز خصوصͬ جواب آوردن به�دست برای است، مشخص روابط از
مͬ�کنیم: فرض این�کار برای آوریم،

f(x) =
dg(x)

dx
, (۴٩.٣)

داریم طرفین از مشتق�گیری با

df(x)

dx
=

d٢g(x)

dx٢ = −δ(x).
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داریم دیراک دلتای تعریف به توجه با

df(x)

dx
=

{
∞ x = ٠,
٠ x ̸= ٠.

به�صورت ، f(x) پس مͬ�باشد. پله تابع اول مشتق رسیدیم، به�آن که رابطه�ای

f(x) =


٠ x < ٠,
متناهͬ x = ٠,
١ x > ٠.

مͬ�شود. تعریف
داریم: (۴٩.٣) معادله طرفین از انتͽرال�گیری با

R(x) =

∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ x

−∞

dg(x)

dx
=


٠ x < ٠,
٠ x = ٠,
x x > ٠.

به�صورت مساله این برای گرین تابع پس

g(x) = −R(x) =


٠ x < ٠,
٠ x = ٠,
−x x > ٠.

مͬ�آید. به�دست
به�صورت همͽن معادله در همͽن جواب

u٠
xx(x) = ٠,

مͬ�کنیم. استفاده شعاعͬ نقطه درونیابͬ شبͺه بدون روش از همͽن معادله حل برای مͬ�کند. صدق

حلͬ مراحل نظیر همͽن معادله برای شبͺه، بدون روش توسط حل مراحل تمامͬ .١.۵.٣ تذکر
منبع تابع همͽن، معادله در چون اما مͬ�برد، به�کار اصلͬ معادله برای شبͺه بدون روش که است

مͬ�باشد. صفر F بردار برای ندارند، قرار مرز روی که نقاطͬ به مربوط سطرهای ندارد، مقدار

به�صورت ۴.٣ بخش به توجه با همͽن معادله مرزی شرایط

u(٠)٠ = ٠,

u(١)٠ = ١ − up(١).
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بͺارگیری با بنابراین است، زمان�بر دستͬ به�صورت مساله قسمت�های بقیه حل مͬ�آید. به�دست
است. شده رسم ٢.٣ شͺل در یافته توسعه شعاعͬ نقطه درونیابͬ جواب نمودار متلب، برنامه
جواب نمودار با یافته توسعه� شبͺه بدون جواب نمودار مͬ�شود، مشاهده ٢.٣ شͺل از که همان�طور

بعدی ͷی مثال در شبͺه بدون جواب و دقیق جواب یافته، توسعه شبͺه بدون جواب :٢.٣ شͺل

جواب با ملاحظه�ای قابل اختلاف شبͺه بدون جواب صورتͬ�که در ندارند، چندانͬ اختلاف دقیق
بدون روش به نسبت یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش که مͬ�رسیم نتیجه این به پس دارد. دقیق

مͬ�باشد. برخوردار بالاتری دقت از شبͺه



گیری نتیجه

طبیعت در پدیده�ها بیشتر بود. مرزی مقدار مسایل عددی حل بررسͬ ما هدف پایان�نامه، این در
به�دلیل ولͬ مͬ�شوند، بیان جبری معادلات یا انتͽرالͬ معادلات دیفرانسیل، معادلات ͷبه�کم
هستیم. معادلات این از برخͬ دقیق و تحلیلͬ حل به قادر تنها مسایل از بسیاری پیچیدگͬ�های
متناهͬ، تفاضلات روش جمله از گوناگونͬ عددی روش�های معادلات، این حل برای ریاضیدانان
توجه مورد اخیرا که جدیدی عددی روش کردند. ابداع را متناهͬ حجم�های مرزی، المان�های
و غیرخطͬ و خطͬ مسایل انواع حل برای که مͬ�باشد، شبͺه بدون روش�های گرفته قرار ریاضیدانان
روش�های معرفͬ به پایان�نامه این در است. مفید مͬ�باشند دامنه در زیاد تغییرشͺل دارای که مسایلͬ
یافته توسعه شبͺه�ی بدون روش مͬ�دهیم نشان عددی مثال حل با انتها در و مͬ�پردازیم شبͺه بدون

دارد. معمولͬ شبͺه�ی بدون روش به نسبت قبولͬ قابل دقت

۶١
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In this thesis...

An extended meshfree method is presented for treating boundary value problems,
where the total solution is expressed by a combination of particular and homoge-
neous solutions, each of which is assigned a specific role. The particular solution is
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method is presented for constructing this solution. Thus, the problem is reduced to
a homogeneous equation where the original boundary conditions are modified by the
particular solution. Herein, the meshfree method is used to solve this homogeneous
equation, which involves a lower order behavior so that a relatively coarse discretiza-
tion is acceptable. Several boundary value problems from potential theory as well as
from shear deformable plate theory are solved, where linear exactness [Int. J. Numer.
Methods Engrg. 50 (2001) 435; Int. J. Numer. Methods Engrg. 53 (2002) 2587]
and bending exactness [Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 193 (2004) 1065],
respectively, are imposed in their meshfree approximation fields. Numerical results
demonstrate that this extended meshfree approach significantly improves the solution
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