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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

سید دکتر آقای جناب مهربانم، و عزیز راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه جعفری، حیدر

نمی�رسید. انجام
از بعد و مهربانم و عزیز مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در

هستند. من پشتیبان و یاور بهترین همیشه که را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش خدا،
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ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی ملک�پور رقیه اینجانب
راهنمایی تحت تزویجخاص، رده�های با متناهی گروه�های عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد جعفری حیدر سید دکتر

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
حاصل�ضرب که ویژگی این و نموده تعریف را متناهی گروه�های در تزویج رده�های ابتدا پایان�نامه این در
این هم�چنین و A شرط قالب در را شود G از تزویج رده یک ،G گروه از غیرمعکوس تزویج رده دو هر
باشد برقرار xGyG = (xy)G تساوی xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ��که x, y ∈ G هر ازای به که ویژگی

می�کنیم. بیان B شرط قالب در را
گروه�های در را ایزوکلینیک و ایزوکلینیسم رابطه نیز و فروبنیوس گروه�های کامینا، گروه�های ادامه در
می�دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد B و A شرط�های با را آن�ها ارتباط سپس و می�کنیم تعریف متناهی

فروبنیوس گروه ایزوکلینیسم، کامینا، گروه آفین، گروه تزویج، رده� کلیدی: کلمات



پیشگفتار

مطالعات نامتناهی و متناهی گروه�های در تزویج رده�های حاصل�ضرب زمینه در ریاضیدانان تاکنون
سال در جمله از یافته�اند. دست توجهی قابل نتایج به و داده�اند انجام زیادی و مختلف بررسی�های و
نامتناهی متقارن گروه�های در تزویج رده�های حاصل�ضرب [٧] ٢ دروست مينفرد آلمانی ریاضیدان ،١٩٨٣
در تزویج رده�های حاصل�ضرب و توان�ها [٢] ٣ هرزوگ و آراد ،١٩٨۵ سال در داد. قرار مطالعه مورد را
و دادند قرار بررسی مورد نیز را نامتناهی گروه�های در و (FINASIG) ساده متناهی ناآبلی گروه�های

نمودند. زیادی استفاده است آمده [٣] مرجع در که زیر مهم قضیه از بررسی�ها و مطالعات این در
مثبت صحیح عدد این�صورت در باشد. G در تزویج رده یک C ̸= ١ و FINASIGیک G کنید فرض

.Cm = G که دارد وجود mی
PSL(n, F ) گروه�های در دوری تزویج رده�های حاصل�ضرب مطالعه به [١۵] ۴ لیو ،١٩٩٣ سال در
گروه�های روی را هرزوگ و آراد مطالعات [٨] ۵ گاردیو روسی ریاضیدان ،١٩٩۵ سال در پرداخت.
رسانید. انجام به خطی گروه�های روی را مطالعاتی چنین [٩] گاردیو ،٢٠٠۵ سال در نیز و جبری
گرفت انجام تزویج رده�های حاصل�ضرب مورد در ،٢٠١٣ سال در که بررسی�هایی و مطالعات از هم�چنین
متناهی گروه�های در تزویج رده�های حاصل�ضرب روی [١١] ۶ همکاران و گرولک مطالعات به می�توان
متناهی گروه�های است شده گرفته [۵] از که پایان�نامه این در حال داشت. اشاره ساده جبری گروه�های و
تزویج رده یک G از غیرمعکوس تزویج رده دو هر حاصل�ضرب که می�نماییم رده�بندی و معرفی را Gی

که است فصل سه بر مشتمل پایان�نامه این شود. G از

است. نیاز مورد بعدی فصل�های در که می�کنیم بیان را قضایایی و تعاریف اول، فصل در •

ویژگی این و نموده بررسی را متناهی گروه�های در تزویج رده�های حاصل�ضرب ابتدا دوم، فصل در •
قالب در را شود G از تزویج رده یک ،G گروه از غیرمعکوس تزویج رده دو هر حاصل�ضرب که
تساوی xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ��که x, y ∈ G هر ازای به که ویژگی این هم�چنین و A شرط
در را نتایجی و قضایا سپس می�کنیم بیان B شرط قالب در را باشد برقرار xGyG = (xy)G

نشان و پرداخته ٧ کامینا گروه�های معرفی به ادامه در می�رسانیم. اثبات به و کرده بیان زمینه این
آنگاه باشد کامینا یکp-گروه G اگر هم�چنین و کامیناست گروه ویژه، فوق p-گروه هر که می�دهیم

٢Manfred Droste
٣Arad and Herzog
۴Lev
۵Gordeev
۶Guralnick
٧Camina group
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می�کند. صدق A شرط در
نشان و می�کنیم تعریف را متناهی گروه�های در ٩ ایزوکلینیک و ٨ ایزوکلینیسم رابطه پایان در
شرط این در نیز آن با ایزوکلینیک گروه هر آنگاه کند صدق B شرط در گروهی اگر که می�دهیم

می�کند. صدق

بررسی و مطالعه مورد می�کنند صدق B شرط در که را غیرپوچ�توانی ناآبلی گروه�های سوم، فصل در •
ادامه در می�پردازیم. ١٠ فروبنیوس گروه�های ویژگی�های و ساختار دقیق�تر بررسی به و می�دهیم قرار
E٩ ⋊ Q٨ و F+ ⋊ F× می�کنیم ثابت و پرداخته E٩ ⋊ Q٨ و F+ ⋊ F× گروه دو معرفی به
نیز A شرط در فروبنیوس گروه دو این که می�دهیم نشان سرانجام هستند. فروبنیوس گروه�های

می�کنند. صدق

٨Isoclinism
٩Isoclinic

١٠Frobenius group



مطالب فهرست

١ مقدماتی تعاریف و پیش�نیاز�ها ١
١ . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی تعاریف برخی و مجموعه�ها بر گروه�ها عمل ١.١
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۵۶ مراجع

۵٨ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

ذ



١ فصل

مقدماتی تعاریف و پیش�نیاز�ها

بعدی فصل�های مطالعه برای آن�ها دانستن که می�کند بیان را مفاهیمی و تعاریف از برخی فصل این
است. ضروری

مقدماتی تعاریف برخی و مجموعه�ها بر گروه�ها عمل ١.١

و ١G یا ١ با را G از بدیهی زیر�گروه نیز و همانی عضو باشد. گروه یک G کنید فرض .١.١.١ تذکر
زیرگروه را G از ⟨x⟩ زیر�گروه آنگاه x ∈ G اگر می�دهیم. نشان G# با را G − {١} مجموعه هم�چنین
نرمال زیرگروه یک یا و زیرگروه یک زیرمجموعه، یک H هنگامی�که می�گوییم. x توسط شده تولید دوری
آنگاه باشد G در اکید مشمول H اگر و H ⊴G و �H ≤ G ،H ⊆ G با را آن�ها ترتیب به باشد G از

می�دهیم. نشان H ◁G و H < G ،H ⊂ G به�صورت را آن�ها ترتیب به

در نرمال مجموعه یک را N این�صورت در .N ⊆ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٢.١.١ تعریف
.gN = Ng ،g ∈ G هر ازای به هرگاه گوییم G

را xy = y−١xy ،x, y ∈ G هر ازای به این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .٣.١.١ تعریف
دیگر به�عبارت (یا x عنصر G-تزویج رده را xG = {g−١xg|g ∈ G} و می�گوییم y با x عنصر مزدوج
رده xH = {xh|h ∈ H} آنگاه H ≤ G و x ∈ G اگر به�ویژه می�نامیم. (G در x عنصر تزویج رده

می�دهد. نشان را h ∈ H که ,x]ها h] همه�ی مجموعه�ی [x,H] نیز و x عنصر H-تزویج

،x, y ∈ G هر ازای به این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .۴.١.١ لم

xG = yG ⇐⇒ x ∈ yG.



مقدماتی تعاریف و پیش�نیاز�ها .١ ٢

این�صورت در .x, y ∈ G کنید فرض برهان.

xG = yG ⇐⇒ ∀g ∈ G ∃h ∈ G g−١xg = h−١yh

⇐⇒ x = gh−١yhg−١

⇐⇒ x ∈ yG.

،x, y ∈ G هر ازای به این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .۵.١.١ تعریف
[x, y] = x−١y−١xy = x−١xy

ازای به آنگاه H ≤ G و x ∈ G اگر که می�شود دیده به�آسانی هم�چنین می�نامیم. G در جابه�جاگر یک را
.xH = x[x,H] بنابراین و xh = x[x, h] ،h ∈ H هر

همه�ی مجموعه�ی توسط شده تولید زیرگروه این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .۶.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش [G,G] یا G′ علامت با و می�نامیم G مشتق گروه یا G جابه�جاگر زیرگروه را جابه�جاگرها

دیگر به�عبارت

G
′
= [G,G] = ⟨{[x, y] | x, y ∈ G}⟩.

،x, y ∈ G هر ازای به این�صورت در .H ≤ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٧.١.١ لم
xHyH = (xy)H ⇐⇒ [x,H]y[y,H] = [xy,H]. (١.١)

و yH = y[y,H] ، xH = x[x,H] ،۵.١.١ تعریف به بنا .xHyH = (xy)H کنید فرض برهان.
پس (xy)H = xy[xy,H] هم�چنین

xHyH = x[x,H]y[y,H] = xy[x,H]y[y,H].

.[x,H]y[y,H] = [xy,H] نتیجه در و xy[x,H]y[y,H] = xy[xy,H] فرض طبق بنابراین
این طرف دو در xy چپ از ضرب با این�صورت در .[x,H]y[y,H] = [xy,H] کنید فرض به�عکس

داریم تساوی

xy[x,H]y[y,H] = x[x,H]y[y,H] = xHyH (٢.١)

و

xy[xy,H] = (xy)H . (٣.١)

است. (٣.١) تساوی برابر (٢.١) تساوی لذا

هر و G از g هر ازای به کنید فرض بگیرید. نظر در را X ناتهی مجموعه�ی و G گروه .٨.١.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود می�دهیم نشان x • g علامت با را آن که X از یکتایی عضو ،X از x



٣ مقدماتی تعاریف برخی و مجموعه�ها بر گروه�ها عمل .١.١

و x • ١ = x ،X از x هر ازای به (١)

.x • (g١g٢) = (x • g١) • g٢ ،X از x هر و G از g٢ و g١ هر ازای به (٢)

سهولت برای می�گوییم. X بر G عمل را • و می�کند عمل راست) (از X بر G می�گوییم این�صورت در
می�کنیم. استفاده xg از x • g به�جای نوشتن، در

مجموعه�ی این�صورت در .x ∈ X و کند Xعمل ناتهی مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .٩.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان StG(x) علامت با و می�نامیم G در x پایدارساز را {g ∈ G | xg = x}

تعریف چنین X در را ∼ رابطه�ی کند. عمل X ناتهی مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .١٠.١.١ تعریف
می�کنیم

رابطه�ی یک ∼ رابطه�ی .x١g = x٢ ،g مانند G از عضوی ازای به صورتی�که در x١ ∼ x٢ می�گوییم
اگر می�نامیم. G-مدار یک اوقات از گاهی یا عمل مدار یک را هم�ارزی رده�ی هر است. X در هم�ارزی
مختصرا (یا OrbG(x) علامت با را آن و می�نامیم G در x مدار را x شامل هم�ارزی رده آنگاه x ∈ X

.OrbG(x) = {xg | g ∈ G} تعریف، این به توجه با می�دهیم. نشان ( Orb(x) با

متعدی را عمل این�صورت در کند. عمل X ناتهی مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .١١.١.١ تعریف
عضوی x٢ و x١ مانند X عضو دو هر ازای به دیگر، عبارت به باشد. عمل مدار تنها X هرگاه می�گوییم
متعدی عمل بگوییم اینکه به�جای اوقات از گاهی .x١g = x٢ به�طوری�که باشد داشته وجود g مانند G از

می�کند. عمل متعدی به�طور X مجموعه�ی بر G گفت خواهیم است

باوفا را عمل این�صورت در کند. عمل X ناتهی مجموعه�ی بر G گروه کنید فرض .١٢.١.١ تعریف
از عضوی g٢ و g١ مانند G عضو دو هر ازای به دیگر، عبارت به .

∩
x∈X StG(x) = ١ هرگاه می�گوییم

.x.g١ ̸= x.g٢ به�طوری�که باشد داشته وجود x مانند X

راست ضرب�گر این�صورت در .H ≤ G و S ⊆ G و باشد گروه یک G کنید فرض .١٣.١.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را H زیرگروه در S ١زیرمجموعه�ی

MH(S) = {y ∈ H | Sy = S}. (۴.١)

زیرگروه در S زیرمجموعه��ی راست ضرب�گر برای نیز را زیر تعریف باشد متناهی G صورتی�که در هم�چنین
داریم H

MH(S) = {y ∈ H | Sy ⊆ S}.

یک MH(S) این�صورت در .H ≤ G و S ⊆ G و باشد گروه یک G کنید فرض .١۴.١.١ گزاره
|MH(S)| این�رو از .s ∈ S به�طوری�که است sMH(S) هم�دسته�های از اجتماع یک S و H از زیرگروه

می�کند. عاد Sرا مرتبه
١Right multiplier



مقدماتی تعاریف و پیش�نیاز�ها .١ ۴

است H از همانی عنصر MH(S)شامل چون .MH(S) ⊆ H به�وضوح ،١٣.١.١ تعریف طبق برهان.
بنابراین .x, y ∈MH(S) کنید فرض .MH(S) ̸= ∅ پس

Sx = S , Sy = S. (۵.١)

داریم (۵.١) تساوی�های طرف دو در y−١ راست از ضرب با این�صورت در
Sxy−١ = Sy−١ , S = Sy−١.

ضرب�گر تعریف به توجه با .MH(S) ≤ H نتیجه در xy−١ ∈ MH(S) بنابراین و S = Sxy−١ لذا
می�کند. عمل زیر به�صورت ضرب) (با S بر MH(S) راست،

• : S ×MH(S) −→ S.

(s, y) 7−→ s.y

S =
∪

s∈S sMH(S) بنابراین .S = ∪{s.y|y ∈MH(S)} و مجزاست مدارهای اجتماع برابر Sپس
.|MH(S)|

∣∣|S| نتیجه در و
H-پایا ،S اگر این�صورت در .H ≤ G و S ⊆ G و باشد گروه یک G کنید فرض .١۵.١.١ گزاره
به به�ویژه است. نرمال H در MH(S) آنگاه Sh = S ،h ∈ H هر ازای به یعنی باشد تزویج) عمل (با

است. G از نرمال زیرگروه یک MG(x
G) ،G در xG تزویج رده هر ازای

،h ∈ H هر ازای به یعنی hSh−١ = S ،h ∈ H هر ازای به پس H-پایاست ،S چون برهان.
پس Sy = S ،y ∈MH(S) هر ازای به چون و hS = Sh

S = hSh−١ = hSyh−١ =⇒ Shyh−١ = S.

G-پایاست مجموعه یک xG آن�جایی�که از حال .MH(S)⊴H نتیجه در و hyh−١ ∈MH(S) بنابراین
است. G از نرمال زیرگروه یک نیز MG(x

G) لذا

و باشد G −→ Ḡ =
G

Z(G)
طبیعی اپی�مورفیسم e و متناهی گروه یک G کنید فرض .١۶.١.١ لم

این�صورت در .a, b ∈ G

aGZ(G) = bGZ(G) ⇐⇒ āḠ = b̄Ḡ.

که دارد وجود z ∈ Z(G) و g ∈ G این�صورت در .aGZ(G) = bGZ(G) کنید فرض برهان.

a = bgz =⇒ aZ(G) = bgZ(G) = (bZ(G))gZ(G)

=⇒ (aZ(G))Ḡ ⊆ (bZ(G))Ḡ.

.āḠ = b̄Ḡ بنابراین .(bZ(G))Ḡ ⊆ (aZ(G))Ḡ مشابه به�طور
نتیجه در e−١(āḠ) = e−١(b̄Ḡ) پس āḠ = b̄Ḡ چون .āḠ = b̄Ḡ کنید فرض به�عکس،

aGZ(G) = bGZ(G).



۵ مقدماتی تعاریف برخی و مجموعه�ها بر گروه�ها عمل .١.١

این�صورت در باشد. G از نرمال p-زیرگروه یک H و متناهی گروه یک G کنید فرض .١٧.١.١ قضیه
.H ⊆ P و P = HP ،G از P زیرگروه p-سیلو هر برای

P = HP نتیجه در P ≤ HP و است p از توانی |HP | HPو ≤ G H⊴Gلذا آن�جایی�که از برهان.
.H ⊆ P لذا و

.H < NG(H) این�صورت در .H < G و باشد p-گروه یک G کنید فرض .١٨.١.١ قضیه

شود. رجوع ٧١ صفحه [١] به برهان.

از زیرگروه p-سیلو هر این�صورت در .N ◁G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١٩.١.١ قضیه
می�باشد. G از زیرگروه p-سیلو یک P که است PN

N
به�فرم G

N

شود. رجوع ٧۶ صفحه [١] به برهان.

باشند G از زیرگروه�هایی C و B ،A و گروه یک G کنید فرض ددکیند٢) مدولی قانون ) .٢٠.١.١ لم
.(BC) ∩ A = B(C ∩ A) این�صورت در .B ≤ A �که

bd ∈ A پس B ⊆ A چون .d ∈ C و b ∈ B که bd ∈ BC و d ∈ C ∩ A کنید فرض برهان.
پس B ⊆ A چون .a = bc ∈ (BC) ∩ A کنید فرض اکنون .B(C ∩ A) ⊆ (BC) ∩ A لذا
لم بنابراین و (BC) ∩A ⊆ B(C ∩A) لذا .a = bc ∈ B(C ∩A) درنتیجه و c = b−١a ∈ C ∩A

است. برقرار

مختصرا (یا مقدماتی آبلی این�صورتGرا در باشد. متناهی Gیکp-گروه فرضکنید .٢١.١.١ تعریف
باشد. p اول عدد G غیربدیهی عضو هر مرتبه�ی نیز و آبلی G هرگاه می�نامیم مقدماتی)

زیرگروه�های تمام اشتراک این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Φ(G) با و می�نامیم G فراتینی زیرگروه را G از ماکسیمال

G هرگاه ٣می�نامیم ویژه را G این�صورت در باشد. متناهی یکp-گروه G کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف
|Z(G)| = p و ویژه غیرآبلی گروه یک G اگر به�علاوه .Z(G) = G′ = Φ(G) یا باشد مقدماتی آبلی

۴می�نامیم. ویژه فوق را G آنگاه

عدد یک n که |G| = p٢n+١ این�صورت در باشد. ویژه فوق p-گروه یک G کنید فرض .٢۴.١.١ لم
است. مثبت صحیح

٢Dedekind-Identitat
٣Special
۴Extra special



مقدماتی تعاریف و پیش�نیاز�ها .١ ۶

شود. رجوع ٣۴ صفحه [۴] به برهان.

مشخصه زیرگروه یک را H این�صورت در .H ≤ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف
و δ(H) = H است) G خودریختی�های گروه Aut(G)) ،δ ∈ Aut(G) هر ازای به هرگاه می�نامیم G

باشد. نداشته دیگری مشخصه زیرگروه G و ١ به�جز G هرگاه می�نامیم ساده مشخصا را G نیز

تنها و اگر است ساده مشخصا G این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .٢۶.١.١ قضیه
تجزیه یکریخت�اند دو به دو که خود ساده زیرگروه�های از متناهی تعدادی مستقیم حاصل�ضرب به G اگر

شود.

شود. رجوع ١٠٧ صفحه [١] به برهان.

است. ساده مشخصا مینیمال نرمال زیرگروه هر .٢٧.١.١ نتیجه

ساده مشخصا Gاین�صورت در )باشد. (غیربدیهی متناهی آبلی گروه یک G کنید فرض .٢٨.١.١ قضیه
باشد. مقدماتی آبلی G اگر تنها و اگر است

شود. رجوع ١٠۶ صفحه [١] به برهان.

.G = NH و H ∩N = ١ ،N ⊴G �که H,N ≤ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف
.G = N ⋊H می�نویسیم و است H با N نیم�مستقیم حاصل�ضرب برابر G می�گوییم این�صورت در

(به باشد. همریختی یک φ : H −→ Aut(N) و دلخواه گروه دو N و H کنید فرض .٣٠.١.١ تعریف
دوتایی عمل H ×N دکارتی حاصل�ضرب در می�دهیم.) نشان φh با را φ با h تصویر ،H از h هر ازای

می�کنیم تعریف را زیر
(h١, n١)(h٢, n٢) = (h١h٢, (n١φh٢)n٢).

حاصل�ضرب را گروه این می�دهد. گروه یک تشکیل فوق عمل با H × N مجموعه�ی این�صورت در
اصطلاحا و می�دهیم نشان H ×φ N علامت با را آن و می�نامیم φ عمل با N و H خارجی نیم�مستقیم

می�کند. عمل φ با N بر H می�گوییم
از مذکور علامت به�جای نباشد، نیاز مورد آن کردن مشخص یا نیاید پیش φ مورد در ابهامی که حالتی در

می�کنیم. استفاده H ⋉N علامت

یک φ : H −→ Aut(N) و گروه دو N و H آن در که G = H ×φ N کنید فرض .٣١.١.١ قضیه
و M ∼= H که دارد M مانند زیرگروهی و L مانند نرمالی زیرگروه G این�صورت در باشد. همریختی

.M ∩ L = ١ و G =ML به�طوری�که L ∼= N

شود. رجوع ١٨١ صفحه [١] به برهان.



٧ حل�پذیر و پوچ�توان گروه�های .٢.١

.H ∩N = ١ و G = HN ،N ⊴G �که H,N ≤ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٣٢.١.١ قضیه
است. همریختی یک φ : H −→ Aut(N) آن در که G ∼= H ×φ N این�صورت در

ضابطه�ی با را φ : H −→ Aut(N) تابع است کافی برهان.
φ : h 7−→ φh (h ∈ H)

که می�شود ملاحظه آسانی به .nφh = h−١nh ،N از n هر ازای به آن در که کنیم تعریف
.G ∼= H ×φ N

یک را G از N زیرگروه این�صورت در .H ≤ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٣٣.١.١ تعریف
.|H ∩N | = ١ و G = NH هرگاه می�گوییم (G (در مکمل

زیرگروه یک را H این�صورت در .H ≤ G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف
.([G : H], |H|) = ١ هرگاه می�نامیم G ۵از هال

�که N ⊴G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض ( شور-زازنهوس۶ ) .٣۵.١.١ قضیه
(|N |, |G

N
|) = ١.

مکمل�هایی چنین تمام آنگاه باشند حل�پذیر G

N
یا N اگر به�علاوه دارد. G در مکمل یک N این�صورت در

هستند. مزدوج G در

شود. رجوع ١٢٧ و ١٢۶ صفحه�های [١٣] به برهان.

مانند زیرگروهی G آنگاه (|N |, |G
N
|) = ١ که N ⊴G و باشد متناهی گروه یک G اگر .٣۶.١.١ نتیجه

.G ∼= H ⋉N به�طوری�که دارد H

حل�پذیر و پوچ�توان گروه�های ٢.١

سری و گروه یک G کنید فرض .١.٢.١ تعریف
١ = G٠ ◁G١ ◁ . . .◁Gr−١ = Gr

طبیعی i هر ازای به صورتی�که در می�نامیم G ترکیبی٧ سری یک را سری این باشد. G زیرنرمال سری یک

خارج�قسمتی گروه هر فوق ترکیبی سری در باشد. (غیربدیهی) ساده� گروه یک Gi

Gi−١
،١ ≤ i ≤ r که

می�نامیم. ترکیبی عامل یک را Gi

Gi−١

۵Hall subgroup
۶Schur-Zassenhaus
٧Composition series
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نرمال سری این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
١ = G٠ < G١ < . . . < Gr = G

مانند نرمالی زیرگروه هیچ G ،١ ≤ i ≤ r که i هر ازای به صورتی�که در می�نامیم G اصلی٨ سری یک را

G اصلی عامل یک را Gi

Gi−١
خارج�قسمتی گروه هر .Gi−١ < Ni < Gi به�طوری�که باشد نداشته Ni

می�نامیم.

هم�چنین است. اصلی سری یک دارای نیز و ترکیبی سری یک دارای متناهی گروه هر .٣.٢.١ تذکر
باشد. اصلی سری فاقد نیز و ترکیبی سری فاقد گروهی است ممکن

نرمال سری این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .۴.٢.١ تعریف
١ = G٠ ≤ G١ ≤ . . . ≤ Gr = G

،١ ≤ i ≤ r که i هر ازای به هرگاه می�گوییم G مرکزی سری یک را
Gi

Gi−١
≤ Z(

G

Gi−١
).

کوتاه�ترین طول باشد. داشته مرکزی سری یک صورتی�که در می�نامیم پوچ�توان را G گروه .۵.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان c(G) با را آن و می�گوییم G پوچ�توانی رده را G مرکزی سری

به را G زیرگروه�های از {γn(G)} دنباله�ی این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .۶.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف چنین استقرا

γ١(G) = G , γn+١(G) = [γn(G), G] (n ≥ ١). (۶.١)

است. G از مشتق گروه همان γ٢(G) که است بدیهی

سری این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .٧.٢.١ تعریف
G = γ١(G) > γ٢(G) > . . . > γn(G) > . . .

می�نامیم. G پایینی مرکزی سری را

مرکزی سری�های در آنگاه باشد متناهی G اگر این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .٨.٢.١ لم
�که دارد وجود c ≥ ٠ یکتای صحیح عدد G از پایینی

G = γ١(G) > γ٢(G) > . . . > γc+١(G) = γc+٢(G) = . . . . (٧.١)

سری� و γc+١(G) حد را γ∞(G) ،٨.٢.١ لم در .٩.٢.١ تعریف
G = γ١(G) > γ٢(G) > . . . > γc+١(G) = γc+٢(G) = . . . = γ∞(G) (٨.١)

می�نامیم. G کامل پایینی مرکزی سری را
٨Chief series



٩ حل�پذیر و پوچ�توان گروه�های .٢.١

زیرگروه�های از {Zn(G)}n=٠ دنباله�ی این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف چنین استقرا به را G

Z٠(G) = ١ ,
Zn+١(G)

Zn(G)
= Z(

G

Zn(G)
) (n ≥ ٠).

.Zn می�نویسیم مختصرا Zn(G) به�جای نیاید پیش زمینه گروه مورد در ابهامی صورتی�که در

سری این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .١١.٢.١ تعریف
١ = Z٠(G) ≤ Z١(G) ≤ . . . ≤ Zn(G) ≤ . . .

می�نامیم. G بالایی مرکزی سری را

این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .١٢.٢.١ قضیه

که باشد داشته وجود n نامنفی صحیح عدد اگر تنها و اگر است n پوچ�توانی رده از و پوچ�توان G (١)
. γn+١(G) = ١

که باشد داشته وجود n نامنفی صحیح عدد اگر تنها و اگر است n پوچ�توانی رده از و پوچ�توان G (٢)
. Zn(G) = G

شود. رجوع ٢٢٧ صفحه [١] به برهان.

است. پوچ�توان G

γ∞(G)
این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١٣.٢.١ قضیه

�که دارد وجود c ≥ ٠ یکتای صحیح عدد ٨.٢.١ لم به بنا پس است متناهی گروه یک G چون برهان.
G = γ١(G) > γ٢(G) > . . . > γc+١ = γc+٢ = . . . = γ∞(G)

آن�جایی�که از و

γc+١(
G

γ∞(G)
) =

γc+١(G)γ∞(G)

γ∞(G)

لذا

γc+١(
G

γ∞(G)
) = ١ G

γ∞(G)
.

است. c پوچ�توانی رده از و پوچ�توان G

γ∞(G)
،١٢.٢.١ قضیه طبق نتیجه در

G

N
خارج�قسمتی گروه به�طوری�که است G از N نرمال زیرگروه کوچک�ترین γ∞(G) .١۴.٢.١ نتیجه

است. پوچ�توان

آنگاه N ̸= ١ اگر این�صورت در .N ◁ G و باشد پوچ�توان گروه یک G کنید فرض .١۵.٢.١ قضیه
.N ∩ Z(G) ̸= ١



مقدماتی تعاریف و پیش�نیاز�ها .١ ١٠

می�دهیم قرار .Zn(G) = G که دارد وجود n مانند طبیعی عدد پس است پوچ�توان G چون برهان.

A = {m
∣∣m ≥ ١, N ∩ Zm(G) ̸= ١}.

اینک .N ∩ Zs−١(G) = ١ داریم s = minA فرض با .A ̸= ∅ بنابراین .n ∈ A که است واضح
پس است نرمال G در N ∩ Zs چون طرفی از .[G,N ∩ Zs] ≤ [G,Zs] ≤ Zs−١ که می�کنیم ملاحظه

بنابراین .[G,N ∩ Zs] ≤ N ∩ Zs ≤ N

[G,N ∩ Zs] ≤ N ∩ Zs−١ = ١.

می�شود. ثابت N∩Zsپسحکم ̸= ١ چون حال .N∩Zs ≤ Z(G)∩N که می�شود معلوم آن�جا از

باشد پوچ�توان G
N

اگر این�صورت در .N ≤ Z(G) و باشد گروه یک G کنید فرض .١۶.٢.١ گزاره

.c(G) = c(
G

N
) + ١ یا c(G) = c(

G

N
) به�علاوه است. پوچ�توان نیز G آنگاه

برای پس است پوچ�توان G
N

چون باشد. φ : G −→ G

N
طبیعی اپی�مورفیسم φ کنید فرض برهان.

لذا φ(γn+١(G)) = γn+١(φ(G)) این�که به توجه با .γn+١(
G

N
) = ١G

N
،n ≥ ٠ برخی

φ(γn+١(G)) = γn+١(φ(G)) = γn+١(
G

N
) = ١G

N
.

نتیجه در و [N,G] = ١ پس N ≤ Z(G) چون . γn+١(G) ≤ Kerφ = N نتیجه در

γn+٢(G) = [γn+١(G), G] ≤ [N,G] = ١.

است. c(G
N
) + ١ یا c(G

N
) پوچ�توانی رده از و پوچ�توان G لذا

مانند زیرنرمال سری یک صورتی�که در می�نامیم حل�پذیر را G گروه .١٧.٢.١ تعریف

١ = G٠ ◁G١ ◁ . . .◁Gn = G

آنگاه باشد حل�پذیر G اگر باشد. آبلی Gi

Gi−١
گروه ،١ ≤ i ≤ n که i هر ازای به �به�طوری�که باشد داشته

می�گوییم حل�ناپذیر را G گروه می�نامیم. G حل�پذیری طول را مذکور خاصیت با سری کوتاه�ترین طول
نباشد. حل�پذیر هرگاه

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١٨.٢.١ قضیه

است. حل�پذیر G (١)

مقدماتی�اند. آبلی G اصلی عامل�های (٢)

هستند. p اول عدد مرتبه از G ترکیب عامل�های (٣)

شود. رجوع ٢٣٩ صفحه [١٨] به برهان.



١١ آفین و فروبنیوس گروه�های .٣.١

آفین و فروبنیوس گروه�های ٣.١

در �کند. عمل X ناتهی مجموعه�ی بر متعدی به�طور که باشد گروه یک G کنید فرض .١.٣.١ تعریف
هرگاه است X مجموعه روی فروبنیوس گروه یک G این�صورت

،StG(x) ̸= ١G ،x ∈ X هر ازای به (١)

.StG(x) ∩ StG(y) = ١G ،x ̸= y که به�طوری x, y ∈ X هر ازای به (٢)

به G فروبنیوس گروه در باشد. X مجموعه روی فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .٢.٣.١ تعریف
به ٩و فروبنیوس مکمل می�دارد نگه ثابت G در را x ∈ X عنصر که H زیرگروه

N = (G−
∪
g∈G

Hg) ∪ ١G

١٠می�گوییم. فروبنیوس هسته

یک N این�صورت در باشد. N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .٣.٣.١ قضیه
است. G از نرمال زیرگروه

شود. رجوع ١٧٣ صفحه [١٠] به برهان.

در باشد. N فروبنیوس هسته و H فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه G کنید فرض .۴.٣.١ گزاره
�است. H با N نیم�مستقیم حاصل�ضرب G این�صورت

پس است N فروبنیوس هسته و H فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه G چون برهان.
N = (G− ∪{Hg | g ∈ G}) ∪ ١G , N ∩H = ١.

بنابراین .H ≤ G و N ⊴G هم�چنین

|NH| = |N | × |H|
|N ∩H|

=
[G : H]× |H|

١ = |G|

.G = N ⋊H ،٢٩.١.١ تعریف به بنا این�رو از .G = NH نتیجه در و

به به�طوری�که باشد H ̸= ١ سره زیرگروه شامل اگر تنها و اگر است فروبنیوس G گروه .۵.٣.١ گزاره
.H ∩Hg = ١ ،g ∈ G−H هر ازای

شود. رجوع ١٧٢ صفحه [١٠] به برهان.

N نرمال زیرگروه با H غیربدیهی زیرگروه از نیم�مستقیم حاصل�ضرب G گروه کنید فرض .۶.٣.١ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد.

٩Frobenius complement
١٠Frobenius kernel
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است. N فروبنیوس هسته و H فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه یک G (١)

.CN(h) = ١ ،h ∈ H# هر ازای به (٢)

H فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه یک G ،۵.٣.١ گزاره به بنا .G = HN داریم به�وضوح برهان.
دیگر طرف از .H ∩ Hg = ١ ،g ∈ G − H هر ازای به اگر تنها و اگر است N فروبنیوس هسته و

،g ∈ N# هر و h ∈ H# هر ازای به پس H ∩N = ١ چون
hg ∈ H ∩Hg ⇐⇒ g−١h−١gh = [g, h] ∈ H ∩N ⇐⇒ g ∈ CN(h)

#.

می�شود. حاصل نتیجه بنابراین

در .N ∩ H = ١ و G = NH �که H ≤ G ،N ⊴ G و باشد گروه یک G کنید فرض .٧.٣.١ لم
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت

.CG(n) ≤ N ،١ ̸= n ∈ N هر ازای به (١)

.CH(n) = ١ ،١ ̸= n ∈ N هر ازای به (٢)

.CG(h) ≤ H ،١ ̸= h ∈ H هر ازای به (٣)

است. Hمزدوج از عنصر یک با x ∈ G−N هر (۴)

است. Nhمزدوج از عنصر هر با h آنگاه ،١ ̸= h ∈ H اگر (۵)

است. G در فروبنیوس مکمل یک H (۶)

شود. رجوع [١۴] به برهان.

N این�صورت در باشد. N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .٨.٣.١ قضیه
است. پوچ�توان

شود. رجوع ٩٢ �صفحه به[٢٠] برهان.

باشد H فروبنیوس مکمل و N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .٩.٣.١ گزاره
هسته با فروبنیوس گروه یک G

M
این�صورت در .M ⊴ G نیز و M ̸= N ،M ≤ N به�طوری�که

است. N
M

فروبنیوس

شود. رجوع ١٧٧ صفحه [١٠] به برهان.

اگر این�صورت در باشد. H فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .١٠.٣.١ قضیه
آنگاه P ∈ Sylp(H)



١٣ آفین و فروبنیوس گروه�های .٣.١

است. یافته تعمیم کواترنیون یا دوری یا P آنگاه p = ٢ اگر (١)

است. دوری P آنگاه p ̸= ٢ اگر (٢)

شود. رجوع ١٨٠ صفحه [١٠] به برهان.

همه�ی مجموعه�ی این�صورت در باشد. طبیعی عددی n و میدان یک F کنید فرض .١١.٣.١ تعریف
تشکیل ماتریس�ها ضرب عمل با اند، F در آن�ها از یک هر درایه�های که n×n معکوس�پذیر ماتریس�های

می�دهیم. نمایش GL(n, F ) با و می�نامیم n درجه از عام١١ خطی گروه را آن که می�دهد گروه یک

τa,b : این�صورت در باشد. طبیعی عددی n و متناهی میدان یک F کنید فرض .١٢.٣.١ تعریف
می�نامیم F n روی ١٢ آفین تبدیل یک را τa,b(x) = ax + b ،x ∈ F n هر ازای به که F n −→ F n

است. F n از برداری b و n× nماتریس یک a آن در به�طوری�که

مجموعه�ی این�صورت در باشد. طبیعی عددی n و متناهی میدان یک F کنید فرض .١٣.٣.١ تعریف
عمل تحت n بعد از F برداری فضای به n بعد از F برداری فضای از معکوس�پذیر آفین تبدیلات همه�ی
آفین گروه را آن که می�دهد تشکیل گروه یک می�دهیم) نشان ◦ با را ترکیب (عمل توابع ترکیب دوتایی

واقع در می�دهیم. نمایش Aff(n, F ) با و می�نامیم F میدان روی n درجه ١٣از

Aff(n, F ) =
{
τa,b : F

n −→ F n | a ∈ GL(n, F ), b ∈ F n
}

هم�چنین و τa,b(x) = ax+ b ،x ∈ F n هر ازای به �که
τa,b ◦ τc,d = τac,ad+b.

این�صورت در باشد. طبیعی عددی n و متناهی میدان یک F کنید فرض .١۴.٣.١ گزاره
.H = {τa,٠|a ∈ GL(n, F )} و T = {τ١,b|b ∈ F n} �که Aff(n, F ) = T ⋊H

τa′,٠ و τa,٠ هر ازای به آن�جایی�که از حال .T ̸= ∅ و H ̸= ∅ پس τ١,٠ ∈ H,T چون برهان.
ترتیب همین به و H ≤ Aff(n, F ) لذا است H از عضوی τa,٠ ◦ τ−١a′,٠(x) = τaa′−١,٠(x) ،H از

،τ١,b′ ∈ T و τa,b ∈ Aff(n, F ) هر ازای به چون .T ≤ Aff(n, F )

τa,b ◦ τ١,b′ ◦ τ−١a,b (x) = τ١,ab′(x) ∈ T

لذا است τa,b = τ١,b ◦ τa,٠ به�فرم آفین نگاشت هر ١٣.٣.١ تعریف طبق .T ⊴ Aff(n, F ) پس
.Aff(n, F ) = T ⋊H ،٢٩.١.١ تعریف به بنا پس T ∩H = ١ چون و Aff(n, F ) = TH

١١General linear group
١٢Affine transformation
١٣Affine group
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این�صورت در باشد. طبیعی عددی n و متناهی میدان یک F کنید فرض .١۵.٣.١ گزاره
Aff(n, F ) ∼= F n ⋊φ GL(n, F ).

با α : GL(n, F ) −→ H چون بگیرید. نظر در را ١۴.٣.١ گزاره از H و T زیرگروه�های برهان.
پس هستند پوشا و یک به یک نگاشت دو b 7−→ τ١,b ضابطه با β : F n −→ T و a 7−→ τa,٠ ضابطه

می�شود. حاصل نتیجه ٣٢.١.١ قضیه و ١۴.٣.١ گزاره به بنا حال . F n ∼= T و GL(n, F ) ∼= H

این�صورت در باشد. متناهی میدان یک F کنید فرض .١۶.٣.١ نتیجه
Aff(١, F ) ∼= F+ ⋊φ F

×.

است. F از جمعی گروه F+ و F از ضربی گروه F× که

می�شود. حاصل نتیجه ١۵.٣.١ گزاره به بنا لذا GL(١, F ) ∼= F× آن�جایی�که از برهان.

می�کنیم. استفاده F+ ⋊ F× از F+ ⋊φ F
× جای به� ادامه در .١٧.٣.١ تذکر



٢ فصل

تزویج رده�های با پوچ�توان متناهی گروه�های
خاص

اول، بخش در می�باشد. [۵] از برگرفته بخش سه هر اصلی قضایای که است بخش سه شامل فصل این
رده دو هر حاصل�ضرب که ویژگی این و نموده مطرح را G متناهی گروه در تزویج رده�های حاصل�ضرب
در و می�کنیم بیان B و A شرط�های قالب در را باشد G از تزویج رده یک ،G از غیرمعکوس تزویج
را کامینا گروه�های دوم، بخش در می�دهیم. قرار بررسی مورد زمینه این در را گزاره�هایی و لم�ها ادامه
در می�کند. صدق A شرط در G آنگاه باشد کامینا یکp-گروه G اگر که می�دهیم نشان و نموده تعریف
که می�کنیم ثابت و می�کنیم تعریف را متناهی گروه�های در ایزوکلینیک و ایزوکلینیسم رابطه سوم، بخش

می�کند. صدق B شرط در نیز آن با ایزوکلینیک گروه هر آنگاه کند صدق B شرط در گروهی اگر

تزویج رده�های حاصل�ضرب ١.٢

رده�های حاصل�ضرب این�صورت در .x, y ∈ G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١.١.٢ لم
کند. صدق زیر تساوی در اگر تنها و اگر است تزویج رده یک yG و xG تزویج

xGyG = (xy)G. (١.٢)

عضو a این�صورت در باشد. تزویج رده یک yG و xG تزویج رده�های حاصل�ضرب کنید فرض برهان.
،۴.١.١ لم به بنا لذا xy ∈ aG پس y ∈ yG و x ∈ xG چون .xGyG = aG که دارد وجود G

است. برقرار به�وضوح نیز عکس حالت .(xy)G = aG

(١.٢) تساوی نتیجه در و (xy)G = xyG نیز و xGyG = xyG آنگاه x ∈ Z(G) اگر .٢.١.٢ تذکر
می�گیریم. نظر در G− Z(G) مجموعه از عضو�هایی را y و x پایان�نامه این تمام در لذا است. برقرار

١۵



خاص تزویج رده�های با پوچ�توان متناهی گروه�های .٢ ١۶

آنگاه xG = (y−١)G اگر این�صورت در .x, y ∈ G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .٣.١.٢ لم
.xGyG ̸= (xy)G

پس y ∈ yG و y−١ ∈ (y−١)G چون .xGyG = (xy)G و xG = (y−١)G �کنید فرض برهان.
تزویج رده یک {١} آن�جایی�که از حال .١ ∈ (y−١)G(y)G = (xy)G بنابراین y−١y ∈ (y−١)G(y)G

لذا است ١G = {١} بدیهی تزویج رده شامل تنها xGyG این�صورت در .(xy)G = ١G بنابراین است
داریم اما |xGyG| = ١

|xGyG| =
∪
b∈yG

|xGb| ≥ |xG| > ١

است. تناقض یک این که باشد نیز دیگر تزویج رده یک حداقل شامل می�بایست xGyG بنابراین و

می�گیریم. نظر در را زیر تعریف ٣.١.٢ لم به توجه با حال

صورتی�که در می�کند صدق A شرط در G �گوییم باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .۴.١.٢ تعریف
باشد. برقرار xGyG = (xy)G تساوی xG ̸= (y−١)G �که x, y ∈ G هر ازای به

می�کند. صدق A درشرط متناهی آبلی گروه هر به�وضوح

xGZ(G) = اگر این�صورت در .x, y ∈ G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .۵.١.٢ لم
.xGyG ̸= (xy)G آنگاه (y−١)GZ(G)

این�رو از .xGZ(G) = (y−١)GZ(G) کنید فرض برهان.
{g−١xgZ(G)|g ∈ G} = {h−١y−١hZ(G)|h ∈ G}

لذا xh−١yh ∈ Z(G) نتیجه در .xZ(G) = h−١y−١hZ(G) که به�قسمی دارد وجود h ∈ G بنابراین
این�صورت در xGyG = (xy)G کنید فرض حال .xh−١yh ∈ xGyG به�وضوح .|(xh−١yh)G| = ١
|(xy)G| = |xGyG| = �لذا .|(xy)G| = |(xh−١yh)G| ،۴.١.١ لم به بنا .xh−١yh ∈ (xy)G∩Z(G)

داریم طرفی از ١

|xGyG| =
∪
b∈yG

|xGb| ≥ |xG| > ١.

است. تناقض یک این که باشد نیز دیگر تزویج رده یک حداقل شامل می�بایست xGyG پس

می�گیریم. نظر در را زیر تعریف ۵.١.٢ لم به توجه با حال

صورتی�که در می�کند صدق B شرط در G گوییم باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .۶.١.٢ تعریف
باشد. برقرار xGyG = (xy)G تساوی xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ��که x, y ∈ G هر ازای به

می�کند. صدق B درشرط متناهی آبلی گروه هر به�وضوح
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در G
N

خارج�قسمتی گروه آنگاه N ⊴ G و کند صدق B شرط در G متناهی گروه اگر .٧.١.٢ گزاره
می�کند. صدق B شرط

هر ازای به که باشد G −→ G

N
طبیعی اپی�مورفیسم e و G

N
خارج�قسمتی گروه Ḡ کنید فرض برهان.

به�درون را xGZ(G) این�رو از و e(x)Ḡ تزویج Ḡ-رده به�روی را xG تزویج G-رده نگاشت این ،x ∈ G

x̄ = e(x) این�صورت در .x̄ḠZ(Ḡ) ̸= (ȳ−١)ḠZ(Ḡ) ��که x̄, ȳ ∈ Ḡ کنید فرض می�برد. e(x)ḠZ(Ḡ)
آنگاه xGZ(G) = (y−١)GZ(G) اگر .ȳ = e(y) و

x̄ḠZ(Ḡ) = e(xGZ(G))Z(Ḡ) = e((y−١)GZ(G))Z(Ḡ) = (ȳ−١)ḠZ(Ḡ).

بنابراین می�رسیم. x̄ḠZ(Ḡ) ̸= (ȳ−١)ḠZ(Ḡ) فرض با تناقض به که

xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G).

بردن به�کار با این�صورت در .xGyG = (xy)G داریم لذا می�کند صدق B شرط در G آن�جایی�که از حال
B شرط در Ḡ بنابراین می�آوریم. به�دست را x̄ḠȳḠ = (x̄ȳ)Ḡ تساوی فوق، تساوی روی e اپی�مورفیسم

می�کند. صدق

خارج�قسمتی گروه آنگاه Z(G) ≤ N ⊴G و کند صدق B شرط در G متناهی گروه اگر .٨.١.٢ گزاره

می�کند. صدق A شرط در G
N

فرض هم�چنین باشد. G −→ G

N
طبیعی اپی�مورفیسم e و G

N
خارج�قسمتی گروه Ḡ کنید فرض برهان.

پس Z(G) ≤ N چون .x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ �که x̄, ȳ ∈ Ḡ کنید

e(Z(G)) =
Z(G)N

N
= N = ١Ḡ.

آنگاه xGZ(G) = (y−١)GZ(G) اگر این�صورت در

x̄Ḡ = e(xGZ(G)) = e((y−١)GZ(G)) = (ȳ−١)Ḡ.

پس می�کند صدق B شرط در G چون حال .xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) آنگاه x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ اگر لذا
برقرار حکم بنابراین و x̄ḠȳḠ = (x̄ȳ)Ḡ داریم e اپی�مورفیسم بردن به�کار با اکنون .xGyG = (xy)G

است.

در نیز G
N

خارج�قسمتی گروه آنگاه N ⊴G و کند صدق A شرط در G متناهی گروه اگر .٩.١.٢ گزاره
می�کند. صدق A شرط

فرض هم�چنین و باشد G −→ G

N
طبیعی اپی�مورفیسم e و G

N
خارج�قسمتی گروه Ḡ کنید فرض برهان.

بنابراین .x̄Ḡ = (ȳ−١)Ḡ آنگاه xG = (y−١)G اگر این�صورت در .x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ �که x̄, ȳ ∈ Ḡ کنید
.xGyG = (xy)G پس می�کند صدق A شرط در G چون و xG ̸= (y−١)G آنگاه x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ اگر

است. برقرار حکم بنابراین و x̄ḠȳḠ = (x̄ȳ)Ḡ داریم تساوی این روی e اپی�مورفیسم استفاده با حال
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می�کند. صدق نیز B شرط در G آنگاه کند صدق A شرط در G متناهی گروه اگر .١٠.١.٢ گزاره

xG ̸= لذا xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) �که x, y ∈ G و �کند صدق A شرط در G کنید فرض برهان.
است. برقرار این�صورتحکم در و xGyG = (xy)G پس می�کند شرطAصدق Gدر چون .(y−١)G

،x ∈ G − Z(G) هر ازای به آنگاه کند صدق A شرط در G متناهی گروه اگر .١١.١.٢ گزاره
.xGZ(G) = xG

.Z(G) ≤ [H,G] آنگاه باشد G از غیرمرکزی زیرگروه یک H اگر به�علاوه

چون باشد. Z(G) از دلخواه عضو یک z و G − Z(G) از دلخواه عضو یک x کنید فرض برهان.
داریم این�صورت در می�کنند. صدق (١.٢) تساوی در z و x بنابراین .zG = z پس z ∈ Z(G)

xGz = xGzG = (xz)G.

(xz)G = ((x−١z−١)−١)G برابر xGz حاصل�ضرب z ∈ Z(G) و x ∈ G − Z(G) هر ازای به لذا
داریم y = x−١z−١ برای A شرط داشتن با آنگاه xG ̸= xGz اگر است.

xG(x−١z−١)G = (x(x−١z−١))G = (z−١)G = {z−١}.

هر ازای به نتیجه در است. ممکن غیر فوق تساوی لذا |{z−١}| = ١ و |xGyG| ≥ |xG| > ١ اما
.xGZ(G) = xG پس xGz = xG ،z ∈ Z(G)

به متعلق که دارند وجود H از x عناصر بعضی آنگاه باشد G از غیرمرکزی زیرگروه یک H اگر حال
این�رو از .xGZ(G) = xG داریم فوق استدلال بردن به�کار با نیستند. Z(G)

Z(G) = [x,١]Z(G) ⊆ [x,G]Z(G) = x−١xGZ(G) = x−١xG = [x,G] ⊆ [H,G].

است. برقرار حکم بنابراین

و �می�کند صدق B شرط در �که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١٢.١.٢ گزاره
Z(G) ≤ N ⊴G , M = [N,G]Z(G) ⊆ N.

است. G نرمال زیرگروه یک [x,G] ،x ∈ N −M هر ازای به این�صورت در

لذا x ̸∈ M آن�جایی�که از .[x,G]y ⊆ [x,G] ،y ∈ [x,G] هر ازای به که می�دهیم نشان ابتدا برهان.
چون طرفی از .xG ⊆ N −M پس است نرمال مجموعه عنوان به N −M چون و x ∈ N −M

زیرمجموعه�هایی به�ترتیب (y−١)G و xG تزویج رده�های بنابراین .(y−١)G ⊆M M⊴Gپس و y ∈M

است Z(G) شامل M چون .xG ̸= (y−١)G نتیجه در هستند. Mو N −M مجزای مجموعه�های از
اما .xGyG = (xy)G داریم پس می�کند صدق B شرط در G چون و xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) لذا
x با xy = xz این�رو از .y = [x, z] = x−١xz که دارد وجود z ∈ G این�صورت در ،y ∈ [x,G]

لذا است. مزدوج
x[x,G]y = xGy ⊆ xGyG = (xy)G = xG = x[x,G].
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،y ∈ [x,G] هر به�ازای بنابراین
[x,G]y ⊆ [x,G].

هر ازای به حال است. G از زیرگروه یک [x,G] نتیجه در و است بسته ضرب به نسبت [x,G] پس
داریم [x, zw] = [x,w][x, z]w جابه�جاگر اتحاد از w, z ∈ G

[x,G]w = [x,w]−١[x,G] = [x,G].

می�شود. ثابت حکم و است نرمال G در [x,G] بنابراین

و �می�کند صدق B شرط در �که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١٣.١.٢ گزاره
Z(G) ≤ N ⊴G , M = [N,G]Z(G) ⊆ N.

آنگاه xM ̸= y−١M باشیم داشته y ∈ N و x ∈ N −M هر ازای به اگر این�صورت در
[x,G][y,G] = [xy,G].

ازاین�رو .x[x,G] ⊆ x[N,G] داریم xG = x[x,G] تزویج رده برای برهان.
xGZ(G) ⊆ x[N,G]Z(G) = xM.

نیستند مساوی y−١M و xM هم�دسته دو چون است. y−١M در مشمول نیز (y−١)G مشابه به�طور
B شرط در G چون و xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) داریم و می�باشند هم از مجزا هم�دسته دو این پس

است. زیر تساوی معادل قبل تساوی (١.١) به توجه با .xGyG = (xy)G داریم پس می�کند صدق
[x,G]y[y,G] = [xy,G].

.[x,G][y,G] = [xy,G] نتیجه در و [x,G]y = [x,G] بنابراین [x,G]⊴G ،١٢.١.٢ گزاره به بنا

و �می�کند صدق B شرط در �که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١۴.١.٢ گزاره
Z(G) ≤ N ⊴G , M = [N,G]Z(G) ⊆ N.

،a ∈ xM هر ازای به به�علاوه است. [M,G] شامل [x,G] ،x ∈ N −M هر ازای به این�صورت در
.[x,G] = [a,G]

،١٣.١.٢ گزاره به بنا این�رو از .xM ̸=M = y−١M آنگاه y ∈M اگر برهان.
[x,G][y,G] = [xy,G].

y−١ ∈ M و xy ∈ N −M جای�گذاری با و مشابه استدلال یک با .|[x,G]| ≤ |[xy,G]| بنابراین
داریم y و x جای به به�ترتیب

|[xy,G]| ≤ |[(xy)y−١, G]| = |[x,G]|.

[x,G][y,G] = [xy,G] زیرمجموعه�ی [x,G]z ،z ∈ [y,G] هر ازای به .|[xy,G]| = |[x,G]| لذا
تعداد دارای [x,G][y,G] = [xy,G] و [x,G]z چون حال .|[x,G]z| = |[x,G]| طرفی از است.

واقع در برابرند. هم با لذا هستند یکسان عناصر
[x,G]z = [x,G][y,G] = [xy,G].
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هر ازای به بنابراین است. [x,G] متناهی زیرگروه به متعلق z−١ پس ١ = [xy,١] ∈ [xy,G] چون
هر ازای به نتیجه در و [M,G] ≤ [x,G] لذا .z ∈ [x,G] داریم z ∈ [y,G] هر ازای به و y ∈ M

،y ∈M

[xy,G] = [x,G][y,G] = [x,G].

و �می�کند صدق B شرط در �که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١۵.١.٢ گزاره

Z(G) ≤ N ⊴G , M = [N,G]Z(G) ⊆ N

،x ∈ N −M هر ازای به این�رو از .[x,G] = [N,G] ،x ∈ N −M هر ازای به این�صورت در
است. x[N,G] برابر xG = x[x,G]

به بنا .xy−١ ∈ N − M این�صورت در .xM ̸= yM و x, y ∈ N − M کنید فرض برهان.
آن�جایی�که از به�علاوه هستند. G از نرمال زیرگروه�هایی [xy−١, G] و [y,G] ،[x,G] ،١٢.١.٢ گزاره
به�جای xy−١ جای�گذاری با حال نیست. y−١M برابر xy−١M = xMy−١M تساوی لذا xM ̸=M

داریم ١٣.١.٢ گزاره طبق x

[xy−١, G][y,G] = [(xy−١)y,G] = [x,G].

این�صورت در .[x,G] ⊆ [y,G] مشابه طور به است. [x,G] در مشمول � [y,G] زیرگروه رو این از
داریم گیرند قرار M از yM و xM مختلف هم�دسته�های در x, y ∈ N −M هرگاه

[x,G] = [y,G].

داریم xM = yM که x, y ∈ N −M هر برای ١۴.١.٢ گزاره به بنا دیگر طرف از

[x,G] = [y,G].

آنگاه y ∈ N −M و g ∈ G اگر نتیجه در است. x ∈ N −M انتخاب از مستقل [x,G] بنابراین

[y, g] ∈ [y,G] = [x,G] =⇒ [y, g] ∈ [x,G]

آنگاه y ∈M و g ∈ G اگر پس است [M,G] شامل [x,G] ،١۴.١.٢ گزاره طبق و

[y, g] ∈ [M,G] ⊆ [x,G] =⇒ [y, g] ∈ [x,G].

.[x,G] = [N,G] پس [x,G] ⊆ [N,G] داشتیم قبل از چون و �[N,G] ⊆ [x,G] لذا

هم�چنین و N ⊴ G و �می�کند صدق B شرط در �که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١۶.١.٢ لم
،x, y ∈ N هر ازای به این�صورت در .N ∩ Z(G) = ١

xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ⇐⇒ xG ̸= (y−١)G.
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z ∈ Z(G) ،xG از x عضو برای این�صورت در .xGZ(G) = (y−١)GZ(G) کنید فرض برهان.
ygx ∈ N و z ∈ Z(G) چون .ygx = z بنابراین و x = (y−١)gz که دارند وجود g ∈ G و
،۴.١.١ لم به بنا نتیجه در x ∈ (y−١)G و x = (y−١)g لذا .ygx = z ∈ N ∩ Z(G) = ١ پس

.xG = (y−١)G

.xGZ(G) = (y−١)GZ(G) به�وضوح این�صورت در .xG = (y−١)G کنید فرض به�عکس

زیرگروه یک N و �می�کند صدق B شرط در که باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١٧.١.٢ گزاره
که است G-تزویج رده یک تنها N# آنگاه [N,G] = N اگر این�صورت در باشد. G از مینیمال نرمال

است. مقدماتی آبلی p-گروه یک N این�رو از .|N#| > ١

آن�جایی�که از و است N در مشمول و G از نرمال زیرگروه N ∩ Z(G) برهان.
[N,G] = N > ١ = [N ∩ Z(G), G]

،x, y ∈ N هر ازای به ١۶.١.٢ لم به بنا این�رو از .N ∩Z(G) = ١ نتیجه در و N ∩Z(G) ̸= N لذا

xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ⇐⇒ xG ̸= (y−١)G.

،B شرط به بنا پس xG ̸= (y−١)G و x, y ∈ N هرگاه بنابراین
xGyG = (xy)G. (٢.٢)

این�صورت در .xG ⊊ N# کنید فرض حال .xG ⊆ N# پس N ⊴ G چون .x ∈ N# کنید فرض
فرض .xGyG = (xy)G داریم (٢.٢) به توجه با لذا .xG ̸= (y−١)G به�طوری�که دارد وجود y ∈ N#

آنگاه دهیم قرار (٢.٢) در y و x به�جای به�ترتیب را y−١ و xy اگر این�صورت در .(xy)G ̸= yG کنید
،١٣.١.١ در ضرب�گر تعریف به بنا این�رو از .xGyG(y−١)G = xG بنابراین .(xy)G(y−١)G = xG

است. MG(x
G) از زیرمجموعه یک yG(y−١)G

تهی غیر اجتماع یک xG ⊊ N آن�جایی�که از و G از نرمال زیرگروه MG(xیک
G) ،١۵.١.١ گزاره به بنا

باید MG(x
G) بنابراین است. N در مشمول اکید به�طور MG(x

G) لذا است MG(x
G) هم�دسته�های از
باشد. یک برابر

غیر این که باشد y ∈ Z(G) عنصر یک شامل تنها می�بایست yG نتیجه در .yG(y−١)G = ١ این�رو از
این�صورت در .(xy)G = yG بنابراین .N ∩ Z(G) = ١ زیرا است، ممکن

yGxG = xGyG = (xy)G = yG.

لذا باشد. یک باید MG(x
G) مانند MG(y

G) اما است. MG(y
G) از زیرمجموعه یک xG نتیجه در

غیر در زیرا |N#| > ١ البته .N# = xG پس .x ∈ N# زیرا است غیرممکن این که xG = ١
می�شود. مرکزی G در N فرض برخلاف این�صورت

تعریف به بنا نیز و است ساده مشخصا N ،٢٧.١.١ نتیجه طبق پس است مینیمال نرمال N چون
تجزیه یکریخت�اند دو به دو که خود ساده زیرگروه�های از متناهی تعداد ضرب حاصل به N ،٢۶.١.١
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می�شود.
مرتبه بنابراین است. ناآبلی ساده گروه�های از مستقیم حاصل�ضرب یک N آنگاه نباشد آبلی N اگر حال
حداقل شامل N# این�صورت در باشد. تقسیم قابل q و p متمایز اول عدد دو بر حداقل می�بایست آن
این که است q مرتبه از نماینده�ی با یکی و p مرتبه از نماینده�ی با یکی شامل G-تزویج، مجزای رده� دو

است. آبلی N بنابراین و است تناقض
مقدماتی آبلی p-گروه یک N ،٢٨.١.١ قضیه به بنا پس است آبلی و مینیمال نرمال N چون اینک

است.

و �می�کند صدق B شرط در که باشد متناهی گروه G کنید فرض .١٨.١.٢ گزاره
١ < N = [N,G]⊴G , Z(G) ∩N = ١.

رده یک تنها N −M آنگاه باشد G از اصلی عامل یک N
M

و M < N ،M ⊴ G اگر این�صورت در
است. G در G-تزویج

از اصلی عامل یک N
M

��که بگیرید نظر در را است N در مشمول که G از M نرمال زیرگروه برهان.

آن�جایی�که از است. G
M

از مینیمال نرمال زیرگروه یک پس است اصلی عامل N

M
چون باشد. G

داریم e : G −→ G

M
اپی�مورفیسم تحت لذا [N,G] = N

[
N

M
,
G

M
] G
M

=
N

M
.

اندازه با تزویج - G
M

رده یک تنها (N
M

)# = (
N

M
) − ١ G

M
،١٧.١.٢ و ٧.١.٢ گزاره�های به بنا

تصویر xG ⊆ N −M G-تزویج رده هر G

M
خارج�قسمتی گروه در این�رو از است. |(N

M
)#| ≥ ٢

دارد. را e(xG) = (
N

M
)#

و x ∈ N − M عناصر این�صورت در نباشد. G-تزویج رده یک تنها N − M کنید فرض حال
چون هستند. N −M در مشمول مجزا G-تزویج رده دو xG و (yx)G به�طوری�که دارند وجود y ∈M

و yx ∈ (yx)G آنگاه (yx)GZ(G) = (x)GZ(G) اگر پس (yx)G ̸= (x)G و Z(G) ∩ N = ١
(x−١)g(yx) = z ∈ N ∩ Z(G) = ١ لذا .yx = (x)gz به�طوری�که داشت خواهند وجود z ∈ Z(G)

(yx)GZ(G) ̸= بنابراین است. تناقض این که (yx)G = (x)G نتیجه در .(yx) = (x)g بنابراین و
لذا .(x)GZ(G)

(yx)GZ(G) ̸= (x)GZ(G) = ((x−١)−١)GZ(G).

داریم B شرط طبق این�صورت در
(yx)G(x−١)G = ((yx)x−١)G = yG.

می�برد (N
M

)# تزویج رده�ی به�روی را (yx)G و (x−١)G ⊆ N −M تزویج رده� دو هر e اپی�مورفیسم اما
پس می�برد. ١ G

M
به را yG ⊆M نیز و

(
N

M
)#(

N

M
)# = ١ G

M



٢٣ تزویج رده�های حاصل�ضرب و کامینا گروه�های .٢.٢

.|(N
M

)#| ≥ ٢ زیرا است تناقض یک این که

آنگاه کند صدق B شرط در G اگر این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١٩.١.٢ گزاره
است. حل�پذیر G

زیرگروه�های شامل G ،١٨.٢.١ قضیه به توجه با این�صورت در نباشد. حل�پذیر G کنید فرض برهان.
است زیر به�صورت N و M نرمال

M ◁N ⊴G,

متناهی گروه هر ٣.٢.١ تذکر (طبق است. G
M

از آبلی غیر مینیمال نرمال زیرگروه یک N
M

به�طوری�که

به بنا .[N
M
,
G

M
] =

N

M
پس است G

M
در مینیمال نرمال N

M
چون است.) اصلی سری یک دارای

برقرار ١٧.١.٢ گزاره شرایط حال می�کند. صدق B شرط در نیز G
M

قسمتی خارج گروه ٧.١.٢ قضیه

G نتیجه در و است تناقض در فرض با این که باشد مقدماتی آبلی یکp-گروه باید N
M

این�رو از است.
است. حل�پذیر

تزویج رده�های حاصل�ضرب و کامینا گروه�های ٢.٢

از نرمال زیرگروه یک N ̸= ١ اگر این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١.٢.٢ تعریف
زوج را (G,N) آنگاه باشد مزدوج G در xn با x ،n ∈ N هر و x ∈ G−N هر ازای به که باشد G

،x ∈ G−N هر ازای به دیگر عبارت به ٢می�نامیم. کامینا هسته را N و ١ کامینا

xG = xN.

زوج یک (G,G′) اگر این�صورت در باشد. ناآبلی متناهی گروه یک G کنید فرض .٢.٢.٢ تعریف
٣می�نامیم. کامینا گروه را G آنگاه باشد کامینا

هم�دسته هر هرگاه است کامینا گروه یک G ناآبلی متناهی گروه ١.٢.٢� تعریف به توجه با .٣.٢.٢ نتیجه

معادل بدیهی به�طور این باشد. xG = x[x,G] G-تزویج رده یک x[G,G] ∈ (
G

[G,G]
)# غیربدیهی

با است

[x,G] = [G,G], ∀x ∈ G− [G,G]. (٣.٢)

.Z(G) ≤ N ≤ G′ = [G,G] آنگاه باشد کامینا زوج یک (G,N) اگر .۴.٢.٢ لم
١Camina pair
٢Camina kernel
٣Camina group



خاص تزویج رده�های با پوچ�توان متناهی گروه�های .٢ ٢۴

به�وضوح .[x,G] = N ،x ∈ G − N هر ازای به پس است کامینا زوج یک (G,N) چون برهان.
اگر این�صورت در .z ∈ Z(G) − ١ کنید فرض حال .N ≤ [G,G] بنابراین و [x,G] ⊆ [G,G]

که |N | = ١ بنابراین و zN = (z)G = {z} پس است کامینا زوج یک (G,N) چون آنگاه z ̸∈ N

.Z(G) ≤ N نتیجه در است. تناقض این

است. p-گروه یک G پوچ�توان کامینای گروه هر .۵.٢.٢ گزاره

آن�جایی�که از و زیرگروه�هایشاست p-سیلو حاصل�ضربمستقیم استپسبرابر Gپوچ�توان چون برهان.
Gp از Gp×Gp′ برابر Gاین�صورت در دارد. Gp ناآبلی زیرگروه یکp-سیلو حداقل لذا است ناآبلی G
[Gp, Gp] ≤ Gp از مستقیم حاصل�ضرب [G,G] بنابراین است. G از هال یکتای Gp′ p-زیرگروه

′ با
دیگر به�عبارت است. [Gp′ , Gp′ ] ≤ Gp′ با

[G,G] = [Gp ×Gp′ , Gp ×Gp′ ] = [Gp, Gp]× [Gp′ , Gp′ ].

طبق بر که دارد وجود x ∈ Gp − [Gp, Gp] = Gp − [G,G] لذا است کامینا گروه یک G آن�جایی�که از
داریم (٣.٢)

[x,G] = [G,G] = [Gp, Gp]× [Gp
′ , Gp

′ ].

آبلی مستقیم عامل بنابراین .[Gp′ , Gp′ ] = ١ نتیجه در و [x,G] ⊆ Gp ،x ∈ Gp ⊴ G برای حال
طبق اما .[y,G] = ١ < [G,G] ،y ∈ Gp′ − [G,G] هر به�ازای رو این از است. مرکزی G در Gp′

p-گروه یک G = Gp نتیجه در .Gp′ = ١ که دهد می نشان تناقض این .[y,G] = [G,G] ،(٣.٢)
است.

رده با پوچ�توان گروه یک G این�صورت در باشد. کامینا p-گروه یک G کنید فرض .۶.٢.٢ قضیه
است. ٣ یا ٢ پوچ�توانی

شود. رجوع ٧٨٨ صفحه [۶] به برهان.

را G این�صورت در باشد. طبیعی عدد یک n ≥ ٢ و متناهی گروه یک G کنید فرض .٧.٢.٢ تعریف
باشد. تزویج رده�ی n از اجتماعی G′ و کامینا گروه یک G هرگاه می�نامیم n-کامینا گروه یک

می�کنند صدق B و A شرط�های در که را ناآبلی پوچ�توان گروه�های بخش، این ادامه در .٨.٢.٢ توجه
کامینا p-گروه�های با مرتبط دقیقا گروه�هایی چنین که دید خواهیم و دهیم قرار بررسی و مطالعه مورد

هستند.

که ۴می�نامیم کواترنیون گروه را Q٨ = ⟨i, j|i۴ = ١, i٢ = j٢, j−١ij = i−١⟩ گروه .٩.٢.٢ تعریف
است. ٨ مرتبه از و ناآبلی گروه یک

۴Quaternion group



٢۵ تزویج رده�های حاصل�ضرب و کامینا گروه�های .٢.٢

،n ≥ ٢ طبیعی عدد هر ازای به .١٠.٢.٢ تعریف
Q۴n = ⟨i, j|i٢n = ١, in = j٢, j−١ij = i−١⟩

است. ۴n مرتبه از و ناآبلی گروه یک که ۵می�نامیم یافته تعمیم کواترنیون گروه را

(تقارن�های ۶ دووجهی گروه را D٨ = ⟨f, g|g۴ = f٢ = ١, f−١gf = g−١⟩ گروه .١١.٢.٢ تعریف
است. ٨ مرتبه از و ناآبلی گروه یک که می�نامیم مربع)

هسته�ی با کامینا گروه یک Gاین�صورت در باشد. ویژه فوق یکp-گروه G کنید فرض .١٢.٢.٢ گزاره
است. گروه مرکز برابر کامینایی

رده p شامل دقیقا N بنابراین و |N | = pاین�صورت در .N = G′ = Z(G) = Zp کنید فرض برهان.
نتیجه در و [x, y] ∈ N ،y ∈ G هر ازای به پس G′ ⊆ N چون .x ∈ G کنید فرض حال است. تزویج
|G| = p٢n+١ ،٢۴.١.١ لم به بنا دیگر طرف از .|xG| ≤ p بنابراین و xG ⊆ xN لذا .y−١xy ∈ xN

.xG = xN لذا .|xG| = p نتیجه در و |xG| ≥ pپس .|CG(x)| ≤ p٢n این�رو از و

دووجهی گروه در هم�چنین و Z(Q٨) = [Q٨, Q٨] = Φ(Q٨) ،Q٨ کواترنیون گروه در .١٣.٢.٢ مثال
و ناآبلی�اند گروه دو این چون و Z(D٨) = [D٨, D٨] = Φ(D٨) ،D٨

|Z(Q٨)| = |Z(D٨)| = ٢

گروه�های D٨ و Q٨ ،١٢.٢.٢ گزاره طبق لذا و ویژه فوق گروه�های D٨ و Q٨ ،٢٣.١.١ تعریف به بنا پس
هستند. گروه مرکز برابر کامینایی هسته�ی با کامینا

یک (G,H) اگر این�صورت در .١ ̸= H ⊴G و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .١۴.٢.٢ قضیه
آنگاه باشد ٢ رده از پوچ�توان گروه یک G و کامینا زوج

و است ویژه p-گروه یک G (١)

.H = γ٢(G) (٢)

شود. رجوع ٣۵٣ صفحه [١٧] به برهان.

(G, γ٢(G)) به�طوری�که باشد ٣ پوچ�توانی رده از متناهی p-گروه یک G کنید فرض .١۵.٢.٢ قضیه
و است کامینا زوج یک

|G : γ٢(G)| = pm , |γ٢(G) : γ٣(G)| = pn.

و است کامینا زوج یک نیز (G, γ٣(G)) (١) این�صورت: در
است. زوج n و m = ٢n (٢)

۵Generalized quaternion group
۶Dihedral group



خاص تزویج رده�های با پوچ�توان متناهی گروه�های .٢ ٢۶

شود. رجوع ٣۵٧ صفحه [١٧] به برهان.

(G, γ٢(G)) به�طوری�که باشد ٣ پوچ�توانی رده از متناهی p-گروه یک G کنید فرض .١۶.٢.٢ نتیجه
این�صورت در است. کامینا زوج یک

γ٢(G) = Z٢(G) , γ٣(G) = Z(G).

شود. رجوع ٣۵٨ صفحه [١٧] به برهان.

معادلند: G پوچ�توان متناهی ناآبلی گروه هر برای زیر گزاره�های .١٧.٢.٢ قضیه

می�کند. صدق A شرط در G (١)

.Z(G) ≤ [G,G] و می�کند صدق B شرط در G (٢)

است. کامینا p-گروه یک G (٣)

صدق نیز B شرط در G ،١٠.١.٢ گزاره به بنا پس �کند صدق A شرط در G چون : ٢ ⇐= ١ برهان.
H به�جای G جای�گذاری با و ١١.١.٢ گزاره بردن کار به با است ناآبلی G این�که به توجه با می�کند.

رسید. Z(G) ≤ [G,G] نتیجه به می�توان
به�جای G جای�گذاری با لذا Z(G) ≤ [G,G] و �می�کند صدق B شرط در G آن�جایی�که از : ٣ ⇐= ٢
کامینا p-گروه یک G پس است پوچ�توان G چون و است برقرار (٣.٢) رابطه ،١۵.١.٢ گزاره در N

می�باشد.
٣ یا ٢ ،G p-گروه پوچ�توانی رده ۶.٢.٢ قضیه به بنا پس است کامینا یکp-گروه G چون : ١ ⇐= ٣
با نیز و ١۶.٢.٢ نتیجه و ١۵.٢.٢ قضیه به توجه با آنگاه باشد ٣ رده از پوچ�توان گروه یک G اگر است.

هستند زیر به�صورت G از تزویج رده�های x ∈ G هر ازای به کامینا، p-گروه تعریف به توجه
xG = xγ٢(G) = x[G,G] ∀ x ∈ G− γ٢(G)

xG = xγ٣(G) = xZ(G) ∀ x ∈ γ٢(G)− γ٣(G)

xG = {x} ∀ x ∈ γ٣(G)

دارد را زیر پایینی مرکزی سری G ،۴.٢.٢ لم نیز و فوق مطالب به بنا
١ = γ۴(G) ⊆ γ٣(G) = Z(G) ⊆ γ٢(G) = G

′ ⊆ γ١(G) = G. (۴.٢)

γ٢(G)−γ٣(G) یا γ١(G)−γ٢(G) زیرمجموعه دو Gدر از y و x دلخواه عناصر (۴.٢) سری به توجه با
است: پذیر امکان� زیر حالت سه بنابراین می�گیرند. قرار

.y−١ ∈ γ١(G)− γ٢(G) پس y ∈ γ١(G)− γ٢(G) چون .x, y ∈ γ١(G)− γ٢(G) اول) (حالت
فوق تزویج رده�های به توجه با نیز و x, y−١ ̸∈ Z(G) این�صورت در

xG = xG
′

, (y−١)G = y−١G
′
.
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بنابراین .xy ̸∈ G
′ می�دهد نتیجه این که xG′ ̸= y−١G

′ این�صورت در .xG ̸= (y−١)G کنید فرض
پس .(xy)G = (xy)G

′

xGyG = xG
′
yG

′
= (xy)G

′
= (xy)G.

است. برقرار حکم x, y ∈ γ١(G)− γ٢(G) ازای به نتیجه در
بنا این�صورت در .y ∈ γ٢(G)− γ٣(G) = γ٢(G)− Z(G) و x ∈ γ١(G)− γ٢(G) دوم) (حالت

بنابراین .xG ̸= (y−١)G کنید فرض حال .yG = yγ٣(G) و xG = xG
′ فوق، تزویج رده�های به

xGyG = xG
′
yγ٣(G) = xG

′
γ٣(G) = xG

′
.

لذا .xy ̸∈ γ٢(G) پس y ∈ γ٢(G) و x ̸∈ γ٢(G) چون طرفی از

(xy)G = xyG
′
= xG

′
.

است. برقرار حکم و xGyG = (xy)G نتیجه در
به بنا پس .x, y ̸∈ Z(G) ،(۴.٢) سری به توجه با لذا .x, y ∈ γ٢(G) − γ٣(G) سوم) (حالت

فوق تزویج رده�های

xG = xγ٣(G) , yG = yγ٣(G).

از .xy ̸∈ γ٣(G) نتیجه در xγ٣(G) ̸= (y−١)γ٣(G) بنابراین .xG ̸= (y−١)G کنید فرض حال
پس .xy ∈ γ٢(G)− Z(G) لذا x, y ∈ γ٢(G)− γ٣(G) = γ٢(G)− Z(G) آن�جایی�که

(xy)G = (xy)γ٣(G).

دیگر طرف از

xGyG = xγ٣(G)yγ٣(G) = (xy)γ٣(G)

است. برقرار حکم بنابراین و
به توجه با نیز و ١۴.٢.٢ قضیه به توجه با آنگاه باشد ٢ پوچ�توانی رده از پوچ�توان گروه یک G اگر اما

هستند زیر به�صورت G از تزویج رده�های x ∈ G هر ازای به کامینا، p-گروه تعریف

xG = xγ٢(G) ∀ x ∈ G− γ٢(G)

xG = x ∀ x ∈ γ٢(G)

دارد را زیر پایینی مرکزی سری G ،۴.٢.٢ لم نیز و فوق مطالب به بنا

١ = γ٣(G) ⊆ γ٢(G) = G
′
= Z(G) ⊆ γ١(G) = G. (۵.٢)

در می�گیرند. قرار γ١(G)−γ٢(G) زیرمجموعه در تنها G از y و x دلخواه عناصر (۵.٢) سری به توجه با
می�شود. ثابت قبل حالت�های شبیه قضیه این�صورت، در که است پذیر امکان حالت یک تنها نتیجه
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ایزوکلینیسم یک را (φ, ψ) زوج این�صورت در باشند. متناهی گروه GوHدو فرضکنید .١.٣.٢ تعریف
هرگاه می�نامیم H به G از

باشد، H

Z(H)
به G

Z(G)
از ایزومورفیسم یک φ نگاشت (١)

باشد، [H,H] به [G,G] از ایزومورفیسم یک ψ نگاشت (٢)

باشد. جابه�جایی زیر نمودار (٣)

..

H

Z(H)
× H

Z(H)

.

G

Z(G)
× G

Z(G)

.

φ× φ

.

[G,G]

.aG .

[H,H]

. aH.

ψ

،g١, g٢ ∈ G هر ازای به �که ،ψ ◦ aG = aH ◦ (φ× φ) دیگر عبارت به
aG(g١Z(G), g٢Z(G)) = [g١, g٢]

،h١, h٢ ∈ H هر ازای به نیز و
aH(h١Z(H), h٢Z(H)) = [h١, h٢].

به و است ایزوکلینیک H با G می�گوییم آنگاه باشد داشته وجود H به G از ایزوکلینیسم یک اگر
.G ∼ H می�نویسیم اختصار

است. متناهی گروه�های میان در هم�ارزی رابطه یک بودن ایزوکلینیک .٢.٣.٢ لم

H متناهی آبلی گروه یک با G این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .٣.٣.٢ لم
باشد. آبلی G اگر تنها و اگر است ایزوکلینیک

است. واضح اثبات برهان.

با G این�صورت در .N ̸⊆ [G,G] و N ⊴ G به�طوری�که باشد گروه یک G کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه
.N ∩ [G,G] = ١ و باشد متناهی [G,G] اگر تنها و اگر است ایزوکلینیک G

N

شود. رجوع ١٣۴ صفحه [١٢] به برهان.
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مثال نیست. برقرار لزوما مطلب این عکس اما هستند ایزوکلینیک یکریخت، متناهی گروه دو هر
ایزوکلینیک که هستند غیریکریخت گروه دو D٨ دووجهی و Q٨ کواترنیون گروه�های می�دهد نشان زیر

می�باشند.

عنصر دو دارای D٨ دووجهی گروه اما ۴ مرتبه از عنصر شش دارای Q٨ کواترنیون گروه .۵.٣.٢ مثال
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را ψ نگاشت حال نیستند. یکریخت گروه دو این لذا است. ۴ مرتبه از

ψ : [Q٨, Q٨] = {−١,١} −→ [D٨, D٨] = {١, g٢}

ψ :

١ 7−→ ١

−١ 7−→ g٢

را φ نگاشت به�علاوه .[Q٨, Q٨] ∼= [D٨, D٨] بنابراین و پوشاست و یک به یک همومورفیسم یک که
کنیم می تعریف زیر به�صورت

φ :
Q٨

Z(Q٨)
−→ D٨

Z(D٨)

φ :

i{−١,١} 7−→ f{١, g٢}

j{−١,١} 7−→ g{١, g٢}

نگاشت�های گرفتن نظر در با . Q٨
Z(Q٨)

∼=
D٨

Z(D٨)
بنابراین و پوشاست یکو یکبه یکهمومورفیسم که

آن�جایی�که از aD٨ و aQ٨

ψ ◦ aQ٨(i{−١,١}, i{−١,١}) = ψ[i, i] = ψ(١) = ١
و

aD٨ ◦ φ(i{−١,١}, i{−١,١}) = aD٨(f{١, g٢}, f{١, g٢}) = [f, f ] = ١
حالت این در لذا

ψ ◦ aQ٨(i{−١,١}, i{−١,١}) = aD٨ ◦ φ(i{−١,١}, i{−١,١}),

مشابه به�طور

ψ ◦ aQ٨(j{−١,١}, j{−١,١}) = aD٨ ◦ φ(j{−١,١}, j{−١,١}).

هم�چنین
ψ ◦ aQ٨(i{−١,١}, j{−١,١}) = ψ[i, j] = ψ(i−١j−١ij) = ψ(−١) = g٢

aD٨ ◦ φ(i{−١,١}, j{−١,١}) = aD٨(f{١, g٢}, g{١, g٢}) = [f, g] = f−١g−١fg = g٢.

نیز حالت این در لذا

ψ ◦ aQ٨(i{−١,١}, j{−١,١}) = aD٨ ◦ φ(i{−١,١}, j{−١,١})

است. جابه�جایی زیر نمودار فوق حالت�های از یک هر در بنابراین و
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..

D٨
Z(D٨)

× D٨
Z(D٨)

.

Q٨
Z(Q٨)

× Q٨
Z(Q٨)

.

φ× φ

.

[Q٨, Q٨]

.aQ٨ .

[D٨, D٨]

. aD٨.

ψ

می�نویسیم و هستند ایزوکلینیک D٨ دووجهی و Q٨ کواترنیون گروه ١.٣.٢ تعریف به بنا نتیجه در
.Q٨ ∼ D٨

زیر گزاره�های این�صورت در .Ḡ =
G

Z(G)
و باشد متناهی گروه یک G کنید فرض .۶.٣.٢ گزاره

معادلند:

می�کند. صدق B شرط در G (١)

ضابطه با c = cG : Ḡ × Ḡ −→ [G,G] تابع برای آنگاه x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ و x̄, ȳ ∈ Ḡ اگر (٢)
داریم c(x̄, ȳ) = [x, y]

c(x̄, Ḡ)ȳc(ȳ, Ḡ) = c(x̄ȳ, Ḡ).

xGZ(G) ⊆ G ،Ḡ Gبه�روی از طبیعی اپی�مورفیسم تحت این�صورت در .x, y ∈ G فرضکنید برهان.
بنا است. (ȳ−١)Ḡ از معکوس تصویر (y−١)GZ(G) ⊆ G مشابه به�طور و x̄Ḡ ⊆ Ḡ از معکوس تصویر
گزاره دوم قسمت در x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ معادل B شرط در xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ،١۶.١.١ لم به

دیگر عبارت به است.
xGZ(G) ̸= (y−١)GZ(G) ⇐⇒ x̄Ḡ ̸= (ȳ−١)Ḡ.

معادل B شرط در xGyG = (xy)G که می�دانیم (١.١) از هم�چنین
[x,G]y[y,G] = [xy,G] (۶.٢)

گزاره دوم قسمت در c(x̄, Ḡ)ȳc(ȳ, Ḡ) = c(x̄ȳ, Ḡ) معادل (۶.٢) تساوی ،c تابع به توجه با است.
است.

آنگاه کند صدق B شرط در G اگر این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .٧.٣.٢ نتیجه
می�کند. صدق B شرط در نیز G با ایزوکلینیک H متناهی گروه هر

گزاره به بنا این�صورت در باشد. ایزوکلینیک G با H نیز و کند صدق B شرط در G کنید فرض برهان.
۶.٣.٢ گزاره دوم قسمت در G که است واضح می�کند. صدق ۶.٣.٢ گزاره دوم قسمت در G ،۶.٣.٢
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صدق B شرط در نیز H بنابراین کند. صدق ۶.٣.٢ گزاره دوم قسمت در H اگر تنها و اگر می�کند صدق
می�کند.

در باشد. H به G از ایزوکلینیسم یک (φ, ψ) زوج و متناهی گروه دو H و G کنید فرض .٨.٣.٢ لم
،n مثبت صحیح عدد هر ازای به این�صورت

ψ(γn+١(G)) = γn+١(H).

وجود aH و aG نگاشت�های نیز و ψ و φ یکریختی دو پس است ایزوکلینیک H با G چون برهان.
است. جابه�جایی زیر نمودار به�طوری�که دارند

..

H

Z(H)
× H

Z(H)

.

G

Z(G)
× G

Z(G)

.

φ× φ

.

[G,G]

.aG .

[H,H]

. aH.

ψ

لذا است جابه�جایی فوق نمودار آن�جایی�که از

ψ(γn+١(G)) = ψ([G, γn(G)])

= ψ ◦ aG(Ḡ, γn(G))

= aH ◦ φ× φ(Ḡ, γn(G))

پس هستند یکریختی ψ و φ× φ چون و

aH ◦ φ× φ(Ḡ, γn(G)) = aH(φ(
G

Z(G)
), φ(

γn(G)

Z(G)
))

= aH(
H

Z(H)
,
γn(H)

Z(H)
)

= [H, γn(H)]

= γn+١(H).

H متناهی گروه یک حداقل این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .٩.٣.٢ قضیه
H آنگاه باشد p-گروه یک G اگر به�علاوه .Z(H) ≤ [H,H] به�طوری�که دارد وجود G با ایزوکلینیک

است. p-گروه نیز
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شود. رجوع ١٣۵ صفحه [١٢] به برهان.

B شرط در G این�صورت در باشد. پوچ�توان متناهی ناآبلی گروه یک G کنید فرض .١٠.٣.٢ قضیه
باشد. ایزوکلینیک کامینا p-گروه یک با G اگر تنها و اگر می�کند صدق

Hایزوکلینیک متناهی گروه یک حداقل ٩.٣.٢ قضیه به بنا کند. Bصدق شرط Gدر فرضکنید برهان.
است c ≥ ٢ پوچ�توانی رده از و پوچ�توان G آن�جایی�که از .Z(H) ≤ [H,H] به�طوری�که دارد وجود G با

لذا
١ = γc+١(G) < γc(G) ≤ γ٢(G) = [G,G].

،٨.٣.٢ لم به توجه با این�رو از
١ = γc+١(H) < γc(H) ≤ γ٢(H) = [H,H].

می�کند صدق B شرط در G چون است. G با یکسان c پوچ�توانی رده با پوچ�توان و ناآبلی H بنابراین
پوچ�توان متناهی ناآبلی گروه یک H این�رو از می�کند. صدق B شرط در نیز H ،٧.٣.٢ نتیجه به بنا پس
یک H ،١٧.٢.٢ قضیه طبق بنابراین .Z(H) ≤ [H,H] نیز و می�کند صدق B شرط در که است

است. کامینا p-گروه
چون باشد. ایزوکلینیک است کامینا گروه یک که H p-گروه با G متناهی گروه کنید فرض به�عکس
با G آن�جایی�که از و می�کند صدق B شرط در H ،١٧.٢.٢ گزاره به بنا پس است کامینا p-گروه ،H
برقرار حکم نتیجه در و می�کند صدق B شرط در نیز G ،٧.٣.٢ نتیجه طبق لذا است ایزوکلینیک H

است.



٣ فصل

رده�های با غیرپوچ�توان متناهی گروه�های
خاص تزویج

این در می�باشد. [۵] از برگرفته بخش دو هر اصلی قضایای و مطالب که است بخش دو شامل فصل این
می�دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد می�کنند صدق B شرط در که را غیرپوچ�توانی١ ناآبلی گروه�های فصل
و مثال�ها و پرداخته فروبنیوس گروه�های ویژگی�های و ساختار دقیق�تر بررسی به ابتدا اول، بخش در
ثابت و نموده معرفی را E٩ ⋊Q٨ و F+ ⋊ F× گروه�های سپس می�کنیم. بیان زمینه این در را قضایایی
گروه�های که می�دهیم نشان دوم، بخش در هستند. فروبنیوس گروه�های E٩ ⋊Q٨ و F+ ⋊ F× می�کنیم

می�کنند. صدق نیز A شرط در E٩ ⋊Q٨ و F+ ⋊ F×

فروبنیوس گروه�های ویژگی�های ١.٣

سره غیربدیهی، زیرگروه شامل اگر تنها و اگر است فروبنیوس گروه یک G متناهی گروه .١.١.٣ قضیه
.CG(x) ≤ N ،N از x غیربدیهی عضو هر برای که باشد N نرمال و

١G ̸= و باشد N فروبنیوس هسته و H فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض برهان.
،x ∈ N و h ∈ H برای که کنید فرض اکنون .CG(x) ≤ N می�دهیم نشان این�صورت در .x ∈ N

.h = xhx−١ = hx ∈ Hx نتیجه در و hxh−١ = x پس h ∈ CG(x) چون .h ∈ H ∩ CG(x)

در .١G ̸= y ∈ CG(x) کنید فرض اینک .h = ١G این�رو از و h ∈ H ∩ Hx = ١G بنابراین
.y ∈ N می�کنیم ثابت این�صورت

که دارد وجود z ∈ G ،٢.٣.١ در فروبنیوس هسته تعریف به بنا این�صورت در .y ̸∈ N کنید فرض
دارد وجود h ∈ H لذا y ∈ Hz آن�جایی�که از و yxy−١ = x پس y ∈ CG(x) چون .١G ̸= y ∈ Hz

١Non-nilpotent
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با اینک .yz−١
= yz

′
= h ∈ H ،z′ ∈ G برای لذا .z−١yz = h نتیجه در و y = zhz−١ به�طوری�که

داریم yxy−١ = x این�که به توجه

(zhz−١)x(zhz−١)−١ = x =⇒ zh(z−١xz)h−١z−١ = x

=⇒ zh(xz
−١
)h−١z−١ = x =⇒ h(xz

−١
)h−١ = z−١xz

=⇒ h(xz
−١
)h−١ = xz

−١
.

.yz−١ ∈ H ∩ CG(x
z−١

) ترتیب این به .yz−١ ∈ CG(x
z−١

) این�رو از و h ∈ CG(x
z−١

) نتیجه در
طبق پس yz−١ ∈ H ∩ CG(x

z−١
) هم�چنین و (x ̸= ١G) x

z−١ ̸= ١G و (N ⊴G) xz
−١ ∈ N چون

در و y ∈ N بنابراین است. تناقض یک این که y = ١G این�رو از و yz−١
= ١G اثبات اول بخش

.CG(x) ⊆ N نتیجه
هر برای که باشد N بدیهی غیر و سره نرمال، زیرگروه شامل و متناهی گروه یک G کنید فرض به�عکس
است. G از هال نرمال زیرگروه یک N که می�دهیم نشان ابتدا .CG(x) ≤ N ،N از x غیربدیهی عضو
p
∣∣|N | به�طوری�که دارد وجود p اول عدد این�صورت در Gنباشد. از هال نرمال زیرگروه Nیک فرضکنید
و (p,m) = ١ = (p,m′) و α > β که |N | = pβm′ و |G| = pαm کنید فرض حال .p

∣∣[G : N ] و
{١G} ≤ P ≤ Q به�طوری�که Gباشد از زیرگروه Qیکp-سیلو Nو از زیرگروه یکp-سیلو P هم�چنین
پس است بدیهی غیر p-گروه یک Q چون .|Q| = pα و |P | = pβ این�صورت در .Q ̸= P و
یکp-زیرگروه Q∩N بنابراین .Q∩N ≤ Q و Q∩N ≤ N ،P ≤ Q∩N به�وضوح .Z(Q) ̸= ١

است. N از
.P = Q∩N نتیجه در و Q∩N ≤ P لذا است N از ماکسیمال یکp-زیرگروه P آن�جایی�که از حال
بنابراین .xg = gx ،g ∈ Q هر ازای به این�صورت در .O(x) = p که x ∈ Z(Q) کنید فرض

.Q ⊆ CG(x)

Q∩N = P چون و Q ⊆ CG(x) ⊆ N لذا .CG(x) ≤ N این�رو از و x ∈ N آنگاه x ∈ P اگر حال
پس (P ≤ Q) y ∈ Q ،١G ̸= y ∈ P هر برای چون .x ̸∈ P بنابراین است. تناقض یک این پس
x ∈ N این�رو از .CG(y) ≤ N فرض طبق و ١G ̸= y ∈ N حال .x ∈ CG(y) بنابراین و xy = yx

هال نرمال زیرگروه یک می�بایست N بنابراین است. تناقض یک این و x ∈ Q ∩N = P به�طوری�که
باشد. G از

به�طوری�که دارد وجود G در N برای H مکمل ٣۶.١.١ نتیجه و زازنهوس) (شور- ٣۵.١.١ قضیه به بنا
پس G = NH چون .H ∩ Hx ̸= ١G و x ∈ G − H کنید فرض .N ∩ H = ١G و G = NH

بنابراین .h ∈ H و n ∈ N که x = nh بنویسیم می�توانیم

Hx = Hnh = (nh)(H)(nh)−١ = nh(H)h−١n−١ = n(hHh−١)n−١ = nHn−١ = Hn.

دارد وجود ١G ̸= h′ ∈ H نیز و y ∈ H که ١G ̸= y ∈ H ∩Hn بنابراین و H ∩Hn ̸= ١G نتیجه در
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لذا .y = nh′n−١ به�طوری�که
nh′n−١ ∈ H =⇒ (nh′n−١)h′−١ ∈ H =⇒ n(h′n−١h′−١) ∈ H.

nh′n−١h′−١ ∈ N ∩H = ١G نتیجه در .h′n−١h′−١ ∈ N (N ⊴G) زیرا n(h′n−١h′−١) ∈ N اما
بنابراین است. تناقض یک این پس h′ ̸= ١G چون و h′ ∈ CG(x) ≤ N لذا .nh′ = h′n این�رو از و
فروبنیوس گروه یک G ،۵.٣.١ قضیه به بنا نتیجه در و H ∩ Hx = ١G ،x ∈ G − H هر ازای به

است.

است. بدیهی فروبنیوس گروه هر مرکز .٢.١.٣ لم

در باشد. H فروبنیوس مکمل و N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض برهان.
،x ∈ G هر ازای به چون طرفی از .CG(x) ≤ N ،x ∈ N هر ازای به ١.١.٣ قضیه به بنا این�صورت
از و Z(G) ≤ N چون .١ ̸= x ∈ Z(G) کنید فرض حال .Z(G) ≤ N پس Z(G) ≤ CG(x)

،g ∈ G − H هر ازای به ۵.٣.١ گزاره به بنا .x ̸∈ H پس H ∩ N = ١ ،۴.٣.١ گزاره طبق طرفی
است. تناقض که Hx = H ،x ∈ Z(G) برای اما Hg ∩H = ١

G آنگاه باشد غیربدیهی پوچ�توان G اگر این�صورت در باشد. گروه یک G کنید فرض .٣.١.٣ نتیجه
نیست. فروبنیوس گروه یک

می�شود. حاصل نتیجه ٢.١.٣ لم به بنا لذا Z(G) ̸= ١ پس است غیربدیهی پوچ�توان G چون برهان.

در باشد. H فروبنیوس مکمل و N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .۴.١.٣ لم
این�صورت

.N ⊆ G′ (١)

.N = G′ آنگاه باشد آبلی فروبنیوس مکمل اگر (٢)

g ∈ G ،n ∈ N هر ازای به ٧.٣.١ لم به بنا این�صورت در .١ ̸= h ∈ H کنید فرض .(١) برهان.
این�رو از .hg = nh به�طوری�که دارد وجود

hg = ghg−١ = nh =⇒ ghg−١h−١ = n

=⇒ [g, h] = n =⇒ N ⊆ G′.

N ⊆ G′ ،(١) به بنا چون و G′ ⊆ N لذا است. آبلی نیز G
N

پس G
N

∼= H و است آبلی H چون .(٢)
.N = G′ پس

باشد. H فروبنیوس مکمل و N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .۵.١.٣ گزاره
.N = [N,H] این�صورت در
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دادن نشان برای اما .[N,H] ≤ N به�وضوح پس است نرمال G در N ،٣.٣.١ قضیه به بنا برهان.
در را ١ ̸= h ∈ H ثابت عنصر است کافی است برقرار آن تساوی حالت Gفروبنیوس گروه برای این�که
از و هستند N از متمایزی عناصر {n−١h−١nh|n ∈ N} عناصر پس CN(h) = ١ چون بگیرید. نظر

.N = [N,H] نتیجه در و باشد برداشته در را N از عناصر تمام می�بایست این�رو

باشد. H فروبنیوس مکمل و N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G کنید فرض .۶.١.٣ نتیجه
.N = [N,G] این�صورت در

پس N ⊴G چون و N = [N,H] ≤ [N,G] به�وضوح که N = [N,H] ،۵.١.٣ گزاره به بنا برهان.
.N = [N,G] نتیجه در .[N,G] ≤ N

نیستند. فروبنیوس آبلی گروه�های .٧.١.٣ مثال

است. بدیهی غیر p-گروه هر مرکز زیرا نیستند فروبنیوس p-گروه�ها .٨.١.٣ مثال

٢-گروه زیرا نیستند فروبنیوس گروه�های D٨ دووجهی و Q٨ کواترنیون ناآبلی گروه�های .٩.١.٣ مثال
هستند.

واقع در است. یک درجه از آفین گروه یک G ∼= F+ ⋊ F× ،١۶.٣.١ نتیجه طبق بر .١٠.١.٣ مثال
a ∈ F× که است τa,b : F −→ F توابع همه از توابع) ترکیب (تحت گروهی و Aff(١, F ) برابر G

دیگر به�عبارت .τa,b(x) = ax+ b ،x ∈ F هر ازای به و b ∈ F+ و
G ∼= Aff(١, F ) = {τa,b|a ∈ F×, b ∈ F+}.

.|G| = q(q − ١) آنگاه |F | = q و باشد متناهی F اگر
،٢.١.٣ لم به بنا لذا و است دوری G نتیجه در و |G| = |Aff(١, F )| = ٢ آنگاه |F | = ٢ اگر اینک

نیست. فروبنیوس گروه حالت این در G
١۵.٣.١ و ١۴.٣.١ گزاره�های به بنا .q > ٢ و |F | = q که باشد متناهی میدان یک F کنید فرض اکنون
جمعی گروه با یکریخت و G از نرمال زیرگروه یک N = {τ١,b|b ∈ F} تبدیلات گروه ١۶.٣.١ نتیجه و
ضربی گروه با یکریخت و G از زیرگروه یک H = StG(٠) = {τa,٠|a ∈ F×} هم�چنین و F میدان از

است. H با N نیم�مستقیم حاصل�ضرب G نتیجه در و F میدان
آنگاه باشد داشته x ∈ F مانند ثابتی نقطه اگر زیرا ندارد. F در ثابتی نقطه هیچ τ١,b آنگاه b ̸= ٠ اگر
آنگاه a ̸= ١ اگر است. b ̸= ٠ فرض با تناقض این و b = ٠ که دارد دلالت τ١,b(x) = x + b = x

و π ∈ CG(τ) ،١ ̸= τ ∈ N کنید فرض حال دارد. را b

١− a
منحصربفرد ثابت نقطه τa,b

τ(x) = x+ a , π(x) = bx+ c.

این�صورت در
τ−١(x) = x− a , π−١(x) = b−١(x− c).
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پس πτπ−١ = τ چون

π(x) = τπτ−١(x)

= τπ(x− a)

= τ(bx− ab+ c)

= bx− ab+ c+ a.

این�رو از
bx+ c = bx− ab+ c+ a =⇒ ٠ = a(١− b).

است. تناقض در فرض با که τ = ١ نتیجه در و τ(x) = x آنگاه a = ٠ اگر .b = ١ یا a = ٠ لذا
،١.١.٣ قضیه�ی طبق لذا .CG(τ) ⊆ N این�رو از π ∈ N و π(x) = x+ c نتیجه در ،b = ١ بنابراین
فروبنیوس مکمل و N ∼= F+ ∼= F+ ⋊ ١ فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G = N ⋊ H

است. H ∼= F× ∼= ١⋊ F×

به�علاوه .G′ = [G,G] = F+ × ١ این�صورت در .G = F+ ⋊ F× کنید فرض .١١.١.٣ نتیجه
γ٢(G) = γ٣(G) = γ۴(G) = γ۵(G) = . . . = γ∞(G) = F+ × ١.

١⋊F× ∼= F× فروبنیوس مکمل با فروبنیوس گروه یک G = F+⋊F× ،١٠.١.٣ مثال به بنا برهان.
برقرار آن در جابه�جایی خاصیت و است میدان F این�که به توجه (با است آبلی F× چون اینک است.

،۴.١.٣ لم به توجه با پس است.)
G′ = [G,G] = F+ × ١.

،۶.١.٣ نتیجه به بنا این�رو از
γ٢(G) = γ٣(G) = γ۴(G) = γ۵(G) = . . . = γ∞(G) = F+ × ١.

است. غیرپوچ�توان G این�صورت در .G = F+ ⋊ F× کنید فرض .١٢.١.٣ نتیجه

طبق لذا نمی�رسد یک به هیچ�گاه G = F+ ⋊ F× از پایینی مرکزی سری ١١.١.٣ نتیجه به بنا برهان.
است. غیرپوچ�توان گروه یک G = F+ ⋊ F× ،١٢.٢.١ قضیه

عناصر .١٣.١.٣ مثال
ρ١ = (٢۴٣٧)(۵۶٩٨) , ρ٢ = (٢۵٣٩)(۴٨٧۶),

π١ = (١٢٣)(۴۵۶)(٧٨٩) , π٢ = (١۴٧)(٢۵٨)(٣۶٩)

به�وضوح بگیرید. نظر در S٩ متقارن گروه از را
π٣١ = π٣٢ = ١ , π١π٢ = π٢π١
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و
ρ٢١ = (٢٣)(۴٧)(۵٩)(۶٨) = ρ٢٢ , ρ٢ρ١ρ

−١
٢ = ρ−١١ .

هم�چنین
ρ١π١ρ

−١
١ = π٢ , ρ١π٢ρ

−١
١ = π٢١

ρ٢π١ρ
−١
٢ = π١π٢ , ρ٢π٢ρ

−١
٢ = π١π

٢
٢.

می�دهیم قرار
N = ⟨π١, π٢⟩ , H = ⟨ρ١, ρ٢⟩.

که می�شود ملاحظه ρ٢ و ρ١ ،π٢ ،π١ عناصر ویژگی�های به بنا هم�چنین .N,H ≤ S٩ این�صورت در
و H ⊆ NS٩(N) به�علاوه .H ∼= Q٨ و است) ٩ مرتبه از مقدماتی آبلی ٣-گروه یک E٩ ) N ∼= E٩

در .NH = ⟨N,H⟩ پس است زیرگروه NH چون .G = NH می�دهیم قرار .NH ≤ S٩ نتیجه در
واقع

G = NH = ⟨N,H⟩ = ⟨π١, π٢, ρ١, ρ٢⟩.

یکریختی�های به توجه با که G = N ⋊ H پس H ≤ G نیز و N ⊴ G و N ∩H = ١ چون اکنون
حاصل�ضرب با یکریخت و H و N داخلی نیم�مستقیم حاصل�ضرب برابر G ) .G ∼= E٩ ⋊Q٨ مذکور،
قضیه به بنا پس CG(n) ≤ N ،n ∈ N هر ازای به چون اینک است). Q٨ با E٩ خارجی نیم�مستقیم
به توجه با بنابراین است. H فروبنیوس مکمل و N فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G ،١.١.٣
فروبنیوس مکمل و E٩ ∼= E٩ ⋊ ١ فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک E٩ ⋊Q٨ فوق، یکریختی

است. Q٨ ∼= ١⋊Q٨

مقدماتی آبلی گروه خارجی مستقیم نیم حاصل�ضرب G ) .G = E٩⋊Q٨ کنید فرض .١۴.١.٣ نتیجه
و Ē٩ مانند نرمالی زیرگروه G ،٣١.١.١ قضیه طبق این�صورت در است). Q٨ کواترنیون گروه با E٩

در .Ē٩ ∩ Q̄٨ = ١ و G = Ē٩Q̄٨ به�طوری�که Q̄٨ ∼= Q٨ و Ē٩ ∼= E٩ که دارد Q̄٨ مانند زیرگروهی
واقع

Ē٩ = {(b,١)|b ∈ E٩} , Q̄٨ = {(١, q)|q ∈ Q٨}

است. Q̄٨ با Ē٩ داخلی نیم�مستقیم حاصل�ضرب برابر G و

می�باشد. Q̄٨ و Ē٩ ،Q٨ و E٩ از منظور زیر نتیجه در .١۵.١.٣ تذکر

به�علاوه .G′ = E٩ ⋊ Z(Q٨) این�صورت در .G = E٩ ⋊Q٨ کنید فرض .١۶.١.٣ نتیجه
γ٣(G) = γ۴(G) = γ۵(G) = γ۶(G) = . . . = γ∞(G) = E٩ × ١.

یکریختی دوم قضیه طبق لذا G = E٩ ⋊Q٨ چون برهان.
G

E٩
=
E٩Q٨
E٩

∼=
Q٨

E٩ ∩Q٨
= Q٨
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داریم این�رو از .E٩ ⊆ G′ بنابراین و [E٩, G] = E٩ ،۶.١.٣ نتیجه به بنا .( G
E٩

)′ ∼= Q′
٨ نتیجه در و

(
G

E٩
)′ =

[G,G]

E٩
=
G′

E٩
∼= Q′

٨.

بنابراین |Q′
٨| = |G

′

E٩
| = ٢ لذا Q′

٨ = [Q٨, Q٨] = Z(Q٨) آن�جایی�که از
|G′| = ٢|E٩|

پس G′ = E٩Z(Q٨) نیز و E٩ ⊴G′ ،Z(Q٨) ≤ G′ ،Z(Q٨) ∩ E٩ = ١ چون و
G′ = E٩ ⋊ Z(Q٨).

،۶.١.٣ نتیجه به بنا حال
γ٣(G) = [G,G′] = [G,E٩Z(Q٨)] = [G,E٩][G,Z(Q٨)] = E٩ × ١

بنابراین
γ۴(G) = [G, γ٣(G)] = E٩ × ١

نتیجه در و
γ٣(G) = γ۴(G) = γ۵(G) = γ۶(G) = . . . = γ∞(G) = E٩ × ١.

است. غیرپوچ�توان G این�صورت در .G = E٩ ⋊Q٨ کنید فرض .١٧.١.٣ نتیجه

طبق لذا نمی�رسد یک به هیچ�گاه G = E٩ ⋊ Q٨ از پایینی مرکزی سری ١۶.١.٣ نتیجه به بنا برهان.
است. غیرپوچ�توان گروه یک G = E٩ ⋊Q٨ ،١٢.٢.١ قضیه



خاص تزویج رده�های با غیرپوچ�توان متناهی گروه�های .٣ ۴٠

غیرپوچ�توان گروه�های در تزویج رده�های حاصل�ضرب ٢.٣

B شرط در که است غیرپوچ�توان متناهی گروه یک G بخش این قضایای و لم�ها تمام در .١.٢.٣ تذکر
.K = γ∞(G) و می�کند صدق

.١ < K = [K,G]◁G .٢.٢.٣ لم

G چون و است حل�پذیر G ،١٩.١.٢ گزاره به بنا پس می�کند صدق B شرط در G چون برهان.
،[γ∞(G), G] = γ∞(G) نیز و است حل�پذیر G آن�جایی�که از حال .K ̸= ١ پس است غیرپوچ�توان

.١ < K = [K,G]◁G لذا

این�صورت در .Z(G) ≤ C به�طوری�که دارد وجود G در K برای C مکمل کنید فرض .٣.٢.٣ لم

فروبنیوس مکمل و KZ(G)
Z(G)

∼= K فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G

Z(G)
خارج�قسمتی گروه

کواترنیون گروه یک یا غیربدیهی دوری یا G

KZ(G)
∼=

C

Z(G)
خارج�قسمتی گروه به�علاوه است. C

Z(G)
است. ٨ مرتبه از

.K∩C = ١ Gکه = KC ،٣٣.١.١ تعریف به بنا پس Gاست Kدر برای مکمل یک C چون برهان.
،٢.٢.٣ لم به بنا نتیجه در و G = KC = KZ(G) آنگاه C = Z(G) اگر حال

١ < K = [K,KZ(G)] = [K,K]◁G

لذا است. حل�پذیر ١٩.١.٢ گزاره به بنا K زیرا است ممکن غیر این که

Z(G) < C ,
C

Z(G)
> ١.

یک x کنید فرض اکنون است. C و K از نیم�مستقیم حاصل�ضرب برابر ،G که می�شود دیده آسانی به
این�صورت در باشد. C − Z(G) از دلخواه عضو

x ∈ G = K ⋊ C , x ̸∈ KZ(G) = γ∞(G)Z(G).

دارد وجود چنان ١ ≤ n ≤ c ،n صحیح عدد لذا است (٨.١) در γc+١(G) برابر γ∞(G) آن�جایی�که از
که

x ∈ γn(G)Z(G)− γn+١(G)Z(G).

به بنا این�صورت در می�بریم. به�کار N جای به γn(G)Z(G) جای�گذاری با را ١۵.١.٢ گزاره اکنون
با است برابر [N,G] ،۶.٢.١ تعریف

[γn(G)Z(G), G] = [γn(G), G] = γn+١(G).

داریم ١۵.١.٢ گزاره به بنا این�رو از .x ∈ N − [N,G]Z(G)بنابراین

xG = x[N,G] = xγn+١(G).
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واقع در است. γ∞(G) از هم�دسته�هایی اجتماع برابر γn+١(G) پس γ∞(G) ⊆ γn+١(G) چون
γn+١(G) =

∪
y∈γn+١(G)

yγ∞(G) =
∪

y∈γn+١(G)

yK.

نتیجه در .K = γ∞(G) ≤ γn+١(G) که است K = γ∞(G) هم�دسته�های از اجتماع یک xG به�ویژه

خارج گروه در (xK)
G
K از معکوس تصویر xG ،φ : G −→ G

K
طبیعی اپی�مورفیسم گرفتن نظر در با

G

K
به�روی را C ،φ طبیعی اپی�مورفیسم .|K||(xK)

G
K | با است برابر |xG| این�رو از است. G

K
قسمتی

لذا می�برد. (xK)
G
K به�روی را xC ⊆ C یک به یک به�طور این�رو از می�برد. xK به� را x و
|K||xC | = |K||(xK)

G
K | = |xG|.

طرفی از
|K||C| = |K ⋊ C| = |G|.

نتیجه در
|CG(x)| =

|G|
|xG|

=
|K||C|
|K||xC |

=
|C|
|xC |

= |CC(x)|

این�صورت در باشد. CC(x) برابر CG(x) که بیفتد اتفاق می�تواند زمانی تنها این و
CK(x) = K ∩ CG(x) ≤ K ∩ C = ١.

C عامل در مشمول Z(G) آن�جایی�که از .CK(x) = ١ ،x ∈ C − Z(G) هر ازای به بنابراین
حاصل�ضرب Ḡ =

G

Z(G)
خارج�قسمتی گروه لذا است G = K ⋊ C نیم�مستقیم حاصل�ضرب از

غیربدیهی مکمل زیرگروه با K̄ =
KZ(G)

Z(G)
∼= K غیربدیهی نرمال زیرگروه از K̄ ⋊ C̄ نیم�مستقیم

.CK̄(x̄) = ١ ،x̄ ∈ C̄# = C̄−١ هر ازای به که می�کنند دلالت فوق استدلال�های است. C̄ =
C

Z(G)
است. C̄ فروبنیوس مکمل و K̄ فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک Ḡ ،۶.٣.١ قضیه طبق نتیجه در

است. ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک یا دوری یا C̄ که می�کنیم ثابت حال

حاصل�ضرب برابر C̄ بنابراین است. پوچ�توان نیز C̄استپس آن همریخت تصویر C̄ و پوچ�توان G
K

چون
فروبنیوس مکمل سیلوی زیرگروه�های تمام ١٠.٣.١ قضیه به بنا است. زیرگروه�هایش p-سیلو مستقیم
۴n مرتبه از یافته تعمیم کواترنیون گروه یک یا دوری می�تواند که زیرگروه ٢-سیلو به�جز هستند دوری C̄
کواترنیون گروه یک از Q̄ × D̄ مستقیم حاصل�ضرب برابر یا و دوری C̄ یا این�رو از .n ≥ ٢ که باشد

است. فرد مرتبه از D̄ دوری گروه با Q̄ یافته تعمیم ناآبلی
.C̄ = Q̄× D̄ کنید فرض اکنون است. تمام اثبات آنگاه باشد دوری C̄ اگر

٩.١.٢ قضیه طبق این�رو از می�کند صدق A شرط در Ḡ =
G

Z(G)
خارج�قسمتی گروه ٨.١.٢ گزاره به بنا

می�کند. صدق A شرط در نیز Ḡ
K̄

خارج�قسمتی گروه

طبق پس می�کند. صدق A شرط در که است پوچ�توان و ناآبلی متناهی گروه یک C̄ ∼=
Ḡ

K̄
بنابراین

C̄ پس است غیربدیهی C̄ از Q̄ زیرگروه ٢-سیلو چون است. کامینا p-گروه یک C̄ ،١٧.٢.٢ قضیه
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.C̄ = Q̄ و است ٢-گروه یک
در .x̄ ∈ C̄ − [C̄, C̄] که است |C̄|٢ مرتبه از x̄ عنصر شامل C̄ = Q̄ یافته تعمیم کواترنیون گروه

،(٣.٢) به توجه با که است ٢ مرتبه از x̄C̄ این�صورت
|x̄C̄ | = |x̄[C̄, C̄]| = |[C̄, C̄]| = ٢.

است. برقرار لم این�رو از و است ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک C̄ یافته تعمیم کواترنیون گروه لذا

دارد وجود G در K برای C مکمل آنگاه باشد G از مینیمال نرمال زیرگروه یک K اگر .۴.٢.٣ لم
.Z(G) ≤ C به�طوری�که

گزاره به بنا پس K = [K,G] طرفی از و است G از مینیمال نرمال زیرگروه یک K چون برهان.
Ḡ =

G

K
= خارج�قسمتی گروه ١٣.٢.١ قضیه طبق بر است. مقدماتی آبلی p-گروه یک K ،١٧.١.٢

Ḡ این�رو از است. زیرگروه�هایش p-سیلو مستقیم حاصل�ضرب برابر Ḡ بنابراین و پوچ�توان G

γ∞(G)
Ḡp

′ هال یکتای زیرگروه -p′ و Ḡp یکتای زیرگروه p-سیلو از Ḡp × Ḡp
′ مستقیم حاصل�ضرب برابر

از زیرگروه یکp-سیلو Gp ،١٩.١.١ قضیه به بنا و Ḡp از معکوس تصویر برابر GpK به�وضوح است.
این�صورت در .P = Gp می�دهیم قرار و Gp = GpK ،١٧.١.١ قضیه طبق هم�چنین است. G

P

K
=
Gp

K
= Ḡp.

P برای D ≤ G مکمل زیرگروه ٣۶.١.١ نتیجه به بنا پس ([G : P ], |P |) = ١ و P ⊴ G چون حال
به�طوری�که دارد وجود G در

G = P ⋊D.

واقع در است. Ḡp′ برابر
DK

K
∼= D این�صورت در

Ḡ =
P

K
× DK

K
∼=
P

K
×D

آن�جایی�که از می�شود. جابه�جا P

K
خارج�قسمتی Dباگروه هم�چنین Dو ≤ NG(P ) و است Dپوچ�توان و

D ∩NP (D) = ١ , D ⊴NP (D)D , NP (D)⊴NP (D)D,

لذا
NP (D)D = NP (D)×D =⇒ NP (D) ≤ CP (D).

به� .DK = H می�دهیم قرار .NP (D) = CP (D) نتیجه در CP (D) ≤ NP (D) همیشه طرفی از
،x ∈ P هر ازای به چون است. H در K برای مکمل یک D که می�شود ملاحظه آسانی

x−١Dx ⊆ DK

در K برای که مکملی دو هر ٣۵.١.١ قضیه به بنا است. H در K برای مکمل یک نیز x−١Dx پس
دیگر به�عبارت است. مزدوج H در x−١Dx با D این�رو از هستند مزدوج هم با H در دارند وجود H

∀x ∈ P, ∃dk ∈ DK = H ; x−١Dx = Ddk = Dk
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=⇒ x−١Dx = k−١Dk

=⇒ Dx = xk−١Dk

=⇒ D = xk−١Dkx−١

=⇒ xk−١ ∈ NP (D)

=⇒ P = NP (D)K.

لذا است فرض� مخالف که است پوچ�توان نتیجه در و یکp-گروه G و G = P آنگاه D = ١ اگر حال

است G از نرمال زیرگروه یک نتیجه در و DK
K

= Ḡp
′ از معکوس تصویر DK این�که به بنا .D > ١

داریم
NK(DK) = NG(DK) ∩K = G ∩K = K

داریم است آبلی K این�که به توجه با و
NK(D)⊴NK(DK) = K.

مساوی باید یا و K مساوی باید یا NK(D) لذا است G از مینیمال نرمال زیرگروه یک K فرض طبق
آنگاه NK(D) = K اگر اکنون باشد. ١

P = NP (D)K = NP (D) = CP (D).

این که می�شود پوچ�توان بنابراین و P ×D مستقیم حاصل�ضرب G حالت این در و P = CP (D) لذا
.NK(D) = ١ نتیجه در است. تناقض در فرض� با

NP (D) بنابراین P = NP (D)K ازطرفی و NK(D) = NP (D)∩K = پس١ NK(D) = ١ چون
است G در P برای مکمل یک D ⊴NG(D) اثبات، ابتدای طبق بر است. P در K برای مکمل یک

این�رو از می�شود جابه�جا NP (D) = CP (D) با و
C = NG(D) = NP (D)×D

چون و است G در K برای مکمل یک
NP (D) = CP (D) , Z(G) ≤ CG(D) ≤ CP (D)

است. تمام اثبات بنابراین و Z(G) ≤ C به�وضوح پس

داریم کلی به�طور

است. ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک یا غیربدیهی دوری یا G

KZ(G)
خارج�قسمتی گروه .۵.٢.٣ لم

از است. K در مشمول اکیدا K ∩ Z(G) ⊴ G پس ١ < K = [K,G] ،٢.٢.٣ لم به بنا برهان.

اصلی عامل یک K
M

و K ∩ Z(G) ≤ M ◁K به�طوری�که دارد وجود G از M نرمال زیرگروه این�رو

زیرگروه یک N = MZ(G) نتیجه در است). G
M

در مینیمال نرمال K
M

این�صورت (در است G از
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در ٧.١.٢ گزاره به بنا Ḡ =
G

N
خارج�قسمتی گروه .K ∩N = M که است Z(G) شامل G از نرمال

K ،Ḡ به�روی G از e طبیعی اپی�مورفیسم می�کند. صدق A شرط در ٨.١.٢ گزاره به بنا نیز و B شرط

،٢.٢.٣ لم به بنا نتیجه در می�برد. K̄ =
KN

N
∼=
K

M
مینیمال نرمال زیرگروه روی به را

١ < K̄ = [K̄, Ḡ]Ḡ.

Ḡ

K̄
خارج�قسمتی گروه است. Ḡ در اکید نرمال K̄ این�رو از و حل�پذیر نیز Ḡپس است حل�پذیر G چون

است. γ∞(Ḡ) برابر K̄ بنابراین است. پوچ�توان این�رو از و G
K

پوچ�توان گروه از همریخت تصویر یک
چون به�علاوه برقرارند. K و G به�جای به�ترتیب K̄ و Ḡ جای�گذاری با بخش، این مفروضات تمام اکنون

،١١.١.٢ گزاره طبق پس است Ḡ از غیرمرکزی زیرگروه یک K̄ و می�کند صدق A شرط در Ḡ

Z(Ḡ) ≤ [K̄, Ḡ]Ḡ = K̄.

در این�صورت در .Z(Ḡ) = ١ لذا است Ḡ از غیرمرکزی مینیمال نرمال زیرگروه یک K̄ آن�جایی�که از
دارد وجود Ḡ در K̄ برای C̄ مکمل زیرگروه K و G به�جای به�ترتیب K̄ و Ḡ جای�گذاری با ۴.٢.٣ لم

به�طوری�که

١ = Z(Ḡ) ≤ C̄.

کواترنیون گروه یک یا و غیربدیهی دوری یا Ḡ

K̄Z(Ḡ)
=
Ḡ

K̄
خارج�قسمتی گروه ٣.٢.٣ لم به بنا نتیجه در

یکریختی سوم قضیه به توجه با چون و است ٨ مرتبه از

Ḡ

K̄
=

G

N
KN

N

∼=
G

KN
=

G

KMZ(G)
=

G

KZ(G)

است. برقرار لم پس

.Z(G) ≤ C به�طوری�که دارد وجود G در K برای C مکمل .۶.٢.٣ لم

در باشد. Ḡ به�روی G از طبیعی اپی�مورفیسم e و G

KZ(G)
خارج�قسمتی گروه Ḡ کنید فرض برهان.

است. ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک یا دوری یا و Ḡ ̸= ١ ،۵.٢.٣ لم به بنا این�صورت
تحت آن تصویر به�طوری�که دارد وجود x ∈ G عنصر این�صورت در باشد. دوری Ḡ کنید فرض ابتدا در
.⟨x̄⟩ = Ḡ به�عبارتی می�کند، تولید را Ḡ خارج�قسمتی گروه و نیست یک x̄ = e(x) یعنی e اپی�مورفیسم
یک C چون و G = CK به�طوری�که است �CG(x) از آبلی زیرگروه یک C = ⟨x⟩Z(G) به�وضوح

داریم واقع در .[CK,CK] ≤ K پس است G در نرمال زیرگروه یک K و آبلی زیرگروه

[G,G] ≤ K = γ∞(G) ≤ γ٢(G) = [G,G].

لذا x̄ ̸= ١ آن�جایی�که از است. �[G,G] برابر K نتیجه در

x ∈ G−KZ(G) = G− [G,G]Z(G).
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داریم N به�جای G جای�گذاری با و ١۵.١.٢ گزاره بردن به�کار با حال

xG = x[G,G] = xK.

این�رو از

|CG(x)| =
|G|
|xG|

=
|G|
|K|

پس �G = CK چون و
|C|

|C ∩K|
=

|G|
|K|

= |CG(x)|.

در .C ∩ K = ١ بنابراین و C = CG(x) پس C ≤ CG(x) داریم طرفی از اما CG(x) ≤ C لذا
دوری Ḡ هنگامی�که برای این�رو از می�باشد. Z(G) شامل که است G در K برای مکمل یک C نتیجه

است. شده ثابت لم است
که باشد x̄ ∈ Ḡ − [Ḡ, Ḡ] و ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک Ḡ خارج�قسمتی گروه کنید فرض حال
گرفت، نظر در ٢-عنصر یک می�توان را x لذا است. ۴ مرتبه از x̄ این�صورت در .e(x) = x̄ و x ∈ G

از آبلی زیرگروه یک A = ⟨x⟩Z(G) که A = ⟨x⟩Z(G) می�دهیم قرار باشد. ٢ از توانی آن مرتبه یعنی
هم�چنین و است CG(x)

e(A) = e(⟨x⟩Z(G)) = e(⟨x⟩) = ⟨x̄⟩.

CG(x)K

KZ(G)
⊆ CḠ(x̄) و |CG(x)K

KZ(G)
| = |CḠ(x̄)| = ۴ چون و e(CG(x)) =

CG(x)K

KZ(G)
به�وضوح

پس

e(CG(x)) =
CG(x)K

KZ(G)
= CḠ(x̄).

بنابراین است. CḠ(x̄) ⟨x̄⟩برابر ،Ḡ کواترنیون گروه در می�دانیم

e(A) = e(CG(x)) = CḠ(x̄) = ⟨x̄⟩

چون است. Ḡ =
G

KZ(G)
خارج�قسمتی گروه در ⟨x̄⟩ از معکوس تصویر AK = CG(x)K این�رو از و

پس ١ < K ≤ KZ(G)

CG(x)K

K
= CG

K
(xK)

است. G
K

در زیر خارج�قسمتی گروه�های از معکوس تصویر AK = CG(x)K که
AK

K
=
CG(x)K

K
= CG

K
(xK).

چون این�صورت در

Ḡ

CḠ(x̄)
=

G

KZ(G)

C G
KZ(G)

(xKZ(G))
=

G

KZ(G)

CG(x)K

KZ(G)

∼=
G

CG(x)K



خاص تزویج رده�های با غیرپوچ�توان متناهی گروه�های .٣ ۴۶

چون و | G

CG(x)K
| = ٢ پس |Ḡ|

|CḠ(x̄)|
=
٨
۴ = ٢ و

G

K
CG

K
(xK)

=

G

K
CG(x)K

K

∼=
G

CG(x)K

پس

|

G

K
CG

K
(xK)

| = ٢.

با اکنون .x ∈ G− [G,G]Z(G) لذا می�شود واقع Ḡ− [Ḡ, Ḡ] در x̄ ∈ Ḡ =
G

KZ(G)
آن�جایی�که از

هم�دسته�هایی اجتماع به�صورت xG این�رو از .xG = x[G,G] ،١۵.١.٢ گزاره Nدر Gبه�جای جای�گذاری

نتیجه در است. G
K

خارج�قسمتی گروه در (xK)
G
K از معکوس تصویر xG بنابراین و K = γ∞(G) از

|xG| = |K||(xK)
G
K |

پس [G : CG(x)] = |xG| چون و
[
G

K
: CG

K
(xK)] = |(xK)

G
K |.

طرفی از
[
G

K
: CG

K
(xK)] = ٢

لذا
|(xK)

G
K | = ٢.

داریم اما است. ٢|K| با برابر مرتبه�اش xG یعنی (xK)
G
K معکوس تصویر این�رو از

|xG| = |G|
|CG(x)|

=
٢|CG(x)K|
|CG(x)|

=
٢|K|

|CK(x)|
.

.CK(x) = ١ نتیجه در و |CK(x)| = ١ پس |xG| = ٢|K| چون حال
با است. CG(x)K در K برای مکمل یک CG(x) لذا CK(x) = K ∩ CG(x) = ١ آن�جایی�که از
است. A با برابر CG(x) بنابراین (A∩K = ١ (لذا A ≤ CG(x) و CG(x)K = AK این�که با توجه
دلخواه زیرگروه ٢-سیلو یک نیز S و A = ⟨x⟩Z(G) آبلی گروه از زیرگروه ٢-سیلو یک A٢ کنید فرض
با A از زیرگروه ٢-سیلو لذا A ⊆ AK و دارد G در دو اندیس AK چون باشد. A٢ شامل و G از
.A٢ < NS(A٢) ،١٨.١.١ قضیه به بنا نتیجه در A٢ < S داریم و نیست برابر G از زیرگروه ٢-سیلو
٢-عنصر .A < NG(A٢) لذا نیست. NG(A٢) از زیرگروه ٢-سیلو ،A از A٢ زیرگروه ٢-سیلو بنابراین

این�رو از می�شود واقع A٢ در x ∈ A

CK(A٢) ≤ CK(x) = ١.

.KA٢ = K⋊A٢ K∩A٢لذا = ١ این�که به توجه با K⊴KA٢و بنابراین A٢ ≤ G K⊴Gو داریم
داریم .L = NK(A٢) می�دهیم قرار

L = NK(A٢) ⊆ NG(A٢) ≤ G
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=⇒ LA٢ ≤ G

،LA٢ = L×A٢ این�رو از A٢⊴LA٢ نیز و L⊴LA٢ هم�چنین .L∩A٢ = پس١ L ≤ K چون و
واقع در

NK(A٢)A٢ = NK(A٢)× A٢.

دیگر به�عبارت می�شوند. جابه�جا A٢ اعضای با NK(A٢) اعضای یعنی

NK(A٢) ≤ CK(A٢).

بنابراین .NK(A٢) = CK(A٢) = ١ نتیجه در CK(A٢) ≤ NK(A٢) داریم همیشه طرفی از
است. K ⋊ A شامل اکیدا و K ⋊NG(A٢) نیم�مستقیم حاصل�ضرب برابر KNG(A٢) ≤ G

نتیجه در باشد. G برابر می�بایست K ⋊NG(A٢) بنابراین دارد G در دو اندیس K ⋊ A اما
.Z(G) ≤ C به�طوری�که است G در K برای مکمل یک NG(A٢) = C

.[G,G] ∩ Z(G) = ١ .٧.٢.٣ لم

یا C̄ =
C

Z(G)
خارج�قسمتی گروه ٣.٢.٣ لم به توجه با و C در مشمول Z(G) لم٢.٣.۶، به بنا برهان.

چون است. ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک یا دوری

G

K[C,C]
=

KC

K[C,C]
=
K[C,C]C

K[C,C]
∼=

C

K[C,C] ∩ C
=

C

[C,C]

به�وضوح طرفی از .[G,G] ⊆ K[C,C] نتیجه در و است آبلی نیز G

K[C,C]
پس است آبلی C

[C,C]
و

مشتق زیرگروه پس K = [K,G] آن�جایی�که از و [G,G] = K[C,C] لذا K[C,C] ⊆ [G,G]

از است عبارت G = K ⋊ C

[G,G] = K ⋊ [C,C]. (١.٣)

.[G,G] = K ،(١.٣) این�صورتطبق در و [C,C] = ١ نتیجه در است. Cآبلی آنگاه باشد دوری C̄ اگر
است. برقرار لم حالت این در بنابراین .[G,G] ∩ Z(G) = ١ پس K ∩ Z(G) = ١ لم٢.٣.۶، به بنا
این�صورت در باشد. C̄ به�روی C از طبیعی اپی�مورفیسم e و ٨ مرتبه از کواترنیون گروه C̄ فرضکنید حال
x ∈ C − Z(G) هر ازای به واقع در و می�دهیم نشان Z̄ با را آن که است ٢ مرتبه از و دوری C̄ مرکز

از است عبارت

Z̄ = Z(C̄) = ⟨x٢Z(G)⟩ = ⟨x٢⟩Z(G)
Z(G)

است C از آبلی نرمال زیرگروه یک نیز آن معکوس تصویر لذا است نرمال C̄ در نیز Z̄ آن�جایی�که از و
از است عبارت و می�دهیم نشان Z با را آن که

Z = e−١(Z̄) = ⟨x٢⟩Z(G),



خاص تزویج رده�های با غیرپوچ�توان متناهی گروه�های .٣ ۴٨

هر ازای به پس است C̄ از مینیمال زیرگروه تنها Z(C̄) = Z̄ چون .Z(G) < Z ◁ C �به�طوری�که
،y ∈ C − Z(G) هر ازای به این�رو از .Z̄ ⊂ ⟨ȳ⟩ ،ȳ ∈ C̄#

Z = ⟨x٢⟩Z(G) < ⟨y⟩Z(G),

چهارتایی گروه با یکریخت C̄
Z̄

آن�جایی�که از .Z ≤ Z(C) نتیجه در و است آبلی گروه یک ⟨y⟩Z(G) �که

سوم قضیه طبق است. پوچ�توان نتیجه در و ۴ مرتبه از مقدماتی آبلی ٢-گروه یک C̄
Z̄

لذا است کلاین

نتیجه در و ۴ مرتبه از مقدماتی آبلی ٢-گروه یک نیز C
Z

این�صورت در .C
Z

∼=
C̄

Z̄
داریم یکریختی

رده از و پوچ�توان گروه یک C ،١۶.٢.١ گزاره به بنا پس Z ≤ Z(C) داریم چون و است پوچ�توان

داریم است کواترنیون C̄ =
C

Z(G)
این�که به توجه با است. ٢ پوچ�توانی

Z(C̄) = [C̄, C̄] =
[C,C]Z(G)

Z(G)
.

دو توسط شده تولید C
Z

چون .[C,C] ≤ Z نتیجه در و Z = ⟨x٢⟩Z(G) = [C,C]Z(G) بنابراین
پس x, y ∈ C �که است xZ, yZ عنصر

C = ⟨x, y, z | z ∈ Z(G)⟩

که می�برد [C̄, C̄]C̄ به�روی را [C,C] ،e : C −→ C̄ طبیعی اپی�مورفیسم .[C,C] = ⟨[x, y]⟩ لذا
چون .|Z̄| = |[C̄, C̄]C̄ | = ٢ نیز و Z̄ = [C̄, C̄]C̄

[C,C]Z(G)

Z(G)
∼=

[C,C]

[C,C] ∩ Z(G)
, |[C,C]| = ٢ = |Z̄|

حاصل�ضرب از زیرگروه یک (که Z(G) = ١× Z(G) اشتراک این�رو از .[C,C] ∩ Z(G) = ١ پس
حکم بنابراین و است ١ = ١ ⋊ ١ برابر [G,G] = K ⋊ [C,C] با است) G = K ⋊ C نیم�مستقیم

است. برقرار

است. G از مینیمال نرمال زیرگروه یک K .٨.٢.٣ لم

زیرگروه دو پس ١ < K ⊴ G چون نباشد. G از مینیمال نرمال زیرگروه یک K کنید فرض برهان.
�که دارند وجود G از M و L نرمال

M ◁ L◁K

در K برای C مکمل ۶.٢.٣ لم به بنا هستند. G از اصلی عامل�های L

M
هم و K

L
هم که صورتی در

خارج�قسمتی گروه ٣.٢.٣ لم طبق .Z(G) ∩K = ١ این�رو از .Z(G) ≤ C به�طوری�که دارد وجود G

از است. C

Z(G)
فروبنیوس مکمل و K ∼=

KZ(G)

Z(G)
فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G

Z(G)
داریم ۶.١.٣ نتیجه طبق این�رو

KZ(G)

Z(G)
=

[K,G]Z(G)

Z(G)
.
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چون .K = [K,G] پس [K,G] ⊆ K چون و |K| = |[K,G]| لذا K ∩ Z(G) = ١ آن�جایی�که از
با فروبنیوس گروه یک G

Z(G)
چون . H

Z(G)
=

LC

Z(G)
که دارد وجود H ≤ Gپس G

Z(G)
=

KC

Z(G)

،x ∈ KZ(G)

Z(G)
هر ازای به ١.١.٣ قضیه به بنا پس است K ∼=

KZ(G)

Z(G)
فروبنیوس هسته

،x ∈ LZ(G)

Z(G)
هر ازای به لذا LZ(G)

Z(G)
≤ KZ(G)

Z(G)
آن�جایی�که از و C G

Z(G)
(x) ≤ KZ(G)

Z(G)

فروبنیوس هسته با فروبنیوس یکگروه نیز H

Z(G)
،١.١.٣ قضیه طبق نتیجه در Cو H

Z(G)
(x) ≤ LZ(G)

Z(G)

داریم ۶.١.٣ نتیجه طبق این�رو از است. C

Z(G)
فروبنیوس مکمل و LZ(G)

Z(G)
LZ(G)

Z(G)
=

[L,G]Z(G)

Z(G)
.

به نیز و L = [L,G] پس [L,G] ⊆ L چون و |L| = |[L,G]| لذا L ∩ Z(G) = ١ آن�جایی�که از
ابتدای طبق هم�چنین نیز و K = [K,G] و Z(G) ∩ K = ١ چون .M = [M,G] ترتیب همین

برابر (L−M) و (K − L) ،١٨.١.٢ گزاره به بنا پس هستند G از اصلی عامل�های L

M
و K
L

اثبات
چون بگیرید. نظر در را N = MZ(G)⊴G نرمال زیرگروه حال می�باشند. G در تزویج رده� یک تنها
مستقیم Nحاصل�ضرب =MZ(G)پس Z(G)⊴MZ(G) نیز M⊴MZ(G)و M∩Z(G)و = ١

خارج�قسمتی گروه ٩.٣.١ گزاره طبق لذا MZ(G)

Z(G)
≤ KZ(G)

Z(G)
آن�جایی�که از است. M × Z(G)

G

Z(G)

MZ(G)

Z(G)

∼=
G

MZ(G)
=
G

N
= Ḡ

فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک
KZ(G)

Z(G)

MZ(G)

Z(G)

∼=
KZ(G)

MZ(G)
∼=

K

K ∩ (MZ(G))
=

K

M(K ∩ Z(G))
=
K

M

که

K̄ =
KN

N
=

(K × Z(G))

(M × Z(G))
∼=
K

M

فروبنیوس مکمل و

C̄ =
CN

N
=

(M ⋊ C)

(M × Z(G))
∼=

C

Z(G)

داریم یکریختی دوم قضیه طبق چون است.

L̄ =
LN

N
∼=

L

N ∩ L
=

L

M

است K
M

در مشمول و G

M
از مینیمال نرمال زیرگروه یک لذا و G از اصلی عامل یک L

M
طرفی از و

این�که توجه با هم�چنین است. K̄ در مشمول و Ḡ =
G

N
از مینیمال نرمال زیرگروه یک نیز L̄ پس
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Ḡ از اصلی عامل یک نیز K̄
L̄

لذا است G
L

در مینیمال نرمال و G از اصلی عامل K

L
و K̄
L̄

∼=
K

L

یک تنها برابر (L̄# = L̄ − ١) نیز و (K̄ − L̄) نتیجه در است. Ḡ
L̄

از مینیمال نرمال زیرگروه یک و

K̄ ،٨.٣.١ قضیه طبق پس است Ḡ =
G

N
فروبنیوس هسته K̄ =

KN

N
چون هستند. Ḡ-تزویج رده�

از و L̄ ∩ Z(K̄) ̸= ١ ،١۵.٢.١ قضیه به بنا پس L̄ ̸= ١ و L̄ ⊴ K̄ چون این�رو از است. پوچ�توان
است، مرکزی K̄ در L̄ دیگر به�عبارتی .L̄ ≤ Z(K̄) لذا است Ḡ از مینیمال نرمال زیرگروه L̄ آن�جایی�که
است Ḡ-تزویج رده� یک برابر L̄− ١ چون و می�شوند جابه�جا K̄ اعضای تمام با L̄ اعضای تمام یعنی

�که دارد وجود x ∈ L̄# پس

L̄# = xḠ = {ḡ−١xḡ|ḡ ∈ Ḡ}

= {ḡ−١xḡ|ḡ ∈ C̄}.

رده یک L̄# Ḡ-تزویج رده واقع در ) |L̄#| = |xC̄ | = |C̄| به�طوری�که xḠ = xC̄ = L̄# نتیجه در

پس است حل�پذیر Ḡ

L̄
طرفی از و Ḡ

L̄
در مینیمال نرمال زیرگروه K̄

L̄
چون است). |C̄| مرتبه از C̄-تزویج

است Ḡ-تزویج رده یک برابر نیز K̄ − L̄ طرفی از و آبلی K̄
L̄

این�که به توجه با اکنون است. آبلی K̄
L̄

�که دارد وجود k̄L̄ ∈ (
K̄

L̄
)# لذا

(
K̄

L̄
)# = (k̄L̄)

Ḡ

L̄

= {(ḡL̄)−١(k̄L̄)(ḡL̄)|ḡ ∈ Ḡ}

= {(ḡL̄)−١(k̄L̄)(ḡL̄)|ḡ ∈ C̄}

=⇒ |(K̄
L̄
)#| = |C̄|.

بنابراین است. C̄ مرتبه برابر Ḡ
L̄
خارج�قسمتی گروه از (K̄

L̄
)# Ḡ-تزویج

L̄
رده مرتبه دیگر به�عبارت

|K̄
L̄
| = |L̄| = |C̄|+ ١.

شامل و CK̄(x̄) برابر CḠ(x̄) پس CḠ(x̄) ⊆ K̄ چون ،x̄ ∈ K̄ − L̄ هر ازای به ١.١.٣ قضیه به بنا
لذا x̄ ̸∈ L̄ چون حال .⟨x̄⟩L̄ ≤ ⟨x̄⟩Z(K̄) هم�چنین که است ⟨x̄⟩Z(K̄)

L̄ < CḠ(x̄) ≤ K̄.

نتیجه در
|x̄Ḡ| = |Ḡ|

|CḠ(x̄)|
<

|Ḡ|
|L̄|

=
|C̄||K̄|
|L̄|

= |C̄| |K̄|
|L̄|

= |C̄|٢ + |C̄|. (٢.٣)

است زیر مرتبه از x̄Ḡ = K̄ − L̄ اما
|K̄| − |L̄| = (|C̄|+ ٢(١ − (|C̄|+ ١) = |C̄|٢ + |C̄|
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است. برقرار لم این�رو از و است تناقض در (٢.٣) نابرابری با این که

١.٢.٣ تذکر شرایط در است ممکن که است دلخواه گروه یک G بخش این ادامه��ی در .٩.٢.٣ تذکر
نکند. صدق

فروبنیوس گروه�های و کامینا گروه�های بین روابط می�کنیم بیان اثبات بدون که را زیر مهم قضیه��ی سه
می�دهند. نشان را

تنها و اگر است کامینا گروه G این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١٠.٢.٣ قضیه
باشد: برقرار زیر شرایط از یکی اگر

است. ٣ یا ٢ آن پوچ�توانی رده به�طوری�که باشد کامینا p-گروه یک G (١)

است. دوری آن فروبنیوس مکمل به�طوری�که باشد فروبنیوس گروه یک G (٢)

است. کواترنیون گروه با یکریخت آن فروبنیوس مکمل به�طوری�که باشد فروبنیوس گروه یک G (٣)

شود. رجوع ١ صفحه [١۶] به برهان.

تنها و اگر است ٢-کامینا گروه G این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١١.٢.٣ قضیه
اگر

p به�طوری�که باشد Zpr−١ فروبنیوس مکمل و Zpr فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G (١)
یا r ≥ ١ و است اول عدد یک

باشد. ویژه فوق ٢-گروه یک G (٢)

شود. رجوع ٢۵١ صفحه [١٩] به برهان.

تنها و اگر است ٣-کامینا گروه G این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١٢.٢.٣ قضیه
اگر

p به�طوری�که باشد Z pr−١
٢

فروبنیوس مکمل و Zpr فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G (١)
یا r ≥ ١ و است اول عدد یک

یا باشد ویژه فوق ٣-گروه یک G (٢)

باشد. Q٨ فروبنیوس مکمل و Z٣٢ فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G (٣)

شود. رجوع ٢۵١ صفحه [١٩] به برهان.

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. غیرپوچ�توان متناهی گروه یک G کنید فرض .١٣.٢.٣ قضیه
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می�کند. صدق A شرط در G (١)

.Z(G) = ١ و می�کند صدق B شرط در G (٢)

.Z(G) ≤ [G,G] و می�کند صدق B شرط در G (٣)

است: یکریخت زیر گروه�های از یکی با G (۴)

.|F | > ٢ و است متناهی میدان یک F �که F+ ⋊ F× (آ)

.E٩ ⋊Q٨ (ب)

صدق نیز B شرط در G ،١٠.١.٢ گزاره به بنا پس �می�کند صدق A شرط در G چون .٢ ⇐= ١ برهان.
معتبر نیز K = γ∞(G) و �G برای آوردیم به�دست بخش این در که را نتایجی تمام این�رو از می�کند.
بر اما .Z(G) ≤ [K,G] = K ،١١.١.٢ گزاره طبق لذا ١ < K = [K,G] ،٢.٢.٣ لم به بنا هستند.
شرط آنگاه Z(G) = ١ اگر دیگر عبارت به .Z(G) = ١ نتیجه در و Z(G)∩K = ١ ،۶.٢.٣ لم طبق

باشد. برقرار (٢) گزاره اگر تنها و اگر است برقرار (١) گزاره بنابراین است. B شرط معادل A
آن�جایی�که از و [G,G]∩Z(G) = ١ ،٧.٢.٣ لم به بنا پس می�کند صدق B شرط در G چون .٣ ⇐= ٢

.Z(G) ≤ [G,G] لذا Z(G) = ١
داشته باید پس Z(G) ≤ [G,G] چون اینک .[G,G] ∩ Z(G) = ١ ،٧.٢.٣ لم طبق بر .٢ ⇐= ٣

.Z(G) = ١ باشیم
آن�جایی�که از و است G از مینیمال نرمال زیرگروه یک K = γ∞(G) ،٨.٢.٣ لم طبق بر .۴ ⇐= ٢
و |K#| ≥ ٢ �که است G-تزویج رده یک تنها K# = K − ١ ،١٧.١.٢ گزاره به بنا لذا K = [K,G]

است. مقدماتی آبلی یکp-گروه K نیز
Z(G) = فرض١ طبق .Z(G) ≤ C �که دارد Gوجود Kدر برای C مکمل ۶.٢.٣ لم به توجه با هم�چنین

و K فروبنیوس هسته با فروبنیوس گروه یک G

Z(G)
=
G

١ = G = K ⋊ C ،٣.٢.٣ لم به بنا پس

٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک یا و غیربدیهی دوری یا فروبنیوس مکمل �که است C فروبنیوس مکمل
داریم عبارتی به می�کند. عمل تزویج با K روی C ،٣٢.١.١ قضیه طبق است.

C ×K −→ K.

(c, k) 7−→ kc = c−١kc

C در K از عنصر یک پایدارساز ۶.٣.١ قضیه به بنا لذا است فروبنیوس گروه یک G این�که به توجه با
از است عبارت

StC(k) = {c ∈ C|c−١kc = k} = CC(k) = ١,

است زیر به�صورت k ∈ K عنصر مدار -C هم�چنین
OrbC(k) = {kc|c ∈ C}.
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.|K#| = |C| لذا است G در G-تزویج رده یک تنها K# چون .|{kc|c ∈ C}| = |C| این�رو از
بنابراین

|K| = |C|+ ١.

pn > ٢ ازمرتبه K مقدماتی آبلی گروه یک از نیم�مستقیم حاصل�ضرب G آنگاه باشد دوری C اگر حال
می�کند. عمل K روی باوفا به�طور که است pn − ١ مرتبه از C دوری گروه یک نیز و n ≥ ١ ازای به
گزاره از (آ) بخش در pn مرتبه از F متناهی میدان برای F+ ⋊ F× گروه با یکریخت G این�صورت در

است. (۴)
یکریخت Gاین�صورت در .|K| = |C|+١ = ٩ آنگاه باشد ٨ مرتبه از کواترنیون گروه یک C اگر حال

است. (۴) گزاره از (ب) بخش در E٩ ⋊Q٨ گروه با
،٢.١.٣ لم به بنا پس است فروبنیوس گروه یک G = F+ ⋊ F× ،١٠.١.٣ مثال طبق .١ ⇐= ۴
،x ∈ G − [G,G] هر ازای به لذا است. کامینا گروه یک G ،١٠.٢.٣ قضیه به بنا نیز و Z(G) = ١
٧.٢.٢ تعریف طبق لذا است ٢-کامینا گروه یک G ،١١.٢.٣ قضیه به بنا هم�چنین .xG = x[G,G]

تزویج رده تزویج، رده دو این از یکی به�وضوح است. تزویج رده دو از اجتماعی آن، از جابه�جاگر زیرگروه
و [G,G] = F+ × ١ ،١١.١.٣ نتیجه برطبق است. یک

γ٢(G) = γ٣(G) = γ۴(G) = γ۵(G) = . . . = γ∞(G) = F+ × ١.

هستند زیر به�صورت G از تزویج رده�های x ∈ G هر ازای به فوق، مطالب به توجه با اینک
xG = x[G,G] = x(F+ × ١) ∀x ∈ G− [G,G]

xG = [G,G]# = (F+)# × ١ ∀x ∈ [G,G]− ١

xG = ١ x = ١

می�گیرند. قرار γ٢(G) − ١ یا γ١(G) − γ٢(G) زیرمجموعه دو در G از y و x دلخواه عناصر بنابراین
است: پذیر امکان� زیر حالت سه این�صورت در

پس y ∈ γ١(G) − γ٢(G) چون .x, y−١ ̸∈ Z(G) لذا .x, y ∈ γ١(G) − γ٢(G) اول) (حالت
داریم فوق تزویج رده�های به بنا حال .y−١ ∈ γ١(G)− γ٢(G)

xG = xG
′

, (y−١)G = y−١G
′
.

رو این از و xy ̸∈ G
′ می�دهد نتیجه این که xG′ ̸= y−١G

′ بنابراین .xG ̸= (y−١)G کنید فرض
این�صورت در .(xy)G = (xy)G

′

xGyG = xG
′
yG

′
= (xy)G

′
= (xy)G.

است. برقرار حکم x, y ∈ γ١(G)− γ٢(G) ازای به نتیجه در
داریم فوق تزویج رده�های به بنا صورت این در .y ∈ (γ٢(G))

# و x ∈ γ١(G)−γ٢(G) دوم) (حالت

xG = xγ٢(G) , yG = (γ٢(G))
#.
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به�وضوح .xG ̸= (y−١)G کنید فرض

xGyG = xγ٢(G)(γ٢(G))
# = xγ٢(G).

نتیجه در .xy ̸∈ γ٢(G) پس y ∈ (γ٢(G))
# و x ̸∈ γ٢(G) چون

(xy)G = xyγ٢(G) = xγ٢(G).

می�کند. صدق A شرط در G بنابراین
xG = (y−١)G = داریم، فوق تزویج رده�های به بنا صورت این در .x, y ∈ (γ٢(G))

# سوم) (حالت
نمی�شود. گرفته نظر در حالت این لذا (γ٢(G))#

است. برقرار حکم فوق حالت سه از یک هر در بنابراین
،٢.١.٣ لم به بنا پس فروبنیوساست Gیکگروه ،١٣.١.٣ مثال طبق .G = E٩⋊Q٨ فرضکنید اکنون
،x ∈ G − [G,G] هر ازای به لذا است. کامینا گروه یک G ،١٠.٢.٣ قضیه به بنا نیز و Z(G) = ١
از جابه�جاگر زیرگروه لذا است ٣-کامینا گروه یک G ،١٢.٢.٣ قضیه به بنا هم�چنین .xG = x[G,G]

برطبق است. یک تزویج رده تزویج، رده دو این از یکی به�وضوح است. تزویج رده سه از اجتماعی آن،
نیز و γ٣(G) = E٩ × ١ و [G,G] = G′ = E٩ ⋊ Z(Q٨) ،١۶.١.٣ نتیجه

γ۴(G) = γ۵(G) = γ۶(G) = . . . = γ∞(G) = E٩ × ١.

هستند زیر به�صورت G از تزویج رده�های x ∈ G هر ازای به فوق، مطالب به توجه با اینک

xG = xγ٢(G) = x(E٩ ⋊ Z(Q٨)) ∀x ∈ G− γ٢(G)

xG = xγ٣(G) = x(E٩ × ١) ∀x ∈ γ٢(G)− γ٣(G)

xG = γ٣(G)
# = (E٩)

# × ١ ∀x ∈ γ٣(G)− ١

xG = ١ x = ١

γ٣(G)−١ یا γ٢(G)−γ٣(G) یا γ١(G)−γ٢(G) زیرمجموعه سه Gدر از y و x دلخواه عناصر بنابراین
است. قبل مرحله مانند ممکن، حالت�های از یک هر در قضیه اثبات که می�گیرند قرار

صدق B شرط در G این�صورت در باشد. غیرپوچ�توان متناهی گروه یک G کنید فرض .١۴.٢.٣ قضیه
باشد. ایزوکلینیک زیر گروه�های از یکی با G اگر تنها و اگر می�کند

.|F | > ٢ و است متناهی میدان یک F �که F+ ⋊ F× (١)

.E٩ ⋊Q٨ (٢)
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و G برای بخش این نتایج تمام این�صورت در کند. صدق B شرط در G کنید فرض برهان.
.[G,G] ∩ Z(G) = ١ داریم ٧.٢.٣ لم به بنا به�ویژه است. برقرار نیز K = γ∞(G)

گزاره طبق هم�چنین است. ایزوکلینیک Ḡ =
G

Z(G)
قسمتی خارج گروه با G ،۴.٣.٢ قضیه طبق لذا

از تصویر γ∞(Ḡ) = K̄ =
KZ(G)

Z(G)
∼= K > ١ به�علاوه می�کند. صدق A شرط در G

Z(G)
،٨.١.٢

E٩ ⋊ Q٨ یا F+ ⋊ F× گروه�های از یکی با Ḡ ،١٣.٢.٣ قضیه به بنا این�رو از است. γ∞(G) = K

است. ایزوکلینیک گروه�ها این از یکی با G نتیجه در و یکریخت
یک هر باشد. ایزوکلینیک E٩ ⋊ Q٨ یا F+ ⋊ F× گروه�های از یکی با G کنید فرض به�عکس حال
در G ،٧.٣.٢ نتیجه طبق بنابراین می�کنند. صدق B شرط در ١٣.٢.٣ قضیه به توجه با گروه�ها این از

می�کند. صدق B شرط

و اگر می�کند صدق B شرط در G این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنید فرض .١۵.٢.٣ قضیه
گروه�های از یکی با باید G این�رو از باشد. ایزوکلینیک می�کند صدق A شرط در که گروهی با G اگر تنها

باشد. ایزوکلینیک زیر

متناهی. آبلی گروه هر (١)

کامینا. p-گروه (٢)

.|F | > ٢ و است متناهی میدان یک F �که F+ ⋊ F× (٣)

.E٩ ⋊Q٨ (۴)

گروه یک G کنید فرض است. برقرار حکم باشد متناهی آبلی گروه یک G هرگاه ٣.٣.٢ لم به بنا برهان.
اگر تنها و اگر می�کند صدق B شرط در G ،١٠.٣.٢ قضیه به بنا این�صورت در باشد. پوچ�توان ناآبلی
در باشد. غیرپوچ�توان ناآبلی گروه یک G کنید فرض حال باشد. ایزوکلینیک کامینا p-گروه یک با G
با یا و F+ ⋊ F× با G اگر تنها و اگر می�کند صدق B شرط در G ،١۴.٢.٣ قضیه به بنا این�صورت

باشد. ایزوکلینیک E٩ ⋊Q٨

این�صورت در می�کند. صدق B شرط در که باشد متناهی ناآبلی گروه یک G کنید فرض .١۶.٢.٣ قضیه
. Z(G) ≤ [G,G] اگر تنها و اگر می�کند صدق A شرط در G

می�شود. حاصل نتیجه ١٣.٢.٣ و ١٧.٢.٢ قضیه�های از برهان.
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Aabstract

In this thesis first we define conjugacy classes finite groups and we express this the
feature which the product of any two non-inverse conjugacy classes is equal to a conjugacy
class, in terms of A and B hypotheses.
Then we define Camina groups, Frobenius groups and the isoclinism and isoclinic in finite
groups and Then we study Their relation with hypotheses A and B.
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