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೯دایا...
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଒یراฮمد৤୓کاری� ମیاণدآوردهوభ�ଘࢌراॻمد৤୓ی�਩ما඼່ฬ଒ی�داৣمਗ.ندඅ౶ی�ਗنّاേ৳
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چൊیده
uv ∈ E(G) هر برای هرگاه گوييم مجاز رنگ�آميزی يک را c : V (G) −→ ℵ تابع ،G گراف برای

.c(u) ̸= c(v) باشيم داشته
را ،Σ(G) ،G رنگی مجموع و می�کنيم تعريف Σu∈V (G)c(u) با برابر را c رنگ�آميزی با متناظر رنگی مجموع
کمترين همچنين می�دهيم. قرار G مجاز رنگ�آميزی�های همه�ی ميان در رنگی، مجموع برای ممکن مقدار کمترين
را کرد پيدا G گراف رنگی مجموع با يکسان رنگ مجموع با رنگ�آميزی، يک می�توان آن، برای که رنگی تعداد

می�ناميم. ،s(G) ،G رأسی قدرت
گسترش و بسط و رنگی مجموع مسأله�ی ايجاد روند با گذشته، تحقيقات بر مرور با اول فصل در پايان�نامه، اين در
مسأله�ی از کاربردی بيان با الکترونيک، و مهندسی نظير علومی در را آن گستره�ی و شد خواهيم آشنا مفهوم اين

داد. خواهيم نشان است، معروف «V LSI «طراحی مسأله�ی به که رنگی» «مجموع
داشت. خواهيم آينده فصل�های در استفاده مورد کلی قضايای و اساسی تعاريف بر مروری دوم فصل در همچنين
برای کران�هايی بررسی به و بيان، سوم فصل در را گراف رأسی قدرت و رنگی مجموع مينيمال، رنگ�آميزی مفاهيم

پرداخت. خواهيم مفاهيم اين
می�پردازيم رنگی مجموع برای کران�هايی ذکر به گراف�ها، همريختی مفهوم از استفاده با چهارم فصل در نهايت در و
خواهيم پايان به رأسی، قدرت و رنگی مجموع مقادير از تقريبی محاسبه�ی جهت الگوريتم، دو بيان با را فصل و

رساند.

رأسی قدرت مينيمال، رنگ�آميزی رنگی، مجموع : کلیدی کلمات
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١ فصل

مقدمه

گفتار پیش ١.١

است. گسسته رياضيات بخش�های مهمترين از يکی گراف�ها، رنگ�آميزی مبحث ترديد بدون
به�دليل دارد، کامپيوتری علوم و گسسته رياضيات در مرکزی نقش نظری، لحاظ از علاوه�بر�اينکه مبحث اين

است. يافته روز�افزون اهميتی علمی، مسائل در فراوانش کاربردهای
برای آن انعطاف�پذيری ديگر سوی از و می�گيرد، قرار بررسی مورد مبحث اين در که مسأله�ای کلّيت سو يک از
گسسته رياضيات محوری مفاهيم از يکی به «رنگ�آميزی۱»، مفهوم که است شده باعث خاص، مسائل مدل�سازی

کرد. توصيف زير به�صورت می�توان کلی حالت در را مبحث اين در بررسی مورد مسأله�ی شود. تبديل
: مسأله

دهيد ارائه مجموعه اين اعضای از افرازی است. مفروض آن روی شده تعريف رابطه�ی يک با همراه «مجموعه�ای
باشند.» نداشته رابطه باهم افراز، بخش هر به متعلّق اعضای که

را متنوعی مسائل افراز، های بخش تعداد بودن مينيمم شرط مانند افراز، روی اضافی شرايط با همراه مسأله اين
می�گيرند. قرار بررسی مورد رنگ�آميزی مبحث در که می�آورند پديد

«رنگ�آميزی عنوان با گراف، روی رنگ�آميزی مختلف انواع از يکی بررسی به پايان�نامه، اين در است شده سعی
شود. داده شرح گراف «قدرت۴» و رنگی۳» «مجموع نظير مفاهيمی آن، از استفاده با و شود پرداخته مينيمال۲»
است ذکر به لازم لذا می�شود، مطرح نيز يال�ها مجموعه�ی روی رأس�ها علاوه�بر گراف�ها رنگ�آميزی آنجايی�که از

بود. خواهد گراف�ها رأسی۶ قدرت و رأسی۵ رنگی مجموع روی بر فقط ما تمرکز پايان�نامه، اين طول در که

۱Coloring
۲Minimal Coloring
۳Chromatic Sum
۴Strength
۵Vertex Chromatic Sum
۶Vertex Strength

۳



۴ مقدمه .۱

تاریخچه ٢.١

شاخه�ای واقع در مبحث اين می�کند. بحث گراف�ها درباره�ی که است رياضيات از شاخه�ای گراف، نظريه�ی
برخلاف گراف، نظريه�ی دارد. تنگاتنگی و مستحکم پيوند ماتريس�ها، نظريه�ی و جبر با که است توپولوژی از
سوئيسی، رياضيدان اويلر۷» «لئونارد از مقاله�ای انتشار آن و دارد مشخصی آغاز نقطه�ی رياضيات، ديگر شاخه�های

است. ميلادی ۱۷۳۶ سال در کونيگسبرگ، پل�های مسأله�ی حلّ برای
به�گونه�ای است گرافشده نظريه�ی موجبگسترشچشم�گير آن، کاربرد�های به�ويژه رياضيات، در اخير پيشرفت�های
کدگذاری»، «نظريه�ی مانند گوناگون زمينه�های در تحقيق برای مناسبی بسيار ابزار گراف، نظريه�ی هم�اکنون �که

است. گرديده ... و مهندسی» «علوم الکتريکی»، مدارهای «طراحی عمليات»، در «تحقيق
مبحث است، شده واقع توجه مورد بسيار اخير دهه�ی چند در که گراف نظريه�ی از غنی و وسيع مبحث يک
رنگ�آميزی از روشی به پايان�نامه، اين در که دارد وجود گراف رنگ�آميزی از مختلفی انواع است. گراف رنگ�آميزی

می�شود. پرداخته است، مشهور رنگی مجموع مسأله�ی و مینیمال رنگ�آمیزی به که گراف،
مهم نتايج شد. معرفی ميلادی ۱۹۸۷ سال در «کوبيکا۸» دکتری رساله�ی در اولين�بار برای رنگی، مجموع مفهوم
بر «مقدمه�ای عنوان تحت «شوئنک۹»، و «کوبيکا» مشترک مقاله�ی در ۱۹۸۹ سال در رساله، آن در شده ارائه
برای رنگی مجموع محاسبه�ی مسأله�ی که است شده ثابت مقاله اين در است. شده آورده رنگی»[۱۳] مجموع
،s ≥ ۲ طبيعی عدد هر برای که دادند نشان مقاله اين در آنها همچنين است. NP-سخت۱۰ دلخواه، گراف يک

جايی�که: دارد وجود ts رئوس تعداد و s رأسی قدرت با درخت يک

ts =
۱√۲

(
(۲+√۲)s−۱ − (۲−√۲)s−۱)

k ≥ ۲ صحيح عدد هر برای که دادند نشان [۵] مشترک مقاله�ای در «کوبيکا» و اردوس۱۱» «پل ،۱۹۹۰ سال در
و دارد وجود k + t حداقل رأسی» «قدرت و k رنگی۱۲ عدد با گراف يک ،t ≥ ۱ مثبت و صحيح عدد هر و
«اردوس» مقاله، همين در باشد. رنگی» «عدد از بزرگتر بسيار می�تواند رأسی» «قدرت که دادند نشان به�اين�صورت
درجه�ی ماکسيمم که نمودند ارائه k رأسی» «قدرت با درختی ساختن برای را خطی الگوريتمی «کوبيکا»، به�همراه

است. k
۲

۲ تقريباً درخت، آن
عنوان تحت [۱۲] مشترک مقاله�ای در وست۱۴»، بی «داگلاس و جيانگ۱۳» «تائو ،۱۹۹۹ سال در همچنين
k ≥ ۲ و k رأسی» «قدرت با ،Tk درخت ساخت دستورالعمل رنگ�ها»، مجموع مينيم با درخت�ها «رنگ�آميزی

دارد. ۲k − ۲ درجه�ی ماکسيمم ،Tk درخت آن، در که دادند ارائه را

۷Leonard Euler
۸Kubicka
۹Schwenk

۱۰Non-deterministic Polynomial-time Hard
۱۱Paul Erdos
۱۲Chromatic Number
۱۳Tao Jiang
۱۴Douglas B West
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،k ≥ ۴ صحيح عدد هر برای و p(۲, ۱) = p(۳, ۱) = ۸ که دادند نشان [۵] در همکارانش و «اردوس»

p(k, ۱) = k + ۱+
⌊۱+√۸k + ۱

۲
⌋

(۱.۱)

کمترين p(k, t) ،t ≥ ۱ و k ≥ ۲ صحيح عدد هر برای جايی�که ،π(۱) = ۸ که گرفتند نتيجه آن از و
و می�باشد k + t حداقل رأسی قدرت و k رنگی عدد با گراف�های همه�ی بين از گراف، يک رأس تعداد

.π(t) = mink p(k, t)

: t ≥ ۱ و k ≥ ۲ صيحيح عدد زوج هر برای که دادند نشان مقاله همان در آنها همچنين

p(k, t) ≤
(
k(k − ۱) + ۱

)⌊ t
k−۱−۱⌋

(ktmod(k−۱) + ۱)k۳ (۲.۱)

: t مثبت و صحيح عدد هر برای که گرفتند نتيجه و
p(۲, t) ≤ ۸.۳t−۱ (۳.۱)

و
π(t) ≤ (t+ ۱)۳ (۴.۱)

عنوان تحت [۱۰] مشترک مقاله�ای در «توسرکانی۱۷»، و «مهرآبادی»۱۶ ابوالحسن۱۵»، «حاجی ،۱۹۹۸ سال در
مفهوم از استفاده با توانستند و پرداختند p(k, t) برای کران�هايی بيان به رنگی»، مجموع و جدولی «گراف�های
برای به�دست�آمده کران�های از برخی به زير در که به�دست�آورند را p(k, t) دقيق مقدار جدولی۱۸، گراف�های

است. شده اشاره p(k, t) دقيق مقدار و p(k, t)
: t ≥ ۱ و k ≥ ۴ صحيح عدد زوج هر برای

p(k, t) ≤ k(k + ۳)
۲ (

k + ۱
k − ۱)

t−۱ −
(
k

۲
)

(۵.۱)

: t ≥ ۴ صحيح عدد هر برای همچنين و

π(t) ≤ e۲ − ۱
۲ t۲ +

۳e۲ + ۱
۲ t (۶.۱)

[۱۰] در همکارانش و ابوالحسن» «حاجی ،t ≥ ۱ و k ≥ ۲ فرض با می�باشد. «نپر۱۹» عدد همان ،e جايی�که
: که دادند نشان

p(k, t) ≥
( k

k − ۱
)t−۱

p(k, ۱) (۷.۱)

و

p(k, t) ≥ k + t+ t⌊۱+
√۸k + ۱
۲ ⌋ (۸.۱)

۱۵Hajiabolhassan
۱۶Mehrabadi
۱۷Tusserkani
۱۸Table Graph
۱۹Napier
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صحيح عدد هر برای که دادند نشان به�اين�گونه جدولی گراف�های مفهوم از استفاده با را p(k, t) دقيق مقدار و
: k ≥ K هر برای به�طوری�که K عدد يک است موجود ،t ≥ ۱

p(k, t) = k + t+ t

⌊۱+√۸k + ۱
۲

⌋
(۹.۱)

برای را کران چندين مشترک[۲۲]، ای مقاله در همکارانشان و علوی۲۱» «يوسف «توماسن۲۰»، ،۱۹۸۹ سال در
برای که بود اين پرداختند، آن اثبات و بيان به که کرانی نخستين و دادند ارائه دلخواه گراف هر در رنگی، مجموع

: nرئوس تعداد و e يال تعداد با G مانند دلخواه گراف هر
Σ(G) ≤ n+ e (۱۰.۱)

می�دهند. نمايش Σ(G) با را رنگی مجموع جايی�که
: يال e با G نظير همبند گراف هر برای که دادند نشان آنها همچنين

⌈
√۸e⌉ ≤ Σ(G) ≤ ⌊۳۲(e+ ۱)⌋ (۱۱.۱)

قدرت نمايش فرض با که نمودند ثابت [۱۶] مقاله�ای در «موريس۲۳»، و «ميچم۲۲» ،۱۹۹۷ سال در همچنين
: داريم G مانند دلخواه گراف هر برای همواره ،s(G) نماد با را گراف يک رأسی

s(G) ≤ ∆(G) + ۱ (۱۲.۱)

همواره رأسی قدرت اينکه به توجه با ،[۹] مشترک مقاله�ای در همکارانش و ابوالحسن» «حاجی ،۲۰۰۰ سال در
: که دادند نشان و بخشيدند بهبود را «بروکس۲۴» قضيه�ی است، بزرگتر رنگی عدد از

باشد. فرد دور يک يا و کامل گراف يک G اگر�و�فقط�اگر s(G) = ∆(G) + ۱ ،G همبند گراف هر برای
توانست ،(col(G)) رنگ�آميزی۲۵ عدد مفهوم از استفاده با همکارانش، و ابوالحسن» «حاجی مقاله، همين در

: G دلخواه گراف هر برای که نمايد بيان به�اين�صورت و ببخشد بهبود را فوق قضيه�ی
s(G) ≤ ⌈∆(G) + col(G)

۲ ⌉ (۱۳.۱)

«حاجی می�باشد، ۲ با برابر آن رنگ�آميزی عدد ،T درخت هر برای اينکه و (۱۳.۱) اثبات و بيان با که بود اينجا و
رنگ�آميزی» «عدد مفهوم از استفاده با درخت�ها رأسی قدرت برای بالا کران يک به همکارانش و ابوالحسن»

: به�طوری�که کردند پيدا دست
s(G) ≤ ⌈∆(G) + col(G)

۲ ⌉ = ⌈∆(T )

۲ ⌉+ ۱ (۱۴.۱)

داريم: G مانند دلخواه بازه�ای۲۷ گراف هر برای که داد نشان «نيکولوسو۲۶» [۱۷] در ،۲۰۰۴ سال در همچنين
s(G) ≤ ۲χ(G)− ۱ (۱۵.۱)

۲۰Thomassen
۲۱Yousef Alavi
۲۲Mitchem
۲۳Morriss
۲۴Brooks
۲۵Coloring Number
۲۶Nicoloso
۲۷Interval Graph
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گراف�های برخی روی آنها، رنگی مجموع محاسبه�ی درنتيجه و گراف�ها رأسی قدرت تعيين جهت الگوريتم�هايی
معقول، زمان در رنگی، مجموع محاسبه�ی و رأسی قدرت تعيين جهت الگوريتمی هيچ�گاه اما شده�اند، ارائه خاص
که چرا نمود، بيان نمی�توان حداقل يا و است نشده بيان باشد، جواب�گو کلی حالت در دلخواه گراف هر برای که

است. NP-کامل۲۸ مسأله يک رنگی»، مجموع «مسأله�ی
وارد رشته�ها از بسياری در نيز رنگی مجموع مفهوم باهم، مختلف علوم بيشتر هرچه شدن درگير و علم پيشرفت با

کند. ايفا را مهمی نقش عرصه اين در است توانسته و است شده عرصه
در ۱۹۹۹ سال در و است شده اشاره آن به نيز پايان�نامه اين در که رنگی مجموع مفهوم کاربردهای از يکی
مدار يک مدل�سازی با مثال، به�عنوان که می�باشد «۲۹V LSI «طراحی به موسوم مسأله�ای شد، مطرح [۲۱ ،۱۸]
مدار آن در نياز مورد سيم طول مينيمم�مقدار رنگی»، «مجموع مفهوم از استفاده و گراف يک به�صورت الکتريکی

به�دست�می�آورد. را
به پا باز ،[۱۱ ،۳ «زمان�بندی۳۰»[۲، به موسوم مقوله�ای در رنگی مجموع ،۲۰۰۳ و ۱۹۹۸ سال�های در همچنين

شد. افزوده مفهوم اين اهميت و کاربرد�ها بر و نهاد عرصه
اثبات به می�توان آنها بين از که است شده انجام رنگی مجموع مفهوم روی زيادی کارهای نيز اخير سال�های در
و «عليشاهی۳۱» توسط ۲۰۰۹ سال در که نمود اشاره رنگی مجموع مفهوم از استفاده با همريختی» وجود «عدم

شد. بيان [۱] مشترک ای مقاله در «طاهرخانی۳۲»
به G از همريختی يک f اگر ، ترايارأس۳۳ گراف يک H و دلخواه گراف يک G که در�صورتی دادند نشان آنها

: آنگاه باشد H

Σ(G)

|G|
≤ Σ(H)

|H|
(۱۶.۱)

،G دلخواه گراف هر برای که کردند ثابت مقاله همان در آنها همچنين

Σ(G) < χf (G)|G| (۱۷.۱)

می�باشد. G گراف کسری۳۴ رنگی عدد ،χf (G) جايی�که
موضوع مهم کاربردهای از يکی به شد، بيان که کوتاهی هرچند تاريخچه�ی نمودن مطرح از بعد اينجا، در حال

نمود. خواهيم اشاره رنگی»، «مجموع يعنی پايان�نامه

۲۸Non-deterministic Polynomial-time Complete
۲۹Very Large Scale Integeration Design
۳۰Scheduling
۳۱Alishahi
۳۲Taherkhani
۳۳Vertex Transitive Graph
۳۴Fractional Coloring Number
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کاربرد ٣.١

[۱۸] در «سونگ۳۷» و «صراف�زاده۳۶» نيکولوسو»، «توسط ۱۹۹۹ درسال رأسی۳۵ جمعی رنگ�آميزی کاربرد
نمود. پيشرفت «V LSI «طراحی و «زمان�بندی» مسأله�ی در آن کاربرد با و شد مطرح

را تعريفی آن از قبل اما می�کنيم، بيان را گراف رأسی جمعی رنگ�آميزی مسأله�ی مهم کاربردهای از يکی اينجا در
می�کنيم. بيان ديد، خواهيم رأسی جمعی رنگ�آميزی کاربرد در که اصطلاحی بيشتر فهم جهت

بزرگ خیلی مقیاس یکپارچه�سازی یا VLSI ١.٣.١

می�پردازد. تراشه ی مجموعه يک در پيچيده خيلی مدارهای يکپارچه�سازی بررسی به که است دانش از شاخه�ای
است. شده تقسيم پياده�سازی و طراحی کلی بخش دو به دانش از شاخه اين

و می�شود عنوان بزرگ مقياس در يکپارچه� مدارهای پياده�سازی به مربوط علمی مباحث پياده�سازی، شاخه در
جمله، يک در می�شوند. عنوان پياده�سازی روش�های به توجه با طراحی، به مربوط مباحث طراحی، شاخه�ی در
مقياس در تخصصی، و علمی نکات و اصول اساس بر پيچيده مدار يک پياده�سازی و طراحی علم ،V LSI

می�باشد. کوچکتر
محاسبه بزرگ خيلی مقياس�های در را الکتريکی مدارهای در بکاررفته سيم طول بخواهيم زمانی�که مثال برای
در آنگاه کنيم، سازی پياده و طراحی کوچکتر مقياس در را آن ،V LSI دانش از استفاده با است کافی کنيم،

است. آسان�تری کار سيم طول محاسبه�ی کوچکتر مقياس
V LSI طراحی مسأله�ی آن و می�پردازيم رأسی جمعی رنگ�آميزی مسآله�ی کاربرد�های از يکی بيان به حال

می�باشد.

VLSI طراحی ٢.٣.١

الکتريکی مدارهای در به�کار�رفته سيم طول نمودن مينيمم رأسی، جمعی رنگ�آميزی مسأله�ی مهم کاربردهای از
می�باشد.

پايانه�ی دو هر باشند. شده داده هستند، متصل به�هم الکتريکی بصورت که پايانه�هايی از مجموعه�ای کنيم فرض
روی پايانه�ها که دارد وجود پايه خط به�عنوان افقی، خط يک مدار، در می�دهند. تشکيل را شبکه يک به�هم، متصل
موازی خط n ≥ ۱ همچنين می�شود. داده پايه خط روی پايانه هر موقعيت که شود توجه می�گيرند. قرار خط اين
می�ناميم. لايه�ای خطوط را خطوط اين و است لايه يک کننده�ی مشخص خط هر که دارد وجود نيز پايه خط با

می�باشد. واحد يک با برابر پايه، خط از موازی خط اولين فاصله�ی و يکديگر از لايه�ای خط دو هر فاصله�ی
استفاده افقی و عمودی صورت به می�توان فقط را سيم�ها می�کنيم. استفاده سيم از يکديگر به پايانه دو اتصال برای

۳۵Vertex Sum Coloring
۳۶Sarrafzadeh
۳۷Song
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در عمودی سيم دو و افقی سيم يک به�وسيله�ی شوند متصل به�هم بايد که پايانه�ای زوج هر که اين�صورت به� نمود
استفاده لايه�ای خط يک از که پايانه�ای زوج دو هيچ به�طوری�که می�شوند متصل همديگر به افقی، سيم انتهای دو

باشند. داشته�� همپوشی همديگر با آنها افقی سيم�های نبايد می�کنند
به که اين�صورت� به� می�شود داده ۱, ۲, ..., n رنگ�های پايه�ای، خط از آنها فاصله�ی با متناسب لايه�ها، به حال
را n رنگ لايه آخرين به ترتيب همين به و ... و ۱, ۲ رنگ�های به�ترتيب ای، پايه خط از لايه دومين و اولين
شده واقع ۱ ≤ i ≤ n ،i لايه�ی در آن افقی� سيم که شبکه�ای رنگ�آميزی، اين با واقع در می�دهيم. اختصاص

می�شود. رنگ�آميزی iرنگ با است
همدیگر به پایانه�ها کردن متّصل برای نیاز مورد سیم کل طول نمودن مینیمم هدف، مسأله، این در

می�باشد.
اتصالات در به�کاررفته سيم�های طول لذا است، ثابت و مشخص پايه�ای خط روی پايانه�ها موقعيت آنجايی�که از
طول مجموع بايد بنابراين می�باشد. به�هم متصل پايانه�ی زوج هر فاصله�های کل مجموع با برابر و بوده مشخص

کرد. مينيمم را اتصلات در نياز مورد عمودی سيم�های
بود. مدار يک اصلی مقياس از کوچکتری مقياس در V LSI طراحی يک واقع در شد گفته که آنچه

گراف یک توسط الکتریکی، مدار یک از VLSI طراحی مدل�سازی ٣.٣.١

می�کنيم: مدل�سازی زير صورت به ،G مانند گراف يک با را الکتريکی مدار يک از V LSI طراحی
شبکه�های سيم�های اگر هستند مجاور گراف، رأس دو می�دهيم. قرار گراف در رأس يک مدار، در شبکه هر به�ازای
به آنجايی�که از باشد. شده واقع ديگری شبکه�ی در شبکه�ای کامل، به�طور يا و باشند متقاطع رأس، دو آن متناظر
عمودی سيم�های طول لايه�ها، به بزرگتر رنگ�های دادن اختصاص با لذا می�شود، داده اختصاص رنگ يک لايه هر

می�يابد. افزايش نياز مورد
مجموع که نمود رنگ�آميزی به�گونه�ای را G گراف می�توان گراف، رأسی جمعی رنگ�آميزی تعريف طبق بنابراين
کمترين شبک�ها به می�توان بنابراين باشد. داشته را ممکن مقدار کمترين رأس�ها، به شده داده اختصاص رنگ�های
کمترين شبکه، هر اتصالات در به�کاررفته عمودی سيم�های طول مجموع به�طوری�که داد اختصاص را رنگ مقدار

باشد. داشته را ممکن مقدار
دارند، اشتراک يکديگر با فاصله�ها اين از برخی و است (بازه) فاصله۳۸ يک پايه، خط روی شبکه هر آنجايی�که از

می�باشد. ای بازه گراف در رأسی جمعی رنگ�آميزی مسأله�ی ،V LSI طراحی مسأله�ی لذا

می�باشد. V LSI طراحی در مدار، يک از نمونه�ای زير شکل

می�کنيم. مدل�سازی (۲.۱) شکل مانند G گراف به�صورت را (۱.۱) شکل
طول مجموع کار، اين با واقع در که نمود تعيين (۲.۱) گراف برای را رأسی جمعی رنگ�آميزی می�توان حال

۳۸Distanc
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V LSI طراحی در مدار يک :۱.۱ شکل

G مدل گراف :۲.۱ شکل

را آمده به�دست Σ(G) است کافی حال ايم. نموده مينيمم را شبکه هر اتصالات در به�کاررفته عمودی سيم�های
تا کنيم جمع پايانه زوج هر فاصله�ی طول مجموع با و دارد) هم�اندازه عمودی سيم دو شبکه (هر کنيم برابر دو

آوريم. به�دست را بالا نمونه�ی مدار در به�کاررفته سيم طول مجموع مينيمم



٢ فصل

مقدماتی قضایای و تعاریف

اثبات در که معروفی قضايای همچنين است. شده بيان رفته�اند، به�کار پايان�نامه اين در که تعاريفی فصل، اين در
برای مناسب، مرجع يک هر مقابل در و می�گردد بيان اثبات بدون می�شود، استناد آنها به آينده، فصول قضايای

است. شده داده قضيه اثبات به مراجعه
G گراف رئوس مجموعه�ی می�باشد. ساده) (گراف طوقه بدون و جهت بدون گرافی ،G پايان�نامه اين سراسر در
شده آورده منبع ذکر بدون تعاريف، از آن�چه می�دهيم. نمايش E(G) با را آن يال�های مجموعه�ی و V (G) با را

است. شده اتخاذ [۴] از است

قضایا و تعاریف ١.٢

هرگاه: گوييم، گراف را (V (G), E(G), ψG) مرتب سه�تايی يک
گوييم. گراف رأس�های آن�را اعضای که باشد ناتهی مجموعه�ای V (G) (i

می�گيريم. نظر در گراف يال�های آن�را عناصر و باشد V (G) از مجزا مجموعه�ای E(G) (ii
الزاماً که V (G) از رأس دو E(G) از يال هر به که به�طوری باشد، V (G) به E(G) از وقوع تابع يک ψG (iii

می�دهد. اختصاص نيستند، متمايز

دو ،e يال می�گوييم آنگاه ،(ψG(e) = uv دهد(يعنی اختصاص را v و u رأس دو e يال به ψG تابع اگر
می�گوييم، و می�ناميم e يال سر) (دو انتهای دو را v و u رأس�های و است کرده متصل يک�ديگر به را v و uرأس

است. واقع v و u رأس�های روی بر e يال برعکس، و هستند واقع e يال بر v و u رأس�های
نمادهای سادگی، برای دهيم. نمايش گرافيکی صورت به می�توانيم را (V (G), E(G), ψG) مرتب سه�تايی
نشان G(V,E) به�صورت را G گراف و می�نويسيم E و V به�صورت به�ترتيب، گاهی را E(G) و V (G)

می�دهيم.
گوييم. متناهی۱ گراف را باشد متناهی آن يال�های مجموعه�ی و رأس�ها مجموعه�ی که گرافی

۱Finite graph

۱۱
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روی بر که يال دو و مجاور۲ رأس دو را باشند واقع مشترک يال يک روی بر که رأس دو گراف، يک در
يال�های و مشترک يال يک بر غيرواقع های رأس هم�چنين، گوييم. مجاور يال دو را باشند واقع مشترک رأس يک

هستند. غيرمجاور يال�های و غيرمجاور رأس�های به�ترتيب مشترک، رأس يک بر غيرواقع
گوييم. پیوندی۴ یال را متمايز انتهای دو با يال يک و طوقه۳ را يکسان انتهای دو با يال يک

گوييم. موازی۵ را يال�ها آن باشد، داشته وجود يال يک از بيش گراف، يک از مشخص رأس دو بين اگر
گراف گراف، از منظور پايان�نامه، اين در گوييم. ساده۶ گراف را باشد موازی يال�های و طوقه فاقد که گرافی

است. ساده و متناهی
از است عبارت و می�دهيم نشان N(v) با را v ∈ V (G) رأس هر همسایگی۷ ،G گراف در

N(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}

نمايش deg(v) يا degG(v) نماد با و گوييم رأس آن درجه��ی۸ را v ∈ V (G)رأس يک بر واقع يال�های تعداد
k گراف، رأس هر درجه�ی اگر حال گوييم. منتظم را است برابر باهم آن رئوس تمام درجه�ی که گرافی می�دهيم.

ناميم. k−منتظم را گراف آن باشد،
می�دهيم. نشان (δ و ∆ (به�اختصار δ(G) و ∆(G) با به�ترتيب را G گراف درجه�ی مينيمم و ماکسيمم

.
∑

v∈V (G) deg(v) = ۲|E| داریم G گراف هر در ([۴]) .١.١.٢ قضیه

کردن محدود از ψH و E(H) ⊆ E(G) ،V (H) ⊆ V (G) هرگاه می�گوييم، G زیرگراف۹ Hرا گراف
گوييم G ۱۰ی سره� زيرگراف را H است، G از زيرگرافی H آن�که فرض با باشد. شده حاصل E(H) به ψG

باشد. V (H) ̸= V (G) هرگاه
مجموعه�ی که G از زيرگرافی آنگاه ،V ′ ̸= ∅ و V ′ ⊆ V اگر می�گيريم. نظر در را G = (V,E) گراف
واقع V ′ در آنها سر دو هر که باشد G از يال�هايی مجموعه�ی برابر يال�هايش مجموعه�ی و V ′ آن رأس�های
يک G[V ′

] می�گوييم همچنين می�شود. داده نمايش G[V ′
] با و شده ناميده V ′ توسط شده القاء زيرگراف است،

می�باشد. G القایی۱۱ زیرگراف
رأس�های حذف با که است G از زيرگرافی آن و می�دهيم نمايش نيز G− V ′ با را G[V \V ′] القايی زيرگراف

می�آيد. به�دست برآنها، واقع يال�های و V ′

۲Adjacent
۳Loop
۴Link
۵Parallel
۶Simple Graph
۷Neighborhood
۸Degree
۹subgraph

۱۰Proper
۱۱Induced Subgraph



۱۳ قضايا و تعاريف .۱.۲

در که دارد وجود Vw و ... و V۲ و V۱ ناتهی زيرمجموعه�های به V رئوس مجموعه از افرازی کنيم فرض
اين�صورت در باشند. يکسانی Vi مجموعه�ی به متعلق دو هر v و u اگر�و�تنها�اگر همبندند v و u رأس دو آن

می�شوند. ناميده G مؤلفه�۱۲های ،G[Vw] و ... ،G[V۲] ،G[V۱] زيرگراف�های

مجموعه�ی با G از زيرگرافی آنگاه ،E ′ ̸= ∅ و E ′ ⊆ E اگر می�گيريم. نظر در را G = (V,E) گراف
G[E ′] با و می�ناميم E ′ به�وسيله�ی شده القا زيرگراف را E ′ يال�های مجموعه و E ′ يال�های سر دو رأس�های

می�باشد. G یالی۱۳ القایی زیرگراف يک G[E ′
] می�گوييم همچنين می�دهيم. نمايش

به�طوری�که شود افراز E۲ و E۱ ناتهی زيرمجموعه�ی به بتواند E اگر است برشی۱۴ رأس ،G گراف از v رأس
هستند. مشترک v رأس در تنها G[E۲] و G[E۱]

می�باشد. غير�مجاور دو به دو رئوس از مجموعه�ای گراف، يک در مستقل۱۵ مجموعه�ی يک

با را آن که است، گراف رئوس از مستقل مجموعه�ی بزرگترين اندازه��ی با برابر گراف، يک استقلال۱۶ عدد
می�دهيم. نشان α(G)

چنان Y و X مستقل مجموعه�ی زير دو به را آن رئوس مجموعه�ی بتوان که است گرافی بخشی۱۷ دو گراف
باشد. Y در آن ديگر سر و X در آن سر يک يال، وجود صورت در که نمود افراز

هستند، ويال�ها رأس�ها متناوباً آن جمله�های که است w = v۰e۱v۱e۲v۲...ekvk ناتهی دنباله�ی ،G در گشت۱۸
هستند. vi و vi−۱ ،ei انتهای دو ،۱ ≤ i ≤ k برای به�قسمی�که

گوييم. مسیر۱۹ را w آنگاه نباشند، تکراری رئوس ،w گشت در اگر

بيشترين فاصله، بيشترين از منظور .G گراف از رأس دو بين فاصله�ی بيشترين از است عبارت G قطر۲۰
می�باشد. گراف از دلخواه رأس دو بين مسير، يک پيمودن در يال، تعداد

۱۲Component
۱۳Edge induced subgraph
۱۴Cut Vertex
۱۵Independent
۱۶Independent
۱۷Bipartite Graph
۱۸Walk
۱۹Path
۲۰Diameter
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می�دهد. دور۲۱ يک تشکيل باشند) منطبق برهم آن انتهای و ابتدا (نقاط بسته�ای مسير هر

ديگر به�عبارت باشد، داشته وجود مسير يک آن دلخواه رأس دو هر بين در که است گرافی همبند۲۲ گراف
باشد. دسترسی قابل ديگر، دلخواه رأس از دلخواه، رأس هر

به�هم يکتا مسيری به�وسيله�ی رأس دو هر و نباشد موجود دوری هيچ آن در که همبند است گرافی درخت۲۳،
باشند. متصل

است. جنگل۲۴ يک G ناهمبند و بی�دور گراف

با را رأسی n کامل گراف باشد. موجود يال يک آن دلخواه رأس دو هر بين که است گرافی کامل، گراف
می�دهيم. نشان kn

می�کنيم. تعريف گراف آن برای خوشه۲۵ يک را، گراف يک کامل گراف زير هر

يک شده، داده حقيقی) (بازه�ی حقيقی فاصله�ی هر به�ازای آن در که است گرافی فاصله، يا بازه�ای گراف
اشتراک هم با آنها متناظر فواصل اگر اگروفقط هستند مجاور گراف اين در رأس دو می�دهيم. اختصاص رأس

باشند. داشته

g : مانند تابع يک ،H به G گراف از g مانند همریختی۲۶ يک باشند، گراف دو H و G اينکه فرض با
می�کند. نگاشت g(u)g(v) ∈ E(H) به را uv ∈ E(G) به�طوری�که می�باشد V (G) −→ V (H)

با را H به G از همريختی�های همه�ی مجموعه�ی همریخت�اند. H و G گراف دو گوييم اين�صورت در
می�دهيم. نشان Hom(G,H)

مجموعه�ی بين f : V (G) −→ V (H) پوشای و يک�به�يک تابع هرگاه یکریخت�۲۷اند H و G گراف دو
در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگروفقط�اگر uv ∈ E(G) به�طوری�که باشد، داشته وجود H و G گراف دو رئوس

گوييم. H به G از یکریختی۲۸ يک را f اين�صورت

خودريختی�های همه�ی مجموعه�ی Gناميم. روی يکخودریختی۲۹ را f : V (G) −→ V (G) يکريختی يک

۲۱Cycle
۲۲Connected Graph
۲۳Tree
۲۴Forest
۲۵Clique
۲۶Homomorphism
۲۷Isomorphic
۲۸Isomorphism
۲۹Automorphism
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است. متناهی رئوس، تعداد زيرا می�باشد متناهی البته و ناتهی ،G روی
می�ناميم. جایگشت۳۰ يک را f : V (G) −→ V (G) مانند پوشا و يک�به�يک تابع هر

حافظ که می�باشد گراف آن رئوس روی جايگشت�های از گروه يک گراف، يک روی خودریختی۳۱[۸] گروه
است. مجاورت

خودريختی، گروه را آن و می�دهيم نشان Aut(G) با را V (G) روی خودريختی�های همه�ی مجموعه�ی همچنين
می�ناميم. توابع، ترکيب دوتايی عمل با

باشد موجود f ∈ Aut(G) مانند تابع يک u, v ∈ V (G) هر به�ازای هرگاه است ترایارأس[۸] G گراف
.u = f(v) به�طوری�که

است، شده تعريف زير در که KG(m,n) کنسر گراف و kn کامل گراف است. منتظم لزوماً ترايارأسی گراف
هستند. ترايارأسی گراف از نمونه�هايی

آن رئوس مجموعه�ی که است گرافی ،m ≥ ۲n و می�دهيم نشان KG(m,n) با را آن که ،[۸]۳۲ کنسر )گراف
m
n

) آن رئوس تعداد يعنی می�دهند، تشکيل {۱, ۲, ...,m} ثابت مجموعه�ی از عضوی n زيرمجموعه�های را
باشند. نداشته هم با اشتراکی هيچ آنها متناظر nعضوی مجموعه�های اگر مجاورند، هم با آن رأس دو و می�باشد،

با است برابر می�باشد، m−n)-منتظم
n

) گراف يک که KG(m,n) گراف يال�های تعداد همچنين

|E(KG(m,n))| =
(
m
n

)
.
(
m−n
n

)
۲

داد. نشان KG(m, ۱) کنسر گراف به�صورت می�توان را km کامل گراف

uv ∈ E(G) هر برای هرگاه گوييم مجاز۳۳ رأسی يکرنگ�آمیزی را c : V (G) −→ ℵ تابع ،Gگراف برای
رنگ�ها دادن نسبت از است عبارت مجاز، رأسی رنگ�آميزی يک ديگر به�عبارت .c(u) ̸= c(v) باشيم داشته

نباشند. همرنگ مجاور، رئوس به�طوری�که گراف، يک رأس�های به طبيعی) (اعداد

k حداکثر از استفاده با G از مجاز رأسی رنگ�آميزی يک هرگاه می�شود k-رنگ�پذیر۳۴گفته ،G گراف به
باشد. موجود رنگ

رأسی رنگی عدد باشد. k-رنگ�پذير ،G به�طوری�که است k عدد کوچکترين گراف، يک رأسی۳۵ رنگی عدد
می��دهيم. نمايش χ(G) با را

۳۰Permutation
۳۱Automorphism Group
۳۲Kneser Graph
۳۳Proper Vertex Coloring
۳۴K-colorable
۳۵Vertex Chromatic Number
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: که است شده ثابت [۱۵] در و می�باشد ۲ دوبخشی گراف�های و درختان رنگی عدد
χ(KG(m,n)) = m− ۲n+ ۲

گراف هر برای همچنين .χ(H) < χ(G) ،G از H سره�ی گراف زير هر برای اگر است بحرانی۳۶ G گراف
: داريم بحرانی

δ(G) ≥ χ(G)− ۱

باشد عددی کوچکترین n اگر�و�تنها�اگر χ(G) = n باشد، گراف یک G کنیم فرض ([۴]) .٢.١.٢ قضیه
اگر�و�تنها�اگر χ(G) = n دیگر به�عبارت باشد، موجود f : G −→ kn مانند همریختی یک که

χ(G) = n = min
{
r ∈ N

∣∣∃f : G −→ kn همريختی {fيک
با: است برابر می�دهيم نشان χf (G) با که G گراف کسری۳۷[۸] رنگی عدد

χf (G) = inf
{m
n

∣∣∃f : G −→ KG(m,n) همريختی fيک
}

بنابراين و آيد به�دست می�تواند تعريف اين در اينفيمم که شد ثابت تعريف، اين ارائه�ی از بعد مدتی
χf (G) = min

{m
n

∣∣∃f : G −→ KG(m,n) همريختی fيک
}

گراف که نقشی همان که دريافت را نکته اين کسری، رنگی عدد تعريف و (۲.۱.۲) قضيه�ی به توجه با می�توان
کرد. خواهد ايفا کسری رنگی عدد برای کنسر گراف می�کند، ايفا رأسی رنگی عدد برای کامل

KG(m,n) به G از اگر دو، هر تعاريف به توجه با زيرا ،χf (G) ≤ χ(G) که نمود مشاهده می�توان وضوح به
طبق بنابراين باشد، بزرگتر m

۱ از نيز m
′

n
و باشد عدد کوچکترين m

′

n
به�طوری�که باشد موجود همريختی يک

می�گيريم، نظر در χf (G) به�عنوان را m
۱ دارد، وجود همريختی يک km به G از آن�جايی�که از و χ(G) تعريف

.χf (G) ≤ χ(G) همواره بنابراين
χf (G) اينکه يعنی اين و باشد بزرگ دلخواه به�اندازه�ی می�تواند χ(G)

χf (G)
که می�شود داده نشان [۲۰] در البته

باشد. χ(G) از کوچکتر خيلی می�تواند

قضيه�ی آينده، فصل�های در آن از استفاده با و بيان G گراف رنگ�آميزی۳۸» «عدد به�عنوان را مفهومی اينجا در
می�باشد. (۶.۳.۳) قضيه�ی يافته�ی بهبود که می�کنيم اثبات را (۷.۳.۳)

شده مطالعه و معرفی [۶] در ۱۹۶۶ سال در «هاجنال۴۰» و «اردوس۳۹» توسط اولين�بار رنگ�آميزی»، «عدد
پارامتر اين است، دست در col(G) محاسبه�ی برای مناسبی الگوريتم�های آنجاکه از نظری، اهميت علاوه�بر است.

دارد. فراوانی کاربردهای گراف�ها الگوريتمی نظريه�ی در
۳۶Critical
۳۷Fractional Chromatic Number
۳۸Coloring number
۳۹Erdos
۴۰Hajnal



۱۷ قضايا و تعاريف .۱.۲

col(G) نماد با که G رنگ�آمیزی» «عدد ،V (G) = {v۱, v۲, ..., vn} و باشد گراف يک G کنيد فرض
: می�گردد تعريف زير به�صورت می�شود، داده نمايش

col(G) = min
π

max
i

{dGπ(i)
(vπ(i))}

است. شده گرفته می�کنند، عمل {۱, ۲, ..., n} روی که π جايگشت�های همه�ی روی مينيمم فوق، رابطه�ی در
،degGπ(i)

(vπ(i)) از منظور و می�شود القا vπ(۱), vπ(۲), ..., vπ(i) رأس�های توسط که Gاست از القايی زيرگراف ،Gπ(i)

است. Gπ(i) گراف در vπ(i) رأس درجه�ی
،d مانند طبيعی عدد کوچکترين با است برابر G گراف رنگ�آمیزی عدد که گفت می�توان ساده�تر عبارت به
،G گراف از uرأس هر برگشتی درجه�ی ،G گراف رئوس مجموعه از خطی ترتيب رابطه�ی هر برای به�طوری�که
رئوس تعداد ،uرأس برگشتی درجه�ی از منظور باشد. d از کمتر اکيداً ،|{v : v < u , uv ∈ E(G)}| يعنی

می�باشد. می�کنند، صدق خطی ترتيب رابطه�ی در که آن با مجاور
۱۹۶۸ سال در که است «زکرس-ويلف۴۱» عدد دارد ارتباط col(G) با غيرمنتظره�ای به�طور که ديگری پارامتر
القايی گراف�های زير همه�ی روی ماکسيمم که است ۱+maxH⊆G δ(H) مساوی پارامتر اين است. شده معرفی

می�شود. گرفته G از H
: داريم G دلخواه گراف هر برای که کردند اثبات [۱۴] در «وايت۴۳» و «ليک۴۲» ،۱۹۷۰ سال در

col(G) = ۱+max
H⊆G

δ(H) (۱.۲)

می�باشد. G از القايی زيرگراف H آن در که
اين با زيرا ،χ(G) ≤ col(G) داريم همچنين و col(G) ≤ ∆(G)+۱ که است واضح کاملاً (۱.۲) به توجه با
اين کرد. رنگ�آميزی می�شود، مينيمم col(G) عبارت آن، به�ازای که به�ترتيبی را گراف رأس�های می�توان که ايده
در که می�باشد χ(G) برای مناسب بالای کران يافتن برای رنگ�آميزی ايده�ی همان واقع در رنگ�آميزی ايده�ی
رأس هر اينکه به توجه با کنيم، رنگ�آميزی دلخواه به�ترتيبی را گراف رأس�های اگر که می�کنيم بيان اين�گونه آنجا
اختيار در رنگ يک حداقل ،v۰ رنگ�آميزی هنگام پس است، مجاور رأس ∆(G) با حداکثر ،v۰ مانند گراف
رنگ�آميزی يک ۱+(G)∆رنگ، با می�توان بنابراين و است نشده ظاهر v۰ رأس همسايگی در که داشت خواهيم
χ(G) ≤ ∆(G) + ۱ رابطه�ی بهبوديافته�ی ،χ(G) ≤ col(G) نامساوی پس نمود. ارائه G گراف برای مجاز

است.
می�باشند. برابر هم با col(G) و χ(G) پارامترهای موارد از بسياری در

شرايط به�دست�آوردن کلی، حالت در اما .χ(T ) = col(T ) = ۲ داريم باشد درخت يک T اگر مثال، به�عنوان
است. نشده بيان پارامتر، دو اين تساوی برای کافی و لازم

۱۹۴۱ سال در «بروکس۴۴» توسط است، رنگ�آميزی مبحث کلاسيک نتايج معروفترين از يکی که زير قضيه�ی
است. شده اثبات و بيان

۴۱Szekeres-Wilf
۴۲Lick
۴۳White
۴۴Brooks
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یا کامل گراف یک G اگر باشد. همبند گراف یک G کنید فرض ([۴]): بروکس قضیه .٣.١.٢ قضیه
: آنگاه نباشد، فرد دور یک

χ(G) ≤ ∆(G)



٣ فصل

گراف�ها رأسی جمعی رنگ�آمیزی

مقدمه ١.٣

۱۹۸۷ سال در «کوبيکا» دکترای رساله�ی در اولين�بار برای رنگی»، «مجموع مفهوم نموديم، بيان که همان�طور
آن می�توان اينکه و است NP-کامل مسأله�ی يک رنگی، مجموع مسأله�ی داد نشان کوبيکا شد. معرفی ميلادی

داد. کاهش حل)، قابل اما (سخت NP-سخت مسأله�ی يک به را
به�نتيجه برای معقول، زمان در انجام قابل و سريع راه�حل که می�شود گفته مسائلی به NP-کامل[۱۹]، مسأله�ی
به�صورت مسأله، ورودی اندازه�ی با آن، اجرای زمان که است آن سريع» «راه�حل از منظور ندارد. وجود آنها رسيدن

باشد. داشته رابطه� چندجمله�ای۱،
است سخت يعنی نيست، NP-کامل مسأله�ی سختی به که می�شود گفته مسأله�ای به NP-سخت، مسأله�ی اما
NP-کامل نوع از ،L مسأله�ی اگر�و�فقط�اگر است NP-سخت ،A مسأله�ی ديگر به�عبارت می�باشد. حل قابل اما
می�تواند A مسأله�ی واقع در باشد. A به کاهش قابل چندجمله�ای، بر�حسب آن حل زمان به�طوری�که باشد موجود
حل ،A مسأله�ی توسط زياد، زمان در را L مسأله�ی می�توان که گفت بايد لذا شود. استفاده L مسأله�ی حل برای

نمود.
در که دارد وجود NP-سخت مسأله�ی يک برای بهينه، به نزديک ولی سريع، حل برای مختلفی[۱۹] روش�های

: نمود خواهيم اشاره آنها به زير
می�شود، ارائه مسأله حل برای سريع الگوريتم يک آن در که تقريبی)، اثبات(الگوريتم قابل تقريبی راه�حل يکی،

است. مسأله بهينه�ی خروجی اندازه از ضريبی خروجی، اندازه�ی که می�شود اثبات ولی
تقريبی، به�صورت و هستند سريع الگوريتم�هايی اينکه با و است مکاشفه�ای۲ الگوريتم�های از استفاده ديگر، راه�حل
از بسياری ندارد. وجود اثباتی الگوريتم، خوبی ميزان يا تقريب ضريب مورد در اما می�آورند، به�دست را جواب
حل برای حريصانه۳» «روش از الگوريتم�ها اين از برخی می�شوند. آزمايش تجربی به�صورت الگوريتم�ها اين

۱Polynomial
۲Heuristic
۳Greedy Algorithm

۱۹
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می�کنند. استفاده
يعنی می�باشد، مسأله از زيرمسأله�هايی پيدا�کردن NP-سخت، مسائل حل برای موجود ديگر راه�حل همچنين

نمود. ارائه را دقيق�تر و بهتر مکاشفه�ای الگوريتم�های بشود تا کوچکتر، مسأله�هايی به مسأله تقسيم
از نمونه، گراف�های برخی روی و آورده مکاشفه�ای نوع از الگوريتم دو بعد، فصل انتهای در نيز، پايان�نامه اين در

است. شده پياده�سازی پترسن گراف جمله
می�شوند. تعريف آن يال�های روی هم و گراف رئوس روی هم جداگانه به�طور گراف، رنگی» «مجموع مسأله�ی اما

می�شود. بيان زير به�صورت رأسی» رنگی «مجموع مسأله�ی
طبيعی، اعداد از استفاده با رنگی، مجاز رنگ�آميزی يک يافتن ،G مانند شده داده گراف يک برای : مسأله
را ممکن مقدار کمترين ،G مجاز رنگ�آميزی�های همه�ی ميان در ،G گراف رئوس رنگ�های مجموع به�طوری�که

باشد. داشته
داد. تعميم نيز يالی» رنگی «مجموع به می�توان را ايده اين

رئوس رنگ�های مجموع مقدار مينيمم يکی می�خورد. به�چشم مهم نکته�ی دو رنگی»، مجموع «مسأله�ی بررسی در
اين در ما که رئوس، رنگ�های مجموع بهينه�ی مقدار يافتن برای لازم، رنگ تعداد مينيمم ديگری و G گراف

می�خوانيم. G گراف رأسی» «قدرت را آن پايان�نامه
ثابت، k هر برای که است موضوع اين است، شده بيان [۱۳] در که مسأله اين در توجه جالب نکته�ی يک
رأسی» «قدرت که است مطلب اين نشان�دهنده�ی خود اين که می�باشد موجود k حداقل رأسی قدرت با درختی
مجموع حاصل� پيامد، يک به�عنوان و باشد گراف آن رأسی رنگی» «عدد از بزرگتر بسيار می�تواند گراف يک
هر توسط به�دست�آمده رنگ�های مجموع از متفاوت بسيار می�تواند رنگ�آميزی، اين از به�دست�آمده رنگ�های

باشد. رأسی χ(G)-رنگ�آميزی
قدرت و مينيمال رنگ�آميزی رنگی، مجموع جمعی، رنگ�آميزی مفاهيم تفسير و شرح به بعدی بخش�های در حال

می�پردازيم. G مانند دلخواه گراف يک رأسی

مینیمال رنگ�آمیزی ٢.٣

است. شده اتخاذ [۱۰] از می�شود، بيان بخش اين در آنچه
Σ(G, c) با را G در به�کاررفته رنگ�های مجموع ،c رنگ�آميزی هر برای باشد، گراف يک G کنيد فرض

ديگر به�عبارت می�دهيم. نمايش
Σ(G, c) = Σv∈V (G)c(v) = Σi∈ℵ i|Ci|

در که می�باشد G گراف از رئوسی مجموعه�ی ،Ci از منظور و ،v رأس رنگ مقدار يعنی c(v) آن در که
همه�ی به�ازای Σ(G, c) ممکن مقدار کمترین همچنين است. شده داده اختصاص آنها به iرنگ ،c رنگ�آميزی

می�دهيم. نمايش Σk(G) با مجاز، k-رنگ�آميزی�های
کنيم. معرفی گراف هر در را رنگی مجموع مفهوم می�توانيم حال

اينجا در می�باشد. mincΣ(G, c) با برابر می�شود، داده نمايش Σ(G) نماد با که G گراف رنگی مجموع



۲۱ رنگی مجموع .۳.۳

می�شود. گرفته G مجاز رنگ�آميزی�های همه�ی روی مينيمم،
می�شود. رنگی عدد جانشين رنگی مجموع مبحث در است، شده تعريف زير در که گراف «قدرت» پارامتر

که می�باشد s عدد کوچکترين می�شود، داده نمايش (s با به�اختصار (يا s(G) نماد با که G گراف رأسی قدرت
داريم: آن به�ازای

Σs(G) = Σ(G)

رنگی عدد آنجاکه از و می�کنيم استفاده مجاز رنگ�آميزی�های از همواره Σk(G) محاسبه�ی در اينکه به توجه با
لذا نمود، مجاز رنگ�آميزی را گراف يک می�توان تعداد، آن با که است ممکن طبيعی عدد کوچکترين گراف، يک

همواره که است واضح
s(G) ≥ χ(G)

است بيشتر آن رنگی عدد از گراف يک رأسی قدرت که دهيم نشان تا می�آوريم مثال برای را نمونه يک اينجا در
۲ با برابر درخت هر رنگی عدد� که می�کنيم يادآوری .Σs(T ) = ۱۱ و Σχ(T ) = ۱۲ که ديد می�توان به�وضوح و

می�باشد.

χ(T ) = ۲ با T درخت :۱.۳ شکل

s(T ) = ۳ با T درخت :۲.۳ شکل

پرداخت. مينمال رنگ�آميزی مفهوم معرفی به می�توان حال
هر به�ازای به�علاوه و Σ(G, c) = Σ(G) هرگاه می�ناميم، مینیمال رنگ�آمیزی يک را c مجاز رنگ�آميزی

.c(v) ≤ s(G) داشته�باشيم v ∈ V (G) رأس
آن برای کران�هايی بررسی و خصوص اين در قضايايی بيان به رنگی، مجموع مفهوم به توجه با بعد بخش در حال

می�پردازيم.

رنگی مجموع ٣.٣

رنگی، مجموع تعريف از حاصل نتايج همان واقع در که می�کنيم بيان را گزاره�ای نخست، گام در بخش اين در
نمود. خواهيم اثبات و بررسی گزاره، يک قالب در يک�جا را آنها ما و است مينيمال رنگ�آميزی و رأسی قدرت
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تعداد n ،G روی مینیمال رنگ�آمیزی یک c گراف، یک G کنیم فرض [٩ ،١٠ ،١۶] .١.٣.٣ گزاره
این�صورت در باشد، رأسی قدرت s و رئوس

.|C۱| ≥ |C۲| ≥ ... ≥ |Cs| (S۱

برهان.
می�کنيم: تعريف زير صورت به را c′ رنگ�آميزی ،|Ci| < |Cj| و i < j کنيم فرض

∀ v ∈ V (G) c
′
(v) =


i v ∈ Cj

j v ∈ Ci

c(v) اين�صورت غير در

داريم: و است مجاز رنگ�آميزی يک c′ که است واضح

Σ(G, c
′
) = Σ(G, c)− (j − i)|Cj|+ (j − i)|Ci|

= Σ(G, c)− (j − i)(|Cj| − |Ci|)

=⇒ Σ(G, c
′
) < Σ(G, c)

می�آيد. دست به نظر مورد نتيجه�ی بنابراين و است مينيمال رنگ�آميزی تعريف با تناقض در اين

.N(v) ∩ Cj ̸= ∅ داریم j < i هر برای و v ∈ Ci راس هر برای (S۲

برهان.
می�کنيم: تعريف زير به�صورت را c′ رنگ�آميزی .N(v۰) ∩ Cj = ∅ و j < i و v۰ ∈ Ci کنيد فرض

c
′
(v) =

j v = v۰

c(v) v ̸= v۰

رنگ�آميزی يک c′ بنابراين است، نشده ظاهر v۰ همسايگی در j رنگ ،c رنگ�آميزی در فرض طبق چون
داريم و است مجاز

Σ(G, c
′
) = Σ(G, c)− (i− j) < Σ(G, c)

می�شود. نتيجه نظر مورد حکم لذا و است تناقض در c رنگ�آميزی بودن مينيمال با اين

.s(G) ≤ ∆+ ۱ (S۳
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برهان.
به باتوجه .c(v۰) = s(G) که دارد وجود v۰ مانند راسی است، مينيمال رنگ�آميزی c اينکه به توجه با

|N(v۰) ∩ Cj| ̸= ۰ در�نتيجه و N(v۰) ∩ Cj ̸= ∅ داريم j < s(G) هر ازای به ،S۲

بنابراين

∆ ≥ |N(v۰)| = |N(v۰) ∩
s−۱∪
j=۱

Cj|

= |(N(v۰) ∩ C۱) ∪ (N(v۰ ∩ C۲) ∪ ... ∪ (N(v۰) ∩ Cs−۱)|

داريم بنابراين هستند، مستقل هم از همگی ،۱ ≤ j ≤ s− ۱ و N(v۰)∩Cj مجموعه�های آنجايی�که از

∆ ≥ Σs−۱
j=۱|N(v۰) ∩ Cj|

يک حداقل ،N(v۰) ∩ Cj مجموعه�ی هر پس ،۱ ≤ j ≤ s − ۱ برای N(v۰) ∩ Cj ̸= ∅ چون که
بنابراين و دارد عضو

∆(G) ≥ s(G)− ۱ =⇒ s(G) ≤ ∆(G)− ۱

.Σ(G− C۱) = Σ(G)− |V (G)| (S۴

برهان.
: داريم S۱ بنا�به و باشد s راسی قدرت با G برای مينيمال رنگ�آميزی يک ،C کنيم فرض

|C۱| ≥ |C۲| ≥ ... ≥ |Cs|

در واقع راس�های همه�ی که می�گيريم نظر در به�صورتی را C ′ رنگ�آميزی G − C۱ گراف برای حال
اين�صورت در بپذيرند. C ′ رنگ�آميزی در را i−۱ رنگ ،C رنگ�آميزی در ۲ ≤ i ≤ s برای Ci کلاس

Σ(G− C۱, C
′
) = ۱|C۲|+ ۲|C۳|+ ...+ (s− ۱)|Cs|

داريم Σ(G− C۱, C
′
) به |V (G)| کردن کم و اضافه با حال

Σ(G− C۱, C
′
) = ۱|C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ s|Cs| − (|C۱|+ |C۲|+ ...+ |Cs|)

= Σ(G)− |V (G)|

لذا
Σ(G− C۱) ≤ Σ(G− C۱, C

′
) = Σ(G)− |V (G)|

=⇒ Σ(G− C۱) ≤ Σ(G)− |V (G)| (۱.۳)

رنگی کلاس�های و است t راسی قدرت با G − C۱ برای مينيمال رنگ�آميزی يک f کنيد فرض حال
که می�گيريم نظر در به�صورتی G برای را f ′ رنگ�آميزی هستند. C ′

۱, C
′
۲, ..., C

′
t رنگ�آميزی اين در
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.f ′
(x) = f(x)+۱ باشيم G−C۱داشته از xراس هر برای و دارند را ۱ رنگ ،C۱ در واقع راس�های

داريم: حال بود. خواهد C۱, C
′
۱, C

′
۲, ..., C

′
t به�صورت G برای رنگی کلاس�های که است واضح

Σ(G, f
′
) = ۱|C۱|+ ۲|C ′

۱|+ ...+ (t+ ۱)|C ′

t|

= |C۱|+ |C ′

۱|+ ...+ |C ′

t|+ (|C ′

۱|+ ۲|C ′

۲|+ ...+ t|C ′

t|)

داشت: خواهيم بنابراين
Σ(G) ≤ Σ(G, f

′
) = |V (G)|+ Σ(G− C۱)

=⇒ Σ(G− C۱) ≥ Σ(G)− |V (G)| (۲.۳)

می�شود. ثابت حکم (۲.۳) و (۱.۳) بنابه

مانند G از مستقل مجموعه�ی هر برای ،(۲.۳) اثبات روند داشتن نظر با بگوييم که است ضروری نکته اين
داشت خواهيم ،S

Σ(G) ≤ |V (G)|+ Σ(G− S) (۳.۳)

.s(G− C۱) = s(G)− ۱ (S۵

برهان.
داشت: خواهيم s(G) راسی قدرت و c مينيمال رنگ�آميزی با G هر برای همواره S۴ بنابه

s(G− C۱) ≤ s(G)− ۱ (۴.۳)

.s(G− C۱) ≥ s(G)− ۱ که دهيم نشان می�خواهيم حال
لذا ،s(G− C۱) = t آنجايی�که از .t = s(G− C۱) < s(G)− ۱ می�کنيم فرض منظور، اين برای

که دارد وجود چنان G− C۱ برای رنگ، t با f رنگ�آميزی
Σ(G− C۱, f) = Σ(G− C۱)

را f ′ رنگ�آميزی اين�صورت در باشند. f با متناظر رنگی کلاس�های ،C ′
۱, C

′
۲, ..., C

′
t کنيم فرض حال

رأس هر برای و باشند ۱ رنگ دارای ،C۱ در واقع های رأس همه�ی که بگيريد نظر در به�صورتی G برای
.f ′

(x) = f(x) + ۱ باشيم داشته x ∈ G− C۱

برای Ci = C
′
i−۱ آن در که هستند C۱, C۲, ..., Ct+۱ به�صورت f ′ برای رنگی کلاس�های لذا

داريم: حال ،۲ ≤ i ≤ t+ ۱

Σ(G, f
′
) = ۱|C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ (t+ ۱)|Ct+۱|

= |C۱|+ ۲|C ′

۱|+ ...+ (t+ ۱)|C ′

t|

= |C۱|+ |C ′

۱|+ |C ′

۲|+ ...+ |C ′

t|+ |C ′

۱|+ ۲|C ′

۲|+ ...+ t|C ′

t|

=⇒ Σ(G, f
′
) = |V (G)|+ Σ(G− C۱)
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G برای مينيمال رنگ�آميزی يک f ′ يعنی اين و Σ(G, f ′
) = Σ(G) داشت خواهيم S۴ به توجه با و

بنابراين و s(G)− ۱ > t اينکه با است تناقض اين .s(G) ≤ t+ ۱ و می�باشد
s(G− C۱) ≥ s(G)− ۱ (۵.۳)

می�شود. ثابت حکم (۵.۳) و (۴.۳) بنا�به

است. G−
∪

j<iCj در ماکسیمال مستقل مجموعه�ی یک Ci (S۶

برهان.
Ci ∪ {v۰} پس دارد، Ci در همسايه�هايی v۰ ،S۲ به توجه با باشد.

∪
k>iCk در رأسی v۰ کنيد فرض

يک ،G−
∪

j<iCj در Ci ديگر عبارت به است. Ci بودن ماکسيمال مفهوم همان اين و نيست مستقل
می�باشد. ماکسيمال مستقل مجموعه�ی

: بیشتر توضیح
ماکسيمال مستقل مجموعه�ی ،G روی C۱ که دهيم نشان بايستی اين�صورت در ،Ci = C۱ کنيم فرض

بود. خواهد
يعنی باشد، S محض زيرمجموعه�ی C۱ بطوری�که �مستقل، مجموعه�ی يک S کنيد فرض اين�منظور برای
رنگ�آميزی ۱ رنگ با را آن� می�توان که دارد وجود S−C۱ از رأس يک حداقل اين�صورت در .C۱ ⊂ S

کرد. اضافه C۱ به و
داد.) مشابهی رنگ آنها همه�ی به می�توان و هستند مجزا هم از S رئوس (تمام

رنگ�آميزی می�بينيم که همان�طور می�باشد. ۲ حداقل ،C۱ به شود اضافه می�تواند که رأسی رنگآن طرفی از
مينيمال با تناقض اين و است يافته کاهش واحد يک حداقل ،G رنگی مجموع اما می�باشد مجاز هنوز

بود. خواهد G روی ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک ،C۱ پس می�باشد. c رنگ�آميزی بودن
در .Ci ⊂ S کنيم فرض و نباشد ماکسيمال مستقل مجموعه�ی ،G−

∪
j<iCj روی Ci کنيم فرض حال

مجاورند، غير هم با S رئوس همه�ی اينکه دانستن با و کرديم پياده C۱ روی که آنچه مانند نيز اين�صورت
اضافه Ci به و رنگ�آميزی iرنگ با را آن� می�توان که دارد وجود i+ ۱ حداقل رنگ با رأس يک حداقل
کاهش واحد يک حداقل Σ(G) می�بينيم که همان�طور اما باشد. مجاز هنوز رنگ�آميزی چنان�که نمود

می�شود. ثابت حکم لذا و است تناقض در c رنگ�آميزی بودن مينيمال با اين و يافت خواهد

.∆(G− C۱) ≤ ∆(G)− ۱ (S۷

برهان.
بنابراين دارد، C۱ در همسايه�ای v۰ که می�دانيم S۲ بنا�به باشد. G− C۱ در راسی v۰ کنيد فرض

deg(G−C۱) v۰ ≤ deg(G) v۰ − ۱
می�شود. ثابت حکم و ∆(G− C۱) ≤ ∆(G)− ۱ داشت خواهيم پس

.s(s+ ۱)
۲ ≤ Σχ(G)(G) ≤ ⌊χ(G) + ۱

۲ ⌋.|V (G)| (S۸
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برهان.
: بنابراين باشد، آن رأسی قدرت s و G روی مينيمال رنگ�آميزی يک c کنيم فرض

Σ(G) = Σi|Ci| = ۱|c۱|+ ۲|C۲|+ ...+ s|Cs|

: لذا دارد، وجود رأس يک حداقل ۱ ≤ i ≤ s ،iرنگ هر از می�دانيم که همان�طور
۱|C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ s|Cs| ≥ ۱+ ۲+ ...+ s =

s(s+ ۱)
۲

باشد. برقرار G− Ck برای حکم و |V (G)| = n و χ(G) = k کنيم فرض حال
: به�طوری�که دارد وجود G− Ck روی k)-رنگ�آميزی − ۱) يک ديگر عبارت به

Σk−۱(G− Ck) ≤ ⌊k − ۱+ ۱
۲ .n⌋

داريم: اين�صورت در
Σk−۱(G− Ck) = |C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ (k − ۱)|Ck−۱| ≤ ⌊k۲ .n⌋

راست طرف به A = k+۱
۲ |Ck| و B =

۱
۲(|C۱|+ |C۲|+ ...+ |Ck−۱|) کردن کم و اضافه با حال
داشت: خواهيم فوق نامعادله�ی طرفين به k|Ck| نمودن اضافه و

Σk−۱(G− Ck) + k|Ck| ≤
k + ۱
۲ (|C۱|+ ...+ |Ck|) + (k|Ck| − A−B︸ ︷︷ ︸

I

)

است. صفر با مساوی يا کمتر I عبارت که بگوييم است کافی حال
: بنابراين و k|Ck| ≤ |V (G)| داشت خواهيم S۱ به توجه با اين�منظور برای
I =

۱
۲(k|Ck| − (|C۱|+ |C۲|+ ...+ |Ck|︸ ︷︷ ︸

|V (G)|

))

: داشت خواهيم k = χ(G) دادن قرار با و I ≤ ۰ اين�صورت در

Σχ(G)(G) ≤
k + ۱
۲ .n+ I ≤ k + ۱

۲ .n

=⇒ Σχ(G)(G) ≤ ⌊k + ۱
۲ .n⌋

می�شود. ثابت حکم و

.s(G) ≤ ⌊
√
n(χ(G) + ۱)⌋ (S۹

برهان.
قدرت اگر حال Σ(G) ≤ ⌊χ(G) + ۱

۲ n⌋ داريم G مانند دلخواه گراف هر برای گفتيم همان�طورکه
: داشت خواهيم بگيريم نظر در s را گراف رأسی

۱+ ۲+ ...+ s ≤ |C۱|+ |C۲|+ ...+ |Cs| ⇒
s۲

۲ ≤ s(s+ ۱)
۲ ≤ χ(G) + ۱

۲ n

=⇒ s۲

۲ ≤ χ(G) + ۱
۲ n

می�شود. ثابت حکم است، طبيعی عددی s آنجايی�که از و s(G) ≤
√
n(χ(G) + ۱) بنابراين
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مجموع برای را کليدی و تأثيرگذار کران�هايی که می�پردازيم مهم بسيار قضيه�ای و لم يک بيان به اينجا در حال
می�رسانند. ياری بهينه، جواب از خوبی تقريب يافتن در را ما و می�دهند قرار ما اختيار در رنگی،

: داریم یال m و رأس n با G دلخواه گراف هر برای [٢٢] .٢.٣.٣ لم
n ≤ Σ(G) ≤ m+ n

برهان.
وجود رأس j − ۱ حداقل i ≤ j ،v۰ ∈ Cj هر برای S۲ طبق لذا باشد، مينيمال رنگ�آميزی يک c کنيم فرض
به�عبارت دارد، وجود يال |Cj|(j−۱) حداقل ،∪i<j Ci و Cj بين اين�صورت در هستند. مجاور v۰ با که دارند
|Cs−۱|(s− ۲) حداقل نيز ∪i<s−۱Ci و Cs−۱ بين و يال |Cs|(s− ۱) حداقل ،∪i<sCi و Cs بين ديگر
يک c اينکه فرض با لذا است. موجود يال |C۲| حداقل ،C۱ و C۲ بين روند، اين ادامه�ی با همينطور و يال

: داشت خواهيم باشد آن رأسی قدرت s و G روی مينيمال رنگ�آميزی

Σ(G) = Σi|Ci| = ۱|C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ s|Cs|

= |C۱|+ ...+ |Cs|︸ ︷︷ ︸
n

+ |C۲|+ ۲|C۳|+ ...+ (s− ۱)|Cs|︸ ︷︷ ︸
يال تعداد حداقل

≤ m+ n

طرفی از اما
Σ(G) = |C۱|+ |C۲|+ ...+ |Cs|︸ ︷︷ ︸

n

+|C۲|+ ۲|C۳|+ ...+ (s− ۱)|Cs| ≥ n

می�شود. ثابت حکم نتيجه در و

تأثير�گذار بسيار کرد، خواهيم عنوان که قضيه�ای اثبات در که را زير لم نظر، مورد قضيه�ی بيان از قبل اما
می�کنيم. استفاده قضيه اثبات در آن نتيجه�ی از و بيان است،

: به�طوری�که دارد وجود C مجاز رنگ�آمیزی یک یال، m با G همبند گراف هر برای [٢٢] .٣.٣.٣ لم
ΣC + ΣC۱۲ ≤ ۳(m+ ۱)

،Cij اصلاح�شده�ی رنگ�آمیزی ،C = {C۱, C۲, ..., Ct} مجاز رنگ�آمیزی هر برای که است ذکر به لازم
رنگ�های مجموع همان لم، این در ΣC از منظور همچنین �می�آید، به�دست j و i رنگ�های جا�به�جایی با

می�باشد. C در رنگ�هایی با ،G در حاضر رئوس

برهان.
G که می�کنيم فرض نداريم. اثبات برای چيزی باشد، يال بدون گراف يک G اگر می�کنيم. اثبات را لم استقرا، با
رأس i که می�کنيم انتخاب به�گونه�ای ،di درجه�ی با را i مثل رأسی و باشد رأس n با دلخواه همبند گراف يک

نباشد. برشی
رنگ�آميزی يک ،G − i همبند گراف برای لذا رأس، n از کمتر با گراف�هايی برای حکم درستی فرض با حال

: به�طوری�که دارد وجود C∗ مجاز
ΣC∗ + ΣC∗

۱۲ ≤ ۳(m− di + ۱)
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رأسی i اگر که چرا کرد هموار استقرا فرض برای را راه بتوان که است اين به�خاطر نباشد برشی رأس i گفتيم اينکه
گراف يال�های تعداد ضمناً کرد. استفاده لم فرض از نمی�توان و نيست همبند ديگر ،G− i گراف آنگاه باشد برشی

می�باشد. (m− d− i) ،G− i

C∗ در که iرأس به ممکن رنگ کوچکترين دادن اختصاص با ،G از C مطلوب رنگ�آميزی يک ،di ≥ ۲ برای
می�آيد. به�دست باشد، مشترک C∗

۱۲ و

G گراف :۳.۳ شکل

اينکه فرض با و G برای و می�کند پيدا افزايش ۲(di + ۱) به�اندازه�ی حداکثر ،ΣC∗ + ΣC∗
۱۲ کار اين با

: داشت خواهيم دهيم، نشان bi با را iرأس رنگ
ΣC + ΣC۱۲ = ΣC∗ + ΣC∗

۱۲ + ۲(bi) ≤ ۳(m− di + ۱) + ۲(di + ۱)

همچنين شد. خواهد محاسبه ΣC۱۲ در هم يک�بار و ΣC در يک�بار چون کرديم، ضرب ۲ در را bi )
می�باشد.) ۲(bi) ≤ ۲(di + ۱)

: داريم ،di ≥ ۲ اينکه به توجه با بنابراين
ΣC + ΣC۱۲ ≤ ۳(m− di + ۱) + ۲(di + ۱) ≤ ۳(m+ ۱)− di + ۲ ≤ ۳(m+ ۱)

۱ آن درجه�ی که چرا کنيم. رنگ ۲ يا ۱ رنگ با حالت، بدترين در را i رأس می�توانيم ،di = ۱ فرض با حال
ΣC۱۲+ΣC برای واحد، ۳ به�اندازه�ی ΣC∗+ΣC∗

۱۲ مقدار کار، اين با است. مجاور رأس يک با تنها و است
داشت. خواهد افزايش G گراف در

G گراف :۴.۳ شکل

در i آنگاه باشد، شده رنگ�آميزی ۱ از غير رنگی با شود مجاور G در i با می�خواهد که رأسی ،C∗ در (اگر
رنگی ،G در i با مجاور رأس زمانی�که برای مهم اين همچنين پذيرفت. خواهد را ۲ رنگ C۱۲ در و ،۱ رنگ C
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پذيرفت.) خواهد را ۳ مجموع در و ۲ و ۱ مقدار دو ،i بنابراين است. برقرار نيز باشد داشته ۲ از غير
: داريم حال

ΣC + ΣC۱۲ = ΣC∗ + ΣC∗
۱۲ + ۱+ ۲ ≤ ۳(m− ۱+ ۱) + ۳ = ۳(m+ ۱)

است. برقرار لم بنابراين و

می�کنيم. بيان (۴.۳.۳) نتيجه�ی در را می�آيد به�دست فوق لم از بلا�فاصله که نتيجه��ای

داریم: C مجاز رنگ�آمیزی و یال m با G دلخواه همبند گراف هر برای [٢٢] .۴.٣.٣ نتیجه

ΣC + ΣC۱۲ ≤ ۳(m+ ۱) ⇒ min {ΣC,ΣC۱۲} ≤ ۳
۲(m+ ۱)

=⇒ Σ(G) ≤
⌊۳
۲(m+ ۱)

⌋
برهان.

يا بزرگتر مثبت، و صحيح يا طبيعی عدد دو هر ميانگين که بر�می�آيد چنين عدد دو ميانگين تعريف از واقع در
برای را کف مقدار است، مثبت و صحيح مقدار يک Σ(G) اينکه به توجه با و است عدد دو آن مينيمم با مساوی

: داشت خواهيم لذا و می�گيريم نظر در ۳
۲(m+ ۱)

Σ(G) ≤ min {ΣC,ΣC۱۲} ≤
⌊۳
۲(m+ ۱)

⌋
: لذا ،Σ(G) ≤ Σ(G,C) می�دانيم که همان�طور و

Σ(G) ≤ min {ΣC,ΣC۱۲} ≤ ۳
۲(m+ ۱)

: بنابراين است، مثبت و صحيح مقدار يک Σ(G) چون و
Σ(G) ≤

⌊۳
۲(m+ ۱)

⌋

زير مهم بسيار قضيه�ی اثبات و بيان به ،(۴.۳.۳) نتيجه�ی به توجه با و شد ثابت (۳.۳.۳) لم در آنچه بنابر
می�پردازيم.

داریم: یال m و رأس n با G همبند گراف هر برای [٢٢] .۵.٣.٣ ۸m√⌉قضیه
⌉
≤ Σ(G) ≤

⌊۳
۲(m+ ۱)

⌋
می�دهند. نتیجه را کران�ها این که موجودند گراف�هایی ،m هر برای به�علاوه و

برهان.
به�دست می�شوند، رنگ�آميزی رنگ، دو از استفاده با که دو�بخشی، گراف�های در پايين کران که می�دهيم نشان ابتدا

می�آيد.
در که c مينيمال رنگ�آميزی و رأس n با G گراف مينيمال، رنگی مجموع و يال m با گراف�های همه�ی بين در
رئوس تعداد به�عنوان را ai ،i هر برای می�کنيم. انتخاب را شده�اند رنگ�آميزی ۱ رنگ با رئوس، تعداد بيشترين آن
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می�گيريم. نظر در c رنگ�آميزی در ،iرنگ با
باشد. دو�بخشی گراف يک بايد G که می�دهيم نشان حال

حذف را j رأس حال باشد. ۳ رنگ با رأسی j و باشد رفته به�کار رنگ ۳ ،c مينيمال رنگ�آميزی در کنيم فرض
می�کنيم. اضافه Gرئوس به ،۲ رنگ با ديگری و ۱ رنگ با يکی را جديد رأس دو و کرده

به�دست G′ جديد همبند گراف تا می�کنيم وصل G در خود از متفاوت رنگ با رئوس همه�ی به را جديد رأس دو
می�شود. جبران ۲ و ۱ رنگ�های با جديد رأس دو حضور با ۳ مقدار کمبود باز ،۳ رنگ با رأس حذف با آيد.

می�باشد. Σ(G) با برابر همچنان آن، رنگ�های مجموع که است به�گونه�ای G′ گراف رنگ�آميزی بنابراين
متصل يال، n − ۱ با ديگر، رأس n − ۱ به حداکثر پس است، بوده ۳ رنگ با رأسی j اينکه به توجه با حال
وجود ۳ رنگ با نيز ديگری رئوس ،j رأس بر علاوه است ممکن که داشت نظر در را نکته اين بايد البته است.
باشد، ۳ رنگ با رئوس کل تعداد a۳ اگر بنابراين نيست. موجود يالی هيچ ،j رأس و آنها بين که باشند داشته
می�باشند، واقع j روی که يال�هايی تعداد حداکثر تا کنيم کم شده، گفته يال حداکثر از يال a۳ − ۱ که می�بايست

کرده�ايم. حذف يال n− a۳ = (n− ۱)− (a۳ − ۱) حداکثر ،j رأس حذف با لذا آيد. به�دست
دانستن با بنابراين می�کنيم، متصل ۱ از غير رنگی با ديگر رئوس تمام به را ۱ رنگ با جديد رأس اينکه به توجه با
با جديد رأس از يال رسم (توسط يال n− a۲ اندازه�ی به پس است، رأس n+ ۱ ،G′ گراف رئوس تعداد اينکه
به ۲ رنگ با جديد رأس از يال رسم (توسط يال n− a۱ − ۱ و خود) با غير�همرنگ اما ديگر رئوس به ۱ رنگ
شمرده جديد رأس دو بين يال رسم توسط قبل مرحله�ی در يال يک البته که خود با غير�همرنگ اما ديگر رئوس

افزوده�ايم. G به نسبت G′ جديد گراف در يال�هايمان مجموعه�ی به نمی�گيريم) نظر در را آن و است شده
حداقل که می�بينيم بگيريم، نظر در را شده اضافه يال�های تعداد و حذفی، يال�های تعداد حداکثر تفاضل اگر حال

به�اندازه�ی
(n− a۱ − ۱) + (n− a۲)− (n− a۳) = (n− ۱− a۲ − a۱) + a۳

اين آورديم ميان به اندازه حداقل از سخنی چرا اينکه علّت داريم. اضافه�تر يال ،G گراف به نسبت G′ گراف در
يال�هايی از را زياد مقدار يک يعنی اين و گرفتيم نظر در ديگر رئوس و j رأس بين را يال تعداد حداکثر ما که است

کرد. کم می�بايست کرديم، اضافه که
نسبت G′ گراف در يال�ها تعداد که برسيم اين به تا است مثبت مقدار يک n− ۱− a۱− a۲+ a۳ گفتيم چرا اما

است؟ شده بيشتر G به
داريم می�باشد، iرنگ از رئوس تعداد ai اينکه به توجه با پاسخ در

n = Σai = a۱ + a۲ + a۳ ≥ a۱ + a۲ + ۱

و دارد وجود ۳ رنگ با j رأس يک حداقل
n ≥ a۱ + a۲ + ۱ =⇒ n− ۱− a۱ − a۲ ≥ ۰

نتيجه در و است مثبت n−۱−a۱−a۲ عبارت مقدار بنابراين و مثبت مقدار يک n−۱−a۱−a۲ اينکه يعنی اين
n−۱−a۱−a۲+a۳ به�اندازه�ی حداقل ،۲ و ۱ رنگ�های با جديد رأس دو کردن جايگزين و j رأس حذف با

دارد. G از بيشتر يال a۳ حداقل G′ بگيريم، نظر در صفر را n− ۱− a۱ − a۲ اگر کرده�ايم. اضافه يال
يال m دقيقاً با G” همبند گراف يک به و کرد حذف يال تعدادی G′ از می�توان آيا که ببينيم می�خواهيم حال

برسيم؟
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رأس n−a۳ و j رأس بين يال تعداد Gحداکثر گراف در که حالتی در است. مثبت جواب که گفت بايد پاسخ در
که يال�هايی همچنين و ۲ و ۱ رنگ�های با جديد رأس دو بين يال ،G′ در که است کافی باشد، بوده موجود ديگر
دقيقاً با G” همبند گراف اين�صورت در کنيم. حذف را باشند رفته ۲ و ۱ رنگ از غير رئوسی به جديد رأس دو از
باشد نبوده موجود يال ،G در ديگر رأس n− a۳ از رأس چند و j رأس بين اگر حتی می�آيد. به�دست يال m

کرد. توليد يال m دقيقاً با را G” می�توان ،G′ از يال�هايی حذف با هم باز
نتيجه در دارد. mيال و است بوده Σ(G) همان آن رنگی مجموع که است شده رنگ�آميزی به�گونه�ای G” گراف
mيال، با گراف�های همه�ی بين در G گراف که آنجايی از است. شده کراندار Σ(G) مقدار با G” رنگی مجموع

.Σ(G) = Σ(G”) باشيم داشته بايد لذا بود، دارا را Σ(G) مقدار مينيمم
تناقض انتخابGدر با اين و گرافGدارد از بيشتر ،۱ رنگ با رأس ”Gيک گراف رنگ�آميزی، روش اين با اما

نيست. درستی فرض باشد، داشته ۳ رنگ با رأسی بايد G اينکه فرض بنابراين است.
است. دو�بخشی گراف يک بنابراين و می�شود مجاز رنگ�آميزی رنگ، دو با G گراف رو اين از

ممکن واقع در می�دهند، را رنگی مجموع همين نيز دوبخشی غير گراف�های برخی که شويم متذکّر بايد همين�جا
نباشند. دوبخشی اما بدهند نتيجه را رنگی مجموع همين که باشند موجود يال m با همبندی گراف�های است

با و است دو��بخشی گراف يک يال، m با Gمفروض همبند گراف که رسيديم اينجا به اثبات روند در حال به تا
به�دست دوبخشی گراف�های در پايين کران که دهيم نشان بايستی حال می�شود. رنگ�آميزی رنگ، دو از استفاده

می�آيد.
رأس a۲ = n− a۱ و ۱ رنگ از رأس a = a۱ بردن به�کار با و يال، m با بخشی دو گراف�های همه�ی بين در
به�دست را ka,b کامل دو�بخشی گراف يک و بيافزاييم گراف به را يال�هايی اگر مينيمال، رنگ�آميزی در ۲ رنگ از
دو�بخشی به دو�بخشی گراف تبديل در که زيرا نمی�کند، تغييری همچنان رنگی مجموع که است واضح بياوريم،
مقدار در تغييری که است واضح در�نتيجه و ديگر، بخش به بخش يک از آن�هم داريم، را يال افزايش تنها کامل،

نمی�گيرد. صورت بخش هر رئوس رنگ
با رئوس تعداد رنگی، مجموع بحث در و mمی�باشد = a(n− a) ،ka,n−a کامل دوبخشی گراف يال�های تعداد
مساوی يا بيشتر ۱ رنگ با رئوس تعداد يعنی اين و باشد ۲ رنگ با رئوس تعداد با مساوی يا بيشتر بايد ۱ رنگ
mيال با بخشی دو گراف��های B ) Σ(B) ،a ≥ n

۲ mو ≤ a(n− a) برای رو اين از بود. خواهد n نصف با
با برابر حداکثر می�باشد)

Σ(ka,n−a) = ۱|C۱|+ ۲|C۲| = a+ ۲(n− a) = ۲n− a

.Σ(B) ≤ Σ(Ka,n−a) يعنی اين و بود خواهد
مقدار چقدر هر واقع در (يعنی می�افتد. اتفاق ⌈m

a

⌉
= n− a برای مقدار مينيمم ،a از انتخابی مقدار يک برای

که است لازم می�شود. کاسته ۲ رنگ با رئوس تعداد از و بيشتر، ۱ رنگ با رئوس تعداد باشد، بيشتر ما انتخابی a
را رنگی مجموع مقدار می�توان ،۲ رنگ و ۱ رنگ با رئوس تعداد انتخاب با و است ثابت يال، m تعداد بگوييم

بنابراين نمود.) بهينه
Σ(B) = min

n
۲ ≤a≤n

{
a+ ۲⌈m

a

⌉}
می�آيد به�دست زير تابع سقف، تابع گرفتن نظر در بدون حال

f(a) = a+
m

a
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و شد خواهد √۸m با برابر کنيم، حساب آمده به�دست aی به�ازای را مقدار مينيمم و بگيريم مشتق آن از اگر و
داريم

f
′
(a) = ۱+ ۲(−m

a۲
) =⇒ f

′
(a) = ۰ =⇒ a = +

√۲m,−√۲m

به��دست √۸m مقدار مينيمم ،a =
√۲m به�ازای بنابراين و مثبت پس می�رساند، را تعداد a که آنجايی از و

نظر در √۸m برای را سقف صحيح جزء شد. خواهد حاصل ⌈
√۸m⌉ ≤ Σ(B) پايين کران نتيجه در می�آيد.
است. صحيح عدد يک Σ(B) چون می�گيريم

داريم و هست مشاهده قابل به�وضوح (۴.۳.۳) نتيجه�ی و (۳.۳.۳) لم به توجه با نيز بالا کران
Σ(G) ≤

⌊۳
۲(m+ ۱)⌋

.
است. صادق m هر برای آمده، به�دست کران�های که می�دهيم نشان حال

که رأس ۳k + ۱ با گراف�هايی همچنين ،C۲k+۱ فرد دورهای ،pn مسيرهای همه�ی برای قضيه، در بالا کران
و يال m = ۴k با گرافی تشکيل و جديد رأس يک به کپی هر در رأس يک کردن وصل و k۳ از کپی k از

می�آيد. به�دست Σ(G) = ۶k + ۱
می�کنيم. بررسی را شده ذکر گفته�های صدق حال

بنابراين می�پذيرند، را ۲ رنگ ديگر نصف و ۱ رنگ رئوس، نصف آنگاه باشد زوج n اگر ،pn مسيرهای با رابطه در

Σ(pn) = ۱n۲ + ۲n۲ =
۳
۲n

نتيجه در ،m(pn) = n− ۱ طرفی از و
۳
۲ = Σ(pn) ≤

۳
۲(n− ۱+ ۱) =⇒ Σ(pn) =

۳
۲
(
m(pn) + ۱

)
a اگر بنابراين بود، خواهد ۲ رنگ با رئوس تعداد از بيشتر يکی ،۱ رنگ با رئوس تعداد آنگاه باشد فرد n اگر

داريم و داشت خواهيم ۲ رنگ از رأس a− ۱ اين�صورت در باشد، pn در ۱ رنگ با رئوس تعداد
m(pn) = n− ۱ = ۲a− ۲ =⇒ Σ(pn) = a+ ۲(a− ۱) =⇒ Σ(pn) ≤

۳
۲
(
m(pn) + ۱

)
می�کند. صدق Σ(pn برای نيز پايين کران همچنين

،C۲k+۱ مانند باشد، فرد دور صورتی�که در می�شود. عمل زوج، n با pn مسيرهای مانند زوج، دورهای مورد در
۲k+۱−(a+۱) = ۲k−a با بود خواهد برابر ۲ رنگ با رئوس تعداد باشد، رنگ۱ با رئوس تعداد a اگر آنگاه

داشت. خواهيم نيز ۳ رنگ با رأس يک همچنين و
بنابراين ،m(C۲k+۱) = ۲k + ۱ طرفی از و Σ(C۲k+۱) = ۴k − a+ ۳ اين�صورت در

Σ(C۲k+۱) ≤
۳
۲
(
m(C۲k+۱) + ۱

)
بود. خواهد برقرار نيز پايين کران به�وضوح

تشکيل و رأس، يک به کپی هر در رأس يک کردن وصل و k۳ از کپی k از که رأس ۳k+۱ با گراف�های مورد در
پايين و بالا کران صدق می�توان نيز زير شکل مانند می�آيد، به�وجود ،Σ(G) = ۶k + ۱ و m = ۴k با گراف
عدد�ی با b دهی مقدار از ،kab مانند يال، m با B دوبخشی گراف يک نمود. مشاهده خصوص اين در را قضيه
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Σ(G) = ۳۱ و يال m = ۲۰ و رأس ۳k + ۱ با G گراف :۵.۳ شکل

،−۰� ۵ ≤ ϵ+۰� ۵ که b = √
m
۲ +ϵفرض با می�دهد. به�دست را پايين کران ،√m

۲ مقدار به نزديک و صحيح
با ،kab گراف می�دهيم. قرار ۲b− ⌊۴ϵ⌋ با برابر و صحيح عددی را a می�آيد. به�دست� b برای صحيح مقدار يک

دارد را زير مقدار با برابر رنگی مجموع ،a > bفرض

Σ(kab) = Σi|Ci| = ۱a+ ۲b = ۲b− ⌊۴ϵ⌋+ ۲
√
m

۲ + ۲ϵ = √۸m+ ۴ϵ+ ⌊۴ϵ⌋

برابر را آن لذا است، صحيح عدد�ی رنگی مجموع و است ۱ از کمتر √۸m از مقدار اين تفاوت آنجايی�که از
می�گيريم. نظر در ⌈√۸m⌉

بازه�ی چهار از کدام هر در ϵ مقادير بررسی با دارد؟ يال چند گراف اين اما
(−۰� ۵,−۰� ۲۵) , [−۰� ۲۵, ۰) , [۰, ۰� ۲۵) , (۰� ۲۵, ۰� ۵)

دارد. يال ab > m− ۱ ،kab گراف هر که است مشاهده قابل سادگی به
.ab = m− ۱

۸ > m− ۱ درنتيجه ،a = ۲√m
۲ − ۱

۲ و b =
√

m
۲ ،ϵ = ۰� ۲۵ اگر مثال برای

تعداد ماکسيمم ab مقدار که می�دانيم و ab ≥ m گرفت نتيجه می�توان است صحيح عدد يک ab آنجايی�که از
يال�هاست.

گراف�هايی دلخواه m هر برای اينکه واقع در و می�گيريم نظر در يال m دقيقاً با kab از زير�گراف هر را B لذا
می�شود. اثبات قضيه و می�گيريم نتيجه را هستند قضيه کران در که موجودند

زير قضيه�ی است. برقرار s(G) ≤ ∆(G) + ۱ نامعادله�ی ،G گراف هر برای شد، بيان قبلاً که همان�طور
باشد. فرد دور يک يا کامل گراف يک G اگر تنها و اگر است برقرار تساوی نامعادله، اين در که می�دهد نشان
می�توان پس ،χ(G) ≤ s(G) چون و می�شود استفاده s(G) ويژگی�های از اساسی به�طور قضيه، اين برهان در

دانست. «بروکس» قضيه�ی برای جديدی برهان آن�را

G گر�و�تنها�اگر ا s(G) = ∆(G) + ۱ آنگاه باشد، همبند گراف یک G کنید فرض [٩] .۶.٣.٣ قضیه
باشد. فرد دور یک یا کامل گراف یک

برهان.
به توجه با و هستند مجاور با�هم آن رئوس همه�ی چون اين�صورت در باشد، رأسی n کامل گراف يک G اگر

لذا ،∆(G) = n− ۱ اينکه
s(G) = χ(G) = ∆(G) + ۱
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رأس يک اگر لذا می�باشد، فرد ،Gرئوس تعداد و ∆(G) = ۲ آنجايی�که از باشد، فرد دور يک G اگر همچنين
به� را حذفی رأس حال نمود. مينيمال رنگ�آميزی را به�وجود�آمده مسير رنگ، دو با می�توان کنيم، جدا آن از
به که می�بايست پس می�گيرد، قرار ۲ و ۱ رنگ�های با رأس دو بين حتماً چون و می�دهيم بازگشت خود محل
نيز حالت اين در بنابراين باشد. مينيمال رنگ�آميزی، اينکه هم و بماند مجاز رنگ�آميزی هم تا داد را ۳ رنگ آن

.s(G) = ∆(G) + ۱
يا کامل ،G همبند گراف که کنيم ثابت می�خواهيم .s(G) = ∆ + ۱ ،G همبند گراف برای که کنيم فرض حال

می�باشد. فرد دور
يک در که می�دانيم و می�باشد يک به�طول مسير يک ،G همبند گراف اين�صورت در ،∆(G) = ۱ کنيم فرض

.s(G) = ∆(G) + ۱ و χ(G) = s(G) = ۲ مسير،
اگر باشد. دور يک يا و مسير يک است ممکن ،G همبند گراف نيز اين�صورت در ،∆(G) = ۲ در�حالتی�که
.s(G) = ۲ ≤ ∆(G) + ۱ باز باشد، زوج دور هم اگر و ،s(G) = ۲ ≤ ∆(G) + ۱ = ۳ که باشد مسير

.s(G) = ∆(G) + ۱ = ۳ باشد فرد دور يک G و ∆(G) = ۲ درحالتی�که
مورد در ،k∆ مؤلفه�ی مورد در بحث به�جای است کافی تنها و است برقرار عيناً زير برهان ،∆(G) = ۳ حالت در

کنيم. بحث C۲n+۱ مؤلفه�ی
می�کنيم. بيان می�باشد، ∆(G) ≥ ۴ حالتی�که برای را زير برهان حال

نيست، فرد دور يا کامل گراف G و s(G) = ∆ + ۱ آن در که باشد نقضی مثال کوچکترين G کنيم فرض
می�گيريم. نظر در ∆ با برابر را G درجه�ی ماکسيمم درضمن

.|C∆+۱| = ۱ به�طوری�که دارد وجود G روی ،c مانند مينيمال رنگ�آميزی يک که می�کنيم ادعا نخست
: خودم از ادعا اثبات

به�طوری�که باشند موجود v و uرأس دو و باشد G روی مينيمال رنگ�آميزی يک c کنيم فرض ادعا، اثبات برای
.c(u) = c(v) = ∆ + ۱

رأس پس ،S۲ به توجه با همچنين و می�باشد ∆ ،G درجه�ی ماکسيمم و مينيمال رنگ�آميزی يک c آنجايی�که از
است. مجاور ۱, ۲, ...,∆ رنگ�های با ،G از رأس ∆ دقيقاً با u

هستند. غيرمجاور با�هم آنها از تعدادی يا همه اينکه يا و مجاور، باهم همگی يا ،u با مجاور رأس ∆ اين
تعداد با خود، رنگ مقدار به بسته آنها، از کدام هر اين�صورت در باشند، غيرمجاور باهم آنها از تعدادی يا همه اگر
از برخی رنگ می�توان حالت اين در اما بود. خواهند مجاور ،G رئوس از خود، رنگ مقدار از کمتر واحد يک
مبادله هستند، مجاور (u از غير (به رأس ∆ اين از يک هر با که رئوسی برخی رنگ با را u با مجاور رأس ∆
روی رنگ تبادل (اين است. مينيمال هنوز رنگ�آميزی طرفی از شود، افزوده مقداری Σ(G) به آنکه بدون نمود

نباشد.) مجاور رأس ∆ از يکی با حداقل که می�افتد اتفاق u با مجاور رأس ∆ از رأسی
که می�يابد کاهش u با مجاور رأس ∆ از يکی حداقل رنگ داديم، انجام که رنگی تبادل اين با کنيم دقت اگر
گفتيم که است فرضی با تناقض اين و داد کاهش کمتر مقداری به را u رأس رنگ می�توان اتفاق، اين با درنتيجه
مجاور رأس ∆ از تعدادی يا همه اينکه فرض لذا دارد، وجود c مينيمال رنگ�آميزی در ∆+ ۱ رنگ با رأس دو

می�شود. رد باشند مجاور غير باهم ،u با
هستند. همسايه باهم همه ،u با مجاور رأس ∆ بنابراين،
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مجاورند. باهم همگی آن با مجاور رأس ∆ که نمود بيان v رأس برای می�توان نيز را روند همين حال
قرار u همسايگی در نمی�تواند v رأس لذا است، ∆ + ۱ رنگ با رأسی ،v رأس کرديم فرض اينکه به توجه با
مقدار هم آنگاه است، مجاور ∆رأس با vرأس اينکه به توجه با افتد، اتفاق مجاورت اين اگر که چرا باشد، داشته
u با نه نمی�تواند v بنابراين می�شود. نقض ،G برای ∆ بودن درجه ماکسيمم هم و مينيمال رنگ�آميزی در vرنگ
نمی�توانند نيز v و u مجاورهای از هيچ�کدام که گفت بايستی همچنين باشد. همسايه ،u با مجاور رأس ∆ با نه و

می�شود. ايجاد ،G برای ∆ بودن درجه ماکسيمم با تناقض دوباره زيرا باشند، مجاور باهم
ضمناً هستند. مجاور باهم آنها همسايه�های نه و بگيرند قرار هم مجاورت در می�توانند نه ،v و u گفتيم، آنچه بنابر
نقض به�علت آنها، با مجاور رأس�های ∆ و v و u با نمی�تواند نيز G از ديگری رأس هيچ که بگوييم است لازم
مينيمال رنگ�آميزی يک لذا Gاست. بودن همبند با تناقض اين که باشد همسايه ،G ∆برای بودن درجه ماکسيمم

.|C∆+۱| = ۱ آن در که دارد وجود G روی c
: [٩] در ادعا اثبات

.c(u) = ∆ + ۱ به�طوری�که G در رأسی u و ،G برای مينيمال رنگ�آميزی يک c کنيم فرض
،s(Gi) ≤ ∆(G) داريم ۱ ≤ i ≤ t هر برای آنگاه باشد، G۱, G۲, ..., Gt مؤلفه�های دارای G− u اگر حال
نباشد، کامل G − u و s(G − u) = ∆(G) + ۱ اگر لذا ،s(G) ≤ ∆ + ۱ همواره اينکه به توجه با چون
،G به u شدن افزوده با آنگاه باشد، کامل G− u هم اگر و می�باشد G بودن نقض مثال کوچکترين با تناقض اين
اين و می�شود ∆ + ۱ با برابر G درجه�ی ماکسيمم شود، متصل بايد G − u رئوس از يکی به حداقل u چون

می�باشد. G برای ∆ بودن درجه ماکسيمم با تناقض
نقض مثال کوچکترين با تناقض نيز اينجا نباشد، فرد دور G − u و s(G − u) = ∆(G) + ۱ اگر همچنين
که c رنگ�آميزی يا که نمود مشاهده می�توان به�وضوح باشد، فرد دور G − u هم اگر و می�شود ايجاد ،G بودن
با تناقض يک اين که ،s(G) < ∆(G) + ۱ اينکه يا و نمی�باشد مينيمال ،G برای (c(u) = ∆ + ۱) آن در

است. قضيه اوليه�ی فرض
∆ با G − u برای رنگ�آميزی يک می�توان را c′ لذا .s(Gi) ≤ ∆(G) داريم ۱ ≤ i ≤ t هر برای بنابراين
G برای رنگ�آميزی يک به را c′ تا می�دهيم قرار ∆+ ۱ را uرأس رنگ حال گرفت. نظر در مينيمال به�طور و

دهيم. گسترش
خير؟ يا باشد G برای مينيمال رنگ�آميزی يک می�تواند c′ آيا که ببينيم می�خواهيم حال

: داريم منظور اين برای
∀i Σ(Gi, c

′
) ≤ Σ(Gi, c)

لذا
Σ(G− u, c

′
) ≤ Σ(G− u, c)

پس
Σ(G, c

′
) = ∆ + ۱+ Σ(G− u, c

′
) ≤ ∆+ ۱+ Σ(G− u, c) = Σ(G, c)

.C ′
∆+۱ = {u} ،c′ رنگ�آميزی در که کنيم توجه و است مينيمال G برای نيز c′ بنابراين

است. نموده تقسيم مؤلفه t به را G که می�گيريم نظر در را G − C۱ گراف نموديم، بيان آنچه به توجه با
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هر در درجه ماکسيمم که است مشاهده قابل به�وضوح نباشند. k∆ ،G − C۱ مؤلفه�های از هيچ�کدام کنيم فرض
siها، آن در که s(G−C۱) = max{s۱, s۲, ..., st} طرفی از است. ∆ از کمتر S۷ بنابه ،G−C۱ از مؤلفه
و مؤلفه�ها از هيچ�کدام نبودن k∆ فرض به توجه با بنابراين می�باشند. G − C۱ از مؤلفه هر رأسی قدرت�های

داريم ،∆(G− C۱) ≤ ∆(G)− ۱ به توجه با همچنين
s(G− C۱) < ∆(G) =⇒ s(G− C۱) ≤ ∆(G)− ۱

داريم S۵ بنابه لذا
s(G)− ۱ ≤ ∆(G)− ۱ =⇒ s(G) ≤ ∆(G)

می�باشد. s(G) = ∆(G) + ۱ يعنی قضيه فرض با تناقض اين که
است لازم می�دهيم. نشان k با آنرا که می�باشد k∆ کامل گراف ،G − C۱ مؤلفه�های از مؤلفه يک حداقل لذا
آن�صورت در که چرا بياوريم، G−C۱به�ميان برای k∆+۱ مؤلفه�ی از سخن نمی�توانستيم که بگوييم را اين همينجا

می�شد. نقض ،G برای ∆ بودن درجه ماکسيمم
از مؤلفه� يک� دقيقاً پس داريم، ∆ + ۱ رنگ از رأس يک فقط ،G روی c مينيمال رنگ�آميزی در آنجا�که از اما

بود. خواهد يکريخت ،Kn=∆ کامل گراف با ،G− C۱ مؤلفه�های
۲, ۳, ...,∆ + ۱ ،k در موجود رنگ�های پس می�باشد، G روی مينيمال رنگ�آميزی يک c اينکه به توجه با
هر اگر آنجاکه از اما است. داشته C۱ در همسايه يک حداقل ،S۲ بنابه ،k در موجود رأس هر بنابراين می�باشند.
با تناقض و می�شود ∆ از بيشتر G در رأس�ها آن درجه�ی آنگاه باشند وصل C۱ از رأس دو به k رئوس از کدام
C۱ در يکتا همسايه�ی يک ،k مؤلفه�ی در موجود رأس هر پس می�آيد، به�وجود G برای ∆ بودن درجه ماکسيمم

دارد.
رنگ با رئوس شامل A کار، اين با می�گيريم. نظر در A = C۱ ∩ N(v(k)) به�صورت را A مجموعه�ی حال
∆+ ۱ رنگ ،v ∈ Aرأس هر به می�توانيم آنگاه هستند. همسايه ،k رئوس با که ويژگی اين با البته می�شود، ۱
مجموع و مجاز هنوز رنگ�آميزی که به�گونه�ای کنيم، رنگ�آميزی دوباره ۱, ۲, ...,∆ رنگ�های با را k و بدهيم را

بماند. تغيير بدون همچنان رنگی

(الف) :۶.۳ شکل

که همسايه�هايش همراه ،A در رأس هر که ديد می�توان ،۱ رنگ با رئوس حذف يعنی مشابهی، ايده�ی با حال
همسايه يک دقيقاً ،A رأس هر که می�کند ايجاب اين می�دهند. تشکيل رأسی، ∆ کامل گراف يک نيستند، k در

دارد. C۲ − V (k) در همسايه يک و k در
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(ب) :۷.۳ شکل

رأس طرفی از دارد، ۲ رنگ ،k در همسايه�اش رأس که باشد A از رأسی آن ،u ∈ Aرأس کنيم فرض حال
برمی�گرديم. گراف اوليه�ی رنگ�آميزی به حال است. مجاور نيست، k در که ،۲ رنگ از ديگر، رأس يک با u

را می�باشد می�شوند، ساخته ۲ و ۱ رنگ با رئوس روی که G از القايی زيرگراف�های همه�ی شامل G۱۲که گراف
می�کنيم. بررسی را حالت دو حال می�ناميم. H است، u شامل که را G۱۲ از مؤلفه�ای آن و می�گيريم نظر در

: اول حالت
نقض رنگ�آميزی، بودن مجاز اينکه بدون و H در هم با ۲ و ۱ رنگ�های معاوضه�ی با آنگاه باشد �Hمسير اگر
می�يابد کاهش ۱ به ،k در u با مجاور رأس رنگ کار، اين با داشت، ۲ رنگ نيز k در ،u مجاور رأس چون شود،
کمتر رنگ مجموع و رنگ ∆ با G لذا و کاست را k در موجود رنگ�های همه�ی از واحد ۱ می�توان بنابراين و

می�باشد. s(G) = ∆ + ۱ فرض با تناقض اين و می�شود رنگ�آميزی مجاز، به�طور ،Σ(G) از

(پ) :۸.۳ شکل

: دوم حالت
اينکه (فرض .deg(v) ≥ ۳ که باشد u به H از رأس نزديکترين ،v کنيم فرض آنگاه نباشد مسير H اگر
از می�باشد) ۲ مسير، در رأس هر درجه�ی حداکثر چرا�که است، H نبودن مسير فرض به�خاطر ،deg(v) ≥ ۳
v همسايگی در که دارد وجود ∆+ ۱ از غير رنگی که ديد می�توان به�وضوح است، ∆ حداکثر deg(v) که آنجا

است. نشده ظاهر
رنگ با رأس به u از مسير و v به u از مسير در هم با را ۲ و ۱ رنگ�های و داده v به را ∆+ ۱ از غير رنگ آن

می�کنيم. معاوضه ،k در ۲
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(ت) :۹.۳ شکل

می�شود. Σ(G)+∆−۲+۱ برابر رئوسGحداکثر رنگ�های مجموع و مجاز، همچنان جديد، رنگ�آميزی
حالت مانند و می�يابد تغيير ۱ رنگ به بود، ۲ با برابر که k از رأسی رنگ رنگ، تغيير اين با می�دانيم که همان�طور
حذف، رنگ۱+∆، اين�صورت در که نمود رنگ�آميزی مجاز، به�طور ،۱, ۲, ...,∆ رنگ�های با را k می�توان اول،
Σ(G) + ∆ − ۱ −∆ = Σ(G) − ۱ با برابر ،G روی جديد رنگ�آميزی با G رئوس رنگ�های مجموع و
رنگ�آميزی ،Σ(G) از کمتر رنگ� مجموع با را G گراف رنگ، s(G) = ∆+ ۱ از کمتر با توانستيم لذا می�شود.

است. تناقض در قضيه فرض با اين و نماييم مجاز

است. برقرار حکم که می�گيريم نتيجه شد، حاصل دوم و اول حالت در که تناقضی دو اين با

s(G) ≤ col(G) نامساوی اما .χ(G) ≤ col(G) داريم G گراف هر برای شد، ذکر قبلاً همان�طورکه
رنگ�آميزی» «عدد درحالی�که دارند، ۲ از بيشتر قدرتی درخت�ها اغلب تقريباً مثال، به�عنوان نيست. برقرار همواره

است. ۲ همواره آنها
است. (۶.۳.۳) قضيه�ی از بهبودی زير قضيه�ی

: داریم G مانند دلخواه گراف هر برای [٩] .٧.٣.٣ قضیه

s(G) ≤
⌈
col(G) + ∆(G)

۲
⌉

برهان.
: که باشد نقضی مثال کوچکترين G کنيم فرض

s(G) >

⌈
col(G) + ∆(G)

۲
⌉

.|Cs| = ۱ به�طوری�که دارد وجود G روی رنگ، s با c مينيمال رنگ�آميزی يک که می�کنيم ادعا حال
و بگيريد نظر در را G − v گراف حال باشد. G در s رنگ با رئوس از يکی v کنيد فرض ادعا، اثبات برای

: داريم G− v برای لذا بود، نقض مثال کوچکترين G چون
s(G− v) ≤

⌈
col(G− v) + ∆(G− v)

۲
⌉
≤

⌈
col(G) + ∆(G)

۲
⌉
< s(G)

=⇒ s(G− v) < s(G)

کافی بنابراين کرده�ايم. رنگ�آميزی مينيمال به�طور رنگ، s(G − v) ≤ s − ۱ با را G − v کنيد فرض حال
به�دست G برای c مينيمال رنگ�آميزی يک توانستيم لذا نمود. اضافه G− v به را v و داده v به را sرنگ است
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.Cs = {v} آن در که بياوريم
رنگ s با G از مينيمال رنگ�آميزی يک که بگيريد نظر در v چون رأس�هايی همه�ی مجموعه�ی را S مجموعه�ی
در که بگيريد نظر در رأس�هايی آن مجموعه�ی را S ساده�تر، به�عبارت .Cs = {v} به�طوری�که دارد وجود

می�پذيرند. را sرنگ است، sرنگ دارای G از رأس يک فقط که ،G روی متفاوت مينيمال رنگ�آميزی�های
: داريم است مثبت و صحيح مقدار يک s(G) اينکه و G بودن نقض مثال به توجه با حال

s(G) >

⌈
col(G) + ∆(G)

۲
⌉
=⇒ s(G)− ۱ ≥

⌈
col(G) + ∆(G)

۲
⌉

نتيجه: در
s(G)− ۱ ≥ col(G) + ∆(G)

۲
۲s(G)− ۲− col(G) ≥ ∆(G) (۶.۳)

شده�اند. ظاهر يک�بار تنها ،Cs همسايگی در که باشد رنگ�هايی تعداد ،t کنيد فرض حال
خواهيم و می�باشد s−۱− t با برابر شده�اند، ظاهر يک�بار از بيش ،Cs همسايگی در که رنگ�هايی تعداد بنابراين

: داشت
t+ ۲(s− ۱− t) ≤ deg(v) ≤ ∆(G)

: داريم ،(۶.۳) به توجه با و
col(G) ≤ ۲(s(G)− ۱)−∆(G) ≤ t

Cs مجموعه�ی همسايگی در يک�بار دقيقاّ ،s با همرنگ غير و هم از متفاوت رنگ col(G) حداقل بنابراين و
کرد. معاوضه Cs مجموعه�ی همسايگی در رنگ، col(G) حداقل آن با را s رنگ می�توان که می�شوند ظاهر
می�دانيد همان�طورکه اما .δ(G[S]) ≥ col(G) يعنی اين و می�باشد col(G) حداقل ،S رأس هر درجه�ی لذا
مشاهده را تناقض وضوح به بنابراين .col(G) > δ(H) يعنی اين و col(G) = ۱ + max δH⊆G(H)

می�شود. ثابت حکم درنتيجه و می�نماييم

و نمی�شود، کمتر اين از ،s(G) برای بالا کران ،(۷.۳.۳) در که دادند نشان [۱۲] در «وست» و «جيانگ»
می�افتد. اتفاق حتماً ،s(G) برای (۷.۳.۳) در شده آورده بالای کران به�اصطلاح،

می�باشد. درختان برای بالا کران يک ⌈∆(T )

۲ ⌉+ ۱ که می�گيريم نتيجه (۷.۳.۳) قضيه�ی از استفاده با
می�باشد. درختان برای (۷.۳.۳) قضيه�ی از بهبودی زير، گزاره�ی

: داریم d(T ) قطر با T درخت هر برای ([٩]) .٨.٣.٣ گزاره

s(T ) ≤ ⌈
min

(
d(T ),∆(T )

)
۲ ⌉+ ۱

برهان.
: داريم (۷.۳.۳) قضيه�ی مطابق اين�صورت در ،∆(T ) ≤ d(T ) کنيد فرض

s(T ) ≤ ⌈∆(T )

۲ ⌉+ ۱

ندارد. وجود اثبات برای چيزی لذا و
.s(T ) ≤ ⌈d(T )

۲ ⌉+ ۱ که داد نشان بايستی ،d(T ) < ∆(T ) يعنی اين�صورت، غير در
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.s(T ) > ⌈d(T )
۲ ⌉+ ۱ به�طوری�که باشد نقض مثال کوچکترين T کنيد فرض منظور، اين برای

رنگ�آميزی ،۱ رنگ با بايد يک، درجه�ی از رئوس همه�ی ،T از مينيمال رنگ�آميزی يک در که می�کنيم ادعا حال
توجه با اين�صورت در باشد. ۱ از بيشتر رنگی با يک، درجه�ی از رأس يک v کنيد فرض ادعا، اثبات برای شوند.

: داريم ،s(T ) > ⌈d(T )
۲ ⌉+ ۱ اينکه به

s(T − v) = s(T )

طرفی از
d(T − v) ≤ d(T )

: داريم حال
s(T ) = s(T − v) > ⌈d(T )۲ ⌉+ ۱ ≥ ⌈d(T − v)

۲ ⌉+ ۱

درنتيجه
s(T − v) > ⌈d(T − v)

۲ ⌉+ ۱

در که دارد وجود T برای مينيمال رنگ�آميزی يک لذا می�باشد. T بودن نقض مثال کوچکترين با تناقض اين که
دارند. ۱ رنگ برگ�ها، همه�ی آن

که چرا است، جنگل يک ،T − C۱ که نمود مشاهده می�توان به�وضوح بگيريد. نظر در را T − C۱ حال
(بنا�به می�باشد يک از بيشتر درجه�ی با رئوس تعدادی و يک درجه�ی با رئوس تمام شامل ،C۱ مجموعه�ی اعضای
باشد داشته را يک درجه�ی با رئوس فقط C۱ اگر که ديد می�توان به�راحتی و (T بودن نقض مثال کوچکترين
بالاتر درجات با رئوس يک، درجه�ی با رئوس بر علاوه اگر و دارد وجود T −C۱ همبند مؤلفه�ی يک تنها آنگاه
جنگل يک حتماً T − C۱ لذا است، برشی رأس يک ،T درخت رأس هر چون آنگاه باشند، موجود C۱ در نيز

بود. خواهد
کوچکترين به توجه با و می�باشد d(T )− ۲ حداکثر ،T −C۱ مؤلفه�ی هر قطر که می�يابيم در شد گفته آنچه بنابر

: که داشت خواهيم را زير نامعادله�ی T − C۱ برای ،S۵ داشتن نظر در و T بودن نقض مثال
s(T − C۱) = s(T )− ۱ ≤ ⌈d(T − C۱)

۲ ⌉+ ۱ ≤ ⌈d(T )− ۲
۲ ⌉+ ۱

=⇒ s(T )− ۱ ≤ ⌈d(T )− ۲
۲ ⌉+ ۱

=⇒ s(T ) ≤ ⌈d(T )۲ ⌉+ ۱

ثابت حکم نتيجه در می�باشد. s(T ) > ⌈d(T )
۲ ⌉ + ۱ به�طوری�که T بودن مينيمال فرض با تناقض يک اين که

و می�شود
s(T ) ≤ ⌈d(T )۲ ⌉+ ۱

می�کنيم. بيان آنها رئوس تعداد از استفاده با درختان، رنگی مجموع برای را کران دو حال
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آنگاه باشد، رأس n ≥ ۲ با درختی T کنید فرض [٧] .٩.٣.٣ قضیه
n+ ۱ ≤ Σ(T ) ≤ ⌊۱� ۵n⌋

برهان.
يعنی اين و می�شود، استفاده رنگ�آميزی برای رنگ دو حداقل Σ(T ) محاسبه��ی برای درختان رنگ�آميزی در
که می�بايست ۲ رنگ از رأس يک حداقل باشد، رأس n ≥ ۲ دارای T اگر بنابراين .s(T ) ≥ χ(T ) = ۲
موجود ۲ رنگ از رأس يک حداقل و ۱ رنگ از رأس n − ۱ حداکثر رنگ�آميزی، اين در لذا باشد. موجود

اينکه به می�شود منجر اين و می�باشد
Σ(T ) ≥ (n− ۱)(۱) + ۱(۲) = n+ ۱
می�آيد. به�دست قضيه پايين کران ،k۱,n−۱ ستاره�ی درخت برای مثال به�عنوان

نمود. رنگ�آميزی مجاز، به�طور {۱, ۲} رنگ�های با را درخت می�توان لذا و دوبخشی، است گرافی درخت، يک
۲ رنگ با را ديگر بخش در رئوس مابقی و ۱ رنگ با را رأس تعداد نظر از بزرگتر بخش در حاضر رئوس حال

می�کنيم. رنگ�آميزی
داريم باشند درخت رأسی قدرت s(T ) و رنگی، عدد χ(T ) اگر بنابراين

Σs(T )(T ) ≤ Σχ(T )(T ) ≤ ۱⌈n۲ ⌉+ ۲⌊n۲ ⌋ = ⌊۱� ۵n⌋
داشت خواهيم n ≥ ۲ درخت هر برای لذا

n+ ۱ ≤ Σ(T ) ≤ ⌊۱� ۵n⌋

باشد. رنگ n از استفاده با G از رنگ�آمیزی یک c و گراف یک G کنید فرض [١٣] .١٠.٣.٣ قضیه
گراف یگ ۱ ≤ i ≤ t ،Vi به�طوری�که نمود افراز V۱, V۲, ..., Vt زیرمجموعه�های به بتوان را V (G) اگر
رنگ�های از استفاده با G گراف رأسی رنگ�آمیزی مجموع مینیمم آنگاه کند، القا را رأسی mi کامل

بود. خواهد Σt
i=۱Σ

|Vi|
j=۱Cj با برابر حداقل ،c مجموعه�ی

برهان.
اندازه�ی به لذا و می�کند القا را miرأسی کامل يکگراف ۱ ≤ i ≤ t ،Vi رئوس مجموعه�ی فرضمسأله، به توجه با
رنگ�های تخصيص با خوشه هر در رنگ�آميزی مجموع بنابراين دارد. نياز مجاز رنگ�آميزی برای رنگ، |Vi|
۱ + ۲ + ... + |Vi| مينيمال رنگی مجموع نتيجه در و Vi توسط القايی زير�گراف رئوس به {۱, ۲, ..., |Vi|}

می�آيد. به�دست
بود. خواهد Σt

i=۱Σ
|Vi|
j=۱Cj برابر دقيقا نباشد، موجود يالی خوشه�ها بين که حالتی در رنگی مجموع مينيمم لذا

رنگ�های از برخی يا تمام افراز، هر رئوس تعداد به بسته می�توان نباشد موجود يالی خوشه�ها بين که حالتی در
داد. ديگری به را خوشه هر

شده استفاده ديگری در که را رنگ�هايی همه�ی خوشه، هر به نمی�توان باشد، موجود يال خوشه�ها بين وقتی اما
رئوس از بعضی مجاورت به�علّت بعد خوشه�ی خوشه، هر رنگ�آميزی با خود�به�خود بنابراين داد، تخصيص است
و می�يابد افزايش کل، در رنگی مجموع لذا شد، خواهد رنگ�آميزی بالاتری مقدار با خوشه�ها، بين به�هم متصل

می�شود. ثابت حکم
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مجموع بهينه�ی مقدار در می�تواند و دارد ويژه��ای جايگاه رنگی، مجموع مبحث در گراف يک استقلال عدد
رنگی مجموع برای را بالا کران يک گراف، يک استقلال عدد مفهوم از استفاده با حال باشد. تأثيرگذار رنگی

می�نماييم. اثبات و معرفی

: داریم یال m و رأس n با G گراف هر برای [١٣] .١١.٣.٣ قضیه

Σ(G) ≥
(
⌊ n

α(G)
⌋+ ۱

)
.

(
n− ⌊ n

α(G)
⌋α(G)۲

)
برهان.

استقلال عدد α(G) که ،P = ⌊ n
α(G)

⌋ دهيم قرار و باشد G گراف روی مينيمال رنگ�آميزی يک c کنيم فرض
: داريم حال می�باشد. G گراف

α(G) ≥ |C۱|, α(G) ≥ |C۲|, ... , α(G) ≥ |Cχ(G)|

=⇒ χ(G)α(G) ≥ |C۱|+ |C۲|+ ...+ |Cχ(G)| = n

: که می�آوريم به�دست χ(G)α(G) ≥ n به توجه با دهيم، نشان cmax با را sرنگ اگر طرفی از
n

α(G)
≤ χ(G) ≤ cmax

: داريم ۲ ≤ i ≤ P + ۱ هر برای حال .P ≤ cmax درنتيجه
|C۱|+ |C۲|+ ...+ |Ci−۱| ≤ (i− ۱)α(G)

بنابراين
n− |C۱| − |C۲| − ...− |Ci−۱| ≥ n−

(
(i− ۱)α(G)

)
(۷.۳)

: که می�آوريم به�دست است مينيمال رنگ�آميزی c اينکه به توجه با و
Σ(G, c) = ۱|C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ s|Cmax| = n+ |C۲|+ ۲|C۳|+ ...+ (s− ۱)|Cmax|︸ ︷︷ ︸

I

I ≥ (|C۱|+ |C۲|+ ...+ |Cmax|) + ΣP+۱
i=۲ (n− |C۱| − |C۲| − ...− |Ci−۱|)︸ ︷︷ ︸
W

W = n+ ΣP+۱
i=۲ (n− |C۱| − |C۲| − ...− |Ci−۱|)

: داريم (۷.۳) توجه با
Σ(G, c) = Σ(G) ≥ n+ ΣP

i=۱

(
n− (i α(G))

)
= ΣP

i=۰

(
n− (i α(G))

)
بنابراين و

ΣP
i=۰

(
n− (i α(G))

)
= n+ (n− α(G)) + (n− ۲α(G)) + ...+ (n− P. α(G))

= (P + ۱)n− P (P + ۱)
۲ α(G) = (P + ۱)(n− P.

α(G)

۲ )

: داشت خواهيم ،P = ⌊ n

α(G)
⌋ جايگذاری با حال

Σ(G) ≥
(
⌊ n

α(G)
⌋+ ۱

)
.

(
n− ⌊ n

α(G)
⌋α(G)۲

)
شد. خواهد ثابت حکم بنابراين و
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است. برقرار فوق قضيه�ی و α(G) = ۱ ،kn کامل گراف�های در

که به�طوری� باشد G روی t-رنگ�آمیزی یک ،c و گراف یک G کنیم فرض [١٠] .١٢.٣.٣ لم
.۰ ≤ r < |C۱| و |V (G)| = q|C۱|+ r و |C۱| ≥ |C۲| ≥ ... ≥ |Ct|
.Σ(G, c) ≥ ۱

۲q(q + ۱)|C۱|+ r(q + ۱) : که دهیم نشان می�خواهیم

برهان.
بنابراين می�باشد، G روی يکt-رنگ�آميزی c چون

Σ(G, c) = Σi|Ci| = ۱|C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ t|Ct|

رنگ با را G − C۱ رئوس از رأس |C۱| به�اندازه�ی اگر ،|C۱| ≥ |C۲| ≥ ... ≥ |Ct| اينکه به توجه با حال
در روند، اين دادن ادامه با همين�طور و ۳ رنگ و نموده جدا را رأس |C۱| تعداد رئوس، مابقی از همين�طور و ۲
جدا را رأس |C۱| تعداد ،G − C۱ در باقی�مانده رئوس از ،|V (G)| = q|C۱| + r اينکه به توجه با نهايت
کنيم، محاسبه را G رئوس رنگ�های مجموع حال و بدهيم q + ۱ رنگ را باقی�مانده رأس r و q رنگ و نموده
از رأس

∣∣|C۱| − |Ci|
∣∣ تعداد ،۲ ≤ i ≤ q برای کلی به�طور واقع در شد. خواهد Σ(G, c) از کمتر حاصل�جمع

از آنها تعداد که را باقی�مانده رئوس مابقی و رنگ�آميزی، iرنگ با و جدا G− C۱ از را i + ۱ رنگ با رئوس
می�کنيم. حساب را Gرئوس رنگ�های مجموع حالا و نموده رنگ q + ۱ رنگ با است، کمتر |C۱|

داريم بنابراين و بود خواهد کمتر Σ(G, c) از آمده، به�دست مقدار که است واضح

Σ(G, c) = |C۱|+ ۲|C۲|+ ...+ t|Ct| ≥ |C۱|+ ۲|C۱|+ ...+ q|C۱|+ r(q + ۱)

=⇒ Σ(G, c) ≥ ۱
۲q(q + ۱)|C۱|+ r(q + ۱)

می�کنيم. بيان اثبات بدون را آمده [۵] در که آنها از آمده به�دست مهم نتيجه چند و قضيه دو اينجا در اما

: داشت خواهیم k ≥ ۲ صحیح عدد هر برای و ،p(۲, ۱) = p(۳, ۱) = ۸ داریم .١٣.٣.٣ قضیه

p(k, ۱) = k + ۱+
⌊۱+√۸k + ۱

۲
⌋

.π(۱) = ۸ داريم فوق قضيه�ی از استفاده با

داریم: آنگاه باشد، G از مینیمال رنگ�آمیزی یک ،c و G ∈ G۱
k کنیم فرض .١۴.٣.٣ نتیجه

|C۱| ≥ ۱+
⌊۱+√۸k + ۱

۲
⌋

داریم: t ≥ ۱ و k ≥ ۲ صحیح عدد زوج هر برای .١۵.٣.٣ قضیه

p(k, t) ≤ (k(k − ۱) + ۱)
⌊ t

k − ۱−۱
⌋
(ktmod(k−۱) + ۱)k۳
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داریم: t مثبت و صحیح عدد هر برای .١۶.٣.٣ نتیجه
p(۲, t) ≤ ۸.۳t−۱

داریم: t مثبت و صحیح عدد هر برای .١٧.٣.٣ نتیجه
π(t) ≤ (t+ ۱)۳

رنگی مجموع و جدولی گراف�های ۴.٣

مفيد بسيار رنگ�آميزی، مسأله�ی مخصوصاً گراف نظريه�ی مختلف قسمت�های در جدول، گراف�های آنجايی�که از
گراف�های به که گراف�ها از جديد کلاس يک مطالعه�ی و معرفی به ،[۱۰] از استفاده با بخش، اين در لذا هستند،

می�پردازيم. هستند، مشهور جدول

(۱ ≤ j ≤ n, ۱ ≤ i ≤ m) خانه mn با جدول يک از که است گرافی ،T [Vij] جدولی۴ گراف ∪يک
i,j Vij دارد. وجود می�باشد، رأس متناهی تعداد نشانگر که Vij درايه�ی خانه، هر درون و است شده تشکيل

دو و می�دهند تشکيل را T [Vij] جدولی گراف رئوس همه�ی مجموعه�ی ،(۱ ≤ j ≤ n , ۱ ≤ i ≤ m) برای
.j ̸= l و i ̸= k اگر تنها و اگر مجاورند باهم v ∈ Vkl و u ∈ Vij رأس

را آن بتوان يعنی باشد، يکريخت جدولی گراف يک با هر�گاه گوييم ۵ جدول گراف را G مانند گراف يک
داد. نشان جدولی، گراف تعريف به توجه با جدول يک به�صورت

ناميم. T [Vij] از ستون۷ يک را ∪i Vij و ردیف۶ يک را ∪j Vij

همچنين باشند، خانه يک به متعلق هرگاه ناميم هم�ارز۹ را رأس دو و گوييم خط۸ يک را ستون هر يا سطر هر
می�گوييم. هم�راستا۱۰ را خط يک در رأس دو حداقل

می�آيد: به�دست جدول گراف�های و جدولی گراف�های تعريف از مستقيماً زير، نتايج

است. جدول گراف یک خود جدول، گراف یک زیر�گراف هر (T۱
آنها بين که هستند هم�راستا يا جدول، گراف يک زير�گراف در انتخابی رأس دو هر که است واضح کاملاً
می�باشد. يال آنها بين اين�صورت در که هستند مختلف ستون دو و سطر دو در يا و نيست موجود يالی هيچ

۴Table Graph
۵Tbular Graph
۶Row
۷Column
۸Line
۹Equivalent

۱۰Colinear
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باشند. هم�راستا اگر تنها و اگر هستند مستقل رأس دو جدول، گراف یک در (T۲
هستند، متصل به�هم متفاوتند، ستون دو و سطر دو در که رئوسی تنها جدول، گراف�های در آنجايی�که از
يال آنها بين مستقلند رأس دو وقتی طرفی از مستقلند. همگی هستند، هم�راستا که رئوسی تمام نتيجه در

نيست. موجود يال آنها بين هستند، هم�راستا رئوس وقتی تنها جدولی، گراف�های در و نيست موجود

نیستند، هم�راستا آن مجزای رأس دو هیچ که رئوسی مجموعه�ی جدولی، گراف یک در (T۳
می�دهند. خوشه یک تشکیل

به�عبارتی يا متفاوتند ستون�های و سطرها در که رئوسی فقط جدولی، گراف�های در اينکه به توجه با
يک در آنها تای هردو که رئوسی مجموعه اگر است واضح کاملاً می�باشند، متصل به�هم نيستند، هم�راستا

می�دهند. خوشه يک تشکيل بگيريم، نظر در را نباشند) نباشند(هم�راستا ستون يک و سطر

بر و است خط همواره جدولی، گراف یک در رئوس، از ماکسیمال مستقل مجموعه�ی یک (T۴
می�باشد. ماکسیمال مستقل مجموعه�ی یک هم�ارز، غیر رأس دو حداقل با خط یک عکس
اينکه برای اما است. خط يک همواره ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک که می�يابيم در T۲ از استفاده با
کافی است، ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک هم�ارز، غير رأس دو حداقل با خط يک بگوييم بخواهيم
رأس هم�ارز، غير رأس دو حداقل با خط يک به� نمی�توان وقت هيچ جدولی گراف يک در که بگوييم است
دو با خط يک وقتی که چرا است، واضح جدولی گراف تعريف به توجه با نيز اين که بيافزاييم رئوسی يا
هم�ارز غير رأس دو اين به نسبت جدولی گراف ديگر رئوس موقعيت می�گيريم، نظر در را هم�ارز غير رأس
مجاور ديگر هم�ارز غير رآس با اين�صورت در که می�شوند، هم�راستا دو آن از يکی با يا که است به�گونه�ای
ديگر رئوس اينکه يا شوند، اضافه نظر مورد خط رئوس مجموعه�ی به نمی�توانند نتيجه در و می�شوند
هردوی با نيز اين�صورت در که نيستند، هم�راستا نظرمان مورد هم�ارز غير رأس دو از هيچ�کدام با گراف

نمود. اضافه نظر مورد خط رئوس مجموعه�ی به را آنها نمی�توان باز و شد خواهند مجاور آنها
نيست. ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک لزوماً صفر، غير خانه�ی يک فقط با خط يک که است ذکر به لازم

گراف�های خواص بيشتر چه هر فهم در آن از و می�پردازيم رياضی مباحث در پرکاربرد لم يک بيان به حال
می�گيريم. کمک جدولی،

کونیگ۱۱ لم .١.۴.٣ لم
به�جز که ۱هایی تعداد ماکسیمم این�صورت در باشد. ۱ و ۰ درایه�های با mn ماتریس یک A کنیم فرض
با است برابر نباشد، موجود هستند، حاضر که ستونی و سطر در دیگری صفر غیر درایه�ی هیچ خودشان،

می�پوشانند. را A در حاضر ۱های همه�ی که ستون�هایی و سطرها تعداد مینیمم

داريم. را زير گزاره کونيگ، لم به توجه با

می�باشد. تام گراف یک جدول، گراف هر [١٠] .٢.۴.٣ گزاره

برهان.
،G از H القايی زير�گراف هر برای بگوييم که است کافی است، تام G مانند گراف يک دهيم نشان� اينکه برای

۱۱Konig
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می�باشد. H کامل(خوشه) زير�گراف�های تعداد همان w(H) که χ(H) = w(H)

جدول گراف يک نيز خود ،T۱ طبق که باشد G جدول گراف از زير�گراف يک H که کنيم فرض اين�منظور، برای
است.

يک همواره جدول، گراف يک در رئوس، از ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک نموديم، بيان T۴ در که همانطور
اعداد همه�ی که خط�هايی تعداد مينيمم بنابراين بگيريم، نظر در رنگ يک نشانگر را خط هر اگر حال است. خط

می�شود. محسوب جدول گراف رنگی عدد همان می�پوشاند، را جدول صفر غير
ماکسيمم همان می�پوشانند، را جدول صفر غير اعداد همه�ی که خط�هايی تعداد مينيمم کونيگ، لم بنا�به طرفی از
ديگری صفر غير عدد هيچ حاضرند، که ستونی و سطر در که می�باشند جدولی�ای گراف صفر غير اعداد تعداد

نيست. موجود
يک تشکيل نيستند، راستا هم آن مجزای رأس دو هر که رئوسی مجموعه�ی جدولی، گراف يک در T۳ بنا�به حال

می�دهند. خوشه
تعداد همان می�شود، بحث کونيگ لم در که صفری غير اعداد ماکسيمم که برمی�آيد نموديم بيان آنچه از بنابراين

می�باشند. خوشه�ها تعداد همان يا کامل القايی زيرگراف�های
است. تام ،G جدول گراف نتيجه در و χ(H) = w(H) بنابراين

با G گراف�های همه�ی خانواده�ی ،Gt
k کنيم فرض ،t مثبت و صحيح عدد و k ≥ ۲ صحيح عدد هر برای

گراف يک رئوس تعداد مينيمم که می�کنيم تعريف را p(k،t) پارامتر حال باشد. s(G) ≥ k+ t و χ(G) = k

می�باشد. Gt
k در

مجموع و مينيمال رنگ�آميزی مطالعه�ی روند در جدولی گراف�های از استفاده انگيزه�ی که می�دهيم نشان ادامه در
چيست. رنگی

می�باشد، یال تعداد ماکسیمم و رئوس تعداد مینیمم دارای که G ∈ Gt
k گراف هر [١٠] .٣.۴.٣ گزاره

است. جدول گراف یک

برهان.
گراف حال باشند. G از k-رنگ�آميزی يک d و رنگ، p ≥ k + t با مينيمال رنگ�آميزی يک c کنيم فرض
که می�دهيم نشان و می�گيريم نظر در را (۱ ≤ j ≤ k , ۱ ≤ i ≤ p) و Vij = Ci ∩Dj مجموعه�ی با جدولی

داد. نشان جدولی گراف يک به�صورت می�توان را G
چيزی و است y همان x اين�صورت در ،j = j

′ و i = i
′ اگر ،y ∈ Vi′j′ و x ∈ Vij وقتی اين�منظور، برای

y و x بين بنابراين ،j ̸= j
′ و i = i

′ اگر ،G در يال�ها بودن تعداد ماکسيمم به توجه با حال نداريم. گفتن برای
درايه�های با که جدولی�ای گراف در که است مشاهده قابل وضوح به همچنين است، نبوده موجود يالی هيچ G در

نيست. موجود يالی هيچ می�شوند، واقع سطر يک در چون ،y و x بين نيز ساخته�ايم Vij = Ci ∩Dj

گراف يک روی که ندارد وجود رنگ�آميزی�ای اين�چنين هيچ�وقت اين�صورت در که ،j = j
′ و i ̸= i

′ اگر حال
مجاز، k-رنگ�آميزی يک در اما باشند) مجاور رأس بگيرند(دو متفاوت رنگ رأس، دو مينيمال، رنگ�آميزی در

بگيرند. را يکتا رنگ يک رأس، دو همان
به توجه با اين�صورت در می�گيريم. نظر در را می�باشد j ̸= j

′ و i ̸= i
′ که باقی�مانده حالت تنها آخر، در اما
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گراف در وضوح به نيز اين و است بوده موجود يال يک G در y و x بين حتماً ،G در يال�ها بودن تعداد ماکسيمم
بود. خواهد موجود يال ،y ∈ Vi′j′ و x ∈ Vij بين که است مشاهده قابل ساخته�ايم که جدولی�ای

است. جدول گراف يک G نتيجه در دهيم، نشان جدولی گراف يک به�صورت را G توانستيم بنابراين

است. مفيد p(k, t) محاسبه�ی در جدول گراف�های کاربرد چرا که می�دهد نشان فوق گزاره�ی
که ديد خواهيم آينده در و نيست پيچيده جدولی گراف يک از مينيمال رنگ�آميزی يک که می�دهد نشان بعد لم
سطرها از مجموعه�ای مينيمال، رنگ�آميزی يک از رنگی کلاس�های مجموعه�ی جدولی، گراف�های از بسياری برای

می�باشد. ستون�ها يا و

G روی مینیمال رنگ�آمیزی یک ،c و جدولی گراف یک G = T [Vij] کنیم فرض [١٠] .۴.۴.٣ لم
داشت: خواهیم آنگاه باشد.

.Ci = L−
∪

j<iCj آنگاه باشد، L مانند خط یک از هم�ارز غیر رأس دو دارای Ci اگر (١
می�گیرند. قرار مشابه رنگی کلاس یک در هم�ارز، رئوس مینیمال، رنگ�آمیزی هر در همچنین

برهان.
ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک Ci همواره ،G دلخواه گراف روی c رنگ�آميزی هر برای ،S۴ به توجه با
غير رأس دو حداقل با خط يک جدولی، گراف�های در ،T۴ بنابه همچنين می�باشد. G−

∪
j<iCj روی

جدولی، گراف�های در ماکسيمال مستقل مجموعه�ی هر و است ماکسيمال مستقل مجموعه�ی يک هم�ارز،
می�باشد. خط يک همواره

.Ci = L−
∪

j<iCj که است بديهی شد گفته آنچه بنا�به لذا
مقوله�ی در همگی که دارد وجود آنها در رأس تعداد يک که است خانه تعدادی شامل خط هر می�دانيم اما
رئوسی با فقط که است اين آن و هستند يکتا شرط يک دارای جدولی، گراف خانه�های ساير با مجاورت
يک روی رئوس چون طرفی از باشند. داشته قرار جدول از ديگری ستون و سطر در که می�شوند مجاور
هم از خانه يک رئوس پس دارد، قرار خط يک روی خانه هر همچنين و هستند مستقل هم با همگی خط
مشابه رنگی کلاس يک دارای مينيمال، رنگ�آميزی يک در مستقل، رئوس که می�دانيم و هستند مستقل

می�باشند.

بعضی برای همچنین و jها، همه�ی برای |Vkj| ≤ |Vlj| بطوری�که باشند سطر دو Rl و Rk اگر (٢
.C۱ ̸= Rk داریم: آنگاه ،|Vkj۰| < |Vlj۰ | jها

برهان.
که می�کنيم تعريف اين�صورت به c′ جديد رنگ�آميزی و C۱ = Rk که کنيم فرض
c
′
(Rl) = {۱} , ∀j c

′
(Vkj) = c(Vlj)

در را رنگ تغيير فقط c′ رنگ�آميزی در درواقع که چرا است، مجاز c′ رنگ�آميزی می�بينيم که همان�طور
دارند. را c قبلی رنگ�آميزی همان ديگر، سطرهای در رئوسِ رنگ�های ساير و داريم l و k سطرهای
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را lام سطر در موجود خانه�ی يک رئوس مجموعه�ی رنگ که است به�گونه�ای رنگ تغيير اين گفت بايد
رئوس آنجايی�که از و قراردارند،می�دهيم، ستون همان در که kام سطر از خانه�ای رئوس مجموعه�ی به
،c′ لذا و نمی�زند برهم را رنگ�آميزی بودن مجاز رنگ، تغيير اين هستند، مستقل هم از همگی هم�راستا

بود. خواهد مجاز رنگ�آميزی يک
نتيجه در ،|Vkj۰| < |Vlj۰| j۰ها برخی برای آنجايی�که از اما

Σ(G, c
′
) < Σ(G, c) = Σ(G)

می�شود. ثابت حکم بنابراين و است تناقض در c رنگ�آميزی بودن مينيمال با اين

آن در که c رنگ�آميزی يک به�صورت را سطری رنگ�آمیزی ،G = T [Vij] جدولی گراف يک برای
C

′
i =

∪
j Vji آن در که c

′ مانند رنگ�آميزی يک به�صورت نيز را ستونی رنگ�آمیزی و Ci =
∪

j Vij

می�دهيم.[۱۰] نشان ℘ و ℜ با را آنها ترتيب به و می�کنيم تعريف
است. برقرار زير گزاره�ی ،(۱۲.۳.۳) لم به توجه با

تعداد دارای آن ستون�های همه�ی به�طوری�که باشد جدولی گراف یک G کنید فرض [١٠] .۵.۴.٣ گزاره
از یکی ،C۱ رنگی کلاس مجموعه�ی ،G از c مینیمال رنگ�آمیزی یک در اگر هستند. یکسانی رأس

آنگاه باشد، ستون�ها
Σ(G) = Σ(G,℘)

برهان.
G روی ستونی رنگ�آميزی ℘ اگر حال .|V (G)| = n|C۱| اين�صورت در باشد، ستون n دارای G کنيم فرض

(۱۲.۳.۳) لم بنا�به آنگاه باشد،
Σ(G, c) ≥ ۱

۲n(n+ ۱)|C۱| = Σ(G,℘)

.Σ(G, c) ≤ Σ(G,℘) لذا است، مينيمال رنگ�آميزی يک c چون طرفی از
داشت: خواهيم بنابراين

Σ(G) = Σ(G,℘)

و بيان به آن از قبل اما پرداخت، خواهيم p(k, t) برای بالا و پايين کران چند تعيين به بخش، اين انتهای در
می�پردازيم. زير لم اثبات

همچنین ،Σn
i=۱i pi < Σm

j=۱j qj و n ≥ m ،V = Σn
i=۱pi = Σm

j=۱qj که کنید فرض [١٠] .۶.۴.٣ لم
باشند. نامنفی گویای اعداد q۱ > q۲ > ... > qm و p۱ > p۲ > ... > pn

: که می�دهیم نشان آنگاه

p۱ >
V

m
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برهان.
: داريم ۱ ≤ j ≤ ⌈m۲ ⌉ هر برای

j qj + (m− j + ۱) qm−j+۱ ≤
m− j + ۱+ j

۲ (qj + qm−j+۱)

: بنابراين
Σm

j=۱j qj ≤
(m+ ۱)

۲ .V

زمانی می�باشد، mp۱ همان که V = Σn
i=۱i pi مقدار مينيمم آنگاه ،p۱ ≤ V

m
=⇒ V ≥ mp۱ اگر حال

.pm+۱ = pm+۲ = ... = pn = ۰ و p۱ = p۲ = ... = pm =
V

m
که می�آيد به�دست

: که می�شود نتيجه لذا و
Σn

i=۱i pi ≥ Σm
i=۱i pi = Σm

i=۱i
V

m
=

(m+ ۱)V
۲ ≥ Σm

j=۱j qj

′mای اندازه�ی به mp۱نيز از بزرگتر مقادير برای ،p۱ ≤ V

m
فرض در می�باشد. لم اوليه�ی فرض با تناقض اين و

صفر را �piها مابقی و داد قرار V
m

با مساوی و هم مساوی را ،(i = m
′
) �piها می�توان شود، می ضرب p۱ در که

می�شود. ثابت حکم بنابراين است. مشاهده قابل به�وضوح تناقض نيز اين�صورت در که گرفت، نظر در

پايين کران� تعيين جهت ادامه، در که قضيه��ای اثبات در را ما که می�پردازيم گزاره دو اثبات و بررسی به حال
می�رساند. ياری نمود، خواهيم بيان p(k, t) برای

: که داد خواهیم نشان باشند. مثبت و صحیح عدد دو t ≥ ۱ و k ≥ ۲ کنید فرض [١٠] .٧.۴.٣ گزاره

p(k + ۱, t) ≤ p(k, t+ ۱)

برهان.
کردن اضافه با باشد. G روی مينيمال رنگ�آميزی يک c و |V (G)| = p(k, t+ ۱) و G ∈ Gt+۱

k کنيم فرض
.χ(G∗) = k + ۱ که ساخت به�گونه�ای را G∗ گراف می�توان G در c رنگی کلاس�های بين کافی، يال تعداد

.G∗ ∈ Gt
k+۱ و s(G∗) ≥ k + t+ ۱ بنابراين

: داريم p(k, t) تعريف بنا�به حال
p(k + ۱, t) ≤ |V (G∗)| = |V (G)| = p(k, t+ ۱)

=⇒ p(k + ۱, t) ≤ p(k, t+ ۱)

G روی مینیمال رنگ�آمیزی یک c و s(G) > χ(G) با گراف یک G کنید فرض [١٠] .٨.۴.٣ گزاره
: داریم آنگاه باشد،
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.|C۱| > |V (G)|
χ(G)

(i

برهان.
۱ ≤ i ≤ s(G) ،pi = |Ci| می�گيريم نظر در و باشد G از χ(G)-رنگ�آميزی يک c′ که کنيم فرض

.۱ ≤ j ≤ χ(G) ،qj = |C ′
j| و

و رنگی مجموع تعريف بنا�به حال .|V (G)| = Σ
s(G)
i=۱ |Ci| = Σ

χ(G)
j=۱ |C

′
j| : داريم اين�صورت در

: داشت خواهيم s(G) > χ(G) فرض
Σ

s(G)
i=۱ i |Ci| = Σ

s(G)
i=۱ i pi < Σ

χ(G)
j=۱ j |C

′

j| = Σ
χ(G)
j=۱ j qj

: داريم همواره گراف، يک از χ(G)-رنگ�آميزی در می�دانيم که همان�طور و
|C ′

۱| ≥ |C ′

۲| ≥ ... ≥ |C ′

χ(G)|

می�شود. ثابت حکم و |C۱| >
|V (G)|
χ(G)

نتيجه در و است مشاهده قابل اينجا در (۶.۴.۳) لم شرايط لذا

.|C۱| ≥ ۱+
⌊

۱+
√

۸(s(G)−۱)+۱
۲

⌋
(ii

برهان.
χ(G∗) = که ساخت طوری را G∗ می�توان ،G در c رنگی کلاس�های بين يال، کافی مقدار افزودن با
.s(G∗) = s(G) پس اند، شده اضافه رنگی کلاس�های بين فقط يال�ها چون طرفی از .s(G) − ۱

که داريم (۱۴.۳.۳) نتيجه�ی به توجه با و G∗ ∈ G۱
s(G)−۱ بنابراين

|C۱| ≥ ۱+
⌊۱+√

۸(s(G)− ۱) + ۱
۲

⌋
می�شود. ثابت حکم لذا و

می�دهيم. قرار p(k, t) برای پايين کران يک اثبات و بيان را، فصل اين و بخش ختام حسن اينجا، در حال

: بود خواهد برقرار زیر نا�معادله�ی ،t ≥ ۱ و k ≥ ۲ صحیح عدد زوج هر برای [١٠] .٩.۴.٣ قضیه

p(k, t) ≥ (
k

k − ۱)
t−۱ p(k, ۱)

برهان.
با آنگاه ،χ(H) = k اگر باشد. H = G− C۱ و G روی مينيمال رنگ�آميزی يک c و G ∈ Gt

k کنيم فرض
،χ(H) < k اگر اين�صورت غير در .|V (H)| ≥ p(k, t− ۱) و H ∈ Gt−۱

k که داشت خواهيم ،S۵ به توجه
.s(H) ≥ k + t− ۱ و s(G) ≥ k + t که چرا ،|V (H)| ≥ p(k − ۱, t) آنگاه

و H = G − C۱ برای در�نتيجه و p(k − ۱, t) ≥ p(k, t − ۱) که داريم (۷.۴.۳) گزاره�ی به توجه با اما
: داشت خواهيم همواره χ(H) ≤ k

|V (H)| ≥ p(k, t− ۱) (۸.۳)
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چون و |C۱| >
|V (G)|
k

داريم (۸.۴.۳) گزاره�ی اول قسمت بنا�به طرفی از
: داشت خواهيم لذا ،|V (G)| = |V (H)|+ |C۱|

|C۱| >
|V (H)|+ |C۱|

k
=⇒ |C۱| ≥

|V (H)|
k − ۱

: بنابراين ،|C۱| ≥ ۱ همواره که آنجايی از اما
|V (G)|
k

≥ |V (H)|
k − ۱ =⇒ |V (G)| ≥ k

k − ۱ |V (H)|

: (۸.۳)داريم به توجه با لذا بود، دلخواه G چون حال
p(k, t) ≥ k

k − ۱p(k, t− ۱) ≥
(

k

k − ۱
)۲
p(k, t− ۲)

نتيجه در و
p(k, t) ≥

(
k

k − ۱
)t−۱

p(k, ۱)

می�شود. ثابت حکم و



۴ فصل

رنگی مجموع و همریختی

مفاهيم و مسائل به�طوری�که می�شود، محسوب گراف نظريه�ی در پايه، و اساسی مفهوم يک گراف�ها همريختی
برای تصميم�گيری کلی، حالت در که است مشهور مطلب يک اين می�کند. بازگو عرصه اين در را مهمی خيلی
است. دشوار و سخت مسأله�ی يک برعکس، يا Hو مانند ديگر گراف يک و G مانند گرافی بين همريختی وجود

است. توجه مورد و جالب بسيار نگاشت�هايی همچنين وجود برای لازم شرايط بدست�آوردن بنابراين
باشد نگاشت يک f : G −→ H اگر که داريم[۴] قضيه يک رنگی، عدد مفهوم از استفاده با نمونه، به�عنوان

.χ(G) ≤ χ(H) اگروفقط�اگر است H به G از همريختی يک f آنگاه
بيان گراف دو بين همريختی وجود برای را لازم شرط يک رنگی، مجموع مفهوم از استفاده با فصل اين در حال
مجموع محاسبه�ی برای خوبی تقريب که مکاشفه�ای، الگوريتم يک بيان به فصل انتهای در همچنين نمود. خواهيم

پرداخت. خواهيم است، مينيمال رنگ�آميزی يک به رسيدن و رأسی قدرت رنگی،

همریختی وجود عدم ١.۴

باشد. ترایا�رأس گراف یک H به�طوری�که باشند گراف دو H و G کنیم فرض [١] .١.١.۴ قضیه
: آنگاه باشد، H و G بین همریختی یک f : G −→ H اگر
Σ(G)

|G|
≤ Σ(H)

|H|

برهان.
.Aut(H) = {g۱, g۲, ..., gt} که می�کنيم فرض ،H گراف بودن ترايا�رأس به توجه با

تعريف گراف�ها رئوس مجموعه�ی روی نيز جايگشت�ها و می�دهند تشکيل جايگشت�ها را Aut(H) عناصر
Aut(H) درنتيجه و جايگشت�ها تعداد پس است، Hمتناهی مانند رئوسيکگراف تعداد آنجايی�که از و می�شوند

است. متناهی
هم از مستقل و G گراف از يکريخت کپی�هايی ۱ ≤ i ≤ t Giها، آن در که G̃ =

∪t
i=۱ Gi گراف همچنين

Aut(H) = {g۱, g۲, ..., gt} فرضوجود همان G̃ =
∪t

i=۱ Gi فرض (ايده�ی می�گيريم. نظر در را می�باشند

۵۲
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روی f̃ اثر به�طوری�که می�کنيم، تعريف را f̃ : G̃ −→ H نگاشت حال می�باشد.) H بودن ترايا�رأس به�واسطه�ی
می�باشد. ۱ ≤ i ≤ t ،giof Giها،

کنيد. توجه (۱.۴) شکل به تعريف بيشتر فهم برای

Hبه G̃ از همريختی يک :۱.۴ شکل

هر با f ترکيب لذا می�باشند، خودريختی نيز giها و دارد وجود همريختی يک H به G از فرض، طبق چون
می�باشد. H به G̃ از همريختی يک f̃ شد، گفته آنچه بنابر و می�دهد نتيجه را همريختی باز giها، از کدام

که داريم به�وضوح H بودن ترايا�رأس به توجه با حال
∀ v ∈ V (H) |f̃−۱(v)| = t

|G|
|H|

کدام�يک از H اينکه به�واسطه�ی که دارد وجود G̃ در رأس t|G| ،H گراف رئوس تمامی برای f̃−۱ نگاشت در
خواهند نگاشت G̃ در رئوس کدام Hبه رئوس که می�شود مشخص کند، استفاده G̃ به شدن نگاشت برای giها از
رئوس از رأس يک برای اگر ،|f̃−۱(v)| = |f̃−۱(u)| ،H از v و uرأس هر برای اينکه به توجه با حال شد.
به�دست را شد خواهد نگاشت آنها به f̃−۱ از استفاده�ی با رأس اين که رئوسی تعداد بخواهيم ،v مانند H گراف

بنابراين کنيم. پيدا دست مهم، اين به تا کنيم تقسيم |H| به را t|G| که است کافی بياوريم،
|f̃−۱(v)| = t

|G|
|H|

بنابراين می�باشند، G از يکريخت کپی�هايی Giها که است خاطر اين به کرديم، استفاده |G| از اينجا در (اينکه
(.|Gi| = |G|

آنها به v ∈ H رأس نگاشت از که رئوسی مجموعه�ی ،f̃−۱ نگاشت در که است ضروری اينجا در نکته اين ذکر
رأس که چرا نيستند، مجاور هم با آن، رئوس از هيچ�کدام يعنی می�باشد، مستقل مجموعه�ی يک می�آيد، به�دست
Giهای درون به کند، استفاده G̃ به شدن نگاشت برای ۱ ≤ i ≤ t ،gi کدام از اينکه به بسته ،v ∈ H مفروض

باشند. هم از مستقل مجموعه�ها�يی Giها کرده�ايم فرض ما که است اينجا مهم و شد خواهد نگاشت مختلفی
در می�دهد، ما به را رنگی مجموع به�طوری�که باشد H گراف روی مجاز رنگ�آميزی يک c که کنيم فرض حال
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نگاشت H گراف رئوس به f̃ توسط G̃ گراف رئوس اينکه به توجه با است. مينيمال رنگ�آميزی يک c واقع
بنابراين شده�اند، متناظر به�هم f̃ توسط که داد تخصيص H از رأسی به را G̃ در رأس هر رنگ می�توان می�شوند،

: که می�کنيم تعريف
∀ v ∈ V (G̃) c̃(v) = c(f̃(v)) (۱.۴)

خير؟ يا است مجاز رنگ�آميزی يک c̃ آيا که ببينيم می�خواهيم حال
نظير مجاور رأس دو به G̃ در مجاور رأس دو هر پس می�باشد، H و G̃ گراف از همريختی يک ،f̃ آنجايی�که از
اينکه به توجه با و نمی�پذيرند را يکتا رنگ يک مجاور، رأس دو که می�دانيم چون و می�شوند نگاشت H در

می�باشد. مجاز رنگ�آميزی يک c̃ لذا ،c̃(v) = c(f̃(v))

متناظر به�هم که رئوسی گفتيم اينکه به توجه با و داديم انجام H و G̃ روی که اخيری رنگ�آميزی اين با حال
برای اينکه به نسبت داشتن نظر دقت با همچنين ،(۱.۴) به توجه با نيز و کنيم رنگ�آميزی رنگ، يک با را می�شوند
درمی�يابيم گيرد، صورت نگاشت آنها به که دارد وجود G̃ در رأس t |G|

|H| ،f̃−۱ از استفاده با H گراف رأس هر
t |G|
|H| به v۲ ∈ H رأس رنگ همچنين ،G̃ از رأس t |G|

|H| به H از v۱ رأس رنگ باشد، داشته رأس n ،H اگر که
از رأس t |G|

|H| به نيز vn ∈ H رأس رنگ بدهيم، ادامه را روند اين اگر همين�طور و می�يابد اختصاص G̃ از رأس
: داريم بنابراين می�يابد، اختصاص G̃

Σ c̃(G̃) = t
|G|
|H|

c(v۱) + t
|G|
|H|

c(v۲) + ...+ t
|G|
|H|

c(vn)

= t
|G|
|H|

(
c(v۱) + c(v۲) + ...+ c(vn)

)

=⇒ Σ c̃(G̃) = t
|G|
|H|

Σ(H)

رنگ�آميزی از استفاده با G̃رئوس رنگ�های مجموع بنابراين هستند، مستقل هم از Giها چون می�دانيم همان�طور�که
به�دست�آوردن و باهم آنها همه�ی جمع و جداگانه، به�طور Giها رئوس رنگ حاصل�جمع با است برابر c̃ مجاز

.Σc̃(G̃)

يک حداقل بگيريم، ميانگين آنها از و کنيم جمع هم با را مثبت صحيح عدد چند اگر که قاعده اين به توجه با حال
ميانگين Giها تعداد روی Σc̃(G̃) از ما می�باشد، آنها ميانگين با مساوی يا کمتر که دارد وجود آنها بين از عدد

به�طوری�که دارد وجود iيک حتماً بنابراين و می�گيريم
Σc̃|Gi

(Gi) ≤
Σc̃(G̃)

t

درنتيجه و
Σc̃|Gi

(Gi) ≤
|G|
|H|

Σ(H)

: داشت خواهيم بنابراين بودند، G از يکريخت کپی�هايی Giها چون حال
Σ(G) ≤ Σc̃(G) ≤

|G|
|H|

Σ(H) =⇒ Σ(G) ≤ |G|
|H|

Σ(H)

می�شود. ثابت حکم درنتيجه و
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می�کند بيان را گراف دو بين همريختی وجود برای لازم شرط يک قبل، قضيه�ی نموديم مشاهده همان�طورکه
کند. گراف دو بين همريختی وجود عدم يا وجود اثبات در ما به زيادی خيلی کمک می�تواند شرط اين که

.Σ(kn) = n(n+۱)
۲ که می�دانيم و ،Σ(G) ≤ (χ(G)+۱

۲ )|G| شد بيان قبلاً همان�طورکه
و دارد وجود همريختی kχ(G) و G بين رنگی، عدد تعريف به توجه با آنجايی�که از ،H = kχ(G) اگر حال

: داريم (۱.۱.۴) قضيه�ی از استفاده با بنابراين است، ترايارأسی گراف يک kχ(G) اينکه به توجه با همچنين
Σ(G)

|G|
≤

Σ(kχ(G))

χ(G)
=⇒ Σ(G) ≤ (

χ(G) + ۱
۲ )|G|

بالای کران يک که نيز را Σ(G) ≤ (χ(G)+۱
۲ )|G| حکم کامل، گراف�های (۱.۱.۴)روی قضيه�ی اينکه يعنی اين

اهميت بر خود اين که می�دهد نتيجه شد، اثبات و بيان S۸ در قبلاً و است رأسی جمعی رنگ�آميزی برای مهم
می�افزايد. (۱.۱.۴) قضيه�ی

اما کنيم، بيان کسری رنگی عدد مفهوم از استفاده با رأسی، جمعی رنگ�آميزی برای بالا کران يک می�خواهيم حال
نامعادله آن اما و می�کنيم، استفاده بعد قضيه�ی اثبات در آن از و بيان را (۳.۳) نامعادله�ی ديگر يک�بار آن از قبل

: داريم G گراف رئوس از S مانند مستقل و دلخواه مجموعه�ی هر برای که است اين�صورت به�
Σ(G) ≤ |G|+ Σ(G− S)

داریم: G مانند دلخواه گراف هر برای [١] .٢.١.۴ قضیه
Σ(G) < χf (G)|G|

برهان.
که کنيم فرض ،χf (G) تعريف به توجه با

Hom(G,KG(m,n)) ̸= ∅ , χf (G) =
m

n

(χf (G) =
m

n
و مينيمم، m

n
کسر آن، به�ازای که دارد وجود يکهمريختی حداقل ،KG(m,n) Gو بين (يعنی

در مشترکی وجه هيچ که مجاورهستند هم با آن از رئوسی اينکه دانستن و کنسر گراف تعريف به توجه با حال
اينکه قراردادن فرض و (۳.۳) نامعادله�ی به توجه با همچنين و ندارد وجود آنها متناظر nعضوی مجموعه�های
آن با متناظر nعضوی مجموعه�های در که باشند رئوسی مجموعه ،(۳.۳) نامعادله�ی در مستقلمان مجموعه�ی

داريم: دارد، وجود m رئوس،
Σ(KG(m,n)) ≤

(
m

n

)
+ Σ(KG(m− ۱, n))

m = و KG(m,n) گراف برای را (۳.۳) نامعادله�ی اگر بنابراين ،m ≥ ۲n کنسر گراف در طرفی از
: داريم آنگاه کنيم، پياده�سازی {۲n+ ۱, ۲n+ ۲, ...,m− ۱}

Σ(KG(m,n)) ≤
(
m

n

)
+Σ(KG(m− ۱, n)) ≤

(
m

n

)
+

(
m− ۱
n

)
+Σ(KG(m− ۲, n))

⇒
(
m

n

)
+

(
m− ۱
n

)
+Σ(KG(m−۲, n)) ≤ ... ≤

(
m

n

)
+

(
m− ۱
n

)
+...+

(۲n+ ۱
n

)
+Σ(KG(۲n, n))

: داشت خواهيم درنتيجه
Σ(KG(m,n)) ≤ Σm−۲n−۱

i=۰

(
m− i

n

)
+ Σ(KG(۲n, n))
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گراف يک KG(۲n, n) گراف بنابراين می�باشد، m−n)-منتظم
n

) گراف يک کنسر، گراف اينکه به توجه با حال
روی مينيمال مجاز رنگ�آميزی در لذا بود. خواهد موجود يال يک آن رأس دو هر بين و بود خواهد ۱-منتظم

: داريم و پذيرفت خواهند را ۲ رنگ ديگر، نصف و ۱ رنگ رئوس نصف ،KG(۲n, n) گراف

Σ(KG(۲n, n)) = ۱
(۲n
n

)
۲ + ۲

(۲n
n

)
۲ =

۳
۲
(۲n
n

)
طرفی از

Σm−۲n−۱
i=۰

(
m− i

n

)
=

(
m+ ۱
n+ ۱

)
−
(۲n+ ۱
n+ ۱

)
: داشت خواهيم بنابراين

Σ(KG(m,n)) ≤
(
m+ ۱
n+ ۱

)
−
(۲n+ ۱
n+ ۱

)
+

۳
۲
(۲n
n

)
≤

(
m+ ۱
n+ ۱

)
−
(
n− ۱
۲n+ ۲

)(۲n
n

)
کنسر، گراف بودن ترايارأس و (۱.۱.۴) قضيه�ی به توجه با پس ،Hom(G,KG(m,n)) ̸= ∅ چون حال

: داريم

Σ(G)

|G|
≤ Σ(KG(m,n))(

m
n

) ≤

(
m+۱
n+۱

)
−

( n− ۱
۲n+ ۲

)(۲n
n

)
(
m
n

)
=⇒ Σ(G) ≤

(
m+ ۱
n+ ۱ −

( n− ۱
۲n+ ۲

)(۲n
n

)(
m
n

))|G|
طرفی از

m+ ۱
n+ ۱ −

( n− ۱
۲n+ ۲

)(۲n
n

)(
m
n

) ≤ m+ ۱
n+ ۱ ≤ m

n
= χf (G)

: داشت خواهيم بنابراين
Σ(G) < χf (G)|G|

می�شود. ثابت حکم درنتيجه و

اين�صورت در باشد، ترايارأسی گراف يک G کنيم فرض
χf (G) =

|G|
α(G)

داريم (۲.۱.۴) قضيه�ی به توجه با لذا می�باشد. استقلال عدد همان α(G) که
Σ(G) <

|G|۲

α(G)

تعداد با برابر ،eاختصار به يا e(G) اينکه فرض با لذا هستند منتظم ترايارأسی، گراف�های آنجايی�که از همچنين
داريم باشد G گراف يال�های

Σdeg(V (G)) = ۲e(G) =⇒ e(G) =
|G|∆(G)

۲
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: داشت خواهيم |G| در نامعادله اين طرفين ضرب با آنگاه ،χf (G) ≤
۳
۴∆(G) کنيم فرض اگر حال

χf (G)|G| ≤
۳
۴∆(G)|G| = ۳

۴(۲e(G)) <
۳
۲(e+ ۱)

بود. خواهد بهينه�تر ۳۲(e+ ۱) به نسبت ترايارأسی، گراف�های برای ،(۲.۱.۴) قضيه�ی بالای کران بنابراين
بنابراين ،G Hاز خوشه�ی بودن کامل به توجه با ترايارأسGباشد، گراف از خوشه بزرگترين اندازه�ی ω(G) اگر

: داريم (۱.۱.۴) قضيه�ی به توجه با که دارد وجود G به H از همريختی يک حداقل
Hom(H,G) ̸= ∅ :

Σ(H)

ω(G)
≤ Σ(G)

|G|
=⇒ Σ(G) ≥ ω(G) + ۱

۲ |G|

يا رنگی مجموع برای زير به�صورت را کران�هايی می�توان همواره ،G نظير ترايارأسی گراف�های برای بنابراين
گرفت: نظر در آنها، رأسی جمعی رنگ�آميزی

ω(G) + ۱
۲ ≤ Σ(G) < χf (G)|G|

بسته دلخواه، به�اندازه�ی می�تواند χ(G)
χf (G)

کسر همچنين و χf (G) ≤ χ(G) همواره گفتيم، قبلاً همان�طورکه
به�طوری�که G̃ = {Gi}i∈ℵ کنيم فرض حال باشد. بزرگ کنسر، گراف�های با آن همريختی و G گراف به
آنگاه باشد، بحرانی G گراف اگر که می�دانيم و باشند بحرانی گراف�های Gnها کنيم فرض . χ(G)

χf (G)
−→ ∞

نامعادله�ی گراف�ها، همه�ی روی کلی به�طور آن علاوه�بر .δ(G) ≥ χ(G)− ۱
δ(G) ≤ ۲e(G)

|G|
≤ ∆(G)

: داريم حال .[۴] دارد وجود می�باشد، G يال�های تعداد e آن در که
χ(Gn)− ۱ ≤ δ(Gn) ≤

۲e(Gn)

|Gn|
⇒ e(Gn) ≥

|Gn|(χ(Gn)− ۱)
۲

: داريم ، χ(Gn)

χf (Gn)
−→ ∞ به توجه با طرفی از

۳
۲(e(Gn) + ۱)
χf (Gn)|Gn|

>
χ(Gn)|Gn|
χf (Gn)|Gn|

−→ ∞

χf (Gn)|Gn|بالای کران دوباره، درنتيجه می�باشد، ۳۲(e(Gn)+۱) از کوچکتر χfخيلی (Gn)|Gn|يعنی اين و
آمد. به�دست G̃ خانواده�ی عضو گراف�های برای اين�بار اما ،۳۲(e(Gn) + ۱) از بهتر

پیشنهادی مکاشفه�ای الگوریتم ٢.۴

محاسبه�ی برای آمد، به�ميان صحبت آن از قبل فصل ابتدای در که مکاشفه�ای نوع از الگوريتم دو بيان با را فصل اين
گراف�ها ساير برای و می�دهد نتيجه را بهينه جواب موارد از بسياری در که رأسی، قدرت و رنگی مجموع از تقريبی
مقادير که اين�گونه به� می�بريم پايان به باشد، آنها رأسی قدرت و رنگی مجموع مقدار از خوبی تقريب می�تواند
الگوريتم دو هر از که مقداری مينيمم و می�کنيم محاسبه الگوريتم دو هر از را رأسی» «قدرت و رنگی» «مجموع
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نظر در شده، داده مفروض گراف هر واقعی رأسی قدرت و رنگی مجموع از تقريبی به�عنوان را می�آيد به�دست
مقدار است ممکن گراف، هر برای يکريخت مختلف ماتريس�های دريافت با که گفت بايستی ضمن در می�گيريم.

می�گيريم. نظر در بهينه مقدار از تقريبی را آنها مقدار مينيمم ما نيز اين�صورت در که کند، تغيير حاصل
درجه�ی با رئوس به الگوريتم، دو هر پيمايش روند در که برشمرد اينگونه را الگوريتم دو اين مزيت�های بتوان شايد
می�باشد، الگوريتم�هايمان برای يکحسن خود اين که می�شود، داده کمتری طبيعی مقادير همواره کلی حالت در کمتر،
از بيشتری رئوس که می�شود باعث امر اين آنگاه بگيرند، بزرگتری مقادير بزرگتر، درجه�ی با رئوس اگر که چرا
يا مقدار مينيمم نهايت، در گراف، رنگ�های مجموع درنتيجه و شوند رنگ�آميزی کمتری، طبيعی مقادير با گراف،

می�شويم. نزديک رنگی مجموع واقعی مقدار به اين�گونه لذا و شود مينيمم به نزديک
استفاده با گراف رنگ�آميزی بنابراين، و می�کند بررسی را رنگ�آميزی بودن مجاز مرحله، هر در الگوريتم همچنين

است. مجاز همواره الگوريتم، اين از
الگوريتم، اين يافتن در و می�شود مطرح پيشنهاد يک به�عنوان تنها الگوريتم اين که گفت می�بايست بهرحال اما

است. بوده دخيل آزمايش و تجربه فقط
مجاورت ماتريس جايگشت�های گرفتن نظر در بدون آن، اجرای بار هر� در را الگوريتم دو هر مرتبه�ی می�توان
را گراف رئوس همه�ی اجرا، بار هر در الگوريتم�ها، اجرای روند در که چرا گرفت، نظر در o(n) مفروض، گراف
يا تقريبی مقدار يافتن و هستند يکديگر مکمل الگوريتم، دو هر که است ضروری نکته اين ذکر می�شود. پيمايش

است. امکان�پذير الگوريتم، دو هر جواب مقايسه�ی با حتماً رنگی، مجموع بهينه�ی
رنگ�آميزی که است بديهی و است همبندی مؤلفه�های از اجتماعی به�صورت ناهمبند، گراف هر می�دانيم، همان�طور�که
دادن دست از بدون لذا است. ديگر مؤلفه�های رنگ�آميزی از مستقل ناهمبند، گراف يک از همبندی مؤلفه�ی هر
رنگ�آميزی اول، الگوريتم در که است ذکر به لازم می�کنيم. بيان همبند، گراف�های روی را خود الگوريتم کليت،

بود. خواهد دائم و شده تثبيت به�صورت بعد و موقت صورت به
می�کنيم. بيان را الگوريتم�ها زير، قاعده�ی دو به توجه با حال

: مجاز رنگ�آمیزی قاعده (i
شوند. رنگ�آميزی مشابه رنگ يک با نبايستی مجاور، رأس دو هيج

: گزینش قانون (ii
ثانياً و باشد، برخوردار کمتری درجه�ی از اولاً آن، با ديگر مجاور رئوس بين در رأس، يک با مجاور رأس

باشد. داشته قرار ديگر، مجاور رئوس به نسبت مجاورت، ماتريس از بالاتری سطر در

A الگوریتم ١.٢.۴

کنيد. دريافت را مجاورت ماتريس (A۱

کنيد. تعيين مجاورت، ماتريس از استفاده با را رأس هر درجه�ی (A۲

کنيد. مرتب نزولی به�صورت درجه، حسب بر را گراف رئوس (A۳
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به توجه با ممکن، طبيعی عدد کمترين با را آن با مجاور رئوس و انتخاب را درجه ماکسيمم با رأس (A۴

کنيد. مجاز رنگ�آميزی

کنيد. مجاز رنگ�آميزی ممکن، طبيعی عدد کمترين با را A۴ مرحله�ی در انتخابی رأس (A۵

دهيد. ادامه گراف، رئوس تمام رنگ�آميزی تا را A۵ و A۴ مراحل (A۶

تعداد و گراف، رنگی» «مجموع به�عنوان را حاصل�جمع و کنيد جمع هم با را رئوس همه�ی رنگ مقدار (A۷

دهيد. نمايش آن رأسی» «قدرت به�عنوان را رنگ�آميزی اين در شده استفاده رنگ�های

B الگوریتم ٢.٢.۴

کنيد. دريافت را مجاورت ماتريس (B۱

کنيد. تعيين مجاورت، ماتريس از استفاده با را رأس هر درجه�ی (B۲

کنيد. مرتب صعودی به�صورت درجه، حسب بر را گراف رئوس (B۳

بدهيد. ۱ موقت رنگ را درجه مينيمم با رئوس (B۴

انتخاب را رأسی آن داشت، وجود ۱ موقت رنگ با رأس چند اگر کنيد. انتخاب را ۱ موقت رنگ با رأس (B۵

دارد. قرار مجاورت ماتريس بالاتر سطر در که کنيد

کنيد. تثبيت را انتخابی رأس رنگ (B۶

يا و موقت، آن رنگ يا که برويد آن از مجاوری رأس به انتخابی رأس از گزينش»، «قانون به توجه با (B۷

بدهيد. ۲ رنگ را آن و باشد، نشده رنگ

است، نشده رنگ که آن مجاور رئوس به گزينش»، «قانون به توجه با و کنيد تثبيت را مجاور رأس رنگ (B۸

کنيد. رنگ ممکن، طبيعی عدد کمترين با را آنها مجاز»، رنگ�آميزی «قاعده�ی به توجه با و برويد،

وارد آنها به که مجاوری رئوس رنگ همچنين و می�رويد مجاور رئوس به آنها از که انتخابی رئوس رنگ (B۹

کنيد. تثبيت را می�دهيد، تعلّق آنها به رنگی و

«قاعده�ی و گزينش» «قانون به توجه با دارد، ديگری مجاور رئوس اگر انتخابی، رأس اولين به بازگرديد (B۱۰

کنيد. رنگ ممکن، طبيعی عدد مقدار کمترين با را آن با مجاور رئوس مجاز»، رنگ�آميزی

کنيد. تکرار را B۹ و B۸ مراحل (B۱۱

برويد آنها از مجاوری رئوس به گزينش»، «قانون به توجه با باشد، باقی�مانده ۱ موقت رنگ با رئوس اگر (B۱۲

با مجاز»، رنگ�آميزی «قاعده�ی به توجه با را آنها و باشند، نشده رنگ يا و باشد موقت آنها رنگ يا که
.B۱۱ مرحله�ی به بازگرديد و کنيد رنگ ممکن طبيعی عدد کمترين
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جمع هم با را رئوس همه�ی رنگ مقدار است، شده تثبيت آنها رنگ و شده�اند رنگ رأس�ها همه�ی اگر (B۱۳

رنگ�آميزی اين در شده استفاده رنگ�های تعداد و گراف، رنگی» «مجموع به�عنوان را حاصل�جمع و کنيد
دهيد. نمايش آن رأسی» «قدرت به�عنوان را

با باشد، نداشته وجود نشده تثبيت آن رنگ که ۱ رنگ با رأسی و باشند نشده رنگ رأس�ها همه�ی اگر (B۱۴

مقدار اينکه انتخاب اولويت با ،۱ با مساوی يا بيشتر رنگ مقدار با و شده تثبيت رنگ با جديد رأس انتخاب
مراحل شروع برای آغازين، رأسی به�عنوان باشد، نشده رنگ آن با مجاور رأس و ۱ به نزديک�تر آن رنگ
باشد، نگرفته تعلق آنها به رنگی که ماند باقی� رئوسی باز اگر کنيد. استفاده باقی�مانده، رئوس رنگ�آميزی
رنگ�آميزی «قاعده�ی حفظ با و برويد رأس�ها آن به نداشت، وجود دسترسی آنها به الگوريتم طريق از و

نماييد. رنگ ممکن، طبيعی عدد کمترين با را آنها مجاز»،

.B۱۳ مرحله�ی به بازگرديد (B۱۵

که می�کنيم بيان آنها روی فوق الگوريتم دو پياده�سازی با گراف، چند رنگی مجموع خصوص در را نتايجی ادامه در
رنگ�آميزی همراه به نظر، مورد گراف�های شکل آن دنبال به و است شده آورده زير جدول در همگی حاصل، نتايج

ببينيد. می�توانيد را الگوريتم هر از شده استفاده
الگوريتم هر کد و نموديم بيان پايتون۱ زبان با پيوست، قسمت در را دوم و اول الگوريتم شبيه�سازی کد ضمن در

می�کنيم. بررسی گراف چند روی را حاصل نتايج و اجرا را

واقعی مقادير و الگوريتم�ها از آمده به�دست مقادير مقايسه�ی جدول :۱.۴ جدول

s(Gi) Σ(Gi) sB ΣB sA ΣA گراف
۳ ۱۹ ۳ ۱۹ ۳ ۲۰ G۱

۲ ۱۴ ۲ ۱۶ ۲ ۱۴ G۲

۳ ۱۱ ۳ ۱۱ ۲ ۱۲ G۳

۲ ۹ ۳ ۹ ۲ ۹ G۴

۳ ۱۹ ۳ ۱۹ ۲ ۲۱ G۵

۱Python



۶۱ پيشنهادی مکاشفه�ای الگوريتم .۲.۴

A الگوريتم از استفاده با G۱ گراف رنگ�آميزی :۲.۴ شکل



۶۲ رنگی مجموع و همريختی .۴

B الگوريتم از استفاده با G۱ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۳.۴ شکل



۶۳ پيشنهادی مکاشفه�ای الگوريتم .۲.۴

A الگوريتم از استفاده با G۲ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۴.۴ شکل



۶۴ رنگی مجموع و همريختی .۴

B الگوريتم از استفاده با G۲ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۵.۴ شکل

A الگوريتم از استفاده با G۳ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۶.۴ شکل



۶۵ پيشنهادی مکاشفه�ای الگوريتم .۲.۴

B الگوريتم از استفاده با G۳ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۷.۴ شکل

A الگوريتم از استفاده با G۴ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۸.۴ شکل

B الگوريتم از استفاده با G۴ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۹.۴ شکل

A الگوريتم از استفاده با G۵ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۱۰.۴ شکل



۶۶ رنگی مجموع و همريختی .۴

B الگوريتم از استفاده با G۵ گراف مينيمال رنگ�آميزی :۱۱.۴ شکل



۶۷ پيشنهادی مکاشفه�ای الگوريتم .۲.۴



آ� پیوست

مکاشفه�ای دوم و اول الگوریتم�های کدهای
پیشنهادی

انتهای در را حاصل نتايج و می�کنيم اجرا (آ�.۲) و (آ�.۱) گراف�های روی ترتيب به را A الگوريتم کد اينجا در
مقايسه را الگوريتم دو هر از حاصل نتيجه�ی و انجام، B الگوريتم با را شد گفته آنچه آن، از بعد و نشان الگوريتم

می�دهيم. قرار رأسی قدرت و رنگی مجموع به�عنوان را آنها مينيمم و

پترسن گراف آ�.۱: شکل

A الگوریتم آ�.١

: (آ�.۱) گراف برای A الگوريتم کد

from itertools import permutations

mainG=[
[0,1,0,0,1,0,1,0,0,0],

۶۸



۶۹ A الگوريتم آ�.۱.

[1,0,1,0,0,0,0,1,0,0],
[0,1,0,1,0,0,0,0,1,0],
[0,0,1,0,1,0,0,0,0,1],
[1,0,0,1,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,0,1,0,0,1,1,0],
[1,0,0,0,0,0,0,0,1,1],
[0,1,0,0,0,1,0,0,0,1],
[0,0,1,0,0,1,1,0,0,0],
[0,0,0,1,0,0,1,1,0,0]
]

colors = [-1]*len(mainG)

def allPermutation():
return permutations(range(len(mainG)))

def newAdjacentMatrix(pattern):
newMatrix= [[0]*len(mainG) for i in range(len(mainG))]
for i in range(len(mainG)):
for j in range(len(mainG)):
newMatrix[pattern[i]][pattern[j]] = mainG[i][j]
return newMatrix

def degree(i):
return sum(g[i])

def allDegree():
all=[]
for i in range(len(g)):
all.append((i,degree(i)))
return all
def adjacent(i):
k=0
adj=[]



۷۰ پيشنهادی مکاشفه�ای دوم و اول الگوريتم�های کدهای آ�.

for j in g[i]:
if j==1:
adj.append(k)
k+=1
return adj

def properColor(i):
if colors[i]!=-1:
return
cols=[]
for j in adjacent(i):
if colors[j]!=-1:
cols.append(colors[j])
minNum=1
while cols.count(minNum)>0:
minNum+=1
colors[i]=minNum

def method1():
global colors
colors = [-1]*len(mainG)
sortDegree = sorted(allDegree(),key=lambda x:x[1] ,reverse = True)

maxDegreeIndex =0
while maxDegreeIndex<len(g):
maxDegree = sortDegree[maxDegreeIndex]
for i in adjacent(maxDegree[0]):
properColor(i)
properColor(maxDegree[0])

maxDegreeIndex+=1
while maxDegreeIndex<len(g) and colors[sortDegree[maxDegreeIndex][0]]!=-1 :
maxDegreeIndex+=1



۷۱ A الگوريتم آ�.۱.

return (colors,sum(colors))

min=10000
minc=[]
maxc=10000
k=0
for pat in allPermutation():
if k%100000==0:
print k
k+=1
g= newAdjacentMatrix(pat)
(c,m)= method1()
if m==min and max(c)<maxc:
minc=c
maxc=max(c)
continue
if m<min:
min=m
minc=c
maxc=max(c)

print minc,min
***********************************************************
color final=[2, 1, 3, 2, 1, 3, 1, 2, 2, 3] , sum final=20



۷۲ پيشنهادی مکاشفه�ای دوم و اول الگوريتم�های کدهای آ�.

G گراف آ�.۲: شکل

: (آ�.۲) گراف برای A الگوريتم کد نتيجه�ی

from itertools import permutations

mainG=[[0,0,1,0,0,0],
[0,0,1,0,0,0],
[1,1,0,1,0,0],
[0,0,1,0,1,1],
[0,0,0,1,0,0],
[0,0,0,1,0,0]
]

****************************************************************
color final=[1, 1, 2, 1, 2, 2] , sum final=9

B الگوریتم آ�.٢

: (آ�.۱) گراف برای B الگوريتم کد

mainG=[
[0,1,0,0,1,0,1,0,0,0],
[1,0,1,0,0,0,0,1,0,0],
[0,1,0,1,0,0,0,0,1,0],
[0,0,1,0,1,0,0,0,0,1],
[1,0,0,1,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,0,1,0,0,1,1,0],



۷۳ B الگوريتم آ�.۲.

[1,0,0,0,0,0,0,0,1,1],
[0,1,0,0,0,1,0,0,0,1],
[0,0,1,0,0,1,1,0,0,0],
[0,0,0,1,0,0,1,1,0,0]
]

g=mainG
def degree(i):
return sum(g[i])

def allDegree():
all=[]
for i in range(len(g)):
all.append((i,degree(i)))
return all
def adjacent(i):
k=0
adj=[]
for j in g[i]:
if j==1:
adj.append(k)
k+=1
return adj

def select(i):
adj = adjacent(i)
adjDegree = [(j,degree(j)) for j in adj]
sortDegree = sorted(adjDegree,key=lambda x:x[1])
return sortDegree[0]

def select2(i):
adj = adjacent(i)
adjDegree = [(j,degree(j)) for j in adj]
sortDegree = sorted(adjDegree,key=lambda x:x[1])



۷۴ پيشنهادی مکاشفه�ای دوم و اول الگوريتم�های کدهای آ�.

indx=0
while(indx<len(g) and (finalColors[sortDegree[0][0]]>0 or tmpColors[sortDegree[0][0]]>0)):
indx+=1
if(indx==len(g)):
return -1
return sortDegree[indx]

def properColor(i):
if finalColors[i]!=-1:
return
cols=[]
for j in adjacent(i):
if finalColors[j]!=-1:
cols.append(finalColors[j])
else:
if tmpColors[j]!=-1:
cols.append(tmpColors[j])
minNum=1
while cols.count(minNum)>0:
minNum+=1
finalColors[i]=minNum

finalColors = [-1]*len(g)
tmpColors = [-1]*len(g)
sortDegree = sorted(allDegree(),key=lambda x:x[1])
print sortDegree
indx=0
while(indx<len(g) and sortDegree[indx][1]==0):
finalColors[sortDegree[indx][0]]=1
indx+=1
if indx==len(g):
return

minDegree =[]



۷۵ B الگوريتم آ�.۲.

minDegreeValue = sortDegree[indx][1]

d=indx
while(d<len(g) and sortDegree[d][1]==minDegreeValue):
tmpColors[sortDegree[d][0]]=1
d+=1

finalColors[sortDegree[indx][0]]=1
zarf= adjacent(indx)
(v,d) = select(sortDegree[indx][0])
finalColors[v]=2
zarf.remove(v)
ret = select2(v)
if ret==-1:
pass
else:
(v,d)=ret
properColor(v)

while maxDegreeIndex<len(g) and colors[sortDegree[maxDegreeIndex][0]]!=-1 :
maxDegreeIndex+=1

return (colors,sum(colors))

colfinal=[]
somfinal=[]
min=10000
minc=[]
maxc=10000
k=0
for pat in allPermutation():
if k%100000==0:
print k
k+=1



۷۶ پيشنهادی مکاشفه�ای دوم و اول الگوريتم�های کدهای آ�.

g= newAdjacentMatrix(pat)
(c,m)= method1()
if m==min and max(c)<maxc:
minc=c
maxc=max(c)
continue
if m<min:
min=m
minc=c
maxc=max(c)

print minc,min
*****************************************************************
color final=[1, 2, 1, 3, 2, 1, 2, 3, 3, 1] , sum final=19

: (آ�.۲) گراف برای B الگوريتم کد نتيجه�ی

mainG=[[0,0,1,0,0,0],
[0,0,1,0,0,0],
[1,1,0,1,0,0],
[0,0,1,0,1,1],
[0,0,0,1,0,0],
[0,0,0,1,0,0]
]

*****************************************************************
color final=[1, 1, 2, 3, 1, 1] , sum final=9
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Aabstract

For graph G, a function c : V (G) −→ ℵ is called a proper coloring, if for every
uv ∈ E(G) we have c(u) ̸= c(v). Chromatic sum corresponding with c coloring is defined
as equal to Σu∈V (G)c(u), and chromatic sum Σ(G) of G, is the minimum possible value for
chromatic sum, among all proper colorings of G. Also, the minimum number of colors for
which a coloring with chromatic sum of graph G can be found, is called vertex strength
s(G) of G.
In this thesis, in the first chapter, we review the previous literature and become familiar
with the topic of chromatic sum and its concept, then we show its applications in the
engineering and electronics known as ”VLSI design”. In the second chapter, we review the
basic definitions and general theorems used in the next chapters. Concepts of minimal
coloring, chromatic sum and vertex strength of a graph are expressed in chapter three; we
also investigate some bounds for these concepts.
Finally, in chapter four, with the use of the concept of homomorphism of graphs, we
mention some bounds for chromatic sum. Chapter four will be ended by expressing two
algorithms for approximate calculation of chromatic sum values and vertex strength.

Keywords: Chromatic Sum, Vertex Strength, Minimal Coloring
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