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آموخت فکرت را جان آن�که به�نام



وردگارا...
࣒موୀଡاید॥ت�ی ণیاه ਗଡی�واৣمड़وীشانراభراهସّتૼنൈॣید॰د،
ࣣࡾمدهਮوسা ീযه�شان৴هتلاشୀایاभࣇخارૼنا॥ت،ਖঙජ໑یدارم. ඇඒه
ॺଽࡗهشࢁචඟ໋ارشانباॵموষสه�یࠫمراభࠝصاید॥ت�রودিشانبఴذارم.

ࡣت اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯دا
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



ৎقدمଘخاৗواده�ସ୍م
ঙࢡඥرෙय़باৣم

ঈوऔوॽو وऒواଽزادهସ୍م،با



චاری ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

نزاکتی، احمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که آرشی محمد دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
پاس به بزرگوارم همسر همین�طور و عزیزم خواهران و برادر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم
بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه

جلاฮی ම।۱۳۹۲ࢯ૱ن



ج



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی جلالی سحر اینجانب
نزاکتی احمد دکتر راهنمایی تحت ، وایبل تعمیم�یافته� بتای توزیع عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،

می�شوم: متعهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) جلاฮی(یا ම।۱۳۹۲ࢯ૱ن

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
وایبل، توزیع نسخه�های از برخی وارونه، سهمی یا شکل سهمی شکست�های نرخ مدل�بندی برای
این به توجه با و می�کنیم معرفی را تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع و تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع مانند
این اهمیت می�دهیم. ارائه را تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا جدید پارامتری شش توزیع توزیع، دو
بقا تحلیل در که است یکنوا شکست�های نرخ به�خوبی غیریکنوا، شکست�های نرخ مدل�بندی در توزیع�ها،
به�عنوان را شناخته�شده توزیع�های از برخی هم�چنین، توزیع�ها این است. رایج بسیار اطمینان قابلیت و
توزیع تابع ادامه، در تعمیم�یافته، تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع معرفی از پس دارند. دربر خود زیرمدل�های
مرتبه گشتاور می�کنیم. بیان تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع وزنی مجموع به�صورت آن�را چگالی تابع و
برآورد برای را غیرخطی معادلات و کرده محاسبه متفاوت فرم دو به نامتناهی مجموع به�صورت را kام
واقعی، داده مجموعه یک روی جدید توزیع این بررسی با درنهایت، می�گیریم. نتیجه ماکسیمم درستنمایی

می�دهیم. نشان زیرمدل�هایش به نسبت را توزیع این برتری

توزیع تعدیل�یافته، وایبل تعمیم توزیع لامبرت، W تابع شکل، سهمی شکست نرخ کلیدی: کلمات
تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع تعمیم�یافته، وایبل بتا



شکست نرخ شکل براساس مدل تعیین آماری، بررسی�های در مهم اهداف از یکی پیش�گفتار
چنین با داده�های برای است، یکنوا شکست نرخ دارای وایبل توزیع این�که به توجه با می�باشد. داده�ها

می�شود. استفاده وایبل توزیع از موارد اکثر در شکستی، نرخ
مرگ ازجمله، هستند، متداول غیریکنوا شکست�های نرخ اطمینان، قابلیت و بقا تحلیل در آنجایی�که از
به این�رو، از نمی�باشد. مناسب وایبل توزیع پیچیده، الکتریکی و مکانیکی سیستم�های و نوزادان ومیر

می�پردازیم. غیریکنوا شکست نرخ با توزیع�هایی معرفی
است. غیریکنوا شکست نرخ با تعمیم�یافته وایبل بتا به�نام توزیعی معرفی پایان�نامه، این در ما هدف

نموده�ایم: تنظیم زیر به�صورت را پایان�نامه بیان�شده، مطالب راستای در

می�کنیم. مطرح را پایان�نامه این در نیاز مورد قضایای و تعاریف اول، فصل در •

و زیرمدل�ها بیان به و کرده معرفی را تعدیل�یافته وایبل تعمیم پارامتری چهار توزیع دوم، فصل در •
پرداخته�ایم. ترتیبی آماره و گشتاورها محاسبه

به�دست آن�را گشتاورهای زیرمدل�هایش، و تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع معرفی از پس سوم، فصل در •
برتری کاربردی، مثال دو با نهایت در و پرداخته�ایم مدل مطالعه به شبیه�سازی از استفاده با و آورده

می�دهیم. نشان زیرمدل�هایش به نسبت را توزیع این

توزیع نام با را جدیدی پارامتری شش توزیع سوم، و دوم فصل�های به توجه با چهارم، فصل در •
و می�پردازیم آن زیرمدل�های بیان به ادامه در می�کنیم. معرفی تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا
و توزیع این مقایسه به و پرداخته شبیه�سازی مطالعه به سپس می�کنیم. بیان را توزیع ویژگی�های

می�پردازیم. کاربردی مثال یک از استفاده با زیرمدل�هایش

الگوریتم معرفی تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع فیشر اطلاع ماتریس شامل نیز پایان�نامه این پیوست •
است. R محیط در نوشته�شده کدهای و ژنتیک

تعمیم�یافته وایبل بتا به�صورت وایبل، تعمیم��یافته بتای توزیع عنوان سادگی برای که است به�ذکر لازم
است. یافته تغییر پایان�نامه، طول در



اختصاری علائم فهرست

BGMW تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا
GMW تعدیل�یافته وایبل تعمیم
BGW تعمیم�یافته وایبل بتا
MW تعدیل�یافته وایبل
GW تعمیم�یافته وایبل
BGE تعمیم�یافته نمایی بتا
GR تعمیم�یافته ریلی
GE تعمیم�یافته نمایی
IFR صعودی شکست نرخ
DFR نزولی شکست نرخ
MBT تعدیل�یافته سهمی شکل
BT شکل سهمی
UBT شکل سهمی وارونه
TTT-plot آزمون کل زمان نمودار



توزیع�ها فهرست

خانواده نام چگالی تابع پارامتر فضای

توزیع�ها پارامتری

تعدیل�یافته وایبل تعمیم
f(t) = αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

× [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١ , t > ٠

λ > ٠, β ≥ ٠,

γ > ٠, α > ٠
وایبل f(t) = βλβtβ−١ exp{−(λt)β} , t > ٠ λ > ٠, β ≥ ٠

فرین مقادیر f(t) = γ exp{γt− exp(γt)} , t > ٠ γ > ٠

تعمیم�یافته وایبل
f(t) = αβλβtβ−١ exp{−(λt)β}

× [١− exp{−(λt)β}]α−١ , t > ٠
λ > ٠, β ≥ ٠, α > ٠

تعدیل�یافته وایبل f(t) = λβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)} λ > ٠, β ≥ ٠, γ > ٠

یافته تعمیم وایبل بتا
f(t) =

αβλβtβ−١

B(a, b)

(
١− e−(λt)β

)aα−١

×
{
١−

(
١− e−(λt)β

)α}b−١
e−(λt)β , t > ٠

a > ٠, b > ٠,

λ >٠, β ≥ ٠, α > ٠

نمایی f(t) = λe−(λt) , t > ٠ λ > ٠

ریلی f(t) = ٢λ٢te−(λt)٢ , t > ٠ λ > ٠

تعمیم�یافته نمایی f(t) = αλe−(λt)(١− e−(λt))α−١ , t > ٠ λ > ٠, α > ٠

تعمیم�یافته ریلی f(t) = ٢αλ٢te−(λt)١)٢− e−(λt)٢)α−١ , t > ٠ λ > ٠, α > ٠

تعمیم�یافته نمایی بتا
f(t) =

αλ

B(a, b)

(
١− e−(λt)

)aα−١

×
{
١−

(
١− e−(λt)

)α}b−١
e−(λt) , t > ٠

a > ٠, b > ٠,

λ > ٠, α > ٠

وایبل بتا f(t) =
βλβtβ−١

B(a, b)

(
١− e−(λt)β

)a−١
e−b(λt)β , t > ٠

a > ٠, b > ٠,

λ > ٠, β ≥ ٠
نمایی بتا f(t) =

λ

B(a, b)

(
١− e−(λt)

)a−١
e−b(λt) , t > ٠ a > ٠, b > ٠, λ > ٠



مطالب فهرست

ژ تصاویر فهرست

١ مقدماتی تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن مختلف اشکال و شکست نرخ ٢.١
۵ . . . . . . . گلاسر قضیه از استفاده با شکست نرخ تابع شکل تعیین ١.٢.١
٧ . . . آزمون کل زمان نمودار از استفاده با شکست نرخ تابع شکل تعیین ٢.٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص ریاضی روابط و تابع چند ٣.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری مفاهیم و تعاریف برخی ۴.١

١٧ تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع ٢.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص توزیع�های ٣.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاورها برای کلی فرمول�های ۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیبی آماره�های چگالی تابع ۵.٢

٣١ تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع ٢.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع برای نتایج از برخی ٣.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع گشتاورهای ۴.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استنباط و برآورد ۵.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی شبیه مطالعه ۶.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی مثال دو در مدل کاربرد ٧.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول داده مجموعه ١.٧.٣

ر



ز مطالب فهرست

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم داده مجموعه ٢.٧.٣

۵٧ تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع ۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع معرفی ٢.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . چگالی تابع و توزیع تابع نمایش دیگر صورت�های ٣.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . وایبل تعدیل�یافته تعمیم�یافته بتای توزیع گشتاورهای ۴.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم درستنمایی برآورد ۵.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ۶.۴
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واقعی مثال در مدل کاربرد ٧.۴

٧٧ آ�
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BGW توزیع فیشر اطلاع ماتریس آ�.١
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژنتیک الگوریتم آ�.٢
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژنتیک الگوریتم کلی ساختار آ�.١.٢
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژنتیک الگوریتم اجرای مراحل آ�.٢.٢
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژنتیک الگوریتم مزایای آ�.٣.٢

٨۵ برنامه�نویسی کدهای ب

٩٣ مراجع

٩٧ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٩٨ فارسی به انگلیسی واژه�نامه



تصاویر فهرست

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقیاس�شده آزمون کل زمان تبدیل نمودار ١.١

٣۴ .λ = ٠/۵ ب: و β = ١ ،α = ١ ،λ = ١/۵ الف: ثابت پارامتر�های با BGW چگالی تابع نمودار ١.٣
٣۵ . . . . . . . . . پارامتری مقادیر برخی ازای به BGW شکست نرخ تابع نمودار ٢.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BGW توزیع زیرمدل�های ٣.٣
۴٨ . . . . . . . . n = ١٠٠٠ با BGW توزیع دقیق و تجربی تجمعی توزیع تابع مقایسه نمودار ۴.٣

a = ٨, b = ٠٫ ۵, λ = ١, α = الف: پارامتری؛ مقادیر ازای به شده شبیه�سازی داده��های برای BGW چگالی تابع نمودار ۵.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . a = ٠٫ ۵, b = ٠٫ ۵, λ = ٠٫ ۵, α = ١٫ ۵, β = ۴٫ ۵ ب: ؛ ٠٫ ۵, β = ١

۵١ . . توربین کننده شارژ موتور افتادن کار از زمان داده�های مجموعه به مربوط آزمون کل زمان نمودار ۶.٣
برای GEو BE �،GW ،BW ،BGE ،BGW توزیع�های برآوردشده وچگالی بافت�نگار نمودار ٧.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توربین شارژکننده داده�های مجموعه

۵٣ . . . . . . آرزت داده�های به مربوط اجزا افتادگی کار از زمان به مربوط آزمون کل زمان نمودار ٨.٣
مجموعه برای GW و BW ،BGE ،BGW توزیع�های برآوردشده چگالی و بافت�نگار نمودار ٩.٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرزت داده�های

ب: α؛ = ١ و γ = ٠/۵ ،β = ١ ،λ = ١/۵ الف: گرفتن ثابت با BGMW چگالی تابع نمودار ١.۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = ٠/۵

γ؛ = ٠/٠٠١ و b = ٠/۵ ،a = ٠/۵ الف: گرفتن ثابت با BGMW شکست نرخ تابع نمودار ٢.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = ٠/٢۵ و β = ٠/۶ ب:

٧١ . . . . . n = ١٠٠٠ ازای به BGMW توزیع دقیق و تجربی تجمعی توزیع تابع مقایسه نمودار ٣.۴
a = ١٫ ۵, b = الف: پارامتری مقادیر با شده شبیه�سازی داده��های برای BGMW چگالی تابع و بافت�نگار نمودار ۴.۴

٧١ . . a = ٣٫ ۵, b = ٠٫ ۵, λ = ٠٫ ۵, β = ٠٫ ٢, γ = ٢, α = ٠٫ ۵ ب: ٠٫؛ ۵, λ = ١٫ ۵, β = ١٫ ۵, γ = ٠٫ ۵, α = ١

BGEو GMW ،BGW ،BGMW توزیع�های ازای به شده برآورد چگالی و بافت�نگار نمودار ۵.۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرزت داده�های برای

BW و MW ،GW ،GE ،BGMW توزیع�های ازای به شده برآورد چگالی و بافت�نگار نمودار ۶.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرزت داده�های برای

ژ



١ فصل

مقدماتی تعاریف

مقدمه ١.١

یا ٢ شکل (سهمی یکنوا غیر به�صورت شکست١اغلب نرخ پیچیده، الکتریکی و مکانیکی سیستم�های در
ملاحظه�ای قابل توجه شکستی، نرخ چنین با توزیع�هایی می�شود. داده نمایش مدی۴) تک واونه٣، سهمی
ببینید. را (٢٠٠۶) خی و لای بیشتر گاهی آ برای کرده�اند. جلب خود به اطمینان قابلیت مهندسی در

طول داده�های مدل��بندی برای وایبل۵، توسط ١٩۵١ سال در ریلی، و نمایی زیرمدل�های با وایبل توزیع
این چگالی تابع منفی و مثبت چولگی به�دلیل شد. معرفی یکنوا شکست نرخ با طبیعی بلایای و عمر
پایان�نامه، این در یکنوا، شکست نرخ با داده�های برای بررسی، مورد اصلی مدل به�عنوان آن�را توزیع،
که غیریکنوا شکست نرخ با داده�های برای را مناسبی برازش توزیع این وجود، این با می�گیریم. درنظر

نمی�کند. فراهم است، متداول بسیار بقا تحلیل و اطمینان قابلیت در
کاهش شکست نرخ اول، قسمت در است. قسمت سه دارای شکل سهمی شکست نرخ نمودار
بخش در و است مثبت مد پاد یک دارای آن بر منطبق چگالی و است هموار نسبتا میانی بخش می�یابد،
نوزادان میر و مرگ فرایند می�توان رفتار این از شهودی مثالی به�عنوان می�یابد. افزایش شکست نرخ آخر
می�یابد، کاهش سرعت به که بالاست ارثی نقص به�علت نوزادان میر و مرگ اول مرحله در که برد نام را
شکست (مرحله می�دهد رخ تصادف مثل ناگهانی ضربه یک اثر بر مرگ و است ثابت که میانی مرحله
و فرسودگی) (مرحله است طبیعی منفی اثرات انباشتگی از حاصل مرگ که نهایی مرحله و تصادفی)،
وارونه سهمی یا مدی تک شکست نرخ شکل، سهمی شکست نرخ مقابل نقطه می�یابد. افزایش مجدد
می�توان مثال برای می�یابد. کاهش مجددا و می�ماند ثابت میانی بخش در است، صعودی� ابتدا در که است

١Failure rate
٢Bathtube
٣Upside-down bathtube
۴Unimodal
۵Weibull



مقدماتی تعاریف .١ ٢

کاهش به�تدریج سپس و می�رسد خود اوج به محدود دوره یک از پس میر و مرگ که را بیماری از مواردی
کرد. بیان را می�یابد

نسخه�های از برخی از شکست�هایی، نرخ چنین با داده�ها�ی مدل�بندی در وایبل توزیع ناتوانی دلیل به
وایبل مدل لای و خی ١٩٩۵ سال در است. شده استفاده منظور این برای وایبل توزیع تعمیم�یافته
که دادند نشان آن�ها آوردند. به�دست وایبل اطمینان) قابلیت (تابع بقا تابع دو افزودن با را جمعی١
مدل این می�باشد. بیان قابل وایبل شکست نرخ دو مجموع به�صورت نظر مورد مدل شکست نرخ
توزیع از تعمیمی (٢٠٠٢) همکاران٢ و خی دارد. زیادی کاربرد شکل سهمی شکست�های نرخ تابع برای
شکل سهمی شکست نرخ با سیستم�ها مدل�بندی به�منظور تعدیل�یافته٣، وایبل توسیع عنوان با وایبل،
نرخ با مدل�های عمر۵ طول ویژگی� همکارانش و ژیانگ۴ ٢٠٠٣ سال در دادند. قرار مطالعه مورد را
اطمینان قابلیت که کردند (٢٠٠۴)ثابت همکاران و بوکار۶ دادند. قرار مطالعه مورد را مدی تک شکست
مثبت، وزن�های با وایبل٧ توزیع�های از متناهی آمیخته�ای توسط می�توان خوبی به را دلخواه سیستم یک
همان در کردند. ارائه تعمیم�یافته، یا تعدیل�یافته وایبل زمینه در مقاله�ای (٢٠٠٧) لای٨ و فام زد. تقریب
مدل�بندی در که پذیر١٠ انعطاف وایبل توزیع عنوان تحت را جدیدی توزیع همکارانش و ببینگتون٩ سال
سهمی شکست نرخ و (IFRA) صعودی١٢ شکست نرخ متوسط و (IFR) صعودی١١ شکست نرخ
وایبل توزیع مشتقات از دیگر برخی کردند. مطرح است، پذیر انعطاف کاملا ،(MBT ) تعدیل�یافته١٣
توزیع ،(١٩٩۶ و ١٩٩٣ همکاران، و (مودهولکار١۵ شده١۴ نمایی یا تعمیم�یافته وایبل از است عبارت
همکاران، و ١٨ (کاراسکو تعدیل�یافته١٧ وایبل تعمیم و (٢٠٠٣ همکاران، و (لای تعدیل�یافته١۶ وایبل

پرداخت. خواهیم آن�ها بیان به بعدی فصل�های در که ،(٢٠٠٨
بیان را می�گیرند قرار استفاده مورد پایان�نامه این طول در که اولیه مفاهیم و تعاریف برخی فصل، این در

١Additive Weibull model
٢Xie
٣Modified Weibull extention
۴Jiang
۵Ageing
۶Bucar
٧Finite Weibull mixture
٨Pham and Lai
٩Bebbington

١٠Flexible Weibull distribution
١١Increasing failure rate
١٢Increasing failure rate average
١٣Modified bathtub
١۴Generalized or exponentiated Weibull distribution
١۵Mudholkar
١۶Modified Weibull distribution
١٧Generalized modified Weibull distribution
١٨Carrasco



٣ آن مختلف اشکال و شکست نرخ .٢.١

کرد. خواهیم مطرح نیز را نیاز مورد قضایای از برخی و کرده

آن مختلف اشکال و شکست نرخ ٢.١
اطمینان١ قابلیت .١.٢.١ تعریف

داده نشان R(·) با را X اطمینان قابلیت است. F (·) توزیع تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض
قبل از محیطی شرایط تحت تعیین�شده�اش، عمر طول در بتواند X آن�که احتمال از است عبارت و
می�شود: محاسبه زیر به�صورت t زمان در و نماید تامین را خود ساخت از تعیین�شده اهداف مشخص�شده،

R(t) = ١− F (t).

می�شوند، خراب تصادفی ظاهرا به�صورت و مختلف زمان�های در کالا، یک مختلف قطعات آنجایی�که از
نیز آن�ها خرابی احتمال (سیستم) محصولات شدن پیچیده�تر با است. احتمالی کمیتی اطمینان قابلیت
می�گذارد. تاثیر سیستم کل اطمینان قابلیت بر محصول در قطعات دادن قرار چگونگی می�یابد. افزایش
برای اطمینان قابلیت داد. قرار سیستم در دو این از ترکیبی یا موازی سری، به�صورت می�توان را قطعات

می�شوند: محاسبه زیر به�صورت مختلف سیستم�های

سری: سیستم •
حاصل�ضرب به�صورت سیستم کل اطمینان قابلیت می�شوند، چیده سری به�صورت قطعات وقتی
(i = برای مثلا را، i سیستم اطمینان قابلیت اگر است. قطعات تک تک اطمینان قابلیت

آنگاه، ،Rs با را آن�ها ترکیب اطمینان قابلیت و داده نشان Ri با ،١,٢,٣)
Rs = (R١)(R٢)(R٣).

همیشه و می�یابد کاهش سیستم کل اطمینان قابلیت بیشتر قطعات کردن اضافه با حالت این در
افتادن کار از سری حالت در است ذکر قابل می�باشد. قطعات اطمینان قابلیت کمترین از کوچکتر

می�شود. سیستم کل افتادن کار از باعث قطعه یک

موازی: سیستم •
استفاده با سیستم شد، خراب قطعه�ای وقتی می�شوند، چیده موازی به�صورت قطعات که حالتی در
این در می�دهد. ادامه خود کار به شده، چیده خراب قطعه با موازی به�صورت که دیگری قطعه از

می�شود محاسبه زیر به�صورت سیستم اطمینان قابلیت صورت
Rs = ١− (١−R١)(١−R٢).

اطمینان قابلیت می�یابد. افزایش سیستم کل اطمینان قابلیت موازی، قطعات تعداد افزایش با
تک تک اطمینان قابلیت ماکسیمم از شده�اند، چیده موازی به�صورت آن قطعات که سیستمی

١Reliability



مقدماتی تعاریف .١ ۴

قرار موازی و سری ترکیب به�صورت پیچیده سیستم�های بیشتر در قطعات است. بیشتر قطعات
می�گیرند.

شکست نرخ .٢.٢.١ تعریف
h(.) با را X تصادفی متغیر شکست نرخ است. F (·) توزیع تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض
در و مشخص، دوره یک یا زمانی فاصله در X محصول خرابی احتمال از است عبارت و داده نشان

می�شود محاسبه زیر به�صورت t زمان
h(t) =

f(t)

R(t)
,

می�باشد. اطمینان قابلیت تابع بیانگر R(t) و احتمال چگالی تابع بیانگر f(t) که

شکست نرخ تابع شکل .٣.٢.١ تعریف
با h(t) : R+ → R+ به�صورت مشتق�پذیر حقیقی�مقدار تابع یک �،h(t) شکست نرخ تابع کنید فرض

:h(t) آنگاه باشد. h′(t) = dh(t)
dt

به�صورت اول مشتق

.h′(t) > ٠ tها، تمام ازای به اگر می�شود، داده نشان IFR با و است صعودی اکیدا .١

.h′(t) < ٠ tها، تمام ازای به اگر می�شود، داده نشان DFR با و است نزولی اکیدا .٢

h′(t٠) = ٠ ،h′(t) < ٠ ،t ∈ (٠, t٠) برای اگر می�شود، داده نشان BT با و است شکل سهمی .٣
.h′(t) > ٠ ،t > t٠ برای و

،h′(t) > ٠ ،t ∈ (٠, t٠) برای اگر می�شود، داده نشان UBT با و است وارونه سهمی شکل به .۴
.h′(t) < ٠ ،t > t٠ برای و h′(t٠) = ٠

سپس و صعودی ابتدا h(t) اگر می�شود، داده نشان MBT با و است تعدیل�یافته سهمی شکل .۵
باشد. شکل سهمی

را ٠ < t١ < t٢ < · · · < tn < ∞ متوالی تغییر٢ نقطه n اگر است، شکل١ غلتکی نوسانی .۶
،tn+١ = ∞ ،t٠ = ٠ ،١ ≤ j ≤ n + ١ برای ،[tj−١, tj] بازه هر در به�طوری�که باشیم داشته
بیشتر بررسی جهت باشد. داشته مجاور بازه دو در مخالف یکنوایی و باشد یکنوا اکیدا h(t)
شود. مراجعه (١٩٩١ ،١٩٨٩ ،١٩٨٨) ونگ٣ به شکل، غلتکی شکست نرخ تابع فیزیکی اساس

،h(t) شکست نرخ تابع مشتق که است نقطه�ای ،٣.٢.١ تعریف در تغییر نقطه از منظور .۴.٢.١ نکته
می�دهد. علامت تغییر

در را h(t) شکست نرخ تابع ،UBT و BT شکست نرخ تابع تعریف در افراد از برخی .۵.٢.١ نکته
می�کنند. بیان ثابت مقدار یک با برابر میانی بازه

١Roller-coster shaped
٢Change point
٣Wong



۵ آن مختلف اشکال و شکست نرخ .٢.١

گلاسر قضیه از استفاده با شکست نرخ تابع شکل تعیین ١.٢.١

تعیین نتیجه در دارند. پیچیده�ای شکل آن، مخرج در انتگرال وجود به�دلیل شکست نرخ توابع از بسیاری
روشی ١٩٨٠ سال در گلاسر١ رو این از نمی�باشد. امکان�پذیر مستقیم، به�طور شکست، نرخ تابع شکل
شکست نرخ به�جای چگالی تابع از روش این در وی کرد. بیان شکست نرخ تابع شکل تعیین برای

می�شود. بیان ادامه در قضیه�ای به�صورت که کرد استفاده
،t > ٠ ازای به یعنی، باشد، مثبت (٠,∞) بازه روی شکست زمان چگالی تابع که کنید فرض ابتدا،
مشتق�پذیر بار دو و پیوسته (٠,∞) بازه روی f(t) کنید فرض هم�چنین .

∫∞
٠ f(t)dt = ١ و f(t) > ٠

است زیر به�صورت شکست، نرخ معکوس یعنی ،g(t) تابع باشد.

g(t) =
١
h(t)

=
R(t)

f(t)
. (١.١)

داریم حقیقت، در است. مشتق�پذیر بار دو و مثبت (٠,∞) بازه روی g(t) بنابراین
g′(t) = g(t)η(t)− ١, (٢.١)

آن در که
η(t) = −f

′(t)

f(t)
. (٣.١)

داریم ،(٣.١) و (٢.١) به توجه با بنابراین بود. خواهد مفید قضیه اثبات در g′(t) نمایش دیگر صورت

g′(t) =

∫ ∞

t

f(y)

f(t)
η(t)dy − ١

=

∫ ∞

t

f(y)

f(t)
[η(t)− η(y)]dy

+

∫ ∞

t

f(y)

f(t)
η(y)dy − ١,

∫هم�چنین ∞

t

f(y)

f(t)
η(y)dy = −

∫ ∞

t

f ′(y)
dy

f(t)

∫و ∞

t

f ′(y)dy =

∫ ∞

٠
f ′(w + t)dw = (d/dt)

∫ ∞

٠
f(w + t)dw

=
d

dt

∫ ∞

t

f(y)dy

= −f(t).

نتیجه، در
g′(t) =

∫ ∞

t

f(y)

f(t)
[η(t)− η(y)]dy. (۴.١)

می�داریم. بیان را شد اشاره آن به پیش�تر که ای قضیه بالا، در اشاره�شده موارد به توجه با حال

١Glaser



مقدماتی تعاریف .١ ۶

صعودی شکست نرخ تابع آنگاه باشد، η′(t) > ٠ ،t > ٠ همه ازای به اگر الف) .۶.٢.١ قضیه
است. (IFR)

است. (DFR) نزولی شکست نرخ تابع آنگاه باشد، η′(t) < ٠ ،t > ٠ همه ازای به اگر ب)

به�طوری�که دارد وجود t٠ > ٠ می�کنیم فرض پ)
∀t ∈ (٠, t٠) η′(t) < ٠, η′(t٠) = ٠, ∀t > t٠ η′(t) > ٠. (۵.١)

است. شکل BT آنگاه ،g′(y٠) = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود y٠ > ٠ اگر (١

است. IFR آنگاه ،g′(y٠) = ٠ به�طوری�که باشد نداشته وجود y٠ > ٠ اگر (٢

به�طوری�که دارد وجود t٠ > ٠ می�کنیم فرض ت)
∀t ∈ (٠, t٠) η′(t) > ٠, η′(t٠) = ٠, ∀t > t٠ η′(t) < ٠. (۶.١)

است. شکل UBT آنگاه ،g′(y٠) = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود y٠ > ٠ اگر (١

است. DFR آنگاه ،g′(y٠) = ٠ به�طوری�که باشد نداشته وجود y٠ > ٠ اگر (٢

�ازای به می�شود نتیجه ،(۴.١) رابطه به توجه با و t > ٠ ازای به� η′(t) > ٠ فرض با الف) برهان.
(IFR) صعودی شکست نرخ تابع ،(١.١) رابطه به توجه با پس .g′(t) < ٠ داریم t > ٠ تمام

است.

می�شود. نتیجه h(t) تابع بودن نزولی (١.١) و (۴.١) رابطه به توجه با و موجود فرض�های با ب)

باشد. تغییر نقطه t٠ می�کنیم فرض پ)

(٢.١) به توجه با .g′(y٠) = ٠ داریم فرض طبق .g′′(y٠) < ٠ که می�کنیم ادعا چنین (١
g′′(t) = g′(t)η(t) + η′(t)g(t).

مثبت (٠,∞) بازه روی g(t) آنجاکه از نتیجه در .g′′(y٠) = g(y٠)η
′(y٠) بنابراین

قضیه فرض به توجه با آنگاه می�باشد،

η′(y٠) < ٠ اگر تنها و اگر g′′(y٠) < ٠

و

.y٠ < t٠ اگر تنها و اگر η′(y٠) < ٠

به که است واضح (۵.١) و (۴.١) رابطه گرفتن نظر در با آنگاه .y٠ ≥ t٠ می�کنیم فرض
این�رو از دارد. تناقض g′(y٠) = ٠ فرض با بنابراین .g′(t) < ٠ ،t ≥ t٠ همه ازای
یک تنها ،(٠,∞) بازه روی که است واضح فرضیات به توجه با .g′′(y٠) < ٠ و y٠ < t٠



٧ آن مختلف اشکال و شکست نرخ .٢.١

می�باشد. ماکسیمم دارای نقطه این در g که داریم y = y٠ به�نام g′(y) = ٠ برای ریشه
می�باشد. ،t٠ = y٠ در شکل سهمی h(t) درنتیجه

رابطه به توجه با است. g′(t) < ٠ یا g′(t) > ٠ ،t > ٠ همه ازای به� صورت این در (٢
،g′(t) < ٠ ،t > ٠ همه ازای به� بنابراین است. g′(t) < ٠ ،t ≥ t٠ همه ازای به� ،(۴.١)

می�دهد. نتیجه را (IFR) شکست نرخ تابع بودن صعودی که

باشد. تغییر نقطه t٠ می�کنیم فرض ت)

نتیجه (٢.١) رابطه و g′(y٠) = ٠ قضیه فرض بنابه است. g′′(y٠) > ٠ می�کنیم ادعا (١
آنگاه می�باشد، مثبت همواره g(t) این�که به توجه با .g′′(t) = η′(t)g(t) می�شود

η′(y٠) > ٠ اگر تنها و اگر g′′(y٠) > ٠

و

.y٠ < t٠ اگر تنها و اگر η′(y٠) > ٠

نتیجه ،(۶.١) و (۴.١) رابطه طبق صورت این در باشد. y٠ ≥ t٠ می�کنیم فرض حال
.g′′(y٠) > ٠ و y٠ < t٠ بنابراین می�باشد. تناقض در فرض با که g′(y٠) > ٠ می�شود
این در g که است y = y٠ مانند (٠,∞) بازه روی ریشه یک دارای g′(y) که است واضح
سهمی شکل به شکست نرخ تابع ،(١.١) به توجه با نتیجه در می�باشد. مینیمم دارای نقطه

است. وارونه

این�صورت در ،g′(y٠) = ٠ به�طوری�که ،y٠ ندارد وجود فرض طبق آنجاکه از قسمت این در (٢
(۴.١) رابطه به توجه با .g′(t) < ٠ یا g′(t) > ٠ می�شود نتیجه ،t > ٠ همه ازای به
تابع ،t > ٠ همه ازای به� بنابراین .g′(t) > ٠، t ≥ t٠ همه ازای به قضیه، فرض و
می�شود. حاصل شکست نرخ تابع بودن نزولی (١.١) بنابر درنتیجه می�باشد. g′(t) > ٠

آزمون کل زمان نمودار از استفاده با شکست نرخ تابع شکل تعیین ٢.٢.١
آزمون١ کل زمان نمودار پایه بر گرافیکی روش شکست، نرخ تابع شکل تشخیص روش�های از دیگر یکی
داده�های تحلیل جهت ابزاری به�عنوان کامپو٢ و بارلو توسط ١٩٧۶ سال در که است TTT − Plot یا

شد. معرفی شکست
مستقل شکست زمان از ٠ = t(٠) ≤ t(١) ≤ · · · ≤ t(n) به�صورت کامل ترتیبی نمونه یک می�کنیم فرض

١Total time on test plot
٢Barlow and Campo



مقدماتی تعاریف .١ ٨

مشاهدات این آزمون کل زمان نمودار داریم. R(t) = ١− F (t) بقا تابع و F (t) توزیع با توزیع هم و
می�شود. حاصل زیر در شده بیان روش به

می�شود: محاسبه زیر بازگشتی فرایند اساس بر آزمون) کل (زمان Sj مقدار S٠؛ = ٠ دهید قرار

.Sj = Sj−١ + (n− j + ١)(t(j) − t(j−١)) ،j = ١,٢, · · · , n برای •

می�کنیم. نرمال ،j = ٠,١, · · · , n ،Uj = Sj/Sn به�صورت را آزمون کل زمان مقادیر •

می�کنیم. رسم j = ٠,١, · · · , n ازای به را (j/n, Uj) نمودار •

می�کنیم. متصل خط پاره به�وسیله متوالی به�طور را حاصل نقاط •

و شروع پایین چپ سمت گوشه از که است خط�هایی پاره از مرکب آزمون، کل زمان نمودار بنابراین
کند، میل بی�نهایت سمت به n نمونه اندازه وقتی می�شود. تمام واحد مربع بالای راست سمت گوشه در

می�شود. همگرا مقیاس�شده١ آزمون کل زمان تبدیل به آزمون کل زمان نمودار
می�باشد، زیر شکل به مقیاس�شده آزمون کل زمان تبدیل

φ(u) =
١
µ

∫ F−١(u)

٠

[
١− F (t)

]
dt, ٠ ≤ u ≤ ١,

این�که به توجه با است. F توزیع میانگین ،µ =
∫ F−(١)١
٠

[
١− F (t)

]
dt آن در که

F−(١)١ = inf{t : FT (t) ≥ ١},

گرفت نتیجه می�توان

µ =

∫ F−(١)١

٠

[
١− F (t)

]
dt =

∫ ∞

٠

[
١− F (t)

]
dt.

براساس است. شده داده نشان (١.١) شکل در مقیاس�شده آزمون کل زمان نمودار ممکن حالات برخی
داریم: شکل این

است. (IFR) صعودی شکست نرخ تابع نمودار باشد، مقعر منحنی اگر .١

است. (DFR) نزولی شکست نرخ تابع نمودار باشد، محدب منحنی اگر .٢

است. (BT ) شکل سهمی شکست نرخ تابع باشد، مقعر سپس و محدب ابتدا در منحنی اگر .٣

(UBT ) شکل وارونه سهمی شکست نرخ تابع باشد، محدب سپس و مقعر ابتدا در منحنی اگر .۴
است.

١Scaled TTT transform



٩ خاص ریاضی روابط و تابع چند .٣.١

مقیاس�شده آزمون کل زمان تبدیل نمودار :١.١ شکل

خاص ریاضی روابط و تابع چند ٣.١

هندسی فوق تابع .١.٣.١ تعریف
به�صورت هندسی١ فوق تابع

٢F١(α, β; γ;x) =
∞∑
i=٠

(α)i(β)i
(γ)ii!

xi

(گرادشتاین است صعودی فاکتوریل نماد ،(α)i = α(α+١) · · · (α+ i−١) آن در که می�شود، تعریف
.(٢٠٠٠ ریژیک٢، و

گاما تابع .٢.٣.١ تعریف
صفر و منفی صحیح از �غیر به مختلط مقادیر تمام ازای به و می�شود داده نمایش Γ(·) نماد با گاما تابع

می�شود تعریف زیر شکل به
Γ(z + ١) =

∫ ∞

٠
e−ttzdt.

داریم ،n مثبت صحیح مقادیر برای
Γ(n+ ١) = n!.

می�شود حاصل زیر نتیجه s = pt متغیر تغییر با و گاما تابع به توجه ∫با ∞

٠
e−pttzdt =

∫ ∞

٠
e−s(

s

p
)z
ds

p
=

Γ(z + ١)
pz+١

.

می�شود تعریف زیر به�صورت و است گاما لگاریتم تابع مشتق گاما٣، دی تابع هم�چنین

ψ(z + ١) = d

dz
logΓ(z + ١) = Γ′(z + ١)

Γ(z + ١) .

١Hypergeometric function
٢Gradshteyn and Ryzhik
٣Digamma



مقدماتی تعاریف .١ ١٠

می�شود تعریف زیر به�صورت و است گاما لگاریتم تابع mام مرتبه مشتق چندگاما١ تابع و

ψ(m)(z + ١) = dm+١

dzm+١ logΓ(z + ١).
بتا٢ تابع .٣.٣.١ تعریف

� می�شود محاسبه زیر به�صورت a, b > ٠ برای می�شود، نامیده نیز اویلر٣ اول نوع انتگرال که بتا تابع

B(a, b) =

∫ ١

٠
wa−١)١− w)b−١dw =

Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

ناقص۴ بتای تابع .۴.٣.١ تعریف
می�شود تعریف زیر به�صورت و بتاست تابع از تعمیمی ناقص، بتای تابع

�
By(a, b) =

∫ y

٠
wa−١)١− w)b−١dw, y ∈ [٠,١].

ناقص۵ بتای تابع نسبت .۵.٣.١ تعریف
می�شود محاسبه زیر به�صورت ناقص بتای تابع نسبت

Iy(a, b) =
By(a, b)

B(a, b)
.

این�صورت در باشد. y نقطه در ناقص بتای تابع نسبت دهنده� نشان Iy(a, b) کنید فرض .۶.٣.١ قضیه

١− Iy(a, b) = I١−y(b, a).

نوشت می�توان ۵.٣.١ تعریف اساس بر برهان.
١− Iy(a, b) = ١− ١

B(a, b)

∫ y

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

[∫ ١

٠
wa−١)١− w)b−١dw −

∫ y

٠
wa−١)١− w)b−١dw

]
=

١
B(a, b)

[∫ ١

y

wa−١)١− w)b−١dw
]
.

داریم ،dw = −du احتساب و w = ١− u متغیر تغییر با

١− Iy(a, b) =
١

B(a, b)

[∫ ٠

١−y
(١− u)a−١ub−١ − du

]
=

١
B(a, b)

[∫ ١−y

٠
(١− u)a−١ub−١du

]
=
B١−y(b, a)

B(a, b)
= I١−y(b, a).

١Polygamma
٢Beta function
٣Euler integral of the first kind
۴Incomplete beta function
۵Incomplete beta function ratio



١١ خاص ریاضی روابط و تابع چند .٣.١

هندسی فوق تابع و ناقص بتای تابع رابطه .٧.٣.١ تعریف
.(٢٠٠٠ ریژیک، و (گرادشتاین می�باشد زیر شکل به هندسی فوق تابع و ناقص بتای تابع رابطه

By(a, b) =

∫ y

٠
wa−١)١− w)b−١dw =

ya

a
٢F١(a,١− b; a+ ١; y).

لاپلاس تبدیل .٨.٣.١ تعریف
مختلط آرگومان با L(s) تابع به ،t(t ≥ ٠) حقیقی مولفه با f(t) تابع از خطی عملگری لاپلاس١ تبدیل

می�شود. تعریف زیر به�صورت که است s

L(s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt,

گرفتن نظر در با موهومی واحد یک i و است حقیقی ω و σ با مختلط عددی s = σ + iω پارامتر که
است. ،i٢ = −١

می�شود اعمال شده�اند تعریف R فضای کل روی که تابع�هایی روی تبدیل این دوطرفه: لاپلاس تبدیل
است زیر به�صورت و

L(s) =

∫ ∞

−∞
e−stf(t)dt.

شکل به توزیع گشتاورهای لاپلاس، تبدیل تعریف به توجه با توزیع: گشتاورهای و لاپلاس تبدیل رابطه
می�شوند. محاسبه زیر

µn = E(Xn) = (−١)n d
n

dsn
E[e−sX] = (−١)n d

n

dsn
L(s).

لامبرت W تابع .٩.٣.١ تعریف
W (z) نماد با می�شود، نامیده نیز لگاریتم۴ حاصل�ضرب یا امگا٣ تابع که لامبرت٢، W تابع ریاضی، در
استفاده z = wew شکل به توابع معکوس عنوان به که است توابعی مجموعه و می�شود داده نمایش

از است عبارت که و می�شود

W (z) =
∑
i≥١

(−١)i+١ii−٢
(i− ١)! zi.

کنید. مراجعه ،(١٩٩۶) همکاران و کورلس۵ به بیشتر، اطلاع برای

دوجمله�ای قضیه .١٠.٣.١ تعریف
می�باشد زیر شکل به دوجمله�ای سری دوجمله�ای۶، قضیه کلی حالت

١Laplace transform
٢Lambert W function
٣Omega function
۴Product logarithm
۵Corless
۶Binomial theorem



مقدماتی تعاریف .١ ١٢

(x+ a)r =
∞∑
k=٠

( Γ(r + ١)
Γ(k + ١)Γ(r − k + ١)x

kar−k
)
=

∞∑
k=٠

(
r

k

)
xkar−k,

صحیح r �ازای به که می�باشد، حقیقی عدد یک r و دوجمله�ای ضریب
(
r

k

)
= r!

k!(r−k) آن در که

همگراست. سری ،
∣∣∣x
a

∣∣∣ < ١ یا مثبت
حالت، این در می�رسد. به�پایان r = n در سری باشد، n مثبت صحیح مقدار با برابر r وقتی

(x+ a)n =
n∑
k=٠

(
n

k

)
xkan−k.

آماری مفاهیم و تعاریف برخی ۴.١

ترتیبی آماره چگالی تابع .١.۴.١ تعریف
f(·) چگالی تابع و F (·) تجمعی توزیع تابع از ،n حجم به تصادفی نمونه یک Xn،· · · ،X١ کنید فرض
با شده�اند، مرتب صعودی ترتیبی به که را تصادفی نمونه با متناظر ترتیبی آماره�های این�صورت در باشد.

می�آوریم به�دست زیر شکل به را iام مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع و داده نشان X(n)،· · · ،X(١)

fX(i)(x) =
n!

(i− ١)!(n− i)!
f(x)FX(x)

i−١)١− FX(x))
n−i , i = ١, · · · , n.

چولگی .٢.۴.١ تعریف
تقارن وجود عدم یا وجود از معیاری واقع در و است احتمالی� توزیع تقارن عدم میزان نشان�دهنده چولگی،
یک برای است. صفر برابر چولگی باشند، متقارن میانگین به نسبت داده�ها اگر است. توزیع چگالی
کوچکتر، مقادیر سمت به کشیدگی با و مثبت چولگی بالاتر، مقادیر سمت به کشیدگی با نامتقارن توزیع
به که سوم، مرتبه استانداردشده گشتاور با است برابر X تصادفی متغیر چولگی است. منفی چولگی

می�شود تعریف زیر شکل

γ١ = E[(
X − µ

σ
)٣] =

µ٣

σ٣
,

آن در که

µ = E(X), σ =
√
V ar(X).

تبدیل روش از استفاده با تصادفی متغیر از تابعی توزیع .٣.۴.١ قضیه
.I = [a, b] به�طوری�که باشد، I تکیه�گاه و fX چگالی تابع با پیوسته تصادفی متغیر ،X می�کنیم فرض
به�طوری�که باشد، h : J → I معکوس تابع با یکنوا پیوسته تابع g : I → R می�کنیم فرض هم�چنین
تبدیل روش از استفاده با را Y تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع Y = g(X) فرض با .J = g(I)



١٣ آماری مفاهیم و تعاریف برخی .۴.١

داریم زیر شکل به مستقیم

fY (y) =

fX(h(y)) |h′(y)| y ∈ J,

٠ o.w.

تجربی توزیع تابع .۴.۴.١ تعریف
در باشد، F (·) مشترک توزیع تابع با هم�توزیع و مستقل تصادفی نمونه Xn،· · · ،X١ می�کنیم فرض

می�شود تعریف زیر شکل به تجربی توزیع تابع این�صورت

F̂n(t) =
نمونه عناصر تعداد ≤ t

نمونه حجم =
١
n

n∑
i=١

I{xi ≤ t}.

امتیاز بردار .۵.۴.١ تعریف
θ به�طوری�که باشد، f(x; θ) مشترک چگالی تابع با مستقل تصادفی نمونه Xn،· · · ،X١ می�کنیم فرض

شکل به درستنمایی تابع گرفتن نظر در با است. پارامترها بعدی (k × ١) بردار

L(θ|x١, · · · , xn) = f(x١, · · · , xn; θ) =
n∏
i=١

f(xi; θ),

می�کنیم تعریف زیر شکل به درستنمایی، لگاریتم تابع مشتق از است عبارت که را امتیاز بردار

S(θ|x) =
(∂logL(θ|x)

∂θ١
, · · · , ∂logL(θ|x)

∂θk

)
.

نمونه امتیاز تصادفی، نمونه یک در .S(θ̂MLE|x) = ٠ ماکسیمم، درستنمایی برآوردگر تعریف طبق
یعنی می�شود، محاسبه مشاهدات همه امتیازهای مجموع به�صورت

S(θ|x) =
n∑
i=١

∂logf(xi; θ)

∂θ
=

n∑
i=١

S(θ|xi).

فیشر اطلاع ماتریس .۶.۴.١ تعریف
نمایش H(θ|x) با و می�شود نامیده هسیان١ ماتریس درستنمایی، لگاریتم تابع دوم مرتبه مشتق ماتریس
میزان بیان�کننده که می�شود نامیده فیشر اطلاع ماتریس هسیان، ماتریس ریاضی امید منفی می�شود. داده
با دارد. بر در θ پارامتر درباره ،fθ(x) چگالی تابع با X مشاهده�شده تصادفی متغیر که است اطلاعی
k × k ماتریس یک که اطلاع ماتریس است، پارامترها kبعدی بردار θ = (θ١, · · · , θk) این�که فرض

می�شود. محاسبه زیر شکل به است

I(θ|x) = −E(H(θ|x))

= −E


∂٢logL(θ|x)

∂θ٢١

∂٢logL(θ|x)
∂θ١∂θ٢

· · · ∂٢logL(θ|x)
∂θ١∂θk

... ... ...
∂٢logL(θ|x)
∂θk∂θ١

∂٢logL(θ|x)
∂θk∂θ٢

· · · ∂٢logL(θ|x)
∂θ٢k

 .
١Hessian matrix



مقدماتی تعاریف .١ ١۴

،n حجم با تصادفی نمونه یک برای

H(θ|x) =
n∑
i=١

∂٢logf(xi; θ)

∂θ∂θ′
=

n∑
i=١

H(θ|xi),

و

I(θ|x) = −
n∑
i=١

E[H(θ|xi)] = −nE[H(θ|xi)] = nI(θ|xi).

مشاهده تک اطلاع ماتریس برابر n با برابر نمونه اطلاع ماتریس که دارد موضوع این بر دلالت آخر رابطه
است.

نظم شرایط .٧.۴.١ تعریف
این�صورت در است. F = {fθ, θ ∈ Θ} احتمال توزیع�های خانواده از تصادفی متغیر Xیک کنید فرض

است. برقرار نظم شرایط می�گوییم زیر شرایط برقراری با

بستگی θ به ،Sx = {x; fθ(x) > ٠} ،X تکیه�گاه و باشد حقیقی اعداد از باز فاصله یک θ ⊂ R .١
باشد. نداشته

باشد. متناهی و موجود θ ∈ Θ مقادیر تمام ازای به ∂
∂θ

log fθ(x) .٢

برقرار زیر رابطه آن�گاه Eθ|h(X)| < ∞ طوری�که به باشد x از حقیقی تابع یک h(X) هرگاه .٣
باشد.

∂

∂θ
E|h(X)| = ∂

∂θ

∫
h(X)fθ(x)dx

=

∫
h(X)

∂

∂θ
fθ(x)dx.

کرد. تعویض را انتگرال و مشتق عملگرهای جای بتوان عبارتی به�

،θ ∈ Θ هر برای .۴
Eθ[

∂

∂θ
log fθ(x)]

٢ >∞.

می�شود: حاصل نظم شرایط به توجه با زیر نتایج

،θ ∈ Θ هر برای الف)
Eθ[

∂

∂θ
log fθ(x)] = ٠.

داریم، T (X) دلخواه براوردگر یک ازای به ب)
∂

∂θ
Eθ[T (X)] = Eθ[T (X)

∂

∂θ
log fθ(x)]

= covθ(T (X),
∂

∂θ
log fθ(x)).

.(٢٠٠١ داکسوم١، و (بیکل
١Bickel and Doksum



١۵ آماری مفاهیم و تعاریف برخی .۴.١

ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مجانبی خواص .٨.۴.١ تعریف
θ = (θ١, · · · , θk) به�طوری�که باشد، f(x; θ) احتمال چگالی تابع با تصادفی نمونه ،X١, · · · , Xn فرض

است: برقرار زیر مجانبی خواص نظم شرایط تحت این�صورت در باشد، پارامترها از بعدی k بردار
θ̂mle

P−→ θ,

√
n(θ̂mle − θ)

D−→ N(٠, I(θ|xi)−١),

دیگر، به�عبارت یا
θ̂mle ∼ N

(
θ,
١
n
I(θ|xi)−١

)
≡ N

(
θ, I(θ|x)−١

)
.

درستنمایی نسبت آماره .٩.۴.١ تعریف
به درستنمایی١ نسبت آزمون آماره ،H١ : θ ∈ Θ١ مقابل در H٠ : θ ∈ Θ٠ آماری فرض آزمون برای

می�باشد، زیر شکل

D = −٢ log
( صفر فرض تحت ماکسیمم درستنمایی
مقابل فرض تحت ماکسیمم درستنمایی

)
,

آزادی درجه df٢ − df١ با χ٢ یا دو خی توزیع دارای مجانبی به�طور D درستنمایی نسبت آزمون آماره
است. مقابل فرض و صفر فرض مدل آزاد پارامترهای تعداد ترتیب به df٢ و df١ به�طوری�که است،

کاییک٢ آ اطلاع معیار .١٠.۴.١ تعریف
مدل انتخاب برای ابزاری و است آماری مدل نسبی کیفیت از اندازه�ای ،(AIC) کاییک آ اطلاع معیار
همراه را برازش نیکویی معیار این است. شده پیشنهاد ١٩٧۴ سال در کاییک آ توسط که می�کند فراهم
AIC = ٢k − ٢ logL به�صورت کاییک آ اطلاع معیار می�گیرد. نظر در توام به�طور مدل پیچیدگی� با
در مدل انتخاب است. ماکسیمم�شده درستنمایی L و آماری مدل پارامترهای تعداد k که می�آید به�دست
باعث برازش�شده مدل به جدید پارامتر کردن اضافه می�باشد. کمتر AIC اساس بر نامزد مدل��های میان
برای پاداشی تنها نه کاییک آ این�رو از می�شود، بیش�برازش موجب این�کار و می�شود درستنمایی افزایش
برآوردشده پارامترهای تعداد ازای به صعودی تابعی که است جریمه شامل بلکه دارد، برازش نیکویی

است.

بیزی٣ اطلاع معیار .١١.۴.١ تعریف
تابع پایه بر و مدل�ها متناهی مجموعه میان از مدل انتخاب برای معیاری ،(BIC) بیزی اطلاع معیار
معیار این اساس بر که مدلی ،AIC به نسبت معیار این جریمه بودن سنگین�تر به�دلیل است. درستنمایی
به�صورت و کمتر پارامتر تعداد با مدلی یا است AIC اساس بر منتخب مدل همان یا می�شود انتخاب

می�شود. تعریف زیر
BIC = k log n− ٢ logL.

١Likelihood ratio test statistic
٢Akaike information criterion
٣Bayesian information criterion



مقدماتی تعاریف .١ ١۶

دوم مرتبه کاییک آ اطلاع معیار .١٢.۴.١ تعریف
اندازه برای تصحیح یک با AIC همان می�دهیم، نشان AICc با که دوم مرتبه کاییک آ اطلاع معیار

با است برابر کلی حالت در و دارد نمونه حجم بر اشاره n به�طوری�که است محدود نمونه�های

AICc = AIC +
٢k(k + ١)
n− k − ١ .

است. AIC به نسبت سنگین�تری جریمه دارای اضافی، پارامترهای ازای به معیار این این�رو از
توصیه را AIC جای به AICc از استفاده بزرگ k یا کوچک nهای برای ،(٢٠٠٢) اندرسون١ و بورنهام

می�باشد. همگرا AIC به بزرگ �nهای برای معیار این این�رو، از کردند.

پارامتر انواع .١٣.۴.١ تعریف

باشیم داشته s و θ پارامتر برای که باشد، به�گونه�ای احتمال توزیع خانواده اگر مقیاس٢: پارامتر .١
F (x; s, θ) = F (

x

s
;١, θ),

یا
fs(x) =

١
s
f(
x

s
).

توزیع پراکندگی عبارتی به یا مقیاس آن مقدار زیرا می�نامیم، مقیاس پارامتر را s این�صورت در
بیشتر باشد، کوچک اگر و بیشتر توزیع گستردگی باشد، بزرگ s اگر می�کند. تعیین را احتمالی

می�شود. متمرکز

معکوس حقیقت در که می�شود استفاده نرخ پارامتر از توزیع�ها خانواده از بعضی در نرخ٣: پارامتر .٢
است. مقیاس پارامتر

به�صورت را احتمالی توزیع�های از خانواده یک بتوانیم اگر مکانی۴: پارامتر .٣
fx٠(x) = f(x− x٠)

می�دهد. تغییر را توزیع جهت یا مکان که نامیم، مکانی پارامتر را x٠ این�صورت در دهیم، نمایش

می�گذارد اثر توزیع شکل روی اغلب که است احتمالی توزیع یک از پارامتری هر شکل۵: پارامتر .۴
توزیع. مقیاس) (پارامتر شدن بسته و باز یا مکانی) (پارامتر جهت تغییر روی تا

١Burnham and Anderson
٢Scale parameter
٣Rate parameter
۴Location parameter
۵Shape parameter



٢ فصل

تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع

مقدمه ١.٢

فصل این مطالب می�کنیم. معرفی را (GMW ) تعدیل�یافته وایبل تعمیم پارامتری ۴ توزیع فصل این در
دادن جای در انعطاف�پذیری به�علت توزیع این است. (٢٠٠٨) همکاران و کاراسکو مطالعه از برگرفته
قرار استفاده مورد عمر، طول داده�های مدل�بندی مسایل از بسیاری در شکست، نرخ تابع صورت�های تمام
از نسخه�هایی به�صورت زیرمدل�هایش که است این GMW توزیع مهم ویژگی�های از دیگر یکی می�گیرد.
(GE) نمایی�شده١ یا تعمیم�یافته نمایی توزیع وایبل، توزیع می�توان جمله آن از که می�باشند، توزیع این
رکب۴، و (کوندو (GR) تعمیم�یافته٣ ریلی ،(GW ) تعمیم�یافته وایبل ،(٢٠٠١ و ١٩٩٩ کوندو٢، و (گوپتا

برد. نام را دیگر صورت�های برخی و (MW ) تعدیل�یافته وایبل توزیع و ،(٢٠٠۵
معرفی را زیرمدل�هایش و پرداخته تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع معرفی به فصل، این ادامه در
آن�را ترتیبی آماره چگالی تابع و کرده بیان گشتاورها محاسبه برای را کلی فرمول دو سپس می�کنیم.

می�آوریم. به�دست

تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع ٢.٢

تعریف را (MW ) تعدیل�یافته وایبل توزیع ابتدا ،(GMW ) تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع معرفی برای
α توان به با باشد، داشته تعدیل�یافته وایبل توزیع تابع بر دلالت FL(t;λ, β, γ) کنید فرض می�کنیم.
وایبل تعمیم توزیع تابع ،F (t) = FL(t;λ, β, γ)

α یعنی تعدیل�یافته، وایبل توزیع رساندن (α > ٠)
لای ٢٠٠٣ سال در می��گیریم. نظر در FL(t;λ, β, γ) = FL(t) سادگی برای می�شود. نتیجه تعدیل�یافته

١Generalized or Exponentiated Exponential
٢Gupta and Kundu
٣Generalized Rayleigh
۴Kundu and Raqab



تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع .٢ ١٨

شکل به را تعدیل�یافته وایبل توزیع تابع همکارانش و
FL(t) = ١− exp{−(λt)β exp(γt)} , λ > ٠, β ≥ ٠, γ > ٠,

تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع تابع مشتق و توزیع تابع ،MW توزیع تابع به توجه با این�رو از کردند. بیان
می�شوند حاصل زیر شکل به به�ترتیب،

F (t) = (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α (١.٢)

و
f(t) = αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

× [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١ , t > ٠.
(٢.٢)

.
∫∞
٠ f(t)dt = ١ می�کنیم ثابت به�عبارتی است، احتمال چگالی تابع یک (٢.٢) می�دهیم نشان ابتدا

داریم منظور این ∫برای ∞

٠
f(t)dt =

∫ ∞

٠
αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

× [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١dt.

به توجه با و u = ١− exp{−(λt)β exp(γt)} متغیر تغییر با

du = [βλβtβ−١ exp(γt) + γ(λt)β exp(γt)] exp{−(λt)β exp(γt)}dt

= λβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}dt,

گرفت نتیجه ∫می�توان ∞

٠
f(t)dt =

∫ ١

٠
αuα−١du = uα

∣∣∣١
٠
= ١− ٠ = ١.

می�نویسیم باشد، (٢.٢) چگالی تابع با توزیع دارای T تصادفی متغیر اگر این�صورت، در
فوق، چگالی تابع با متناظر شکست نرخ تابع و اطمینان قابلیت تابع .T ∼ GMW (λ, β, γ, α)

از: عبارتند به�تربیت

R(t) = ١− F (t) = ١− [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α (٣.٢)

و
h(t) =

αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}[١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١

١− [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α
. (۴.٢)

باشد، T ∼ GMW (λ, β, γ, α) اگر این�که به توجه با ،GMW توزیع از تصادفی اعداد تولید� برای
نوشت می�توان ،F (T ) ∼ U(٠,١) آن�گاه

u = [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α.



١٩ خاص توزیع�های .٣.٢

داریم نتیجه در
١− u١/α = exp{−(λt)β exp(γt)},

log(١− u١/α) = −(λt)β exp(γt),

tβ exp (γt) +
١
λβ

log (١− u١/α) = ٠. (۵.٢)

،λ گرفتن نظر در با و کرده تولید U(٠,١) توزیع از ابتدا نظر، مورد توزیع از تصادفی تولید برای بنابراین
خواهد GMW توزیع دارای حاصل t نتیجه در می�پردازیم. (۵.٢) غیرخطی معادله حل به α و γ ،β

بود.

خاص توزیع�های ٣.٢

از: عبارتند ،GMW توزیع معروف زیرمدل�های از برخی

وایبل توزیع •
به�صورت (٢.٢) رابطه ،α = ١ و γ = ٠ ازای به�

f(t) = βλβtβ−١ exp{−(λt)β} , t > ٠,

داشته ،α = ١ و γ = ٠ علاوه�براین�که اگر است. دوپارامتری وایبل توزیع همان که می�شود تبدیل
می�شوند. حاصل ریلی توزیع و نمایی توزیع به�ترتیب ،β = ٢ و β = ١ باشیم

فرین١ مقادیر توزیع •
به�صورت (٢.٢) رابطه ،α = ١ و β = ٠ ازای به

f(t) = γ exp{γt− exp(γt)} , t > ٠,

لگاریتم دیگر به�عبارت (یا I نوع فرین مقادیر توزیع احتمال چگالی تابع که است بازنویسی قابل
است. گاما٢)

تعمیم�یافته وایبل توزیع •
زیر چگالی تابع با تعمیم�یافته وایبل توزیع به تعدیل�یافته، وایبل تعمیم توزیع ،γ = ٠ ازای به

می�شود تبدیل
f(t) = αβλβtβ−١ exp{−(λt)β}{١− exp(−(λt)β}α−١ , t > ٠.

توزیع و تعمیم�یافته نمایی توزیع به�ترتیب آن�گاه ،β = ٢ و β = ١ ،γ = ٠ این�که علاوه�بر اگر
می�آیند. به�دست تعمیم�یافته ریلی

١Extreme-value distribution
٢log-gamma



تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع .٢ ٢٠

تعدیل�یافته وایبل توزیع •
می�شود نتیجه تعدیل�یافته وایبل توزیع ،α = ١ ازای به

f(t) = λβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}, t > ٠.

تجمیع�شده١ بتای توزیع •
به�صورت اطمینان قابلیت تابع با همکارانش و لای توسط ١٩٩٨ سال در تجمیع�شده بتای توزیع

شد معرفی زیر

R(t) = exp{−(λt)β(١− dt)c} , λ, β, d > ٠, c < ٠.

داریم بینهایت، به n دادن میل با و c = −γn و d = ١
n
دادن قرار با

(١− dt)c =
(
١− t

n

)−γn D−→ exp(γt).

مجانبی به�طور بنابراین

R(t) ≈ exp{−(λt)β exp(γt)},

است. α = ١ فرض با GMW توزیع برای (٣.٢) رابطه اطمینان قابلیت تابع همان که

گشتاورها برای کلی فرمول�های ۴.٢

از برخی هستند. کاربردی مسایل در �خصوص به آماری، تحلیل�های در بسیاری اهمیت دارای گشتاورها
مطالعه قابل گشتاورها طریق از مد، و چولگی پراکندگی، مانند توزیع مشخصه�های و ویژگی�ها مهم�ترین
به�صورت را تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع ،µ′

k = E(T k) kام، مرتبه گشتاور بخش این در می�باشند.
داریم تعریف از استفاده با می�دهیم. نمایش نامتناهی سری یک

µ′
k = αλβ

∫ ∞

٠
tk+β−١(β+γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}[١−exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١dt.

داریم است، غیرصحیح حقیقی مقدار یک α این�که فرض با و ١٠.٣.١ تعریف به توجه با

µ′
k = αλβ

∫ ∞

٠
tk+β−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
∞∑
j=٠

Γ(α)(−١)j
Γ(α− j)j!

[
exp{−(λt)β exp(γt)}]jdt

= αλβΓ(α)
∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(α− j)j!

∫ ∞

٠
tk+β−١(β + γt)

× exp(γt) exp{−(j + ١)(λt)β exp(γt)}dt.

(۶.٢)

١Beta integrated distribution



٢١ گشتاورها برای کلی فرمول�های .۴.٢

درنتیجه .x
١
β = te

γ
β
t داریم x = tβeγt متغیر تغییر با حال

γ

β
x

١
β =

(γ
β
t
)
e

γ
β
t.

نوشت می�توان Wلامبرت، تابع تعریف به توجه با

W (z) = F
(γ
β
x

١
β

)
,

دیگر به�عبارت
γ

β
t = F

(γ
β
x

١
β

)
.

داریم نتیجه در

t =
β

γ
F
(γ
β
x

١
β

)
=
β

γ

∞∑
i=١

(−١)i+١ii−٢
(i− ١)! (

γ

β
)ix

i
β . (٧.٢)

دهیم نمایش زیر به�صورت x حسب بر را t توانستیم بنابراین

t =
∞∑
i=١

aix
i
β , (٨.٢)

به�طوری�که

ai =
(−١)i+١ii−٢
(i− ١)! (

γ

β
)i−١. (٩.٢)

زیر به�صورت I فرض با

I =

∫ ∞

٠
tk+β−١(β + γt) exp(γt) exp{−(j + ١)(λt)β exp(γt)}dt,

داریم Iدر (٨.٢) جای�گذاری با و

I =

∫ ∞

٠

{
∞∑
i=١

aix
i
β

}k

exp{−(j + ١)λβx}dx.

این�که به توجه با }حال
∞∑
i=١

aix
i
β

}k

=
∞∑
i١=١

· · ·
∞∑
ik=١

ai١ · · · aik x
(
i١+···+ik

β
) =

∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikx
Sk
β , (١٠.٢)

داریم I در (١٠.٢) جای�گذاری با .Sk = i١ + · · ·+ ik و Ai١,··· ,ik = ai١ · · · aik آن در که

I =
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

∫ ∞

٠
x

Sk
β exp{−(j + ١)λβx}dx.

.dy = (j + ١)λβ dx می�شود نتیجه ،y = (j + ١)λβx مجدد متغیر تغییر با



تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع .٢ ٢٢

می�گیریم نتیجه I در y جای�گذاری با حال

I =
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

∫ ∞

٠

[ y

(j + ١)λβ
]Sk

β e−y

(j + ١)λβ dy

=
∞∑

i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ik

{(j + ١)λβ}
Sk
β

+١

∫ ∞

٠
y

Sk
β e−ydy

=
∞∑

i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ik

{(j + ١)λβ}
Sk
β

+١
Γ(
Sk
β

+ ١).

می�شود حاصل GMW توزیع گشتاور برای زیر نتیجه ،(۶.٢) رابطه به توجه با

µ′
k = αλβ

∞∑
j=٠

(١− α)j
j!

∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikΓ(
Sk

β
+ ١)

{(j + ١)λβ}
Sk
β

+١
, (١١.٢)

محاسبه قابل (٩.٢) رابطه از سادگی به Ai١,··· ,ik و ،(١ − α)j = (−١)jΓ(α)/Γ(α − j) آن در که
و γ ازای به و است GMW توزیع kام مرتبه گشتاور برای کلی رابطه یک ،(١١.٢) فرمول می�باشد.
در تغییر ،(١١.٢) و (٩.٢) به توجه با ،µ′

k برای جایگزین رابطه یک است. برقرار α ̸= ١ و مثبت β
روابط و ،xi = (− γ

β
){λβ(j + ١−{(١/β گرفتن نظر در کاهش)، واحد (یک مجموع حدود

ai =
(−١)i+١ii−٢
(i− ١)! (

γ

β
)i−١,

Ai١,··· ,ik = ai١ · · · aik , Sk = i١ + · · ·+ ik,

ai+١ =
(−١)i+٢(i+ ١)i−١

i!
(
γ

β
)i =

(i+ ١)i−١
i!

(
−γ
β

)i,

می�شود حاصل زیر به�صورت

µ′
k = αλβ

∞∑
j=٠

(١− α)j
j!

∞∑
i١,··· ,ik=٠

Γ( (i١+١)+···+(ik+١)
β

+ ١)

{λβ(j + ١)}
(i١+١)+···+(ik+١)

β
+١
Ai١+١,··· ,ik+١

= αλβ
∞∑
j=٠

(١− α)j
j!

∞∑
i١,··· ,ik=٠

Γ(Sk+k
β

+ ١)

{λβ(j + ١)}
Sk+k

β
+١
ai١+١ · · · aik+١

= αλβ
∞∑
j=٠

(١− α)j
j!

∞∑
i١,··· ,ik=٠

Γ(Sk+k
β

+ ١)

{λβ(j + ١)}
Sk+k

β
+١

× (i١ + ١)i١−١
i١!

(
−γ
β

)i١ · · · (ik + ١)ik−١
ik!

(
−γ
β

)ik

= αλβ
∞∑
j=٠

(١− α)j

j!{λβ(j + ١)}
k
β
+١

×
∞∑

i١,··· ,ik=٠

Γ(Sk+k
β

+ ١)
(i١ + ١(١−i١ · · · (ik + ١(١−ik

x
i١
١ · · · xikk
i١! · · · ik!

.

(١٢.٢)



٢٣ گشتاورها برای کلی فرمول�های .۴.٢

تعیین در توانایی به�دلیل عبارات این اهمیت باشند. می بخش این اصلی نتایج (١٢.٢) و (١١.٢) روابط
زیر در α = ١ و γ = ٠ موارد می�باشد. پارامتر چهار روی شرطی و محدودیت هیچ بدون گشتاورها

شد. خواهند بررسی

مجموع ١٠.٣.١ تعریف در دوجمله�ای قضیه تعریف طبق باشد، صحیح مقدار یک α اگر .١.۴.٢ نکته
می�شوند: داده نشان زیر شکل به به�ترتیب (١٢.٢) و (١١.٢) روابط و است، α− ١ تا j روی

µ′
k = αλβ

α−١∑
j=٠

(١− α)j
j!

∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikΓ(
Sk

β
+ ١)

{(j + ١)λβ}
Sk
β

+١
,

µ′
k = αλβ

α−١∑
j=٠

(١− α)j

j!{λβ(j + ١)}
k
β
+١

∞∑
i١,··· ,ik=٠

Γ(Sk+k
β

+ ١)
(i١ + ١(١−i١ · · · (ik + ١(١−ik

x
i١
١ · · · xikk
i١! · · · ik!

.

گشتاور ،(١١.٢) به توجه با می�یابد. افزایش ،kافزایش با ،(١٢.٢) و (١١.٢) فرمول�های پیچیدگی
می�باشد زیر شکل به اول مرتبه

µ′
١ = αλβ

∞∑
j=٠

(١− α)j
j!

∞∑
i=١

aiΓ(
i
β
+ ١)

{λβ(j + ١)}
i
β
+١
.

می�باشند. حصول قابل (١٢.٢) و (١١.٢) روابط از استفاده با کشیدگی و چولگی بعدی، گشتاورهای
و صحیح (مقادیر k > −β برای را تعمیم�یافته وایبل توزیع گشتاور ،(٢٠٠۵) چادهوری١ ،γ = ٠ وقتی
به�صورت تعمیم�یافته وایبل توزیع چگالی تابع به توجه با کرد. محاسبه لاپلاس تبدیل از استفاده با حقیقی)

f(t) = αβλβtβ−١ exp{−(λt)β}[١− exp{−(λt)β}]α−١ , t > ٠,

از است عبارت (٨.٣.١ تعریف به (بنا لاپلاس تبدیل

L(s) =

∫ ∞

٠
exp(−ts)αβλβtβ−١ exp{−(λt)β}{١− exp(−(λt)β)}α−١dt.

بنابراین بگیرید. نظر در را v = exp{−(λt)β} متغیر تغییر

dv = −βλβtβ−١ exp{−(λt)β}dt, t =
(− log v)

١
β

λ
.

١Choudhury
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نوشت می�توان ،١٠.٣.١ تعریف و ex تیلور بسط از استفاده با و L(s) در فوق عبارت جای�گذاری با

L(s) =

∫ ١

٠
α exp{−s((− log v)

١
β

λ
)}(١− v)α−١dv

=

∫ ١

٠
α

∞∑
r=٠

(−s)r( (− log v)
١
β

λ
)r

r!
(١− v)α−١dv

=

∫ ١

٠
α

∞∑
r=٠

(−s)r(− log v)
r
β

λr!

(
١+

∞∑
i=١

Γ(α)(−١)i
Γ(α− i)i!

vi
)
dv

= α
∞∑
r=٠

(−s)r

λrr!
(−١)

r
β

∫ ١

٠

(
١+

∞∑
i=١

aiv
i
)
(log v)

r
β dv

= α
∞∑
r=٠

(−s)r

λrr!
(−١)

r
β × I,

می�شود نتیجه گاما، تابع تعریف به توجه با و v = exp(−y) متغیر تغییر با که

I =

∫ ١

٠

(
١+

∞∑
i=١

aiv
i
)
(log v)

r
β dv

=

∫ ∞

٠
(−y)

r
β exp(−y)dy +

∞∑
i=١

ai

∫ ∞

٠
(−y)

r
β exp {−(i+ ١)y}dy

= (−١)
r
β

[
Γ(
r

β
+ ١) +

∞∑
i=١

(
ai

Γ( r
β
+ ١)

(i+ ١)
r
β
+١

)]
= (−١)

r
βΓ(

r

β
+ ١)

[
١+

∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( r
β
+١)
]
.

می�شود حاصل زیر نتیجه L(s) در I جای�گذاری با نهایت در

L(s) = α

∞∑
r=٠

(−s)r

λrr!
Γ(
r

β
+ ١)

[
١+

∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( r
β
+١)
]
.

تعریف در توزیع، گشتاورهای و لاپلاس تبدیل رابطه به توجه با تعمیم�یافته وایبل توزیع گشتاور بنابراین
می�آید به�دست زیر به�صورت ٨.٣.١

µ′
k = (−١)kd

kL(s)

dsk

∣∣∣
s=٠

= αλ−kΓ(
k

β
+ ١)

∞∑
i=٠

(١− α)i

i!(i+ ١)
k
β
+١
.

علاوه�بر اگر آورد. به�دست فرمول این خاص موارد به�عنوان می�توان را دیگر صورت�های بسته شکل
گشتاور مولد تابع از استفاده با تعمیم�یافته نمایی توزیع به مربوط گشتاور ،β = ١ باشیم داشته ،γ = ٠

.(٢٠٠١ و ١٩٩٩ کوندو و (گوپتا می�باشد محاسبه قابل زیر به�صورت
تعمیم�یافته، نمایی توزیع چگالی تابع به توجه با

f(t) = αλ exp(−λt){١− exp(−λt)}α−١, t > ٠



٢۵ گشتاورها برای کلی فرمول�های .۴.٢

از است عبارت گشتاور مولد تابع

MT (t) = E(etT)

=

∫ ∞

٠
αλ exp(tT ) exp(−λt){١− exp(−λt)}α−١dt

=

∫ ∞

٠
αλ exp{t(T − λ)}{١− exp(−λt)}α−١dt.

داریم ،v = exp(−λt) متغیر تغییر با

dv = −λ exp(−λt)dt, exp(tT ) = v−
T
λ .

داریم ٣.٣.١ تعریف به توجه با و

MT (t) = α

∫ ١

٠
v−

T
λ (١− v)α−١dv

= α
Γ(α)Γ(١− t

λ
)

Γ(α− t
α
+ ١)

=
Γ(α + ١)Γ(١− t

λ
)

Γ(α− t
λ
+ ١) , t < λ.

می�آیند: به�دست زیر نتایج t = ٠ دادن قرار با و t به نسبت logMT (t) تابع از گیری مشتق با

E(T ) = (logMT (t))
′
∣∣∣
t=٠

= (−١
λ
)ψ(١− t

λ
) + (

١
λ
)ψ(α− t

λ
+ ١)

∣∣∣
t=٠

= λ−١{ψ(α + ١)− ψ(١)},

V ar(T ) = (logMT (t))
′′
∣∣∣
t=٠

= (
١
λ
)٢ψ′(١− t

λ
)− (

١
λ
)٢ψ′(α− t

λ
+ ١)

∣∣∣
t=٠

= λ−٢{ψ′(١)− ψ′(α+ ١)}.

می�شوند: حاصل زیر به�صورت به�ترتیب تعمیم�یافته نمایی توزیع واریانس و ریاضی امید بنابراین

E(T ) = λ−١{ψ(α+ ١)− ψ(١)}, V ar(T ) = λ−٢{ψ′(١)− ψ′(α + ١)}, (١٣.٢)

می�باشند. چند�گاما تابع ψ′(.) و دوگاما تابع ψ(.) و گاما، تابع Γ(.) که
استفاده با را تعمیم�یافته ریلی توزیع گشتاور (٢٠٠۵) رکب و کوندو باشد، β = ٢ ،γ = ٠ �بر علاوه اگر
توزیع گشتاور می�آوریم. ادامه در که کردند محاسبه تعمیم�یافته ریلی و تعمیم�یافته نمایی توزیع رابطه از
قابل زیر به�صورت شد) بیان گشتاور مولد تابع از استفاده با بالا در (که مستقیم روش با تعمیم�یافته نمایی
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است محاسبه

E(T k) = αλ

∫ ∞

٠
tk exp(−λt){١− exp(−λt)}α−١dt

= αλ

∫ ∞

٠
tk exp(−λt)

∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j{exp(−λt)}jdt

= αλ
∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j

∫ ∞

٠
tk exp{−(j + ١)λt}dt

= αλ
∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j Γ(k + ١)

λk+١(j + ١)k+١

=
α

λk
Γ(k + ١)

∞∑
j=٠

(−١)j
(j + ١)k+١

(
α− ١
j

)
.

به�صورت تعمیم�یافته ریلی توزیع چگالی تابع به توجه با طرفی، از
f(t) = ٢αλ٢ t exp{−(λt)٢}[١− exp{−(λt)٢}]α−١,

گرفت نتیجه می�توان

E(T k) = ٢αλ٢
∫ ∞

٠
tk+١ exp{−(λt)٢}[١− exp{−(λt)٢}]α−١dt

= ٢αλ٢
∫ ∞

٠
tk+١ exp{−(λt)٢}

∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j exp{−(λt)٢}jdt

= ٢αλ٢
∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j

∫ ∞

٠
tk+١ exp{−(j + ١)(λt)٢}dt.

داریم ،t٢ = y متغیر تغییر انجام با

E(T k) = αλ٢
∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j

∫ ∞

٠
y

k
٢ exp{−(j + ١)λ٢y}dy

= αλ٢
∞∑
j=٠

Γ(α)

Γ(α− j)j!
(−١)j

Γ(k٢ + ١)
((j + ١)λ٢) k

١+٢

=
α

λk
Γ(
k

٢ + ١)
∞∑
j=٠

(−١)j

(j + ١) k
١+٢

(
α− ١
j

)
.

بود خواهند زیر به�صورت (GR) تعمیم�یافته ریلی توزیع زوج گشتاورهای بنابراین

µ′
٢k =

α

λ٢k
Γ(k + ١)

∞∑
j=٠

(−١)j
(j + ١)k+١

(
α− ١
j

)
.

درنتیجه
µ′
٢k =

١
λk
µ′
k.



٢٧ ترتیبی آماره�های چگالی تابع .۵.٢

آن�گاه T ∼ GR(α, λ) اگر می�شود، نتیجه رابطه این از گشتاور، مولد تابع بودن به�فرد منحصر به توجه با
امید به توجه با را T ٢ واریانس و ریاضی امید بنابراین است. تعمیم�یافته نمایی توزیع دارای Y = λT ٢

داریم زیر به�صورت ،(١٣.٢) در بیان�شده تعمیم�یافته نمایی توزیع واریانس و ریاضی
E(λT ٢) = λ−١{ψ(α + ١)− ψ(١)}.

نتیجه در
E(T ٢) = λ−٢{ψ(α + ١)− ψ(١)}.

داریم همچنین
V ar(λT ٢) = λ−٢{ψ′(١)− ψ′(α + ١)}.

بنابراین
V ar(T ٢) = λ−۴{ψ′(١)− ψ′(α + ١)}.

داریم می�کنیم. بیان تعدیل�یافته وایبل توزیع برای ،α = ١ ازای به را kام مرتبه گشتاور نهایت، در

µ′
k = λβ

∫ ∞

٠
tk+β−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}dt

= λβ
∫ ∞

٠
tk+β−١(β + γt) exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}dt.

،(٨.٢) به توجه با و x = tβeγt متغیر تغییر با

t =
∞∑
i=١

aix
i
β ,

لذا .ai = (−١)i+١ii−٢

(i−١)! ( γ
β
)i−١ آن در که

µ′
k = λβ

∫ ∞

٠

( ∞∑
i=١

aix
i
β
)k

exp(−λβx)

=
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

∫ ∞

٠
x

Sk
β exp(−λβx)

=
∞∑

i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikΓ(
k
٢ + ١)

λSk
,

می�باشد. تعدیل�یافته وایبل توزیع گشتاور برای دیگری نتیجه که

ترتیبی آماره�های چگالی تابع ۵.٢

GMW توزیع از تایی n تصادفی نمونه برای را Ti:n iام، مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع بخش این در
،(٣.٢) و (٢.٢) روابط و ،١.۴.١ تعریف ترتیبی، آماره�های چگالی تابع تعریف به توجه با می�کنیم. ارائه



تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع .٢ ٢٨

داریم

fi:n(t) =
αλβtβ−١(β + γt)

B(i, n− i+ ١) exp{γt− (λt)β exp(γt)}[١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١

× [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]αi−α[١− {١− exp{−(λt)β exp(γt)}α]n−i

=
αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}[١− {١− exp{−(λt)β exp(γt)}α]n−i

B(i, n− i+ ١](١− exp{−(λt)β exp(γt)}]١−αi
.

نتیجه است، صحیح n− i این�که به توجه با و ١٠.٣.١ تعریف از استفاده با و زیر به�صورت I فرض با
می�گیریم

I = [١− {١− exp{−(λt)β exp(γt)}α]n−i

=
n−i∑
r=٠

(
n− i

r

)
(−١)r[١− exp{−(λt)β exp(γt)}]αr.

نوشت می�توان ،fi:n در I جای�گذاری از

fi:n(t) =
n−i∑
r=٠

(
n− i

r

)
(−١)r αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

B(i, n− i+ ١](١− exp{−(λt)β exp(γt)}]١−α(i+r)

=
n−i∑
r=٠

n!

k!(n− r − i)!(i− ١)!(i+ r)
(−١)rfi+r(t),

دارد. GMW (λ, β, γ, α(i+ r)) چگالی تابع بر دلالت fi+r(t) ،(٢.٢) به توجه با که

توزیع iام مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع ، wi,r = (−١)r
(
i+ r − ١

r

)(
n

i+ r

)
اگر بنابراین

می�شود حاصل زیر به�صورت GMW

fi:n(t) =
n−i∑
r=٠

wi,rfi+r(t). (١۴.٢)

(١٢.٢) و (١١.٢) از بااستفاده iام مرتبه ترتیبی آماره kام مرتبه گشتاور ،(١۴.٢) رابطه به توجه با
از است عبارت

E(T k) =

∫ ∞

٠
tk

n−i∑
r=٠

wi,rfi+r(t)dt

=
n−i∑
r=٠

wi,r

∫ ∞

٠
tkfi+r(t)dt,
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GMW (λ, β, γ, α(i+ r)) توزیع kام گشتاور با برابر J =
∫∞
٠ tkfi+r(t)dt گشتاور، تعریف بنابه که

با است برابر ترتیبی آماره kام مرتبه گشتاور ،(١١.٢) رابطه به توجه با بنابراین است.

E(T k) = λβ
n−i∑
r=٠

α(i+ r)wi,r

∞∑
j=٠

(١− α(i+ r))j
j!

×
∞∑

i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikΓ(
Sk

β
+ ١)

{(j + ١)λβ}
Sk
β

+١
,

.α(i+ r)j = (−١)jΓ(α(i+ r))/Γ(α(i+ r)− j) به�طوری�که





٣ فصل

تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع

مقدمه ١.٣

پارامتری پنج توزیع معرفی به است، (٢٠١٢) همکاران و سینگلا١ مطالعه از برگرفته که فصل این مطالب
معرفی پیش�تر که وارونه سهمی یا شکل سهمی شکست�های نرخ تابع بررسی جهت تعمیم�یافته٢ وایبل بتا
دربر خود زیرمدل�های به�عنوان را موجود توزیع�های از بسیاری تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع می�پردازد. شد،
شکست�های نرخ تابع نمایش برای پارامتری، مختلف ترکیبات �ازای به توزیع این هم�چنین و می�گیرد
توزیع از دیگری انواع اگرچه می�گیرد. قرار استفاده مورد وارونه، سهمی و شکل سهمی نزولی، صعودی،
مجموعه روی بررسی با هستند، شکست نرخ تابع مختلف صورت�های شامل تعمیم�یافته بتای و وایبل

دارد. زیرمدل�هایش به نسبت را بهتری برازش توزیع این که می�شود ملاحظه واقعی �داده�های

صورت�های سپس پرداخته، تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع معرفی به ابتدا خاص، به�طور فصل این در
می�آوریم. به�دست نام�برده، توزیع تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع برای را دیگری جایگزین
و تعریف از استفاده با توزیع گشتاورهای محاسبه به و آورده به�دست را ترتیبی آماره چگالی تابع هم�چنین
ماکسیمم درستنمایی برآوردگر محاسبه برای غیرخطی معادلات به�علاوه می�پردازیم. لاپلاس تبدیل هم�چنین
بخش در می�کنیم. محاسبه واقعی داده�های به نظر مورد توزیع برازش به�منظور را اطلاع ماتریس عناصر و

می�کنیم. بررسی واقعی داده���ی مجموعه دو بر برازش با را تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع اهمیت آخر

١Singla
٢Beta generalized weibull



تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٣ ٣٢

تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع ٢.٣

می�پردازیم. تعمیم�یافته بتای توزیع معرفی به ابتدا در تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع معرفی به�منظور
خانواده از توانمندی کلاس به�عنوان همکاران و سینگ١ توسط ١٩٨٨ سال در تعمیم�یافته بتای توزیع
کرده جلب خود به را ملاحظه�ای قابل توجه اخیر سال�های در کلاس این شد. معرفی تعمیم�یافته توزیع�های

بگیرید، نظر در زیر به�صورت را ،b > ٠ و a > ٠ پارامتر با بتا تصادفی متغیر توزیع تابع است.

F (t) =
١

B(a, b)

∫ t

٠
wa−١)١− w)b−١dw,٠ < t < ١.

تابع کردن جایگزین با این�رو از دارد، قرار (٠,١) بین دلخواه تجمعی توزیع تابع هر این�که به توجه با
داشت: خواهیم t به�جای G(.) دلخواه تجمعی توزیع

F (t) =
١

B(a, b)

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw,٠ < G(t) < ١.

داریم فوق، رابطه از t به نسبت گیری مشتق با

f(t) =
١

B(a, b)
G(t)a−١(١−G(t))b−١g(t),٠ < t < ١.

یعنی است، احتمال چگالی تابع یک خود f(t) تابع می�دهیم نشان ∫حال ١

٠
f(t)dt = ١.

داریم ،٣.٣.١ تعریف به توجه با و u = G(t) متغیر تغییر با

∫ ١

٠
f(t)dt =

١
B(a, b)

∫ ١

٠
G(t)a−١(١−G(t))b−١g(t)dt

=
١

B(a, b)

∫ ١

٠
ua−١)١− u)b−١du

=
B(a, b)

B(a, b)
= ١.

تابع و توزیع تابع فوق، عبارات به توجه با نتیجه در است. احتمال چگالی تابع یک خود f(t) بنابراین
می�کنیم بیان زیر به�صورت را تعمیم�یافته بتای توزیع چگالی

F (t) =
١

B(a, b)

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
BG(t)(a, b)

B(a, b)
= IG(t)(a, b) , a, b > ٠,

(١.٣)

f(t) =
١

B(a, b)
G(t)a−١(١−G(t))b−١g(t), (٢.٣)

١Singh



٣٣ تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٢.٣

ضریب IG(t)(a, b) و ناقص بتای تابع BG(t)(a, b) پایه، دلخواه تجمعی توزیع تابع یک G(t) آن در که
است. پایه و دلخواه توزیع احتمال چگالی تابع g(t) = dG(t)/dt همچنین می�باشند. ناقص بتای تابع
توزیع تابع باشد، شده) نمایی (وایبل تعمیم�یافته وایبل تجمعی توزیع تابع G(t) که کنیم فرض چنانچه لذا

می�شود. حاصل تعمیم�یافته وایبل بتا

توزیع��های خانواده شد. معرفی همکارانش و مودهوکار توسط ١٩٩٣ سال در تعمیم�یافته وایبل توزیع
نرخ داده�های مانند درمواردی شکل، سهمی شکست نرخ با داده�های تحلیل به�منظور تعمیم�یافته وایبل
سریواستاوا و (مودهوکار گردن و سر سرطان بالینی آزمایش به مربوط داده�های اتوبوس، موتور شکست
است. گرفته قرار استفاده مورد (١٩٩۶ هاتسون٢، و (مودهوکار سیل به مربوط داده�های و (١٩٩۵ ،١

است زیر به�صورت λ > ٠ مقیاس پارامتر و α, β > ٠ شکل پارامتر دو با تعمیم�یافته وایبل توزیع

GGW (t) = (١− e−(λt)β)α, t > ٠, α > ٠, β > ٠, λ > ٠. (٣.٣)

داریم زیر، شکل به توزیع این چگالی تابع و

gGW (t) = αβλβtβ−١)١− e−(λt)β)α−١e−(λt)β , t > ٠, α > ٠, β > ٠, λ > ٠. (۴.٣)

تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع چگالی تابع و توزیع تابع ،(٢.٣) و (١.٣) در (۴.٣) و (٣.٣) دادن قرار با حال
می�آیند: به�دست زیر به�صورت به�ترتیب،

F (t) =
١

B(a, b)

∫ (١−e−(λt)β )α

٠
wa−١)١− w)b−١dw, t > ٠, a, b, α, β > ٠, λ > ٠, (۵.٣)

f(t) =
αβλβtβ−١

B(a, b)

(
١− e−(λt)β

)aα−١}١−
(
١− e−(λt)β

)α}b−١
e−(λt)β , t > ٠. (۶.٣)

.T ∼ BGW (a, b, λ, α, β) می�نویسیم باشد، به�صورت(٣.۶) چگالی تابع با تصادفی یکمتغیر T اگر بنابراین،

است. زیر شکل به ۶.٣.١ قضیه به توجه با نیز، تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع اطمینان قابلیت تابع

R(t) = ١− F (t) = ١− ١
B(a, b)

∫ (١−e−(λt)β )
α

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

∫ ١

(١−e−(λt)β )
α
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

∫ ١)−١−e−(λt)β )
α

٠
wb−١)١− w)a−١dw

=
B{١)−١−e−(λt)β )

α
}(b, a)

B(a, b)
=
B{١)−١−e−(λt)β )

α
}(b, a)

B(b, a)

= I{
١−
(
١−e−(λt)β

)α}(b, a). (٧.٣)

١Mudholkar and Srivastava
٢Mudholkar and Hutson
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این شکست نرخ تابع ،٢.٢.١ تعریف و (۶.٣) چگالی تابع و (٧.٣) اطمینان قابلیت تابع به توجه با
می�شود حاصل زیر به�صورت توزیع

h(t) =
αβλβtβ−١e−(λt)β

B(a, b)I{
١−
(
١−e−(λt)β

)α}(b, a)(١−e−(λt)β
)aα−١)−١}١−e−(λt)β

)α}b−١
. (٨.٣)

نمودار بهتر، درک برای می�کند. کمک ما به دم�ها وزن و کشیدگی کنترل در جدید پارامترهای کردن اضافه
شکل�های در پارامتری مقادیر برخی ازای به تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع شکست نرخ تابع و چگالی تابع

شده�اند. داده نمایش به�ترتیب ٢.٣ و ١.٣
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(الف) (ب)

.λ = ٠/۵ ب: و β = ١ ،α = ١ ،λ = ١/۵ الف: ثابت پارامتر�های با BGW چگالی تابع نمودار :١.٣ شکل

نرخ توابع انواع پارامتری، مختلف ترکیب�های برای تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع که می�شود مشاهده
می�گیرد. بر در را یکنوا و وارونه سهمی شکل، سهمی شکست

عنوان به را توزیع�ها برخی تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع شد، اشاره فصل ابتدای در که همان�طور
است: زیر قرار به که می�کند، بیان یکپارچه به�صورت زیرمدل�هایش

و (سوزا٢ می�شود، حاصل (BGE(a, b, λ, α)) تعمیم�یافته١ نمایی بتا توزیع ،β = ١ به�ازای .١
.(٢٠١٠ همکاران،

١Beta generalized exponential
٢Souza
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a=.5,b=.5,alpha=1,beta=5 BW

(الف) (ب)

پارامتری مقادیر برخی ازای به BGW شکست نرخ تابع نمودار :٢.٣ شکل

،β = ٢ اگر این، بر وعلاوه می�آید، به�دست (GW ) تعمیم�یافته وایبل توزیع a = b = ١ اگر .٢
می�شود. نتیجه (GR) تعمیم�یافته ریلی توزیع

که می�������������������باشد α = ١ با تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع از خاصی حالت نیز، (BW ) وایبل١ بتا توزیع .٣
گردید. معرفی ٢٠٠٧ سال در همکارانش و لی٢ توسط

،a = b = β = ١ فرض با که کردند، معرفی را (GE) تعمیم�یافته نمایی توزیع کوندو و گوپتا .۴
می�آید. به�دست

و ناداراجا توسط که داریم را (BE) نمایی٣ بتای توزیع ،(۶.٣) در α = β = ١ دادن قرار با .۵
شد. معرفی (٢٠٠۶) کوتز۴،

برقرار نیز β = ٢ اگر و می�آید به�دست β و λ پارامتر با وایبل توزیع ،a = b = α = ١ برای .۶
داریم. را ریلی توزیع باشد،

شدهاند. کشیده تصویر به ٣.٣ شکل در درختی نمودار یک به�صورت بالا در شده اشاره خاص موارد

١Beta Weibull
٢Lee
٣Beta exponential
۴Nadarajah and Kotz



تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٣ ٣۶

BGW توزیع زیرمدل�های :٣.٣ شکل

چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع برای نتایج از برخی ٣.٣

به�طور بقا) احتمال (تابع اطمینان قابلیت تابع محاسبه به علاقه�مند است، ممکن کاربردی مسائل در
تجمعی، توزیع تابع مختلف صورت�های نمایش این�رو، از باشیم. تجمعی توزیع تابع طریق از یا مستقیم
برخی بخش این در بود. خواهند سودمند عددی کاربردهای در چگالی وتابع اطمینان قابلیت تابع
می�کنیم. بیان را وایبل تعمیم�یافته بتای توزیع چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع برای جایگزین صورت�های

بگیرید. نظر در زیر به�صورت را ١٠.٣.١ قضیه خاص صورت�های

(١− z)b−١ =
∞∑
j=٠

(−١)jΓ(b)
Γ(b− j)Γ(j + ١)z

j, (٩.٣)

صحیح، b برای و است |z| < ١ و صحیح غیر حقیقی مثبت مقدار یک b آن در �که

(١− z)b−١ =
b−١∑
j=٠

(−١)jΓ(b)
Γ(b− j)Γ(j + ١)z

j.

مجموع به�صورت می�توان را وایبل تعمیم�یافته بتای (چگالی) تجمعی توزیع تابع که می�دهد نشان زیر قضیه
تعمیم�یافته، وایبل توزیع چگالی) (تابع تجمعی توزیع تابع از صحیح)، b برای (متناهی نامتناهی وزنی

کرد. بیان



٣٧ چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع برای نتایج از برخی .٣.٣

احتمال چگالی تابع و توزیع تابع به�ترتیب gλ,β,α(a+j)(t) و Gλ,β,α(a+j)(t) کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
α(a+ j) و β شکل پارامتر و λمقیاس پارامتر با (۴.٣) و (٣.٣) رابطه در بیان�شده تعمیم�یافته وایبل

صورت این در باشد. ساده وزن� ωj =
(−١)jΓ(a+ b)

Γ(a)Γ(b− j)Γ(j + ١)(a+ j)
هم�چنین و بوده

:b > ٠ صحیح غیر و حقیقی مقدار برای الف)

(١

F (t) =
∞∑
j=٠

ωjGλ,β,α(a+j)(t),

(٢

f(t) =
∞∑
j=٠

ωjgλ,β,α(a+j)(t),

(٣

f(t) =
αβλβtβ−١

B(a, b)
e−(λt)βGλ,β,aα−١(t)

∞∑
j=٠

(−١)jΓ(b)
Γ(b− j)j!

Gλ,β,αj(t).

، ٢F١(α, β; γ; t) =
∑∞

i=٠
(α)i(β)i
(γ)ii!

ti هندسی فوق تابع و کلی حالت در b و a برای ب)

توزیع تابع (١

F (t) =
١

B(a, b)

(G(t))a

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;G(t)),

اطمینان قابلیت تابع (٢

R(t) =
١

B(a, b)

(١−G(t))b

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−G(t)).

داریم زیر شکل به را �iام ترتیبی آماره چگالی تابع ،n اندازه با تصادفی نمونه برای پ)

fi:n(t) =
١

B(i, n− i+ ١)
αβλβtβ−١

(B(a, b))n
e−(λt)β

ai−١bn−i
Gλ,β,aα−١(t)

× (١−Gλ,β,α(t))
b(١+n−i)−١.Gλ,β,αa(i−١)(t)

× {٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,α(t))}i−١

× {٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,α(t))}n−i.

به مربوط خواص از BGW توزیع خواص برخی مستقیم گرفتن نتیجه به�دلیل (الف)، در بیان�شده رابطه
قابلیت تابع ،F (t) تجمعی توزیع تابع که می�دهد نشان هم�چنین فوق قضیه دارد. اهمیت ،GW توزیع
هندسی فوق تابع از عباراتی به�صورت می�توان را iام مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع و ،R(t) اطمینان

کرد. بیان



تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٣ ٣٨

داریم (۵.٣) در (٩.٣) رابطه از استفاده با الف) برهان.

(١

F (t) =
١

B(a, b)

∫ (١−e−(λt)β )
α

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

∫ (١−e−(λt)β )
α

٠
wa−١

∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)w

j

=
Γ(b)

B(a, b)

∞∑
j=٠

( (−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)

∫ (١−e−(λt)β )
α

٠
wa+j−١dw

)
=

Γ(a+ b)

Γ(a)

∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)(

wa+j

a+ j

∣∣∣(١−e−(λt)β )
α

٠
)

=
Γ(a+ b)

Γ(a)

∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)

(١− e−(λt)β)
α(a+j)

(a+ j)
.

این�رو از .Gλ,β,α(a+j) = (١− e−(λt)β)
α(a+j) ،(٣.٣) به توجه با می�دانیم همان�طورکه

تعمیم�یافته وایبل توزیع موزون خطی ترکیب به�صورت تعمیم�یافته، بتای تجمعی توزیع تابع
است. نمایش قابل زیر به�صورت

F (t) =
∞∑
j=٠

ωjGλ,β,α(a+j)(t).

می�شود حاصل زیر به�صورت نظر مورد نتیجه ،١ قسمت الف رابطه از گیری مشتق با (٢

f(t) =
∂F (t)

∂t
=

∞∑
j=٠

ωjgλ,β,α(a+j)(t).

داریم تعمیم�یافته، وایبل بتا چگالی تابع در (٣.٣) و (٩.٣) روابط از استفاده با (٣

f(t) =
αβλβtβ−١

B(a, b)
e−(λt)β

(
١− e−(λt)β

)aα−١}١−
(
١− e−(λt)β

)α}b−١
=
αβλβtβ−١

B(a, b)
e−(λt)β

(
١− e−(λt)β

)aα−١ ∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)

(
١− e−(λt)β

)αj
=
αβλβtβ−١

B(a, b)
e−(λt)βGλ,β,aα−١(t)

∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)Gλ,β,αj(t).

می�شود، نتیجه (١.٣) رابطه از استفاده با و کلی حالت در b و a برای ب)

داریم هندسی، فوق تابع و ناقص بتای تابع رابطه به توجه با (١

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw =

(G(t))a

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;G(t)).



٣٩ چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع برای نتایج از برخی .٣.٣

داریم تعمیم�یافته، بتای توزیع تابع گرفتن نظر در با حال

F (t) =
١

B(a, b)

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

(G(t))a

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;G(t)).

می�کنیم. محاسبه زیر به�صورت ٧.٣.١ تعریف و (٧.٣) به توجه با را اطمینان قابلیت تابع (٢

R(t) = ١− ١
B(a, b)

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

∫ ١−G(t)

٠
wb−١)١− w)a−١dw

=
١

B(a, b)

(١−G(t))b

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−G(t)),

است. (٣.٣) در شده معرفی تعمیم�یافته وایبل توزیع تابع G(t) به�طوری�که

با تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع iام مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع ،١.۴.١ تعریف به توجه با پ)
فوق، قضیه (ب) قسمت و (۴.٣) از استفاده و (۶.٣) احتمال چگالی تابع کردن جایگزین

می�شود. حاصل زیر به�صورت

fi:n(t) =
١

B(i, n− i+ ١)f(t)(F (t))
i−١)١− F (t))n−i

=
١

B(i, n− i+ ١)
αβλβtβ−١

B(a, b)

(
١− e−(λt)β

)aα−١}١−
(
١− e−(λt)β

)α}b−١
e−(λt)β

×
{ ١
B(a, b)

(Gλ,β,α(x))
a

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,α(t))

}i−١
×
{ ١
B(a, b)

(١−Gλ,β,α(t))
b

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,α(t))

}n−i
=

١
B(i, n− i+ ١)

αβλβtβ−١

(B(a, b))n
e−(λt)β

ai−١bn−i
Gλ,β,aα−١(t)(١−Gλ,β,α(t))

b−١

×
{
(Gλ,β,α(t))

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,α(t))

}i−١
×
{
(١−Gλ,β,α(t))

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,α(t))

}n−i
=

١
B(i, n− i+ ١)

αβλβtβ−١

(B(a, b))n
e−(λt)β

ai−١bn−i
Gλ,β,aα−١(t)(١−Gλ,β,α(t))

b(١+n−i)−١

× (Gλ,β,aα(i−١)(t))
{
٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,α(t))

}i−١
×
{
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,α(t))

}n−i
.



تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٣ ۴٠

برای یعنی می�رسد. اتمام به b − ١ در مجموع باشد، صحیح b وقتی ،(٩.٣) به توجه با .٢.٣.٣ نکته
داریم: صحیح b ازای به ،١.٣.٣ قضیه اول بخش

(١

F (t) =
b−١∑
j=٠

ωjGλ,β,α(a+j)(t),

(٢

f(t) =
b−١∑
j=٠

ωjgλ,β,α(a+j)(t),

(٣

f(t) =
αβλβtβ−١

B(a, b)
e−(λt)βGλ,β,aα−١(t)

b−١∑
j=٠

(−١)jΓ(b)
Γ(b− j)j!

Gλ,β,αj(t).

تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع گشتاورهای ۴.٣

تعیین در مختلف، مراتب گشتاورهای می�دهیم. ارائه kام مرتبه گشتاور برای را روابطی بخش، این در
قابلیت کاربردهای از حاصل مشاهدات مجموعه در کشیدگی و چولگی پراکندگی، انتظار، مورد بقا زمان

داریم kام مرتبه گشتاور تعریف از استفاده با بود. خواهند مفید اطمینان،

E(T k) =

∫ ∞

٠
tkf(t)dt =

∫ ∞

٠
tk
αβλβtβ−١

B(a, b)

(
١− e−(λt)β

)aα−١
×
{
١−

(
١− e−(λt)β

)α}b−١
e−(λt)βdt , k ≥ ١.

نوشت می�توان ،(٩.٣) رابطه از استفاده با و ،y = (λt)β متغیر تغییر اعمال با

E(T k) =

∫ ∞

٠

α

B(a, b)

(١
λ
y

١
β

)k(
١− e−y

)aα−١}١−
(
١− e−y

)α}b−١
e−ydy

=

∫ ∞

٠

α

B(a, b)

(١
λ
y

١
β

)k(
١− e−y

)aα−١
e−y

∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(j + ١)Γ(b− j)

(١− e−y)
αj
dt

=
αΓ(b)

B(a, b)

[
∞∑
j=٠

(
(−١)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

٠

(١
λ
y

١
β

)k
(١− e−y)α(a+j)−١e−ydy

)]

=
αΓ(b)

B(a, b)

[
∞∑
j=٠

(
(−١)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

٠

(١
λ
y

١
β

)k
(١− e−y)δe−ydy

)]
,

.δ = α(a+ j)− ١ آن در که
(٩.٣) رابطه در بیان�شده دوجمله�ای بسط به توجه با

(١− e−y)δ =
∞∑
i=٠

Γ(δ + ١)
Γ(δ − i+ ١)i! (−١)

ie−yi,



۴١ تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع گشتاورهای .۴.٣

به�صورت ai تعریف با و

ai =
Γ(δ + ١)

Γ(δ − i+ ١)i! (−١)
i =

δ(δ − ١) · · · (δ − i+ ١)
i!

(−١)i, (١٠.٣)

می�گیریم نتیجه

E(T k) =
αΓ(b)

B(a, b)λk

∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

٠
(y)

k
β

∞∑
i=٠

aie
−yie−ydy

]

=
αΓ(b)

B(a, b)λk

∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

∫ ∞

٠
(y)

k
β

(
١+

∞∑
i=١

aie
−yi

)
e−ydy

]

=
αΓ(b)

B(a, b)λk

∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

(∫ ∞

٠
(y)

k
β e−ydy +

∞∑
i=١

ai

∫ ∞

٠
(y)

k
β e−y(i+١)dy

)]
.

می�شود حاصل زیر به�صورت �kام مرتبه گشتاور ٢.٣.١ تعریف از استفاده با نهایت در

E(T k) =
αΓ(b)

B(a, b)λk

∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

(
Γ
(k
β
+ ١
)
+

∞∑
i=١

ai
Γ( k

β
+ ١)

(i+ ١)(
k
β
)+١

)]

=
αΓ(b)

B(a, b)λk
Γ
(k
β
+ ١
) ∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

(
١+

∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( k
β
+١)

)]
.

(١١.٣)

می�دهد. ارایه را BGW توزیع kام مرتبه گشتاور برای کلی حالت ،(١١.٣) رابطه

خاص موارد

،a = b = ١ •
به�صورت چگالی تابع رابطه به توجه با

f(t) = αβλβtβ−١)١− e−(λt)β)α−١e−(λt)β ,

می�شود حاصل زیر به�صورت یافته تعمیم� وایبل توزیع kام مرتبه گشتاور

E(T k) =

∫ ∞

٠
tkαβλβtβ−١)١− e−(λt)β)α−١e−(λt)βdt, k ≥ ١.

،y = (λt)β متغیر تغییر اعمال با

dy = βλβtβ−١dt, t =
١
λ
y

١
β ,



تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٣ ۴٢

نوشت می�توان ،(٩.٣) رابطه از استفاده و

E(T k) = α

∫ ١

٠
(
١
λ
y

١
β )k(١− e−y)α−١e−ydy

=
α

λk

∫ ∞

٠
y

k
β e−y

∞∑
i=٠

(
α− ١
i

)
(−١)ie−iydy

=
α

λk

∞∑
i=٠

(
α− ١
i

)
(−١)i

∫ ∞

٠
y

k
β e−y(i+١)dy.

با نیز دو فصل در که می�شود حاصل تعمیم�یافته وایبل توزیع گشتاور ،٢.٣.١ تعریف از استفاده با
بنابراین است. آمده به�دست نتیجه این لاپلاس تبدیل از استفاده

E(T k) =
α

λk

∞∑
i=٠

(
α− ١
i

)
(−١)i

Γ( k
β
+ ١)

(i+ ١)
k
β
+١
.

،a = b = α = ١ •
است زیر شکل به آن گشتاور که می�شود حاصل وایبل توزیع این�صورت در

E(T k) =

∫ ∞

٠
tkβλβtβ−١e−(λt)βdt.

،٢.٣.١ تعریف از استفاده با و ،y = (λt)β متغیر تغییر با

E(T k) =
١
λk

∫ ∞

٠
y

k
β e−ydy =

١
λk

Γ(
k

β
+ ١).

،α = ١ •
داریم زیر شکل به را وایبل بتا توزیع گشتاور

E(T k) =
١

B(a, b)

∫ ∞

٠
tkβλβtβ−١e−b(λt)β(١− e−(λt)β)a−١dt.

،(٩.٣) از استفاده با و y = (λt)β متغیر تغییر با

E(T k) =
١

B(a, b)

∫ ∞

٠
(
١
λ
y

١
β )ke−by(١− e−y)a−١dy

=
١

B(a, b)λk

∫ ∞

٠
y

k
β e−by

∞∑
j=٠

Γ(a)

Γ(a− j)Γ(j + (١−)(١
je−yjdy

=
Γ(a)

B(a, b)λk

∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(a− j)Γ(j + ١)

∫ ∞

٠
y

k
β e−(b+j)ydy

=
Γ(a)

B(a, b)λk

∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(a− j)Γ(j + ١)

Γ( k
β
+ ١)

(b+ j)
k
β
+١
.

نیز لاپلاس تبدیل از استفاده با می�توان را تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع kام مرتبه گشتاور کلی حالت
به�صورت را تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع لاپلاس تبدیل ،٨.٣.١ در شده ارائه تعریف به توجه با کرد. محاسبه



۴٣ تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع گشتاورهای .۴.٣

داریم زیر

L(s) =

∫ ∞

٠
e−tsαβλ

βtβ−١

B(a, b)

(
١− e−(λt)β

)aα−١}١−
(
١− e−(λt)β

)α}b−١
e−(λt)βdt.

می�شود حاصل زیر نتیجه ،ν = e−(λt)β متغیر تغییر با و (٩.٣) رابطه به توجه با

L(s) =

∫ ١

٠

α

B(a, b)
e−s{ ١

λ
(− log ν)

١
β }
(
١− ν

)αa−١{
١−

(
١− ν

)α}b−١
dν

=

∫ ١

٠

α

B(a, b)
e−s{ ١

λ
(− log ν)

١
β }
(
١− ν

)αa−١[ ∞∑
j=٠

Γ(b)

Γ(b− j)j!
(−١)j

(
١− ν

)αj]
dν

=
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑
j=٠

(
(−١)j

Γ(b− j)j!

∫ ١

٠
e−s{ ١

λ
(− log ν)

١
β }(١− ν)α(a+j)−١dν

)
.

نوشت می�توان ،et تیلور بسط گرفتن نظر در با و (٩.٣) رابطه از استفاده مجموع، و انتگرال جابه�جایی با

L(s) =
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

∞∑
r=٠

(
(−s)r(−١)

r
β

λrr!

×
∫ ١

٠

(
١+

∞∑
i=١

aiv
i
)
(log ν)

r
β dν

)]
,

.ai = δ(δ−١)···(δ−i+١)
i!

(−١)i آن در که
می�گیریم نتیجه ،e−y = ν کردن جایگزین با و I =

∫ ١
٠
(
١+
∑∞

i=١ aiv
i
)
(log ν)

r
β dν دادن قرار با حال

I =

∫ ١

٠

(
١+

∞∑
i=١

aiv
i
)
(log ν)

r
β dν

=

∫ ١

٠
(log ν)

r
β dν +

∞∑
i=١

(
ai

∫ ١

٠
νi(log ν)

r
β dν

)
=

∫ ∞

٠
(−y)

r
β e−ydy +

∞∑
i=١

(
ai

∫ ∞

٠
(−y)

r
β e−y(i+١)dy

)
= (−١)

r
β

[
Γ
( r
β
+ ١
)
+

∞∑
i=١

(
ai

Γ( r
β
+ ١)

(i+ ١)(
r
β
+١)

)]

= (−١)
r
βΓ
( r
β
+ ١
)[

١+
∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( r
β
+١)

]
.
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داریم L(s) در I کردن جایگزین با این�رو، از

L(s) =
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑
j=٠

{
(−١)j

Γ(b− j)j!

∞∑
r=٠

[
(−s)r(−١)

r
β

λrr!

× (−١)
r
βΓ
( r
β
+ ١
)(

١+
∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( r
β
+١)
)]}

=
αΓ(b)

B(a, b)

∞∑
j=٠

{
(−١)j

Γ(b− j)j!

∞∑
r=٠

[
(−s)r

λrr!
Γ
( r
β
+ ١
)

×
(
١+

∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( r
β
+١)
)]}

.

زیر به�صورت نظر مورد نتیجه ،٨.٣.١ تعریف در شده ارایه گشتاور و لاپلاس تبدیل رابطه به توجه با حال
می�شود حاصل

E(T k) = (−١)kd
kL(s)

dsk

∣∣∣∣∣
s=٠

=
αΓ(b)

B(a, b)λk
Γ
(k
β
+ ١
)

×
∞∑
j=٠

[
(−١)j

Γ(b− j)j!

(
١+

∞∑
i=١

ai(i+ ١)−( k
β
+١)
)]
,

است. (١١.٣) رابطه همان که
می�باشند. حصول قابل فوق در شده ارائه روش دو از یکی به گشتاورها بنابراین

استنباط و برآورد ۵.٣

می�آوریم. به�دست را پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد یافتن برای غیرخطی معادلات بخش این در
لگاریتم باشد. پارامترها بردار θ = (a, b, λ, α, β)T و T ∼ BGW (a, b, λ, α, β) کنید فرض

است: زیر به�صورت t مشاهده تک درستنمایی

l = l(a, b, λ, α, β)

= logα + logβ + βlogλ+ (β − ١)logt− logB(a, b) + (aα− ١)

× log(١− e−(λt)β) + (b− ١)log{١− (١− e−(λt)β)α} − (λt)β, t > ٠.



۴۵ استنباط و برآورد .۵.٣

U = ((∂l/∂a), (∂l/∂b), (∂l/∂λ), (∂l/∂α), (∂l/∂β))T امتیاز بردار مولفه�های این�صورت در
از: عبارتند

∂l

∂a
= − ١

B(a, b)

∂B(a, b)

∂a
+ αlog(١− e−(λt)β)

= −
( Γ′(a)Γ(b)Γ(a+b)−Γ′(a+b)Γ(a)Γ(b)

Γ٢(a+b)

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

)
+ αlog(١− e−(λt)β)

= −
(
Γ′(a)Γ(b)Γ(a+ b)− Γ′(a+ b)Γ(a)Γ(b)

Γ(a)Γ(b)Γ(a+ b)

)
+ αlog(١− e−(λt)β)

=
Γ′(a+ b)

Γ(a+ b)
− Γ′(a)

Γ(a)
+ αlog(١− e−(λt)β)

= ψ(a+ b)− ψ(a) + αlog(١− e−(λt)β),

∂l

∂b
= − ١

B(a, b)

∂B(a, b)

∂b
+ log{١− (١− e−(λt)β)α}

= −
( Γ′(b)Γ(a)Γ(a+b)−Γ′(a+b)Γ(a)Γ(b)

Γ٢(a+b)

Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b)

)
+ log{١− (١− e−(λt)β)α}

= −
(
Γ′(b)Γ(a)Γ(a+ b)− Γ′(a+ b)Γ(a)Γ(b)

Γ(a)Γ(b)Γ(a+ b)

)
+ log{١− (١− e−(λt)β)α}

=
Γ′(a+ b)

Γ(a+ b)
− Γ′(b)

Γ(b)
+ log{١− (١− e−(λt)β)α}

= ψ(a+ b)− ψ(b) + log{١− (١− e−(λt)β)α},

∂l

∂λ
=
β

λ
+

(aα− ١)e−(λt)ββ(λt)β−١t

(١− e−(λt)β)
− (b− ١)αβ(١− e−(λt)β)α−١e−(λt)β(λt)β−١t

١− (١− e−(λt)β)α

− β(λt)β−١t,

∂l

∂α
=

١
α
+ alog(١− e−(λt)β)− (b− ١)(١− e−(λt)β)αlog(١− e−(λt)β)

١− (١− e−(λt)β)α
,

∂l

∂β
=

١
β
+ logλ+ logt+

(aα− ١)e−(λt)β(λt)βlog(λt)

(١− e−(λt)β)

− (b− ١)α(١− e−(λt)β)α−١e−(λt)β(λt)βlog(λt)

١− (١− e−(λt)β)α
− (λt)βlog(λt).

بردار ریاضی امید ازای به را زیر معادلات ،٧.۴.١ تعریف نظم، شرایط نتایج الف قسمت به توجه با
کرد): خواهیم استفاده آ�.١ در شده بیان اطلاع ماتریس محاسبه در روابط این (از می�گیریم نتیجه امتیاز،
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.١

E

[
∂l

∂a

]
= E

[
ψ(a+ b)− ψ(a) + αlog(١− e−(λt)β)

]
= ٠,

E

[
log(١− e−(λt)β)

]
=
ψ(a)− ψ(a+ b)

α
. (⋆⋆)

.٢

E

[
∂l

∂b

]
= E

[
ψ(a+ b)− ψ(b) + log{١− (١− e−(λt)β)α}

]
= ٠,

E

[
log{١− (١− e−(λt)β)α}

]
= ψ(b)− ψ(a+ b).

.٣

E

[
∂l

∂α

]
= E

[
١
α
+ alog(١− e−(λt)β)− (b− ١)(١− e−(λt)β)αlog(١− e−(λt)β)

١− (١− e−(λt)β)α

]
= ٠,

١
α
+ aE

[
log(١− e−(λt)β)

]
− (b− ١)E

[
(١− e−(λt)β)αlog(١− e−(λt)β)

١− (١− e−(λt)β)α

]
= ٠,

،٣ تساوی در (⋆⋆) جای�گذاری با

E

[
(١− e−(λt)β)αlog(١− e−(λt)β)

١− (١− e−(λt)β)α

]
=
a(ψ(a)− ψ(a+ b)) + ١

α(b− ١) .

،n اندازه با x = (x١, · · · , xn) تصادفی نمونه یک برای ،۵.۴.١ تعریف به توجه با که است ذکر قابل
می�آید به�دست زیر به�صورت درستنمایی لگاریتم

ln = ln(a, b, λ, α, β) =
n∑
i=١

l(i),

نمونه یک امتیاز تابع چنین هم� است. i = ١, · · · , n برای iام مشاهده درستنمایی لگاریتم l(i) که
،Un =

∑n
i=١ U

(i) یعنی مشاهده هر ازای به امتیاز بردار مولفه�های مجموع به�صورت تایی n تصادفی
می�آید. به�دست Un = ٠ خطی غیر معادله عددی حل از θ̂ ماکسیمم درستنمایی برآورد می�شود. حاصل

می�باشد، زیر شکل به بازه�ای برآورد و فرضیه آزمون برای نیز ۵× ۵ اطلاع ماتریس

K = K(θ) =



ka,a ka,b ka,λ ka,α ka,β

ka,b kb,b kb,λ kb,α kb,β

ka,λ kb,λ kλ,λ kλ,α kλ,β

ka,α kb,α kλ,α kα,α kα,β

ka,β kb,β kλ,β kα,β kβ,β


,



۴٧ سازی شبیه مطالعه .۶.٣

تایی n تصادفی نمونه اطلاع ماتریس و شده�اند داده نشان آ�.١، پیوست در ماتریس عناصر به�طوری�که
آ�.١ پیوست در شده داده نشان اطلاع ماتریس به توجه با می�باشد. Kn = Kn(θ) = nK(θ) برابر
توزیع است، پارامتری فضای درون پارامترها واقعی مقادیر گرفتن قرار شامل که نظم شرایط تحت و
فراهم اطمینان نواحی و فرضیه آزمون ساختار برای را اساسی که θ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر مجانبی

است. زیر به�صورت پارامتری پنج نرمال توزیع دارای می�کند،
√
n(θ̂ − θ) ∼ N۵(٠, K(θ)−١).

از است عبارت θi پارامتر هر برای γ داری معنی سطح با مجانبی اطمینان )فاصله
θ̂i − z γ

٢

√
kθi,θi , θ̂i + z γ

٢

√
kθi,θi

)
.

است. i = ١,٢,٣,۴,۵ ازای به Kn(θ)
−١ ماتریس قطری درایه �iامین ،kθi,θi آن در که

سازی شبیه مطالعه ۶.٣

نتیجه می�پردازیم. شبیه�سازی از استفاده با تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع ویژگی�های مطالعه به بخش این در
می�گیرد. قرار استفاده مورد BGW توزیع از نمونه تولید در زیر در شده ارائه

این�صورت در باشد، b و a پارامتر با بتا توزیع دارای V کنید فرض .١.۶.٣ قضیه

T = G−١(V ) =
{−log(١− V

١
α )

١
β }

λ
,

است. β و α ،λ ،b ،a پارامتر�های با تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع دارای

داریم، زیر به�صورت را T تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع ،٣.۴.١ تعریف از استفاده با برهان.

fT (t) = fV (G(t))×
∣∣ d
dt
G(t)

∣∣
=

١
B(a, b)

{(١− e−(λt)β)α}a−١}١− (١− e−(λt)β)α}
b−١

αβλβtβ−١e−(λt)β

=
αβλβtβ−١

B(a, b)
(١− e−(λt)β)aα−١}١− (١− e−(λt)β)α}

b−١
e−(λt)β .

است. (۶.٣) رابطه در شده بیان چگالی تابع همان فوق تابع می�شود، ملاحظه که همان�طور

تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع تجربی و دقیق تجمعی توزیع تابع شبیه�سازی، روند درستی بررسی برای
نمودار که می�شود ملاحظه شده�اند. رسم ۴.٣ شکل در ،١٠٠٠ حجم با شده شبیه�سازی تصادفی نمونه برای
شبیه�سازی که می�شود حاصل نتیجه این و شده�اند منطبق هم بر به�خوبی تجربی و دقیق تجمعی توزیع تابع

است. گرفته صورت به�خوبی
داده مجموعه دو به مربوط نگار بافت و تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع چگالی تابع نمودار ۵.٣ شکل در
ب: و β = ١ و α = ٠/۵ ،λ = ١ ،b = ٠/۵ ،a = ٨ الف: پارامتری مقادیر با شده شبیه�سازی
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n = ١٠٠٠ با BGW توزیع دقیق و تجربی تجمعی توزیع تابع مقایسه نمودار :۴.٣ شکل

می�دهند نشان نمودارها این شده�اند. رسم β = ۴/۵ و α = ١/۵ ،λ = ٠/۵ ،b = ٠/۵ ،a = ٠/۵
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(الف) (ب)

a = ٨, b = ٠٫ ۵, λ = ١, α = ٠٫ ۵, β = ١ الف: پارامتری؛ مقادیر ازای به شده شبیه�سازی داده��های BGWبرای چگالی تابع نمودار :۵.٣ شکل
a = ٠٫ ۵, b = ٠٫ ۵, λ = ٠٫ ۵, α = ١٫ ۵, β = ۴٫ ۵ ب: ؛

اشاره آن�ها به قبل بخش در که ماکسیمم درستنمایی برآورد به مربوط نظری نتایج صحت بررسی جهت
،λ = ١ ،b = ٠٫ ۵ ،a = ٨ پارامترهای با تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع از مشاهده n شبیه�سازی به شد،
مجموعه ١٠٠٠٠ براساس و n = ۵٠,١٠٠,٢٠٠,٣٠٠ نمونه� حجم�های برای و β = ١٫ ۵ و α = ٠٫ ۵
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شبه�نیوتن١ عددی روش از استفاده با پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد می�پردازیم. تولیدشده، داده
اشاره به�آن پیش�تر که همان�طور BGW توزیع از شبیه�سازی برای آمده�اند. به�دست R نرم�افزار در BFGS

T = G−١(V ) = {−log(١−V
١
α )}

١
β

λ
و کرده تولید b و a پارامتر با بتا توزیع از را V تصادفی نمونه ابتدا شد،

است. تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع دارای T این�صورت در که می�کنیم محاسبه را
براساس برآوردها خطای مربعات میانگین ریشه و برآوردها میانگین از حاصل مقادیر ١.٣ جدول در
بزرگتر n اندازه چقدر هر که می�شود مشاهده شده�اند. داده نشان شبیه�سازی�شده، داده مجموعه ١٠٠٠٠
به مقادیر این n = ٣٠٠ برای می�شوند. نزدیک�تر پارامترها واقعی مقادیر به ما برآوردهای می�شود،

هستند. نزدیک بسیار واقعی مقادیر

که واقعی داده مجموعه دو از زیرمدل�هایش به نسبت BGW توزیع برتری دادن نشان برای ادامه در
می�کنیم. استفاده گرفته�اند، قرار استفاده مورد اطمینان قابلیت متون در

واقعی مثال دو در مدل کاربرد ٧.٣

با که است، زیرمدل�هایش با تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع مقایسه برای کاربردی مثال دو شامل بخش این
واقعی داده�های نگار بافت نمودار و ،LR آزمون آماره هم�چنین و AICc و BIC ،AIC معیار از استفاده
می�گیرد. صورت مقایسه این زیرمدل�هایش، و تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع شده�ی برآورد چگالی تابع و

روش که آن�جایی از عددی، روش�های در موجود معایب به توجه با برازش، دقت بردن بالا به�منظور
برای است، حساس بسیار مقادیر این به نسبت و می�باشد پارامترها اولیه مقادیر به وابسته BFGS
می�کنیم. استفاده آ�.٢، پیوست ژنتیک، الگوریتم از واقعی داده�های مجموعه به نظر مورد توزیع�های برازش
در دلیل به�همین ندارد. بالایی حساسیت n نمونه حجم به نسبت ژنتیک الگوریتم که است به�ذکر لازم
BFGS روش از آمده، به�دست برآوردهای روی نمونه، حجم تاثیر بررسی و شبیه�سازی برای قبل بخش

کردیم. استفاده stats بسته در

اول داده مجموعه ١.٧.٣

موتور ساعت) ١٠٣) افتادن کار از زمان به مربوط شده، داده نشان ٢.٣ جدول در که اول، داده مجموعه
است. شده مطرح ،(٢٠٠٣) همکارانش و ژو٢ توسط که است دیزلی موتور نوع یک توربین شارژکننده

١Quasi-Newton
٢Xu
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کارلو مونت شبیه�سازی مطالعه پایه بر خطا مربعات میانگین ریشه و برآوردها میانگین جدول :١.٣ جدول
n پارامتر واقعی مقادیر برآورد میانگین RMSE

n=۵٠ â ٨ ٨/٠٠۶۶ ٠/٠٢٢٠
b̂ ٠/۵ ٠/۴٩٧٣ ٠/١۴٨٧
λ̂ ١ ١/٠٢٧۶ ٠/٢۶٨١
α̂ ٠/۵ ٠/۵۶٠۵ ٠/٢۵٣۶
β̂ ١/۵ ١/۵٩٨٢ ٠/٢۴٨٨

n=١٠٠ â ٨ ٨/٠٠٣٨ ٠/٠١۵۴
b̂ ٠/۵ ٠/۴٩۶۶ ٠/١١٩٩
λ̂ ١ ١/٠١٩١ ٠/٢١٨١
α̂ ٠/۵ ٠/۵٣۵۴ ٠/١٩٢۴
β̂ ١/۵ ١/۵۶٠٣ ٠/١٨١٧

n=٢٠٠ â ٨ ٨/٠٠١٩ ٠/٠١٠٢
b̂ ٠/۵ ٠/۴٩۵۴ ٠/٠٩٣٨
λ̂ ١ ١/٠١٢۶ ٠/١٧٢٠
α̂ ٠/۵ ٠/۵١٨٠ ٠/١۴٠٣
β̂ ١/۵ ١/۵٣۶٣ ٠/١٢٩١

n=٣٠٠ â ٨ ٨/٠٠١٣ ٠/٠٠٨۶
b̂ ٠/۵ ٠/۴٩۶۶ ٠/٠٧٩٢
λ̂ ١ ١/٠١٠١ ٠/١۴٩۴
α̂ ٠/۵ ٠/۵١٣۶ ٠/١٢١۴
β̂ ١/۵ ١/۵٢۵١ ٠/١٠٣٢

نمودار که می�شود مشاهده است. شده رسم ۶.٣ شکل در بالا داده�های برای آزمون کل زمان نمودار
دارای داده�ها مجموعه که می�شود حاصل نتیجه این ،١.١ شکل به توجه با که است، شکل مقعر TTT

می�باشند. صعودی شکست نرخ
AICc BICو ،AIC مقادیر ژنتیکو الگوریتم از استفاده با MLEپارامترها برآورد مقادیر ،٣.٣ جدول
مدل انتخاب معیارهای مقادیر بودن کم�تر به توجه با می�دهد. نشان شده، داده برازش مدل شش برای را
دارد. زیرمدل�هایش، به نسبت را بهتری برازش توزیع این که می�شود نتیجه تعمیم�یافته، وایبل بتا توزیع
زیرمدل�هایش و تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع شده برآورد چگالی تابع و بافت�نگار نمودار نیز ٧.٣ شکل در
برازش زیرمدل�هایش به نسبت BGW توزیع که است مشخص نمودار، این به توجه با است. شده رسم

دارد. توربین موتور شارژکننده واقعی داده�های به بهتری
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اول مثال به مربوط داده�های :٢.٣ جدول
توربین شارژکننده موتور افتادن کار از زمان به مربوط داده�های

١/۶ ٢/٠ ٢/۶ ٣/٠ ٣/۵ ٣/٩ ۴/۵ ۴/۶ ۴/٨ ۵/٠
۵/١ ۵/٣ ۵/۴ ۵/۶ ۵/٨ ۶/٠ ۶/٠ ۶/١ ۶/٣ ۶/۵
۶/۵ ۶/٧ ٧/٠ ٧/١ ٧/٣ ٧/٣ ٧/٣ ٧/٧ ٧/٧ ٧/٨
٧/٩ ٨/٠ ٨/١ ٨/٣ ٨/۴ ٨/۴ ٨/۵ ٨/٧ ٨/٨ ٩/٠
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توربین کننده شارژ موتور افتادن کار از زمان داده�های مجموعه به مربوط آزمون کل زمان نمودار :۶.٣ شکل
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مجموعه برای GEو BE �،GW ،BW ،BGE ،BGW توزیع�های برآوردشده وچگالی بافت�نگار نمودار :٧.٣ شکل
توربین شارژکننده داده�های
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AICc و BIC ،AIC مقادیر و توربین شارژکننده داده�های به برازش�داده�شده مدل�های پارامترهای برآورد :٣.٣ جدول

مدل ML برآوردهای AIC BIC AICc
a b λ α β

BGW ٠/٠١٠٣ ٧۴/٩٨ ٠/١١۵ ٢٠/۴۵ ١٢/٣٢ ١۶۵/٣١٣ ١٧٣/٧۵٧ ١۶٧/٠٧٧
BGE ٠/۴٧۵ ١٨/٩٩ ٠/١٨۵ ١١/٨٧ ١ ١٧۴/٧٩۵ ١٨١/۵۵١ ١٧۵/٩٣٨
BW ١/۵۴٢ ٠/۶۴٧ ٠/١٨٨ ١ ٢/٧٠٧ ١٧۶/۶٣۴ ١٨٣/٣٨٩ ١٧٧/٧٧٠
GW ١ ١ ٠/۴۵٧ ١١ ١/٠٣۴ ١٨۶/۴٣١ ١٩١/۴٩٨ ١٨٧/٠٩٨
BE ٧/٧۴ ١٨ ٠/٠۵٨ ١ ١ ١٨٠/٩۴٩ ١٨۶/٠١۶ ١٨١/۶١۶
GE ١ ١ ٠/۴۴٩ ٩/۵١۴ ١ ١٨۴/٢٨۶ ١٨٧/۶۶۴ ١٨۴/۶١٠

،BW ،BGE زیرمدل�های با مقایسه در BGW توزیع برازش نیکویی آزمون برای LR آماره مقادیر
مثال برای شده�اند، آورده H١ مقابل در H٠ فرض آزمون برای ،۴.٣ جدول در GE و BE ،GW
مقابل در H٠ : β = ١ به�صورت تعمیم�یافته وایبل بتا مقابل در تعمیم�یافته نمایی بتا توزیع فرض آزمون
به�صورت تعمیم�یافته وایبل بتا مقابل در تعمیم�یافته وایبل توزیع فرض آزمون برای و H١ : β ̸= ١
و LR آماره به توجه با می�باشند. بیان قابل ،H١ : (a, b) ̸= (١,١) مقابل در H٠ : (a, b) = (١,١)
حاصل نتیجه این که شد، خواهد رد H٠ فرض موارد تمامی در که می�شود مشاهده جدول χ٢ با مقایسه

است. بهتری برازش دارای زیرمدل�هایش با مقایسه در BGW توزیع که می�شود

توربین شارژکننده داده�های به مربوط مدل مقایسه برای LR آماره مقدار :۴.٣ جدول

مدل LR آماره مقدار χ٢٠/٠٢۵ χ٢٠/٩٧۵ df Hفرض٠ رد

BGE vs BGW ١١/۴٨٣ ٠/٠٠١ ۵/٠٢٣٩ ١ √

BW vs BGW ١٣/٣٢١ ٠/٠٠١ ۵/٠٢٣٩ ١ √

GW vs BGW ٢۵/١١٨ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √

BE vs BGW ١٩/۶٣۶ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √

GE vs BGW ٢۴/٩٧٣ ٠/٢١۵٨ ٩/٣۴٨۴ ٣ √
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دوم داده مجموعه ٢.٧.٣

که است وسیله ۵٠ افتادن کار از زمان به مربوط داده�های ،۵.٣ جدول در شده داده نشان داده مجموعه
شده�اند. گزارش (١٩٨٧) آرزت١ توسط که گرفته�اند قرار آزمایش تحت ،t = ٠ زمان از

دوم مثال به مربوط داده�های :۵.٣ جدول
آرزت افتادن کار از زمان به مربوط داده�های

٠/١٠ ٠/٢٠ ١ ١ ١ ١ ١ ٢ ٣ ۶
٧ ١١ ١٢ ١٨ ١٨ ١٨ ١٨ ١٨ ٢١ ٣٢
٣۶ ۴٠ ۴۵ ۴۶ ۴٧ ۵٠ ۵۵ ۶٠ ۶٣ ۶٣
۶٧ ۶٧ ۶٧ ۶٧ ٧٢ ٧۵ ٧٩ ٨٢ ٨٢ ٨٣
٨۴ ٨۴ ٨۴ ٨۵ ٨۵ ٨۵ ٨۵ ٨۵ ٨۶ ٨۶
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آرزت داده�های به مربوط اجزا افتادگی کار از زمان به مربوط آزمون کل زمان نمودار :٨.٣ شکل

است، شکل مقعری سپس و شکل محدب ابتدا در آزمون کل زمان نمودار ،٨.٣ شکل به توجه با
مثال این در دارد. شکست نرخ تابع بودن شکل سهمی بر دلالت موضوع این ،١.١ شکل به توجه با که
الگوریتم از استفاده با پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد مقادیر بیان�گر که ،۶.٣ جدول به توجه با نیز
به نسبت تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع که می�شود ملاحظه است، AICc و BIC ،AIC مقادیر و ژنتیک
بودن بهتر نیز، ٧.٣ جدول به توجه با هم�چنین دارد. واقعی داده�های به بهتری برازش زیرمدل�هایش تمام

است. مشهود دوم مثال برای زیرمدل�هایش به نسبت تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع توسط برازش

١Aarset



تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع .٣ ۵۴

AICc و BIC ،AIC مقادیر و آرزت داده�های به شده داده برازش مدل�های پارامترهای برآورد :۶.٣ جدول

مدل ML برآوردهای AIC BIC AICc
a b λ α β

BGW ٠/١٠٩ ٠/٠۶٧ ٠/٠٢٩ ١/١٩ ٣/۶٨ ۴۵۴/١٠٨ ۴۶٣/۶۶٨ ۴۵۵/۴٧١
BGE ٠/٢۶٩ ٠/٠۶٧ ٠/٢٩٨ ٢/٧٩ ١ ۴٨٣/٠۴۴ ۴٩٠/۶٩٢ ۴٨٣/٩٣٣
BW ٠/١٣٣ ٠/٠۵٣ ٠/٠۴٠ ١ ٢/٩٢ ۴۵٧/٣٨٩ ۴۶۵/٠٣٧ ۴۵٨/٢٧٨
GW ١ ١ ٠/٠١١ ٠/١٣٠ ۵/٣۴ ۴۶٣/١۴٣ ۴۶٩/١۴٣ ۴۶٣/٩٢٨
BE ٠/۴٧٢ ٠/٠۴٨ ٠/۴٢٨ ١ ١ ۴٨٣/٩٩٠ ۴٨٧/٨١۴ ۴٨۴/٢۴۶
GE ١ ١ ٠/٠١٩ ٠/٧٨٠ ١ ۴٧٧/٨٢٣ ۴٨٣/۵۶٠ ۴٧٨/٣۴۵
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آرزت داده�های مجموعه برای GW و BW ،BGE ،BGW توزیع�های برآوردشده چگالی و بافت�نگار نمودار :٩.٣ شکل
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آرزت داده�های مدل مقایسه برای LR آماره مقدار :٧.٣ جدول

مدل LR آماره مقدار χ٢٠/٠٢۵ χ٢٠/٩٧۵ df Hفرض٠ رد

BGE vs BGW ٣٠/٩٣٧ ٠/٠٠١ ۵/٠٢٣٩ ١ √

BW vs BGW ۵/٢٨٢ ٠/٠٠١ ۵/٠٢٣٩ ١ √

GW vs BGW ١٣/٣٠ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √

BE vs BGW ٢٨/۶١۶ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √

GE vs BGW ٣۵/٨٨ ٠/٢١۵٨ ٩/٣۴٨۴ ٣ √





۴ فصل

تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع

مقدمه ١.۴

کلی�تر حالت توزیع این می�پردازیم. تعمیم�یافته١ تعدیل�یافته وایبل بتا جدید توزیع معرفی به فصل این در
کردیم. معرفی سوم و دوم فصل�های در که است تعمیم�یافته وایبل بتا و تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع
صورت�های بعدی بخش در می�دهیم. ارائه را زیرمدل�هایش از برخی و پرداخته توزیع معرفی به ابتدا در
سپس می�آوریم. به�دست را ترتیبی آماره چگالی تابع همچنین و آن توزیع تابع و چگالی تابع نمایش دیگر
را غیرخطی معادلات و می�پردازیم تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا جدید توزیع گشتاورهای محاسبه به
به نسبت را توزیع این بهتر برازش نیز آخر بخش در می��نماییم. ارائه ماکسیمم درستنمایی برآورد برای
توسط و بوده جدید فصل این مطالب می�کنیم. بررسی واقعی داده مجموعه یک روی زیرمدل�هایش،

شده�اند. اثبات و تدوین پایان�نامه نویسنده

تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع معرفی ٢.۴

G(·) دلخواه توزیع تابع جای به اگر کردیم، بیان (١.٣) رابطه در که تعمیم�یافته بتای توزیع تابع به توجه با
بتا توزیع دهیم، قرار را (١.٢) توزیع تابع با تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع کردیم، مطرح رابطه این در که

می�شود. حاصل تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل
به�صورت تعدیل�یافته وایبل تعمیم چگالی و توزیع تابع به توجه با

GGMW (t) =
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]α
,

gGMW (t) = αλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

× [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α−١ , t > ٠,

١Beta Generalized Modified Weibull

۵٧



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ۵٨

می�آید. به�دست زیر به�صورت تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع تابع

F (x) =
١

B(a, b)

∫ [١−exp
{
−(λt)β exp(γt)

}]α
٠

wa−١)١− w)b−١dw,

t > ٠, a, b, α, λ > ٠, β, γ ≥ ٠.
(١.۴)

از: است عبارت (١.۴) با متناظر چگالی تابع ،(٢.٣) به توجه با همچنین

f(t) =
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
×
[
١−

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]b−١
.

(٢.۴)

T ∼ BGMW (a, b, λ, β, γ, α) نماد با باشد، (٢.۴) چگالی تابع دارای T تصادفی متغیر اگر این�صورت در
می�شود. داده نشان

آن شکست نرخ تابع آن�گاه باشد، ٢.۴ به�صورت چگالی تابع دارای T تصادفی متغیر اگر .١.٢.۴ قضیه
است. زیر شکل به

h(t) =
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)I{
١−
(
١−exp{−(λt)β exp(γt)}

)α}(b, a) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
×
[
١−

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]b−١
.

(٣.۴)

را تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع شکست نرخ تابع ،۶.٣.١ قضیه و ٢.٢.١ تعریف بنابه برهان.
می�آید. به�دست زیر به�صورت

h(t) =
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
×
[
١−

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]b−١
÷
[
١− ١

B(a, b)

∫ [١−exp
{
−(λt)β exp(γt)

}]α
٠

wa−١)١− w)b−١dw
]

=
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)I{
١−
(
١−exp{−(λt)β exp(γt)}

)α}(b, a) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
×
[
١−

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]b−١
.

(۴.۴)

ازای به BGMW پارامتری شش توزیع شکست نرخ تابع و چگالی تابع ٢.۴ و ١.۴ شکل�های در
می�شود مشاهده الف قسمت ٢.۴ شکل در که همان�طور شده�اند. کشیده تصویر به پارامتری مقادیر برخی



۵٩ تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع معرفی .٢.۴

در و دارد را یکنوا غیر و یکنوا شکست نرخ تابع انواع مقابل در پذیری انعطاف قابلیت توزیع، این
ادامه در که زیرمدل�هایش از برخی و تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع شکست نرخ تابع ب، قسمت

شده�اند. کشیده تصویر به می�پردازیم، آن�ها بیان به
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a=.5,b=.5,beta=1.5,gamma=1,alpha=4.5 BGMW
a=1,b=1,beta=1.5,gamma=1,alpha=4.5 GMW
a=.5,b=.5,beta=1.5,gamma=0,alpha=4.5 BGW
a=1,b=1,beta=1.5,gamma=1,alpha=1 MW
a=.5,b=.5,beta=1.5,gamma=0,alpha=1 BW

(الف) (ب)

λ = ٠/۵ ب: α؛ = ١ و γ = ٠/۵ ،β = ١ ،λ = ١/۵ الف: گرفتن ثابت با BGMW چگالی تابع نمودار :١.۴ شکل

می�پردازیم. می�شوند، نتیجه پارامتری مختلف مقادیر ازای به که توزیع، این زیرمدل�های بیان به زیر در

می�شود. نتیجه (BGW ) تعمیم�یافته وایبل بتا توزیع ،γ = ٠ برای .١

به�دست شده) نمایی نمایی (بتای (BGE) تعمیم�یافته نمایی بتا توزیع β = ١ و γ = ٠ اگر .٢
می�آید.

داریم. را (BW ) وایبل بتا توزیع α = ١ و γ = ٠ اگر .٣

می�شود. حاصل (BE) نمایی بتا توزیع آن�گاه α = β = ١ و γ = ٠ اگر .۴

β = ١ اگر این، بر علاوه و داریم را (GW ) تعمیم�یافته وایبل توزیع a = b = ١ و ،γ = ٠ اگر .۵
می�آیند. به�دست تعمیم�یافته ریلی توزیع و تعمیم�یافته نمایی توزیع ترتیب به β = ٢ و

اگر این بر علاوه و داریم را β و λ پارامترهای با وایبل توزیع a = b = α = ١ و γ = ٠ اگر .۶
می�شوند. نتیجه ریلی توزیع و نمایی توزیع به�ترتیب β = ٢ و β = ١



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ۶٠
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a=.5,b=.5,gamma=.001,alpha=12 BGMW
a=1,b=1,gamma=.001,alpha=12 GMW
a=.5,b=.5,gamma=0,alpha=12 BGW
a=1,b=1,gamma=.001,alpha=1 MW

(الف) (ب)

ب: γ؛ = ٠/٠٠١ و b = ٠/۵ ،a = ٠/۵ الف: گرفتن ثابت با BGMW شکست نرخ تابع نمودار :٢.۴ شکل
λ = ٠/٢۵ و β = ٠/۶

تعمیم�یافته نمایی توزیع این�صورت در ،a = b = β = ١ باشیم داشته ،γ = ٠ این�که بر علاوه اگر .٧
می�آید. به�دست شده) نمایی (نمایی

داریم. را تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع ،a = b = ١ اگر .٨

کاهش تعدیل�یافته وایبل توزیع به تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع a = b = α = ١ اگر .٩
می�یابد.

می�گیریم. نتیجه را فرین مقادیر توزیع آن�گاه β = ٠ ،a = b = α = ١ این�که بر علاوه اگر .١٠

چگالی تابع و توزیع تابع نمایش دیگر صورت�های ٣.۴

توزیع برای فصل این در را ١.٣.٣ قضیه با مشابه قضیه�ای ،(٩.٣) رابطه همچنین و ٣.٣ بخش به توجه با
قضیه این می�رسانیم. اثبات به را حاصل نتایج و می�کنیم بیان تعمیم�یافته، تعدیل�یافته وایبل بتا جدید
نامتناهی وزنی مجموع به�صورت را جدید توزیع (چگالی) تجمعی توزیع تابع می�توان که می�دهد نشان
توزیع تابع باشد) مثبت صحیح b (اگر متناهی وزنی مجموع و باشد) مثبت و صحیح غیر حقیقی b (اگر

کرد. بیان تعدیل�یافته وایبل تعمیم (چگالی)



۶١ چگالی تابع و توزیع تابع نمایش دیگر صورت�های .٣.۴

چگالی تابع و توزیع تابع به�ترتیب gλ,β,γ,α(a+j)(t) و Gλ,β,γ,α(a+j)(t) می�کنیم فرض .١.٣.۴ قضیه
صورت این در ،ωj = (−١)jΓ(b+j)

Γ(b)Γ(b−j)Γ(j+١)(a+j) همچنین و باشد، (٢.٢) در تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع

:b > ٠ صحیح غیر و حقیقی مقدار برای الف)

(١

F (t) =
∞∑
j=٠

ωjGλ,β,γ,α(a+j)(t),

(٢

f(t) =
∞∑
j=٠

ωjgλ,β,γ,α(a+j)(t),

(٣

f(t) =
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp γt}

×Gλ,β,γ,aα−١(t)
∞∑
j=٠

(−١)jΓ(b)
Γ(b− j)j!

Gλ,β,γ,αj(t).

با ٢F١(α, β; γ; x) =
∑∞

i=٠
(α)i(β)i
(γ)ii!

xi هندسی فوق تابع به توجه با کلی، حالت در b و a برای ب)
،(α)i = α(α + ١) · · · (α + i− ١) صعودی فاکتوریل

توزیع تابع (١

F (t) =
١

B(a, b)

(G(t))a

a
٢F ١(a,١− b; a+ ١;G(t)),

اطمینان قابلیت تابع (٢

R(t) =
١

B(a, b)

(١−G(t))b

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−G(t)).

از عبارتست ،X(i) ترتیبی آماره چگالی تابع n اندازه با تصادفی نمونه برای پ)

fi:n(t) =
١

B(i, n− i+ ١)
αλβtβ−١(β + γt)

(B(a, b))n
e−(λt)β

ai−١bn−i
Gλ,β,γ,aα−١(t)

× (١−Gλ,β,γ,α(t))
b(١+n−i)−١.Gλ,β,γ,αa(i−١)(t)

× {٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,γ,α(t))}i−١

× {٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,γ,α(t))}n−i.

داریم (١.۴) تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع تابع در (٩.٣) رابطه استفاده با الف) برهان.



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ۶٢

(١

F (t) =
١

B(a, b)

∫ [١−exp{−(λt)β exp(γt)}]α

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

∫ [١−exp{−(λt)β exp(γt)}]α

٠
wa−١

∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)w

jdw

=
Γ(b)

B(a, b)

∞∑
j=٠

( (−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)

∫ [١−exp{−(λt)β exp(γt)}]α

٠
wa+j−١dw

)
=

Γ(a+ b)

Γ(a)

∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)(

wa+j

a+ j

∣∣∣[١−exp{−(λt)β exp(γt)}]α

٠
)

=
Γ(a+ b)

Γ(a)

∞∑
j=٠

(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)

[١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α(a+j)

(a+ j)
.

توزیع ،تابع Gλ,β,ω,α(a+j) = [١− exp{−(λt)β exp(γt)}]α(a+j) می�دانیم همان�طورکه

تعدیل�یافته وایبل بتا تجمعی توزیع تابع این�رو از است. (٢.٢) تعدیل�یافته وایبل تعمیم
است. نمایش قابل تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع موزون خطی ترکیب به�صورت تعمیم�یافته،

داریم به�عبارتی،

F (t) =
∞∑
j=٠

ωjGλ,β,γ,α(a+j)(t).

وایبل بتا توزیع چگالی تابع ،t به نسبت ١ قسمت الف رابطه طرفین از گیری مشتق با (٢
به�صورت تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع از خطی ترکیب به�صورت تعمیم�یافته تعدیل�یافته

می�آید. به�دست زیر

f(t) =
∂F (t)

∂t
=

∞∑
j=٠

ωjgλ,β,γ,α(a+j)(t).

صورت ،(٢.٢) در تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع چگالی تابع و (٩.٣) رابطه از استفاده با (٣
است. زیر شکل به وایبل تعدیل�یافته تعمیم�یافته بتای توزیع چگالی تابع نمایش دیگر

f(t) =
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
×
[
١−

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]b−١
=
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
×

∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})αj



۶٣ چگالی تابع و توزیع تابع نمایش دیگر صورت�های .٣.۴

=
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}Gλ,β,γ,aα−١(t)

×
∞∑
j=٠

Γ(b)(−١)j
Γ(b− j)Γ(j + ١)Gλ,β,γ,αj(t).

با است، تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع تابع G(t) این�که به توجه با و کلی حالت در b و a برای ب)
تعریف در هندسی فوق تابع و بتا تابع رابطه و (١.٣) در تعمیم�یافته بتای توزیع تابع از استفاده

داریم: ٧.٣.١

(١∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw =

(G(t))a

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;G(t)).

می�شود حاصل زیر نتیجه تعمیم�یافته بتای توزیع تابع به توجه با این�صورت در

F (t) =
١

B(a, b)

∫ G(t)

٠
wa−١(١−w)b−١dw =

١
B(a, b)

(G(t))a

a
٢F١(a,١−b; a+١;G(t)).

هندسی فوق تابع برحسب BGMWرا توزیع اطمینان قابلیت تابع ،۶.٣.١ قضیه به توجه با (٢
می�کنیم. محاسبه زیر به�صورت

R(t) = ١− F (t) = ١− ١
B(a, b)

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)
[B(a, b)−

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw]

=
١

B(a, b)
[

∫ ١

٠
wa−١)١− w)b−١dw −

∫ G(t)

٠
wa−١)١− w)b−١dw]

=
١

B(a, b)

∫ ١

G(t)

wa−١)١− w)b−١dw

=
١

B(a, b)

∫ ١−G(t)

٠
wb−١)١− w)a−١dw

=
١

B(a, b)

(١−G(t))b

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−G(t)).

تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع iام مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع ،١.۴.١ تعریف به توجه با پ)
فوق، قضیه (ب) قسمت در شده نتیجه توزیع تابع و (٢.۴) چگالی تابع کردن جایگزین با را



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ۶۴

می�آوریم به�دست زیر به�صورت

fi:n(t) =
١

B(i, n− i+ ١)
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١]١−
(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]b−١
×
{ ١
B(a, b)

(Gλ,β,γ,α(t))
a

a
٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,γ,α(t))

}i−١
×
{ ١
B(a, b)

(١−Gλ,β,γ,α(t))
b

b
٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,γ,α(t))

}n−i
=

١
B(i, n− i+ ١)

αλβtβ−١(β + γt)

(B(a, b))n
١

ai−١bn−i
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×Gλ,β,γ,aα−١(t)(١−Gλ,β,γ,α(t))
b−١

× (Gλ,β,γ,α(t))
a(i−١){٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,γ,α(t))}i−١

× (١−Gλ,β,γ,α(t))
b(n−i){٢F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,γ,α(t))}n−i

=
١

B(i, n− i+ ١)
αλβtβ−١(β + γt)

(B(a, b))n
١

ai−١bn−i
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×Gλ,β,γ,aα−١(t)(١−Gλ,β,γ,α(t))
b(n−i+١)−١Gλ,β,γ,aα(i−١)(t)

× {٢F١(a,١− b; a+ ١;Gλ,β,γ,α(t))}i−٢}١F١(b,١− a; b+ ١;١−Gλ,β,γ,α(t))}n−i.

به b− ١ در j روی مجموع ،١٠.٣.١ به توجه با باشد، صحیح b وقتی ،١.٣.۴ قضیه در .٢.٣.۴ نکته
می�رسد. اتمام

وایبل تعدیل�یافته تعمیم�یافته بتای توزیع گشتاورهای ۴.۴

زیر قضیه به�صورت را وایبل تعدیل�یافته تعمیم�یافته بتای جدید توزیع kام مرتبه گشتاور بخش این در
می�پردازیم. آن اثبات به و می�کنیم مطرح

در باشد. ٢.۴ چگالی تابع با BGMW توزیع دارای T تصادفی متغیر می�کنیم فرض .١.۴.۴ قضیه
داریم زیر به�صورت آن�را k مرتبه گشتاور این�صورت

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∞∑
j=٠

(١− b)j
j!

∞∑
r=٠

(١− δ)r
r!

×
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

Γ(Sk

β
+ ١)

[(r + ١)λβ]
Sk
β

+١
.

(۵.۴)



۶۵ وایبل تعدیل�یافته تعمیم�یافته بتای توزیع گشتاورهای .۴.۴

داریم kام مرتبه گشتاور تعریف به توجه با برهان.

E(T k) =
١

B(a, b)

∫ ∞

٠
tkαλβtβ−١(β + γt) exp{γt− (λt)β exp(γt)}

×
[
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

}]aα−١
]b−١dt,

×
[
١−

(
١− exp

{
−(λt)β exp(γt)

})α]
, k ≥ ١.

زیر به�صورت را t ،(٩.٢) و (٧.٢) روابط به توجه با و ،x = {tβ exp(γt)} متغیر تغییر اعمال با
می�نویسیم، x برحسب

t =
∞∑
i=١

ait
i
β ,

نوشت می�توان (١٠.٢) رابطه گرفتن نظر در با .ai = (−١)i+١ii−٢

(i−١)! ( γ
β
)i−١ آن در }که

∞∑
i=١

aix
i
β

}k

=
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ikx

Sk
β ,

با و E(T k) در فوق عبارت جای�گذاری با .Sk = i١ + · · ·+ ik و Ai١,··· ,ik = ai١ · · · aik به�طوری�که
گرفت نتیجه می�توان ،(٩.٣) از استفاده مرتبه دو

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∫ ∞

٠

( ∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikx
Sk
β

)
exp(−λβx)

×
{
١− exp(−λβx)

}aα−١]١−
{
١− exp(−λβx)

}α]b−١
dx

=
αλβ

B(a, b)

∫ ∞

٠

( ∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikx
Sk
β

)
exp(−λβx)

×
{
١− exp(−λβx)

}aα−١ ∞∑
j=٠

Γ(b)

Γ(b− j)j!
(−١)j

{
١− exp(−λβx)

}αj
dx

=
αλβ

B(a, b)

∫ ∞

٠

( ∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikx
Sk
β

)
exp(−λβx)

×
∞∑
j=٠

Γ(b)

Γ(b− j)j!
(−١)j

{
١− exp(−λβx)

}a(α+j)−١
dx.

داریم ،δ = α(a+ j)− ١ گرفتن نظر در با

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∫ ∞

٠

( ∞∑
i١,··· ,ik=١

Ai١,··· ,ikx
Sk
β

)
exp(−λβx)

×
∞∑
j=٠

Γ(b)

Γ(b− j)j!
(−١)j

∞∑
r=٠

(
δ

r

)
(−١)r exp{−rλβx}dx



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ۶۶

=
αλβ

B(a, b)

∞∑
j=٠

Γ(b)

Γ(b− j)j!
(−١)j

∞∑
r=٠

(
δ

r

)
(−١)r

×
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

∫ ∞

٠
xSk/β exp{−(r + ١)λβx}dx.

،٢.٣.١ تعریف به توجه با و

I =

∫ ∞

٠
x

Sk
β exp{−(r + ١)λβx}dx =

Γ(Sk

β
+ ١)

[(r + ١)λβ]
Sk
β

+١
.

،(١− b)j =
(−١)jΓ(b)
Γ(b−j) فرض با لذا

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∞∑
j=٠

(١− b)j
j!

∞∑
r=٠

(١− δ)r
r!

×
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

Γ(Sk

β
+ ١)

[(r + ١)λβ]
Sk
β

+١
.

می�باشد. زیر به�صورت BGMW توزیع kام مرتبه گشتاور برای دیگری جایگزین صورت .٢.۴.۴ نتیجه

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∞∑
j=٠

(١− b)j
j!

∞∑
r=٠

(١− δ)r
r!

∞∑
i١,··· ,ik=٠

١
[(r + ١)λβ]

k
β
+١

×
Γ(Sk+k

β
+ ١)

(i١ + ١(١−i١ · · · (ik + ١(١−ik
x
i١
١ · · · xikk

(i١)! · · · (ik)!
.

به�صورت (۵.۴) گرفتن نظر در با و i روی مجموع حدود در کاهش واحد یک با برهان.

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∞∑
j=٠

(١− b)j
j!

∞∑
r=٠

(١− δ)r
r!

× J,

روابط و

ai =
(−١)i+١ii−٢
(i− ١)! (

γ

β
)i−١,

Ai١,··· ,ik = ai١ · · · aik , Sk = i١ + · · ·+ ik,

ai+١ =
(−١)i+٢(i+ ١)i−١

i!
(
γ

β
)i =

(i+ ١)i−١
i!

(
−γ
β

)i,



۶٧ ماکسیمم درستنمایی برآورد .۵.۴

می�شود نتیجه

J =
∞∑

i١,··· ,ik=١
Ai١,··· ,ik

Γ(Sk

β
+ ١)

[(r + ١)λβ]
Sk
β

+١

=
∞∑

i١,··· ,ik=٠
Ai١+١,··· ,ik+١

Γ( (i١+١)+···+(ik+١)
β

+ ١)

[(r + ١)λβ](
(i١+١)+···+(ik+١)

β
+١)

=
∞∑

i١,··· ,ik=٠

(i١ + ١)i١−١
i١!

(
−γ
β

)i١ · · · (ik + ١)ik−١
ik!

(
−γ
β

)ik

×
Γ(Sk+k

β
+ ١)

[(r + ١)λβ]
Sk+k

β
+١
.

،xi = (−γ
β
){(r + ١)λβ}−١/β گرفتن نظر در با حال،

J =
∞∑

i١,··· ,ik=٠

Γ(Sk+k
β

+ ١)

[(r + ١)λβ]
k
β
+١

(i١ + ١)i١−١
i١!

(
−γ
β

)i١

× {(r + ١)λβ}−
i١
β · · · (ik + ١)ik−١

ik!
(
−γ
β

)ik{(r + ١)λβ}−
ik
β

=
∞∑

i١,··· ,ik=٠

١
[(r + ١)λβ]

k
β
+١

Γ(Sk+k
β

+ ١)
(i١ + ١(١−i١ · · · (ik + ١(١−ik

x
i١
١ · · · xikk

(i١)! · · · (ik)!
.

زیر شکل به را kام مرتبه گشتاور دیگر صورت آن، در J جای�گذاری با و (۵.۴) رابطه به توجه با لذا
است

E(T k) =
αλβ

B(a, b)

∞∑
j=٠

(١− b)j
j!

∞∑
r=٠

(١− δ)r
r!

∞∑
i١,··· ,ik=٠

١
[(r + ١)λβ]

k
β
+١

×
Γ(Sk+k

β
+ ١)

(i١ + ١(١−i١ · · · (ik + ١(١−ik
x
i١
١ · · · xikk

(i١)! · · · (ik)!
.

ماکسیمم درستنمایی برآورد ۵.۴

بردار با تعمیم�یافته، تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع امتیاز تابع و ماکسیمم درستنمایی تابع بخش، این در
می�کنیم. بیان را θ = (a, b, λ, β, γ, α)T پارامتری



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ۶٨

می�باشد. زیر به�صورت t مشاهده تک برای ،BGMW توزیع درستنمایی لگاریتم

l = l(a, b, λ, β, γ, α)

= logα+ β log λ+ (β − ١) log t+ log(β + γt)− logB(a, b)

+ {γt− (λt)β exp(γt)}+ (aα− ١) log
(
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

)
+ (b− ١) log

{
١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

}
.

مولفه�های کردیم، بیان (۵.٣) بخش در که بتا تابع مشتق به توجه با و درستنمایی لگاریتم تابع به توجه با
از: عبارتند U = ((∂l/∂a), (∂l/∂b), (∂l/∂λ), (∂l/∂β), (∂l/∂γ), (∂l/∂α))T امتیاز بردار

∂l

∂a
= ψ(a+ b)− ψ(a) + α log(١− exp{−(λt)β exp(γt)}),

∂l

∂b
= ψ(a+ b)− ψ(b) + log

{
١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

}
,

∂l

∂λ
=
β

λ
− βλβ−١tβ exp(γt) +

(aα− ١)βλβ−١tβ exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

− (b− ١)αβλβ−١tβ exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α−١

١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α
,

∂l

∂β
= log λ+ log t+

١
β + γt

− (λt)β log(λt) exp(γt)

+
(aα− ١)(λt)β log(λt) exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}

١− exp{−(λt)β exp(γt)}

− α(b− ١) exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}(λt)β log(λt)(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α−١

١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α
,

∂l

∂γ
=

t

β + γt
+ t− t(λt)β exp(γt)

+
(aα− ١)t(λt)β exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}

١− exp{−(λt)β exp(γt)}

− α(b− ١)t(λt)β exp(γt) exp{−(λt)β exp(γt)}(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α−١

١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α
,

∂l

∂α
=

١
α
+ a log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})

− (b− ١)(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})
١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

.

بردار ریاضی امید دادن قرار صفر برابر با را زیر معادلات ،٧.۴.١ رابطه الف قسمت به توجه با
می�گیریم. نتیجه امتیاز،



۶٩ شبیه�سازی مطالعه .۶.۴

.١

E

[
∂l

∂a

]
= E

[
ψ(a+ b)− ψ(a) + α log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})

]
= ٠,

E

[
log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})

]
=
ψ(a)− ψ(a+ b)

α
. (⋆⋆)

.٢

E

[
∂l

∂b

]
= E

[
ψ(a+ b)− ψ(b) + log

{
١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

}]
= ٠,

E

[
log
{
١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

}]
= ψ(b)− ψ(a+ b).

.٣

E

[
∂l

∂α

]
= E

[
١
α
+ a log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})− (b− ١)

(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})
١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

]

=
١
α
+ aE

[
log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})

]
− (b− ١)

E

[
(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})

١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

]
= ٠,

،(⋆⋆) به توجه با

E

[
(١− exp{−(λt)β exp(γt)})α log(١− exp{−(λt)β exp(γt)})

١− (١− exp{−(λt)β exp(γt)})α

]
=

a(ψ(a)− ψ(a+ b)) + ١
α(b− ١) .

شبیه�سازی مطالعه ۶.۴

قضیه�ای ابتدا در می�پردازیم. تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع شبیه�سازی مطالعه به بخش این در
می�پردازیم. آن اثبات به و کرده مطرح زمینه این در

این�صورت در باشد، b و a پارامترهای با بتا توزیع دارای V می�کنیم فرض .١.۶.۴ قضیه

T = G−١(V ) =
β

γ

∞∑
i=١

(−١)i+١ii−٢
(i− ١)!

( γ
βλ

)i{−log(١− V
١
α )
} i

β ,

است. α و γ ،β ،λ ،b ،a پارامترهای با تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع دارای



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ٧٠

٩.٣.١داریم تعریف از استفاده با رابطه، این دادن نشان برای برهان.

γ

β
t =

∞∑
i=١

(−١)i+١ii−٢
(i− ١)!

( γ
βλ

)i{−log(١− V
١
α )
} i

β

= F
( γ
βλ

{
−log(١− V

١
α )
} ١

α
)
,

لامبرت W سری به توجه با نتیجه در

γ

βλ

{
−log(١− V ١/α)

}١/β
=
tγ

β
exp(

tγ

β
),

داریم }پس
−log(١− V

١
α )
} ١

β

λ
= t exp(

tγ

β
),

−log(١− V
١
α ) = (tλ)β exp(tγ),

١− V
١
α = − exp{(λt)β exp(γt)}.

بنابراین
V =

[
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

]α
.

داریم زیر به�صورت را T تصادفی متغیر توزیع ،٣.۴.١ در شده بیان تبدیل روش از استفاده با

fT (t) = fV (G(t))×
∣∣ d
dt
G(t)

∣∣
=
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

[
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

]α−١
×
[(
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

)α]a−١]١−
(
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

)α]b−١
=
αλβtβ−١(β + γt)

B(a, b)
exp{γt− (λt)β exp(γt)}

[
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

]aα−١
×
[
١−

(
١− exp{−(λt)β exp(γt)}

)α]b−١
,

است. تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع چگالی تابع همان ،(٢.۴) بنابر که

تولید b و a پارامترهای با بتا توزیع از را V ابتدا ،BGMW توزیع از شبیه�سازی برای بنابراین
v =

[
١−exp{−(λt)β exp(γt)}

]α
غیرخطی معادله حل به مشخص، α و γ ،β ،λ ازای به و می�کنیم

BGMW (a, b, λ, β, γ, α) توزیع دارای حاصل، t صورت این در می�آوریم. به�دست را t و پرداخته
است.

n = ازای به تجربی و دقیق تجمعی توزیع تابع نمودارهای شبیه�سازی، روند صحت مشاهده برای
تابع و دقیق توزیع تابع که می�شود ملاحظه شده�اند. رسم ٣.۴ شکل در شده، شبیه�سازی مشاهده ١٠٠٠



٧١ شبیه�سازی مطالعه .۶.۴
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n = ١٠٠٠ ازای به BGMW توزیع دقیق و تجربی تجمعی توزیع تابع مقایسه نمودار :٣.۴ شکل

که است مطلب این بیانگر این و هستند منطبق هم بر به�خوبی شده شبیه�سازی مشاهدات تجربی توزیع
بافت نمودار ۴.۴ شکل در همچنین می�کنند. تبعیت تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع از مشاهدات
،a = ١٫ ۵ پارامتری مقادیر ازای به شده، شبیه�سازی داده مجموعه دو برای آن با مرتبط چگالی و نگار
،b = ٠٫ ۵ ،a = ٣٫ ۵ و اول داده مجموعه برای α = ١ و γ = ٠٫ ۵ ،β = ١٫ ۵ ،λ = ١٫ ۵ ،b = ٠٫ ۵
می�شود ملاحظه شده�اند. داده نشان دوم، داده مجموعه برای α = ٠٫ ۵ و γ = ٢ ،β = ٠٫ ٢ ،λ = ٠٫ ۵
پارامترهای برآورد به ١.۴ جدول در هستند. منطبق هم بر به�خوبی چگالی تابع و بافت�نگار نمودار که
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a = ١٫ ۵, b = ٠٫ ۵, λ = الف: پارامتری مقادیر با شده شبیه�سازی داده��های برای BGMW چگالی تابع و بافت�نگار نمودار :۴.۴ شکل
a = ٣٫ ۵, b = ٠٫ ۵, λ = ٠٫ ۵, β = ٠٫ ٢, γ = ٢, α = ٠٫ ۵ ب: ١٫؛ ۵, β = ١٫ ۵, γ = ٠٫ ۵, α = ١



تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع .۴ ٧٢

،β = ٠/۵ ،λ = ١ ،b = ٠/۵ ،a = ٨ واقعی پارامترهای با تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع
شبیه�سازی داده مجموعه براساس١٠٠٠٠ ٣٠٠ و ٢٠٠ ،١٠٠ ،۵٠ حجم�های در ،α = ٠/۵ و γ = ١/۵
BFGS عددی روش توسط تکرار هر برای را پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد و پرداخته�ایم شده
داده��ایم. نمایش جدول در پارامترها، نهایی برآورد به�عنوان را تکرار ١٠٠٠٠ میانگین آورده�ایم. به�دست
نزدیک واقعی مقادیر به برآوردها و می�کند پیدا کاهش RMSE نمونه، حجم افزایش با می�کنیم مشاهده

می�شوند.

واقعی مثال در مدل کاربرد ٧.۴

داده�های مجموعه روی زیرمدل�هایش، و تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع بررسی به بخش این در
می�پردازیم. کردیم، بیان قبل فصل در که آرزت واقعی

و ژنتیک الگوریتم از استفاده با پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد به مربوط مقادیر ٢.۴ جدول
نشان زیرمدل�هایش، و تعمیم�یافته تعدیل�یافته وایبل بتا توزیع برای را AICc و BIC ،AIC مقادیر
در می�باشد، AICc و BIC ،AIC مقدار کمترین دارای BGMW توزیع اینکه به توجه با می�دهد.

می�شود. تایید زیرمدل�هایش به نسبت توزیع این برتری این�صورت

BGMW توزیع شده برآورد چگالی تابع و آرزت داده�های بافت�نگار نمودار نیز ۶.۴ و ۵.۴ شکل�های در
برخی نمودارها بودن واضح به�دلیل شده�است. رسم پارامترها MLE برآورد ازای به زیرمدل�هایش و
٣.۴ جدول در همچنین کرده�ایم. رسم دوم نمودار در را دیگر برخی و اول نمودار در را مدل�ها زیر از
AICc و BIC ،AIC مقادیر به توجه با شده�است. داده� نشان χ٢ جدول و LR آماره به مربوط مقادیر
به نسبت توزیع این برتری درستنمایی، نسبت آماره جدول و بافت�نگار نمودار ،٢.۴ جدول در مندرج

است. مشهود زیرمدل�هایش



٧٣ واقعی مثال در مدل کاربرد .٧.۴

خطا مربعات میانگین ریشه و برآورد میانگین جدول :١.۴ جدول
n پارامتر واقعی مقادیر برآورد میانگین RMSE

n=۵٠ â ٨ ٧/٩٩٨۶ ٠/٠١۶٠
b̂ ٠/۵ ٠/۴٨۵٩ ٠/٢٢٠٠
λ̂ ١ ١/١١١١ ٠/۵۶٩۶
β̂ ٠/۵ ٠/٧٣١٩ ٠/٣۶٩٣
γ̂ ١/۵ ١/۵٩١٨ ٠/۴٧١١
α̂ ٠/۵ ٠/۴۴٩٣ ٠/٢٢۵٣

n=١٠٠ â ٨ ٧/٩٩٩٢ ٠/٠١٣٧
b̂ ٠/۵ ٠/۵٠٠٢ ٠/٢٠٢٨
λ̂ ١ ١/١١١٧ ٠/۵٠۶۵
β̂ ٠/۵ ٠/۶۵۶١ ٠/٢٨٧٠
γ̂ ١/۵ ١/۵٣۴۵ ٠/٣٩۶٩
α̂ ٠/۵ ٠/۴٧٠٠ ٠/١٩۶٠

n=٢٠٠ â ٨ ٨/٠٠٠٣ ٠/٠١٣۵
b̂ ٠/۵ ٠/۴٩٠٩ ٠/١٧۴۵
λ̂ ١ ١/٠٧۴٢ ٠/۴١۴٩
β̂ ٠/۵ ٠/۵٨٩١ ٠/٢٢٧۶
γ̂ ١/۵ ١/۵٢٨٣ ٠/٣٠٧٠
α̂ ٠/۵ ٠/۴٨٧۴ ٠/١٨٠٩

n=٣٠٠ â ٨ ٨/٠٠٠٢ ٠/٠١٣۴
b̂ ٠/۵ ٠/۴٩٠۵ ٠/١۶٣٠
λ̂ ١ ١/٠۵۵٨ ٠/٣۶٩٢
β̂ ٠/۵ ٠/۵٧١٢ ٠/٢٠٣٧
γ̂ ١/۵ ١/۵٢۶٧ ٠/٢٧٧۶
α̂ ٠/۵ ٠/۴٨٩٩ ٠/١۶٧١
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AICc و BIC ،AIC مقادیر و آرزت داده�های به داده�شده برازش مدل�های پارامترهای برآورد :٢.۴ جدول

مدل ML برآوردهای AIC BIC AICc
a b λ β γ α

BGMW ٠/١٣٩ ٠/١۵٣ ٠/٠١١ ۵/٣۴٣ ٠/٠٣١ ٠/۵٧۵ ۴۴۴/۴۶٠ ۴۵۵/٩٣٢ ۴۴۶/۴١۴
BGW ٠/٢٢٩ ٠/١٧۶ ٠/٠١٧ ۵/٧١٠ ٠ ٠/٣۴٧ ۴۴٧/۶٣٨ ۴۵٧/١٩٩ ۴۴٩/٠٠٢
GMW ١ ١ ٠/٠٠٣ ۴/٢٧٣ ٠/٠۶۵ ٠/١١١ ۴۵٠/۶٠۵ ۴۵٨/٢۵٣ ۴۵١/۴٩۴
BGE ٠/٣۶۶ ٠/٠۴٧ ٠/۴٢٧ ١ ٠ ١/۵٠ ۴٨٧/٢١٨ ۴٩۴/٨۶۶ ۴٨٨/١٠٧
GE ١ ١ ٠/٠١٩ ١ ٠ ٠/٧٨ ۴٨٨ ۴٩۵/۶۴٨ ۴٨٨/٨٨٩
GW ١ ١ ٠/٠١١ ۵/٣٣۴ ٠ ٠/١٣٠ ۴۶٢/١٨٠ ۴۶٧/٩١۶ ۴۶٢/٧٠٢
MW ١ ١ ٠/٠٠١ ٠/٣٨٧ ٠/٠٢٢ ١ ۴۶٠/۴٠٨ ۴۶۶/١۴۵ ۴۶٠/٩٣٠
BW ٠/٠٩٧ ٠/٠۵۵ ٠/٠٢٨ ۴/١٠١ ٠ ١ ۴۵٠/٩١٠ ۴۵٨/۵۵٧ ۴۵١/٧٩٨
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داده�های برای BGEو GMW ،BGW ،BGMW توزیع�های ازای به شده برآورد چگالی و بافت�نگار نمودار :۵.۴ شکل
آرزت
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برای BW و MW ،GW ،GE ،BGMW توزیع�های ازای به شده برآورد چگالی و بافت�نگار نمودار :۶.۴ شکل
آرزت داده�های

مدل مقایسه برای LR آماره مقدار :٣.۴ جدول

مدل LR آماره مقدار χ٢٠/٠٢۵ χ٢٠/٩٧۵ df Hفرض٠ رد

BGW vs BGMW ۵/١٧٨ ٠/٠٠١ ۵/٠٢٣٩ ١ √

GMW vs BGMW ١٠/١۴۴ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √

BGE vs BGMW ۴۶/٧۶ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √

GE vs BGMW ۴٧/۵۴ ٠/۴٨۴۴ ١١/١۴٣٣ ۴ √

GW vs BGMW ٢٣/٧١٩ ٠/٢١۵٨ ٩/٣۴٨۴ ٣ √

MW vs BGMW ٢١/٩۴٨ ٠/٢١۵٨ ٩/٣۴٨۴ ٣ √

BW vs BGMW ١٠/۴۴٩ ٠/٠۵٠۶ ٧/٣٧٧٨ ٢ √



نتیجه�گیری

مختلف ترکیبات ازای به که پرداختیم وایبل توزیع تعمیم�یافته نسخه�های بررسی به پایان�نامه این در
شد اشاره که همان�طور بردارند. در را وارونه سهمی و شکل سهمی یکنوا، شکست�های نرخ پارامتری،

دارند. بقا تحلیل و اطمینان قابلیت در زیادی کاربرد غیریکنوا، شکست نرخ توابع این
توزیع ،GR ،GE �،MW ،GW زیرمدل�های با تعدیل�یافته وایبل تعمیم توزیع معرفی به ابتدا در
گشتاورهای بیان از پس و پرداختیم ریلی، و نمایی وایبل، توزیع تجمیع�شده، بتای توزیع فرین، مقادیر
تعمیم�یافته وایبل بتا عنوان تحت را دیگری توزیع بعدی، فصل در زیرمدل�هایش، و GMW توزیع
معرفی نمایی، و ریلی وایبل، توزیع ،GE �،BE ،GR ،GW ،BW ،BGE زیرمدل�های با (BGW )

و کرده بیان ،GW توزیع حسب بر را احتمال (چگالی) توزیع تابع نمایش دیگر صورت همچنین کردیم.
برآورد برای را غیرخطی معادلات مستقیم، روش و لاپلاس روش توسط ام k مرتبه گشتاور محاسبه از بعد
را، زیرمدل�هایش به نسبت BGW توزیع برتری و گرفتیم نتیجه مدل پارامترهای ماکسیمم درستنمایی
و بافت�نگار نمودار رسم مدل، انتخاب معیارهای رویکرد سه از استفاده با واقعی داده مجموعه دو روی
به توجه با آخر، فصل در دادیم. قرار بررسی مورد LR آماره و شده برآورد مقادیر ازای به چگالی تابع
کردیم. معرفی تعمیم�یافته، تعدیل�یافته وایبل بتا عنوان تحت را جدیدی توزیع BGW و GMW توزیع
می�باشد. توزیع�ها این از تعمیمی درواقع و بوده قبل فصل توزیع دو زیرمدل�های تمام شامل توزیع این
اطمینان قابلیت مهندسی در گسترده�ای کاربرد دارای BGMW توزیع که می�آید پیش انتظار این درنتیجه،
توانستیم توزیع، این شکست نرخ تابع و چگالی توزیع، تابع با آشنایی و معرفی از بعد باشد. بقا تحلیل و
را iام مرتبه ترتیبی آماره چگالی تابع و دهیم نمایش GMW توزیع برحسب آن�را چگالی و توزیع تابع
معادلات و داده نمایش مختلف دوصورت به را توزیع این kام مرتبه گشتاور ادامه در آوریم. به�دست
توزیع این مقایسه به پایان، در و گرفتیم نتیجه پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد برای را غیرخطی
سهمی شکست نرخ با واقعی داده مجموعه یک روی فوق، رویکرد سه از استفاده با زیرمدل�هایش، و
می�باشد. بهتری برازش دارای زیرمدل�هایش به نسبت توزیع این که کردیم مشاهده و کردیم بررسی شکل،

تحقیق آینده برای پیشنهادات

در دلخواه توزیع جای به می�توان یافته گسترش وایبل توزیع مانند وایبل، توزیع دیگر مشتقات از .١
نمود. استفاده یافته تعمیم بتای توزیع

سانسور داده�های برروی می�توان، کامل داده�های بر علاوه را پایان�نامه این در شده انجام بررسی�های .٢
داد. انجام نیز شده



آ� پیوست

BGW توزیع فیشر اطلاع ماتریس آ�.١

با بتا توزیع دارای V این�که فرض با و i, j, k, l,m, n ∈ {٠,١,٢} برای را، K اطلاع ماتریس عناصر
می�کنیم تعریف ،b و a پارامترهای

Ti,j,k,l,m,n = E
[
(١− V )−iV i−k/α(١− V ١/α)j{log(١− V ١/α)}l

× (log V )m(log{− log(١− V ١/α)}١/β)n.

می�آوریم: به�دست را اطلاع ماتریس عناصر زیر روابط گرفتن نظر در با
V = (١− e−(λt)β)α ١− V = ١− (١− e−(λt)β)α,

V ١/α = ١− e−(λt)β , ١− V ١/αe−(λt)β ,

log(V ١/α) = −(λt)β, − log(V ١/α) = (λt)β,

log{− log(V ١/α)}١/β = log(λt), log V = α log(١− e−(λt)β).

Ka,a = −E
[
∂٢l

∂a∂a

]
= −E

[
−ψ′(a) + ψ′(a+ b)

]
= ψ′(a)− ψ′(a+ b).

Ka,b = −E
[
∂٢l

∂a∂b

]
= −E

[
ψ′(a+ b)

]
= −ψ′(a+ b).

Ka,λ = −E
[
∂٢l

∂a∂λ

]
= −E

[
αβtβλβ−١e−(λt)β

(١− e−(λt)β )

]
=
αβ

λ
T٠,١,١,١,٠,٠.

Ka,α = −E
[
∂٢l

∂a∂α

]
= −E

[
log(١− e−(λt)β )

]
=
ψ′(a+ b)− ψ′(a)

α
.

Ka,β = −E
[
∂٢l

∂a∂β

]
= −E

[
α(λt)β log(λt)e−(λt)β

(١− e−(λt)β )

]
= αT٠,١,١,١,٠,١.

٧٧
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Kb,b = −E
[
∂٢l

∂b∂b

]
= −E

[
−ψ′(b) + ψ′(a+ b)

]
= ψ′(b)− ψ′(a+ b).

Kb,λ = −E
[
∂٢l

∂b∂λ

]
= −E

[
−αβxβλβ−١)١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β

١− (١− e−(λt)β )α

]
= −

αβ

λ
T١,١,١,١,٠,٠.

Kb,α = −E
[
∂٢l

∂b∂α

]
= −E

[
−(١− e−(λt)β )α log(١− e−(λt)β )

١− (١− e−(λt)β )α

]
=
a(ψ(a)− ψ(a+ b)) + ١

α(b− ١)
.

Kb,β = −E
[
∂٢l

∂b∂β

]
= −E

[
−α(λt)β log(λt)e−(λt)β (١− e−(λt)β )α−١

١− (١− e−(λt)β )α

]
= −αT١,١,١,١,٠,١.

Kλ,λ = −E
[
∂٢l

∂λ∂λ

]
= −E

[
−β
λ٢

+ (aα− ١)
{−β٢t٢βλ٢β−٢e−(λt)β

(١− e−(λt)β )
+
β(β − ١)tβλβ−٢e−(λt)β

(١− e−(λt)β )
−
β٢t٢βλ٢β−٢e−٢(λt)β

(١− e−(λt)β )٢

}
− (b− ١)

{α(α− ١)β٢λ٢β−٢t٢βe−٢(λt)β (١− e−(λt)β )α−٢

١− (١− e−(λt)β )α
−
αβ٢t٢βλ٢β−٢e−(λt)β (١− e−(λt)β )α−١

١− (١− e−(λt)β )α

+
αβ(β − ١)λβ−٢tβe−(λt)β (١− e−(λt)β )α−١

١− (١− e−(λt)β )α
+
α٢β٢λ٢β−٢t٢βe−٢(λt)β (١− e−(λt)β )٢α−٢

[١− (١− e−(λt)β )α]٢

− β(β − ١)tβλβ−٢
]
=

β

λ٢

{
١+ (aα− ١)

[
βT٠,١,١,٢,٠,٠ + (β − ١)T٠,١,١,١,٠,٠ − βT٠,٢,٢,٢,٠,٠

]
− α(b− ١)

[
β(α− ١)T١,٢,٢,٢,٠,٠ − βT١,٢,١,٢,٠,٠ + (β − ١)T١,١,١,١,٠,٠ + αβT٢,٢,٢,٢,٠,٠

]
+ (β − ١)T٠,٠,٠,١,٠,٠

}
.

Kα,α = −E
[
∂٢l

∂α∂α

]
= −E

[
−١
α٢

− (b− ١)
{ (١− e−(λt)β )α{log(١− e−(λt)β )}٢

١− (١− e−(λt)β )α
+

(١− e−(λt)β )٢α{log(١− e−(λt)β )}٢

[١− (١− e−(λt)β )α]٢

}]
=

١
α٢

[
١+ (b− ١){T١,٠,٠,٠,٢,٠ + T٢,٠,٠,٠,٠,٠}

]
.

Kβ,β = −E
[
∂٢l

∂β∂β

]
= −E

[
−١
β٢

− (λt)β{log(λt)}٢ + (aα− ١)
{−e−(λt)β (λt)٢β{log(λt)}٢

(١− e−(λt)β )
+

e−(λt)β (λt)β{log(λt)}٢

(١− e−(λt)β )

−
e−٢(λt)β (λt)٢β{log(λt)}٢

(١− e−(λt)β )٢

}
− (b− ١)

{α(α− ١)(١− e−(λt)β )α−٢e−٢(λt)β (λt)٢β{log(λt)}٢

١− (١− e−(λt)β )α

−
α(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)٢β{log(λt)}٢

١− (١− e−(λt)β )α
+
α(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)٢β{log(λt)}٢

١− (١− e−(λt)β )α

−
α١)٢− e−(λt)β )٢α−٢e−٢(λt)β (λt)٢β{log(λt)}٢

[١− (١− e−(λt)β )α]٢

}]
=

١
β٢

− T٠,٠,٠,١,٠,٢ + (aα− ١)
[
T٠,١,١,١,٠,٢

+ T٠,٢,٢,٢,٠,٢ + T٠,١,١,٢,٠,٢
]
− α(b− ١)

[
T١,١,١,١,٠,٢ + T١,١,١,٢,٠,٢ − (α− ١)T١,٢,٢,٢,٠,٢ − αT٢,٢,٢,٢,٠,٢

]
.

Kα,β = −E
[
∂٢l

∂α∂β

]
− E

[
ae−(λt)β (λt)β log(λt)

(١− e−(λt)β )
− (b− ١)

{α(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)β log(λt) log(١− e−(λt)β )

١− (١− e−(λt)β )α

+
(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)β log(λt)

١− (١− e−(λt)β )α
+
α(١− e−(λt)β )٢α−١e−(λt)β (λt)β log(λt) log(١− e−(λt)β )[

١− (١− e−(λt)β )α
]٢ }]

= aT٠,١,١,١,٠,١ − (b− ١)
[
T١,١,١,١,١,١ + T١,١,١,١,٠,١ + T٢,١,١,١,١,١

]
.
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Kλ,α = −E
[
∂٢l

∂λ∂α

]
= −E

[
aβλβ−١tβe−(λt)β

(١− e−(λt)β )
− (b− ١)

{βλβ−١tβe−(λt)β (١− e−(λt)β )α−١

١− (١− e−(λt)β )α

+
αβλβ−١tβe−(λt)β (١− e−(λt)β )α−١ log(١− e−(λt)β )

١− (١− e−(λt)β )α

+
αβλβ−١tβe−(λt)β (١− e−(λt)β )٢α−١ log(١− e−(λt)β )

[١− (١− e−(λt)β )α]٢

}
=
β

λ

[
aT٠,١,١,١,٠,٠ − (b− ١){T١,١,١,١,٠,٠ + T٢,١,١,١,١,٠ + T١,١,١,١,١}

]
.

Kλ,β = −E
[
∂٢l

∂λ∂β

]
= −E

[ ١
λ

(
١− (λt)β − β(λt)β log(λt)− (aα− ١)

{ e−(λt)β (λt)٢β log(λt)

(١− e−(λt)β )
+

e−(λt)β (λt)β

(١− e−(λt)β )

+
βe−(λt)β (λt)β log(λt)

(١− e−(λt)β )
−
βe−٢(λt)β (λt)٢β log(λt)

(١− e−(λt)β )٢

}
− (b− ١)

{α(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)β

١− (١− e−(λt)β )α

+
α(α− ١)β(١− e−(λt)β )α−٢e−٢(λt)β (λt)٢β log(λt)

١− (١− e−(λt)β )α
−
αβ(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)٢β log(λt)

١− (١− e−(λt)β )α

+
αβ(١− e−(λt)β )α−١e−(λt)β (λt)β log(λt)

١− (١− e−(λt)β )α
+
α٢β(١− e−(λt)β )٢α−٢e−٢(λt)β (λt)٢β log(λt)

[١− (١− e−(λt)β )α]٢

})]
= −

١
λ

[
١+ T٠,٠,٠,١,٠,٠ + βT٠,٠,٠,١,٠,١ − (aα− ١)

{
βT٠,١,١,٢,٠,١ + T٠,١,١,١,٠,٠ + βT٠,١,١,١,٠,١ − βT٠,٢,٢,٢,٠,١

}
+ (b− ١)α

{
T١,١,١,١,٠,٠ + βT١,١,١,١,٠,١ + βT١,١,١,٢,٠,١ − (α− ١)βT١,٢,٢,٢,٠,١ − αβT٢,٢,٢,٢,٠,١

}]
.
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ژنتیک الگوریتم آ�.٢

سیستم�های خصوصیات دیگر و مثل تولید و هدایت خودترمیمی، بقا، سازگاری، مشاهده با محققان
حل در طبیعی روش�های از تقلید فکر به می�کند، حل چگونه را خود مسایل طبیعت که نکته این و طبیعی
پایه بر و تفکر این اساس بر هم، ژنتیک الگوریتم اصلی ایده افتادند. سیستم�ها طراحی و سخت مسایل
تغییرات حفظ وی گرفت. شکل است، شده بیان انواع تدریجی تحول مورد در که داروین تکامل تئوری
موجودات در حاصل تغییرات و نامید طبیعی انتخاب را آور زیان فردی تغییرات حذف و مفید فردی
جستجوگر الگوریتم�های مهم�ترین از یکی ژنتیک الگوریتم اصولا داد. نسبت طبیعی انتخاب به را زنده
مسایل از جزئی ژنتیک الگوریتم می�شود. استفاده مختلف توابع بهینه�سازی برای آن از که است ابتکاری
شده بیان (١٩٨٩) گلدبرگ١ توسط زیر تعریف است. مصنوعی هوش از جزئی خود که است تکاملی

است.
نسل�شناسی و طبیعی انتخاب اساس بر که هستند تصادفی جستجوی تکنیک�های ژنتیکی، الگوریتم�های

می�کنند. کار طبیعی
ژنتیک الگوریتم می�یابد. بهبود رفته رفته می�شوند، حل ژنتیک الگوریتم طریق از که مسئله�ای جواب
مجموعه این می�شود. شروع می�شوند، داده نشان کروموزوم�ها طریق از که جواب�ها از مجموعه یک با
تولید برای جمعیت، یک از حاصل جواب�های الگوریتم، این در دارد. نام اولیه جمعیت٢ جواب�ها
بهتر قبلی جمعیت به نسبت جدید جمعیت که است امید فرایند این در می�شود. استفاده بعدی جمعیت
یا جدید جواب�های ایجاد به�منظور (والدین٣) جواب�ها کل میان از جواب�ها از بعضی انتخاب باشد.
بیشتری شانس مناسب�تر جواب�های که است طبیعی می�باشد. آن�ها برازندگی اساس بر فرزندان۴ همان
جمعیت تعداد (مانند است، شده تعیین که شرطی برقراری تا فرایند این باشند. داشته مجدد تولید برای

دارد. ادامه جواب) بهبود میزان یا

ژنتیک الگوریتم کلی ساختار آ�.١.٢

می�کنیم: تعریف را زیر واژگان ابتدا ژنتیک، الگوریتم کلی ساختار بیان برای
کروموزوم:

مسئله از نامناسب) یا (مناسب ممکن جواب یک شده کد شکل به�عنوان که بیت�ها از دنباله�ای یا رشته
طبیعت در را ژن�ها نقش کروموزوم، یک بیت�های حقیقت در گویند. کروموزوم را، می�باشد نظر مورد مورد
از چنان�چه می�شود. انتخاب عضوی Q مجموعه یک از که است گسسته متغیر بیت هر می�کنند. بازی
Q = ٢ بنابراین پذیرفت، خواهد را ١ و ٠ مقدار دو از یکی بیت هر شود، استفاده دودویی کدگذاری

می�باشد. ژن یا بیت n دارای کروموزوم یک می�باشد.
ژن:

هستند. برنامه�نویسی دستورات حتی یا کلمه یا عدد معمولا که هستند کروموزوم یک تشکیل�دهنده عناصر

١Goldberg
٢Population
٣Parent
۴Offspring
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ژنتیکی: جمعیت
است این ژنتیک الگوریتم�های ویژگی�های از یكی می�شود. گفته جمعیت كروموزوم�ها، از مجموعه�ای به
كروموزوم�ها از جمعیتی روی بر كروموزوم، یک یا جستجو فضای از نقطه یك روی بر تمركز جای به كه
مورد خواص كه بوده كروموزوم�ها از جمعیتی دارای الگوریتم مرحله، هر در ترتیب این به می�كنند. كار
یک دارای كروموزوم�ها، از نسل یک یا جمعیت هر می�باشد. دارا قبل مرحله جمعیت از بیشتر را نظر
در موجود كروموزوم�های تعداد معرف جمعیت اندازه است. معروف جمعیت اندازه به كه می�باشد اندازه
جابه�جایی عملیات شكل�گیری امكان باشد، كم خیلی كروموزوم�ها تعداد اگر است. نسل یک یا جمعیت
قرار كاوش مورد جستجو فضای از كمی قسمت تنها و بود خواهد كم بسیار ژنتیک الگوریتم وسیله به
خواهد كند بسیار الگوریتم سرعت باشد، زیاد خیلی كروموزوم�ها تعداد اگر دیگر، طرف از گرفت. خواهد

شد.
برازندگی: تابع

ارزش واقع در است. مرحله هر در آمده به�دست جواب�های ارزیابی ژنتیک الگوریتم مراحل از یكی
تابع از كه معیاری با جواب نبودن یا بودن مناسب می�شود. تعیين مرحله هر در آمده به�دست جواب�های
دارد. بیشتری برازندگی مقدار باشد، مناسب�تر جواب یک هرچه می�شود. سنجیده می�آید، دست به هدف
نظر در آن برازندگی مقدار با متناسب آن، بقای احتمال شود بیشتر جوابی چنین بقای شانس كه آن برای
و می�كند شركت فرزندان تولید در بیشتری احتمال با است برازنده�تر كه رشته�ای بنابراین می�شود. گرفته
در موجودات قویترین مانند مرحله هر در جواب�ها ارزش�ترین با می�آورد. به�وجود را بیشتری دنباله�های
با رشته�های و می�شوند حذف جمعیت از كم، تطبیق میزان با رشته�های تكثیر، در می�باشند. جمعیت یك

داشت. خواهند بعدی جمعیت تولید در بیشتری تاثیر زیاد، تطبیق میزان
انتخاب: عملگر

الگوریتم در چون است. جواب فضای امیدبخش نواحی به الگوریتم هدایت انتخاب، عملگر اصلی وظیفه
آن�ها از کپی ساختن خوب، جواب�های شناسایی با انتخاب عملگر است، ثابت جمعیت اندازه ژنتیک
در خوب جواب�های شدن افزوده و تکثیر باعث جمعیت اندازه حفظ بر علاوه بد، جواب�های حذف و

می�شود. جمعیت
جابجایی: یا ترکیب عملگر

روش یک تركیب عملگر واقع در و می�باشد كروموزوم�ها بین ژنتیكی اطلاعات تركیب باز معنی به تركیب
ساختن برای را والدین خصیصه�های عملگر، این می�باشد. كروموزوم�ها مابین اطلاعات اشتراک برای
یک روی تركیب عملگر معمول به�طور شوند. ایجاد بهتری كروموزوم�های این�كه تا می�كند تركیب فرزندان
روی می�تواند تركیب عملگر می�شود. تولید جفت هر برای فرزند دو و می�كند عمل كروموزوم�ها از جفت
تركیب فرزندان تولید برای را والد دو از بیش خصیصه�های صورت این در كه كند عمل نیز والد چندین
كند. تولید والدین از گروه هر برای را فرزند دو از بیش می�تواند تركیب عملگر این بر علاوه می�كند.
گوناگونی و تنوع و حفظ برای تركیب عملگر می�باشد. جمعیت برازندگی بهبود عملگر این اصلی وظیفه
والد ژن�های كه این برحسب ببرند. ارث به را خوب ژن�های فقط فرزندان كه نمی�دهد اجازه جمعیت
وقوع احتمال می�شوند. تقسیم مختلفی انواع به تركیب عملگر می�كنند تولید را فرزندان ژن�های چگونه

می�دهند. نشان Pc با را کروموزوم یک در ترکیب
جهش: عملگر
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در گوناگونی و تنوع ایجاد و محلی بهینه به همگرایی از اجتناب منظور به تركیب عملگر اعمال از بعد
این می�شوند. داده تغییر آمده به�دست كروموزوم�های از تعداد یک جهش، عملگر از استفاده با جمعیت
عمل، این با می�دهد. تغییر را آن�ها مقادیر و می�کند انتخاب را کروموزوم یک از ژن چند ابتدا عملگر
جهش وقوع احتمال می�آید. به�وجود نداشته�اند، وجود جمعیت كل در احتمالا كه جدیدی كروموزوم�های

می�دهند. نشان Pm با و می�گویند جهش نرخ را کروموزوم یک در
توقف: شرط

است. توقف شرط خاص، مسئله یک روی پیاده�سازی برای ژنتیک الگوریتم در بهبود عوامل از دیگر یکی
کرد: بیان زیر به�صورت می�توان را توقف شروط عمده�ترین

باشد. تعیین�شده مقدار از بیشتر (برازندگی) صلاحیت دارای که جوابی به رسیدن .١

نسل. معلوم تعداد تولید .٢

صورت جمعیت در محسوس تغییرات یا باشند، یکی تقریبا آن�ها برازندگی که جمعیتی به رسیدن .٣
گردد. کمتر مشخص، مقدار از جواب�ها برازندگی واریانس یا نگیرد

ژنتیک الگوریتم اجرای مراحل آ�.٢.٢

ابتدا می�گیرد. قرار بررسی مورد ژنتیك الگوریتم از استفاده در مختلف مراحل اولیه، مفاهیم بیان از پس
نحو به متغیرها این سپس می�شوند. مشخص شوند، تعیین باید كه متغیرهایی مسئله، به�صورت توجه با
برازندگی تابع یک هدف، تابع اساس بر می�شوند. داده نمایش كروموزوم شكل به و شده كدگذاری مناسبی
به�دنبال می�شود. انتخاب تصادفی به�طور نیز دلخواه اولیه یکجمعیت و می�گردد تعریف كروموزوم�ها برای
به�ترتیب زیر مراحل سپس می�شود. محاسبه اولیه جمعیت كروموزوم هر برای برازندگی تابع میزان آن،

می�شوند: اجرا

برازندگی. مقدار محاسبه و اولیه جمعیت تولید .١

انتخاب. عملگر از استفاده با فرزندان ایجاد برای كروموزوم�هایی انتخاب .٢

فرزند. تولید و ،Pc وقوع احتمال با تركیب عملگر انجام .٣

فرزند. تولید و ،Pm وقوع احتمال با جهش عملگر انجام .۴

كروموزوم. هر برازندگی مقدار محاسبه با فرزندان ارزیابی .۵

جدید). جمعیت (ایجاد شایسته�تر كروموزوم�های كردن جایگزین .۶

توقف. صورت در جواب بهترین برگرداندن و توقف شرایط آزمون .٧
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ژنتیک الگوریتم مزایای آ�.٣.٢

كه (روش�هایی كلاسیک روش�های در كه را مشكلاتی ابتدا ژنتیک الگوریتم مزیت�های بهتر درک برای
مانند می�كنند) استفاده غیراحتمالی تبدیلات و قوانین از و می�كنند بهتر را جواب یک تكرار هر در
بیشتر می�دهیم. قرار بررسی مورد دارند، وجود شبه�نیوتن، عددی روش و ساده تصادفی جستجوی روش
دقیق قوانین و اعمال با و شروع نقطه یک از استفاده با و نقطه�به�نقطه به�صورت كلاسیک الگوریتم�های
را نقطه این حال می�رسند. بهینه نقطه یک به جهت آن در حركت با و می�كنند، مشخص را جهت یک
روش�های می�گردد. تكرار توقف شرط به رسیدن تا بالا فرآیند می�گزینند. بر شروع نقطه یک به�عنوان

دسته دو به جهت انتخاب نوع به توجه با را كلاسیک

مستقیم جستجوی .١

گرادیان روشهای .٢

كنند. می بندی تقسیم
کلاسیک: بهینه�سازی روش�های معایب

حالات از بعضی در آن نامناسب انتخاب حتی كه شروع، نقطه به روش�ها این شدید وابستگی .١
می�شود. الگوریتم شكست باعث

محلی. بهینه نقاط در شدن گرفتار .٢

عمل ناكارا مسایل از دیگر نوعی حل در و كارا مسایل از بعضی حل در الگوریتم�ها این معمولا .٣
می�كنند.

برد. به�كار نمی�توان گسسته بهینه�سازی مسایل حل برای معمولا را الگوریتم�ها این .۴

بهینه�سازی: در ژنتیک الگوریتم مزایای
کرد: بیان می�توان زیر به�صورت را ژنتیک الگوریتم مزایای از برخی

بدین می�كند. جستجو به شروع آن�ها از مجموعه�ای با و جواب�ها از یکجمعیت ژنتیکدر الگوریتم .١
در می�گردد. شناسایی جستجو فضای در مناسبی محدوده�های مناسب، نقطه یافتن جای به ترتیب
جستجوی مثل، تولید و بقا برای شایسته�تر متغیرهای برای بیشتر شانس ایجاد با همزمان نتیجه
یافتن احتمال لذا نمی�شود. گرفته نادیده نیز كمتر شایستگی با جستجو فضای مناطق سایر
و ناگهانی تغییرات با توابع برای به�خصوص ویژگی این می�یابد، افزایش سراسری بهینه نقطه
با ژنتیک الگوریتم تفاوت�های مهمترین از یكی می�باشد. مناسب محلی بهینه نقطه چندین دارای

است. امتیاز این در هم، كلاسیک الگوریتم�های

بنابراین می�كند. استفاده هدف تابع از معمولا كه داریم سروكار برازندگی تابع با ژنتیک الگوریتم در .٢
به موارد. سایر و آن مختلف مشتق�های به نه داریم نیاز هدف تابع خود درباره اطلاعاتی فقط
یا مشتق�ناپذیر توابع یا گسسته توابع بهینه�سازی در روش این از می�توان راحتی به دلیل همین

كرد. استفاده محلی، بهینه جواب چندین و ناگهانی تغییرات با توابع



آ�. ٨۴

ژنتیک الگوریتم امتیازات از دیگر یكی قطعی، قواعد جای به ابتكاری و احتمالی قواعد از استفاده .٣
قواعد از ژنتیک الگوریتم استفاده البته می�شود. محلی بهینه�های از دوری سبب امتیاز این است.
به تصادفی انتخاب از الگوریتم این بلكه نیست، تصادفی صرفا جستجو یك معنای به احتمالی
به فقط ژنتیک الگوریتم كه كنید توجه می�كند. استفاده جستجو عمل هدایت برای ابزاری عنوان
بیشتر مطالعه برای دانست. نیز ماركف فرایند نوعی را آن می�توان پس است، وابسته قبل نسل

شود. مراجعه (١٣٨٩) همکاران و مطیع به



ب پیوست

برنامه�نویسی کدهای

مشابه به�طور نیز دیگر فصل�های و پرداخته�ایم چهارم فصل به مربوط کدهای بیان به پیوست این در
می�آیند. به�دست

.١.۴ شکل الف قسمت ،BGMW توزیع چگالی تابع نمودار به مربوط کدهای •

f<-function(x,a,b,L,B,G,A){
(A*(L^B)*(x^(B-1))*(B+(G*x))*
exp((G*x)-((L*x)^B)*exp(G*x))*
(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^(a*A-1)*
(1-((1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^(A)))^
(b-1))/(beta(a,b))
}
curve(f(x,8,1,1.5,1,.5,1),xlim=c(0,3),
xlab="value of x",ylab="density function"
,lwd=2,col="cyan")
curve(f(x,8,.5,1.5,1,.5,1),add=TRUE,
xlim=c(0,3), lty=2,lwd=2,col="Blue")
curve(f(x,1.5,1,1.5,1,.5,1),add=TRUE,
xlim=c(0,3), lty=4,lwd=2,col="red")
curve(f(x,1.5,.5,1.5,1,.5,1),add=TRUE,
xlim=c(0,10),lty=3,lwd=2,col="black")
legend(2.3,1.37,c("a=8,b=1","a=8,b=.5",
"a=1.5,b=1","a=1.5,b=.5"),lty=c(1,2,4,3),
text.font=.5,lwd=2,cex=.7,
col=c("cyan","Blue","red","black"))

.٢.۴ شکل الف قسمت ،BGMW توزیع شکست نرخ نمودار •

٨۵



برنامه�نویسی کدهای ب. ٨۶

Fbar<-function(x,a,b,L,B,G,A){
(pbeta(1-(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^A,
b,a))/(pbeta(1,b,a))}
f<-function(x,a,b,L,B,G,A){
(A*(L^B)*(x^(B-1))*(B+(G*x))*
exp((G*x)-((L*x)^B)*exp(G*x))*
(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^(a*A-1)*
(1-((1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^(A)))^(b-1))/
(beta(a,b))
}
h<-function(x,a,b,L,B,G,A){
f(x,a,b,L,B,G,A)/Fbar(x,a,b,L,B,G,A)}
curve(h(x,.5,.5,.25,.6,.001,12),
xlim=c(0,100),add=TRUE,xlab="value of t",
ylab="failure rate h(t)",lty=4,lwd=2,col="red")
curve(h(x,.5,.5,.01,.5,.001,.5),xlim=c(0,100),
add=TRUE,,lty=1,lwd=2,col="green")
curve(h(x,.5,.5,.01,5,.001,.5),xlim=c(0,100),
add=TRUE,,lty=2,lwd=2,col="blue")
curve(h(x,.5,.5,.01,5,.001,.1),xlim=c(0,200),
add=TRUE,,lty=3,lwd=2,col="black")
legend(45,.038,c("alpha=12,beta=.6,
lambda=.25 unimodal","alpha=.5,beta=.5,
lambda=.01 monotonic dec","alpha=.5,
beta=5,lambda=.01 monotonic inc",
"alpha=.1,beta=5,lambda=.01 bathtub"),
lty=c(4,1,2,3),text.font=.5,lwd=2,cex=.6,
col=c("red","green","blue","black"))

.٣.۴ شکل شده شبیه�سازی داده�های تجربی و دقیق توزیع تابع نمودار •

n<-1000
x<-c()
for(i in 1:n){
a<-1.5
b<-.5
L<-1
B<-1
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G<-.5
A<-1
V<-function(a,b){
rbeta(1,a,b)}
V<-V(a,b)
E<-function(x){
(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^A-V
}
x[i]<-uniroot(E,c(0,100))$root
x
}
plot(ecdf(x),xlim=c(0,4),col="red",lwd=3)
curve((pbeta((1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^
A,a,b))/(pbeta(1,a,b)),xlim=c(0,4)
,ylim=c(0,1),add=TRUE,lty=1,lwd=2)
legend(c(2.7,4),c(.8,.95),
c("empirical cdf","exact pdf"),
col=c("red","black")
,lty=c(3,1),lwd=c(2,3),cex=.7)

الف. قسمت ۴.۴ شکل شده، شبیه�سازی داده�های متناظر چگالی و بافت�نگار نمودار •

set.seed(1)
n<-1000
x<-c()
for(i in 1:n){
a<-1.5
b<-.5
L<-1.5
B<-1.5
G<-.5
A<-1
V<-function(a,b){
rbeta(1,a,b)}
V<-V(a,b)
E<-function(x){
(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^A-V
}
x[i]<-uniroot(E,c(0,100))$root
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x
}
f<-function(x,a,b,L,B,G,A){
(A*(L^B)*(x^(B-1))*(B+(G*x))*
exp((G*x)-((L*x)^B)*exp(G*x))*
(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^
(a*A-1)*(1-((1-exp((-(L*x)^B)
*exp(G*x)))^(A)))^(b-1))/
(beta(a,b))
}
hist(x,freq=FALSE,ylab="Density",
breaks=20)#break=8
curve(f(x,1.5,.5,1.5,1.5,.5,1),
col="red",add=TRUE,lwd=2)

.n = ۵٠ نمونه حجم برای ١.۴ جدول در شده شبیه�ساری داده�های MLE برآورد به مربوط کد •

n<-50
m<-10000
x<-c()
M<-list()
for(i in 1:m){

a<-8
b<-.5
L<-1
B<-.5
G<-1.5
A<-.5
grr<-function(theta){
a<-theta[1]
b<-theta[2]
L<-theta[3]
B<-theta[4]
G<-theta[5]
A<-theta[6]
n<-nrow(X)
c(-n*digamma(a)+n*digamma(a+b)+
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A*(apply(log(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)),
-n*digamma(b)+n*digamma(a+b)+
apply(log(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^A),2,sum),
((n*B)/L)-B*(L^(B-1))*apply((X^B)*(exp(G*X)),2,sum)
+(a*A-1)*B*(L^(B-1))
*apply((X^B)*(exp(G*X))*(exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))
/(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)-
(b-1)*A*B*(L^(B-1))*apply((X^B)*(exp(G*X))*
(exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))
*((1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A-1))
/(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A)),2,sum),
n*log(L)+apply(log(X),2,sum)+
apply(1/(B+G*X),2,sum)-(L^B)*apply((X^B)*log(L*X)
*exp(G*X),2,sum)+(a*A-1)*
(L^B)*apply(exp((-(L*X)^B)*
exp(G*X))*(X^B)
*log(L*X)*exp(G*X)/
(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)-
(b-1)*A*(L^B)*apply(((1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A-1))
*exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))*exp(G*X)*(X^B)*log(L*X)
/(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A)),2,sum),
apply(X/(B+G*X),2,sum)+apply(X,2,sum)-
(L^B)*apply((X^(B+1))*exp(G*X),2,sum)
+(a*A-1)*(L^B)*apply(exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))*
exp(G*X)*(X^(B+1))
/(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)-(b-1)*A*(L^B)
*apply(((1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A-1))
*exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))*exp(G*X)*(X^(B+1))
/(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A)),2,sum),
(n/A)+a*apply(log(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)-
(b-1)*apply(((1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^A)*
log(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))
/(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^(A)),2,sum))
}
BGW.lik<-function(theta){
a<-theta[1]
b<-theta[2]
L<-theta[3]
B<-theta[4]
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G<-theta[5]
A<-theta[6]
n<-nrow(X)
logl<-n*log(A)+n*B*log(L)+(B-1)*apply(log(X),2,sum)+
apply(log(B+G*X),2,sum)-n*
log(beta(a,b))+G*apply(X,2,sum)-
(L^B)*apply((X^B)*exp(G*X),2,sum)+
(a*A-1)*apply(log(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)+
(b-1)*apply(log(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^A),2,sum)
return(-logl)
}
for(j in 1:n){
V<-function(a,b){
rbeta(1,a,b)
}
V<-V(a,b)
E<-function(x){
(1-exp((-(L*x)^B)*exp(G*x)))^A-V
}
x[j]<-uniroot(E,c(0,100))$root
x
}
X<-as.matrix(x)
M[[i]]<-optim(c(8,.5,1,.5,1.5,.5),
BGW.lik,method="BFGS",control=list(maxit=500
,parscale=c(0.001,0.001,0.001,0.001,0.001,0.001)))$par
}
#M
estim<-do.call(rbind, M)
#estim
hat<-colMeans(estim)
hat
MSE<-colMeans((estim-matrix(c(8,.5,1,.5,1.5,.5),
nrow=m,ncol=6,byrow=TRUE))^2)
RMSE<-(MSE)^(1/2)
RMSE

.٢.۴ جدول مدل، انتخاب معیارهای مقادیر محاسبه به مربوط کدهای •

BGW.lik<-function(theta,X){
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a<-theta[1]
b<-theta[2]
L<-theta[3]
B<-theta[4]
G<-theta[5]
A<-theta[6]
n<-nrow(X)
logl<-n*log(A)+n*B*log(L)+(B-1)*apply(log(X),2,sum)+apply(log(B+G*X),2,sum)-n*
log(beta(a,b))+G*apply(X,2,sum)-(L^B)*apply((X^B)*exp(G*X),2,sum)+
(a*A-1)*apply(log(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X))),2,sum)+
(b-1)*apply(log(1-(1-exp((-(L*X)^B)*exp(G*X)))^A),2,sum)
}
BGW.lik(theta,X)
k
AIC<-(2*k)-2*BGW.lik(theta,X)
AIC
BIC<-k*log(n)-2*BGW.lik(theta,X)
BIC
AICc<-AIC+(2*k*(k+1))/(n-k-1)
AICc

مدل آزاد پارامترهای تعداد k ♯

.٣.۴ جدول به مربوط واقعی، داده�های LR آماره محاسبه به مربوط کد •

x<-c(0.10,0.20,1,1,1,1,1,2,3,6,7,
11,12,18,18,18,18,18,21,32,36,40,
45,46,47,50,55,60,63,63,67,67,
67,67,72,75,79,82,82,83,84,
84,84,85,85,85,85,85,86,86)
X<-as.matrix(x)
theta0<-c(.097,.055,.028,4.101,0,1)
theta1<-c(.139,.153,.011,5.343,.031,.575)
BGW.lik<-function(theta,X){
a<-theta[1]
b<-theta[2]
L<-theta[3]
B<-theta[4]
G<-theta[5]
A<-theta[6]
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n<-nrow(X)
logl<-n*log(A)+n*B*log(L)+(B-1)
*apply(log(X),2,sum)+
apply(log(B+G*X),2,sum)-n*
log(beta(a,b))+G*apply(X,2,sum)-
(L^B)*apply((X^B)*exp(G*X),2,sum)+
(a*A-1)*apply(log(1-exp((-(L*X)^B)*
exp(G*X))),2,sum)+
(b-1)*apply(log(1-(1-exp((-(L*X)^B)*
exp(G*X)))^A),2,sum)
}
LR<- -2*(BGW.lik(theta0,X)-BGW.lik(theta1,X))
LR
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Aabstract

In this thesis, some ramifiction of Weibull distribution such as generalized modified
Weibull distribution and beta generalized Weibull was introduced for modeling
bathtub or upside-down bathtub (unimodal) shaped failure rates and according
to these distributions, a new six parameter distribution called beta generalized
modified Weibull distribution is introduced. The importance of these distributions
lies in ability to model monotone as well as non-monotonic failure rates. These
distributions also has a number of well-known distributions as sub-models.

after introduce the beta generalized modified Weibull (BGMW) distribution,
the cumulative distribution function (cdf) and the probability density function
(pdf) have been expressed as mixture of the generalized modified Weibull cdfs
and pdfs. We derived two infinite sum representations for its moments and the
non-linear equations for maximum likelyhood estimators are presented. The dis-
tribution is found to be superior to the existing sub-models on being fitted a real
data set.

keywords: Bathtub shaped failure rate, W lambert function, Generalized mod-
ified Weibull distribution, Beta generalized Weibull, Beta generalized modified
Weibull distribution
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