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೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مردنی و نخورم

می�داری. دوست تو
تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگی بزرگ لذت تنها
احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید
افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروی بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم.

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان
من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت

৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�
استاد از برسانم. پايان به را پایان�نامه اين تا ساخت راهم رفیق را توفيق که منان ایزد نثار شایان شکر
را من همواره که راهنما استاد عنوان به شعرباف رحیمی صادق دکتر آقای جناب اندیشمند و فاضل
ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه داده�اند، قرار خود محبت و لطف مورد

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان،
به: می�نمایم تقدیم امتنان و افتخار کمال در و بیکران سپاس و تشکر ضمن را پایان�نامه این

مختلف دوران در که آمیزی محبت تلاش�های همه�ی خاطر به عزيزم مادر و پدر ارزشمند محضر -
آموخته�اند. من به را زیستن چگونه مهربانی با و داده�اند انجام زندگی�ام

و بوده تحمل و صبر اسوه�ی که او می�باشد، زندگیم سایه�سار مهربانیش سایه�ی که مهربانم همسر به -
نمود. تسهیل برایم را مسیر مشکلات

است. من آرامش مایه�ی صفایش و شادی�بخش وجودش که خواهرم به -
نمودند. یاری مرا معرفت و علم کسب راه در که فرهیخته�ای و فرزانه استادان به -

بودند. راهنمایم دانش کسب راه در که آنان به -
بود. راهم بدرقه�ی پرورشان روح دعای و خیرشان نفس که آنان به -

بپوشانم. عمل جامه�ی آنان خواسته�ی به و کنم دين ادای بتوانم تا کن کمک من به الها -
نما. مقدر آنان برای را سعادت و سلامت عاقبت، حسن پروردگارا -

رشد جهت پژوهش و دانش و علم با همسو و همراه و نشاط و شور از سرشار خدمتی توفیق خدایا -
بفرما. عنایت کهن�سال ایران شکوفایی و

ইس્ه ඟࢯ૱ن۱۳۹۲آی



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کسلخه آیلر اینجانب
تحت ، فازی شبکه�های در ماکسیمم جریان بررسی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد شعرباف رحیمی صادق دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ইس્ه ඟࢯ૱ن۱۳۹۲آی

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
در است. گرفته قرار بررسی مورد فازی شبکه�های در ماکسیمم جریان مساله�ی پایان�نامه، این در
با شبکه یک در مقصد راس به مبدا راس از جریان مقدار بیشترین ارسال هدف ماکسیمم، جریان مساله�ی
می�باشد. رود، فراتر کمان آن ظرفیت از نمیتواند کمانی هیچ در جریان که محدودیت این گرفتن نظر در
الگوریتم و بیان قطعی شبکه�های در ماکسیمم جریان مساله�ی موضوع، تاریخچه�ی بیان با اول، فصل در
مربوط عملیات و فازی شبکه�های تعریف به اختصاص دوم فصل است. شده تشریح فالکرسون و فورد
در ماکسیمم جریان مسایل حل برای الگوریتمی سوم فصل در دارد. ذوزنقه�ای و مثلثی فازی اعداد به
برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مساله�ی حل به مربوط چهارم فصل می�شود. بیان فازی شبکه�های

است. فازی خطی

کماتکൎیدی:
فازی، ماکسیمم جریان مساله�ی فازی، جریان فازی، اعداد فازی، شبکه�های فازی، ماکسیمم جریان

فازی. خطی برنامه�ریزی



مطالب فهرست

د شکل�ها فهرست

١ جداول فهرست

٣ قطعی شبکه�های ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی تعاریف ٢.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم برش - ماکسیمم جریان قضیه ٣.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم جریان الگوریتم ۴.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فالکرسون و فورد الگوریتم ١.۴.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه کاربردهای حوزه�ی ٢.۴.١

٣١ فازی شبکه�های ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف و مفاهیم ٢.٢
٣۴ . . . . . . . . . فازی شبکه�های مختلف حالت�های برای دسته�بندی ١.٢.٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اعداد مختلف انواع تعاریف ٣.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثی فازی اعداد حسابی عملیات ١.٣.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . تساوی قید به نامساوی قید تبدیل ٢.٣.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه�ای فازی اعداد حسابی عملیات ٣.٣.٢
٣٨ . . . . . . . . . . یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد حسابی عملیات ۴.٣.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثی فازی اعداد با عملیات ۵.٣.٢

۴٣ ماکسیمم جریان مسایل حل ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی شبکه�های در ماکسیمم جریان مساله�ی ١.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . فازی ماکسیمم جریان مسایل حل برای الگوریتمی ٢.٣

ح



خ مطالب فهرست

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال با الگوریتم بیان ١.٢.٣
۵١ . . . . . . . . . . . هزینه کمترین مسایل حل برای ماکسیمم جریان از استفاده ٣.٣
۵٢ . . . . . . . فازی شبکه�های روی ماکسیمم جریان یافتن مسایل حل ١.٣.٣
۵۶ . . . . . . . فازی شبکه�های در مینیمم هزینه�ی با جریان مسایل حل ٢.٣.٣

۵٩ فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مسایل حل ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۶٠ . . . . . . قطعی محیط در ماکسیمم جریان مسایل خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی ٢.۴
۶١ . . . . . . فازی محیط در ماکسیمم جریان مسایل خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی ٣.۴
۶١ . . . . . . . . . . . . خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مساله�ی حل ۴.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال با روش توضیح ١.۴.۴
۶٨ . . . . . . راس: ظرفیت گرفتن نظر در با فازی شبکه�ی در ماکسیمم جریان تعمیم ۵.۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . رئوس ظرفیت با شبکه در جریان بررسی ١.۵.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . فازی رئوس ظرفیت با شبکه در جریان بررسی ٢.۵.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ۶.۴

٧٢ منابع

٧۵ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٧٧ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

٧٩ نمایه



شکل�ها فهرست

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کیوی. صادرات شبکه�ی ١.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١.١) شکل شبکه�ی برای جریان ٢.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جریان با شبکه یک ٣.١

١١ . . . است). G٠(x) مانده�ی گراف راست، سمت (گراف مانده گراف تشکیل روش ۴.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مناسب مکان�های در ٣ شکل ۵.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . می�بخشد. بهبود را f مقدار دارد، ۵ مقدار f١ جریان ۶.١

١۴ . . . . . . . . . . . . می�بخشد. بهبود را f١ مقدار که دارد، ۶ مقدار f٢ جریان ٧.١

١۵ . است. ماکسیمال جریان و می�بخشد بهبود را f٢ مقدار که دارد، ٧ مقدار f٣ جریان ٨.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ شکل مناسب مکان�های ٩.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . می�یابد. افزایش i(W ) = ١ توسط w با فقط جریان ١٠.١

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �نشده. f-اشباع درخت ١١.١

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شبکه�ی ١٢.١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول گام ١٣.١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم گام ١۴.١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم گام ١۵.١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم گام ١۶.١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنجم گام ١٧.١

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ششم گام ١٨.١

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هفتم گام ١٩.١

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هشتم گام� ٢٠.١

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آخر گام ٢١.١

٣۵ . . . . . . . . . . . . فازی ظرفیت�های و جریان با فازی جهت�دار شبکه�ی یک ١.٢

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثی. فازی اعداد ماکسیمم ٢.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه�ای فازی عدد ٣.٢

د



ذ شکل�ها فهرست

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثی فازی عدد ۴.٢
۴١ . . . . . . . . انتقال). هزینه�های یا (جریان�ها کمان�ها ظرفیت�های به دادن مقدار ۵.٢

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شبکه�ی ١.٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مرحله�ی ٢.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مرحله�ی ٣.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم مرحله�ی ۴.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم مرحله�ی ۵.٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ششم مرحله�ی ۶.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آخر مرحله�ی ٧.٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شبکه�ی ٨.٣
۵۴ . . . . . . . آن. با مجاور اعداد و ١٧ مقدار با مساوی مرکز با فازی مثلثی عدد ٩.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . واحد (۵٠,٨,٨) برابر ماکسیمم جریان با شبکه ١٠.٣

کل هزینه�ی از کمان هر انتقال هزینه�های و واحد (۴۵,٨,٨) جریان با شبکه ١١.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد. واحد (٣۵۶٢,٨,٨)
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١ فصل

قطعی شبکه�های

مقدمه ١.١

بزرگراه�ها، کابل، تلفن، برق، شبکه�های جمله: از داریم، سروکار شبکه�ها از مختلفی انواع با روزانه ما
و می�شوند نامیده راس یا گره که خاص نقاطی شامل، شبکه�ها کامپیوتری. شبکه�های و تولید راه�آهن،

می�باشند. می�شوند، نامیده کمان یا یال که راس جفت هر اتصال خطوط
طوری به می�شود توصیف G = (V,E) جهت�دار گراف یک با مقصد، و منبع یک با جریان شبکه�ی
فرض کار، راحتی برای می�باشد. (کمان�ها�) یا�ل�ها مجموعه�ی E و گره�هاست یا رئوس مجموعه�ی V که،
کمان هر برای می�شود باعث این و می�باشد نیز طوقه فاقد و ندارد موازی کمان هیچ گراف این که می�شود

باشد. داشته وجود فردی به منحصر انتهایی نقطه
محدود را آن از عبوری جریان که می�شود داده نسبت ظرفیتی کمان هر به ماکسیمم جریان مسایل در
مقصد راس یک به s مبدا راس یک از جریان میزان بیشترین ارسال برای راهی جستجوی در ما و می�کند
تحلیل جمله: از دارد، زیادی بسیار کاربردهای مساله این هستیم. محدودیت�ها این گرفتن نظر در با t
که مخابراتی شبکه�های هستند، بازار به تولید مراکز از کالاها حمل وسیله�ی که نقل و حمل شبکه�های
گراف�های توسط که شهرها در گاز انتقال خطوط شبکه یا رایانه�ای شبکه�های می�کنند، منتقل را داده�ها
مولفه�هایی یا ساختار نیازمند متناظر گراف شبکه�ها، این�گونه در می�گیرند. قرار تحلیل مورد جهت�دار
آن ظرفیت میزان عنوان به مثبت عدد دارای جهت�دار کمان هر بایستی خاص طور به مثلا است. اضافی
دامنه دارای جریان، شبکه�های تحلیل می�باشد. آن در کالا حمل ظرفیت دهنده�ی نشان عدد این که باشد

کاربردهاست. این از وسیعی
واقع در شد[١۴]. فرمول�بندی ١ هریس توسط کلی شکل یک در ماکسیمم جریان یافتن مساله�ی
شد. مسایل گونه این حل برای آمریکایی�ها تحریک موجب شوروی راه�آهن مساله�ی بیان ١٩٣٠ سال در
را راه�آهنی شبکه شد: بیان صورت این به « هریس ای. تی. » توسط مساله ١٩۵۵این سال ابتدای در

١ Harris



۴ قطعی شبکه�های .١

هر شبکه، این در �است. کرده وصل هم به میانی شهرهای تعدادی طریق از را شهر دو که بگیرید نظر در
نظر در را پایداری وضعیت می�باشد. مسیر آن انتقال ظرفیت دهنده�ی نشان که است عددی دارای مسیر
شود، وارد دیگری مشخص شهر به و شود خارج دلخواه شهر هر از می�تواند که جریانی بیشترین بگیرید؛
این در ترافیک جریان از ساده مدل یک واقع در هریس که کردند بیان ٢ فالکرسون و فورد است؟ چقدر
ماکسیمم جریان یافتن جریان، شبکه�های مورد در مهم مساله�ی یک واقع در است. کرده بیان را مساله
در جریان شبکه�ی از استفاده روش بهترین نشان�دهنده�ی ماکسیمم جریان تابع کاربردی دیدگاه از است.

است. مقصد به منبع از کالا انتقال
جهت�دار گراف�های در ترکیبیاتی بهینه�سازی برای اصلی مسایل از یکی ماکسیمم جریان مساله�ی
ارتباطی، شبکه�های در جمله از علمی زمینه�های در مفیدی بسیار مدل�های می�توان می�باشد. وزن�دار
ابتدا مسایل این نمود. بیان مسایل این کمک به را قدرت سیستم�های و نفت لوله�ی خطوط سیستم�های
برنامه�ریزی و سیمپلکس روش با و شد پیشنهاد ١٩۵٠ سال در ٣ دانتزیگ و فالکرسون و فورد توسط
پیچیدگی و افزایشی مسیر الگوریتم روش با فالکرسون و فورد توسط سپس .[١٠] و شد[٨] حل خطی
ماکسیمال جریان مسایل حل برای مختلفی الگوریتم�های گردید[١١]. حل ١٩۵۶ سال در O(n٢) زمانی

دارد. وجود قطعی
که مسیر کوتاه�ترین الگوریتم جمله از دارد. وجود فالکرسون و فورد الگوریتم از مختلفی نسخه�های
آن در و شده بیان کمان m و راس n با O(nm٢) زمانی پیچیدگی با ١٩٧٢ سال در ۴ ادموندز توسط
طول کمان هر اینکه فرض (با مانده شبکه�ی در مرحله هر در مقصد به منبع از مکمل مسیر کوتاه�ترین

می�باشد[٩]. عرضی جستجوی به توجه با مسیریابی کوتاه�ترین و می�شود انتخاب دارد) واحد
ماکسیمال جریان مسایل از ناشی پارامترهای مورد در قطعیت عدم همیشه زندگی واقعی شرایط در
پارامترهای مسایل، از نوع این با مقابله برای دارد. وجود نیازها) و ظرفیت�ها هزینه�ها، مثال: عنوان (به
پارامترهای با ماکسیمال جریان مسایل یعنی می�دهند، نمایش فازی اعداد با را ماکسیمال جریان مسایل
در .[٢٢] است شده بیان ١٩٧۵ سال ۵در روزنفلد توسط فازی گراف مفهوم می�شوند. شناخته فازی
توسط که مقاله�ای هستند. کم بسیار فازی ماکسیمال جریان مسایل با رابطه در مقالات تعداد علمی، متون
می�باشد[١۶]. موضوع این با رابطه در مقالات اولین از یکی شد، بیان ١٩٨٢ سال در ۶ رئوش و کیم
در بهینه�سازی مسایل زمینه�ی در گسترده�ای مطالعات ١٩٧٨ سال در ٧ همکارانش و دلگادو
آوردن به�دست برای لازم شرایط و شد داده توسعه فازی جریان نظریه�ی داده�اند. انجام فازی گراف�های
سال در ٨ کلودزیجیک و چاناس آمد. فراهم فازی ماتریس�های روی تعریف کمک به بهینه جریان

٢Ford and Fulkerson
٣Dantzig
۴Edmonds
۵Rosenfeld
۶Kim and Roush
٧Delgado et al
٨Chanas and Kolodziejczyk



۵ مقدمه .١.١

یک برای را الگوریتمی سپس و کردند حل مینیمم برش�های روش از استفاده با را مساله این ١٩٨۴
عبارت� به کردند[٣]. بیان خطی برنامه�ریزی کمک به و فازی ظرفیت�های و قطعی ساختار با گراف
عنوان به را مساله این آن�ها بودند. خود جریان با متناظر عضویت تابع دارای کمان�ها حالت این در دیگر،
توسط فازی خطی برنامه�ریزی کمک با حل روش ١٩٩٣ سال در گرفتند. درنظر فازی گراف مدل�بندی
کمان هزینه�های با را مینیمم هزینه�ی با جریان مسایل ١٠ لی و شی ١٩٩٩ سال در شد. بیان ٩ لی و نگی
جریان قضیه�ی از بازه�ای ارزش با توسعه�یافته� نسخه�های ٢٠٠١ سال در سپسدیموند نمودند. حل فازی
الگوریتم�های از تلفیقی با همچنین نمود. بیان را کارپ-ادموندز الگوریتم و فازی مینیمم ماکسیمم-برش
هاشمی و قاطعی نمودند. ابداع را جدیدی روش فازی، گراف از α-برش نمایش با موجود، بهینه�سازی
کردند. بیان رتبه�بندی تابع کمک به را هزینه کمترین با فازی جریان مساله�ی حل برای ٢٠٠٧ سال در ١١

پارامترهای و مانده شبکه�های کمک به را مینیمم هزینه�ی با جریان مساله�ی ٢٠١٢ سال در ١٢ باقریان
ظرفیت�های با هزینه کمترین با جریان مسایل حل برای را ١٣ MCF الگوریتم�های او نمود. حل فازی

برد. کار به فازی کمان
گرفته قرار مطالعه مورد کمتر غیرقطعی شرایط در نقل و حمل شبکه�ی در ماکسیمم جریان تعیین
کرده پیشنهاد کمان بازه�ای ظرفیت�های گرفتن نظر در با راه�حل یک ٢٠٠۶ سال در ١۴ روزنبرگ است.
١۶ کومار برد[۴]. کار به را « فازی گراف�های » اصطلاح مساله این حل برای ١۵ چاناس است[٢٣].
ماکسیمم جریان مسایل است[١٧]. کرده بیان خطی برنامه�ریزی سیمپلکس روش کمک به را مساله این
مثلثی فازی اعداد کمک به و فازی خطی ریزی برنامه از استفاده با ١٨ کائور و ١٧ کومار توسط فازی

است[٢٠]. شده حل عددی آنالیز خواص کمک با و شده بیان

٩Negi and Lee
١٠Shih and Lee
١١Ghatee and Hashemi
١٢Bagherian
١٣Minimum Cost Flow
١۴Rozenberg
١۵Chanas
١۶Kumar
١٧Amit Kumar
١٨Manjot Kaur
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مقدماتی تعاریف ٢.١

ویژگی�های از بعضی و معرفی همبند) (نوعا وزن�دار و یکگرافجهت�دار عنوان به بخشیکشبکه این در
نظر در مقصد یک و منبع یک دارای شبکه�ها پایان�نامه این در که است ذکر به لازم می�گردد. بیان آن مهم
گرفته کار به هستند، ( شبکه کلی (حالت مقصد چند و منبع چند دارای که شبکه�هایی و می�شوند گرفته

نمی�شوند.

شبکه .١.٢.١ تعریف
N صورت این در باشد. طوقه) (بدون همبند ساده�ی جهت�دار گراف یک N = (V,E) کنید فرض

باشد: زیر شرایط دارای اگر می�نامند ترابری) (شبکه�ی ١٩ شبکه را
صفر ورودی درجه�ی اگر می�شود، نامیده ( مبدا ) ٢٠ یکمنبع N شبکه�ی از s یکتای راس (الف):

باشد. داشته
هر باشد. داشته صفر خروجی درجه�ی اگر می�شود، نامیده (مقصد) ٢١ حفره N از t راس (ب):

می�شود. نامیده میانی رئوس N از دیگر راس
برای که دارد وجود نامنفی حقیقی اعداد مجموعه�ی به E از تابعی لذا است. وزن�دار N گراف (ج):
ظرفیت که می�شود داده اختصاص ظرفیت) (تابع c(a) نامنفی صحیح عدد یک ،N از a ∈ E کمان هر

می�شود. نامیده a ٢٢

است. شده استخراج [۶] منبع از بخش این تعاریف
است. شده ذکر (١.١) جدول در شبکه�ها از مختلفی انواع از مثالهایی شبکه یک مفهوم درک برای
راسی به راس هر از را دارد، نام جریان کلی طور به که کالایی، می�خواهیم ما شبکه�ها این همه�ی در
است. امکان�پذیر خاص، شرایط و قیدها با موضوع کارایی، حداکثر با کار این انجام و کنیم ارسال دیگر
مطالعه مورد مسایل گونه این حل برای کارآمد محاسباتی الگوریتم�های طراحی برای شبکه جریان نظریه�ی
طبیعی گاز مقدار ماکسیمم ارسال به مایل است ممکن نیرو شرکت یک مثال، عنوان به است. گرفته قرار
محدود ظرفیت دارای شبکه در لوله خط هر باشد. لوله خطوط شبکه�ی طریق از شهر�ها از جفت هر بین

است. شده بیان زیر صورت به شهودی مثال یک موضوع شدن روشن برای است.

انبار بخش به را خود کیوی محصولات از جعبه چندین می�خواهد نیوزیلند در کننده�ای تولید .٢.٢.١ مثال
کانال�های این شوند. ارسال جعبه�ها این که دارند وجود مختلفی ارتباطی کانال�های کند. صادر تایوان در
و تولیدکننده نمایانگر s راس که شده�اند، داده نمایش جهت�دار گراف صورت به (١.١) شکل در ارتباطی
هر که است محموله��هایی ماکسیمم شده، نوشته کمان هر روی که اعدادی می�باشد. انبار بخش نمایانگر t

کند. حمل می�تواند کانال
١٩Network
٢٠Source
٢١Sink
٢٢Capacity



٧ مقدماتی تعاریف .٢.١

شبکه�ها مختلف انواع از مثال�هایی :١.١ جدول

جریان کمان�ها رئوس شبکه
صوتی، پیام�های

ویدیویی،
اطلاعات

کابل�ها،
نوری، فیبر

ریز امواج رله�ی لینک�های

تلفنی، تبادلات
کامپیوترها،
ماهواره�ها

ارتباط

هیدرولیکی، مایع
نفت گاز، آب،

لوله خطوط مخازن،
دریاچه�ها،

پمپاژ ایستگاه�های

هیدرولیک

پول معاملات سهام ارزها، مالی
نقل، و حمل

مسافر نقلیه، وسایل
بزرگراه�ها،

راه�آهن، خطوط
هوایی خطوط مسیرهای

فرودگاه�ها،
راه�آهن، ایستگاه�های

تقاطع�ها

نقل و حمل

..y. t.

z

.s .

x

.
۴

.
٣

.

٢

.
٢

.

۴

.

۴

.

١

. ٢. ١

کیوی. صادرات شبکه�ی :١.١ شکل

را بفرستد کانال�ها از شبکه�ای توسط می�تواند که جعبه�هایی مقدار ماکسیمم می�خواهد تولید�کننده
نکند. تجاوز کمان هر مجاز ظرفیت�های از t تا z و y و x انسانی نیروی متوسط همچنین آورد. به�دست

دیگر رئوس به s از است، مجاور s منبع با که کمانی هر می�بینید، (١.١) شکل در که همان�طور
می�رود. t به دیگر رئوس از است، مجاور t حفره�ی با که کمانی هر می�رود.

می�باشد. (مقصد) حفره یک دقیقا و منبع یک دقیقا دارای N شبکه�ی که فرضمی�شود تحقیق این در

خریدار عنوان به مقصد و تولید�کننده عنوان به می�تواند شبکه هر در منبع جزئیات، از نظر صرف
مقدار ماکسیمم کمان هر ظرفیت که است انسانی نیروی متوسط نمایانگر داخلی رئوس شود. فرض
راس تنها که s ،(١.١) شکل در شود. فرستاده کمان انتهای به کمان ابتدای از می�تواند که است مجازی

می�باشد. مقصد نیز t مشابه طور به و می�باشد منبع است، صفر ورودی درجه�ی با

به را می�شوند، وارد u به که کمان�هایی مجموعه بگیرید. نظر در را N شبکه�ی از u دلخواه راس
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می�دهیم. نمایش O(u) با را می�شوند خارج آن از که کمان�هایی مجموعه و I(u) با ترتیب

کمان هر برای که است f(a) تابع ،t مقصد به s منبع از N شبکه�ی در ٢٣ جریان تابع .٣.٢.١ تعریف
طوریکه: به می�دهد، اختصاص نامنفی صحیح عدد یک a

،٠ < f(a) ≤ c(a) داریم: a کمان هر برای :(٢۴ ظرفیت (قید (i)

جریان مجموع با برابر x به شده وارد جریان مجموع ،x داخلی راس هر برای :(٢۵ جریان (بقای (ii)
است. x از شده خارج

می�باشد. s منبع از شده خارج جریان مجموع با برابر t مقصد به شده وارد جریان مجموع .۴.٢.١ لم

داریم؛ t مقصد و s منبع برای که است معنی این به (٢.١)� لم در شده بیان خاص ∑حالت
a∈O(s)

f(a) =
∑
a∈I(t)

f(a), (١.١)

داریم: آنگاه باشد، t و s جز به راسی x اگر که است معنی این به (٣.٢.١)� تعریف در دوم حالت ∑و
a∈O(x)

f(a) =
∑

a∈I(x)

f(a), (٢.١)

داریم: مثال این در می�دهد. نشان (١.١) شکل شبکه�ی برای را جریان (٢.١) شکل مثال برای

..y. t.

z

.s .

x

.
٠

.
٢

.

٢

.
٢

.

۴

.

٣

.

١

. ٠. ١

.(١.١) شکل شبکه�ی برای جریان :٢.١ شکل

∑
a∈O(s)

f(a) = ٣+ ٢+ ١ = ۶ = ٢+ ۴ =
∑
a∈I(t)

f(a),

∑
a∈O(x)

f(a) = ٢+ ١ = ٣ = ٣+ ٠ =
∑

a∈I(x)

f(a),

∑
a∈O(y)

f(a) = ٠+ ٢ = ٢ =
∑

a∈I(y)

f(a),

∑
a∈O(z)

f(a) = ٠+ ۴ = ۴ = ١+ ٢+ ١ =
∑

a∈I(z)

f(a),

٢٣Flow
٢۴Capacity constraint
٢۵Flow conservation



٩ مقدماتی تعاریف .٢.١

(١.١) شکل در کمان�ها ظرفیت یعنی c(a) ) ٠ ≤ f(a) ≤ c(a) داریم: شبکه از a کمان هر برای و
است). آمده

مقدار � .۵.٢.١ تعریف

|f | = d =
∑

a∈O(s)

f(a) =
∑
a∈I(t)

f(a), (٣.١)

می�شود. نامیده f ٢۶ جریان مقدار هستند، N شبکه�ی از مقصد و منبع t و s که

مراجعه شده ذکر منابع به می�توانید بیشتر توضیحات مشاهده�ی برای است. برقرار لم طبق تساوی این
نمایید.

می�باشد. ۶ برابر (٢.٢.١) مثال در جریان مقدار بنابراین

از X سره�ی زیرمجموعه�ی هر برای و باشد N = (V,E) شبکه روی جریان یک f کنید فرض
. X = V −X یعنی باشد، V در X متمم نشان�دهنده��ی X ،N از V رئوس مجموعه

مجموع که داریم انتظار کلی طور به آنگاه نباشد، t مقصد شامل اما باشد، s مبدا شامل X اگر
است. جریان مقدار d که باشد، d مساوی ،X به شده وارد رئوس مجموع و X به شده وارد رئوس جریان
c(a) ظرفیت ،a کمان هر روی عدد اولین که می�دهیم توضیح (٣.١) شکل در موجود شبکه�ی با آن�را ما

است. a روی عبوری جریان f(a) عدد دومین حالی�که در است،

..s . t.

u

.

v

.

w

.

x

.
۴, ٣

.
۴, ٠

.

۵, ١

.

٢, ٠

.

٢, ١

.

۴, ۴

. ١, ٠. ٣, ٣

جریان با شبکه یک :٣.١ شکل

که کمان�هایی بنابراین ،X = {v, w, t} داریم: آنگاه باشد، X = {s, u, x} که کنیم فرض اگر حال
X رئوس به X رئوس از که کمانی تنها و ،xt و sw و uv از عبارتند هستند، X رئوس به X رئوس از

با: است برابر X رئوس به X رئوس از شبکه جریان بنابراین است. wx کمان دارد، وجود

f(uv) + f(sw) + f(xt)− f(wx) = ٠+ ١+ ۴− ١ = ۴,

از استفاده با آمده به�دست جریان مقدار واقع در داشتیم. انتظار که است، f جریان مقدار همان برابر که
می�باشد. f(vt) + f(xt) = ٠+ ۴ کمک با مشابه طور به و f(su) + f(sw) = ٣+ ١

٢۶Flow value



١٠ قطعی شبکه�های .١

کمان�ها ظرفیت از بزرگتر X به X زیرمجموعه هر از جریان مجموع که داریم انتظار همچنین،
مثال برای نباشد. X به X از می�رود)، X راس یک به X راس از که کمان هر ظرفیت�های (مجموع

با: است برابر X به X از کمان�ها ظرفیت ، (٣.١) شکل شبکه در X زیر�مجموعه برای
c(uv) + c(sw) + c(xt) = ٢+ ۵+ ۴ = ١١,

.۴ یعنی است، جریان مقدار هر از بزرگتر مطلق طور به کمان�ها ظرفیت که

E(X,Y ) کنید فرض باشند، N شبکه�ی رئوس از زیرمجموعه�ای دو هر Y و X اگر .۶.٢.١ تعریف
باشد. Y در موجود رئوس به X در موجود رئوس از کمان�هایی از مجموعه�ای

g مثال (برای می�دهد نسبت N شبکه از کمان�هایی به را نامنفی صحیح اعداد که باشد تابعی g اگر
تعریف N از Y و X رئوس از زیرمجموعه دو هر برای آنگاه باشد)، f جریان یا c ظرفیت تابع می�تواند

می�کنیم:
g(X,Y ) =

∑
a∈E(X,Y )

g(a). (۴.١)

Y در راس یک به X در راس یک از کمان هر روی g تابع از مقادیر مجموع g(X,Y ) دیگر، به�عبارت
است.

در t مقصد و X در s منبع که است E(X,X) کمان�های از ای مجموعه ٢٧ برش یک .٧.٢.١ تعریف
از افرازی Y و X ) Y به X از عبوری کمان�های ظرفیت� مجموع با برابر برش ظرفیت دارد. قرار Y

است. می�باشند) شبکه راس�های

ظرفیت کمترین دارای ،t به s مسیرهای در موجود برش�های همه�ی میان در که برشی .٨.٢.١ تعریف
گویند. مینیمم برش یک را باشد

برای است. برش یک E(X,X) ، (٣.١) شکل از X = {s, u, x} مجموعه زیر برای بنابراین،
داریم: c ظرفیت تابع

c(X,X) =
∑

a∈E(X,X)

c(a) = c(uv) + c(sw) + c(xt) = ٢+ ۵+ ۴ = ١١.

است. مینیمم ظرفیت با برش کردن پیدا مساله�ی ٢٨ مینیمم برش مساله�ی .٩.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به (u, v) ∈ E کمان هر ازای به و f جریان برای ٢٩ مانده ظرفیت .١٠.٢.١ تعریف
می�شود:

Cf
uv =

Cuv − fuv, uv ∈ E

fuv, vu ∈ E
(۵.١)

٢٧Cut
٢٨Min-cut
٢٩Residual capacity



١١ مقدماتی تعاریف .٢.١

استفاده با v راس به u راس از می�توان که است اضافی جریان بیشترین مانده، ظرفیت دیگر، عبارت به
است: مولفه دو دارای مانده ظرفیت تعریف، این طبق فرستاد. (v, u) و (u, v) کمان�های از

است. (u, v) کمان از نشده استفاده ظرفیت همان که Cuv − fuv (١
v راس به u راس از جریان افزایش برای را آن می�توان که (v, u) کمان روی fuv جاری جریان (٢

نمود. حذف

است. مثبت مانده�ی ظرفیت با a کمان یک ،f جریان به نسبت مانده کمان یک .١١.٢.١ تعریف
یک گاهی را مانده مسیر یک باشد. مانده آن کمان�های همه�ی اگر گویند مانده را مسیر یک همچنین

می�نامند. نیز افزایشی مسیر

هرگاه گویند f جریان به نسبت مانده گراف را G٠(x) جهت�دار گراف مانده گراف .١٢.٢.١ تعریف
ظرفیت� با کمان�های شامل آن کمان�های همچنین و باشد G رئوس مجموعه�ی با برابر آن رئوس مجموعه

می�شود. حذف صفر مانده�ی ظرفیت با کمان�های گراف این در باشد. مثبت مانده�ی

واحد چهار از مثال عنوان به است. شده داده توضیح (۴.١) شکل مثال در مانده گراف ساخت روش
کمان مانده، گراف در پس است، شده استفاده جریان ارسال برای آن واحد سه ،(١,٣) کمان ظرفیت
طریق از می�توان را جریان واحد سه همین طرفی از بود. خواهد مانده ظرفیت واحد یک دارای (١,٣)
بود. خواهد سه مانده�ی ظرفیت دارای (٣,١) کمان مانده، گراف در پس فرستاد، بازپس (٣,١) کمان

..٣.

۴

.

١

.

٢

. ٣.

۴

.

٢

.

١

.

(۵, ۵)

.

(٣, ۴)

.

١

.

٢

.
٣

.

(٢, ٢)

.

(٠, ١)

.

(٢, ٣)

.

۵

.

١

.

٢

.

١

است). G٠(x) مانده�ی گراف راست، سمت (گراف مانده گراف تشکیل روش :۴.١ شکل

مانده٣٠ شبکه�ی .١٣.٢.١ تعریف
cf (v, w) = c(v, w) − صورت به cf : E → R ظرفیت تابع ،N شبکه در f جریان به توجه با
ممکن مانده شبکه�ی که شود توجه می�باشد. Gf = (V,E, cf ) مانده شبکه�ی می�شود. تعریف f(v, w)

باشد. داشته صفر مانده�ی ظرفیت با کمان�هایی است
٣٠Residual network



١٢ قطعی شبکه�های .١

می�نامند. افزایشی مسیر یا ٣١ افزوده مسیر یک را مانده گراف در t به s از مسیر هر .١۴.٢.١ تعریف

است. اولیه ظرفیت به نسبت مجاز جریان یک افزوده جریان .١۵.٢.١ تعریف

E(X,X) اگر باشد. d مقدار با N = (V,E) شبکه�ی در جریان یک f کنید فرض .١۶.٢.١ قضیه
آنگاه باشد، N در برش یک

d = f(X,X)− f(X,X), (۶.١)

و

d ⩽ c(X,X). (٧.١)

خارج جریان یعنی، ،X به شده وارد جریان مجموع منهای X از خروجی جریان مجموع دیگر، به�عبارت
به X از کمان�های ظرفیت مجموع از بزرگتر هرگز این و جریان مقدار ،d با است برابر ،X از شبکه شده

نمی�باشد[۶]. X

داریم: s منبع برای جریان، تعریف از برهان.
f({s}, V ) = d و f(V, {s}) = ٠, (٨.١)

داریم: است، t مقصد و s منبع مخالف که میانی رئوس برای حالی�که در

f({u}, V ) =
∑

a∈O(u)

f(a) =
∑

a∈I(u)

f(a) = f(V, {u}), (٩.١)

.u ̸= s, t هر برای ،f({u}, V )− f(V, {u}) = ٠ داریم، یعنی
داریم: E(X,X) برش مجموعه�ی برای ترتیب، این به

∑
x∈X

{f({x}, V )− f(V, {x})} = f({s}, V )− f(V, {s})+٠ = d− ٠+ ٠ = d, (١٠.١)

بنابراین .f(X,V )− f(V,X) = d داریم: یعنی

f(X, V ) = f(X,X ∪ (X)) = f(X,X) + f(X,X), (١١.١)

مشابه طور به و
f(V,X) = f(X,X) + f(X,X), (١٢.١)

بنابراین

d = f(X, V )− f(V,X) = f(X,X) + f(X,X)− f(X,X)− f(X,X) (١٣.١)

= f(X,X)− f(X,X),

٣١Augmenting path



١٣ مقدماتی تعاریف .٢.١

شد. اثبات قضیه قسمت اولین بنابراین ،d = f(X,X)− f(X,X) داریم: دیگر به�عبارت
جریان)، تعریف (طبق ،f(a) ≤ c(a) داریم: N شبکه�ی از a کمان هر برای چون �این، بر علاوه

داریم: همچنین و f(X,X) ≤ c(X,X) می�آوریم بدست

d = f(X,X)− f(X,X) ≤ f(X,X) ≤ c(X,X), (١۴.١)

شد. تمام اثبات و d ≤ c(X,X) آوردیم بدست یعنی

برای X به X از کمان�های ظرفیت از مساوی یا کمتر جریان هر مقدار که می�گوید قضیه دوم قسمت
داریم: باشد، d مقدار با جریان یک f اگر بنابراین، است. E(X,X) برش هر

d ≤ min{c(X,X) : است برش {.E(X,X)یک (١۵.١)

مقدار با مساوی جریان .١٧.٢.١ تعریف

min{c(X,X) : است برش ,E(X,X)یک } (١۶.١)

می�شود. نامیده ( ماکسیمم یا ) ٣٢ ماکسیمال جریان

یک هر و باشد X در t و X در باید s آنگاه باشد، برش یک E(X,X) اگر ،(٣.١) شکل شبکه در
می�دهد نشان این باشند. داشته قرار X یا X از یک هر در می�توانند x و w ، v ، u میانی راس چهار از
داخلی راس n دارای N شبکه اگر کلی حالت در دارد. وجود شبکه این در ممکن برش ٢۴ = ١۶ که

دارد. برش ٢n آنگاه باشد،
X = و E(X,X) برش که می�دهد نتیجه کنیم، بررسی را برش�ها این از یک هر ظرفیت اگر
c(uv)+ c(wv)+ c(xt) = ظرفیت+١+٢ دارای است، X = {v, t} همچنین است، {s, u, w, x}
نامساوی طبق بنابراین، می�باشد. ممکن برش�های یک هر از ظرفیت کوچکترین این می�باشد. ۴ = ٧

باشد. ٧ مقدار حداکثر دارای باید شبکه روی جریان هر ازای به بالا،
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مناسب مکان�های در ٣ شکل :۵.١ شکل

٣٢Maximal flow



١۴ قطعی شبکه�های .١

افزایش پله�ای صورت به را شده داده f کنیم. ایجاد شبکه روی را مقدار ماکسیمم می�کنیم سعی اکنون
می�دهد. نشان را f ،(۵.١) شکل می�دهیم.

تعداد زیرا نیست. ماکسیمم جریان یک s u v t جهت�دار مسیر روی جریان مثال، برای
کمان�ها از یک هر ظرفیت و یابد افزایش واحد ١ توسط می�تواند vt و uv و su از یک هر روی جریان
است. شده داده نشان (۶.١) شکل در که می�دهد، به�دست را f١ جدید جریان یک این نمی�یابد. افزایش
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می�بخشد. بهبود را f مقدار دارد، ۵ مقدار f١ جریان :۶.١ شکل

f١می�تواند مشابه به�طور باشد، می�تواند نیز f مقدار که است ۴ + ١ = ۵ جدید جریان این مقدار
زیاد با اما نیست، ماکسیمم جریان ،s w v t دار جهت مسیر روی جریان چون یابد، افزایش
داده افزایش می�تواند واحد یک توسط vt و sw,wv کمان�های از یک هر روی یک مقدار به جریان کردن
داده نشان (٧.١) شکل در آید، می به�دست ،۴ + ٢ = ۶ مقدار با ،f٢ جدید جریان مقدار یک شود.

است. شده
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می�بخشد. بهبود را f١ مقدار که دارد، ۶ مقدار f٢ جریان :٧.١ شکل

s w x t ،s u x t ،s u v t t؛ به s از ممکن جهت�دار مسیر ۴ از یک هر اکنون
su شامل s u v t می�باشد: ظرفیت مقدار با برابر جریانی با کمان یک دارای s w v t و
شامل s w v t و xt شامل ،s w x t حالی�که در داراست، را s u x t همچنین و
دیگر، به�عبارت است. ماکسیمال مقدار با جریان یک f٢ که بزنیم حدس می�توانیم بنابراین است. wv
می�تواند جریان اینکه احتمال هنوز باید ما چند هر باشد. داشته وجود نمی�تواند ۶ مقدار از بیشتر جریانی
یک هر روی را جریان ما اگر واقع در کنیم. بررسی را یابد افزایش سازگاری�ها از دیگر برخی کمک با



١۵ مقدماتی تعاریف .٢.١

٣+ ۴ = ٧ مقدار با f٣ جدید جریان یک دهیم، افزایش یک به�مقدار ux روی و vt و sw,wx, uv از
مقدار با برش یک که آنجایی از این، بر علاوه� است. شده داده نشان (٨.١) شکل در که می�آوریم به�دست

است. ماکسیمال جریان یک f٣ دارد، وجود ٧ ظرفیت

..s . t.

u

.

v

.

w

.

x

.
۴, ۴

.
۴, ٣

.

۵, ٣

.

٢, ٢

.

٢, ٢

.

۴, ۴

. ١, ١. ٣, ٢

است. ماکسیمال جریان و می�بخشد بهبود را f٢ مقدار که دارد، ٧ مقدار f٣ جریان :٨.١ شکل

طبق جریان یک واقع در شده، حاصل ،f٣ آوردن به�دست فرآیند از که تطابقی هر که می�کنیم توجه
افزایش یک آنگاه یابد، افزایش z میانی راس به کمان یک از جریان اگر می�باشد: زیر به�صورت تعریف
z از شده خارج کمان�های روی جریان کاهش مطابق یا می�سازیم، z از شده خارج کمان روی مشابه
افزایش با s منبع از خروجی جریان افزایش حالی�که در می�شود، حفظ جریان بقای به�طوری�که می�سازیم،
می�باشد. برقرار نیز (٢.١) تعریف از (ii) شرط که گونه�ای به است، برابر هم با t مقصد به ورودی جریان
جریان یک همیشه شبکه هر برای که است این می�آوریم به�دست بخش این از که اصلی نتیجه
است، ماکسیمال جریان شامل که الگوریتم یک نتیجه، این اثبات از علاوه�براین دارد. وجود ماکسیمال

می�شود. حاصل

،�N شبکه�ی یک از �G زمینه�ی گراف در شده داده W = v٠v١ . . . vk گذر هر در .١٨.٢.١ تعریف
کمان را vi−١vi کمان می�باشد. vivi−١ یا و vi−١vi شکل�های از یکی به ،�N در کننده شرکت کمان�های

�Wمی�نامند. از ٣۴ پس�رو کمان را vivi−١ کمان و ٣٣ پیش�رو
،�i(W ) نامنفی صحیح عدد یک �،�G زمینه�ی گراف در �W گذر به باشد،� �N در جریان یک f اگر

می�شود: تعریف زیر �صورت به و می�شود نامیده �W از ٣۵ افزایش(نمو) یک که می�دهند، نسبت

i(W ) = min{i(a) : به�وسیله�یWمی�باشد شده داده نسبت کمان ,{aیک (١٧.١)

که

i(a) =

c(a)− f(a), Wباشد از پیش�رو کمان یک a اگر

f(a), Wباشد از پس�رو کمان یک a اگر
(١٨.١)

٣٣Forward arc
٣۴Reverse arc
٣۵Increment



١۶ قطعی شبکه�های .١

نشان (٩.١) شکل در دوباره که ،(۵.١) اصلی شکل در N شبکه روی f جریان برای مثال، برای
درحالی�که دارد، را uv و wx ، sw معکوس کمان�های W = s w x u v گذر است، شده داده

بنابراین است. W از پس�رو کمان یک کرده، شرکت که xu مانده کمان

i(sw) = c(sw)− f(sw) = ۵− ١ = ۴, i(wx) = c(wx)− f(wx) = ٢− ١ = ١,

i(ux) = f(ux) = ٣, i(uv) = c(uv)− f(uv) = ٢− ٠ = ٢,

.i(W ) = min{۴,١,٣,٢} = ١ داریم: نتیجه در و
دهد. افزایش را ظرفیت قید می�تواند W همراه f جریان که است مقداری از بیشتر i(W ) مقدار
و wx ، sw مسیر روی را جریان می�توانیم بالا، در W = s w x u v مسیر برای مثال، برای
در دهیم. کاهش xu کمان روی واحد یک به�وسیله��ی مقابل در و دهیم افزایش واحد یک به�وسیله�ی uv

ببینید. را (١٠.١) شکل می�دهد. به�دست را W روی ممکن افزایش مقدار بیشترین نتیجه
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۴ شکل مناسب مکان�های :٩.١ شکل

٣٧ نشده f-اشباع و i(W ) = ٠ اگر می�شود، نامیده ٣۶ شده f-اشباع ،W گشت .١٩.٢.١ تعریف
.i(W ) > ٠ اگر است،

نمی�کنند. استفاده خود ظرفیت�های همه�ی از دقیقا نشده f-اشباع گشت�های که است معنی بدان این
است. نشده f-اشباع ،W = s w x u v گشت بالا مثال برای بنابراین

است. t مقصد به s منبع از نشده f-اشباع گشت ٣٨یک f-افزایشی گشت .٢٠.٢.١ تعریف

ایجاد با قضیه اثبات می�شود. بیان اصلی نتیجه چند فالکرسون و فورد الگوریتم به پرداختن از پیش
(٩.١) شکل در که شده بیان می�شود، استفاده شبکه ویژگی�های برای آن�ها از که مرحله چندین در و وقفه

می�یابد. پایان و شروع ( • ) علامت با وقفه هر است. شده داده نشان

٣۶F-saturated
٣٧F-unsaturated
٣٨F-incrementing



١٧ مینیمم برش - ماکسیمم جریان قضیه .٣.١
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می�یابد. افزایش i(W ) = ١ توسط w با فقط جریان :١٠.١ شکل

مینیمم برش - ماکسیمم جریان قضیه ٣.١

برش - ماکسیمم جریان ی شناخته�شده قضیه�ی ماکسیمم، جریان مبحث در قضیه�ها مهمترین از یکی
فورد توسط است، مبحث این در آمده دست به مهم نتایج نخستین از یکی که قضیه این دارد. نام مینیمم

می�باشد[۶]: زیر شرح به و شده مطرح بار نخستین فالکرسون و

٣٩ مینیمم) برش - ماکسیمم (جریان .١.٣.١ قضیه
دارد، وجود N روی ماکسیمم جریان یک آنگاه باشد. c ظرفیت تابع با شبکه یک N کنید فرض

دارد: وجود زیر مقدار با N در f جریان به�عبارت�دیگر

min{c(X,X) : است برش .{E(X,X)یک (١٩.١)

مقصد راس یک به s مبدا راس یک از می�توان که جریانی میزان بیشترین که می�گوید قضیه این واقع در
است. مینیمم st-برش ظرفیت با برابر داد انتقال ظرفیت دارای شبکه�ی یک در t

داریم: d مقدار با N در f جریان هر برای که می�دانیم قبل قضیه از برهان.

d ≤ min{c(X,X) : است برش یک E(X,X)}, (٢٠.١)

داشته به�طوری�که باشد، N در z رئوس مجموعه X کنید فرض می�دهد، به�دست f برای دلخواه مقدار یک
وجود z به s از W = v٠ . . . vk f-اشباع�نشده گشت یک N از G زمینه�ی گراف در یا و z = s باشیم

.s = v٠, z = vk باشیم: داشته به�طوری�که باشد، داشته

است: زیر عبارات شامل X مجموعه داریم: (٩.١) شکل از N برای مثال عنوان به •

است، منبع ،s

،i(W ) = i(su) = c(su)− f(su) = ۴− ٣ > ٠ داریم: ،W = su گشت برای چون ،u

٣٩The Max-Flow , Min-Cut



١٨ قطعی شبکه�های .١

،i(W ) = i(sw) = c(sw)− f(sw) = ۵− ١ > ٠ داریم: W = sw گشت برای چون ،w

داریم: ،W = suv گشت برای چون ،v

i(W ) = min{i(su), i(uv)} = min{c(su)− f(su), c(uv)− f(uv)}

= min{۴− ٣,٢− ٠}> ٠,

داریم: ،W = swx گشت برای چون ،x

i(W ) = min{i(sw), i(wx)}

= min{c(sw)− f(sw), c(wx)− f(ux)}

= min{۵− ١,٢− ١}> ٠,

داریم: W = suvt گشت برای چون است، مقصد t

i(W ) = min{i(su), i(uv), i(vt)}

= min{c(su)− f(su), c(uv)− f(uv), c(v, t)− f(vt)}

= min{۴− ٣,٢− ٠,۴− ٠} > ٠,

• .X = {s, u.w, v, x, t} داریم: به�عبارت�دیگر

برقرار اول حالت کنید فرض دارد. قرار X در یا X در t مقصد می�پردازیم: قضیه اثبات به حال •
داشته وجود t به s از باید W نشده�ی f-اشباع گشت آنگاه باشد. X به متعلق t یعنی باشد،
کنید: فرض و کنید انتخاب را W گشت یک است. f-افزایشی گشت یک به�عبارت�دیگر، باشد،

i(W ) = ϵ, (٢١.١)

.ϵ > ٠ که طوری به

• .i(W ) = ϵ = ١ داریم: که طوری به است، suvt برابر W مثال، این در بنابراین •

می�کنیم: تعریف زیر شکل به N از a کمان�های روی را f١ جدید تابع یک حال

f١(a) =


f(a) + ϵ, باشد W در پیش�رو کمان یک a اگر

f(a)− ϵ, باشد W در پس�رو کمان یک a اگر

f(a), باشد. N در دیگری کمان هر a اگر

(٢٢.١)

است، مثبت صحیح عدد یک تعریف طبق ϵ چون است. d+ ϵ مقدار با جریان یک f١ بنابراین
می�یابد. افزایش d+ ϵ مقدار با f١ جدید جریان و d مقدار با f جریان



١٩ مینیمم برش - ماکسیمم جریان قضیه .٣.١

می�شود. Wنامیده روی ( ۴١ f-افزایشی گشت )۴٠ اساسی اصلاح�شده�ی جریان ،f١ جدید جریان

چون می�دهد. بدست (۶.١) شکل در را f١ جریان درستی به f١ ما، مثال در •

f١(su) = f(su) + ϵ = ٣+ ١ = ۴, f١(sw) = f(sw) = ١,

f١(uv) = f(uv) + ϵ = ٠+ ١ = ١, f١(ux) = f(ux) = ٣,

f١(vt) = f(vt) + ϵ = ٠+ ١ = ١, f١(wv) = f(wv) = ٠,

f١(wx) = f(wx) = ١, f١(xt) = f(xt) = ۴,

• می�باشد. d+ ϵ = ۴+ ١ = ۵ برابر f١ جدید جریان این مقدار و

می�کند. فراهم را باشد X مجموعه در t مقصد اینکه احتمال همیشه جریان افزایش ساختار این
طوری افزایشی طور به گشت�ها روی کنیم. تکرار بار چندین را مرحله این است ممکن بنابراین
گشت مرحله، این در باشد. نداشته شرکت X مجموعه�ی در t که، می�رویم پیش مرحله به مرحله
برش یک E(X,X) ،t /∈ X چون همچنین داد. نخواهد ما به را مقدار این از بیشتر افزایشی

است.

است: زیر عبارات شامل ،( (۶.١) (شکل است کرده شرکت f١ با که X مجموعه مثال، این در •

است، منبع s

داریم: W = swx گشت برای چون، w
i(W ) = i(sw) = c(sw)− f١(sw) = ۵− ١ > ٠,

داریم: W = swx گشت برای چون، x

i(W ) = min{i(sw), i(wx)} = min{c(sw)− f١(sw), c(wx)− f١(wx)}

= min{۵− ١,٢− ١} > ٠,

داریم: W = swv گشت برای چون، v

i(W ) = min{i(sw), i(wv)} = min{c(sw)− f١(sw), c(wv)− f١(wv)}

= min{۵− ١,١− ٠} > ٠,

داریم: W = swvu گشت برای چون، u

i(w) = min{i(sw), i(wv), i(vu)}

= min{c(sw)− f١(sw), c(wv)− f١(wv), f١(uv)}

= min{۵− ١,١− ٠,١} > ٠,

۴٠Revised flow
۴١F-incrementing walk



٢٠ قطعی شبکه�های .١

داریم: W = swvt گشت برای چون، t

i(w) = min{i(sw), i(wv), i(vt)}

= min{c(sw)− f١(sw), c(wv)− f١(wv), c(vt)− f١(vt)}

= min{۵− ١,١− ٠,۴− ١} > ٠,

.X = V داریم: f هر به�ازای به�عبارت�دیگر

f٢ جدید تابع یک تعریف با گشت این بگیرید. نظر در ϵ = ١ فرض با را W = swvt گشت
می�رود: کار به زیر صورت به N کمان�های روی

f٢(sw) = f١(sw) + ϵ = ١+ ١ = ٢, f٢(wv) = f١(wv) + ϵ = ٠+ ١ = ١,

f٢(vt) = f(vt) + ϵ = ٠+ ١ = ١,

(٧.١) شکل در را f٢ جریان فقط f٢ حقیقت در .f١(a) = f٢(a) ،a دیگر کمان هر برای و
می�دهد. به�دست

هستند: زیر صورت به رئوس حاوی که می�کنیم پیدا را است کرده شرکت f٢ با که X مجموعه حال
ببینید.) را (٧.١) (شکل

است، منبع s

داریم: W = swx گشت برای چون، w
i(W ) = i(sw) = c(sw)− f٢(sw) = ۵− ٢ > ٠,

داریم: W = swx گشت برای چون، x

i(W ) = min{i(sw), i(wx)} = min{c(sw)− f٢(sw), c(wx)− f٢(wx)}

= min{۵− ٢,٢− ١} > ٠,

داریم: W = swxu گشت برای چون، u

i(W ) = min{i(sw), i(wx), i(xu)}

= min{c(sw)− f٢(sw), c(wx)− f٢(wx), f٢(ux)}

= min{۵− ٢,٢− ١,٣} > ٠,

داریم: W = swxvu گشت برای چون، v

i(w) = min{i(sw), i(wx), i(xu), i(uv)}

= min{c(sw)− f٢(sw), c(wx)− f٢(wx), f٢(ux), c(uv)− f٢(uv)}

= min{۵− ٢,٢− ١,٣,٢− ١} > ٠,



٢١ مینیمم برش - ماکسیمم جریان قضیه .٣.١

داریم: W = swxuvt گشت برای چون، t

i(w) = min{i(sw), i(wx), i(xu), i(uv), i(vt)}

=min{c(sw)−f٢(sw), c(wx)−f٢(wx), f٢(ux), c(uv)−f٢(uv), c(vt)−f٢(vt)}

=min{۵− ٢,٢− ١,٣,٢− ١,۴− ٢} > ٠,

است. X = V دوباره دیگر، به�عبارت

یک تعریف برای آن از و می�سازیم را ϵ = ١ فرض با t به s از W = swxuvt گشت بنابراین
می�گیریم: درنظر زیر صورت به N از کمان�هایی روی f٣ جدید تابع

f٣(sw) = f٢(sw) + ϵ = ٢+ ١ = ٣, f٣(wx) = f٢(wx) + ϵ = ١+ ١ = ٢,

f٣(ux) = f٢(ux)− ϵ = ٣− ١ = ٢, f٣(uv) = f٢(uv) + ϵ = ١+ ١ = ٢,

f٣(vt) = f٢(vt) + ϵ = ٢+ ١ = ٣,

(٨.١) شکل در فقط f٣ حقیقت، در می�باشد. f٣(a) = f٢(a) ،a کمان�های بقیه�ی برای و
می�دهد. به�دست را f٣ جریان

(٨.١) (شکل رئوس مجموعه این که می�کنیم. مشخص را X مجموعه کننده�ی شرکت عناصر حال
از: عبارتند ببینید) را

است، منبع s

داریم: W = sw گشت برای چون ،w
i(w) = i(sw) = c(sw)− f٣(sw) = ۵− ٣ > ٠,

رئوس به w از یا می�روند s به w یا s با مجاور دیگر کمان�های همه�ی چون نیست، دیگری راس و
داریم: به�عبارت�دیگر است. برابر آن�ها ظرفیت مقدار با آن�ها جاری جریان مقدار و می�روند دیگر

X = {s, w},

• است. برش یک E(X,X) ،t /∈ X چون

شرط به متعلق X مجموعه�ی ) می�نامیم f ′ را موجود جریان قضیه، اثبات به برمی�گردیم حال
.( است t /∈ X

،X تعریف طبق آنگاه، باشد، X در x راس اگر حال است. برش یک E(X,X) بنابراین
و s = v٠ به�طوریکه دارد، وجود w منبع به s منبع از W = v٠ . . . vk نشده�ی f-اشباع ′ گشت
اگر بنابراین، .y /∈ X دیگر، عبارت به ندارد، قرار X در که باشد راسی y کنیم فرض .vk = x

ممکن y به s از W١ = v٠ . . . vky گشت باشد، f ′(xy) < c(xy) ویژگی با y به x از xy کمان



٢٢ قطعی شبکه�های .١

تناقض یک این که ،X در نه دارد، قرار X در y که می�گیریم نتیجه باشد، نشده f-اشباع است
است.

گشت آنگاه باشد، داشته وجود f ′(yx) > ٠ ویژگی با x به y از yx کمان اگر مشابه، طور به
می�آید. بدست تنافض یک دوباره و باشد نشده f-اشباع است ممکن y به s Wاز = v٠ . . . vky

٬f ′(xy) = c(xy) باشیم داشته باید و است y ∈ X و x ∈ X که xy از کمان هر بنابراین
نشان این .f ′(yx) = ٠ باشیم داشته باید و است y ∈ Xو x ∈ X که yx از کمان هر همچنین

که می�دهد
∀f(X,X) = ٠ −→ f ′(X,X) = c(X,X), (٢٣.١)

داریم: قبل قضیه طبق است، برش یک E(X,X) چون آنگاه باشد d مقدار دارای f ′ اگر حال
d = f ′(X,X)− f ′(X,X), (٢۴.١)

برش ظرفیت با برابر f ′ جریان مقدار دیگر عبارت به .d = c(X,X)−٠ = c(X,X) بنابراین
شد. کامل اثبات است. ماکسیمال جریان f ′ که می�دهد نشان است. E(X,X)

هستند، X به X از که کمان�هایی می�کند. پیدا را {s.w} ،X مجموعه و f ′ = f٣ ما، مثال در •
همچنین می�باشند، su, wv, wx کمان�های E(X,X) واقع در

c(X,X) = c(su) + c(wv) + c(wx) = ۴+ ١+ ٢ = ٧,

• داشتیم. انتظار آنچه مشابه است، f٣ جریان مقدار با مساوی که

که بیابیم گونه��ای به را f جریان اگر که است این می�شود گرفته قضیه این از که مهمی بسیار نتیجه�ی
مینیمم برش یک آن متناظر برش و ماکسیمم جریان یک f آنگاه باشد، برش یک ظرفیت برابر آن مقدار

است.

ماکسیمم جریان الگوریتم ۴.١

است کافی می�شود. بیان ماکسیمم جریان کردن پیدا الگوریتم شده، داده تعاریف و قضایا به توجه با حال
داده نسبت گراف به افزوده جریان و شود پیدا مانده گراف در t به s از افزایشی مسیر یک بار هر که
دست به ماکسیمال جریان آن اساس بر و می�شود بیان فالکرسون و فورد الگوریتم قسمت این در شود.
دلخواه جریان یک با می�شود. استفاده برچسب�گذاری تکنیک از ماکسیمال جریان تولید برای می�آید.
به صفر)، جریان (به�عبارت�دیگر، است صفر کمان ظرفیت دارای که جریانی مثال برای می�کنیم، شروع
منتهی ماکسیمال جریان یک به نهایتا که می�سازیم، صعودی مقدار با جریان�های از دنباله یک ترتیب

می�شود.
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از T زیردرخت یک (F جریان به رابطه (با N شبکه�ی از ۴٢ نشده f-اشباع درخت .١.۴.١ تعریف
به�طوری�که: است، N از G زمینه�ی گراف

باشد، T از راس یک s منبع (i)
�باشد. نشده f-اشباع مسیر یک T در یکتا مسیر s− v ،T از v راس هر برای (ii)

خورده هاشور کمان�های به�وسیله�ی که می�باشد f-اشباع�نشده درخت یک از مثالی (١١.١) شکل
پیدا f-افزایشی گشت�های از استفاده با را افزایشی مقدار با جریان�هایی از دنباله�ای است. آمده به�دست
زیر صورت به مرحله به مرحله فرآیند این است. نشده f-اشباع درخت�های کمک به یافتن که می�کنیم

است:
باشد، s منبع شامل حتما T درخت اولا (i)

به زیر روش دو طبق a کمان باشد، می�آید بدست گام هر در که T رئوس مجموعه X اگر (ii)
) نشود، ایجاد مسیر در دوری هیچ که می�آورند وجود به را امکان این روش دو این می�شود، وصل T

است): درخت یک هنوز نظر مورد مسیر مرحله هر پایان در به�عبارت�دیگر،
a کمان به آنگاه ،f(a) < c(a) باشیم داشته و باشد گرفته قرار E(X,X) برش در a کمان اگر (a)

می�شوند، T درخت انتهای و می�شوند وصل
a کمان به آنگاه ،f(a) > ٠ باشیم داشته و باشد گرفته قرار E(X,X) برش در a کمان اگر (b)

می�شوند، T به گذر یک و می�شوند وصل
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�نشده. f-اشباع درخت :١١.١ شکل

متوقف t از کوتاه�تر یا می�رود پیش t مقصد تا نهایتا ما، نظر مورد T درخت ساختار این به نسبت
مسیر ،T در st-مسیر مورد این در و دارد مانع از عبور که می�گوییم یابد، افزایش t از بیشتر اگر می�شود.
بخش آخرین آنگاه شود، متوقف t به رسیدن از قبل پیشروی عمل اگر دیگر بیان به است. f-افزایشی

باشد. ماکسیمال جریان باید f جریان که می�دهد نشان قضیه اثبات از
اختصاص طوری T درخت �نشده�ی f-اشباع رئوس به را برچسب�ها واقعی، برچسب�گذاری تکنیک
از T در یکتا مسیر pv که است λ(v) = i(pv) برچسب T از v راس هر برای یابند. افزایش که می�دهد

۴٢F-unsaturated tree
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مسیر تنها نه افتاد، اتفاق مانع از عبور اگر که است این برچسب�گذاری این مزیت می�باشد. v به s منبع
برای افزایشی رشد این می�شود. محاسبه λ(t) = i(pt) بلکه داریم، t مقصد به s منبع از pt f-افزایشی
منبع دادن قرار با برچسب�گذاری روش می�رود. کار به pt روی شده اصلاح اساسی جریان آوردن به�دست

می�دهد: ادامه را فرآیند زیر قوانین طبق می�کند. شروع را خود عملکرد λ(s) = ∞ برچسب با s
نخورده برچسب v اما باشد، خورده برچسب u گذر که باشد نشده f-اشباع کمان یک a اگر (١)

است: زیر برچسب دارای v آنگاه باشد،
λ(v) = min{λ(u), c(a)− f(a)}, (٢۵.١)

نخورده برچسب v گذر اما باشد خورده برچسب u به�طوریکه باشد، f(a) > ٠ شرط با کمانی a اگر (٢)
است: زیر برچسب دارای v آنگاه باشد،

λ(v) = min{λ(u), f(a)}, (٢۶.١)

همه�ی ،u راس برچسب یافتن برای است. شده برچسب�گذاری u پایه�ی بر v که می�گوییم موارد این در
برچسب�گذاری، فرآیند می�کنیم. برچسب�گذاری را شوند برچسب�گذاری u پایه�ی بر می�توانند که رئوسی
در داریم. مانع از عبور به�عبارت�دیگر می�یابد. ادامه شود، برچسب�گذاری t مقصد کمان هر زمانی�که تا
که را رئوسی بیشتر اینکه یا و می�کنیم پیدا را کنیم برچسب�گذاری می�توانیم که را رئوسی همه�ی یا واقع

می�باشد. ماکسیمال جریان f جریان به�عبارت�دیگر می�کنیم. برچسب�گذاری می�توانیم
ابتدایی جریان عنوان به صفر جریان ابتدا در می�شود. بیان ریاضی عبارات با را الگوریتم مراحل حال

می�شود. برده کار به N شبکه روی

نهایی، جریان مقدار و می�شود متوقف الگوریتم باشند، نامنفی صحیح ظرفیت�ها مقادیر اگر .٢.۴.١ نکته
است. ماکسیمم جریان یک

فالکرسون و فورد الگوریتم ١.۴.١

.f(xy) = ٠ می�دهیم قرار ،N در xy کمان هر برای :١ گام •

می�باشد). اشباع�نشده درخت در کمان�ها مجموعه�ی E ′ ) E ′ = ∅ دهید قرار :٢ گام •

.λ(s) = ∞ دهید قرار ،N از s منبع برای

می�باشد). خورده برچسب که رئوسی مجموعه�ی L) L = {s} دهید قرار

بودند). شده واقع جستجو مورد که است N در رئوسی مجموعه�ی S) S = ∅ دهید قرار

به�طوری�که باشد، N در xy کمان�های از مجموعه�ای F کنید فرض :٣ گام •
است). پیش�رو کمان�های شامل F ) c(xy) > f(xy)

شامل R) f(xy) > ٠ به�طوری�که باشد، N در xy کمان�های از مجموعه�ای R کنید فرض
می�باشد). پس�رو کمان�های
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بروید. ١٠ مرحله�ی به ،L− S = ∅ اگر :۴ گام •

کنید. انتخاب x ∈ L− S مانند راس یک :۵ گام •

مجموعه�ای و xy ∈ F به�طوری�که باشد، نداشته وجود y ∈ L در دیگری مسیر هیچ اگر :۶ گام •
بروید. ٧ گام به آنگاه کند، تولید را زمینه درخت E ′ ∪ {xy} کمان�های از

E ′ ∪ {xy} کمان�های از مجموعه�ای و xy ∈ F به�طوری�که y ∈ L یک باشد داشته وجود اگر
است: زیر صورت به y برچسب آنگاه کند، تولید را زمینه درخت

λ(y) = min{λ(x), c(xy)− f(xy)}, (٢٧.١)

کنید. تکرار را مرحله این حال دهید. تغییر L ∪ {y} به را L و E ′ ∪ {xy} به را E ′

کمان�های از مجموعه�ای و yx ∈ R به�طوری�که باشد، نداشته وجود y ∈ L هیچ اگر :٧ گام •
بروید. ٨ گام به آنگاه کند، تولید را زمینه درخت E ′ ∪ {yx}

E ′ ∪ {yx} کمان�های از مجموعه�ای و yx ∈ R به�طوری�که y ∈ L یک باشد داشته وجود اگر
است: زیر صورت به y برچسب آنگاه کند، تولید را زمینه درخت

λ(y) = min{λ(x), f(yx)}, (٢٨.١)

دهید. تغییر L ∪ {y} به را L و E ′ ∪ {yx} به را E ′

کنید. تکرار را مرحله این حال

بروید. ۴ مرحله�ی به ،t /∈ L اگر دهید. تغییر L′ ∪ {x} به را L :٨ گام •

زمانی�که به�عبارت�دیگر باشد، خورده برچسب t مقصد که می�رسیم زمانی مرحله این (به :٩ گام •
باشیم). داشته مانع از عبور

می�کنیم پیدا N در t به s از W افزایشی گشت می�بریم، کار به را فرآیند این عکس حالت حال
به را f(a) باشد، a ∈ F اگر ،W در a کمان هر برای و می�بریم کار به E ′ کمان�های برای و

می�دهیم. تغییر f(a)− λ(t) به باشد a ∈ R اگر و می�دهیم تغییر f(a) + λ(t)

برگردید. ٢ مرحله به

عبور هیچ و باشند شده پیدا رئوس برچسب�های همه�ی که می�رسیم زمانی مرحله این (به :١٠ گام •
باشد). نداشته وجود مانعی از

مجموعه�ای و می�دهد به�دست N در ماکسیمم جریان یک N در xy کمان هر برای f(xy) مقادیر
می�دهد. به�دست مینیمم برش یک L رئوس از
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مثال بیان با الگوریتم توضیح

شکل از N شبکه با و (٢١.١) تا (١٢.١) شکل�های به�وسیله�ی را الگوریتم این حال .٣.۴.١ مثال
استفاده الگوریتم در که صفر جریان جای (به می�کنیم شروع f دلخواه جریان با می�دهیم، توضیح (١١.١)
برچسب و است شده داده نشان خورده هاشور کمان�های با اشباع�نشده درخت مرحله هر در است). شده
مخصوص گام�های مکان، ذخیره برای است. شده داده نشان شکل�ها زیر نمودار با شده داده اختصاص
شده اعمال S و L ، E ′ مجموعه�های برای لازم تغییرات همچنین و برده کار به مثال برای را الگوریتم

است.
شده�اند. پیدا رئوس همه�ی برچسب بعدی مرحله�ی در چون می�باشد، ما نمودار آخرین (٢١.١) نمودار
رئوس برچسب همه�ی چون نمی�دهند. به�دست رئوس برای را جدیدی برچسب x و w ،s به�عبارت�دیگر
مانعی از عبور هیچ و می�باشد L = S الگوریتم بیان��شده�ی مراحل در به�عبارت�دیگر شده�است، پیدا
مقدار برابر و است ماکسیمال جریان یک (٢١.١) شکل نمودار در شده داده نشان جریان نداریم.

می�باشد. f(sz) + f(sw) = ۴+ ٣ = ٧
به�دست E(X,X) می�نیمال جریان یک رئوس برچسب از X = {s, w, x} مجموعه�ی حال هر به

می�باشد: زیر صورت به که ظرفیتی با می�دهد،
c(sz) + c(wz) + c(xy) = ۴+ ١+ ٢ = ٧,

داشتیم). انتظار که است (همانی می�باشد جریان مقدار همان که
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شده گذاری برچسب رئوس s w x

برچسب ∞ ۵ min{۵,٣− ٢} = ١

دوم گام :١۴.١ شکل
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شده گذاری برچسب رئوس s w x u

برچسب ∞ ۵ ١ min{۵,٢} = ٢

سوم گام :١۵.١ شکل
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برچسب ∞ ۵ ١ ٢ min{٢,۵− ٣} = ٢

چهارم گام :١۶.١ شکل
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برچسب ∞ ۵ ١ ٢ ٢ min{٢,۵} = ٢

پنجم گام :١٧.١ شکل
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شده گذاری برچسب رئوس s w x u y z t

برچسب ∞ ۵ ١ ٢ ٢ ٢ min{٢,۴− ٠} = ٢

ششم گام :١٨.١ شکل



٢٩ ماکسیمم جریان الگوریتم .۴.١
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٣٠ قطعی شبکه�های .١

شبکه کاربردهای حوزه�ی ٢.۴.١

و فرمول�بندی شبکه صورت به می�توانند سادگی به که دارند وجود عملیات در تحقیق در بسیاری مسایل
برد: نام را زیر مسایل می�توان مثال عنوان به گردند. حل ماکسیمم جریان مساله�ی کمک با

خلیج در نفت چاه�های که دریا ساحلی قسمت در گازطبیعی لوله�ی خط شبکه�ی یک طراحی -١
خط ساخت هزینه�ی کردن مینیمم تابع هدف کند. مرتبط ساحلی تحویل نقطه�ی یک به را مکزیک

است. لوله

موجود. راه�های شبکه�ی یک در واقع شهر دو بین مسیر کوتاه�ترین تعیین -٢

زغال معدن از سنگ زغال محلول خط شبکه�ی سال) در تن (برحسب ظرفیت بیشترین تعیین -٣
آبی، لوله�ی خطوط در آب کردن تلمبه با ) ۴۴ هاوستون برق نیروگاه به ۴٣ وایومینگ در سنگ

می�یابد). انتقال زغال�سنگ

لوله. خط شبکه�ی طریق از پالایشگاه�ها به نفتی میدان از هزینه کمترین با جریان برنامه�ی تعیین -۴

عمرانی. طرح یک فعالیت�های برای انجام) و آغاز (تاریخ زمان�بندی برنامه�ی تعیین -۵

آن. مشتریان به کارخانه�ها از شرکت توزیع شبکه�ی طریق از جریان ماکسیمم�سازی -۶

کارخانه�های به خود فروشندگان از شرکت یک عرضه�ی شبکه�ی طریق از جریان ماکسیمم�سازی -٧
آن.

لوله. خطوط سیستم طریق از نفت جریان ماکسیمم�سازی -٨

قنات�ها. سیستم طریق از آب جریان ماکسیمم�سازی -٩

نقل. و حمل شبکه طریق از نقلیه وسایل از ناشی جریان ماکسیمم�سازی -١٠

الگوریتم می�شود. انجام شبکه بهینه�سازی مختلف الگوریتم�های با مشابه، موارد و مسایل این حل
الگوریتم�ها این جمله�ی از هزینه، کمترین با کران�دار شبکه�ی مسیر، کوتاه�ترین الگوریتم ، ماکسیمم جریان

می�باشند.
صورت به صریح طور به می�توان می�شوند، حل شده یاد الگوریتم�های با مسایل این اینکه ضمن
از کاراتر شبکه، براساس پیشنهادی الگوریتم�های این، وجود با نمود. حل و فرمول�بندی خطی برنامه�های
نمایید). مراجعه [٢۴] منبع به می�توانید الگوریتم�ها این بیشتر توضیحات برای ) هستند سیمپلکس روش

۴٣Wyoming
۴۴Houston



٢ فصل

فازی شبکه�های

مقدمه ١.٢

انتقال، هزینه�های و رئوس خروجی و ورودی جریان مقادیر کمان�ها، ظرفیت انتقالی شبکه�ی یک در
تعمیرات ترافیک، ازدحام شبکه، در اضطراری شرایط هوایی، و آب شرایط مانند عواملی به است ممکن
عناصر به مربوط عوارض بنزین، قیمت در تغییرات مانند دیگر پیش�بینی غیرقابل عوامل از بعضی و
جریان بالطبع و شبکه در جریان که دارد وجود احتمال این بنابراین باشد. داشته بستگی غیره و شبکه
فازی انتقال شبکه�های بحث می�توان حالت این در نباشد. اندازه�گیری قابل درستی به شبکه در ماکسیمم
فازی مجموعه�های به مربوط مفهوم چند ابتدا فازی شبکه�ی تعریف از قبل فصل این در نمود. مطرح را

می�شود. بیان فازی اعداد و

اولیه تعاریف و مفاهیم ٢.٢
عضویت١ تابع .١.٢.٢ تعریف

مجموعه�ی در آن اعضای از نگاشتی ،A ⊆ X قطعی یکمجموعه�ی در µA عضویت(مشخصه) تابع
است. {٠,١} مجموعه�ی به X مرجع

µA : X → {٠,١}, (١.٢)

می�کند. نگاشت [٠,١] بازه�ی به را عضو هر فازی، مجموعه�های در عضویت تابع

µÃ : X → [٠,١], (٢.٢)

در x اعضای عضویت درجه�ی µÃ(x) می�باشد. (١ و ٠ (شامل ١ و ٠ بین حقیقی اعداد ،[٠,١] که
می�باشد[٢١]. x ∈ X هر برای Ã فازی مجموعه

١Membership function



٣٢ فازی شبکه�های .٢

فازی٢ مجموعه�ی .٢.٢.٢ تعریف
مشخص زیر مشخصه�ی تابع با X در Ã فازی مجموعه باشد. ناتهی مجموعه�ی یک X کنید فرض

می�شود:
µÃ(x) = X → [٠,١], (٣.٢)

می�شود[٢١]: مشخص کامل طور به زیر چندگانه�ی مجموعه�ی با Ã که داریم همچنین
Ã = {(x, µÃ(x)) | x ∈ X}, (۴.٢)

است. شده استخراج [١٢] منبع از زیر تعاریف

-برش٣ α .٣.٢.٢ تعریف
مجموعه از اعضایی شامل مجموعه�ای ،Ã فازی مجموعه�ی یک α-سطح) مجموعه�ی (یا برش -α

یعنی: باشد، α سطح مساوی یا بیشتر آن�ها عضویت مقدار که طوری به است X مرجع
Ã = {x | µÃ(x) ≥ α}, (۵.٢)

محمل۴ .۴.٢.٢ تعریف
هستند. نامنفی آن�ها عضویت تابع که است مجموعه آن از اعضایی ،Ã مجموعه�ی محمل

support(Ã) = {x ∈ X : µÃ(x) > ٠}. (۶.٢)

تحدب۵ .۵.٢.٢ تعریف
λ ∈ [٠,١] و x١, x٢ ∈ X همه�ی ازای به اگر است محدب Ã فازی مجموعه

µÃ(λx١ + (١− λ)x٢) ≥ min(µÃ(x١), µÃ(x٢)), (٧.٢)

باشند. محدب آن α-برش�های همه�ی اگر است، محدب فازی مجموعه .۶.٢.٢ لم

فازی۶ عدد .٧.٢.٢ تعریف
عضویت تابع و (فازی) محدب نرمال، شرایط با حقیقی اعداد از فازی مجموعه�ی یک Ã فازی عدد

می�دهند. نمایش F با را فازی اعداد همه�ی خانواده�ی می�باشد. کراندار (مرز) محمل از پیوسته
همه�ی برای R از زیرمجموعه�ای (فشرده) بسته محدب Ãα آنگاه باشد. فازی عدد یک Ã کنید فرض

و است α ∈ [٠,١]
a١(α) = min Ãα, a٢(α) = max Ãα, (٨.٢)

٢Fuzzy set
٣α-cut
۴Support
۵Convexity
۶Fuzzy number



٣٣ اولیه تعاریف و مفاهیم .٢.٢

α-برش راست سمت نمای a٢(α) و چپ سمت (کمان) نمای نشان�دهنده�ی a١(α) عبارت�دیگر، به
: چپ سمت نمای تابع علاوه�براین، است.

a١ : [٠,١] → R, (٩.٢)

راست: سمت نمای تابع و می�باشد پیوسته) (شبه نیمه�پیوسته پایین از و است یکنوا صعودی
a٢ : [٠,١] → R, (١٠.٢)

بنابراین: می�باشد. نیمه�پیوسته بالا از و است یکنوا نزولی
Ãα = [a١(α), a٢(α)]. (١١.٢)

٧LR فازی اعداد .٨.٢.٢ تعریف
شود: توصیف زیر صورت به می�تواند Ã ∈ F فازی عدد هر

µÃ(t) =



L
(a− t

α

)
, if t ∈ [a− α, a]

١, if t ∈ [a, b]

R
(t− b

β

)
, if t ∈ [b, b+ β]

٠, o.w

(١٢.٢)

هستند. Ã عرض چپ و راست ترتیب به β و α می�باشد. Ã نوک یا راس [a, b] که
L : [٠,١] → [٠,١], R : [٠,١] → [٠,١], (١٣.٢)

بازه�ی این می�باشد. L(١) = R(١) = ٠ و L(٠) = R(٠) = ١ با توابع غیرافزایشی و پیوسته شکل
فازی LR عدد یک داد. نشان Ã = (a, b, α, β)LR صورت به و نامید LR-گونه می�توان را فازی
مقدار صورت به می�تواند a = b مرکز با مثلثی فازی عدد .L = R = ١− x و a = b اگر است، مثلثی

شود. دیده « a برابر تقریبا x » فازی

داریم: آنگاه باشند، بسته بازه�ی دو [c, d] و [a, b] کنید فرض .٩.٢.٢ تعریف

[a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d], الف:

−[a, b] = [−b,−a], ب:

[a, b]− [c, d] = [a, b] + (−[c, d]) = [a, b] + [−d,−c] = [a− d, b− c], ج:

٨ فازی گراف .١٠.٢.٢ تعریف
G̃(X, σ, µ) تایی سه باشد. {١,٢, . . . , n} مجموعه با برابر و متناهی مجموعه یک X کنید فرض

به�طوری�که: می�شود، نامیده X روی فازی گراف
٧LR fuzzy numbers
٨Fuzzy graph



٣۴ فازی شبکه�های .٢

است، برقرار راس یا گره هر عضویت سطح برای و σ : X −→ [٠,١]
است، برقرار کمان هر عضویت سطح برای و µ : X ×X −→ [٠,١]

.µ(i, j) ≤ σ(i) ∧ σ(j) داریم: همچنین
µn(٠,٠) می�توانیم بنابراین بود، خواهد X در فازی رابطه�ی یک عنوان به µ(٠,٠) که است بدیهی

و کنیم تعریف کلاسیک مینیمم ـ ماکسیمم عمل کمک با و باخودش بار n ،µ ترکیب صورت به را
µn(i, j) = sup{µ(ii١) ∧ µ(i١i٢) ∧ · · · ∧ µ(in−١j)|i١, . . . , in−١ ∈ V }, (١۴.٢)

µ∞(i, j) = sup
n

µn(i, j) ∀i, j ∈ X, n = {١,٢, . . . }. (١۵.٢)

می�شود. تعریف j و i بین مسیر همبندی شدت اخیر رابطه�ی

فازی شبکه�های مختلف حالت�های برای دسته�بندی ١.٢.٢

به که فازی، شبکه�ی یک که کرد اشاره نکته این به باید شود، بیان فازی شبکه�ی تعریف اینکه از قبل
تعریف و بررسی زیر مختلف حالت�های در می�توان را می�باشد، G = (V,E) جهت�دار گراف صورت

نمود:
.( G̃ = (V,E)) باشد قطعی کمان�ها ظرفیت ولی باشد، فازی شبکه، به مربوط گراف (١)

.(G = (V, Ẽ)) باشد فازی کمان�ها ظرفیت ولی باشد، قطعی شبکه، گراف (٢)
.(G̃ = (V, Ẽ)) باشند فازی دو هر ظرفیت و گراف (٣)

.( G = (Ṽ , E) ) باشد فازی گراف رئوس اما باشند، قطعی دو هر ظرفیت و گراف (۴)
فازی، ظرفیت جمله از فازی شبکه�های برای دیگری مختلف حالت�های می�توان ترتیب همین به و
کمان فازی، ظرفیت حالت با فازی شبکه�ی مجموعه این در گرفت. نظر در ... و فازی راس فازی، کمان

است. شده تعریف و بیان فازی غیر رئوس و فازی گراف فازی،

فازی٩ شبکه .١١.٢.٢ تعریف
کمان هر برای که را G̃ صورت این در باشد. همبند جهت�دار گراف یک G̃ = (V, Ẽ) کنید فرض
باشند: برقرار زیر شرایط اگر گویند، فازی شبکه�ی یک را است شده گرفته نظر در فازی ظرفیت یک آن،
خروجی درجه�ی با راسی دارای همچنین و s منبع نام به صفر ورودی درجه�ی با راسی دارای (الف):

باشد. t مقصد نام به صفر
نامنفی حقیقی اعداد مجموعه�ی به Ẽ از تابعی بنابراین می�باشد. فازی وزن� دارای G̃ گراف (ب):
می�کند محدود را آن از عبوری فازی جریان که می�دهد اختصاص فازی ظرفیتی کمان هر به که دارد وجود

می�شود. داده نشان c̃(i,j) با ،(i, j) کمان هر برای و

از کمان هر می�کنید، مشاهده که طور همان است. شده داده نشان فازی شبکه�ی یک (١.٢) شکل در
تشکیل می�باشد، کمان هر از عبوری جریان بیانگر دوم عدد و ظرفیت بیانگر اول عدد که فازی عدد دو

٩Fuzzy Network



٣۵ اولیه تعاریف و مفاهیم .٢.٢
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فازی ظرفیت�های و جریان با فازی جهت�دار شبکه�ی یک :١.٢ شکل

دارای جریان مخالف جهت در و کمان ظرفیت همان دارای جریان جهت در کمان هر در همچنین می�شود.
کمان آن ظرفیت مساوی کمتر همواره کمان یک در جریان مقدار این بر علاوه می�باشد. صفر ظرفیت
هستند فازی غیر رئوس پایان�نامه این در شده ذکر موارد تمامی در که است ذکر به لازم همچنین می�باشد.

می�باشند. (
∑

Vi = ١) واحد وزن دارای و

فازی١٠ جریان .١٢.٢.٢ تعریف
است تابعی ،{c̃i} کمان ظرفیت�های و t مقصد راس و s مبدا راس با N شبکه�ی در f̃ فازی جریان

می�شود: تعریف زیر صورت به E کمان�های مجموعه روی که

٠ ≤ f̃(e) ≤ c̃(e) (١۶.٢)

٠ ≤ f̃R
i (e) ≤ c̃Ri (e)

٠ ≤ f̃L
i (e) ≤ c̃Li (e)

(١٧.٢)

با متناظر اندیس R و α-سطح بازه�ی پایین کران با متناظر اندیس L α-سطح، با متناظر عدد i که
می�باشد. α-سطح بازه�ی بالای ∑کران

(x,y)∈E

f̃(x, y) =
∑

(y,x)∈E

f̃(y, x), ∀x ̸= s, t (١٨.٢)

فازی اعداد از α-برش روی محاسبات .١٣.٢.٢ تعریف
آنگاه باشد. B̃α = [b١(α), b٢(α)] و Ãα = [a١(α), a٢(α)] با فازی اعداد B̃ و Ã کنید فرض

داریم[٢۵]:

[Ã+ B̃]α = [a١(α) + b١(α), a٢(α) + b٢(α)], (١٩.٢)

١٠Fuzzy Flow



٣۶ فازی شبکه�های .٢

[Ã− B̃]α = [a١(α)− b٢(α), a٢(α)− b١(α)], (٢٠.٢)

[λÃ]α = λÃα, (٢١.٢)

ازای به λ < ٠ اگر [λÃ]α = [λa٢(α), λa١(α)] و λ ≥ ٠ اگر [λÃ]α = [λa١(α), λa٢(α)] که
است. برقرار α ∈ [٠,١] همه�ی

فازی١١ ماکسیمم .١۴.٢.٢ تعریف
باشند. فازی عدد دو B̃α = [b١(α), b٢(α)] و Ãα = [a١(α), a٢(α)] کنید فرض

[max(Ã, B̃)]α = max{Ãα, B̃α} = [max{a١(α), b١(α)},max{a٢(α), b٢(α)}], (٢٢.٢)

است. شده داده نشان (٢.٢) شکل در max{Ã, B̃} نماد این

مثلثی. فازی اعداد ماکسیمم :٢.٢ شکل

است. شده استخراج [٢٢] منبع از زیر تعاریف

فازی اعداد مختلف انواع تعاریف ٣.٢

١٢ مثلثی فازی عدد .١.٣.٢ تعریف
(a, b, c ∈ R) باشد: زیر صورت به آن عضویت تابع اگر می�شود، گفته Ã = (a, b, c) فازی عدد

µÃ(x) =



(x− a)

(b− a)
, a ≤ x ≤ b

(x− c)

(b− c)
, b ≤ x ≤ c

٠, o.w

(٢٣.٢)

.α ≥ ٠ اگر اگروفقط� می�شود گفته نامنفی فازی عدد Ã = (a, b, c) مثلثی فازی عدد .٢.٣.٢ تعریف
١١Fuzzy maximum
١٢Fuzzy Triangular Number



٣٧ فازی اعداد مختلف انواع تعاریف .٣.٢

مثلثی فازی اعداد حسابی عملیات ١.٣.٢

می�شود. بیان R حقیقی اعداد مرجع مجموعه روی مثلثی فازی اعداد بین تفریق و جمع حال
داریم: آنگاه باشند، مثلثی فازی عدد دو Ã٢ = (a٢, b٢, c٢) و Ã١ = (a١, b١, c١) کنید فرض

Ã١ ⊕ Ã٢ = (a١, b١, c١)⊕ (a٢, b٢, c٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢), الف:

Ã١ ⊖ Ã٢ = (a١, b١, c١)⊖ (a٢, b٢, c٢) = (a١ − c٢, b١ − b٢, c١ − a٢), ب:

Ã١ = Ã٢ ⇐⇒ a١ = a٢, b١ = b٢, c١ = c٢. ج:

تساوی قید به نامساوی قید تبدیل ٢.٣.٢

داریم[١٩]: آنگاه باشند، مثلثی فازی عدد دو B̃٢ = (a٢, b٢, c٢) و Ã١ = (a١, b١, c١) کنید فرض

Ã ⪯ B̃ ⇐⇒ a١ ≤ a٢, b١ − a١ ≤ b٢ − a٢, c١ − b١ ≤ c٢ − b٢. (٢۴.٢)

نامنفی مثلثی فازی عدد C̃ کرد، تبدیل Ã ⊕ C̃ = B̃ صورت به را آن می�توان آنگاه ،Ã ⪯ B̃ اگر
می�باشد.

١٣ ذوزنقه�ای فازی عدد .٣.٣.٢ تعریف
زیر صورت به آن عضویت تابع اگر می�شود، گفته ذوزنقه�ای فازی عدد Ã = (a, b, c, d) فازی عدد

(a, b, c, d ∈ R) باشد:

µÃ(x) =



٠, −∞ < x ≤ a

(x− a)

(b− a)
, a ≤ x < b

١, b ≤ x ≤ c

(x− d)

(c− d)
, c < x ≤ d

٠, d ≤ x < ∞

(٢۵.٢)

ذوزنقه�ای فازی اعداد حسابی عملیات ٣.٣.٢

داریم: آنگاه باشند، ذوزنقه�ای فازی عدد دو Ã٢ = (a٢, b٢, c٢, d٢) و Ã١ = (a١, b١, c١, d١) کنید فرض

Ã١ ⊕ Ã٢ = (a١, b١, c١, d١)⊕ (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢), الف:

Ã١ ⊖ Ã٢ = (a١, b١, c١, d١)⊖ (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ − d٢, b١ − c٢, c١ − b٢, d١ − a٢), ب:
١٣Fuzzy trapezoidal Number



٣٨ فازی شبکه�های .٢

ذوزنقه�ای فازی عدد :٣.٢ شکل

١۴ یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد .۴.٣.٢ تعریف
عضویت تابع اگر می�شود، نامیده یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد Ã = (a, b, c, d;w) فازی عدد

(.٠ < w ≤ ١ و a, b, c, d ∈ R ) باشد: زیر صورت به آن

µÃ(x) =



٠, −∞ < x ≤ a

w(x− a)

(b− a)
, a ≤ x < b

w, b ≤ x ≤ c

w(x− d)

(c− d)
, c < x ≤ d

٠, d ≤ x < ∞

(٢۶.٢)

یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد حسابی عملیات ۴.٣.٢

بیان R حقیقی اعداد مرجع مجموعه روی یافته، تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد بین تفریق و جمع حال
می�شود.

یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد دو Ã٢ = (a٢, b٢, c٢, d٢;w٢) و Ã١ = (a١, b١, c١, d١;w١) اگر
داریم: آنگاه باشند،

(i) Ã١ ⊕ Ã٢ = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢; min(w١, w٢)), (٢٧.٢)

(ii) Ã١ ⊖ Ã٢ = (a١ − d٢, b١ − c٢, c١ − b٢, d١ − a٢; min(w١, w٢)), (٢٨.٢)

فازی عدد دو B̃ = (−٣,۴,٠٫;١٠,١٢ ٢) و Ã = (−٢,٣,۵,٠٫;٧ ٣) کنید فرض .۵.٣.٢ مثال
داریم: آنگاه باشند، یافته تعمیم ذوزنقه�ای

(i) Ã⊕ B̃ = (−۵,٧,١۵,١٩; min(٠٫ ٣,٠٫ ٢)) = (−۵,٧,١۵,٠٫;١٩ ٢) (٢٩.٢)

(ii) Ã⊖ B̃ = (−١۴,−٧,١,١٠; min(٠٫ ٣,٠٫ ٢)) = (−١۴,−٠٫;٧,١,١٠ ٢) (٣٠.٢)
١۴Fuzzy generalized trapezoidal Number



٣٩ فازی اعداد مختلف انواع تعاریف .٣.٢

١۵ رتبه�بندی تابع .۶.٣.٢ تعریف
ℜ : F̃ (R) → R (رتبه�ای)، رتبه�بندی تابع از استفاده فازی، اعداد مقایسه�ی برای موثر روش یک
فازی عدد هر که است حقیقی اعداد مجموعه روی شده تعریف فازی اعداد مجموعه F̃ (R) که می�باشد،
دیگر: عبارت به باشد، داشته وجود طبیعی ترتیب یک آن در باید و می�کند نگاشت حقیقی خط به را

(i) Ã ≻ B̃ ⇔ ℜ(Ã) > ℜ(B̃), (٣١.٢)

(ii) Ã ≺ B̃ ⇔ ℜ(Ã) < ℜ(B̃), (٣٢.٢)

(iii) Ã ≈ B̃ ⇔ ℜ(Ã) = ℜ(B̃), (٣٣.٢)

یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد دو B̃ = (a٢, b٢, c٢, d٢;w٢) و Ã = (a١, b١, c١, d١;w١) کنید فرض
داریم: آنگاه ،w = min(w١, w٢) و باشند

ℜ(Ã) = w(a١ + b١ + c١ + d١)

۴ و ℜ(B̃) =
w(a٢ + b٢ + c٢ + d٢)

۴ , (٣۴.٢)

ℜ(Ã) = a+ ٢b+ c

۴ داریم: آنگاه باشد، مثلثی فازی عدد یک Ã = (a, b, c) کنید فرض همچنین

ℜ(Ã) = a+ b+ c+ d

۴ داریم: آنگاه باشد، ذوزنقه�ای فازی عدد یک Ã = (a, b, c, d) اگر و

در را متناظر رتبه�بندی تابع با Ã ≈ B̃ تعمیم�یافته فازی عدد دو ١۶ حالت تابع .٧.٣.٢ تعریف
صورت به حالت تابع می�شود. بیان ماکسیمم جریان وضعیت برای (نما) حالت تابع بگیرید، نظر
است حقیقی اعداد مجموعه روی شده تعریف فازی اعداد مجموعه F̃ (R) می�باشد، M : F̃ (R) → R

می�کند. نگاشت حقیقی خط به را فازی عدد هر که
تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد دو B̃ = (a٢, b٢, c٢, d٢;w٢) و Ã = (a١, b١, c١, d١;w١) کنید فرض

داریم: آنگاه باشند، یافته

M(Ã) =
w١(b١ + c١)

٢ و M(B̃) =
w٢(b٢ + c٢)

٢ . (٣۵.٢)

یافته تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد از مجموعه یک Ãi ; i = ١,٢, . . . , n کنید فرض .٨.٣.٢ نکته
Ãk یافته�ی تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد آنگاه باشد، ℜ(Ãk) ≤ ℜ(Ãi) ها i همه�ی ازای به اگر باشد.
آنگاه باشد، ℜ(Ãt) ≥ ℜ(Ãi) ها i همه�ی ازای به اگر و است Ãi ; i = ١,٢, . . . , n مجموعه�ی مینیمم

می�باشد. Ãi ; i = ١,٢, . . . , n مجموعه�ی ماکسیمم Ãt یافته�ی تعمیم ذوزنقه�ای فازی عدد

مثلثی فازی اعداد با عملیات ۵.٣.٢

مسایل با می�گیریم، نظر در را مینیمم هزینه�ی با جریان یافتن و ماکسیمم جریان مسایل زمانی�که
هزینه�های کمان�ها، امتداد در عبور جریان، مقادیر کمان، ظرفیت�های می�شویم. مواجه شبکه در فازی�سازی

١۵Ranking Function
١۶Mode Function



۴٠ فازی شبکه�های .٢

با را پارامترها این ما بنابراین شوند، اندازه�گیری نمی�توانند دقت با محصولات از واحد هر در انتقال
داد. خواهیم نمایش مثلثی اعدادفازی

- b مثلثی، عدد مرکز - a که ،(a, b, c) می�شود: داده نمایش صورت این به مثلثی فازی اعداد
(۴.٢) شکل در که همان�طور می�باشد، مرکز راست سمت به انحراف - c مرکز، چپ سمت به انحراف

است. شده داده نشان

..

µ(x)

. x.
٠

.

١

.

α

..
a− b

..
a+ c

..
a١(α)

..
a

.
a٢(α)

.

مثلثی فازی عدد :۴.٢ شکل

فازی مثلثی اعداد Ã٢ و Ã١ کنید فرض هستند: زیر صورت به مثلثی فازی اعداد تفریق و جمع
داریم: بنابراین .Ã٢ = (a٢, b٢, c٢) و Ã١ = (a١, b١, c١) طوری�که به باشند،

Ã١ + Ã٢ = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢), (٣۶.٢)

Ã١ − Ã٢ = (a١ − a٢, b١ + b٢, c١ + c٢), (٣٧.٢)

می�باشد. آمده به�دست عدد بودن مبهم مثلثی، فازی اعداد تفریق و جمع در روش�ها این ضعف نقطه�ی
(٢,١,١)+ داریم: غیرقطعی مرزهای افزایش با و خود با مثلثی اعداد کردن جمع هنگام مثال، عنوان به
درست کلی حالت در .(٢,١,١) + (٢,١,١) + (٢,١,١) = (۶,٣,٣) و (٢,١,١) = (۴,٢,٢)
حقیقت در بماند. باقی ثابت باید آن مرزهای درحالی�که یابد، افزایش باید مثلثی عدد مرکز زیرا نیست،
درنظر فازی، اعداد تعیین هنگام معمولا که دارد، آن مرکز اندازه�ی به بستگی فازی عدد مرزهای مقدار
مواد از ١kg که هنگامی مثال (برای باشد مشخص عدد مرکز اول است بهتر بنابراین، نمی�شود. گرفته
g١١٠٠ تا ٩٠٠ » بین اعداد واقع در می�کنیم، صحبت ١kg حدود در » مورد در می�کنیم، اندازه�گیری را
دلالت تن» ١ «حدود مفهوم به می�کنیم، صحبت مواد تن ١ مورد در که هنگامی اما می�شود، شامل را

.( kg١١١٠ و kg ٩٩٠ بین اعداد یعنی می�کند،
درنتیجه، است. وقت�گیر و دشوار بسیار نیز مختلف معیارهای به توجه با مثلثی فازی اعداد مقایسه�ی
مقادیر کنید فرض است. شده پیشنهاد داریم، سروکار فازی مثلثی اعداد با زمانی�که برای بعدی روش



۴١ فازی اعداد مختلف انواع تعاریف .٣.٢

می�باشند. مثلثی فازی اعداد صورت به انتقال هزینه�های یا جریان�ها باشند، داشته وجود کمان�ها ظرفیت
و می�شوند (تفریق) جمع آن�ها مراکز اصلی، مثلثی فازی عدد دو کردن) کم ) کردن جمع هنگام سپس
ظرفیت کنید فرض است. مجاور مقادیر برای نیاز مورد ارزش تعریف به لازم انحرافات محاسبه�ی برای
« x١ نزدیکی «در وابسته�ی مقدار دو بین « x نزدیکی «در نقل) و حمل هزینه�ی یا جریان ) فازی کمانی
عدد یک شکل به µx٢(x٢) و µx١(x١) عضویت توابع که ( x١ ≤ x ≤ x٢) باشد، «x٢ نزدیکی «در و

شده�اند. داده نشان (۵.٢) شکل در که باشند، مثلثی

..

µ

. x.

u

.

١

.............

µx١

.

µx′

.

µx٢

..

lL١

..

lR١

..

lL

..

lR

..

lL٢

..

lR٢

.

x١

.

x′

.

x٢

انتقال). هزینه�های یا (جریان�ها کمان�ها ظرفیت�های به دادن مقدار :۵.٢ شکل

انتقال) هزینه�ی یا جریان ) فازی کمان ظرفیت از عضویت تابع مرزهای مجموعه�ی می�توان بنابراین،
نشان زیر صورت به مجاور مقادیر از راست و چپ مرزهای از خطی ترکیب اساس بر را «x نزدیکی «در

داد:

lL =
(x٢ − x)

(x٢ − x١
× lL١ +

(
١− (x٢ − x)

(x٢ − x١)

)
× lL٢ , (٣٨.٢)

lR =
(x٢ − x)

(x٢ − x١
× lR١ +

(
١− (x٢ − x)

(x٢ − x١)

)
× lR٢ . (٣٩.٢)

راست سمت انحراف مرز lR است، نیاز مورد فازی عدد چپ سمت انحراف مرز lL (٣٨.٢) رابطه�ی در
روی شده مشخص مقدار کردن) کم ) کردن جمع با مثلثی عدد مرکزی مقدار که زمانی مورد در است.
روی شده مشخص تعداد انحراف مرزهای با منطبق آن انحراف مرزهای می�شود، تکرار اعداد محور
محور روی بار اولین آن مقدار اما نباشد، عدد دو بین نیاز مورد مرکزی مقدار اگر می�باشد. اعداد محور
مشخص محور روی قبلی، شده�ی مشخص مقادیر همزمان آن انحراف مرزهای باشد، شده مشخص اعداد
است. شده مشخص مقدار آخرین برای مرکزی نیاز مورد مقدار که است زمانی حالت این مشابه شده�اند.
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٣ فصل

ماکسیمم جریان مسایل حل

فازی شبکه�های در ماکسیمم جریان مساله�ی ١.٣

مقصد راس یک و مبدا راس یک طوری�که به وزن�دار کمان�های با دار جهت گراف یک به که گفتیم
کمان آن از عبوری جریان ظرفیت نشان�دهنده�ی کمان، هر وزن می�گوییم. ١ جریان شبکه�ی باشد، داشته
٢ ماکسیمم جریان مساله�ی در است. جریان عبور قابل جهت نشان�دهنده�ی کمان هر جهت و می�باشد
کمان هر از که به�طوری کرد، منتقل مقصد به منبع از می�توان که کنیم پیدا را جریانی حداکثر می�خواهیم

کند. عبور جریان مجاز جهت در و آن ظرفیت اندازه�ی به حداکثر

داشتن اختیار در با است: صورت این به کلی طور به فازی شبکه�های در ماکسیمم جریان مساله�ی
راهی یافتن هدف ،t مقصد راس یک و s مبدا راس یک و مثبت فازی کمان�های ظرفیت با گراف یک
مقدار که گونه�ای به t به s از مسیرهایی امتداد در جریان) ) کالا نوع یک مقدار بیشترین ارسال برای
(دوگان مینیمم st-برش مساله�ی در باشد. کمان آن ظرفیت برابر حداکثر کمان یک از عبوری کالای
که گونه�ای به است ظرفیت کمترین با کمان�ها از مجموعه�ای یافتن هدف نیز ماکسیمم) جریان مساله�ی
ماکسیمم جریان مساله�ی از نمونه یک باشد. مجموعه این در کمان یک حداقل شامل t به s از مسیر هر
متمایزی راس t ∈ Ẽ می�شود، نامیده منبع که است متمایزی راس s ∈ V که G̃ = (V, Ẽ, s, t, c̃) فازی

داریم: نیز جریان تعریف طبق است. فازی ظرفیت تابع c̃ و می�شود نامیده مقصد یا حفره که است

∀v ∈ V − {s, t} :
∑

w∈V :(v,w)∈Ẽ

f̃(v, w) = ٠, (١.٣)

خارج شبکه از که خالصی جریان مقصد، و منبع از غیر به رئوس همه�ی برای که است معنی این به این و
چون دهیم، تشخیص را v راس ورودی و خروجی جریان نیست لازم یعنی است. صفر برابر می�شود

١ Network flow
٢Maximum flow
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برابرند. هم با می�شوند، خارج راس آن از که جریانی مقدار با می�شود وارد راس هر به که جریانی مقدار
است: مقصد به ورودی خالص جریان برابر f̃ فازی جریان مقدار

|f̃ | =
∑

v∈V :(s,v)∈Ẽ

f̃(s, v) =
∑

v∈V :(v,t)∈Ẽ

f̃(v, t), (٢.٣)

که است بدیهی است. مانده s− t مسیر یک افزوده مسیر است. ماکسیمم جریان یک کردن پیدا هدف
بهبود جریان ارسال با می�توان مسیر این از فقط را f̃ آنگاه باشد، داشته وجود G̃f̃ در افزوده مسیر اگر

بخشید.

نداشته افزوده�ای مسیر هیچ G̃f̃ اگر فقط و اگر است ماکسیمم جریان یک f̃ جریان .١.١.٣ قضیه
باشد.

استخراج [٢٠] منبع از الگوریتم این می�شود. بیان الگوریتمی ماکسیمم جریان مساله�ی حل برای حال
است. شده

فازی ماکسیمم جریان مسایل حل برای الگوریتمی ٢.٣

چن ندارد، وجود نرمال شکل به عضویت تابع کردن محدود امکان بسیاری موارد در این�که به توجه با
یافته تعمیم فازی اعداد مورد در زیادی تحقیقات داد[۵]. را یافته تعمیم فازی اعداد مفهوم پیشنهاد ٣

یافته تعمیم فازی اعداد تاکنون اما رفته�اند. کار به زندگی واقعی مسایل حل برای که گرفته�اند صورت
موجود الگوریتم� قسمت، این در است. نشده برده کار به درستی به ماکسیمم جریان مسایل حل جهت
ذوزنقه�ای فازی اعداد با پارامترها همه�ی نمایش با مقصد، و منبع بین فازی ماکسیمال جریان یافتن برای

است. رفته کار به یافته، تعمیم

از مستقیمی توسعه�ی الگوریتم این چون می�باشد. برچسب�گذاری روش یک شده بیان الگوریتم
که فازی ماکسیمال مسایل حل برای و است ساده خیلی آن فهم بنابراین است، موجود الگوریتم�های
یافتن برای فازی ماکسیمال جریان الگوریتم می�رود. کار به می�دهد، رخ زندگی واقعی موقعیت�های در
کمان است. شده پایه�ریزی مقصد و منبع بین شبکه، در مثبت جریان با لازم شرایط دارای مسیرهای
که فازی ظرفیت�های این از بخشی بگیرید. نظر در را (f̃ cij, f̃ cji) اولیه�ی فازی ظرفیت�های با (i, j)
روز به کمان از باقی�مانده) فازی (ظرفیت�های فازی �مانده�ی مقادیر آمده�اند، دست به کمان در جریان از

می�برند. کار به فازی �مانده�های این نمایش برای را (f̃ cij, f̃ cji) نماد شده�اند. رسانی

جریان f̃aj که می�دهند، قرار [f̃aj, i] برچسب می�کند، دریافت جریان i راس از که j راس هر برای
می�شود: خلاصه زیر صورت به الگوریتم مراحل می�باشد. j به i راس از فازی

٣Chen
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با مساوی (خروجی) �مانده فازی ظرفیت مجموعه�ی ،(i, j) کمان�های همه�ی برای اول: گام •
داریم: دیگر عبارت به می�باشد، (ورودی) اولیه فازی ظرفیت مجموعه�ی

(f̃ cij, f̃ cji) = (f̃ cij, f̃ cji), (٣.٣)

�گذاری برچسب [(∞,∞,∞,∞;١),−] با را ١ منبع و f̃a١ = (∞,∞,∞,∞;١) کنید فرض
بروید. دوم گام به و ،i = ١ دهید قرار و کنید

وسیله�ی به i راس از مستقیما می�تواند که j نخورده�ی برچسب رئوس مجموعه�ی ،Si دوم: گام •
ازای به f̃ cij دیگر، عبارت به ) کنید تعیین را آید، دست به مثبت �مانده�ی مقدار با کمان�های
صورت، این درغیر بروید. سوم گام به ،Si ̸= ∅ اگر است). نامنفی فازی عدد یک j ∈ Si همه�ی

بروید. چهارم گام به

دهید قرار .max
j∈Si

{ℜ(f̃ cij)} = ℜ(f̃ cik) که، طوری به کنید تعیین را k ∈ Si سوم: گام •

برچسب مقصد راس ،k = n اگر کنید. گذاری برچسب [f̃ak, i] با را k راس و ،f̃ak = f̃ cik

دهید قرار صورت این غیر در بروید. پنجم گام به بود، شده پیدا نظر مورد مسیر و بود خورده
بروید. دوم گام به و ،i = k

برگشتی مسیر چهارم: گام •

صورت، این غیر در بروید. ششم گام به نیست، امکان�پذیر شرایطی دارای مسیر هیچ ،i = ١ اگر
مجاور رئوس مجموعه از i و بود خورده برچسب جاری iراس از قبل بلافاصله که بود راسی r اگر

بروید. دوم گام به و i = r دهید قرار بود. شده حذف r با

�مانده�ها تعیین پنجم: گام •

راس از لازم شرایط دارای مسیرهای pامین از رئوسی Np = {١, k١, k٢, . . . , n} کنید فرض
صورت به مسیر امتداد در ماکسیمال جریان بنابراین باشد. شده تعریف n مقصد راس به ١ منبع

می�شود: محاسبه زیر
f̃p = min{f̃a١, f̃ak١ , f̃ak٢ , . . . , f̃an}, (۴.٣)

و می�یابد کاهش جریان جهت در f̃p وسیله�ی به دلخواه مسیر امتداد در کمان هر �مانده�ی ظرفیت
روی j و i رئوس برای دیگر، عبارت به می�یابد. افزایش جریان جهت عکس در f̃p وسیله�ی به

می�یابد: تغییر زیر صورت به (f̃ cij, f̃ cij) فعلی مقدار از مانده جریان مسیر،

(f̃ cij ⊖ f̃p , f̃ cji ⊕ f̃p) باشد، j به i از جریان اگر (الف)

(f̃ cij ⊕ f̃p , f̃ cji ⊖ f̃p) باشد، i به j از جریان اگر (ب)

تا برگردید، دوم گام به و i = ١ دهید قرار شد. حذف چهارم گام در که رئوسی به برگردید مجددا
کنید. پیدا جدید لازم شرایط دارای مسیر یک
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راه�حل ششم: گام •

ماکسیمال جریان است، شده مشخص لازم شرایط دارای مسیرهای ،m اینکه به توجه با (الف)
است: زیر صورت به شبکه در فازی

F̃ = f̃١ ⊕ f̃٢ ⊕ · · · ⊕ f̃m, (۵.٣)

می�باشد. لازم شرایط بدون مسیرهای آوردن دست به تکرار تعداد m که

و (f̃ cij, f̃ cji) برابر ترتیب به ،(i, j) کمان نهایی و اولیه فازی مانده�های از استفاده با (ب)
می�شود: محاسبه زیر صورت به (i, j) کمان در فازی بهینه�ی جریان ،(f̃ cij, f̃ cji)

فازی بهینه�ی فازی جریان ،ℜ(α) > ٠ اگر .(α, β) = (f̃ cij ⊖ f̃ cij, f̃ cji ⊖ f̃ cji) کنید فرض
β ،i به j از فازی بهینه�ی جریان ،ℜ(β) > ٠ اگر صورت، این غیر در می�باشد. α ،j به i از

است). ممکن غیر باشند، مثبت ℜ(β) و ℜ(α) دوی هر (اینکه می�باشد

مثال با الگوریتم بیان ١.٢.٣

است. شده داده توضیح عددی مثال یک حل با شده ذکر الگوریتم قسمت این در

با دوطرفه فازی ظرفیت�های بگیرید. نظر در را (١.٣) شکل در شده داده نشان شبکه�ی .١.٢.٣ مثال
است. شده داده نشان مربوطه کمان�های روی و است شده داده نمایش یافته تعمیمم ذوزنقه�ای فازی اعداد
(٠,۵,١۵,٠٫;٢٠ ٣) یافته�ی تعمیم ذوزنقه�ای فازی اعداد با جریان حدود (٣,۴) کمان برای مثال، برای
مقصد و ١ منبع بین شبکه این در فازی ماکسیمال جریان می�شود. داده نمایش ۴ تا ٣ رئوس از واحد

می�شود: اعمال زیر شکل به الگوریتم کنید. تعیین را ۵

اولیه شبکه�ی :١.٣ شکل

اول: تکرار
(f̃ cij, f̃ cji) اولیه� فازی ظرفیت�های مجموعه با مساوی را (f̃ cij, f̃ cji) اولیه فازی �مانده�ی مجموعه

دهید. قرار
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اول مرحله�ی :٢.٣ شکل

برچسب [(∞,∞,∞,∞;١),−] با را ١ راس و f̃a١ = (∞,∞,∞,∞;١) دهید قرار :١ گام •
.i = ١ دهید قرار بگذارید.

.S١ = {٢,٣,۴}(/∈ ∅) :٢ گام •

f̃a٣ = دهید قرار .max{ℜ(f̃ c١٢),ℜ(f̃ c١٣),ℜ(f̃ c١۴)} = ℜ(f̃ c١٣) چون ،k = ٣ :٣ گام •
برچسب�گذاری [(١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴),١] با را ٣ راس و f̃ c١٣ = (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)

کنید. تکرار را ٢ گام و i = ٣ دهید قرار کنید.

.S٣ = {۴,۵} :٢ گام •

f̃a۵ = دهید قرار می�باشد. max{ℜ(f̃ c٣۴),ℜ(f̃ c٣۵)} = ℜ(f̃ c٣۵) چون ،k = ۵ :٣ گام •
برچسب�گذاری [(١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ٣,(٧] با را ۵ راس و f̃ c٣۵ = (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ٧)

بروید. ۵ گام به شد. پیدا نظر مورد مسیر کنید.

با و آغاز ۵ راس از برچسب�گذاری شروع با لازم، شرایط دارای و نظر مورد مسیرهای :۵ گام •
١ → ٣ → ۵ صورت به شده مشخص مسیر می�شوند. مشخص ١ راس سمت به معکوس حرکت

می�آید: دست به زیر صورت به f̃١ و N١ = {١,٣,۵} بنابراین، می�باشد.

f̃١ = min{f̃a١, f̃a٣, f̃a۵} = min{(∞,∞,∞,∞;١),

(١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴), (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ٧)} = (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴),

هستند: زیر صورت به N١ مسیر امتداد در فازی مانده�ی ظرفیت�های

(f̃ c١٣, f̃ c٣١) = ((١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)⊖ (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴), (١;٠,٠,٠,٠)

⊕ (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)) = ((−٠٫;١٠,١٠,٣٠−,٣٠ ۴), (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)),
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(f̃ c٣۵, f̃ c۵٣) = ((١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ٧)⊖ (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴), (١;٠,٠,٠,٠)

⊕ (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)) = ((−٠٫;١٠,١٠,٣٠−,٣٠ ۴), (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)),

،١ راس از شروع برای دهید، انجام دوباره را تکرار اولین در شده داده توضیح روش دوم: تکرار
f = (٠,۵,١٠,١۵;٠٫ ٣) و می�آید دست به ١ → ٢ → ٣ → ۴ → صورت۵ به نظر مورد مسیر

می�باشد.

دوم مرحله�ی :٣.٣ شکل

f̃٣ = و می�آید دست به ١ → ۴ → ٣ → ٢ → ۵ صورت به نظر مورد مسیر سوم: تکرار
می�باشد. (٠,۵,١۵,٠٫;٢٠ ٣)

سوم مرحله�ی :۴.٣ شکل

و می�آید دست به ١ → ٢ → ٣ → ۴ → ۵ صورت به نظر مورد مسیر چهارم: تکرار
می�باشد. f̃۴ = (−١۵,٠,١۵,٢۵;٠٫ ٢)

رفتن برای راهی هیچ چون نیست، امکان�پذیر تکرار ۴امین از بعد بیشتر تکرارهای پنجم: تکرار
ندارد. وجود منبع از مقصد به
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چهارم مرحله�ی :۵.٣ شکل

ششم مرحله�ی :۶.٣ شکل

از: عبارتست شبکه در فازی ماکسیمال جریان :۶ گام •

F̃ = f̃١ ⊕ f̃٢ ⊕ f̃٣ ⊕ f̃۴ = (١٠,٢٠,٣٠,۴٠٫;٠ ۴)⊕ (٠,۵,١۵,٠٫;٢٠ ٣)

⊕ (٠,۵,١۵,٠٫;٢٠ ٣)⊕ (−١۵,٠,١۵,٢۵;٠٫ ٢) = (−۵,٣٠,٧۵,١٠۵;٠٫ ٢),

ظرفیت�های از (f̃ cij, f̃ cji) فازی مانده�های آخرین تفاضل با مختلف کمان�های در فازی جریان
است. شده داده نشان (١.٣) جدول در و می�شود محاسبه (f̃ cij, f̃ cji) اولیه فازی

مثال حل نتایج
به می�توان را آمده دست به نتایج می�باشد. F̃ = (−۵,٣٠,٧۵,١٠۵;٠٫ ٢) فازی بهینه�ی جریان

کرد: بیان صورت
و −۵ از بزرگتر مقصد و منبع بین جریان مقدار مسیرها انتخاب به تصمیم�گیری به توجه با (الف)

می�باشد. واحد ١٠۵ از کمتر
جریان که نظریه�ای مورد در مسیرها انتخاب برای تصمیم�گیری از رضایتمندی کلی سطح (ب)

می�باشد. ٢٠درصد بود، خواهد واحد ٧۵ تا ٣٠ بین فازی ماکسیمال
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مختلف کمان�های در فازی بهینه�ی جریان :١.٣ جدول
جهت فازی جریان مقدار (ℜ(f̃cij ⊖ f̃cji),ℜ(f̃cij ⊖ f̃cji)) ((f̃cij ⊖ f̃cji),

(f̃cij ⊖ f̃cji))

کمان

١ → ٢ (−٣۵, ٠, ٣۵, ۶۵; ٠٫ ٢) (٣٫ ٢۵,−٣٫ ٢۵) ((−٣۵, ٠, ٣۵, ۶۵; ٠٫ ٢),
(−۴۵,−٣٠,−۵, ١۵; ٠٫ ٢))

(١،٢)

١ → ٣ (−٢٠, ١٠, ۴٠, ٧٠; ٠٫ ۴) (١٠−,١٠) ((−٢٠, ١٠, ۴٠, ٧٠; ٠٫ ۴),
(−۴١٠−,٢٠−,٣٠−,٠; ٠٫ ۴))

(١،٣)

١ → ۴ (−٢٠,−۵, ٢۵, ۴٠; ٠٫ ۴) (٣−,٣) ((−٢٠,−۵, ٢۵, ۴٠; ٠٫ ۴),
(−١−,٢٠۵,−۵, ٠; ٠٫ ٣))

(١،۴)

٢ → ٣ (−۶۵,−٢٠, ٣۵, ٧۵; ٠٫ ٢) (١٫ ٢۵,−١٫ ٢۵) ((−۶۵,−٢٠, ٣۵, ٧۵; ٠٫ ٢),
(−۴۵,−٢۵, ١٠, ٣۵; ٠٫ ٢))

(٢،٣)

٢ → ۵ (−٣٠,−۵, ٢۵, ۵٠; ٠٫ ٣) (٣−,٣) ((−٣٠,−۵, ٢۵, ۵٠; ٠٫ ٣),
(−١−,٢٠۵,−۵٠; ٠٫ ٣))

(٢،۵)

٣ → ۴ (−۵۵,−٢٠, ٣۵, ۶۵; ٠٫ ٢) (١٫ ٢۵,−١٫ ٢۵) ((−۵۵,−٢٠, ٣۵, ۶۵; ٠٫ ٢),
(−۵۶,−٣٠, ١۵, ۴۶; ٠٫ ٢))

(٣،۴)

٣ → ۵ (−٢٠, ١٠, ۴٠, ٧٠; ٠٫ ۴) (١٠−,١٠) ((−٢٠, ١٠, ۴٠, ٧٠; ٠٫ ۴),
(−۴١٠−,٢٠−,٣٠−,٠; ٠٫ ۴))

(٣،۵)

۴ → ۵ (−۴۵,−۵, ۴٠, ٧۵; ٠٫ ٢) (٣٫ ٢۵,−٣٫ ٢۵) ((−۴۵,−۵, ۴٠, ٧۵; ٠٫ ٢),
(−۴۵,−٣٠,−۵, ١۵; ٠٫ ٢))

(۴،۵)

آخر مرحله�ی :٧.٣ شکل

می�توان جریان از مانده مقدار برای مسیرها انتخاب برای تصمیم�گیری از رضایتمندی کل سطح (ج)
آورد: دست به زیر صورت به

برای تصمیم�گیری از رضایتمندی کلی سطح آنگاه باشد، جریان مقدار نمایش�دهنده�ی x کنید فرض
می�باشد: زیر صورت به x = µF̃ (x)× ١٠٠ برای مسیرها انتخاب

µF̃ (x) =



٠, −∞ < x ≤ −۵
٠٫ ٢(x+ ۵)

(٣۵) , −۵ ≤ x < ٣٠

٠٫ ٢, ٣٠ ≤ x ≤ ٧۵
٠٫ ٢(x− ١٠۵)

(−٣٠) , ٧۵ < x ≤ ١٠۵

٠, ١٠۵ ≤ x < ∞

اعداد از ماکسیمال جریان مسایل حل برای الگوریتم این نمودید مشاهده که همان�طور .٢.٢.٣ نکته
رتبه�بندی تابع که دارد وجود حالت�هایی اما است. شده استفاده رتبه�بندی تابع و تعمیم�یافته ذوزنقه�ای فازی
در منظور همین برای نمی�آید. دست به درستی جواب یا برد کار به نمی�توان جریان مسیر تعیین برای را
واقع در است. شده بیان حالت تابع و تعمیم�یافته ذوزنقه�ای فازی اعداد کمک با الگوریتم این [١] منبع
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است شده انجام ساده�تر محاسبات و کامپیوتری برنامه�های کمک با موارد بیشتر در ریاضی محاسبات
آن منبع به می�توانید نیاز صورت در است. نشده بیان اینجا برنامه�ها این بودن تخصصی�تر به توجه با که

نمایید. مراجعه

است. شده گرفته [٢] منبع از بعدی بخش در شده بیان روش

هزینه کمترین مسایل حل برای ماکسیمم جریان از استفاده ٣.٣

مجموعه�ی V که طوری به می�شود، داده نمایش G = (V,E) جهت�دار گراف با شبکه بخش این در
یا (حفره پایانی �رئوس و (منبع) اولیه رئوس بین شده� مشخص کمان�های مجموعه�ی E راس�هاست،
که است جریانی مقدار کننده�ی تعیین ظرفیت (xi, xj) ∈ E ،(i, j) کمان هر برای می�باشد. مقصد)
جریان، هزینه�ی مینیمم تعیین و ماکسیمم جریان مسایل بین ارتباط کند. عبور می�تواند کمان امتداد در
پرشده�ی بخش�های گرفتن درنظر با می�توان ترافیک، مدیریت برای که است واقعیت این نشان�دهنده�ی
دارای کمان�ها که شبکه یک کرد. انتخاب را مسیر ارزان�ترین و داده تغییر را ترافیک مسیر جاده�ها،
به شبکه، در ماکسیمم جریان یافتن مساله�ی فرمول�بندی بگیرید. نظر در را می�باشند (qij) ظرفیت

می�باشد[٢]: زیر صورت

f =
∑

v∈V :(s,v)∈E

x(s,v) =
∑

v∈V :(v,t)∈E

x(v,t) → max, (۶.٣)

∑
(i,j)∈E

xij −
∑

(j,i)∈E

xji =


f, i = s,

−f, i = t,

٠, ∀i ̸= s, t,

(٧.٣)

٠ ≤ xij ≤ qij, ∀(i, j) ∈ E.

ماکسیمم جریان مقدار f می�کند؛ عبور (i, j) کمان امتداد در که است جریانی مقدار x ،(۶.٣) رابطه�ی در
که رئوسی مجموعه�ی (i, j) کمان، ظرفیت qij (مقصد)؛ پایانی راس t (منبع)؛ آغازی راس s شبکه؛ در
وارد iراس به آن�ها کمان�های که رئوسی مجموعه�ی (j, i) می�شوند، خارج i ∈ V راس از آن�ها کمان�های
راس به i ∈ V راس از که است ( ماشین�ها تعداد مثال برای ) کمان�هایی نشان�دهنده��ی xij می�شوند.
جریان�های واحدهای کل تعداد ماکسیمم که می�دهد نشان (۶.٣) رابطه��ی اول معادله��ی می�روند. j ∈ V

دومین باشند. (t) مقصد به ورودی جریان�های واحدهای کل تعداد با مساوی باید ،(s) منبع از خروجی
شده خارج جریان واحدهای کل تعداد که معنی این به است، جریان بقای قید (٧.٣) رابطه�ی معادله�ی
واحدهای کل تعداد باشد، (t) مقصد به شده وارد جریان واحدهای کل تعداد با مساوی باید (s) منبع از
راس به شده وارد جریان واحدهای کل تعداد با مساوی باید i ̸= s, t راس هر از شده خارج جریان
،x جریان مقدار که می�دهد نشان است، محدودیت قید (٧.٣) رابطه�ی سوم نامساوی باشد. i ̸= s, t

کنند. تجاوز کمان�ها ظرفیت از نباید می�کنند، عبور (i, j) کمان امتداد در که
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کرد: فرمول�بندی زیر صورت به می�توان را شبکه یک در هزینه کمترین با جریان تعیین
و (qij) کمان ظرفیت متناظرند، اعداد سری دو دارای کمان�ها که دارید، شبکه یک کنید فرض
مساله این ماهیت می�باشد. j راس به i راس از عبوری جریان واحد یک (cij) نقل و حمل هزینه�ی
تجاوز شبکه در f ماکسیمم جریان از که است مقصد به منبع از f ′ شده�ی مشخص مقدار از جریان یافتن
تعیین مساله�ی می�توان ریاضی عبارات کمک با است. نقل و حمل هزینه�ی کمترین دارای و نمی�کند

داد: نمایش زیر صورت به را شبکه در جریان هزینه�ی کمترین

f ′ =
∑

(i,j)∈E

cij.xij → min, (٨.٣)

∑
(i,j)∈E

xij −
∑

(j,i)∈E

xji =


f ′, i = s,

−f ′, i = t,

٠, ∀i ̸= s, t,

(٩.٣)

٠ ≤ fij ≤ qij, ∀(i, j) ∈ E.

شده داده جریان مقدار f ′ ،(i, j) کمان فقط روی جریان واحد یک ونقل حمل هزینه�ی cij (٨.٣) در
نمی�کند. تجاوز شبکه در f ماکسیمم جریان از که است

با نمی�توان را رئوس از خروجی و رئوس ورودی جریان مقادیر انتقال، هزینه�های کمان، ظرفیت�های
ازدحام جاده�ها، در اضطراری شرایط هوا، و آب شرایط کرد. اندازه�گیری درستی به آن�ها ماهیت به توجه
می�تواند هم عوارض بنزین، قیمت در تغییرات هستند. تاثیرگذار کمان ظرفیت�های بر تعمیرات و ترافیک
فازی اعداد مانند فازی، فرم یک در باید پارامترها این بنابراین باشد. تاثیرگذار نقل و حمل هزینه�های در
شرایط در هزینه کمترین با جریان مسایل و ماکسیمم از مساله� بیان یک بنابراین شوند. معرفی مثلثی

می�آوریم. دست به را فازی

فازی شبکه�های روی ماکسیمم جریان یافتن مسایل حل ١.٣.٣

کرد: فرمول�بندی زیر صورت به می�توان را فازی شبکه�های روی ماکسیمم جریان یافتن مساله�ی

f̃ =
∑

v∈V :(s,v)∈E

x̃(s,v) =
∑

v∈V :(v,t)∈E

x̃(v,t) → max, (١٠.٣)

∑
(i,j)∈E

x̃ij −
∑

(j,i)∈E

x̃ji =


f̃ , i = s,

−f̃ , i = t,

٠̃, ∀i ̸= s, t,

(١١.٣)

٠̃ ≤ x̃ij ≤ q̃ij, ∀(i, j) ∈ E.

عبوری جریان فازی مقدار x̃ij شبکه؛ در نیاز مورد فازی جریان مقدار ماکسیمم ،f̃ (١٠.٣) رابطه�ی در
عنوان به ،(٠,٠,٠) شکل به فازی عدد ٠̃ ,i)؛ j) کمان برای فازی ظرفیت q̃ij ,i)؛ j) کمان امتداد در



۵٣ هزینه کمترین مسایل حل برای ماکسیمم جریان از استفاده .٣.٣

می�باشد. جریان وجود عدم نشان�دهنده�ی
نمایندگی به شبکه، کنید فرض می�دهیم. توضیح (٨.٣) شکل و زیر مثال با را مساله این حل راه
دست به « زمین موضوعی » GIS با که باشد، فازی جهت�دار گراف صورت به راه����آهن، نقشه�ی از بخشی
صورت به کمان ظرفیت�های مقادیر باشد. مقصد x١٢ راس و منبع x١ راس کنید فرض است. آمده
«نووسیبریک- و (x١) « ۴ کمرو » ایستگاه بین ماکسیمم جریان مقدار می�باشد. فازی مثلثی اعداد
عملیات برای شده داده توضیح روش و [٩] ۶ ادموندز-کارپ الگوریتم به توجه با را ،(x١٢) « ۵ ل ج
در شده فرستاده جریان�های بر مبتنی ماکسیمم جریان تعیین می�کنیم. محاسبه فازی مثلثی اعداد با
فرستاد. مقصد به منبع از را جریانی افزایشی واحد هیچ نتوان زمانی�که تا است، شبکه در کمان�ها امتداد
شبکه�ی در مرحله هر در مقصد به منبع از مکمل مسیر کوتاه�ترین انتخاب نمایانگر ادموندز-کارپ الگوریتم
کمان�هایی شامل باقیمانده) یا ) مانده شبکه�ی دارد). طول واحد کمان هر اینکه فرض با ) است مانده
جریان مقدار (xi, xj) کمان�های اگر می�باشد، q̃ij − f̃ij کمان مانده�ی ظرفیت با (xi, xj) صورت به
می�باشد، f̃ij کمان مانده�ی ظرفیت با (xj, xi) صورت به کمان�های و دارد را اولیه شبکه�ی در f̃ij < q̃ij

می�شود، نامیده شده» «اشباع (xi, xj) کمان باشد. f̃ij > ٠ جریان مقدار دارای (xi, xj) کمان�های اگر
دیگر، عبارت به .(c̃ij = q̃ij)باشد q̃ij کمان ظرفیت با مساوی مسیر، در عبوری جریان هنگامی�که
رسیدن برای (xi, xj) کمان مسیر در می�تواند جریان واحد مقدار چه که می�کند معین کمان مانده�ی ظرفیت
است. صفر (xi, xj) کمان اشباع�شده�ی کمان از کمان مانده�ی ظرفیت شود. فرستاده کمان، ظرفیت به
افزایشی حلقه�ی یک الگوریتم، انجام از تکرار اولین بود: خواهد زیر صورت به حاصل الگوریتم بنابراین،

اولیه شبکه�ی :٨.٣ شکل

مسیر امتداد در واحد (٢٨,۵,۵) با مساوی جریان، دادن قرار می�باشد. x١x٣x٨x٩x١١x١٢ صورت به

۴Kemerove
۵Novosibrisk-Gl
۶Edmonds-Karp
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با مساوی (x٩, x١١) کمان فازی مانده�ی ظرفیت نتیجه، در است، شده اشباع (x٩, x١١) کمان است.
تعریف افزایشی حلقه�های برای مانده کمان�های فازی مانده�ی ظرفیت�های کنید فرض می�شود. (٠,٠,٠)
مقدار بنابراین، دارد. (۴۵,٨,٨)− (٢٨,۵,۵) با مساوی فازی مانده�ی ظرفیت (x١, x٣) کمان کنیم.
است: شده واقع مجاور کمان ظرفیت�های بین که می�باشد. ١٧=۴۵-٢٨ آمده دست به عدد از مرکزی
و راست انحراف مرزهای است. شده داده نشان (٩.٣) شکل در اصلی گراف (٢٠,٢,٣) و (١۶,٢,٢)

..

µ(x)

. x..

١

..
١۴

...
١٨

..
٢٣

.
١۶

.
١٧

.
٢٠

آن. با مجاور اعداد و ١٧ مقدار با مساوی مرکز با فازی مثلثی عدد :٩.٣ شکل

یک بنابراین، می�شود. محاسبه (١۴.٣) تا (١٢.٣) روابط طبق ١٧ مرکز با فازی مثلثی عدد برای چپ
می�توانید روابط بیشتر توضیح (برای می�آید دست به واحد (١٧,٢,٢٫ ٢۵) صورت به فازی مثلثی عدد

نمایید). مراجعه دوم فصل در (۵.٣.٢) بخش به

Ã١ + Ã٢ = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢), (١٢.٣)

Ã١ − Ã٢ = (a١ − a٢, b١ + b٢, c١ + c٢), (١٣.٣)

lL =
(x٢ − x)

(x٢ − x١
× lL١ +

(
١− (x٢ − x)

(x٢ − x١)

)
× lL٢ , (١۴.٣)

lR =
(x٢ − x)

(x٢ − x١
× lR١ +

(
١− (x٢ − x)

(x٢ − x١)

)
× lR٢ . (١۵.٣)

عدد یک نتیجه، در می�باشد. (٣٠,۵,۶) − (٢٨,۵,۵) ،(x٣, x٨) کمان از فازی مانده�ی ظرفیت
گرفته قرار (١۶,٢,٢) صورت به فازی مثلثی عدد چپ سمت می�آید، دست به ٢ مرکز با فازی مثلثی
بنابراین، می�باشد. (١۶,٢,٢) عدد انحراف مرزهای با منطبق انحراف مرزهای نیاز مورد تعداد است.

می�آید. دست به واحد (٢,٢,٢) نوع از فازی مثلثی عدد یک
مشابه طور به که است، واحد (١٧,٢,٢٫ ٢۵) با مساوی (x٨, x٩) کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت

می�آید. دست به (x١, x٣) کمان حالت مانند
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است، (٣٢,۶,٧)− (٢٨,۵,۵) با مساوی (x١١, x١٢) کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت سرانجام،
کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت و �می�آوریم دست به واحد (۴,٢,٢) با فازی عدد دیگر، عبارت به
(x٣, x١) کمان�های برای فازی مانده�ی ظرفیت�های می�باشد. واحد (٢٨,۵,۵) با مساوی (x١٢, x١١)

می�باشند. واحد (٢٨,۵,۵) برابر (x١٢, x١١) و (x١١, x٩) و (x٩, x٨) و (x٨, x٣) و

مساوی را جریان می�دهد. دست به را x١x٢x۴x۵x۶x١٠x١٢ افزوده�ی حلقه�ی الگوریتم از دوم تکرار
ظرفیت نتیجه در می�شود، اشباع�شده (x١, x٢) کمان دهید. قرار مسیر امتداد در واحد (٢٠,٢,٣) با
،(x٢, x۴) کمان فازی مانده�ی ظرفیت می�شود. (٠,٠,٠) مساوی (x١, x٢) کمان برای فازی مانده�ی
می�آید. دست به واحد (٢٠,٢,٣) با فازی مثلثی عدد دیگر عبارت به می�شود، (۴٠,٧,٧)− (٢٠,٢,٣)
یک بنابراین می�باشد. (٢٠,٢,٣) و (٢۵,۵,۴) اعداد بین اختلاف (x۴, x۵) کمان فازی مانده�ی ظرفیت
برابر دیگر عبارت به و است گرفته قرار (١۶,٢,٢) عدد چپ سمت که می�آوریم دست به ۵ مرکز با عدد
(٢٢,۴,۴)−(٢٠,٢,٣) با مساوی (x۵, x۶) کمان برای فازی �مانده�ی ظرفیت می�باشد. واحد (۵,٢,٢)
(x۶, x١٠) کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت می�باشد. واحد (٢,٢,٢) برابر دیگر عبارت به یا و است
�ظرفیت می�باشد. واحد (١٢,٢,٢) برابر دیگر عبارت به و است (٣٢,۶,٧) − (٢٠,٢,٣) با مساوی
برابر دیگر عبارت به یا است (۴۵,٨,٨)− (٢٠,٢,٣) با مساوی (x١٠, x١٢) کمان برای فازی �مانده�ی
(x۵, x۴) و (x۴, x٢) و (x٢, x١) کمان�های برای فازی �مانده�ی ظرفیت�های می�باشد. واحد (٢۵,۵,۴)

می�باشد. واحد (٢٠,٢,٣) برابر ،(x١٠, x١٢) و (x١٠, x۶) و (x۶, x۵) و

مساوی را جریان می�دهد. دست به را x١x٣x۴x۵x۶x١٠x١٢ افزوده�ی حلقه�ی الگوریتم از سوم تکرار
ظرفیت�های کنید فرض می�شود. اشباع�شده (x۵, x۶) کمان دهید. قرار مسیر امتداد در واحد (٢,٢,٢) با
کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت باشد. شده تعریف افزایشی حلقه�ی مانده کمان�های برای فازی �مانده�ی
می�باشد. واحد (١۵,٢,٢) برابر دیگر عبارت به یا و می�شود (١٧,٢,٢٫ ٢۵) − (٢,٢,٢) ،(x١, x٣)
با عدد یک بنابراین است. (٢٨,۵,۵) − (٢,٢,٢) با مساوی (x٣, x۴) کمان فازی مانده�ی ظرفیت

است. گرفته قرار (٢٨,۵,۵) و (٢۵,۵,۴) مجاور مقادیر بین که می�آوریم دست به ٢۶ مرکز

محاسبه (٣٨.٢) رابطه�ی طبق را ٢۶ مرکز با فازی مثلثی عدد برای راست و چپ انحراف مرزهای
می�آید. دست به واحد (٢۶,۵,۴٫ ٣٣) صورت به فازی مثلثی عدد بنابراین، کنید.

عبارت به و می�شود (۵,٢,٢)− (٢,٢,٢) با مساوی ،(x۴, x۵) کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت
(١٢,٢,٢)− با مساوی (x۶, x١٠) کمان فازی مانده�ی ظرفیت می�باشد. واحد (٢٠,٢,٣) با برابر دیگر
کمان برای فازی مانده�ی ظرفیت است. واحد (١٠,٢,٢) با برابر دیگر عبارت به یا می�شود (٢,٢,٢)
دست به ٢٣ مرکز با عدد یک دیگر عبارت به می�شود. (٢۵,۵,۴)− (٢,٢,٢) با مساوی (x١٠, x١٢)
عدد چپ انحراف مرز بنابراین است. گرفته قرار (٢۵,۵,۴) و (٢٢,۴,۴) مجاور مقادیر بین که می�آوریم
(٢٣,۴٫ ٣٣,۴) با فازی مثلثی عدد می�شود. ۴ برابر راست انحراف مرز و ۴.٣٣ با مساوی ،٢٣ مرکز با
و (x١٠, x۶) و (x۶, x۵) و (x۵, x۴) کمان�های برای فازی مانده�ی ظرفیت�های می�آید. دست به واحد

می�باشد. واحد (٢٢,۴,۴) برابر (x١٠, x١٢)
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کند. عبور مسیر امتداد در افزایشی جریان که است غیرممکن الگوریتم از تکرار سه اجرای از پس
فازی مثلثی عدد یک بنابراین می�باشد. واحد (٢٨,۵,۵) + (٢٠,٢,٣) + (٢,٢,٢) برابر کل جریان
انحراف�های و است گرفته قرار مرزها با (۴۵,٨,٨) عدد راست سمت که می�آوریم دست به ۵٠ مرکز با

می�باشد. واحد (۵٠,٨,٨) برابر :۴۵ عدد برای شده تکرار
واحد (۵٠,٨,٨) برابر ل» «نووسیبریک-ج و «کمرو» موقعیت بین ماکسیمم جریان مقدار بنابراین،
نمی�تواند موقعیت�ها بین ماکسیمم جریان کنیم: تفسیر را آمده دست به نتایج دهید اجازه حال می�باشد.
واحد ۵٠ با مساوی اطمینان درجه�ی بیشترین با باشد، واحد ۵٨ مساوی بیشتر و ۴٢ مساوی کمتر
محدوده�ی در جریان ترافیک، تراکم جاده�ها، روی تعمیرات زیست، محیط در تغییرات با اما بود. خواهد
رئوس برچسب�های و کمان�ها امتداد در فازی بهینه�ی جریان توزیع است. شده تضمین واحد ۵٨ تا ۴٢

شده�اند. مشخص پررنگ اشباع�شده کمان�های است. شده داده نشان (١٠.٣) شکل در

واحد (۵٠,٨,٨) برابر ماکسیمم جریان با شبکه :١٠.٣ شکل

فازی شبکه�های در مینیمم هزینه�ی با جریان مسایل حل ٢.٣.٣

مقادیر دارای کمان ظرفیت�های اینکه به توجه با شبکه� یک در مینیمم هزینه�ی با جریان یافتن مساله�ی
بگیرید. نظر در را واحدند، جریان یک دارای انتقال هزینه�های و جریان�ها فازی،

f̃ ′ =
∑

(i,j)∈E

c̃ij.x̃ij → min, (١۶.٣)

∑
(i,j)∈E

x̃ij −
∑

(j,i)∈E

x̃ji =


f̃ ′, i = s,

−f̃ ′, i = t,

٠̃, ∀i ̸= s, t,

(١٧.٣)

٠̃ ≤ x̃ij ≤ q̃ij, ∀(i, j) ∈ E.
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جریان مقدار f̃ ′ ،(i, j) کمان مسیر امتداد در جریان فازی انتقال هزینه�ی c̃ij (١۶.٣) رابطه�ی در
نمی�کند. تجاوز شبکه در f̃ ماکسیمم جریان از که آمده دست به فازی

مقادیر می�آوریم. دست به را هزینه است، شده داده نشان (٨.٣) شکل در که گرافی به توجه با حال
است: شده داده صورت این به شبکه این در فازی کمان ظرفیت�های افزودن با انتقال هزینه�های فازی

c̃x١x٢ = (١٢,٣,٣); c̃x١x٣ = (۶,١,٢); c̃x٣x۴ = (١٠,٢,٣); c̃x٢x۴ = (١٨,۴,۵);

c̃x٣x٨ = (۴,١,١); c̃x۴x۵ = (١٢,٣,٣); c̃x۵x٧ = (٢٠,۵,۶); c̃x٨x٧ = (١۵,۴,۴);

c̃x٧x٨ = (١۵,۴,۴); c̃x٨x٩ = (٢١,۶,٧); c̃x٧x٩ = (١٠,٢,٣); c̃x۵x۶ = (٣٠,٨,٩);

c̃x۶x١٠ = (٨,٢,٢); c̃x٩x١١ = (١٩,۵,۵); c̃x١١x١٠ = (٣٢,٧,١٢);

c̃x١٠x١١ = (٣٢,٧,١٢); c̃x١١x١٢ = (٢۵,٧,٨); c̃x١٠x١٢ = (٢٠,۵,۶).

به منبع از واحد (۴۵,٨,٨) جریان برای است، هزینه�ی کمترین دارای که f̃ ′ جریان مقدار کردن پیدا
هزینه�های و ظرفیت�ها گرفتن نظر در با ،[١۵] ٧ باساکر-گوون الگوریتم طبق است. ضروری مقصد

داریم: مساله این حل برای فازی
صفر. با مساوی جریان سرعت و کمان جریان�های همه�ی تخصیص :١ مرحله�ی

شده یافت جریان به حاضر حال در آن مقدار که c̃ij اصلاح�یافته کمان هزینه�های تعیین :٢ مرحله�ی
می�باشد: زیر صورت به است، وابسته

c̃∗ij =


c̃ij, , ٠̃ ≤ x̃ij ≤ q̃ij

∞, , x̃ij = q̃ij

−c̃ij, .x̃ij > ٠ اگر

(١٨.٣)

حساب به توجه با مقصد تا منبع از هزینه) کمترین با حلقه - مورد این در ) حلقه کوتاه�ترین :٣ مرحله�ی
زمانی�که تا دهید، قرار حلقه این امتداد در را جریان کنید. پیدا را ،١ مرحله�ی در c̃∗ij کمان هزینه�های
امتداد در کنید، دریافت جدید مقدار کردن اضافه با را جدید جریان مقدار دارد. وجود مسیر کوتاه�ترین
آنگاه باشد، f̃ ′ با مساوی جدید جریان مقدار اگر کنید. عبور قبلی یکی به شده، گرفته نظر در حلقه�ی

بروید. ٢ مرحله�ی به صورت، این غیر در است. تمام
فازی: کمان ظرفیت�های هزینه�های حساب گرفتن نظر در با مساله این حل

.x̃ij = ٠ همه برای دهید اختصاص :١ مرحله�ی
.c̃∗ij = c̃ij تعیین :٢ مرحله�ی

هزینه�ی برای x١x٣x٨x٩x١١x١٢ کنید: پیدا [٧] فورد الگوریتم طبق را مسیر کوتاه�ترین :٣ مرحله�ی
قرار حلقه، این امتداد در واحد (٢٨,۵,۵) با مساوی را جریان است. (٧۵,٨,٨) استاندارد واحد کل

دهید.
٧Busacker-Gowen
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جدید: شده�ی اصلاح فازی کمان هزینه�های تعریف :٢ گام
c̃∗x١x٣ = (۶,١,٢); c̃∗x٣x١ = −(۶,١,٢); c̃∗x٣x٨ = (۴,١,١); c̃∗x٨x٣ = −(۴,١,١);

c̃∗x٨x٩ = (٢١,۶,٧); c̃∗x٩x٨ = −(٢١,۶,٧); c̃∗x٩x١١ = ∞; c̃∗x١١x٩ = −(١٩,۵,۵);

c̃∗x١١x١٢ = (٢۵,٧,٨); c̃∗x١٢x١١ = −(٢۵,٧,٨).

آورید: دست به اصلاح�شده هزینه�های از استفاده با را مسیر کوتاه�ترین :٣ مرحله�ی
با مساوی را جریان است. استاندارد واحد (٨۶,٨,٨) کل هزینه�ی برای x١x٣x۴x۵x۶x١٠x١٢
با مساوی کلی جریان نتیجه، یک عنوان به دهید. قرار حلقه، این امتداد در واحد (١٧,٢,٢٫ ٢۵)
با مساوی شبکه، در کل انتقال هزینه�ی داشتن با می�آوریم، دست به را (۴۵,٨,٨) استاندارد واحد
تحت x̃ij فازی جریان مقادیر است. (٢٨,۵,۵) × ((٧۵,٨,٨) + (٨۶,٨,٨)) = (٣۵۶٢,٨,٨)
دارد. وجود بالا گراف کمان�های x̃ij بهینه فازی جریان مقادیر از c̃ij فازی انتقال هزینه�های و کمان�ها

است. شده داده نشان پررنگ خطوط با (١١.٣) شکل در اشباع�شده کمان�های

(٣۵۶٢,٨,٨) کل هزینه�ی از کمان هر انتقال هزینه�های و واحد (۴۵,٨,٨) جریان با شبکه :١١.٣ شکل
استاندارد. واحد



۴ فصل

روش به ماکسیمم جریان مسایل حل
فازی خطی برنامه�ریزی

مقدمه ١.۴

امر اين و دارد قضايا به ارزشی بينهايت نگرشی كلاسيک، نگرش خلاف بر فازی رياضيات و منطق
غیره و پزشكی مهندسی، پايه، علوم جمله از مختلف علوم از گسترده�ای طيف در كه است شده باعث
می�توان فازی منطق با كه است دروسی جمله از عمليات در تحقيق رياضيات، شاخه�ی در شود. وارد
عدم و ابهام با توأم گيری تصميم كه بگيريد نظر در را شرايطی داشت. قضايا به متفاوت و جديد نگرشی
ضرايب آن در كه كرد مدل�سازی طوری فازی محيط در می�توان را مساله اين�صورت در باشد، قطعيت

باشند. فازی اعداد خطی برنامه�ريزی در راست سمت بردار يا و هدف تابع ضرايب تكنولوژيكی،

تصمیم�گیری مدل�های میان در مدل کاربردی�ترین و شناخته�شده�ترین عنوان به خطی برنامه�ریزی
یک حل به منجر که تصمیم�گیری مسایل اکثر در است. بوده ویژه�ای توجه مورد همواره واقعی مسایل
کند تعیین را مساله ضرایب مقادیر دقیق طور به نمی�تواند تصمیم�گیرنده می�شود، خطی برنامه�ریزی مساله
ضرایب عموماً مرسوم خطی برنامه�ریزی در حقیقت در نباشد. احتمالی نوع از است ممکن ابهام این و
فرض فازی، محیط�های در ولی می�شوند، تعیین دقیق مقادیر با خبره افراد توسط تصمیم�گیری مساله
در فازی مدل�سازی طرح ترتیب، بدین است. واقعیت از دور خبره افراد توسط دقیق اطلاعات وجود

می�رسد. نظر به مناسب و منطقی نادقیق، های داده با واقعی تصمیم�گیری مسایل

چارچوب در ١٩٧۴ سال در همکارانش و تاناکا توسط نخست فازی ریاضی برنامه�ریزی مفهوم
برنامه�ریزی مساله�ی فرمول�بندی نخستین شد. پیشنهاد زاده و بلمن توسط و شده ارایه فازی تصمیم�گیری
پیشنهاد متعددی روش�های و مدل�ها آن از بعد شد. مطرح ١٩٧٨ سال در زیمرمن توسط فازی خطی
یک است. فازی اعداد مقایسه�ی مفهوم اساس بر مسایل این حل برای روش�ها متداول�ترین از یکی شد.
به فازی اعداد مجموعه از رتبه�بندی تابع یک تعریف فازی اعداد رتبه�بندی برای مناسب و متداول روش
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برنامه�ریزی مدل روش�هایی چنین در کلی طور به دارد. وجود ترتیب آن در که است حقیقی اعداد مجموعه
جواب مدل این حل از استفاده با و می�شود تبدیل کلاسیک خطی برنامه�ریزی مدل یک به فازی خطی

می�شود. تعیین اصلی مساله�ی
برنامه�ریزی کمک به فازی ماکسیمم جریان مسایل فازی خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی بخش این در
در است. شده استفاده فازی ماکسیمم جریان مساله�ی حل برای شده بیان فرمول از و شده بیان خطی
و [١٨] منبع از زیر روش است. شده داده نشان مثلثی فازی اعداد با پارامترها تمامی شده بیان روش

است. شده استخراج [١٣]

کند: صدق زیر شرایط در اگر گویند شدنی st-جریان یک را x : E → R تابع .١.١.۴ تعریف

∑
(i,j)∈E

xij −
∑

(j,i)∈E

xji = ٠, ∀i ∈ V − {s, t}, (١.۴)

٠ ≤ xij ≤ cij ∀(i, j) ∈ E. (٢.۴)

قید همان (١.۴) شرط همچنین دارد. قرار (i, j) کمان روی که است جریانی مقدار xij شروط این در
می�باشد. کمان ظرفیت قید (٢.۴) شرط و است جریان) (بقای جریان توازن

در ماکسیمم جریان مسایل خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی ٢.۴
قطعی محیط

،(i, j) کمان هر برای و باشد uij بالای کران ظرفیت�های با G = (V,E) جهت�دار گراف کنید فرض
مقدار نمایان�گر f کنید فرض باشد. شده داده نسبت (i, j) کمان این در متناظر جریان برای xij مقدار
محیط در ماکسیمم جریان مساله�ی باشد. t مقصد راس به s مبدا راس از شبکه این در ماکسیمم جریان

می�شود: فرمول�بندی زیر صورت به قطعی
Maximize f

Subject to

∑
j

xij =
∑
k

xki ⊕ f ; i = s (٣.۴)

∑
j

xij =
∑
k

xki ; ∀i ̸= s, t (۴.۴)

∑
j

xij ⊕ f =
∑
k

xki ; i = t (۵.۴)

٠ ≤ xij ≤ uij ∀(i, j) ∈ E (۶.۴)
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در ماکسیمم جریان مسایل خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی ٣.۴
فازی محیط

کمان هر برای و باشد ũij بالای کران فازی ظرفیت�های با G̃ = (V,E) جهت�دار گراف کنید فرض
کنید فرض باشد. شده داده نسبت (i, j) کمان این در متناظر فازی جریان برای را x̃ij مقدار ،(i, j)
مساله�ی باشد. t مقصد راس به s مبدا راس از شبکه این در فازی ماکسیمم جریان مقدار نمایان�گر f̃

نمود: فرمول�بندی زیر صورت به می�توان را فازی محیط در فازی ماکسیمم جریان
max f̃

s.t

∑
j

x̃ij =
∑
k

x̃ki + f̃ ; i = s (٧.۴)

∑
j

x̃ij =
∑
k

x̃ki ; ∀i ̸= s, t (٨.۴)

∑
j

x̃ij + f̃ =
∑
k

x̃ki ; i = t (٩.۴)

x̃ij ⪯ ũij ∀(i, j) ∈ E (١٠.۴)

می�باشد. نامنفی فازی عدد یک x̃ij

داریم: x̃i فازی عدد و xi حقیقی عدد برای .١.٣.۴ نکته

m∑
i

xi = x١ + x٢ + · · ·+ xm (١١.۴)

m∑
i

x̃i = x̃١ ⊕ x̃٢ ⊕ · · · ⊕ x̃m (١٢.۴)

خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مساله�ی حل ۴.۴

خطی برنامه�ریزی کمک با فازی بهینه�ی جواب کردن پیدا و فازی ماکسیمم جریان مساله�ی حل مراحل
کرد: بیان زیر صورت به می�توان را

زیر: فازی خطی برنامه�ریزی مساله�ی کمک با فازی ماکسیمم جریان مساله�ی فرمول�بندی :١ گام

max f̃

s.t



۶٢ فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مسایل حل .۴

∑
j

x̃ij =
∑
k

x̃ki ⊕ f̃ ; i = s (١٣.۴)

∑
j

x̃ij =
∑
k

x̃ki ;∀i ̸= s, t (١۴.۴)

∑
j

x̃ij ⊕ f̃ =
∑
k

x̃ki ; i = t (١۵.۴)

x̃ij ⪯ ũij ∀(i, j) ∈ E (١۶.۴)

می�باشد. نامنفی فازی عدد یک x̃ij

،(aij, bij, cij) نامنفی مثلثی فازی اعداد با ترتیب به ũij و f̃ و x̃ij پارامترهای همه�ی کنید فرض :٢ گام
فازی خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی آنگاه شوند، داده نمایش (uij, vij, wij) و (f١, f٢, f٣)

می�باشد: زیر صورت به آمده، دست به ١ گام از که فازی ماکسیمم جریان مساله�ی
max(f١, f٢, f٣)

s.t

∑
j

(aij, bij, cij) =
∑
k

(aki, bki, cki)⊕ (f١, f٢, f٣) ; i = s (١٧.۴)

∑
j

(aij, bij, cij) =
∑
k

(aki, bki, cki) ;∀i ̸= s, t (١٨.۴)

∑
j

(aij, bij, cij)⊕ (f١, f٢, f٣) =
∑
k

(aki, bki, cki) ; i = t (١٩.۴)

(aij, bij, cij) ⪯ (uij, vij, wij) ∀(i, j) ∈ E (٢٠.۴)

،∀(i, j) ∈ E نامنفی متغیر معرفی با تساوی قیدهای به نامساوی قیدهای تبدیل :٣ گام
زیر صورت به آمده، دست به ٢ گام در که خطی برنامه�ریزی مساله�ی ،S̃ij = (s′ij, s

′′
ij, s

′′′
ij)

می�باشد:
max(f١, f٢, f٣)

s.t

∑
j

(aij, bij, cij) =
∑
k

(aki, bki, cki)⊕ (f١, f٢, f٣) ; i = s (٢١.۴)

∑
j

(aij, bij, cij) =
∑
k

(aki, bki, cki) ; ∀i ̸= s, t (٢٢.۴)

∑
j

(aij, bij, cij)⊕ (f١, f٢, f٣) =
∑
k

(aki, bki, cki) ; i = t (٢٣.۴)

(aij, bij, cij)⊕ (s′ij, s
′′
ij, s

′′′
ij) = (uij, vij, wij) ∀(i, j) ∈ E (٢۴.۴)



۶٣ خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مساله�ی حل .۴.۴

مساله�ی شد، بیان (۶.٣.٢) تعریف در که ریاضی عملیات و رتبه�بندی تعریف از استفاده با :۴ گام
صورت به قطعی خطی برنامه�ریزی مساله�ی به آمده، دست به ٣ گام در که فازی خطی برنامه�ریزی

می�شود: تبدیل زیر
max

(f١,٢f٢, f٣
۴

)
s.t∑

j

aij =
∑
k

aki + f١ ; i = s

∑
j

aij =
∑
k

aki ; ∀i ̸= s, t (٢۵.۴)

∑
j

aij + f١ =
∑
k

aki ; i = t

∑
j

bij =
∑
k

bki + f٢ ; i = s

∑
j

bij =
∑
k

bki ;∀i ̸= s, t (٢۶.۴)

∑
j

bij + f٢ =
∑
k

bki ; i = t

∑
j

cij =
∑
k

cki + f٣ ; i = s

∑
j

cij =
∑
k

cki ;∀i ̸= s, t (٢٧.۴)

∑
j

cij + f٣ =
∑
k

cki ; i = t

aij + s′ij = uij

bij + s′′ij = vij

cij + s′′′ij = wij

bij − aij ≥ ٠, cij − bij ≥ ٠, aij ≥ ٠, bij ≥ ٠, cij ≥ ٠

s′′ij − s′ij ≥ ٠, s′′′ij − s′′ij ≥ ٠, s′ij ≥ ٠, s′′ij ≥ ٠, s′′′ij ≥ ٠

f٢ − f١ ≥ ٠, f٣ − f٢ ≥ ٠, f١ ≥ ٠, f٢ ≥ ٠, f٣ ≥ ٠

∀(i, j) ∈ E



۶۴ فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مسایل حل .۴

۴ گام در آمده دست به قطعی خطی برنامه�ریزی مساله�ی حل با را f٣ و f٢ ،f١ بهینه�ی جریان :۵ گام
کنید. پیدا

به f̃ = (f١, f٢, f٣) رابطه� در f٣ و f٢ ،f١ مقادیر دادن قرار با را فازی ماکسیمم جریان مقدار :۶ گام
آورید. دست

مثال با روش توضیح ١.۴.۴

می�دهیم. توضیح عددی مثال یک حل با را پیشنهادی روش حال

مقصد) (راس ۵ راس و مبدا) (راس ١ راس بین فازی ماکسیمم جریان کردن پیدا مساله� .١.۴.۴ مثال
می�باشد. (١.۴) شکل در شده نشان�داده شبکه��ی روی

کمان هر امتداد در جریان فازی مقدار :١.۴ شکل

آورد: دست به زیر مراحل کمک با می�توان را ۵ راس و ١ راس بین فازی ماکسیمم جریان حل:

فازی خطی برنامه�ریزی مساله�ی به زیر صورت به می�توان را فازی ماکسیمم جریان مساله�ی :١ گام
نمود: فرمول�بندی

max f̃

s.t



۶۵ خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مساله�ی حل .۴.۴

x̃١٢ ⊕ x̃١٣ ⊕ x̃١۴ = f̃

x̃٢٣ ⊕ x̃٢۵ = x̃١٢

x̃٣۴ ⊕ x̃٣۵ = x̃١٣ ⊕ x̃٢٣

x̃۴۵ = x̃١۴ ⊕ x̃٣۴

x̃٢۵ ⊕ x̃٣۵ ⊕ x̃۴۵ = f̃

x̃ij ⪯ ũij ∀(i, j) ∈ E

می�باشد. نامنفی فازی عدد یک x̃ij که

،(aij, bij, cij) نامنفی مثلثی فازی اعداد با ترتیب به ũij و f̃ و x̃ij پارامترهای همه�ی کنید فرض :٢ گام
فازی خطی برنامه�ریزی فرمول�بندی آنگاه شوند، داده نمایش (uij, vij, wij) و (f١, f٢, f٣)

نوشت: زیر صورت به می�توان را آمده دست به ١ گام از که فازی ماکسیمم جریان مساله�ی

max(f١, f٢, f٣)

s.t

(a١٢, b١٢, c١٢)⊕ (a١٣, b١٣, c١٣)⊕ (a١۴, b١۴, c١۴) = (f١, f٢, f٣)

(a٢٣, b٢٣, c٢٣)⊕ (a٢۵, b٢۵, c٢۵) = (a١٢, b١٢, c١٢)

(a٣۴, b٣۴, c٣۴)⊕ (a٣۵, b٣۵, c٣۵) = (a١٣, b١٣, c١٣)⊕ (a٢٣, b٢٣, c٢٣)

(a۴۵, b۴۵, c۴۵) = (a١۴, b١۴, c١۴)⊕ (a٣۴, b٣۴, c٣۴)

(a٢۵, b٢۵, c٢۵)⊕ (a٣۵, b٣۵, c٣۵)⊕ (a۴۵, b۴۵, c۴۵) = (f١, f٢, f٣)

x̃١٢ ⪯ (١٠,٢٠,٣٠), x̃١٣ ⪯ (١۵,٣٠,۴۵), x̃١۴ ⪯ (۵,١٠,١۵),

x̃٢٣ ⪯ (٣٠,۴٠,۵٠), x̃٢۵ ⪯ (٢۵,٣٠,٣۵), x̃٣۴ ⪯ (۵,١٠,١۵),

x̃٣۵ ⪯ (١٠,٢٠,٣٠), x̃۴۵ ⪯ (١٠,٢٠,٣٠),

،∀(i, j) ∈ E نامنفی متغیر معرفی با تساوی قیدهای به نامساوی قیدهای تبدیل :٣ گام
به می�توان را آمده دست به ٢ گام در که خطی برنامه�ریزی مساله�ی ،S̃ij = (s′ij, s

′′
ij, s

′′′
ij)

نوشت: زیر صورت

max(f١, f٢, f٣)

s.t



۶۶ فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مسایل حل .۴

(a١٢, b١٢, c١٢)⊕ (a١٣, b١٣, c١٣)⊕ (a١۴, b١۴, c١۴) = (f١, f٢, f٣)

(a٢٣, b٢٣, c٢٣)⊕ (a٢۵, b٢۵, c٢۵) = (a١٢, b١٢, c١٢)

(a٣۴, b٣۴, c٣۴)⊕ (a٣۵, b٣۵, c٣۵) = (a١٣, b١٣, c١٣)⊕ (a٢٣, b٢٣, c٢٣)

(a۴۵, b۴۵, c۴۵) = (a١۴, b١۴, c١۴)⊕ (a٣۴, b٣۴, c٣۴)

(a٢۵, b٢۵, c٢۵)⊕ (a٣۵, b٣۵, c٣۵)⊕ (a۴۵, b۴۵, c۴۵) = (f١, f٢, f٣)

(a١٢, b١٢, c١٢)⊕ (s′١٢, s
′′
١٢, s

′′′
١٢) = (١٠,٢٠,٣٠)

(a١٣, b١٣, c١٣)⊕ (s′١٣, s
′′
١٣, s

′′′
١٣) = (١۵,٣٠,۴۵)

(a١۴, b١۴, c١۴)⊕ (s′١۴, s
′′
١۴, s

′′′
١۴) = (۵,١٠,١۵)

(a٢٣, b٢٣, c٢٣)⊕ (s′٢٣, s
′′
٢٣, s

′′′
٢٣) = (٣٠,۴٠,۵٠)

(a٢۵, b٢۵, c٢۵)⊕ (s′٢۵, s
′′
٢۵, s

′′′
٢۵) = (٢۵,٣٠,٣۵)

(a٣۴, b٣۴, c٣۴)⊕ (s′٣۴, s
′′
٣۴, s

′′′
٣۴) = (۵,١٠,١۵)

(a٣۵, b٣۵, c٣۵)⊕ (s′٣۵, s
′′
٣۵, s

′′′
٣۵) = (١٠,٢٠,٣٠)

(a۴۵, b۴۵, c۴۵)⊕ (s′۴۵, s
′′
۴۵, s

′′′
۴۵) = (١٠,٢٠,٣٠)

مساله�ی شد، بیان (۶.٣.٢) تعریف در که ریاضی عملیات و رتبه�بندی تعریف از استفاده با :۴ گام
صورت به قطعی خطی برنامه�ریزی مساله�ی به آمده، دست به ٣ گام در که فازی خطی برنامه�ریزی

می�شود: تبدیل زیر

max
(f١,٢f٢, f٣

۴
)

s.t

a١٢ + a١٣ + a١۴ − f١ = ٠, b١٢ + b١٣ + b١۴ − f٢ = ٠

c١٢ + c١٣ + c١۴ − f٣ = ٠, a٢٣ + a٢۵ − a١٢ = ٠

b٢٣ + b٢۵ − b١٢ = ٠, c٢٣ + c٢۵ − c١٢ = ٠

a٣۴ + a٣۵ − a١٣ − a٢٣ = ٠, b٣۴ + b٣۵ − b١٣ − b٢٣ = ٠

c٣۴ + c٣۵ − c١٣ − c٢٣ = ٠, a١۴ + a٣۴ − a۴۵ = ٠

b١۴ + b٣۴ − b۴۵ = ٠, c١۴ + c٣۴ − c۴۵ = ٠

a٢۵ + a٣۵ + a۴۵ − f١ = ٠, b٢۵ + b٣۵ + b۴۵ − f٢ = ٠

c٢۵ + c٣۵ + c۴۵ − f٣ = ٠



۶٧ خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مساله�ی حل .۴.۴

a١٢ + s′١٢ = ١٠, b١٢ + s′′١٢ = ٢٠, c١٢ + s′′′١٢ = ٣٠

a١٣ + s′١٣ = ١۵, b١٣ + s′′١٣ = ٣٠, c١٣ + s′′′١٣ = ۴۵

a١۴ + s′١۴ = ۵, b١۴ + s′′١۴ = ١٠, c١٢ + s′′′١۴ = ١۵

a٢٣ + s′٢٣ = ٣٠, b٢٣ + s′′٢٣ = ۴٠, c٢٣ + s′′′٢٣ = ۵٠

a٢۵ + s′٢۵ = ٢۵, b٢۵ + s′′٢۵ = ٣٠, c٢۵ + s′′′٢۵ = ٣۵

a٣۴ + s′٣۴ = ۵, b٣۴ + s′′٣۴ = ١٠, c٣۴ + s′′′٣۴ = ١۵

a٣۵ + s′٣۵ = ١٠, b٣۵ + s′′٣۵ = ٢٠, c٣۵ + s′′′٣۵ = ٣٠

a۴۵ + s′۴۵ = ١٠, b۴۵ + s′′۴۵ = ٢٠, c۴۵ + s′′′۴۵ = ٣٠

bij − aij ≥ ٠, cij − bij ≥ ٠, aij ≥ ٠, bij ≥ ٠, cij ≥ ٠

s′′ij − s′ij ≥ ٠, s′′′ij − s′′ij ≥ ٠, s′ij ≥ ٠, s′′ij ≥ ٠, s′′′ij ≥ ٠

f٢ − f١ ≥ ٠, f٣ − f٢ ≥ ٠, f١ ≥ ٠, f٢ ≥ ٠, f٣ ≥ ٠

∀(i, j) ∈ E

،f١ = ٣٠ برابر بهینه جریان ،۴ گام در آمده دست به قطعی خطی برنامه�ریزی مساله�ی حل با :۵ گام
می�آید. دست به f٣ = ٨۵ و f٢ = ۵۵

جریان مقدار ،f̃ = (f١, f٢, f٣) رابطه� در f٣ = ٨۵ و f٢ = ۵۵ ،f١ = ٣٠ مقادیر دادن قرار با :۶ گام
می�باشد. f̃ = (٣٠,۵۵,٨۵) مقدار برابر فازی ماکسیمم

مثال نتایج
نمود: بیان زیر صورت به می�توان را فوق مثال برای آمده دست به نتایج

است. واحد ٨۵ از کمتر و ٣٠ از بزرگتر مقصد و مبدا بین جریان مقدار الف:

می�باشد. واحد ۵۵ برابر جریان مقدار حالت بهترین برای ماکسیمم مقدار ب:

آورد: دست به زیر صورت به می�توان را مانده جریان برای مطلوبیت درصد ج:

x = µf̃ (x) × ١٠٠ برابر مطلوبیت درصد آنگاه باشد، جریان مقدار نشان�دهنده x کنید فرض
که: می�باشد

µf̃ (x) =


(x− ٣٠)

٢۵ , ٣٠ ≤ x ≤ ۵۵
(x− ٨۵)
−٣٠ , ۵۵ ≤ x ≤ ٨۵

٠, o.w



۶٨ فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مسایل حل .۴

گرفتن نظر در با فازی شبکه�ی در ماکسیمم جریان تعمیم ۵.۴
راس: ظرفیت

رئوس ظرفیت با شبکه در جریان بررسی ١.۵.۴

دارای نیز شبکه رئوس کمان�ها، بر علاوه آن در که هستیم روبرو مساله از حالتی با شبکه�ها از بعضی در
حالت این است. محدودیت داراي شود وارد راس هر به می�تواند که جریانی میزان یعنی هستند، ظرفیت
مقصد و مبدا یک بین مسیرهایی (یافتن گراف�ها در مجزا مسیرهای نمونه محاسبه�ی هنگام در نمونه برای
مساله�های در یا و باشند) نداشته مشترکی راس مقصد، و مبدا جز به مسیرها این که گونه�ای به مشخص

می�شود. نمایان هستند ظرفیت دارای اشیای از مدلی رئوس، که دیگری

می�توان می�کند. محدود را آن از عبوری جریان که دارد ظرفیتی کمان هر ماکسیمم، جریان مساله�ی در
که می�باشند ظرفیت دارای نیز گراف رئوس کمان�ها، بر علاوه آن در که گرفت نظر در را دیگری حالت

می�کنند. محدود را شود راس هر وارد می�تواند که جریانی مقدار

محدودیت یعنی ∞باشد می�تواند ظرفیت (یک دارد ci ≥ ٠ ظرفیت یک i ∈ V −{s, t}راس هر
اگر ندارند؛ ظرفیتی محدودیت مقصد و مبدا که می�شود فرض اینجا در باشد). نداشته وجود ظرفیتی
مقصد برای و باشد مبدا s جای به که کنیم اضافه s′ راس یک می�توانیم باشند داشته ظرفیت که بخواهیم
برای را t ظرفیت و (s′, s) کمان برای را s ظرفیت سپس و کنیم اضافه t′ راس یک t راس جای به نیز
(مسطح، هست که حالتی همان همچنان را گراف تبدیل این که کنید توجه بگیریم. نظر در (t, t′) کمان
ماند. خواهد باقی st-مسطح نیز بودن صورتst-مسطح در حتی و داشت خواهد نگه ساده) یا و همبند
نظر در است، ci = ∞ ،i راس هر برای آن در که خاصی نمونه می�توان را راس ظرفیت بدون گراف یک

گرفت.

تغییر اندکی را « جریان » یک تعریف رئوس، ظرفیت برای جدیدی شرط شدن اضافه به توجه با
می�کنیم): اضافه آن به شرط یک تنها واقع در ) می�دهیم

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم جریان یک را f : E → R تابع .١.۵.۴ تعریف

∑
(i,j)∈E

fij −
∑

(j,i)∈E

fji = ٠ ∀i ∈ V − {s, t} (٢٨.۴)

٠ ≤ fij ≤ cij ∀(i, j) ∈ E (٢٩.۴)∑
(j,i)∈E

fji ≤ ci ∀i ∈ V − {s, t} (٣٠.۴)

کمتر همواره vi راس به ورودی جریان مقدار یعنی می�نامند. راس ظرفیت محدودیت را (٣٠.۴) شرط
می�باشد. ci یعنی vi راسی ظرفیت مساوی یا



۶٩ راس: ظرفیت گرفتن نظر در با فازی شبکه�ی در ماکسیمم جریان تعمیم .۵.۴

تبدیل آن�ها .[١١] دادند قرار مطالعه مورد را مساله� از نسخه این بار نخستین فالکرسون و فورد
پیشنهاد رئوس ظرفیت حذف منظور به را است) معروف « راس تجزیه�ی » تکنیک به که زیر ساده�ی
وارد که کمان�هایی می�کنیم. جایگزین i′′ و i′ راس دو با را ci متناهی ظرفیت با i راس هر کردند؛
می�شوند. خارج i′′ از اکنون می�شده�اند خارج i از که کمان�هایی و می�شوند i′ وارد اکنون می�شده�اند i

دارای رئوس همه�ی اگر .( (٢.۴) شکل می�شود( اضافه i′′ به i′ از ci ظرفیت با جدید کمان یک همچنین

..i.
ci

=⇒
..i′. i′′. ci

راس ظرفیت حذف منظور به راس تجزیه�ی تکنیک :٢.۴ شکل

بین مسیرهای تعداد بیشترین (یافتن راس-مجزا st-مسیرهای مساله�ی به آنگاه باشند واحد ظرفیت
نداشته مشترکی راس مقصد، و مبدا جز به مسیرها این که این که گونه�ای به مشخص مقصد و مبدا یک

می�رسیم. باشند)

فازی رئوس ظرفیت با شبکه در جریان بررسی ٢.۵.۴

کمان�ها، بر علاوه آن در که بگیریم نظر در را مساله از حالتی می�توانیم شبکه�ها از برخی برای که گفتیم
را دیگری حالت می�توان نیز ماکسیمم جریان مساله�ی برای باشند. فازی ظرفیت دارای نیز شبکه رئوس
ظرفیت دارای نیز گراف رئوس باشند، فازی ظرفیت دارای کمان�ها اینکه بر علاوه آن در که گرفت نظر در

کند. محدود را شود راس هر وارد می�تواند که جریانی مقدار و باشند فازی

تغییر زیر صورت به مساله c̃ فازی ظرفیت و f̃ فازی جریان و G̃ = (Ṽ , Ẽ) فازی گراف برای
می�نماید.

محدودیت یعنی ∞باشد می�تواند ظرفیت (یک دارد c̃i ≥ ٠ ظرفیت یک i ∈ Ṽ −{s, t}راس هر
اگر ندارند؛ ظرفیتی محدودیت مقصد و مبدا که می�شود فرض اینجا در باشد). نداشته وجود ظرفیتی
مقصد برای و باشد مبدا s جای به که کنیم اضافه s′ راس یک می�توانیم باشند داشته ظرفیت که بخواهیم
برای را t ظرفیت و (s′, s) کمان برای را s ظرفیت سپس و کنیم اضافه t′ راس یک t راس جای به نیز
هر برای آن در که خاصی نمونه می�توان را راس ظرفیت بدون گراف یک بگیریم. نظر در (t, t′) کمان

گرفت. نظر در است، c̃i = ∞ ،i راس

می�یابد تغییر اندکی را جریان تعریف رئوس، فازی ظرفیت برای جدیدی شرط شدن اضافه به توجه با
میشود): اضافه آن به شرط یک تنها واقع (در

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم جریان یک را f̃ : Ẽ → R تابع .٢.۵.۴ تعریف



٧٠ فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان مسایل حل .۴

∑
(i,j)∈Ẽ

f̃ij −
∑

(j,i)∈Ẽ

f̃ji = ٠ ∀i ∈ Ṽ − {s, t} (٣١.۴)

٠ ≤ f̃ij ≤ c̃ij ∀(i, j) ∈ Ẽ (٣٢.۴)∑
(j,i)∈Ẽ

f̃ji ≤ c̃i ∀i ∈ Ṽ − {s, t} (٣٣.۴)

کمتر همواره vi راس به ورودی جریان مقدار یعنی می�نامند. راس ظرفیت محدودیت را (٣٣.۴) شرط
می�باشد. c̃i یعنی Ṽi راسی ظرفیت مساوی یا

با i راس هر می�توان رئوس فازی ظرفیت حذف برای قطعی، حالت برای شده ذکر روش همانند
i′ وارد اکنون می�شده�اند i وارد که کمان�هایی نمود. جایگزین i′′ و i′ راس دو با را c̃i متناهی ظرفیت
با جدید کمان یک همچنین می�شوند. خارج i′′ از اکنون می�شده�اند خارج i از که کمان�هایی و می�شوند

.( (٣.۴) شکل می�شود( اضافه i′′ به i′ از c̃i ظرفیت

..i.
c̃i

=⇒
..i′. i′′. c̃i

راس فازی ظرفیت حذف منظور به راس تجزیه�ی تکنیک :٣.۴ شکل

و سوم فصل در شده �ذکر الگوریتم�های با ماکسیمم جریان مسایل حل شده، بیان روش با می�توان
نمود. حل نیز را راس ظرفیت با یافته تعمیم شبکه�ی فصل، این خطی برنامه�ریزی



٧١ نتیجه�گیری .۶.۴

نتیجه�گیری ۶.۴

در ماکسیمم جریان تعیین جمله از متعدد زمینه�های در زیادی کاربردهای دارای ماکسیمم جریان مساله�ی
پارامترهای مورد در قطعیت عدم کاربردها این از بسیاری در اینکه به توجه با می�باشد. شبکه�ها انواع
مطالعه مورد فازی شبکه�های در ماکسیمم جریان مساله�ی پایان�نامه این در دارد، وجود قطعی شبکه�های
روش�های و الگوریتم�ها و بررسی فازی و قطعی شبکه�های ویژگی�های ابتدا منظور این برای گرفت. قرار
مسایل حل همچنین شد. بیان ذوزنقه�ای و مثلثی فازی اعداد از استفاده با ماکسیمم جریان مساله�ی حل
در رئوس برای فازی ظرفیت اختصاص گردید. مطرح فازی خطی برنامه�ریزی روش به ماکسیمم جریان

می�باشد. پایان�نامه این نوآوری جنبه�های از آن حل روش بیان و فازی شبکه�های
مقادیر دارای کمان�ها ظرفیت یا و کمان�ها آن�ها در که حالت�هایی فقط شده، گفته موارد تمامی در
رئوس کمان�ها، بر علاوه آن در که کرد معرفی را مساله از دیگری صورت می�توان شد. بیان بودند، فازی
این می�توان یافته گسترش گراف نام به تکنیکی توسط که ترتیب این به باشند، فازی ظرفیت دارای نیز

داد. تغییر راس) فازی ظرفیت (بدون اولیه مساله�ی همان به را مساله
جمله از شده ارایه الگوریتم�های برای محاسباتی برنامه�های تهیه�ی و دیگر الگوریتم�های طراحی

می�باشد. پایان�نامه این آینده�ی چشم�اندازهای
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Abstract

In this thesis, the maximum flow problem in fuzzy networks has been studied. In the
maximum flow problem, the goal of a maximum amount of flow from the source vertex
to the sink vertex in a network respect to the limitation that no arc can not exceed the
capacity of the arc is included. In the first chapter, the problem of maximum flow in
networks is described in the definitive expression of Ford and Fulkerson algorithm. The
second chapter is dedicated to define fuzzy networks and operations of fuzzy numbers are
triangular and trapezoidal. The third chapter is represented an algorithm for solving the
maximum flow problem in fuzzy networks. The fourth chapter is described of solving the
fuzzy linear programming method.

Keywords:
Fuzzy Maximum Flow; Fuzzy Networks; Fuzzy Flow; Fuzzy Maximum Flow Problem;
Fuzzy Number; Fuzzy Linear Programming
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