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චاری... ণپاس໋�
قدم�های ناتوانم دستان گرفتن با و آموخت من به را زندگی راه زیباترین که را مهربانم خدای می�گویم سپاس
وجودش نور با را دانش بسته درهای و نمود آسان برایم را سختی�ها و مشکلات کرد، محکم راه این در مرا

گشود. رویم به
تشکر و قدردانی کردند، یاری پایان�نامه این نوشتن در را من که کسانی تمامی از می�دانم لازم خود بر
در و نیت خلوص با که مس�فروش علی دکتر آقای جناب محترمم راهنمای استاد از می�کنم تشکر نمایم.
محترمم مشاور استاد از می�کنم تشکر هم�چنین بودند. من سوالات تمام پاسخ�گوی آرامش و صبر کمال
جناب و طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب از سپاسگزارم و جزی قوتمند مهدی دکتر آقای جناب

داشتند. عهده بر را پایان�نامه این داوری که ناظمی علیرضا دکتر آقای
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١ فصل

مقدمه

گسسته�سازی که است شده باعث فضا-زمان، روش�های بالای مرتبه دقت گسترش و شرط بدون پایداری
پیاده�سازی خاص، به�طور شود.ولی استفاده فضایی، دامنه به�خوبی زمانی، دامنه روی متناهی عناصر
عناصر تطبیقی روش فضا-زمان در را [٣۴ ،٣٣ ،٣٧ ،۵٨] بالا مرتبه�ی دقیق مرزی شرایط از دنباله�ای
متناهی عناصر روش می�کنیم. بررسی خارجی دامنه�های در پراکندگی مسایل و صوتی امواج برای متناهی،
سطحی، چند تکراری طرح یک از می�بریم. به�کار را مستقل متغییرهای با میدانی چند گسسته گالرکین
گام هر در تکراری روش می�کنیم. استفاده مرزی، و داخلی گسسته�ی کاملا معادلات دستگاه حل برای

دارد. نیاز بالا دقت با جواب مجدد حل برای تکرار، چند به فقط زمانی
از که است [۴٧] ١ زینکوویچ-زو فضایی خطای برآورد اساس بر تطبیقی h فضا-زمان استراتژی
در گسسته، جهش از ناشی زمانی خطای برآورد یک با همراه (SPR) ٢ همگرا فوق قطعه�ی بازیابی

می�شوند. تنظیم خطا تلرانس حفظ با زمانی گام�های می�آید. به�دست زمانی گام�های
می�بریم. به�کار بی�کران موج معادله برای را گالرکین متناهی عناصر تطبیقی روش پایان�نامه، این در

است. فصل چهار شامل پایان�نامه این
است. تطبیقی متناهی عناصر روشهای پیش�نیازهای و مقدماتی تعاریف شامل دوم فصل

می�کنیم: بیان را زیر بخش�های شامل بی�کران، مرز در موج معادله زمان فضا- تطبیق سوم فصل در

خارجی. دامنه�های در موج معادله NRBC ٣ انعکاسی غیر مرزی شرایط .١

. زمان فضاـ وردشی معادلات .٢

ماتریسی. ساختارهای و فضا-زمان گسسته�سازی .٣

تطبیقی. مش�های نگاشت روش� .۴
١Zienkiewicz–Zhu
٢Superconvergent Patch Recovery
٣Non Reflecting Boundary Conditions



مقدمه .١ ٢

موثر. جبری ساختارهای .۵

. داخلی/مرزی معادلات زوج حل برای چندسطحی تکرار الگوریتم .۶

تطبیقی. استراتژی و مکانی و زمانی خطاهای شاخص� .٧

می�هیم. ارایه را گذرا موج پراکندکی عددی مثال�های چهارم، فصل در

تاریخچه ١.١

نیاز زمان به وابسته امواج تطبیقی روش برای را شرط بدون پایداری با زمانی پیشروی روش�های
سازه کاربردی برنامه�های برای می�شود، استفاده دوم مرتبه ضمنی روش�های مسایل، بیشتر در داریم.
می�شود استفاده مرتبط روش�های و نیومارک خانواده و نیکلسون) (کرانک- ذوزنقه از معمولا (دینامیک)
تشدید شرایط نیومارک، ضمنی خانواده مانند دوم مرتبه روش�های . [٣۴ ،٣٣ ،٣۵ ،٣۶ ،٣٧ ،۵٨]

. [۶۴] هستند سازگار جواب با و می�دهند نشان را مصنوعی
(DGFEM) ۴ گالرکین زمان گسسته متناهی روشعناصر بالا، مرتبه زمانی پیشروی روش�های از یکی
،٣٠ ،٢٩ ،٩ ،٢٠ ،۶٣] می�برد به�کار فضایی و زمانی دامنه در را متناهی عناصر گسسته�سازی که است
بدون پایداری و بالا مرتبه دقت (DGFEM) . [٨ ،۴۵ ،۶٨ ،۶٧ ،۴۶ ،۴۴ ،٢٧ ،٢۶ ،۵٧ ،٣٢ ،٣١
(ii) زمان، و فضا بعد در بالا مرتبه تقریب (i) از: عبارتند (DGFEM) اصلی ویژگی�های دارد. شرط
فرم (iv) فیزیک، علم در پراکنده�ساز مکانیسم�های پایه (iii) زمان، و فضا در ساختار بدون مش�های
است. مناسب موازی، محاسبات برای تکراری روش�های اصلاح یا پیش�بینی مساله، حل برای آن جبری
معادلات برای را زمان در متناهی عناصر گسسته تقریب پیش دهه دو در [۵۶] ۵ راویارت و لیسانت
متناهی عناصر روش�های [١١ ،١٠] همکارانش و ۶ جوهانسون کردند. شروع اول مرتبه هزلولوی
و سهموی سیستم�های با گسسته زمان روش�های دادند. تعمیم نرم�ها به وابسته مش معرفی با را گسسته
فضا-زمان متناهی عناصر روش�های است. شده استفاده [١۶ ،١۵ ،٢٢] در انتشار فرارفت- سیستم�های
چند پدیده�های شوک�ها، دقیق جواب آن در که (CFD) ٧ سیال دینامیک محاسبات شبیه�سازی�های در
[٢٧ ،٩ ،۶٣] در . [١۴ ،۵۴ ،۶٩ ،۶ ،٢ ،١٨] دارند زیادی کاربرد است، مهم مرزها حرکت و مقیاسی
انتشار زمانی دوم مرتبه هزلولوی معادلات برای متناهی عناصر فضا-زمان گسسته�ی زمان از استفاده ایده
جواب�های بالا، مرتبه دقت با یکپارچه و سازگار متدلوژی یک روش�ها این دادند. گسترش را امواج
تطبیقی فضا-زمان جواب�های برای مناسب ریاضی چارچوب و می�دهد فضا و زمان بعدهای در پایدار
بالای مرتبه دقت با (DGFEM) فضا-زمان گسسته زمان گالرکین متناهی عناصر روش می�دهند. ارایه

۴Time-discontinuous Galerkin Space–time Finite Element Method
۵Lesaint, Raviart
۶Johnson
٧Computational Fluid Dynamics



٣ تاریخچه .١.١

بالا مرتبه های NRBC می�شود. استفاده بی�کران موج مسایل برای NRBC ٨ غیرانعکاسی مرزی شرایط
می�شوند اجرا دلخواه مرتبه-بالای هر برای که هستند بالا دقت با غیرانعکاسی مرزی شرایط از دنباله�ای
و بایلیس دنباله ، NRBC از خوش�تعریف دنباله�ا��ی می�شوند. استفاده ورودی پارامتر یک عنوان به و

نیستند. مناسب بالا، مراتب اجرای برای بالا مراتب مشتقات با های NRBC است. [١] ٩ تارکل
خاص، کمکی متغییرهای جملات در بالا مرتبه مشتقات برداشتن با [٣٧ ،۵٨] ١٠ هوان و تامپسون
تامپسون کروی، سه�بعدی غیرانعکاسی مرز برای کردند. فرمول�بندی دوباره را تارکل و بایلیس NRBC

NRBC با مقایسه در داده�ای ساختارهای و هستند دقیق ها NRBC این که دادند نشان [۵٨] هوان و
کروی ویژگی�های شرطی�کردن با یافته�ای بهبود مدل�های است. یافته بهبود [۴٠ ،٣٩] ١١ کیلیر و گروت

.[٣٣ ،٣۵ ،٣۶] آمده�اند به�دست (همساز) هارمونیک
در [١٧] ١٢ کولینو NRBC مانند موجبرها، و مستقیم مرزهای برای دیگر بالای رتبه های NRBC

متغییرهای با مرزی و داخلی معادلات برای میدانی چند DGFEM شده�اند. پیشنهاد دکارتی مختصات
. [٢٧ ،٢۶] است یافته گسترش ،NRBC در که بالا رتبه کمکی توابع و داخلی مستقل

پروسه که ابزاری است. هزینه کمترین با فضا-زمان تقریب خطای کنترل تطبیق، یک از هدف
-٣ زمانی گام اندازه و/یا فضایی مش تطیبق -٢ خطا برآورد -١ از: عبارتند می�کنند فراهم را تطبیقی
خطا برآوردهای پیاده�سازی و فرمول�بندی جاری. مش به قبلی مش جواب�های از (نگاشت) داده انتقال
انتشار تطبیق و خطا برآورد است. محدود بیضوی مسایل به نسبت موج، مسایل تطبیقی روش�های و

است. شده بیان [۶۶ ،۵ ،۴ ،۶۵ ،٢٣ ،٧ ،۶٢ ،٢۵ ،٣ ،۵١ ،۶٨] در موج،
تقسیم یا [۵٣] مجدد مش�بندی با فضایی، مش��های کردن درشت یا تظریف برای اصلی روش دو
اضافه جدید مش گره�های است، بزرگ خطا برآورد که نواحی در تظریف، در می�شوند. کامل [٢١] مجدد

می�شوند. حذف است، کوچک برآوردخطا که نواحی در گره�ها کردن، درشت در می��شوند.
حل روی فضا-زمان خطای برآوردهای زوج شامل زمانی، تکامل مسایل برای دیگری استراتژی�های

. [۴ ،٢٣] شده�اند پیشنهاد زمانی و فضایی دامنه در دوگان مساله

٨Nonreflecting Boundary Conditions
٩Bayliss, Turkel

١٠Huan, Thompson
١١Keller, Grote
١٢Collino



مقدمه .١ ۴



٢ فصل

اولیه تعاریف

تعاریف می�کنیم. بیان را تطبیقی متناهی عناصر روش�های پایه�ای مفاهیم و قضایا تعاریف، فصل این در
است. شده گردآوری [۶٠] و [٣٨] از فصل این

هرگاه، می�نامیم متقارن را A مربعی ماتریس .١.١.٢ تعریف
AT = A,

و بوده متقارن هرگاه گوییم مثبت معین را آن و
∀v ̸= ٠, vTAv > ٠.

می�گوییم. مثبت معین نیمه را ماتریس باشد ≥ علامت اکید، بزرگتر علامت به�جای اگر

١ کرونکر (تنسور) حاصل�ضرب .٢.١.٢ تعریف
می�کنیم بیان زیر صورت به را B و A کرونکر حاصل�ضرب باشد، B ∈ Rp×q و A ∈ Rm×n اگر

A⊗B =


a١١B . . . a١nB
... . . . ...

am١B . . . amnB

 ∈ Rmp×nq. (١.٢)

است. برقرار (١.٢) نیز مقدار مختلط ماتریس�های برای

زیر به�صورت آن�ها کرونکر حاصلضرب باشد، B =

[
٢ ١
٢ ٣

]
و A =

[
١ ٢ ٣
٣ ٢ ١

]
اگر .٣.١.٢ مثال

است،

A⊗B =

[
B ٢B ٣B
٣B ٢B B

]
=


٢ ١ ۴ ٢ ۶ ٣
٢ ٣ ۴ ۶ ۶ ٩
۶ ٣ ۴ ٢ ٢ ١
۶ ٩ ۴ ۶ ٢ ٣


١Kronecker (Tensor) Products



اولیه تعاریف .٢ ۶

صورت به را ماتریس گستره فضای .۴.١.٢ تعریف

R(A) = {b ∈ Rm|∃x ∈ Rm : Ax = b},

می�کنیم. تعریف

٢ مربعات کمترین روش .۵.١.٢ تعریف
بگیرید، نظر در را زیر ناسازگار خطی معادلات دستگاه
Ax = b (٢.٢)

داریم، لذا نیست. برقرار (٢.٢) تساوی x هر برای و b /∈ R(A) است ناسازگار دستگاه چون

ε = b− Ax (٣.٢)

می�شود، تعریف زیر به�صورت دو نورم از استفاده با خطا اندازه می�باشد، خطا بردار ε آن در که

∥ε∥ = ∥b− Ax∥ (۴.٢)

شده محاسبه خطای که به�طوری است، x̂ مانند برداری یافتن هدف ،Ax = b ناسازگار سیستم برای
جواب را x̂ بردار صورت این در باشد. ممکن خطای مقدار کوچکترین ∥ε̂∥ = ∥b − Ax̂∥ به�صورت
باید و باشد نزدیک b بردار به ممکن حد تا b̂ = Ax̂ بردار باید واقع در می�گویند مربعات کمترین
b̂ باید این�منظور برای هستیم. R(A) در b بردار برای تقریب بهترین دنبال به پس باشد. b̂ ∈ R(A)

نماییم، انتخاب زیر به�صورت را

b̂ = ProjR(A)b

حل برای لذا است. ممکن تقریب بهترین A ماتریس گستره فضای روی بر b بردار متعامد تصویر یعنی
کنیم. حل را b̂ = Ax̂ معادله سپس و بیابیم را b̂ = ProjR(A)b ابتدا باید مربعات کمترین مساله

خطی معادلات دستگاه حل روش�های
به�صورت مقدماتی، سطری عملیات از استفاده با که است این هدف مستقیم، روش�های از بعضی در

کنیم. حل را آن�ها و رسیده معادلات از ساده�تری
از: عبارتند مقدماتی سطری عملیات

(معادله). سطر دو تعویض .١

غیرصفر. عدد یک در (معادله) سطر یک ضرب .٢

٢Least Square Problem



٧

دیگر. سطری با آن کردن جمع و غیرصفر عددی در (معادله) سطر یک ضرب .٣

گاوس حذفی روش .۶.١.٢ تعریف
می�باشد: مرحله دو شامل روش این

مقدماتی. سطری عملیات از استفاده با بالامثلثی ماتریس یک به ضرایب تبدیل اول: مرحله •

معادله. آخرین از معکوس جایگذاری و حل دوم: مرحله •


a١١ . . . a١n
... . . . ...

am١ . . . amn



x١
...
xm

 =


b١
...
bm

 =⇒


a′١١ . . . . . . a′١n

٠ a′٢٢ . . . a′٢n
... ٠ . . . ...
٠ ٠ . . . a′mn




x١

x٢
...
xn

 =


b′١

b′٢
...
b′m

 .

یا حقیقی نقطه همسایگی در که مختلط، یا حقیقی مقادیر با f(x) تابع تیلور سری .٧.١.٢ تعریف
صورت به است، مشتق�پذیر بار بی�نهایت x٠ مختلط

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(x٠)

n!
(x− x٠)

n, (۵.٢)

است. x٠ نقطه در f تابع ام n مشتق ،f (n) ، (۵.٢) رابطه�ی در که می�باشد،

اویلر. فرمول .٨.١.٢ تعریف
einθ = (cos θ + i sin θ)n = (cosnθ + i sinnθ). (۶.٢)

می�کنیم: بیان زیر به�صورت را فوریه انتگرال و مختلط فوریه سری فوریه، سری .٩.١.٢ تعریف

فوریه سری •

داد: نمایش زیر به�صورت کسینوسی و سینوسی سری یک با می�توان را تناوبی حرکت هر

f(x) =
a٠
٢ + a١ cosx+ a٢ cos٢x+ . . .+ b١ sinx+ b٢ sin٢x+ . . .

=
a٠
٢ +

∞∑
n=١

(an cosnx+ bn sinnx), (٧.٢)

(٧.٢) رابطه�ی در که

an = ٢
τ

∫ τ
٢
− τ

٢
f(x) cosnxdx,

bn = ٢
τ

∫ τ
٢
− τ

٢
f(x) sinnxdx.

(٨.٢)



اولیه تعاریف .٢ ٨

مختلط فوریه سری •

کنید: فرض

f(x) =
a٠
٢ +

∞∑
n=١

(an cosnx+ bn sinnx), (٩.٢)

eixچون = cos x+ i sin x,

e−ix = cos x− i sin x,
(١٠.٢)

cosnxو = einx+e−inx

٢ ,

sinnx = einx−e−inx

٢i .
(١١.٢)

داریم: (٩.٢) در (١١.٢) جایگذاری با

f(x) =
a٠
٢ +

∞∑
n=١

{
an(

einx + e−inx

٢ ) + bn
einx − e−inx

٢i

}

=
a٠
٢ +

∞∑
n=١

{
einx(

an
٢ − ibn

٢ ) + e−inx(
an
٢ +

ibn
٢ )

}
. (١٢.٢)

می�دهیم قرار

c٠ =
a٠
٢ , cn =

an − ibn
٢ , c−n = c∗n =

an + ibn
٢ , (١٣.٢)

می�آوریم: به�دست را زیر رابطه (١١.٢) در (١٣.٢) جایگذاری با

c٠ +
∞∑
n=١

(cne
inx + c−ne

−inx) =
∞∑
−∞

cne
inx, (١۴.٢)

می�شود: تعیین زیر به�صورت cn ضرایب (٨.٢) و (١٣.٢) اساس بر آن در که

cn =
an − ibn

٢ =
١
τ

∫ τ
٢

−τ
٢

f(x)(cosnx− i sinnx)dx (١۵.٢)

یا

cn =
١
τ

∫ τ
٢

−τ
٢

f(x)e−inx. (١۶.٢)

فوریه انتگرال •

از: است عبارت آن فوریه انتگرال کند، صدق (١٠.١.٢) قضیه شرایط در که باشد تابعی f اگر



٩

f(x) =

∫ ∞

٠
[A(w) coswx+B(w) sinwx]dw, (١٧.٢)

آن در که

A(w) =
١
π

∫ ∞

−∞
f(v) coswvdv,

B(w) =
١
π

∫ ∞

−∞
f(v) sinwvdv.

(١٨.٢)

مشتق دارای نقطه هر در و پیوسته تکه�ای به�طور متناهی فاصله هر در f(x) اگر .١٠.١.٢ قضیه
انتگرال یک به�صورت می�توان را f(x) آنگاه باشد، موجود (١٩.٢) انتگرال و باشد راست و چپ
و چپ حدود میانگین برابر فوریه انتگرال باشد ناپیوسته f(x) که نقطه�ای در داد. نشان فوریه

است. نقطه آن در f(x) ∫راست ∞

−∞
|f(x)|dx ≥ |

∫ ∞

−∞
f(x)dx|. (١٩.٢)

تبدیل ξ = (ξ١, . . . , ξd) ∈ Rd برای باشد، L١(Rd) در مقدار مختلط یا حقیقی تابعی v اگر •
می�شود: تعریف زیر به�صورت را فوریه

Fv(ξ) = v̂(ξ) =

∫
Rd

v(x)e−ix.ξdx, x.ξ =
d∑

j=١
xj.ξj.

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ٣ هوی�ساید یا گامی یک تابع .١١.١.٢ تعریف

uc(t) =

٠ if t < c,

١ if t > c,

ببینید. را (١.٢) شکل است، c > ٠ آن در که

گاوسی انتگرال�گیری .١٢.١.٢ تعریف
زیر رابطه�ی که می�کنیم انتخاب طوری را w١, . . . , wm وزن�های و x١, . . . , xm نقاط روش این در

باشد داشته را دقت درجه بالاترین f انتگرال�پذیر تابع هر برای

∫ b

a

f(x)dx ≈
m∑

k=١
wkf(xk). (٢٠.٢)

برای

است. دقیق ٢m− ١ مرتبه تا چندجمله�ای�های برای گاوسی انتگرال�گیری •
٣Heaviside Function



اولیه تعاریف .٢ ١٠

..

y

.
t

....
c

.

هوی�ساید تابع :١.٢ شکل

می�کنیم: بیان زیر صورت به که است دونقطه�ای گاوس گاوسی، انتگرال�گیری نوع ساده�ترین •

رابطه که می�کنیم تعیین طوری را w٢ و w١ وزن�های و x٢ و x١ نقطه�ی دو .١٣.١.٢ مثال

w١f(x١) + w٢f(x٢) =

∫ ١

−١
f(x)dx, (٢١.٢)

گاوسدونقطه�ای انتگرال�گیری بنابراین باشد دقیق ٣ = (١−(٢)٢) مرتبه تا چندجمله�ای�های برای
داریم، (٢١.٢) در مقادیر این دادن قرار با است. دقیق x٣, x٢, x,١ برای

w١ + w٢ = ٢

w١x١ + w٢x٢ = ٠

w١x
٢
١ + w٢x

٢
٢ =

٢
٣

w١x
٣
١ + w٢x

٣
٢ = ٠

(٢٢.٢)

می�آوریم. به�دست را x٢ = −x١ =
١√
٣ و w١ = w٢ = ١ مقادیر (٢٢.٢) دستگاه حل با

است: زیر به�صورت f(x) تابع هر برای را نقطه�ای دو گاوس ∫انتگرال�گیری ١

−١
f(x)dx = f(

−١√
٣
) + f(

١√
٣
). (٢٣.٢)

می�کنیم: زیرتعریف صورت به را لژاندر چندجمله�ای .١۴.١.٢ تعریف

Pn(x) =
∂n

٢nn!∂xn
(x٢ − ١)n.

،[a, b]روی را {P٠(x), P١(x) . . . , Pn(x), . . .} متعامد چندجمله�ای�های از خانواده�ای .١۵.١.٢ ویژگی
به�صورت



١١

(Pi(x), Pj(x)) =

∫ b

a

Pi(x)Pj(x)dx =

٠, if i ̸= j,

ci, if i = j,
(٢۴.٢)

است. ثابت مقداری ci آن در که می�کنیم تعریف

می�کنیم، بیان زیر به�صورت را mنقطه�ای لژاندر گاوس قاعده�ی .١۶.١.٢ تعریف
QGL(x) = w١f(x١) + . . .+ wmf(xm),

است. دقیق ٢m− ١ درجه�ی تا چندجمله�ای�های برای که
می�کنیم، حل را زیر غیرخطی معادله ٢m ،wi وزن�های و xi گره m تعیین برای

w١x
k
١ + . . .+ wmx

k
m =

١− (−١)k+١

k + ١ , k = ٠, . . . ,٢m− ١. (٢۵.٢)

می�آوریم، به��دست زیر به�صورت را (٢۵.٢) معادله�ی امین k

w١f(x١) + . . .+ wmf(xm) =

∫ ١

−١
f(x)dx,

است. دقیق f(x) = xk برای که
i = هر برای باشد، Pn(x) لژاندر nام درجه�ی چندجمله�ای ریشه�های x١, . . . , xn کنید فرض

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را لژاندر گاوس انتگرال�گیری wi وزن�های ١, . . . ,m

wi =

∫ ١

−١

m∏
j=١
j ̸=١

x− xj

xi − xj

dx.

آنگاه باشد، ٢m از کمتر درجه از چندجمله�ای f(x) ∫اگر ١

−١
f(x)dx =

m∑
j=١

wif(xi).

.١٧.١.٢ مثال

w١ = w٢ = ١ دونقطه�ای، لژاندر گاوس وزن�های P٢(x) = x٢ − ١
٣ = ± ١√

٣ ریشه�های برای •
می�نویسیم، زیر به�صورت که ∫است ١

−١
f(x)dx = f(

−١√
٣
) + f(

١√
٣
).

متناظر وزن�های و P٣(x) = x٣ − ٣
۵x = (٠,±

√
٣
۵) ریشه��های برای سه�نقطه�ای لژاندر گاوس •

است، زیر به�صورت w٢ =
٨
٩ و w١ = w٣ =

۵
٩∫ ١

−١
f(x)dx ≈

۵
٩f(−

√
٣
۵) +

٨
٩f(٠) +

۵
٩f(

√
٣
۵).



اولیه تعاریف .٢ ١٢

می�کنیم، تبدیل [−١,١] بازه�ی به [a, b] بازه از متغیر تغییر با را انتگرالی هر •

∫ b

a

f(x)dx =
b− a

٢

∫ ١

−١
g(x)dx, g(x) = f(

a+ b

٢ +
b− a

٢ x).

ضرب می�گوییم. L٢(Ω) فضای را باشد انتگرال�پذیر آن�ها مربع که توابعی همه فضای .١٨.١.٢ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت L٢(Ω) فضای در نورم و داخلی

،(v, w) = (v, w)L٢(Ω) =
∫
Ω
vwdx •

.∥v∥ = ∥v∥L٢(Ω) = (v, v)
١
٢ = (

∫
Ω
v٢dx)

١
٢ •

می�شود: تعریف زیر صورت به ۴ سوبولف فضای .١٩.١.٢ تعریف
Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L٢(Ω);D

αv ∈ L٢(Ω), |α| < k},

می�شود. گفته ۵ چنداندیسه و است نامنفی صحیح عناصر از تایی d بردار α = (α١, · · · , αd) که
می�شوند: تعریف زیر به�صورت ، α طول و ام α مرتبه مشتق

Dαv =
∂|α|v

∂x
α١
١ · · · ∂xαd

d

, |α| =
d∑

i=١
αi.

می�شوند: تعریف زیر به�صورت سوبولف فضای روی نیم�نورم و نورم داخلی، ضرب

،⟨v, w⟩k = ⟨v, w⟩Hk =
∑

|α|≤k

∫
Ω
DαvDαwdx •

،∥v∥k = ∥v∥Hk =

(∑
|α|≤k

∫
Ω
(Dαv)٢dx

)١
٢
•

،|v|k = |v|Hk =

(∑
|α|=k

∫
Ω
(Dαv)٢dx

)١
٢
•

، H٠ = H = L٢ , ∥v∥H٠ = ∥v∥ آنگاه k = ٠ اگر •

، H١ = {v ∈ L٢, D
αv ∈ L٢, |α| ≤ ١} آنگاه k = ١ اگر •

.H١
٠ = {v ∈ H١, v|Γ = ٠} •

متعامد پایه .٢٠.١.٢ تعریف
یعنی، باشد متعامد دنباله�ای {φj}∞j=١ اگر

(φi, φj) = δij =

١, if i = j,

٠, if i ̸= j,

۴Sobolev Space
۵Multi Index



١٣

ترکیبی با بتوانیم را v ∈ H هر هرگاه می�نامیم، کامل) متعامد (مجموعه متعامد پایه یک را دنباله�ای چنین
α١, . . . , αN حقیقی اعداد و N صحیح عدد ،ε هر برای اگر یعنی بزنیم، تقریب دنباله عناصر از خطی

طوری�که باشند، داشته وجود

∥v −
N∑
j=١

αjφj∥ < ε. (٢۶.٢)

از خطی ترکیب ،v ∈ H تقریب بهترین آنگاه باشد، H در متعامد مجموعه�ای {φ}∞j=١ اگر .٢١.١.٢ لم
است. vn =

∑N
j=١(v, φj)φj به�صورت φj اول تابع N

داریم، α١, . . . , αn هر برای برهان.

∥v −
N∑
j=١

αjφj∥٢ = ∥v∥٢ − ٢
N∑
j=١

αj(v, φj) +
N∑
j=١

α٢
j

= ∥v∥٢ +
N∑
j=١

(αj − (v, φj))
٢ −

N∑
j=١

(v, φj)
٢.

(٢٧.٢)

داریم: αj = (v, φj) هر برای خاص، حالت در است، نامنفی (٢٧.٢) رابطه چپ سمت چون
N∑
j=١

(v, φj)
٢ ≤ ∥v∥٢. (٢٨.٢)

نامساوی است، برقرار N هر برای (٢٨.٢) رابطه چون
∞∑
j=١

(v, φj)
٢ ≤ ∥v∥٢, (٢٩.٢)

می�آید. به�دست بسل، نامساوی به موسوم
صفر به کند میل بی�نهایت به N وقتی تقریب بهترین خطای باشد، متعامد پایه یک {φ}∞j=١ اگر

یعنی می�کند، میل

∥v −
N∑
j=١

(v, φj)φj∥٢ = ∥v∥٢ −
N∑
j=١

(v, φj)
٢ −→ ٠, as N −→ ∞. (٣٠.٢)

داریم زیر به�صورت را پارسوال تساوی بنابراین

∞∑
j=١

(v, φj)
٢ = ∥v∥٢. (٣١.٢)

v ∈ H هر برای پارسوال رابطه�������ی اگر فقط و اگر است متعامد پایه یک {φ}∞j=١ مجموعه�ی نتیجه در
برقرارباشد.



اولیه تعاریف .٢ ١۴

عملگر باشد، x ∈ Rd از برداری تابعی w = (w١, · · · , wd) و عددی توابع u, v اگر .٢٢.١.٢ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را ٨ لاپلاس عملگر و ٧ دیورژانس عملگر ، ۶ گرادیان

∇v = gradv =
( ∂v

∂x١
, . . . ,

∂v

∂xd

)
,

∇.w = divw =
d∑

i=١

∂wi

∂xi

,

∆.v = ∇.∇v =
d∑

i=١

∂٢v

∂x٢i
,

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را گرین و دیورژانس انتگرال�گیری فرمول�های .٢٣.١.٢ تعریف
، ٩ دیورژانس ∫فرمول

Ω

∇.wdx =

∫
Γ

w.nds.

١٠ گرین فرمول

∫
Ω

w.∇vdx =

∫
Γ

w.nvds−
∫
Ω

∇.wvdx.

شکل به گرین فرمول w = ∇u خاص حالت در

∫
Ω

∇u.∇vdx =

∫
Γ

∂u

∂n
vds−

∫
Ω

∆uvdx.

می�شود. تبدیل

برآورد باشد، تقریبی جواب راست، سمت در و خطا چپ، سمت در که نابرابری به .٢۴.١.٢ تعریف
برآورد باشد، مساله دقیق جواب راست، سمت در و خطا چپ، سمت در که نابرابری به و پسین خطای

می�گوییم. پیشین خطای

و حقیقی اعداد از مجموعه�ای R کنید فرض .٢۵.١.٢ تعریف
Rd = {(x١, x٢, · · · , xd), xi ∈ R, i = ١,٢, · · · d},

d = ٢ برای بازه، دامنه، این d = ١ برای باشد. محدب و باز اگر می�شود گفته دامنه ،Ω ⊆ Rd باشد.
و می�دهیم نشان ∂Ω = Γ با را دامنه مرز می�باشد. فضا از قسمتی d = ٣ برای و صفحه از بخشی

می�کنیم. تعریف Ω̄ = Γ ∪ Ω به�صورت را دامنه بستار
۶Gradient Operator
٧Divergence Operator
٨Laplace Operator
٩Divergence Formula

١٠Green Formula



١۵ جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٢.٢

معادله شود ظاهر انتگرالده، در مجهول، تابع آن، در که معادله�ای انتگرالی). (معادله .٢۶.١.٢ تعریف
می�شود. نامیده انتگرالی

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ٢.٢

اتم�ها، مولکول�ها، تک تک رفتار شرح بدون میکروسکوپی، سطح در می�توان را طبیعی فرآیندهای بیشتر
غلظت دما، فشار، چگالی، سرعت، دگردیسی، مانند کمیت�هایی کرد. توصیف دیگر، اجزای یا الکترون�ها
معادلات، این می�آیند. به�دست جزیی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات توسط الکترومغناطیسی، میدان یا
دیفرانسیل معادلات مثال، برای است. علمی و مهندسی مساله�های از بسیاری فرمول�بندی برای زبانی
در خون جریان ساختمان�ها، استاتیکی و دینامیکی خواص کنترل و پیش�بینی در ١١ جزیی مشتقات با
و هوا آلودگی زدودن فلزات، کردن ذوب و کردن گرم تومورها، حرارتی بازداری هوا، و آب سیاهرگ�ها،
پرتونگاری مغناطیسی، تشدید عکس�برداری نقلیه، وسایل موتور در گاز سوزاندن شهری، تسهیلات در آب

می�رود. به�کار . . . و پزشکی در کامپیوتری مقطعی

معادلات از دسته�ای می�شود، خوانده PDE اختصار به که جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
توابع جزیی مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول توابع آن، در که هستند دیفرانسیل
اول مرتبه جزیی مشتقات شامل فقط عمل در ها PDE بیشتر باشد. داشته وجود متغیرها، آن به نسبت

می�شوند. نامیده دوم مرتبه های PDE و بوده دوم و

می�شود: تعریف زیر صورت به بعدی دو فضای در ثابت ضرایب با دوم مرتبه PDE دیفرانسیل معادله

Auxx(x, y) + ٢Buxy(x, y) + Cuyy(x, y) +Dux(x, y) +Euy(x, y) + Fu(x, y) +G = ٠,
(٣٢.٢)

بنا (٣٢.٢) معادله هستند. y و x مستقل متغیرهای از توابعی {A,B,C,D,E, F,G} آن در که
می�شود، دسته�بندی زیر به�صورت d = AC −B٢ آزمون به

d = AC −B٢ > ٠ بیضوی پواسون معادله
d = AC −B٢ = ٠ سهموی گرما انتقال معادله
d = AC −B٢ < ٠ هذلولوی موج معادله

می�شوند: تقسیم زیر کلی دسته�ی سه به دیفرانسیل معادلات کلی، طور به

١٢ IVP اولیه مقدار مسایل .١

١١Partial Differential Equation
١٢Initial Value Problems



اولیه تعاریف .٢ ١۶

.١.٢.٢ uttمثال − uxx = ٠, −∞ < x < ∞ t > ٠,

u(x,٠) = g(x), ut(x,٠) = ٠, −∞ < x < ∞ t = ٠.

١٣ BVP مرزی مقدار مسایل .٢

لاپلاس معادله�ی باشد. Ω دامنه�ی مرز ∂Ω و x = (x١, x٢ . . . , xn) کنید فرض .٢.٢.٢ مثال
به�صورت

∆nu = ∂٢u
∂x٢١

+ ∂٢u
∂x٢٢

+ . . .+ ∂٢u
∂x٢n

, x ∈ Ω ∈ Rn,

u(x, t) = g(x), x ∈ ∂Ω,

است.

دارد: وجود مرزی شرط نوع سه مرزی، مقدار مسایل در

١۴ دریکله مرزی شرط •

.٣.٢.٢ مثال

u(x, t) = g(x), x ∈ ∂Ω.

١۵ نویمن مرزی شرط •

.۴.٢.٢ مثال
∂u

∂n
= n.∇u = g(x), x ∈ ∂Ω,

است. x ∈ ∂Ω در Ω بر عمود خارجی یکه�ی بردار n = n(x) آن، در که

١۶ روبین مرزی شرط •

.۵.٢.٢ مثال
∂u

∂n
+ k.u(x, t) = g(x), k > ٠, x ∈ ∂Ω.

١٧ ویژه مقدار مسایل .٣

١٣Boundry Value Problems
١۴Dirichlet Boundary Condition
١۵Neumann Boundary Condition
١۶Robin Boundary Condition
١٧Eigenvalue Problems



١٧ متناهی عناصر روش .٣.٢

.۶.٢.٢ مثال
− (aφ′)′ + cφ = λφ in Ω = (٠,١), φ(٠) = φ(١) = ٠ (٣٣.٢)

مقدار یک λ است، Ω روی c(x) ≥ ٠ و a(x) > a٠ > ٠ هستند، هموار توابعی c و a آن در که
است. آن با متناظر ویژه تابع φ و ویژه

متناهی عناصر روش ٣.٢

هستند. انتگرالی معادلات یا دیفرانسیل معادلات شکل به بیشتر مهندسی�، و علوم در ریاضی مدل�های
ساده�ترین در فقط که چرا نیازمندیم، عددی الگوریتم�های به کامپیوتر، در ریاضی مدل�های از استفاده برای
کردن پیدا برای عددی روش�های از ناگزیریم کلی حالت در ولی رسید. تحلیلی جواب به می�توان حالات
عناصر روش جزیی، مشتقات با معادلات حل عددی روش�های از یکی کنیم. استفاده تقریبی جواب

می�شود. گفته FEM اختصار به که است ١٨ متناهی
،Γ مرز با ، Ω ∈ Rd, d = ٢,٣ کراندار دامنه در را صوت موج انتشار که موج، اسکالر معادله

بگیرید: نظر در می�کند مدل�سازی
١

c٢(x)

∂٢p

∂t٢
−∆p = f, in Ω× (٠, T ),

p(.,٠) = ٠, ∂p

∂t
(.,٠) = ٠, in Ω,

p |Γ= ٠, on Γ× (٠, T ),

(٣۴.٢)

و نهایی زمانی T زمان، متغیر t ،x ∈ Ω به وابسته صوت سرعت c(x) فشار، p(x, t) آن در که
است. مفروض منبع تابع f(x, t)

دو متناهی، عناصر روش در دارد، بستگی مکان و زمان به معادله چون (٣۴.٢) معادله حل برای
که می�کنیم، حل مکان به نسبت را معادله و داشته نگه ثابت را زمان ابتدا می�گیریم، نظر در را حالت
گسسته مکان به نسبت هم و زمان به نسبت هم را معادله سپس است، موسوم ١٩ نیمه�گسسته�سازی به

می�شود. نامیده ٢٠ کامل گسسته�سازی که می�کنیم
تابعی ،uh(x, t) آوریم. به�دست ،t = tk ثابت زمان برای را uh(x, t) تقریبی جواب می�خواهیم حال
دوبعدی حالت در بازه، بعدی یک حالت در عنصر، این است. شده فرض عنصر هر روی خطی قطعه�ای
که است صورت به�این متناهی عناصر روش کار اساس است. چهاروجهی سه�بعدی، حالت در و مثلث
مثلثی�سازی مش�بندی این دوبعدی حالت در کنیم. مش�بندی است چندضلعی یک که را دامنه باید ابتدا

باشد: برقرار زیر شرایط باید مثلثی�سازی، در می�شود. نامیده ٢١

١٨Finite Element Method
١٩Semi Discretization
٢٠Fully Discretization
٢١Triangulation



اولیه تعاریف .٢ ١٨

،Ω = ∪K∈ThK .١

،hK = diam(K) .٢

.h = maxK∈Th hK .٣

تعداد mh که داشت خواهیم K مثلثی عناصر با ،T = {Kj}mh

j=١ به�صورت ناحیه�ای این�صورت در
از مثلث دو هر اشتراک می�شوند. نامیده گره ،K ∈ Th مثلث راس�های است. چندضلعی داخل نقاط

گیرد. قرار مثلث�ها، از یالی روی نباید Th از گره�ای هیچ و است تهی یا یال یک گره، یک Th

را زیر مراحل باید مش�بندی برای نباشد، چندضلعی اما باشد هموار و محدب ناحیه�ای Ω اگر حال
دهیم: انجام

می�کنیم. مشخص دامنه، مرز روی نقطه، تعدادی .١

خواهد چندضلعی شکل به جدید ناحیه می�کنیم، وصل هم به راست خطوط به�وسیله را نقاط این .٢
بود.

می�دهیم. انجام را مثلثی�سازی و می�گیریم نظر در چندضلعی، داخل در دلخواه نقطه�ی تعدادی .٣

بود. خواهد دقیق�تر ما تقریبی جواب شود، انتخاب ظریف�تر مش چقدر هر مش�بندی، این در

می�یابیم. آن در را تقریبی جواب که توابع، از مجموعه�ای ٢٢ آزمایش). (فضای .١.٣.٢ تعریف

می�بریم. به�کار تعامد شرط برای که توابعی فضای ٢٣ آزمون). (فضای .٢.٣.٢ تعریف

به را پیوسته قطعه�ای خطی توابع فضای باشد. داخلی گره�های از مجموعه�ای {Pj}mh

j=١ کنید فرض
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت آزمون فضای عنوان

Sh = {v ∈ C(Ω̄) : است Kخطی ∈ Thدر v, v|Γ = ٠}.

داریم: نظر مورد ناحیه روی انتگرال�گیری و ،φ ∈ Sh
٢۴ آزمون تابع در (٣۴.٢) معادله ضرب با حال

∫
Ω

١
c٢(x)

Ptt.φdx−
∫
Ω

∆p.φdx =

∫
Ω

f.φdx, (٣۵.٢)

می�آوریم، به�دست ،(٣۵.٢) دوم جمله�ی برای گرین قضیه�ی از استفاده با

∫
Ω

∆p.φdx =

∫
Γ

∂p

∂n
φds−

∫
Ω

∇p.∇φdx

= (p.n, φ)Γ − (∇p,∇φ).

(٣۶.٢)

٢٢Trial Space
٢٣Test Space
٢۴Test Function



١٩ متناهی عناصر روش .٣.٢

است. صفر برابر بالا، تساوی راست سمت اول جمله�ی پس ،φ ∈ Sh چون

که به�گونه�ای ،p ∈ H١
٠ یافتن به�شکل مساله بنابراین،

(
١
c٢
ptt, φ) + (∇p,∇φ) = (f, φ), ∀φ ∈ H١

٠ , t > ٠, (٣٧.٢)

به یا ٢۶ ضعیف شکل یا ٢۵ وردشی فرمول�بندی مساله، از صورت این به� می�شود. بازنویسی باشد،
صورت به انرژی نورم دهیم قرار u ، φ به�جای V.F چپ سمت در اگر می�گوییم. V.F اختصار

∥p∥e = (
١
c٢
ptt, p) + (∇p,∇p),

می�آید. به�دست

به�صورت را {φ}mh

i=١ توابع

φi(xj) =

١, i = j,

٠, i ̸= j,
(٣٨.٢)

می�توان، را Sh عضو هر بنابراین می�گیریم. نظر در ،Sh برای پایه�ای به�عنوان آن�را و می�کنیم تعریف
نوشت: پایه اعضای از خطی ترکیب به�شکل

∀v ∈ Sh, v =

mh∑
i=٠

viφj(x), vi = v(xi). (٣٩.٢)

می�شود: فرمول�بندی زیر به�صورت متناهی عناصر روش از�این�رو،

طوری�که، بیابید را ph(t) = ph(., t) ∈ Sh ،t > ٠ هر برای

(
١
c٢
ph,tt, χ)+(∇Ph,∇χ) = (f, χ), ∀χ ∈ Sh, t > ٠,

ph(T ) = ph(., T ) = ٠, ph,t(T ) = ٠.
(۴٠.٢)

می�شود. گفته نیمه�گسسته�سازی، گسسته�سازی، نوع این به

این به اصطلاح در دهیم. انجام زمان، و فضا متغیر دو هر به نسبت را گسسته�سازی می�خواهیم حال
،(P k = ph = p(tk)) ،t = tk در p(t) از تقریبی ،P k کنید فرض می�گوییم. کامل گسسته�سازی عمل،
به نسبت p دوم مشتق برای باشد. tk = kτ و T = nτ زمان، به نسبت دوم مشتق ∂̄٢ زمانی، گام τ

داریم، زمان

∂̄٢P k = ph,tt =
P k+١ − ٢P k + P k−١

τ
. (۴١.٢)

داریم (۴١.٢) در (٣٩.٢) جایگذاری با

٢۵Varational Formulation
٢۶Weak Form
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(
١
c٢

P k+١ − ٢P k + P k−١

τ٢
, χ

)
+ (∇P k,∇χ) = (fk, χ), ∀χ ∈ Sh, t > ٠,

P n = ٠, ∂̄P n = o.

(۴٢.٢)

لذا،

(
١
c٢
P k+١, χ

)
+ τ٢(∇P k,∇χ) = τ٢(fk, χ) + ٢

(
١
c٢
P k, χ

)
−

(
١
c٢
P k−١, χ

)
,

∀χ ∈ Sh, t > ٠.
(۴٣.٢)

نوشت می�توان پس ،P k ∈ Sh چون

P k(x) =

mh∑
j=١

P k
i φi(x). (۴۴.٢)

عبارت ،(۴٣.٢) در χ = φj و (۴۴.٢) دادن قرار با
mh∑
j=١

P k+١
i

(
١
c٢
φi, φj

)
+ τ٢

mh∑
j=١

P k
i (∇φi,∇φj) =

τ٢(fk, φj) + ٢
mh∑
j=١

P k
i (

١
c٢
φi, φj)− ٢

mh∑
j=١

P k−١
i (

١
c٢
φi, φj)

(۴۵.٢)

می�شود بیان زیر به�صورت ،(۴۵.٢) ماتریسی شکل می�آید. به�دست
M(P k+١ − ٢P k + P k−١) = τ٢F k − τ٢KP k, (۴۶.٢)

سختی، ماتریس K = Kij = (∇φi,∇φj) جرم، ماتریس M = Mij = ( ١
c٢φi, φj) آن، در که

است. P گسسته�ی فرمول مجهول قسمت P و بار بردار F k زمانی، سطح k = ١,٢, . . .
می�رسد، نظر به دشوار آن، تحلیلی حل که را مساله�ای متناهی، عناصر روش می�بینید، که همان�گونه

می�کند. تبدیل خطی معادلات دستگاه یک به

تطبیق ۴.٢

دوباره�ی حل برای تطبیقی، عددی روش�های که دارد وجود مهمی بسیار شیمیایی و فیزیکی پدیده�های
می�شوند. تعدیل تقریبی، جواب�های اصلاح جهت در خودکار، به�طور روش�ها، این است. ضروری آن�ها

نیستند. جدید متناهی، عناصر زمینه�ی در حتی محاسباتی، حوزه�ی در تطبیقی، عددی روش�های
متخلخل جریان و سیالات و مکانیکجامدات فیزیکمانند و مهندسی در علمی مسایل عددی حل در
تظریف مشکل، این برای راه�حلی می�یابد. کاهش تکنیگی، توسط عددی تقریب�های دقت اغلب، مواد،
تکینگی، مناطق در را بیشتری شبکه�ای نقاط تعداد دیگر، به�عبارت است. دامنه نزدیکی در شبکه�ها
آن�ها دهیم، تشخیص را نواحی این چگونه که، است این می�آید پیش این�جا در که سوالی می�گیریم. درنظر



٢١ تطبیق .۴.٢

سراسری، دقت طوری�که کنیم برقرار را تعادل نشده، تظریف و شده تظریف نقاط بین و کنیم تظریف را
برای را عددی روشی طریقی، به باید یعنی می�بریم؛ به�کار را تطبیق سوال، این به پاسخ برای باشد. بهینه
تظریف عناصر، تعداد در تغییر شامل عددی روش این ساختن بسازیم. تقریبی جواب�های کیفیت بهبود

است. الگوریتم ساختارهای اصلاح و گره�ای نقاط شدن جابه�جا تقریب، مرتبه�ی افزایش شبکه�ها،
شده، محاسبه تقریبی جواب�های دقت برای را معتبری برآوردهای چگونه، که است این� دیگر سوال
را اطلاعاتی فقط پیشین خطای چون نیست مناسب کار، این برای پیشین، خطای برآورد آوریم. به�دست
تکینگی حضور در که دارد بستگی جواب به منظم به�طور و می�کند تولید خطاها، مجانبی رفتار درباره�ی
تعیین را تقریبی جواب پسین خطای کیفیت باید سوال، این به پاسخ برای نمی�کند. صدق شده، ذکر
محاسبه را پسین خطای باید کار این برای می�آید. به�دست اولیه تقریب از بعد که خطایی یعنی کنیم؛
باشد. تقریبی جواب محاسبه�ی از کم�هزینه�تر مراتب، به باید پسین خطای برآورد محاسبه�ی کنیم.البته،

باشد. امکان�پذیر دینامیکی، به�طور محلی، خطای شاخص محاسبه�ی باید به�علاوه،

فضا در (شبکه) مش تظریف ١.۴.٢

دارد: وجود تطبیقی، استراتژی نوع سه

ثابت، مش تظریف .١

مشخص، عناصر در بالاتر مراتب پایه�ای توابع از استفاده با بیشتر، آزادی درجه�ی کردن اضافه .٢

دوباره. جواب آوردن به�دست برای محاسباتی مش تطبیقی حرکت .٣

باشد. دو این از ترکیبی یا ضلعی چهار مثلثی، می�تواند مش دوبعدی، حالت در
خطای R(uh) = u − uh ،FEM روش از حاصل تقریبی جواب uh دقیق، جواب u کنید فرض

است زیر به�صورت روش، این الگوریتم باشد. چشم�پوشی قابل خطای tol و پسین خطای e مانده،

می�گیریم. نظر در دامنه، برای را اولیه مش یک .١

می�آوریم. به�دست را R(uh) و uh تقریبی جواب .٢

مراحل و می�کنیم تظریف دارد، بزرگی مقدار R(uh) که عناصری در را شبکه باشد، ∥e∥ > tol اگر .٣
می�شود. کشیده دامنه سمت یک به تظریف که می�بینیم الگوریتم، پایان در می�کنیم. تکرار را ١و٢
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٣ فصل

بی�کران موج معادله برای متناهی عناصر روش

فراصوت تصویربرداری فیزیک، زمینه�های از بسیاری در موج مسایل هذلولوی معادلات عددی شبیه�سازی
زمان به وابسته دوم، مرتبه موج انتشار بر حاکم مدل برای است. مهم ردیابی و دور راه از سنجش ١

را نظر مورد ناحیه که می�کنیم، تعریف مرز از مصنوعی برشی بی�کران، دامنه�های در پراکندگی و تابش
می�کنیم. حل را آن متناهی عناصر روش از استفاده با سپس و �کند احاطه

بی�کران دامنه�های روی دوبعدی موج معادله ١.٣

S مرز و V حجم با هدفی که R =
R٢

V
بی�کران دو�بعدی ناحیه یک در را زمان به وابسته موج�های

برش Γ مرز با ∥x∥ = R شعاع به دایره�ای با را R بی�کران ناحیه بگیرید. نظر در است گرفته فرا را
جواب ببینید. را (١.٣) شکل است، ∂Ω = Γ ∪ S مرز با کراندار زیر�ناحیه�ای Ω ⊂ R می�دهیم.

اسکالر موج معادله و Ω در u(x, t) : Ω× R+ → R
١
c٢

∂v

∂t
= ∇٢ u+ f (x, t), v =

∂u

∂t
, x ∈ Ω, t ∈ R+, (١.٣)

مقداری موج، سرعت c > ٠ می�کند. صدق v(x,٠) = v٠(x), u(x,٠) = u٠(x) اولیه شرایط با
صورت به مرزی شرط می�باشد. حقیقی

∂u

∂n
= g(x, t), x ∈ S, t ∈ R, (٢.٣)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را r = R در مرز دایره�ای برش جواب است.

uΓ(θ, t) = u(R, θ, t), vΓ(θ, t) =
∂uΓ

∂t
, θ ∈ [٠,٢π), t ∈ R+, (٣.٣)

w = {w١, w٢, . . . , wp} کمکی توابع است. زمان به وابسته ,w(θبرداریpتایی، t) = {wj(θ, t)}pj=١

بالای مرتبه دقیق مرزی پرتوهای شرایط از دنباله�ای با را Γ مرز ظاهری مقاومت هستند. مقدار حقیقی

١Ultrasound
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..

D

.

R

.

Ω

.

Γ

.

S

مرز دایره�ای برش ، Ω ∈ R محاسباتی دامنه با S پراکنده�ساز که دو�بعدی بی�کران ناحیه�ی :١.٣ شکل
است. گرفته بر در را D = R \ Ω خارجی ناحیه و R شعاع به Γ

می�آوریم: به�دست زیر صورت به [۶١] ٢ هاری�هاران و هاگستروم
دوبعدی موج معادله جواب آوردن به�دست برای

١
c٢

∂٢u

∂t٢
=

∂٢u

∂r٢
+
١
c

∂u

∂r
+

١
r٢

∂٢u

∂θ٢
,

می�گیریم: نظر در را زیر سری

u =
∞∑
n=٠

an(θ)f
n(r, t), fn =

∞∑
k=٠

r−k− ١
٢fn

k (ct− r),

و

(fn
k+١)

′ = −
(k + ١

٢)
٢ − n٢

٢(k + ١) fn
k , a′′n = −n٢an,

می�دهیم قرار
١
c

∂u

∂t
+

∂u

∂r
+

١
٢ru = w١,

w١ =
∞∑
n=٠

an(θ)f
n,١(r, t),

fn,١ =
∞∑
k=١

r−k− ٣
٢γk,١f

n
k (ct− r), γk,١ = −k.

محاسبه با

١
c

∂w١
∂t

+
δ١
r
w١

٢T.Hagstrom, S.I.Hariharan
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داریم:

=
١
c

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

r−k− ٣
٢ (−k)

∂

∂t
fn
k (ct− r) +

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

δ١
r
r−k− ٣

٢ (−k)fn
k

= −١
c

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

r−k− ۵
٢ (k + ١)(fn

k+١)
′ −

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

δ١r
−k− ۵

٢ (k)fn
k

= −
∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

r−k− ۵
٢

(
(k + ١)(fn

k+١)
′ + δ١kf

n
k

)

= −
∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

r−k− ۵
٢

(
(k + ١)(−

(k + ١
٢)

٢ − n٢

٢(k + ١) )fn
k + δ١kf

n
k

)
=

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

r−k− ۵
٢

(
١
٢((k +

١
٢)

٢ − n٢)− δ١k

)
fn
k , (۴.٣)

، k = ٠ ازای به

r−
۵
٢

(
١
٢((

١
٢)

٢ − n٢)− ٠
)
fn
٠ = r−

۵
٢ (
١
٨ − n٢

٢ )fn
٠

می�شود: خلاصه زیر به�صورت (۴.٣) رابطه

١
c

∂w١
∂t

+
δ١
r
w١

=
∞∑
n=٠

an

(
r−

۵
٢ (
١
٨ − n٢

٢ )fn
٠

)
+

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

r−k− ۵
٢ (−n٢

٢ ) fn
k

+
∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

r−k− ۵
٢

(
١
٢(k +

١
٢)

٢ − δ١k

)
fn
k︸ ︷︷ ︸

(III)

=
∞∑
n=٠

anr
− ۵

٢
١
٨f

n
٠ +

∞∑
n=٠

anr
− ۵

٢ (−n٢

٢ )fn
٠ +

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

r−k− ۵
٢ (−n٢

٢ ) fn
k + (III)

=
∞∑
n=٠

anr
− ۵

٢
١
٨f

n
٠ +

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=٠

١
٢r

−k− ۵
٢ (−n٢) fn

k + (III)

=
١
٨r٢

∞∑
n=٠

anr
− ١

٢fn
٠ +

١
٢r٢

∞∑
n=٠

a′′n

∞∑
k=٠

r−k− ١
٢ fn

k

=
١
٨r٢u+

١
٢r٢

∂٢u

∂θ٢
+

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

r−k− ۵
٢

(
١
٢(k +

١
٢)

٢ − δ١k − ١
٨

)
fn
k︸ ︷︷ ︸

باقیمانده) (جمله

,
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داریم: باقیمانده جمله در δ١ = ١ انتخاب با

∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

r−k− ۵
٢

(
١
٢(k +

١
٢)

٢ − k − ١
٨

)
fn
k

=
∞∑
n=٠

an

∞∑
k=١

r−k− ۵
٢

(
١
٢(k

٢ − k)

)
fn
k ,

، δ = ١ برای پس

w٢ =
∞∑
n=٠

an(θ)f
n,٢, fn,٢ =

∞∑
k=٢

r−k− ۵
٢

(
١
٢(k

٢ − k)

)
fn
k ,

γk,٢ =
١
٢k(k − ١).

به�صورت کلی فرمول

wj =
∞∑
n=٠

an(θ)f
n,j(r, t),

آن در که است

fn,j =
∞∑
k=j

r−k−j− ١
٢ γk,j f

n
k (ct− r),

γk,j = (−١)j٢١−jk(k − ١) . . . (k − (j − ١)),

γj,j = (−١)j٢١−jj(j − ١) . . . (j − (j − ١))︸ ︷︷ ︸
j!

= (−١)j٢١−jj!.

: j ≥ ٢ برای و
١
c

∂wj

∂t
+

j

r
wj =

(j − ١
٢)

٢

۴r٢ wj−١ +
١
۴r٢

∂٢wj−١
∂θ٢

+ wj+١, j = ٢, . . . (۵.٣)

(۵.٣) رابطه چپ سمت از بگیریم. نظر در را جمله هر بسط می�توانیم (۵.٣) رابطه اثبات برای

−
∞∑

k=j−١
r−k−j− ٣

٢γk+١,j
(k + ١

٢)
٢ − n٢

٢(k + ١) fn
k +

∞∑
k=j−١

r−k−j− ٣
٢ jγk,jf

n
k ,

داریم، (۵.٣) رابطه راست سمت و

∞∑
k=j−١

r−k−j− ٣
٢
(j − ١

٢)
٢ − n٢

۴ γk,j−١f
n
k +

∞∑
k=j+١

r−k−j− ٣
٢γk,j+١f

n
k ,

داریم: مجزا به�طور k ≥ j + ١ ، k = j ، k = j − ١ برای
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،k = j − ١

−γj,j
(j − ١

٢)
٢ − n٢

٢j = −(−١)j٢١−jj!
(j − ١

٢)
٢ − n٢

٢j

= (−١)j−١٢١−j(j − ١)!
(j − ١

٢)
٢ − n٢

٢

= (−١)j−١٢٢−j(j − ١)!
(j − ١

٢)
٢ − n٢

۴

= γj−١,j−١
(j − ١

٢)
٢ − n٢

۴ ,

،k = j

− γj+١,j
(j + ١

٢)
٢ − n٢

٢j + ٢ + jγj,j

= (−١)j−١٢١−j(j + ١)!
(j + ١

٢)
٢ − n٢

٢(j + ١) − (−١)j−١٢١−jj!j

= (−١)j−١٢٢−j(j)!
(j + ١

٢)
٢ − n٢

۴ − (−١)j−١٢١−jj!j

٢

= (−١)j−١٢٢−j(j)!

(
(j + ١

٢)
٢ − n٢ − ٢j
۴

)
= (−١)j−١٢٢−j(j)!

(
(j٢ − j + ١

۴ − n٢

۴

)
= γj,j−١

(j − ١
٢)

٢ − n٢

۴ ,

،k ≥ j + ١

− γj+١,j
(j + ١

٢)
٢ − n٢

٢(j + ١) + jγj+١,j

= −(−١)j٢١−j(j + ١)j . . . (j + ٢− j)
(j + ١

٢)
٢ − n٢

٢(j + ١) + j(−١)j٢١−jj . . . (j + ١− j)

= (−١)j−١٢٢−jj . . . (j + ٢− j)
j٢ + j + ١

۴ − n٢

۴ +
−j(−١)j−١٢٢−jj . . . (j + ١− j)

٢

= (−١)j−١٢٢−jj . . . (j + ٢− j)

(
j٢ + j + ١

۴ − n٢ − ٢j(j + ١− j)

۴

)
= (−١)j−١٢٢−jj . . . (j + ٢− j)

(
(j − ١

٢)
٢ − n٢ + (j + ١− j)

۴

)
= (−١)j−١٢٢−jj . . . (j + ٢− j)

(j − ١
٢)

٢ − n٢

۴

+ (−١)j−١٢٢−jj . . . (j + ٢− j)
(j + ١− j)(j + ١− j)

۴

= γj,j−١
(j − ١

٢)
٢ − n٢

۴ + γj,j+١,
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می�شود، نتیجه زیر بازگشتی دنباله بنابراین
١
c

∂u

∂t
+

∂u

∂r
+

١
٢ru = w١,

١
c

∂wj

∂t
+

j

r
wj =

(j − ١
٢)

٢

۴r٢ wj−١ +
١
۴r٢

∂٢wj−١
∂θ٢

+ wj+١, j = ١, . . . (۶.٣)

می�دهیم، قرار

w٠ = ٢u,

،معادله (۶.٣) رابطه از استفاده با
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R

+
١
c
vΓ(θ, t) +

١
٢RuΓ(θ, t) =

١
R
w١(θ, t), (٧.٣)

را w(θ, t) بگیرید، نظر در را uΓ(θ, t) داده است. w بردار در اول ضریب w١(θ, t) تابع داریم. را
که بیابید طوری

١
c

∂w

∂t
+

١
۴R

(
A١ + A٢

∂٢

∂θ٢

)
w(θ, t) =

(
b١ + b٢

∂٢

∂θ٢

)
uΓ(θ, t), (٨.٣)

، p × p ماتریس�هایی A٢ و A١ باشد. برقرار w(٠, t) = w(٢π, t) و w(θ,٠) = ٠ اولیه شرایط با
صورت به قطری و سه�قطری به�ترتیب

A١ = B

[
−

(
j − ١

٢
)٢
,۴j,−۴

]
, A٢ = B[−١,٠,٠], (٩.٣)

هستند. p مرتبه از یکه بردارهای e١ = {δj١}pj=١ آن در که b٢ = ۴b١ و b١ =
e١

(٨R)
می�باشند،

کرده�اند. بیان ( R ) از مستقل مقادیری با را A٢ و A١ ماتریس�های [٣٧] ٣ همکارانش و تامپسون
شده محدود uΓ(θ, t) مرز با موج معادله جواب و w١(θ, t) مرزی توابع (٨.٣)شامل و (٧.٣) چون
، p توابع تعداد افزایش با متناهی، عناصر روش سازی پیاده در هم�ارزند، (٨.٣) و (١.٣) معادله است،

. [٣٧] می�یابد افزایش مرزی شرایط دنباله�ی دقت
مود، هر برای اول مرتبه زمانی معادلات دستگاه و می�شوند تجزیه مماسی فوریه مود با مرزی توابع
فوریه سری با را uΓ(θ, t) مرزی برش جواب و w(θ, t) کمکی توابع . [٣٧] می�شود فرمول�بندی دوباره

می�دهیم: بسط زیر به�صورت
�

uΓ(θ, t) =
∞∑

m=−∞

um(t)e
imθ, w(θ, t) =

M∑
m=−M

wm(t)e
imθ, (١٠.٣)

تبدیل با wm,j(t) : R+ −→ C و wm(t) = {wm,j}pj=١ ، um(t) : R+ −→ C ، (١٠.٣) رابطه در
به�صورت مماسی فوریه

um(t) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
uΓ(θ, t)e

−imθdθ, wm(t) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
w(θ, t)e−imθdθ, (١١.٣)

٣Thompson, R. Huan, D. He
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می�دهد. نشان را i =
√
−١ و مختلط مزدوج ∗ می�باشد. wm = w∗

−m و um = u∗
−m آن در که است

به�صورت (٨.٣) و (٧.٣) روابط فوریه بسط از استفاده با
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R

+
١
c
vΓ(θ, t) +

١
٢RuΓ(θ, t) =

١
R

N∑
m=−N

wm,١(t)e
imθ, (١٢.٣)

و
w′

m(t) + Amwm(t) = bmum(t), m ∈ (−M,M), (١٣.٣)

به وابسته برداری توابع wm(t) (١٣.٣) رابطه در می�آوریم. به�دست wm(٠) = ٠ اولیه شرط با
به�صورت� سه�قطری ماتریسی ، m هر برای Am = {Aij

m}
p
i,j=١ و هستند p مرتبه از زمان

Am =
c

۴RB[m٢ − (j − ١
٢)

٢,۴j,−۴], (١۴.٣)

را bm,j =
c
٨R(١− ۴m٢)δ١j مقدار و بوده ناصفر اول مولفه و صفر bm = {bm,j}pj=١ بردار می�باشد.

بعد از ، wm(t) بردار هر برای اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله مرزی معادلات حالت، این در دارد.
RBC(M, p) با را مرزی شرایط از دنباله�ای می�آیند. به�دست ، um(t) مرزی مودهای با و هستند، p

مود هر برای ، (١٣.٣) کمکی معادلات تعداد p و فوریه سری�های مودهای تعداد M که می�دهیم، نشان
دوباره حل برای نیاز مورد جملات تعداد ، M مودهای تعداد که است ، p ≪ M معمولا می�باشد. m

می�دهد. نشان مرز، دایره�ای برش روی فوریه سری� یک با را uΓ(θ, t) جواب
جواب با همزمان D = R ∖ Ω بیرونی ناحیه در فرامیدانی ،جواب Γ روی مرزی شرایط کاربرد با
۴ تارکل و بایلیس از B١ محلی عملگر تقریب اصلاح (١٢.٣) معادله راست سمت می�شود. محاسبه Ω

. [١] می�باشد

گالرکین زمان گسسته فرمول�بندی ٢.٣

افراز In = (tn, tn+١) زیر�بازه N به ،٠ = t٠ < t١ < · · · < tN = T شکل به را (٠, T ) زمانی بازه
Qn = Ω× In به�صورت فضا-زمان قطعه امین n است. ∆tn = tn+١ − tn زمانی گام طول می�کنیم.
یک می�شود. ایجاد قطعه یک درون ساختار بدون فضا-زمان مش می�باشد. Ω فضایی دامنه ،درون
بدون مش�های با ، زمانی) (چهار�بعدی سه�بعدی فضایی مساله�های برای که �است این روش این اشکال
نیست. دسترس در کلی طور به� که داریم نیاز خاص چهاربعدی مش و مرجع عناصر به فضا-زمان، ساختار
زمان، و فضا به نسبت متعامد، مش درون فضا-زمان عناصر کردن محدود با کافی اندازه به روش این
عناصر می�بریم. به�کار فضایی، مختصات از مستقل زمانی گام انتگرال�گیری با را روش این است. قوی
آزمایش جواب فضا-زمان، عنصر هر درون می�باشد. (٢.٣) شکل مانند زمانی گام یک درون فضا-زمان
پایه�ای توابع است. وابسته t زمانی و x فضایی بعد دو هر به که می�شود زده تقریب متناهی پایه�ای با
ناپیوسته قطعه�ها این مشترک فصل می�گیریم، نظر در پیوسته فضا-زمان قطعه هر روی را C٠(Qn)

۴A.Bayliss, E.Turkel
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مستقل متغیرهای از عباراتی در را چندمیدانی نمایش یک در متناهی عناصر پایه�ای توابع فضای است.
. [٢٧ ،٢۶ ،٩ ،۶٣] می�کنیم بیان v و u

..

x٢

.

t

.

x١

.

In

.

tn

.

tn+١

.

tn−١

.

tn

.

Qe
n

.

Qe
n−١

.

Qn

.

t٠

.

Ω٠

.

Γ٠

.

In−١

بدون مش�های فضا-زمان، قطعه هر درون .∆tn ضخامت با پی�درپی فضا-زمان قطعه دو :٢.٣ شکل
. می�شود استفاده تطبیقی فرآیندجواب در متفاوت ساختار

برای Vn := {u ∈ (C٠(Qn))
٢ , u ∈ (Pp(Ωe) × Pr(In))

٢} به�صورت آزمایشرا توابع فضای
p حداکثر درجه از جمله�ای�های چند فضای p ≥ ١ ، Pp که می�کنیم تعریف u = {u(x, t), v(x, t)}

می�باشد wm(t) ∈ Wn := {wm(t) ∈ Pr(In)} مرزی توابع برای و است عناصر فضایی دامنه Ωe و
در مستقل متغیرهای از زمان، گسسته گالرکین برای است. زمانی چندجمله�ای مرتبه ، r ≥ ١ آن در که

می�کنیم. استفاده دوم مرتبه هذلولوی سیستم�های



٣١ گالرکین زمان گسسته فرمول�بندی .٢.٣

..

t

.

u(t)

.

u−
n

.

u+
n

.

u−
n+١

.

u+
n+١

زمان گسسته تقریب :٣.٣ شکل

فضا-زمان قطعه�ی هر مشترک فصل در گسسته زمانی جهش فضا-زمان، روش در مهم بخش یک
است.

به�صورت را فضا-زمان قطعه هر در پیوسته، قطعه�ای توابع یکطرفه�ی حدهای
u(x, t+n ) = lim

s→٠,s>٠
u(x, tn + s), u(x, t−n ) = lim

s→٠,s>٠
u(x, tn − s),

است: زیر به�صورت ۵ فضا-زمان قطعه�های برای جهش عملگر و می�کنیم ]تعریف
u(tn)

]
= u(x, t+n )− u(x, t−n ), ٠ ≤ n ≤ N.

می�گیریم: درنظر زیر صورت به استاندارد L٢ در را داخلی ضرب

(w, u) =

∫
Ω

wudx,

�نورم با
∥ u ∥Ω= (u, u)

١
٢ ,

مرزی، پرتو روی داخلی ضرب و

(w, u)Γ =

∫
Γ

wudΓ, (w, u)s =

∫
s

wuds, (١۵.٣)

می�دهیم، نمایش زیر به�صورت را Γ مرز روی نورم و می�کنیم تعریف

∥ u ∥٢Γ:=
١
٢R(u, u)Γ =

١
٢R

∫ ٢π

٠
u٢Γ(θ, t)Rdθ. (١۶.٣)

نشان uc
m = ٢Re(um), u

s
m = −٢Im(um) به�صورت را فوریه سری موهومی و حقیقی بخش

uΓ(θ, t) به فوریه سری M −→ ∞ وقتی ∥ uM ∥٢Γ⩽∥ u ∥٢Γ بسل، نامساوی به توجه با می�دهیم.
متناهی فوریه سری�های limM−→∞ ∥ uM ∥٢Γ=∥ u ∥٢Γ پارسوال برابری از سپس می�شود. همگرا

۵Jump Operator
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∥ uM ∥٢Γ:= π
M∑

m=−M

u٢m(t) =
π

٢

{
١
٢(u

c
٠)

٢ +
M∑

m=١
[(uc

m)
٢ + (us

m)
٢]

}
, (١٧.٣)

می�شود. نتیجه

وردشی فرم معادلات ١.٢.٣

بیان زیر به�صورت گالرکین زمان گسسته روش از استفاده با فضا-زمان متناهی عناصر فرمول�بندی
می�شود:

می�گیریم. نظر در قبلی گام از را {u(x, t−n ), v(x, t−n )}, wm(t
−
n ) اولیه شرایط و g و f داده

u = {u(x, t), v(x, t)} ∈ توابع زمان فضا- قطعه هر روی n = ٠,١, · · · , N − ١ برای
ū = آزمون، تابع هر برای طوری�که بیابید را ، x ∈ Ω ∪ ∂Ω, t ∈ In ، wm(t) ∈ Wn و ، Vn

باشند، برقرار زیر انتگرالی معادلات زوج w̄m(t) ∈ Wn و {ū(x, t), v̄(x, t)} ∈ Vn

A(ū, u)n +BΓ(ū, u)n = Fs(v̄)n + ٢π
M∑

m=−M

FΓ(v̄m, wm,١)n, (١٨.٣)

AΓ(w̄m, wm)n = bm,١FΓ(w̄m,١, um)n, m ∈ (−M,M), (١٩.٣)

A(ū, u)n :=

∫
In

{(
v̄,

١
c٢

∂v

∂t

)
+ (∇v̄,∇u) +

(
∇ū,∇

(
∂u

∂t
− v

))}
dt

+
(
v̄(t+n ),

١
c٢
[v(tn)]

)
+ (∇ū(t+n ), [∇u(tn)]),

BΓ(ū, u)n :=

∫
In

{
١
c
(v̄, v)Γ +

١
٢R(v̄, u)Γ +

١
٢R

(
ū,

∂u

∂t
− v

)
Γ

}
dt

+
١
٢R(ū(t+n ), [u(tn)])Γ,

AΓ(w̄m, wm)n :=

∫
In

{̄
wm(t).

dwm

dt
(t) + w̄m(t).Amwm(t)

}
dt+ w̄m(t

+
n ).[wm(tn)],

Fs(v̄)n :=

∫
In

{(v̄, f) + (v̄, g)s}dt,

FΓ(v̄m, wm,١)n :=

∫
In

v̄m(t)wm,١(t)dt, v̄m(t) =
١

٢πR(v̄, eimθ)Γ,

FΓ(w̄m,١, um)n :=

∫
In

w̄m,١(t)um(t)dt, um(t) =
١

٢πR(u, e−imθ)Γ.
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فضا-زمان بازه درون wm(tاست،
−
٠ ) = ٠ و {u(x, t−٠ ), v(x, t−٠ )} = {u٠(x), v٠(x)} ، n = ٠ برای

،Pr(In) زمانی چندجمله�ای�های از خطی ترکیب با را آزمایش و آزمون جواب�های In = (t+n , t
−
n+١)

می�کنیم. استفاده جاری قطعه برای اولیه شرایط عنوان به t−n = t+n−١ قبلی داده از می�زنیم. تقریب

فضا-زمان گسسته�سازی ٣.٣

به�صورت زمانی تقریب با را متعامد فضا-زمان سازی ،گسسته Qn = Ω×In فضا-زمان قطعه هر درون

u(x, t) =
r+١∑
i=١

uh
i (x)φi(t), x ∈ Ω, t ∈ In− , (٢٠.٣)

، ϕi(t) ∈ Pr(In) زمانی پایه�ای توابع زمانی،برای گام�های پیوستگی علت به می�کنیم. تعریف
گام انتهای و ابتدا کنیم. استفاده دیگری پایه�ای توابع یا لژاندر، چندجمله�ای لاگرانژ، درون�یاب از می�توانیم
ϕi(tj) = δij لاگرانژ، درون�یاب توابع برای می�دهیم. نشان tr+١ = t−n+١ و t١ = t+n با به�ترتیب را زمانی
هستند، ϕ٢(t) =

t−t١
∆tn

و ϕ١(t) = t٢−t
∆tn

به�صورت خطی چندجمله�ای برای پایه�ای توابع r = ١ برای و
به�صورت را لاگرانژ استاندارد جمله�ای�های چند است. ∆tn = t٢ − t١ و

Nij = Ni(x)Nj(y), ٠ ≤ i ≤ n, ٠ ≤ j ≤ m,

Ni(x) =
m∏
r=٠
r ̸=i

(x− xr)

(xi − xr)
, Ni(y) =

m∏
s=٠
s̸=j

(y − ys)

(yi − ys)
,

Nij(xr, ys) =

١ i = r, j = s,

٠ o.w,

می�گیریم. نظر در زمان فضا- گسسته�سازی برای
به�صورت NA(x) درون�یاب توابع از خطی ترکیب با uh

i (x) = u(x, ti) فضایی تقریب

uh
i (x) =

Dn∑
A=١

NA(x)uA(ti), (٢١.٣)

با لاگرانژ پایه�ای توابع ، NA است. وابسته ti زمانی گره به uA(ti) = u(xA, ti) آن در که می�کنیم بیان
می�باشد، جاری قطعه مش در xA مکانی گره به وابسته فشرده محمل

uh
i (x) = Nn(x)(di),

مش تطبیقی، جواب�های برای است. ستونی برداری di = {uA(ti)}Dn

A=١ و سطری برداری Nn

قطعه پایه ، Nn و قبلی قطعه پایه ، Nn−١ می�کند. تغییر دیگر زمانی گام به زمانی گام یک از فضایی،
به�صورت را فضا-زمان درون�یاب می�باشد. جاری

u(x, t) =
r+١∑
i=١

uh
i (x)φi(t) = Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)di = Nn(x)dn(t), (٢٢.٣)
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(٢٢.٣) رابطه در که می�کنیم بیان

dn(t) =
r+١∑
i=١

φi(t)di,

صورت به را فضا-زمان درون�یاب ، v(x, t) مستقل متغیر برای مشابه، به�طور �باشد می

v(x, t) =
r+١∑
i=١

vhi (x)φi(t) = Nn(x)
r+١∑
i=١

φi(t)ci = Nn(x)cn(t), (٢٣.٣)

مرزی توابع درون�یاب می�باشد. ci = cn(ti) = {vA(ti)}Dn

A=١ ، (٢٣.٣) رابطه در می�کنیم، تعریف
به�صورت را زمان به وابسته

wm(t) =
r+١∑
i=١

wm,iφi(t), m ∈ (−M,M), (٢۴.٣)

می�دهیم. نشان

فضا-زمان ماتریسی معادلات ١.٣.٣

به n فضا-زمان قطعه هر برای گسسته کاملا معادلات (١٨.٣) در (٢۴.٣)-(٢٢.٣ ) کردن جایگزین با
می�شود: نتیجه زیر صورت

A(ū, u)n +BΓ(ū, u)n = Fs(v̄)n + ٢π
M∑

m=−M

FΓ(v̄mwm,١)n,

A
(
Nn(x)d̄n(t), Nn(x)dn(t)

)
n
+BΓ

(
Nn(x)d̄n(t), Nn(x)dn(t)

)
n
=

Fs

(
Nn(x)c̄n(t)

)
n
+ ٢π

M∑
m=−M

FΓ

(
Nn(x)c̄n(t), wm,١φ١(t)

)
n
,

(٢۵.٣)

A
(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)d̄i, Nn(x)
r+١∑
i=١

φi(t)di

)
n
+BΓ

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)d̄i, Nn(x)
r+١∑
i=١

φi(t)di

)
n

= Fs

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i

)
n
+ ٢π

M∑
m=−M

FΓ

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i, wm,١φ١(t)
)
n

(٢۶.٣)



٣۵ فضا-زمان گسسته�سازی .٣.٣

داریم: (٢۵.٣) چپ سمت جملات برای

A(ū, u)n :=

∫
In

{(
NB(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i,
١
c٢
NA(x)

r+١∑
i=١

φ′
i(t)ci

)
+

(
∇NB(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i,∇NA(x)
r+١∑
i=١

φi(t)di

)
+

(
∇NB(x)

r+١∑
i=١

φi(t)d̄i,∇
(
NA(x)

r+١∑
i=١

φ(t)′idi −NB(x)
r+١∑
i=١

φi(t)ci

))}
dt+

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t١)c̄i,
١
c٢

[
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t١)c̄i

])
+

(
∇Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t١)d̄i,
[
∇Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t١)di

])
,

(٢٧.٣)

و

BΓ(ū, u)n :=

∫
In

{
١
c

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i, Nn(x)
r+١∑
i=١

φi(t)ci

)
Γ
+

١
٢R

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i, Nn(x)
r+١∑
i=١

φi(t)di

)
Γ
+

١
٢R

(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)d̄i, Nn(x)
r+١∑
i=١

φ′
i(t)di −Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)ci

)}
dt+

١
٢R

(
Nn(x), Nn(x)

) r+١∑
i,j=١

d̄iφi(t١)φj(t١)di.

(٢٨.٣)

داریم، (٢۵.٣) چپ سمت جمله دو مجموع برای و می�بریم معادله راست سمت به را جهش منفی جملات



بی�کران موج معادله برای متناهی عناصر روش .٣ ٣۶

١
c٢

(
NA(x), NB(x)

) r+١∑
i,j=١

c̄i

∫
In

φi(t)φ
′
j(t)cj+

(
∇NA(x),∇NB(x)

) r+١∑
i,j=١

c̄i

∫
In

φi(t)φj(t)dj+

(
∇NA(x),∇NB(x)

) r+١∑
i,j=١

d̄i

∫
In

φi(t)φ
′
j(t)dj−

(
∇NA(x),∇NB(x)

) r+١∑
i,j=١

d̄i

∫
In

φi(t)φj(t)cj+

١
c٢

(
Nn(x), Nn(x)

) r+١∑
i,j=١

c̄i

(
φi(t١)φj(t١)

)
ci+

(
∇Nn(x),∇Nn(x)

) r+١∑
i,j=١

d̄i

(
φi(t١)φj(t١)

)
di+

١
c

(
Nn(x), Nn(x)

)
Γ

r+١∑
i,j=١

c̄i

∫
In

φi(t)φj(t)cj+

١
٢R

(
Nn(x), Nn(x)

)
Γ

r+١∑
i,j=١

c̄i

∫
In

φi(t)φj(t)dj+

١
٢R

(
Nn(x), Nn(x)

)
Γ

r+١∑
i,j=١

d̄i

∫
In

φi(t)φ
′
j(t)dj−

١
٢R

(
Nn(x), Nn(x)

)
Γ

r+١∑
i,j=١

d̄i

∫
In

φi(t)φj(t)cj+

١
٢R

(
Nn(x), Nn(x)

)
Γ

r+١∑
i,j=١

d̄iφi(t١)φj(t١)dj,

(٢٩.٣)

داریم، (٢۵.٣) معادله راست سمت جملات برای و

Fs(v̄)n =

∫
In

{(
Nn(x)

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i, f
)
+
(
Nn(x)

r+١∑
i,j=١

φi(t)c̄i, g
)
s

}
dt

=

∫
In

{(
Nn(x), f

) r+١∑
i=١

φi(t)c̄i +
(
Nn(x), g

)
s

r+١∑
i=١

φi(t)c̄i

}
dt

=
r+١∑
i=١

c̄i

∫
In

{(
Nn(x), f

)
+
(
Nn(x), g

)
s

}
φi(t)dt,

(٣٠.٣)

و



٣٧ فضا-زمان گسسته�سازی .٣.٣

FΓ(v̄m, wm,١)n :=

∫
In

Nn(x)
r+١∑
i=١

φi(t)c̄iwm,١(t)dt(
v̄(t+n ),

١
c٢
v(t−n )

)
=

١
c٢

∫
Ω

NT
n (x)φi(t١)v

h
i (x, t

−
n )dx(

∇ū(t+n ),∇u(t−n )
)
=

∫
Ω

∇NT
n (x)φi(t١)∇uh

i (x, t
−
n )dx

١
٢R

(
ū(t+n ), u(t

−
n )
)
Γ
=

١
٢R

∫
Γ

∇NT
n (x)φi(t١)∇uh

i (x, t
−
n )dx,

(٣١.٣)

n فضا-زمان قطعه هر برای گسسته معادلات ماتریسی فرم (٣٠.٣) - (٢٩.٣) روابط از استفاده با
می�کنیم: بیان زیر شکل به را

{d̄i, c̄i}r+١
i=١ هر برای که بیابید �طوری را (di, ci)r+١

j=١ ضرایب

r+١∑
j=١

(d̄i, c̄i).

[
AijKn −BijKn

BijKn (AijMn +BijCn)

]{
dj

cj

}
=

r+١∑
j=١

(d̄i, c̄i).

{
φi(t١)f

u
n

φi(t١)f
v
n + f̂i,n

}
,

(٣٢.٣)

زمانی گام روی انتگرال�گیری با را B = [Bij] و A = [Aij] ماتریس�های (٣٢.٣) در برقرارباشد،
صورت به In

Aij :=

∫
In

ϕi(t)ϕ
′
j(t)dt+ ϕi(t١)ϕj(t١), Bij :=

∫
In

ϕi(t)ϕj(t)dt, (٣٣.٣)

است. t١ = t+n جهش جمله در می�شوند. ارزیابی زمانی گام هر در زمانی پایه توابع می�کنیم، تعریف
n جاری گام برای فضایی دامنه روی انتگرال�گیری با را سختی و میرایی متقارن، جرم ماتریس�های

به�صورت
Mn = [MAB]n, MAB :=

١
c٢
(NA, NB), (٣۴.٣)

Cn = [CAB]n, CAB :=
١
c
(NA, NB), (٣۵.٣)

Kn = [KAB]n, KAB := (∇NA,∇NB) +
١
٢R(NA, NB)Γ, (٣۶.٣)

به�دست راست سمت بردار و t−n قبلی زمانی گام از اولیه شرایط با جاری زمانی گام جواب می�دهیم. نشان
می�آید.

fu
n :=

∫
Ω

∇NT
n (x)∇uh(x, t−n )dx+

١
٢R

∫
Γ

NT
n (x)u

h(x, t−n )dΓ, (٣٧.٣)



بی�کران موج معادله برای متناهی عناصر روش .٣ ٣٨

f v
n :=

١
c٢

∫
Ω

NT
n (x)v

h(x, t−n )dx, (٣٨.٣)

به�صورت Γ مرزی توابع

f̂i,n = f̂ s
i,n + f̂Γ

i,n,

آن در که می�باشند

f̂ s
i,n =

∫
In

f s
n(t)φi(t)dt, (٣٩.٣)

تقریب لاگرانژ، پایه با گره�ای درون�یاب برای می�باشد. f s
n(t) = {fA}n, fA := (NA, f)+(NA, g)s و

می�کنیم، ساده زیر صورت به (٣٩.٣) می�بریم، به�کار را f s
n(t) =

∑r+١
j=١ φj(t)f

s
n(tj)

f s
i,n =

r+١∑
j=١

Bijf
s
n(tj), (۴٠.٣)

داریم، w١
m(t) کمکی مرزی تابع از استفاده با

fΓ
i,n =

r+١∑
j=١

Bijf
Γ
n (tj), fΓ

n (tj) = ٢π
M∑

m=−M

wm,١(tj)Fm,n, (۴١.٣)

زمان، در لاگرانژ درون�یاب برای است. Fm
A := ١

٢πR(NA, e
imθ)Γ ، Fm,n = {Fm

A }n آن در که
،به�صورت i = ١, . . . , r + ١ برای را گسسته مساله ماتریس ، φi(t١) = δi١

r+١∑
j=١

[
AijKn −BijKn

BijKn (AijMn +BijCn)

]{
dj

cj

}
=

r+١∑
j=١

{
٠

Bijfj,n

}
+

{
δi١f

u
n

δi١f
v
n

}
, (۴٢.٣)

است. fj,n = f s
n(tj) + fΓ

n (tj), آن در که می�دهیم نشان

نگاشت روش�های ۴.٣

روی جدید مش به قبلی زمانی گام از نگاشتی به پالایش) پالایش/عدم ) تطبیقی مش مجدد توزیع برای
بیان را افزوده، یابی درون روش سپس و گره�ای درون�یاب ابتدا منظور به�این داریم. نیاز فضا-زمان قطعه

می�کنیم.

گره�ای درون�یابی ١.۴.٣

با ساده تقریبی و می�کنیم درون�یابی جاری مش فضایی عناصر با را قبلی زمانی گام انتهایی جواب
صورت به را گره�ای درون�یابی

uh(x, t−n ) ≈ ûh(x, t−n ) =
Dn∑
A=١

NA(x)ûA(t
−
n ) = Nn(x)d̂n(t

−
n ), (۴٣.٣)



٣٩ نگاشت روش�های .۴.٣

کردیم. محاسبه قبلی مش از را d̂n(t−n ) = {ûA(t
−
n )}Dn

A=١ که می�آوریم به�دست

ûA(t
−
n ) =

Dn−١∑
B=١

N−
B (xA)u

h
B(t

−
n ) = Nn−١(xA)dn−١(t

+
n−١), (۴۴.٣)

مش گره هر برای می�باشد. ĉn(t
−
n ) = {v̂A(t−n )}Dn

A=١ که vh(x, t−n ) ≈ Nn(x)ĉn(t
−
n ) مشابه به�طور

الگوریتم�های می�کنیم. درون�یابی است جاری گره شامل که قبلی مش در عناصری از را جواب جاری،
گره�ای درون�یاب�های . [٢۴ ،١٩] می�کنند مشخص را شده� تعیین نقاط مکان� شامل عناصری کار�آمد،

می�شود، زیر سازی ساده به منجر (٣٨.٣) و (٣٧.٣) در vh(x, t−n ) و uh(x, t−n )

fu
n ≈ Knd̂(t

−
n ), f v

n ≈ Mnĉ(t
−
n ), (۴۵.٣)

این در . [٢٠] است متناظر گسسته شبه دینامیک معادلات برای گالرکین زمان گسسته FEM با که
در می�کنیم. ساده را جواب نتیجه در حذف، (۴٢.٣ ) معادله اول سطر از را Kn سختی ماتریس حالت،
حل di از مستقل را ci ، (۴٢.٣) معادلات دستگاه روی گاوس حذفی بلوک یک اجرای با بعدی بخش

می�کنیم. محاسبه شده به�روز برداری با را di سپس می�کنیم،

SPR روش ٢.۴.٣

لژاندر گاوس انتگرال�گیری نقاط در همگرا فوق گرادیان�های روی SPR ۶ همگرا فوق قطعه بازیابی روش
فوق گرادیان را ، xe

s عنصر مرکز قطعه، هر درون e عنصر هر در . [۵٠ ،۵٩ ،۴٢] شده�است پایه�گذاری
بهترین از ضرایبی با p درجه از چندجمله�ای یک با قطعه، هر درون را گرادیان می�دهیم. قرار همگرا

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت و می�بخشیم بهبود مربعات کمترین جمله در فوق�همگرا، مقادیر

ε∗A := ∇u∗
A(xA) = αA.P (xA).

را L٢ خطای که می�باشد ضرایبی بردار αA و P T (x) = [١, x, y] ، (p = ١) خطی عناصر برای
می�کند، مینیمم مینیمم�کننده، تابع یک با قطعه هر درون

J(αA) =
Ns∑
s=١

(
∇uh(xe

s)− αA.P (xe
s)
)٢

,

به�صورت را قبلی مش روی بازیابی عملگر است، قطعه هر درون نمونه�گیری نقاط تعداد Ns آن در که

ε∗(x, t−n ) =

Dn−١∑
A=١

N−
A (x)ε

∗
A, (۴۶.٣)

می�کنیم. تعریف

۶Superconvergent Patch Recovery



بی�کران موج معادله برای متناهی عناصر روش .٣ ۴٠

افزوده درون�یابی ٣.۴.٣

بالایی دقت مثلثی گره�ای عناصر برای که است جدید مش به قبلی مش از نگاشتی ٧ افزوده درون�یابی
گره می�کند. حفظ را (۴۵.٣) ویژگی�هایی و می�بخشد بهبود را گره�ای درون�یابی دقت EI روش دارد.
را (٣.۴.٣) شکل می�کنیم، ایجاد k = ١,٢,٣ محلی گره�های با قبلی مش عنصر درون را xA جاری

به�صورت عنصر محلی گره k هر تیلور، سری بسط از استفاده با ببینید.

u∗
k(xA) = uh(xk) + ∆xk

(
∂u∗

k

∂x

)
x=xc

+∆yk

(
∂u∗

k

∂y

)
x=xc

, k = ١,٢,٣, (۴٧.٣)

گرادیان�های مشتق، جملات و است ∆yk = (yA − yk) و ∆xk = (xA − xk) آن در که است،
گره�های میانی نقطه برای SPR تکنیک از هستند. k گره عناصر محیط به وابسته مولفه�های یافته بهبود
(۴٧.٣) درون�یابی با xA جاری گره از نگاشتی سپس می�کنیم. استفاده� xc =

(xA + xk)

٢ یعنی ، k و A

می�آوریم: به�دست زیر به�صورت قبلی مش عناصر محلی گره�های روی

u∗
A =

٣∑
k=١

Nk(xA)u
∗
k(xA) =

٣∑
k=١

Nk(xA)u
h(xk)︸ ︷︷ ︸

درون�یابی

+
٣∑

k=١
Nk(xA){∆xk.∇u∗

k(xc)}︸ ︷︷ ︸
افزوده

, (۴٨.٣)

درون�یابی اول، جمله است. ∇u∗
k(xc) = (

∂u∗
k

∂x
,
∂u∗

k

∂y
)x=xc و ∆xk = (∆xk,∆yk) آن در که

نگاشت برای را فوق روند می�باشد. بالاتر دقت با داخلی عناصر از اصلاحی دوم جمله و است استاندارد
می�بریم. کار به v∗A دقیق

..

c

.
١

.

٣

.
٢

.

A

مثلث. گره سه در ١ راس و A بین میانی نقطه با قبلی مش عنصر درون A محلی گره :۴.٣ شکل

درون�یابی و ، xc = ٠ آنگاه کنیم، منطبق xk محلی گره بر را xA جاری گره وقتی سازگاری، برای
مش برای می�دهد. نشان را u(xk) نقطه Nk(xA) = δkA درون�یاب ویژگی علت به (۴٨.٣) افزوده

٧Enhanced Interpolation



۴١ ماتریسی معادلات موثر جواب .۵.٣

می�کنیم، بیان دوم درجه چندجمله�ای درون�یابی با را گره�ای جواب�های یک�بعدی، خطی عناصر گره�ای دو
(۴٨.٣) مشابه و ارزیابی xc میانی نقطه در را SPR تکنیک شده بازیابی خطی گرادیان�های سپس
بیشتر جزییات برای می�کنیم. تولید عناصر داخلی نقاط در را دوم درجه جمله�ای چند می�کنیم. درون�یابی

ببینید. را [١٣]
(۴٣.٣) مشابه استاندارد گره�ای نگاشت از استفاده با مشجاری، به قبلی مش افزوده جواب تبدیل با

رابطه

u∗(x, t−n ) =
Dn∑
A=١

NA(x)u
∗
A(t

−
n ) = Nn(x)d

∗
n(t

−
n ), (۴٩.٣)

افزوده درون�یابی گره�ای مقادیر از برداری d∗n(t−n ) = {u∗
A(t

−
n )}Dn

A=١ آن در می�آوریم،که به�دست را
است، قبلی مش جواب روی

u∗
A(t

−
n ) =

Dn−١∑
B=١

N−
B (xA)

[
uh
B(t

−
n ) + ∆xB.∇u∗

B(xc, t
−
n )
]
, (۵٠.٣)

بردار�های و ∆xB = (xA − xB) که
∇u∗

B(xc, t
−
n ) = αB.P (xc), (۵١.٣)

xc =
(xA + xB)

٢ یعنی xA و xB گره میانی نقطه در که هستند ΩA قطعه به وابسته گرادیان�های
، EI روش از استفاده با می�بریم. به�کار را SPR تکنیک نیز ∇v∗ گرادیان�های برای می�آوریم. به�دست

می�دهیم. ارایه را ساده�تری جبری ساختار و می�کنیم تولید (۴۵.٣) روابط حفظ با ماتریسی بردار

ماتریسی معادلات موثر جواب ۵.٣

معادلات، زوج از زیادی تعداد حل برای را ٨ زمان گسسته گالرکین فضا-زمان متناهی عناصر روش نتایج
ماتریس در رابطه طرفین ضرب و (۴٢.٣) آرایه�های در n اندیس حذف با می�بریم. به�کار زمانی گام هر در

داریم، گاوس حذفی روش بردن به�کار و [Aij]
−١

r+١∑
j=١

[
δijK −A−١

ij BijK

A−١
ij BijK (δijM + A−١

ij BijC)

]{
dj

cj

}
=

r+١∑
j=١

{
٠

A−١
ij Bijfj

}
+

{
A−١

i١ fu

A−١
i١ f v

}
,

(۵٢.٣)

رابطه�ی جایگذاری با
r+١∑
k=١

A−١
ik Bkj = Dij,

٨Time-Discontinuous Galerkin Space–Time Finite Element Methods
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داریم (۵٢.٣) رابطه�ی در

r+١∑
j=١

[
δijK −DijK

DijK δijM +DijC

]{
dj

cj

}
=

{
A−١

i١ fu

A−١
ij f v +

∑r+١
j=١ Dijfj

}
,

می�کنیم، جمع دوم بلوک با را اول بلوک برابر (−Dij)

r+١∑
j=١

[
δijK −DijK

O δijM +DijC + EijK

]{
dj

cj

}
=

{
A−١

i١ fu

A−١
i١ f v −

∑r+١
k=١DikA

−١
k١ f

u +
∑r+١

j=١ Dijfj

}
,

می�آوریم: به�دست را زیر دستگاه سپس

r+١∑
j=١

[
δijK −DijK

O M∗
ij

]{
dj

cj

}
=

{
A−١

i١ fu

r∗i

}
, (۵٣.٣)

(۵٣.٣) رابطه در که

Dij =
r+١∑
k=١

A−١
ik Bkj, Eij =

r+١∑
k=١

DikDkj, Fi١ =
r+١∑
k=١

DikA
−١
k١ ,

و

M∗
ij = δijM +DijC + EijK,

r∗i = A−١
i١ f v − Fi١f

u +
r+١∑
j=١

Dijfj,

بلوک اولین از را dj سپس می�کنیم، حل سطری دوم بلوک از dj از مستقل را cj می�کنیم. تعریف را
fu = Kd٠, f

v = Mc٠ جملات ، (۴۵.٣) و گره�ای درون�یابی از استفاده با می�نماییم. محاسبه سطری
به�صورت را (۵٠.٣) دستگاه سپس می�باشد. (d٠, c٠) = (d(t−n ), c(t

−
n )) آن در که داریم را

r+١∑
j=١

[
δijK −DijK

O M∗
ij

]{
dj

cj

}
=

{
A−١

i١ Kd٠

r∗i

}
,

می�کنیم، ضرب K−١ در را اول سطر می�نویسیم.

r+١∑
j=١

[
δijI −DijI

O M∗
ij

]{
dj

cj

}
=

{
A−١

i١ d٠

ri

}
, (۵۴.٣)
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برای را دوم سطری بلوک است. ri = A−١
i١ Mc٠ − Fi١Kd٠ +

∑r+١
j=١ Dijfj ، (۵۴.٣) رابطه در

می�بریم. به�کار cj حل
r+١∑
j=١

M∗
ijcj = rj, i = ١, . . . , r + ١, (۵۵.٣)

به�صورت اول سطری بلوک از سادگی به را dj سپس می�نماییم، محاسبه (۵۵.٣) از را cj

di = A−١
i١ d٠ +

r+١∑
j=١

Dijcj, i = ١, . . . , r + ١, (۵۶.٣)

گره�ای درون�یابی با را آن می�توانیم و نیست لازم معادله حل ، di محاسبه برای می�آوریم. به�دست
از ، (۵۶.٣)��� کردن به�روز و (۵۵.٣) حل با (۴٢.٣) اصلی سیستم معادلات تعداد سپس آوریم. به�دست
کاهش را محاسبات هزینه روند این با نتیجه در می�یابد، کاهش معادله (r + ١) به ، معادله ٢(r + ١)
صورت به را (۵۵.٣) ، r = [r١, . . . , rr+١] و c = [c١, . . . , cr+١] ستونی بردار از استفاده با می�دهیم.

کرونکر (تنسور) )حاصل�ضرب
Ir+١ ⊗M +D ⊗ C + E ⊗K

)
c = r, (۵٧.٣)

با زمان در خطی درون�یابی برای است. E = D٢ = [Eij] و D = [Dij] آن در که می�نویسیم،
به�صورت را (۵٧.٣) آن معادل یا (۵۵.٣) ، r = ١

[
M +D١١C + E١١K D١٢C + E١٢K

D٢١C + E٢١K M +D٢٢C + E٢٢K

]{
c١

c٢

}
=

{
r١

r٢

}
, (۵٨.٣)

کنیم،در می ضرب P =

[
١ α

β ١

]
که (P ⊗ I) جایگشت ماتریس در را (۵٨.٣) معادله می�نویسیم.

)نتیجه
P ⊗M + PD ⊗ C + PE ⊗K

)
C = P ⊗ r, (۵٩.٣)

)یا
P ⊗M + D̂ ⊗ C + Ê ⊗K

)
C = r̂, (۶٠.٣)

داریم: (۶٠.٣) دادن بسط با . r̂ = P ⊗ r و Ê = PE = D̂D و D̂ = PD آن در که

[
M + D̂١١C + Ê١١K αM + D̂١٢C + Ê١٢K

βM + D̂٢١C + Ê٢١K M + D̂٢٢C + Ê٢٢K

]{
c١

c٢

}
=

{
r١ + αr٢

r٢ + βr١

}
, (۶١.٣)

می�دهیم، قرار برابر Kرا Cو قطری ضرایب مشابه، بلوکی قطری ماتریس�های آوردن به�دست به�منظور
داریم:
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M + D̂١١C + Ê١١K = M + D̂٢٢C + Ê٢٢K

(PD)١١ + (PDD)١١ = (PD)٢٢ + (PDD)٢٢,

(e١)D١١ + αD٢١ = βD١٢ +D٢٢, (e٢) E١١ + αE٢١ = E٢٢ + βE١٢,

بنابراین ، (D١١ + D٢٢)(e١) = (e٢) یعنی هستند، خطی وابسته معادله دو ، Ê = D̂D چون
شده�اند. پارامتری β و α مستقل متغیر توسط که می�آوریم به�دست را مشابه قطری ازبلوک�های خانواده�ای
α = D٢٢−D١١

D٢١
حالت این در می�شود، نتیجه [۶٨ ،۶٧] ٩ ویبرگ و لی بلوکی ماتریس β = ٠ اگر

حالت در سپس شود، حذف اصلی قطر در K سختی ماتریس که می�کنیم انتخاب طوری را β و α است.
Ê١١ = Ê٢٢ = ٠ که طوری β = −E٢٢

E١٢
و α = −E١١

E٢١
داریم، C میرایی ماتریس دادن قرار برابر با مشابه

زیر ماتریسی شکل [۶٨ ،۶٧] ، α = ٢
٣ , β = ٠ ویبرگ، و لی داده�های برای می�شود. D̂١١ = D̂٢٢ و

داریم، را

Dij =

[
∆t
۶ −∆t

۶
∆t
٢

∆t
٢

]
, E = DD =

[
−∆t٢

١٨ −∆t٢

٩
∆t٢

٣
∆t٢

۶

]
,

α = −E١١
E٢١

= −
−∆t٢

١٨
∆t٢

٣
=

١
۶ , β = −E٢٢

E١٢
= −

∆t٢

۶

−∆t٢

٩
=

٣
٢ ,

[
M + ∆t

٢ C + ∆t٢

۶ K ٢
٣M + ∆t

۶ C
∆t
٢ C + ∆t٢

٣ K M + ∆t
٢ C + ∆t٢

۶ K

]
,

می�کنیم، حذف قطری بلوک�های از را K

r١− ١
٢ r٢

=

[
M + ∆t

۴ C
١
۶M − ∆t

١٢C − ∆t٢

١٢ K
∆t
٢ C + ∆t٢

٣ K M + ∆t
٢ C + ∆t٢

۶ K

]

r٢−٢r١
=

[
M + ∆t

۴ C
١
۶M − ∆t

١٢C − ∆t٢

١٢ K

٢M +∆tC + ∆t٢

٣ K ۴
٣M + ∆t

٣ C

]

٣
۴ r٢
=

[
M + ∆t

۴ C
١
۶M − ∆t

١٢C − ∆t٢

١٢ K
٣
٢M + ٣

۴∆tC + ∆t٢

۴ K M + ∆t
۴ C

]
٩Li,Wibrg
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[
M̂ M̂١٢

M̂٢١ M̂

]{
c١

c٢

}
=

{
r١ +

١
۶r٢

r٢ +
٣
٢r١

}
, (۶٢.٣)

که

M̂ = M +
∆t

۴ C, M̂١٢ =
١
۶M − ∆t

١٢C − (∆t)٢

١٢ K,

M̂٢١ =
٣
٢M +

٣
۴∆tC +

(∆t)٢

۴ K,

r١ =
∆t

۶ (f١ − f٢) +MC٠,

r٢ =
∆t

٢ (f١ + f٢) +MC٠ −∆tKd٠.

به�صورت wm,١(t) کمکی توابع از استفاده با را f٢ و f١ بردارهای

fΓ
j = ٢π

M∑
m=−M

wm,١(tj)Fm, j = ١,٢

مماسی، مود هر برای و می�آوریم به�دست

Fm = {Fm,A}, Fm,A =
١

٢πR(NA, e
imθ)Γ.

می�کنیم، محاسبه (۵۶.٣) رابطه با را d٢ و d١ سپس می�نماییم، حل دوباره را c٢ و c١

d١ = d٠ +
∆t

۶ (c١ − c٢), d٢ = d٠ +
∆t

٢ (c١ + c٢),

کردن قطری برای را انتگرال�گیری�گره�ای ، می�آوریم به�دست فضایی درون�یابی برای (۶٢.٣) رابطه
فقط زمانی، گام هر تکراری،در روش برای نتیجه، در می�بریم. به�کار (٣۵.٣) ، C و (٣۴.٣) ، M
نیازی ماتریس فاکتورگیری به بنابراین داریم، لازم را M̂ و M̂٢١ و M̂١٢ با شده تولید ماتریس�های
شود. قطری نمی�تواند K سختی ماتریس وجود خاطر به قطری ماتریس زیر ویبرگ، و لی فرم در نیست.
معادلات مانند دیگر دوم مرتبه هذلولی سیستم�های برای (۵۶.٣) و (۵۵.٣) ماتریسی جبری ساختار

است. معتبر دینامیکی ساختارهای و ١٠ ایلاستودینامیک در گسسته نیمه

� اول مرتبه مرزی معادلات برای زمانی گسسته�سازی ۶.٣

نتایج ، (٣٣.٣) از انتگرال�گیری با و می�دهیم قرار (١٩.٣) رابطه در را (٢۴.٣) و (٢٢.٣) پایه�ای توابع
می�آوریم، به�دست را زیر

١٠Elastodynamics
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AΓ(w̄m, wm)n = bm,١FΓ(w̄m,١, um)n, m ∈ (−M,M), (۶٣.٣)

AΓ(w̄m, wm)n :=

∫
In

{w̄m(t).
dwm

dt
(t)︸ ︷︷ ︸

∗

+ w̄m(t).Amwm(t)︸ ︷︷ ︸
∗∗

}dt

+ w̄m(t
+
n ).[wm(tn)],

(۶۴.٣)

داریم: ∗ رابطه ∫از
In

r+١∑
i=١

w̄m,i(t)φi(t).
r+١∑
j=١

wm,j(t)φ
′
j(t) =

r+١∑
i=١

∫
In

φi(t)φ
′
j(t)w̄m,i(t).wm,j(t) (۶۵.٣)

داریم: ∗∗ رابطه ∫و
In

w̄m(t).Amwm(t) =

∫
In

r+١∑
i=١

w̄m,i(t)φi(t).Am

r+١∑
i=١

wm,i(t)φi(t)dt

=
r+١∑
i=١

∫
In

φi(t)φj(t)dtAmw̄m,i(t)wm,i(t)

(۶۶.٣)

(۶۴.٣) رابطه سوم جمله برای و

w̄m(t
+
n ).

[
wm(tn)

]
= w̄m(t

+
n )
(
wm(t

+
n )− wm(t

−
n )
)

(۶٧.٣)

می�آوریم، به�دست را زیر روابط
r+١∑
i=١

w̄m,i(t
+
n )φi(t

+
n )
[ r+١∑

j=١
wm,j(t١)−

r+١∑
j=١

wm,j(t
−
n )
]
φj =

r+١∑
i=١

w̄m,i(t١)φi(t١)
r+١∑
i=١

wm,j(t١)φj(t١)−

r+١∑
i=١

w̄m,i(t١)φi(t١)
r+١∑
j=١

wm,j(t
−
n )φj(t)

(۶٨.٣)

داریم: (۶٣.٣) رابطه راست سمت از

bm,١FΓ(w̄m,١, um)n = bm,١

∫
In

w̄m,١(t), um(t).

= bm,١

∫
In

r+١∑
i=١

w̄m,iφi(t).
r+١∑
j=١

um,jφj(t)dt

= bm

∫
φi(t)φj(t)dtum,jw̄m,i(t)

(۶٩.٣)

می�کنیم، خلاصه زیر به�صورت را (۶٩.٣) - (۶۵.٣) معادلات
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r+١∑
j=١

(AijI +BijAm)wm,i =
r+١∑
j=١

Bijum,jbm + δi١wm(t
−
n ), (٧٠.٣)

i = ١, . . . , r + ١,

کنیم، می ضرب A−١
ij در را (٧٠.٣) معادله

r+١∑
j=١

(δijI +DijAm)wm,i =
r+١∑
j=١

Dijum,jbm + A−١
i١ wm(t

−
n ), (٧١.٣)

i = ١, . . . , r + ١.

مرزی پرتو روی (١١.٣) رابطه فوریه تبدیل از ، uΓ(θ, t) می�آوریم، به�دست um,j از را wm,i سپس
می�شود: محاسبه� زیر به�صورت

um(t) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
uΓ(θ, t)e

−imθdθ, wm(t) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
w(θ, t)e−imθdθ.

um(t) =
r+١∑
j=١

um,jφj(t), um,j = F ∗
m,n.dj. (٧٢.٣)

گسسته فوریه تبدیل اجرای کارایی برای می�کنیم. محاسبه حقیقی بردارهای مانند را F ∗
m,n و Fm,n

ببینید. را [٣٧] فضا در
به�صورت را (٧١.٣) معادله ، (۶٠.٣) مشابه جایگشت، عملگر بردن به�کار با

[
I −Â+

m

Â−
m I

]{
wm,١

wm,٢

}
=

{
f̂m,١

f̂m,٢

}
, (٧٣.٣)

آن در که می�آوریم به�دست

Â+
m =

١
٣(I +∆tAm), Â−

m = (٣I +∆tAm),

f̂m,١ =
١
٣
(
٢wm(t

−
n )−∆tum,٢bm

)
, f̂m,٢ = ۴wm(t

−
n ) + ∆tum,١bm,

است، بلوکی قطری ، (٧٣.٣) دستگاه چون است. p < ١٠ ، Am کوچک ماتریس�های برای است.
ابتدا

Âm,٢wm,٢ = f̂m,٢ − Â−
mf̂m,١, (٧۴.٣)
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wm,١ = f̂m,١ + Â+
mwm,٢ سپس می�کنیم، محاسبه Âm,٢ = (I + Â−

mÂ
+
m) ضرایب ماتریس با را

از استفاده هزینه می�باشد. مرز روی گره�های تعداد NΓ که ، M ≪ NΓ معمولا می�آوریم. به�دست را
فوریه تبدیل در است. زیاد (٧۴.٣) و (٧٣.٣) معادلات دستگاه برای بالا، مرتبه مرزی پرتو شرایط
این با می�کنیم. محاسبه دوباره مجدد، مش�بندی تطبیق هر در را F ∗

m,n ،بردار um,j = F ∗
m,n.dj گسسته

کارایی و برآوردها پیچیدگی بررسی برای است. (۶٢.٣) معادلات حل از کمتر همیشه هزینه این وجود
ببینید. را [٣٧] ، F ∗

m,n پیاده�سازی

مرزی و داخلی معادلات زوج برای تکراری جواب ٧.٣

به فقط قبلی، گام مقادیر از استفاده با می�بریم. به�کار را زیر الگوریتم مرزی، و داخلی معادلات حل برای
تامل قابل خطای با معادلات زوج حل برای تکرارها از تعدادی

eki :=
∥ ck+١

i − cki ∥
∥ cki ∥

< ϵ, i = ١,٢. (٧۵.٣)

می�دهیم. قرار d٠ = d(t−n ), c٠ = c(t−n ), c−١ = c(t+n−١) به�صورت را اولیه شرایط داریم. نیاز
است: زیر صورت به الگوریتم

( G-S بلوک با سطحی دو تکراری روش ) الگوریتم

قبلی گام جواب از .١

d٠١ = d٠, d٠٢ = d٠ + c٠∆tn,

c٠١ = c٠ c٠٢ = c٠ + a٠∆tn, a٠ =
(c٠ − c−١)

∆tn
,

k = ٠,١, . . . برای بیرونی: تکرار حلقه می�آوریم. به�دست را

کنید: محاسبه را مرزی مودهای .٢
uk
m,i = F ∗

m,n.d
k
i , i = ١,٢.

کنید: حل را مرزی معادلات .٣
Âm,٢w

k
m,٢ = f̂k

m,٢ − Â−
mf̂

k
m,١.

کنید: به�روز .۴
wm,١ = f̂k

m,١ + Â+
mw

k
m,٢.

c٠i = cki , i = ١,٢ دهید: قرار

l = ٠,١, . . . برای بلوکی G-S ١١ سایدل گاوس- تکرار حلقه
١١Gauss-Seidel
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کنید. به�روز c(L+١)
٢ و ببرید به�کار M̂c٢ = r̂

(l)
٢ − M̂٢١c

(l)
٢ سیستم برای را G-S روش .۵

کنید. به�روز c(L+١) و ببرید به�کار M̂c١ = r̂
(l)
١ − M̂١٢c

(l+١)
٢ سیستم برای را G-S روش .۶

شوید. خارج بلوکی G-S تکرار حلقه از ، (e(l)i < ϵ, i = ١,٢) اگر

بلوکی. G-S تکرار حلقه پایان

. ck+١
i = c

(l+١)
i , i = ١,٢ دهید: قرار

. r̂(l) = r̂٢ − M̂٢١c
(l)
١ , c(l) = c

(l)
٢ دهید: قرار

کنید: به�روز .٧
dk+١
١ = d٠ +

∆t

۶ (ck+١
١ − ck+١

٢ ),

dk+١
٢ = d٠ +

∆t

٢ (ck+١
١ + ck+١

٢ ).

شوید. خارج بیرونی تکرار حلقه از ، (eki < ϵ, i = ١,٢) اگر

بیرونی. تکرار حلقه پایان

می�باشد: زیر صورت به ۶ و ۵ گام برای (G-S) تکراری روش
c(l) = c

(l)
٢ و r̂(l) = r̂٢ − M̂٢١c

(l)
١ دهید: قرار

کنید: به�روز .۵
c
(l+١)
i =

١
M̂ii

(
r̂
(l)
i −

∑
j<i

M̂ijc
(l+١)
j −

∑
j>i

M̂ijc
(l)
j

)
, i = ١,٢, . . .

. c(l) = c
(l)
١ و r̂(l+١) = r̂١ − M̂١٢c

(l+١)
٢ و c(l+١)

٢ = c(l+١) دهید: قرار

کنید: به�روز .۶

c
(l+١)
i =

١
M̂ii

(
r̂
(l+١)
i −

∑
j<i

M̂ijc
(l+١)
j −

∑
j<i

M̂ijc
(l)
j

)
, i = ١,٢, . . .

. c(l+١)
١ = c(l+١) دهید: قرار

می�شود. به�روز بیرونی حلقه از قبل و می�باشد همگرا داخلی حلقه داخلی، معادلات داده�های برای
برای ، الگوریتم در G-S تکرار می�شود. حل G-S تکرار با مستقل به�طور بلوک هر و داخلی معادلات
بلوک [٣١] ١٢ وو و چن است. مثبت معین و متقارن M̂ چون است، مناسب مستقیم های حل�کننده

١٢Chien,Wu
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ژاکوبی بلوک . کرده�اند بیان [۶٨ ،۶٧] ماتریسی معادلات برای مستقیم حل�کننده�های با مشابه�ای G-S

با بزرگ ماتریس�های برای دارد. کمتری کارایی است، رفته به�کار [۶٨ ،۶٧] مستقیم حل�کننده�های با که
بلوک�ها حالت، این در است. بهتر تکراری، کننده�های حل از استفاده زمانی، گام�های و تطبیقی مش�های

می�شوند. حل متقارن مثبت معین ماتریس�های برای مزدوج گرادیان الگوریتم از استفاده با تکراری

تطبیق استراتژی ٨.٣

است سازگار Γ مرزی شرایط با که اضافی جمله�ی یک با همراه ،Ω داخلی دامنه در انرژی نورم از ترکیبی
به�صورت

∥ u ∥٢n=
∫
Ω

١
c٢
v٢(tn)dx+

∫
Ω

(
∇u(tn)

)٢
dx+

١
٢R

∫
Γ

u٢(tn)dΓ, (٧۶.٣)

می�نامیم، خطا را واقعی جواب و تقریبی جواب اختلاف می�کنیم. تعریف
eu(x, t) = u(x, t)− uex(x, t), ev(x, t) = v(x, t)− vex(x, t).

زمان، فضا- قطعه مشترک سطح سراسر محلی، زمانی جهش جملات با را tn زمان در زمانی خطای
به�صورت

∥ et ∥٢n=
∫
Ω

١
c٢
[
ev(tn)

]٢
dx+

∫
Ω

[
∇eu(tn)

]٢
dx+

١
٢R

∫
Γ

[
eu(tn)

]٢
dΓ, (٧٧.٣)

می�دهیم. نشان
گسسته جواب در جهش پس می�گیریم، نظر در tn زمان در را vex = ∂uex

∂t
� و uex واقعی جواب

می�باشد. خطا زمان، فضا قطعه�های بین متناهی، عنصر

[
eu
]
= eu(t

+
n )− eu(t

−
n ) = u(t+n )− u(t−n ),[

ev
]
= ev(t

+
n )− ev(t

−
n ) = v(t+n )− v(t−n ),

رابطه با (٧٧.٣) رابطه درنتیجه
∥ et ∥٢n=

∫
Ω

١
c٢
[
v(tn)

]٢
dx+

∫
Ω

[
∇u(tn)

]٢
dx+

١
٢R

∫
Γ

[
u(tn)

]٢
dΓ, (٧٨.٣)

به�صورت را زمانی گام در نسبی خطای است. معادل

ηt(tn) =
∥ et ∥n
∥ u ∥n

≤ ηTOL
t , (٧٩.٣)

استفاده با می�کنیم. درون�یابی جاری مش گره�های با قبلی زمانی گام از را جواب�ها می�کنیم. تعیین
بیان زیر ماتریسی شکل به را (٧٨.٣) و (٧۶.٣) رابطه (٢٣.٣) و (٢٢.٣) فضا-زمان گسسته�سازی از

می�کنیم.
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∥ u ∥٢n= dn(t
−
n ).Kndn(t

−
n ) + cn(t

−
n ).Mncn(t

−
n ), (٨٠.٣)

∥ et ∥٢n=
[
dn(tn)

]
.Kn

[
dn(tn)

]
+
[
cn(tn)

]
.Mn

[
cn(tn)

]
. (٨١.٣)

و (٨٠.٣) نورم�های هستند. جاری گام جرم، و سختی ماتریس�های Mn و Kn (٨١.٣) رابطه در
(٧۶.٣) روابط در را انتگرال مرز می�کنیم. جمع سپس و محاسبه عنصر هر روی محلی طور به را (٨١.٣)
آرایه�های عناصر از بخشی (٨١.٣) Kn سختی ماتریس حالت، این در نمی�گیریم. نظر در (٧٨.٣) و
به است، خطا شاخص مانند گسسته جواب�های در جهش کارایی . [۴۵ ،۶٨] می�گیرد بر در را درونی
زمانی گام هر انتهای در را جواب ، (TDG) گالرکین گسسته زمان جواب همگرایی فوق ویژگی علت

می�آوریم. به�دست
زیر شکل به را ∆tnewn جدید زمانی گام

∆tnewn =
(ηTOL

t

ηt

) ١
m∆toldn , (٨٢.٣)

می�باشد. m = ٢ و r = ١ خطی تقریب�های برای . است m = r + ١ که می�کنیم تعیین
Kt > ٠ صحیح عدد و ، βt٢ > ١٫ ٠ و βt١ < ١٫ ٠ حقیقی پارامتر دو زمانی گام تغییر کنترل برای
اگر می�کنیم. اجرا را زمانی گام پالایش و شده رد جواب آنگاه ηt > ηTOL

t اگر می�کنیم. معرفی را
بعدی گام در زمانی گام اندازه هرچند، می�پذیریم، را جواب دهد، رخ بار چند Kt و ηt < βt١η

TOL
t

جای به� را η
TOL
t

βt١٢
مقدار می�بریم. کار به جدید زمانی گام اندازه برای را βt٢ > ١٫ ٠ پارامتر یابد. افزایش

همیشه جدید زمانی گام خطای روش، این در می�کنیم. استفاده جدید زمانی گام اندازه در ηTOL
t خطای

می�کند. صدق η < ηTOL
t در

مرزی معادلات برای زمانی خطای شاخص ١.٨.٣

به�صورت مرزی، توابع زمانی خطای کنترل با ، n زمانی گام هر ،در را Γ مرز روی L٢ نورم

∥ w ∥٢n=
∫ ٢π

٠

(
w(θ, t−n )

)٢
dθ = ٢π

M∑
m=−M

(
wm(t

−
n )
)٢

= ٢π
p∑

i+١
∥ wi ∥٢n, (٨٣.٣)

(٨٣.٣) رابطه در می�کنیم، تعریف

∥ wi ∥٢n=
M∑

m=−M

(
wm,i(t

−
n )
)٢
, i = ١,٢, . . . , p, (٨۴.٣)

محلی اندازه . p = ۶ و M = ٢٠ مثال به�عنوان است، مود هر برای کمکی توابع تعداد ، p می�باشد.
به�صورت را زمانی گام در گسسته جواب باقی�مانده�های از زمانی خطای
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∥ ew ∥٢n= ٢π
M∑

m=−M

([
wm(tn)

])٢
= ٢π

M∑
m=−M

p∑
i=١

(
wm,i(t

+
n )− wm,i(t

−
n )
)٢

. (٨۵.٣)

به�صورت، مرزی نسبی خطای می�کنیم. محاسبه

ηw =
∥ ew ∥n
∥ w ∥n

< ηTOL
w , (٨۶.٣)

می�توانیم را زمانی گام شود، بیشتر ηTOL
w خطای ،از (٨۶.٣) مرزی نسبی خطای اگر می�کنیم. بیان

میدان، متغیر با (٨۶.٣) را مرزی نسبی خطای کنیم. تعریف دوباره v و u داخلی میدان متغیرهای مشابه
می�کنیم. کنترل (٧٩.٣) درونی / مرزی دستگاه زمانی، گام و

متمرکز Ω محاسباتی دامنه فشرده ناحیه درون ابتدا موج میدان پراکندگی / پرتو مثال، عنوان به
به ، c موج سرعت با زمانی، گذشت از پس غیرصفر، میدان v و u متغیرهای حالت این در می�شود.
محلی عملگر فقط هستند، فعال غیر wm مرزی توابع جواب�های چون ابتدا، در می�رسند. Γ مرزی برش
استفاده با می�رسد، Γ به که تغییرپذیر صفر غیر میدان رخداد اولین زمانی�که می�شود. اعمال Γ برای B١

خطا از مرزی نورم که وقتی می�کنیم. بررسی کوچک خطای یک با را آن بزرگی (١٧.٣) مرزی نورم از
توصیف (٨۶.٣) خطای با را آن و می�شوند فعال الگوریتم� جواب�های در wm مرزی توابع باشد، بیشتر

می�کنیم.

تطبیق روش و فضایی خطای برآورد ٢.٨.٣

نورم در را FEM و [۴٨ ،۴٧] SPR گرادیان�های بین اختلاف زمانی، گام در فضایی خطای برآورد برای
زیر کلی خطای خطاها، مجموع از و می�کنیم محاسبه ، Ωe عنصر هر روی را خطا می�کنیم. محاسبه� L٢

می�گیریم: نتیجه را

∥ es ∥٢n=
Ne∑
e=١

∥ es ∥٢n,e, (٨٧.٣)

(٨٧.٣) رابطه در که

∥ es ∥٢n,e=
∫
Ωe

[
∇u∗(x, t−n+١)−∇uh(x, t−n+١)

]٢
dx,

(SPR) تکنیک همگرای فوق قطعه�ی بازیابی از آمده به�دست گرادیان ∇u∗ است. e عنصر خطای
همگراست، FEM ،∇uh گرادیان�های به بالایی نرخ ∗u∇در بازیابی�شده گرادیان�های چون است. [۴٧]
دقیق تقریبا و می�کنیم اندازه�گیری درست خطای با شده برآورد خطای نسبت مانند را شاخصخطا کارایی
. [۴٨] شد خواهد نزدیک یک بهینه مقدار به کارایی اندیس است. شده پالایش مش مثل یعنی است،
می�داریم، نگه تامل قابل خطای از پایینتر فضایی، تقریب دقت کنترل با را نسبی خطای برآورد
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ηs(tn) =
∥ es ∥n
∥ uh ∥n

≤ ηTOL
s . (٨٨.٣)

فرض با را بهینه مش یک داریم. نیاز جدید مش به که می�کنیم تعیین و می�کنیم برآورد را خطا یک�بار
تعیین زیر به�صورت را پالایش معیار می�آوریم. به�دست نیاز مورد عناصر تعداد کمترین با خطا برابر توزیع

می�کنیم،

hnew
e =

hold
e

ξe
, (٨٩.٣)

هر پالایش پارامتر است. ناحیه در جدید عناصر اندازه hnew
e و قبلی، مش در e عنصر اندازه hold

e که
صورت به را [۵٢] عنصر

ξe =
η

١
(p+ ١)
e

(ηTOL
s )

١
p

[
Ne∑
e=١

η
٢

(p+١)
e

] ١
٢p

, ηe =
∥ es ∥n,e
∥ uh ∥n,e

, (٩٠.٣)

برآورد در e عنصر نسبی خطای برآورد ηe و مش پایه�ای توابع چندجمله�ای درجه ، p می�کنیم. تعریف
است. ηs کلی

می�باشد. ، [۴٩] تکنیک خام میانگین ، [۴۵ ،۶٨] پالایش پارامتر

ξe =

(
∥ es ∥n,s

ē

)١
p
, ē = ηTOL

s

∥ uh ∥n√
Ne

, (٩١.٣)

در است. جاری مش روی عناصر تعداد ، Ne و عناصر مجاز میانگین خطای ē ، (٩١.٣) رابطه در
و می�کند تولید یکنواخت خطای توزیع یک (٩٠.٣) و است مجاز مجدد توزیع یک فقط زمانی گام هر

داریم. نیاز را (٩١.٣) از کمتری عناصر
βs١ < ١٫ ٠ حقیقی پارامتر دو نمودیم، استفاده زمانی گام اندازه تغییر برای که تطبیقی روش مشابه
پالایش و می�شود رد جواب ، ηs > ηTOL

s اگر می�کنیم. معرفی را Ks > ٠ صحیح عدد و βs٢ > ١٫ ٠ و
توزیع و می�پذیریم را جواب دهد، رخ متوالی بار چند در Ks و ηs < βs١η

TOL
s اگر می�کنیم. اجرا را مش

ηTOL
s جای به را η

TOL
s

βs٢
کند، صدق جدید مش در ηs < ηTOL

s اینکه برای می�کنیم. بزرگتر را مش مجدد
he < hmax ماکزیمم عنصر مرزی، شکل�های هندسی درستی برای می�بریم. به�کار (٩١.٣) یا (٩٠.٣) در

می�کنیم. معرفی را

تطبیق روش بازبینی ٣.٨.٣

می�کنیم: خلاصه زیر شرح به را کلی تطبیقی جواب فرآیند
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کنید. تعیین را اولیه زمانی گام اندازه و کنید تولید را اولیه مش .١

، tn+١ = tn +∆tn , n = ٠, . . . N زمانی، گام�های روی حلقه .٢

کنید. کنترل In = (tn, tn+١) بازه درون را زمانی گام .a

کنید. پیش�گویی قبلی گام جواب از .i

تقریبی جواب و کنید حل سطحی چند تکراری روش با را درونی/مرزی معادلات زوج .ii
آورید. به�دست را

از است، پایینتر خطا از شاخص اگر کنید، محاسبه را محلی زمانی خطای شاخص .iii
شوید. خارج محاسبه

برگردید. (٢a) به و کنید روز به را ∆tn جدید زمانی گام .iv

محاسبه از است، خطا از پایینتر برآورد اگر کنید. محاسبه را فضایی پسین خطای برآورد .b
شوید. خارج

مش به قبلی مش از نگاشتی و کنید، اجرا را مجدد مش�بندی دارید، نیاز جدید مش به اگر .c
برگردید. (٢a) به و کنید بازسازی را ماتریس�ها دهید، انجام جدید

زمانی گام حلقه پایان .٣

فضایی و زمانی خطاهای روش، این در می�باشد. مجاز مجدد مش�بندی یک فقط زمانی، گام هر در
روش�های می�کنیم. ارزیابی زمان و فضا از پی�درپی تطبیقی در را نتایج هستند، کارا و مستقل به�طور
زمانی خطای برآوردهای شامل اضافی دوگان مساله یک حل روی زمانی، تکامل مسایل برای دیگری
را محلی خطای انباشتگی که است این [۴ ،٢٣] روش مزیت . [۴ ،٢٣] شده�اند پیشنهاد فضایی و
برای پالایش شاخص توصیف دشواری دوگان، مساله حل اضافی هزینه آن، اشکال و می�کند اندازه�گیری

می�باشد. خطا شاخص از جدید مش اندازه و زمانی گام تنظیم



۴ فصل

عددی مثال�های

استوانه یک از گذرا پراکندگی برای را تطبیقی روش زمانی و فضایی برآوردهای کنترل فصل، این در
و می�کنیم استفاده BL2D نرم�افزار از مثلثی) (مش�های خطی عناصر تولید برای می�دهیم. ارایه بیضوی،

می�آوریم. به�دست r = ١ خطی، تقریب برای را نتایج

بسامد .١.٠.۴ تعریف
می�شود، محاسبه زیر صورت به و می�افتد، اتفاق زمان واحد در تناوبی رویداد یک که دفعاتی تعداد به

f =
١
T

بیضوی استوانه یک از موجک پراکندگی ١.۴

به�صورت متناهی زمان در موجکی تابش

u(i)(x, t) = g(t− ts)h(x, t), (١.۴)

که می�گیریم، نظر در

g(t) =
(٠٫ ٢۵β٢ − ٠٫ ۵)e−٠٫٢۵β٢ − ١٣e−١٣٫۵

٠٫ ۵+ ١٣e−١٣٫۵ , (٢.۴)

، [۴٣] است ١ ریکر پالس یک

h(x, t) = H(t− ts)−H(t− ts − ۶−
√
۶

ωr

),

است. تحریک غالب بسامد ωr ، β = ωrt− ٣
√
۶ و

١Ricker



عددی مثال�های .۴ ۵۶

انعکاس پراکندگی، میدان ردیابی برای را پرتو مرزی شرایط بالای مرتبه دقت با تطبیقی DGFEM

با، را تطبیقی جواب می�کنیم. استفاده صلب، بیضی از ریکر پالس
، βt = (βt١, βt٢) = (٠٫ ٧,١٫ ٢) ، βs = (βs١, βs٢) = (٠٫ ۵,١٫ ١) ، (ηs, ηt) = (١٠,٠٫ ۶)

می�کنیم. کنترل hmax = ٠٫ ١٢ و (Ks, Kt) = (٢٠,١٠)
زمان، در تطبیقی DGFEM پراکندگی میدان جواب لحظه�ای تصویر (۴.۴) - (١.۴) شکل�های
دامنه از موج پالس حرکت به�عنوان را پراکندگی میدان ردیابی بر موثر �تطبیقی مش�های با متناظر
max مقادیر که طوری می�کنیم، کوچکتر زمانی گام هر در را تراز منحنی�های می�دهیم. نشان را محاسباتی
بالا گرادیان با نواحی در را مش باشند. تراز منحنی ٣٠ بین مساوی به�طور زمانی، گام هر در min /
متمرکز پراکنده�ساز سطح نزدیکی در پراکندگی میدان ابتدا، در می�کنیم. درشت ساکن نواحی در و تظریف
محاسباتی دامنه موج می�یابد. گسترش بیضوی پراکنده�ساز صفحه�ای موج حرکت مثل سپس و می�شود

می�یابد. ادامه t = ۵ تا معنی�داری دامنه با شدن متفرق می�کند. ترک t = ٣٫ ۵ از بعد را
شکل می�دهیم. نمایش جواب پیشرفت به�عنوان را (٨٠.٣) و (٧۶.٣) کلی(سراسری) انرژی نورم
از پس می�باشد. موج پالس پیشرفت مثل محاسباتی دامنه درون پراکندگی میدان انرژی ابتدا در (۵.۴)
می�شوند. ظاهر میرایی پرتو می�کند، عبور Γ دایره�ای مرزی برش سراسر از پراکندگی میدان موج�های مدتی
به سپس هستند کوچک زمانی گام�های ابتدا در می�دهیم. نشان (۶.۴) شکل در را زمانی گام اندازه

می�یابند. افزایش ،ηs ≤ ٠٫ ۵ نسبی خطای حداکثر با موردنظر زمانی خطای محدوده حفظ با تدریج
تا مرزی توابع نورم می�دهیم. نشان را (٨٣.٣) ∥w∥n ، مرزی کمکی توابع نورم (۶.۴) شکل در
به درونی پراکندگی میدان از توجهی قابل نوسان دامنه آن، در که است صفر تقریبا t = ٠٫ ٨ اولیه، زمان

است. ηw ≤ ١٫ ٠٪ خطای از پایین�تر نسبی خطای زمانی گام� هر برای می�رسد. دایره�ای مرزی برش
(x, y) = (٠,±b) بیضی پایین و بالا در را دقیق مش تظریف و تطبیقی جواب�های (٧.۴) شکل در
و گره�ها با درستی به را مش تظریف جواب می�توانیم خطا برآورد تلرانس کاهش با می�کنیم. مقایسه

کنیم. مطابق زمانی گام�های



۵٧ بیضوی استوانه یک از موجک پراکندگی .١.۴

با متناظر t = (٠٫ ۵,١٫ ٠,١٫ ۵) زمان در لحظه�ای تصویر در پراکندگی میدان جواب :١.۴ شکل
پراکندگی. ردیابی جواب تطبیقی مش�های



عددی مثال�های .۴ ۵٨

با متناظر t = (٢٫ ٠,٢٫ ۵,٣٫ ٠) زمان در لحظه�ای تصویر در پراکندگی میدان جواب :٢.۴ شکل
پراکندگی. ردیابی جواب تطبیقی مش�های



۵٩ بیضوی استوانه یک از موجک پراکندگی .١.۴

با متناظر t = (٣٫ ۵,۴٫ ٠,۴٫ ۵) زمان در لحظه�ای تصویر در پراکندگی میدان جواب :٣.۴ شکل
پراکندگی. ردیابی جواب تطبیقی مش�های



عددی مثال�های .۴ ۶٠

. t = (١٫ ٠,٢٫ ۵), δt = ٠٫ ۵ زمان در ریکر پالس پراکندگی میدان جواب لحظه�ای تصویر :۴.۴ شکل
ریکر پالس پراکندگی ردیابی جواب تطبیقی مش و



۶١ بیضوی استوانه یک از موجک پراکندگی .١.۴

. Ω محاسباتی دامنه درون (٨٠.٣) کلی انرژی نورم :۵.۴ شکل



عددی مثال�های .۴ ۶٢

پایین شکل . (٨٣.٣) ، L٢norm∥wp
١∥n نورم بالا شکل : مرزی معادلات خطای برآورد :۶.۴ شکل

. ηw نسبی خطای



۶٣ بیضوی استوانه یک از موجک پراکندگی .١.۴

:١ نقطه (b) ؛ (b) (٠,+b) :٢ نقطه (a) تظریفی: مش جواب با تطبیقی جواب مقایسه :٧.۴ شکل
.ηTOL

s = ۶٫ ۵٪ (d) و ηTOL
s = ١٠٪ (c) ؛ (٠,−b)



عددی مثال�های .۴ ۶۴

.t = (٠,۵) زمانی بازه در ۴٧۴٧ = تکرارها کل :٨.۴ شکل



۶۵ نتایج .٢.۴

نتایج ٢.۴

بالا، مرتبه انعکاسی غیر مرزی شرایط با DGFEM برای را کارآمد الگوریتم�های با تطبیقی روش�های
نیز سه�بعدی مسایل برای ولی کردیم اجرا دوبعدی در را فرآیند�ها بردیم. به�کار بی�کران موج مسایل برای

هستند. معتبر
حل، برای را معادلات تعداد بالا، مرتبه چندجمله�ای درون�یابی برای کارآمد، ماتریسی ساختار�های با
بر که چند-سطحی تکرار الگوریتم� از استفاده با را درونی/مرزی معادلات زوج دادیم. کاهش نصف به

نمودیم. حل است، گاوس-سایدل روش اساس
زمانی، گام هر تکرار�های از تعدادی به فقط تکراری استراتژی� موج، انتشار محلی ماهیت علت به
هزینه در مرزی میرایی و جرم ماتریس�های قطری�سازی با دارد. نیاز بالا دقت با جواب مجدد حل برای
سرعت، معادلات برای مجزا، بلوکی قطری ماتریس�های جبری ساختار حالت این در می�کنیم. صرفه�جویی

می�دهد. نتیجه صریح تکراری روش از سریعتر
مثلثی�سازی، برای را (EI) جدید افزوده درون�یابی روش مش�ها، بین نگاشت) ) داده انتقال برای

دادیم. بسط
نشان را زمان فضا- تطبیق استراتژی کارآمدی و اعتبار دقت، گذرا، پرتو پراکندگی عددی مطالعات

می�دهد.

داد. گسترش سه�بعدی مکعب�های و دوبعدی چهارضلعی برای می�توان را روش� این •

زمان بعد دو هر در تطبیقی، hp استراتژی با را بالاتر مراتب و دوم مرتبه چندجمله�ای پیاده�سازی •
داد. گسترش می�توان ،DGFEM چارچوب در فضا، و

عناصر به می�توان را محلی تطبیقی hp روش�های گذرا، موج پالس�های ردیابی کارایی به توجه با •
داد. تعمیم بزرگ زمان و فاصله روی زمان، و فضا در محلی، مراتب چندجمله�ای�های و
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Aabstract

In this thesis we focus on adaptive procedures for the time-discontinuous Galerkin
space–time finite element method (DGFEM) including high-order accurate nonreflect-
ing boundary conditions (NRBC) forunbounded wave problems are developed. Sparse
multi-level iterative scheme based on the Gauss–Seidel method are developed to solve the
resulting fully-discrete system equations for the interior hyperbolic equations. Due to the
local nature of wave propagation, the iterative strategy requires only a few iterations per
time step. An h-adaptive space–time strategy is employed based on the Zienkiewicz–Zhu
spatial error estimate, together with a temporal error estimate arising from the discontin-
uous jump between time steps of both the interior field solutions and auxiliary boundary
functions.

keywords: Adaptive finite element method, Discontinuous Galerkin method, Wave
equation, Nonreflecting boundary conditions, time-discontinuous Galerkin
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