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චاری... ণپاس໋�
متش΋رم. زندگ�ͳام مراحل ͳتمام در خاصه�اش عنایات خاطر به ب�ͳهمتا، یΎانه از ابتدا در

و است بوده راهم بدرقه همیشه خیرشان، دعای که گرانبها گوهر دو این عزیزم، مادر و پدر از
فراهم اینجانب تحصیل ادامه برای را شرایط و شده متحمل را زیادی سخت�ͳهای که عزیزم همسر
را عزیزان این افزون روز توفیق و سلامت لایزال ایزد از و دارم را تش΋ر کمال خواهرم تنها و نمود

م�ͳنمایم. مسالت
ͳفتحعل جعفر دکتر آقای جناب گرانمایه�ام، و فرزانه استاد از را خود سپاس مراتب صمیمانه�ترین

م�ͳنمایم. تقدیم ایشان صبورانه و ارزشمند راهنمای�ͳهای و زحمات پاس به

ໆرඟ໊ده ঳ࢯ૱ن۱۳۹۲زඅඔࢋ



ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانش΋ده کاربردی ͳریاض رشته ارشد ͳکارشناس دانشجوی زینبسرکرده اینجانب
مسائل در لاگرانژ آزادسازی کاربرد عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشΎاه ͳریاض

م�ͳشوم: متعهد ͳفتحعل جعفر دکتر ͳراهنمای تحت ، ͳان�یاب΋م

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

شده استناد استفاده مورد مرج΄ به پژوهش�گران، دیΎر پژوهش�های نتای; از استفاده در •
است.

یا مدرک نوع Ϳهی دریافت برای دیΎری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هی�Ϳجا در امتیازی

دانشΎاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشΎاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ University of Shahrood “ یا “ شاهرود

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه ͳاصل نتای; آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
م�ͳگردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳاخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده

ͳدسترس افراد ͳشخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت ͳانسان اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا یافته

ໆرඟ໊ده ঳ࢯ૱ن۱۳۹۲زඅඔࢋ

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
این م�ͳباشد. شاهرود دانشΎاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه ͳعلم تولیدات در ،ͳمقتض نحو به باید مطلب

نم�ͳباشد. مجاز منب΄ ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتای; و اطلاعات از استفاده •



ث



چൊیده
کار این که است، شب΋ه روی دهنده�ها سرویس بهینه�ی م΋ان تعیین هدف ͳان�یاب΋م مساله�ی در
شده، مطرح الΎوریتم�های میان در م�ͳگیرد. صورت مسائل این حل برای ͳوریتم�هایΎال ارائه با

باشد. اجرا قابل کمتری هزینه�ی با و کمتر زمان در که است سودمند ͳوریتمΎال
در بسیاری کاربردهای و است ͳان�یاب΋م نظریه در مسائل مهمترین از ͳ΋ی p-میانه مساله�ی

...دارد. و اداری مراکز کالا، توزی΄ مراکز ͳان�یاب΋م همانند مختلف زمینه�های
لاگرانژ آزادسازی است، م�ͳشده استفاده لاگرانژ آزادسازی ایده�های از ابتدا در ͳان�یاب΋م نظریه در
آن از ͳکاربردهای نامه پایان این در است. عملیات در تحقیق مسائل حل برای ͳروش حقیقت در

م�ͳکنیم. ͳبررس ͳان�یاب΋م نظریه در را
بیان آزادسازی موضوع با ͳقضایای و تعاریف و ͳان�یاب΋م اولیه مفاهیم سری Έی اول، فصل در

م�ͳشود.
بهینه جواب برای ͳپایین کران ساده، انبار ͳان�یاب΋م مساله مدل�بندی و ͳمعرف ضمن دوم، قصل در

م�ͳدهیم. ارائه مساله این
م�ͳآوریم. بدست ابت΋اری ͳوریتمΎال ارائه با را میانه p مساله پایین کران سوم، درفصل

مورد را p-میانه مساله حل برای جایΎزینͳ-لاگرانژ ابت΋اری و لاگرانژ روش�های آخر، فصل در
نتیجه�گیری را محاسبه زمان کاهش در لاگرانژ ابت΋اری روش�های خوب عمل΋رد و داده قرار ͳبررس

م�ͳکنیم.
و ساده انبار ͳان�یاب΋م ،مساله p-میانه مساله ، ͳان�یاب΋م ، لاگرانژ آزادسازی : کلیدی کلمات

لاگرانژ. ͳزینΎجای ابت΋اری روش
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فصل١

اولیه تعاریف و مفاهیم



میانه -p مساله و ͳان�یاب΋م ١.١

کاهش سبب آن به توجه که است صنای΄ ͳمهندس و کاربردی ریاضیات شاخه�های از ͳ΋ی ͳان�یاب΋م
مراکز) و ساختمان�ها ͳان�یاب΋م) مراکز ͳان�یاب΋م م�ͳشود. ͳصنعت واحدهای موفقیت و هزینه�ها
موجود محدودیت�های و مراکز سایر نظرگرفتن در با مرکز، چند یا Έی برای م΋ان انتخاب را
ارائه نقل، و حمل هزینه م�ͳتواند هدف این شود. بهینه ویژه�ای هدف که ای به�گونه م�ͳدانند،

باشد. غیره و بازار بزرگترین گرفتن دست در مشتریان، به عادلانه خدمات
و دارد مختلف علوم در �زیادی کاربرد امروزه که است ͳمهم مسائل جمله از ͳان�یاب΋م مساله�ی

است. کرده جلب خود به را دانشمندان از بسیاری توجه
کار این که است شب΋ه روی دهنده�ها سرویس بهینه�ی م΋ان تعیین هدف ،ͳان�یاب΋م مساله�ی در
شده، مطرح الΎوریتم�های میان در م�ͳگیرد.� صورت مسائل این حل برای ͳوریتم�هایΎال ارائه با

باشد. اجرا قابل کمتری هزینه�ی با و کمتر زمان در که است سودمند ͳوریتمΎال
مطرح را زیر فرما١مساله�ی زمان�ͳکه م�ͳدهند، نسبت میلادی هفدهم قرن به را ͳان�یاب΋م مساله�ی

کرد:
فاصله�ها مجموع که بیابید ͳصورت به را چهارم نقطه�ی است، شده داده صفحه در نقطه سه فرضکنید
شد، توریچل٢ͳحل توسط ایتالیا در ١۶۴٠ سال در مساله این شود. م�ͳنیمم شده داده نقطه�ی سه تا

م�ͳنامند. ͳتوریچل نقطه را نقطه این لذا
او شد، ارائه وبر٣[۴٨] توسط ١٩٠٩ سال در کاربردی صورت به ͳان�یاب΋م مساله تعریف اولین
مقدار کمترین مشتری چند تا آن فاصله�ی مجموع که را دهنده سرویس Έی م΋ان پیداکردن مساله

داد. قرار ͳبررس مورد و نموده ͳمعرف باشد، مم΋ن
جدیدی مرحله وارد [٢١]۴ͳیم΋ح توسط ١٩۶۴ سال در ͳان�یاب΋م مساله روی بر جدی مطالعات
مساله�ی ͳیم΋ح کرد. مینیماکسمطرح و مجموع کمترین صورت دو به را هدف تاب΄ ͳیم΋ح شد.�
مناطق و بزرگراه�ها در پلیس گشت�های بهینه�ی م΋ان یافتن منظور به را شب΋ه روی بر ͳان�یاب΋م

داد. قرار استفاده مورد شهری
طبقه�بندی اولین کردند. طبقه�بندی را ͳان�یاب΋م مسائل مختلف مدل�های دانشمندان، از ͳبرخ
توسط زمینه این در دیΎری طبقه�بندی�های همچنین شد.� ارائه [٢۴]۶ͳمیرچندان و� هندلر۵ توسط

١Ferma
٢Toricheli
٣Weber
۴Hakimi
۵Handler
۶Mirchandani



٣ P-میانه مساله .٢.١

فرانسیس ، [٣٩] فرانسیس١٠ و ͳمیرچندان ،[٢۶]٩ هم΋اران و هانسن و [٣١]٨ پروزن و کرارپ٧
شده انجام هاماخر١۶[٩] درزنر١۵و اس΋اتلا١۴[۴٣] و اس΋اپارا١٣ دس΋ین١٢[۴٠]، و اون١١ ،[١٣]
ͳاینترنت سایت Έی در را ͳان�یاب΋م مسائل مورد در مختلف مقاله�های از ͳلیست هال١٧[٢٣] است.

است. کرده آوری جم΄ [؟]
م΋ان�های تعیین برای نقاط از مجموعه�ای انتخاب نحوه شب΋ه�ها، روی ͳان�یاب΋م مسائل
قیدها از ͳمشخص مجموعه�ی از استفاده با حقیقت، در م�ͳکنند. مشخص را شب΋ه در ͳمشخص
مسائل در م�ͳکنیم. برآورده بهینه صورت به را مشتری�ها نیاز مختلف، معیارهای زدن تخمین با و
استفاده که هستند ͳنقاط بیان�کننده شب΋ه راس�های گراف، یا شب΋ه روی شده مدل�بندی ͳان�یاب΋م
نشان�دهنده�ی یال�ها م�ͳگوییم. تقاضا نقاط راس�ها این به که هستند، ͳسرویس خواهان آن کنندگان

است. رئوس بین ارتباط وجود

p-میانه مساله ٢.١

زمینه�های در بسیاری کاربرد�های و است ͳان�یاب΋م نظریه در مسائل مهم�ترین از ͳ΋ی p-میانه مساله
اداری مراکز کالا، توزی΄ مراکز کامپیوتری، ͳارتباط شب΋ه�های مراکز ͳان�یاب΋م همانند��” مختلف

”دارد. ͳپست مراکز و اتوبوس ایستΎاه�های ،ͳنظام و

تا تقاضا نقاط سایر دار وزن فواصل مجموع که است شب΋ه از نقطه�ای میانه، .١.٢.١ تعریف
که باشند شب΋ه از نقطه�ای هر م�ͳتوانند میانه�ها میانه، p مساله در باشد. مقدار کمترین نقطه این
تنها میانه، نقاط کردن پیدا هدف اگر البته گویند. مطلق میانه�ی - p مساله را مساله حالت این در

. گویند ͳراس p-میانه�ی مساله را مساله باشد، راس�ها روی

شامل X = {x١, x٢, ..., xp} مجموعه�ی کردن پیدا هدف شب΋ه�ها روی p-میانه مساله�ی در
وزن دارای vi راس هر اگر طوری�که به است، N = (V,E) شب΋ه�ی روی دهنده سرویس p م΋ان
به شود. م�ͳنیمم N شب΋ه روی رئوس تمام تا مجموعه این ͳوزن فاصله�های مجموع باشد، wi

٧Krarup
٨Pruzan
٩Hansen

١٠Fransic
١١Owen
١٢Daskin
١٣Scaparra
١۴ Scutella
١۵Drezner
١۶Hamacher
١٧Hal



۴ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

:ͳیعن بود، خواهد فاصله��ها مجموع کردن کمینه هدف حالت این در ͳعبارت
min f(x) =

∑
vi∈N

wid(X, vi)

X در سرویس�دهنده نزدی�Έترین تا v فاصله�ی صورت به X مجموعه از v ∈ V راس هر فاصله
:ͳیعن م�ͳشود، تعریف

d(X, v) = min
xi∈X

d(xi, v)

م�ͳباشد. شب΋ه روی vj و vi راس دو بین مسیر کوتاه�ترین فاصله�ی d(vi, vj) و
شود: نوشته زیر صورت به م�ͳتواند p-میانه مساله برای Έی و صفر ͳخط ریزی برنامه مدل Έی

min Z =
n∑

i=١

n∑
j=١

widijxij

subject to
n∑

j=١
xij = ١, ∀i = ١, ..., n

xij ≤ yj, ∀i = ١, ..., n, j = ١, ..., n
n∑

j=١
yj = p

xij = {٠,١}, ∀i = ١, ..., n, j = ١, ..., n

yj = {٠,١}, ∀j = ١, ..., n

م�ͳباشند؛ زیر صورت به xij و yj فاصله متغیرهای (١.١) مدل در

xij =

١ ، شود داده اختصاص j سرویس�دهنده به i راس اگر

٠ اینصورت. غیر در

yj =

١ ، شود انتخاب سرویس�دهنده م΋ان عنوان به j راس اگر

٠ اینصورت. غیر در

Έی به فقط م�ͳبایست راس هر که است ن΋ته این کننده بیان محدودیت اولین (١.١) مدل در
سرویس دهنده یΈسرویس از فقط م�ͳبایست مشتری هر ͳعبارت به یابد، اختصاص دهنده سرویس

بΎیرد.
م΋ان عنوان به که داد اختصاص ͳرئوس به م�ͳتوان تنها را راس�ها که م�ͳکند بیان محدودیت دومین
مشتری ͳیعن) باشد. yj = ١ راس آن ازای به ͳیعن باشد، شده گرفته نظر در سرویس�دهنده Έی
ازای به بهتر عبارت به کند.) دریافت j دهنده سرویس از را خود گیری سرویس از ͳقسمت i

. xij ≤ yj داریم: i = ١, ...n, j = ١, ..., n
محدودیت با م�ͳتوان را xij ≤ yj ∀i = ١, .., n, j = ١, ..., n محدودیت که است این مهم ن΋ته

کرد. جایΎزین
∑n

i=١ xij ≤ nyj



۵ P-میانه مساله .٢.١

تاسیس شب΋ه در م�ͳبایست دهنده سرویس p تعداد که است این نشان�دهنده�ی بعدی محدودیت
باشند. شده

تقسیم چهاردسته به م�ͳتوان را م�ͳشود، برده �کار به p-میانه مساله�ی حل برای که ͳمختلف روش�های
و گراف�ها از استفاده با ͳروش�های ،ͳریاض برنامه�ریزی بر ͳمبتن روش�های ،ͳشمارش روش کرد:

ابت΋اری. روش�های
ریزی برنامه مدل از استفاده p-میانه مساله برای ͳریاض ریزی برنامه بر ͳمبتن روش�های کار اساس
ریول١٨ توسط مساله این برای Έی و صفر ͳخط برنامه�ریزی مدل اولین است. Έی و صفر ͳخط

شد. ارائه اسوین١٩[۴٢] و
خطا و آزمون بر ͳمبتن روش�های م�ͳشود، گرفته کار به p-میانه مساله�ی برای که ابت΋اری روش�های
روش�ها این باشد. بهینه جواب Έی آمده بدست جواب که نم�ͳکنند تضمین روش�ها این هستند.
داشته اختیار در بهینه) لزوما نه ͳول) بهینه جواب به Έنزدی جواب Έی که م�ͳروند به�کار ͳزمان

باشیم.
تقسیم ابت΋اری فرا روش�های و Έکلاسی ابت΋اری روش�های گروه دو به ابت΋اری روش�های
سازنده ابت΋اری روش�های و ͳمحل جستجوی ،ͳریاض ریزی برنامه گروه سه به اول گروه م�ͳشوند.

م�ͳشوند. تقسیم
ͳوریتمΎال در هامبورگر٢١[٣٢] و کوهن٢٠ را p-میانه مساله�ی برای ابت΋اری فرا روش�های اولین
جستجوی م�ͳتوان اولیه روش�های دیΎر از دادند. ارائه بخشنده بهبود و آزمند روش�های بر ͳمبتن
در بارت٢٣[۴٧] و تیتز توسط راس�ها ͳجانشین روش و ١٩۶۴ سال در مارانزانا٢٢[٣۴] ͳΎهمسای�

کرد. اشاره ١٩۶٨ سال
با گالوا٢۴[١۶] روش به م�ͳتوان p-میانه مساله�ی روی بر شده اعمال دقیق الΎوریتم�های جمله از
کرد. اشاره اسوین و ریول ͳخط ریزی برنامه و ١٩٩٣ سال در لاگرانژ آزادسازی روش از استفاده
برای را ͳوریتمΎال دوگان ͳکاهش Έنی΋ت از استفاده با ایرلن΋وتر٢۵[١٢] ١٩٧٨ سال در همچنین

داد. ارائه p-میانه مساله
خاصیت به که م�ͳکنیم مطرح را ͳان�یاب΋م مبحث در پرکاربرد قضایای از ͳ΋ی بخش، این در

است. معروف ͳراس ͳΎبهین
است. شب΋ه راس p شامل که دارد وجود بهینه جواب Έی p-میانه، مساله در

ͳنامتناه یΈمجموعه از بهینه جواب�های مجموعه گرفت، نتیجه م�ͳتوان قضیه این از ͳعبارت به
م�ͳکنند. پیدا کاهش ͳمتناه مجموعه Έی به

١٨Revelle
١٩Swain
٢٠Kuhen
٢١Hamburger
٢٢Maranzana
٢٣Teitz & Bart
٢۴Galvao
٢۵Erlenkotter



۶ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

سازیلاگرانژ آزاد مورد در ͳکوتاه مقدمه ٣.١

این�که وجود با است. عملیات در تحقیق مسائل حل برای ͳروش حقیقت در ٢۶ لاگرانژ آزادسازی
جئوفرن٢٧[١٩] توسط ١٩٧۴ سال در بار اولين لاگرانژ آزادسازي مفهوم که شده بیان این�گونه
گرفته انجام جئوفرن کار از جلوتر سال چند دیΎر دانشمند چند کار ل΋ن است، بوده شده استفاده
برای را مفهوم این [٢٨ کرارپ٢٩[٢٧، و هلد٢٨ ١٩٧١ و ١٩٧٠ سال�های در مثال عنوان به بود.

کردند. استفاده خود الΎوریتم موفقیت در گرد دوره فروشنده مساله
Έی برای پایین کران�های کردن تولید برای ͳترکیبیات سازی بهینه در معمولا لاگرانژ آزادسازی
استفاده آزادسازی ایده�های از ابتدا در ͳان�یاب΋م نظریه در م�ͳشود. استفاده سازی م�ͳنیمم مساله
ͳعبارت به شود، داده نسبت ١٩۶٧ ١٩۶۶و سال�های در [۴ ،٣] کرارپ و بیلد به باید که م�ͳشود،
سال در نویسندگان[١١] ساده٣٠توسط انبار ͳان�یاب΋م مساله برای متناظر پایین کران تولید فرآیند
گزارشات از سری Έی در ١٩۶١٩-٩۶٧ سال�های فرآیند[١١]در این شد. داده ١٩۶٧تعمیم

شد. منتشر ͳدانمارک زبان به ͳتحقیق
آزادسازی ایده�های از که بودند ͳنویسندگان اولین [٣۵] مارستن٣٢ و دیهر٣١[٨] ١٩٧٢ سال در
که ابت΋اری الΎوریتم Έی ١٩٧٢ سال در دیهر کردند. استفاده p-میانه مساله حل برای لاگرانژ
بیان با الΎوریتم این کرد. پیشنهاد م�ͳکند، پیدا p-میانه مساله برای را پایین و بالا کران�های
کران�های به Έنزدی ͳخیل ͳکران�های p-میانه مسائل ͳخط ریزی برنامه آزادسازی دوگان ساختار

م�ͳکرد. بیان را مسائل این برای پایین

ͳریزیخط برنامه مساله آزادسازی ۴.١

شده آزادسازی مساله ٣٣RPرا : ZR = max{ f(x) x ∈ T ⊆ Rn } مساله .١.۴.١ تعریف
هرگاه: م�ͳنامند، ٣۴IP : Z = max{ cTx | x ∈ X ⊆ Rn } مساله

. X ⊆ T .١

. ∀x ∈ X f(x) ≥ cTx .٢

.ZR ≥ Z آنΎاه باشد، IP مساله شده آزادسازی RP مساله اگر [۴٩] .٢.۴.١ قضیه
٢۶Lagrangean Relaxation
٢٧Geoffrion
٢٨Held
٢٩Krarup
٣٠Simple Plant Location Problem(SPLP)
٣١Diehr
٣٢Marsten
٣٣Relaxation Problem
٣۴Integer Problem



٧ ͳخط ریزی برنامه مساله آزادسازی .۴.١

پس: باشد، IP مساله بهینه جواب x∗ کنید فرض برهان.
x∗ ∈ X ⊆ T , Z = cT (x∗) ≤ f(x∗)

باشد، ZR بهینه جواب x اگر ͳیعن است، ZR برای پایین کران Έی f(x∗) لذا x∗ ∈ T چون و
داریم:

Z = f(x∗) ≤ f(x) = ZR

فرمول�بندی با Z = max{ cx | x ∈ P } ͳخط ریزی برنامه مساله برای .٣.۴.١ تعریف
تعریف زیر صورت به ͳخط ریزی برنامه شده آزادسازی ش΋ل P = { x ∈ Rn | Ax ≤ b }

م�ͳشود:

ZLP = max{ cx | x ∈ X ⊆ Zn }

به باشند ZLP ΀صحی عدد مساله برای فرمول�بندی دو P٢ و P١ کنید فرض [۴٩] .۴.۴.١ قضیه
داشته اگر باشد. بهتر P٢ از P١ قسم�ͳکه به ، ZLP = max{ cx | x ∈ X ⊆ Zn } صورت�ͳکه

.ZLP
١ ≤ ZLP

٢ آنΎاه: ZLP
٢ = max{ cx | x ∈ X } و ZLP

١ = max{ cx | x ∈ X } باشیم،

پس: است، بهتر P٢ از P١ چون اولا برهان.
P١ ⊆ P٢ (١.١)

به توجه با لذا ،x∗ ∈ P١ پس باشد، ZLP
١ مساله بهینه جواب Έی x∗ کنیم فرض اگر حال

ZLP
٢ برای پایین کران Έی cx∗ ، ZLP

٢ تعریف طبق ͳطرف از x∗ ∈ P٢ داریم، ( ١.١ ) رابطه
.ZLP

١ ≤ ZLP
٢ پس است،

نیز IPͳاصل مساله آنΎاه باشد، ͳنشدن ٣۵LP شده سازی آزاد مساله اگر [۴٩] .۵.۴.١ قضیه
است. ͳنشدن

.X = ∅ لذا X ⊆ T چون و T = پس است، ͳنشدن شده آزادسازی مساله چون برهان.

f(x∗) = c(x∗) و x∗ ∈ X اگر باشد، RP مساله بهینه جواب x∗کنید فرض [۴٩] .۶.۴.١ قضیه
است. IP مساله بهینه جواب Έی x∗ آنΎاه

پس x∗ ∈ X چون برهان.
Z ≥ c(x∗) = f(x∗) = ZR

جواب x∗ ͳیعن Z = ZR م�ͳشود نتیجه ح΋م بنابراین . Z ≤ ZR . ٢.۴.١ قضیه به بنا ͳطرف از
است. IP مساله بهینه

٣۵Linear Programming
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بΎیرید: نظر در را زیر فرم به ٣۶ ͳاصل ͳخط ریزی برنامه مساله تعریف١.۴.٧.

Z(P ) =max CTx

subject to

Ax ≤ b

Bx ≤ d

x ∈ X ⊆ Zn

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به فوق ٣٧RPمساله لاگرانژ شده آزادسازی مساله
Z(LRλ) =max CTx+ λT (b− Ax)

subject to

Bx ≤ d

x ∈ X ⊆ Zn λ ≥ ٠

دستΎاه ماتریس و است کمتر آنها در متغیرها تعداد که ͳمحدودیت�های معمولا تعریف١.۴.٨.
سایر و م�ͳشوند گرفته نظر در نرم محدودیت عنوان به است، Έتن صورت به آنها از حاصل

م�ͳشوند. گرفته نظر در سخت محدودیت�های محدودیت�ها،

محدودیت آن سخت، محدودیت کردن حذف جای به حقیقت در لاگرانژ آزادسازی روش در
محدودیت Ax ≤ b محدودیت مساله این (در م�ͳکنیم. اضافه هدف تاب΄ به مذکور صورت به را

م�ͳباشد.) سخت
Z(P ) ͳاصل مساله بهینه جواب مقدار برای را بالا کران Έی لاگرانژ آزادسازی این�ترتیب به

م�ͳکند. مشخص

داشت: خواهیم ،λ ≥ ٠ ضربΎرهای از مجموعه هر برای [۴٩] .٩.۴.١ قضیه
Z(P ) ≤ Z(LRλ)

داریم: لذا باشد، ILP مساله ( ͳشدن یا و ) بهینه جواب Έی x∗ کنید فرض برهان.

x∗ ∈ X,Ax∗ ≤ b (b− Ax∗ ≥ ٠)

پس: λ ≥ ٠ چون ͳطرف از
Z(P ) = cTx∗ ≤ cTx∗ + λ(b− Ax∗) ≤ Z(LRλ)

٣۶Integer Linear Programing ( ILP )
٣٧Relaxation Problem



٩ لاگرانژ دوگان .۵.١

لاگرانژ دوگان ۵.١

)گوییم: ٢.١ ) مساله لاگرانژ دوگان را زیر صورت به D مساله

D Z(D) = min
λ≥٠

Z(LRλ)

٢.١

آنΎاه: باشد، Z(P ) اولیه مساله لاگرانژ دوگان D مساله اگر [۴۵] .١.۵.١ قضیه
Z(D) ≥ Z(P )

بنابراین: ،Z(P ) ≤ Z(LRλ):داریم λ ≥ هر٠ ازای به ٩.۴.١ قضیه طبق برهان.
Z(P ) ≤ min

λ
Z(LRλ) = Z(D)

بΎیرید، نظر در را زیر ͳپشت کوله مساله .٢.۵.١ مثال
Z(P ) =max ١٠x١ + ١٢x٢ + ٣x٣

subject to

٢x١ + ٣x٢ + x٣ ≤ ۴

xj ∈ {٠,١} ∀j = ١,٢,٣

م�ͳباشد. زیر صورت به مساله این لاگرانژ آزادسازی
Z(LRλ) =max ١٠x١ + ١٢x٢ + ٣x٣ + λ(۴− ٢x١ − ٣x٢ − x٣)

xj ∈ {٠,١} ∀j = ١,٢,٣

است. حل قابل ͳبراحت λ ≥ ٠ هر برای آمده بدست لاگرانژ آزادسازی
Z(LRλ) = max ١٠x١ + ١٢x٢ + ٣x٣ + λ(۴− ٢x١ − ٣x٢ − x٣)

= (١٠− ٢λ)x١ + (١٢− ٣λ)x٢ + (٣− λ)x٣ + ۴λ

= P١x١ + P٢x٢ + P٣x٣ + ۴λ

xj ∈ {٠,١} ∀j = ١,٢,٣

P١ = ١٠− ٢λ , P٢ = ١٢− ٣λ , P٣ = ٣− λ

م�ͳدهیم: قرار آنΎاه Pi < ٠ اگر و xi = ١ م�ͳدهیم: قرار آنΎاه Pi > ٠ ∀i = ١, ...,۴ اگر
فرض با بنابراین .xi = ٠

x١ =

١ ١٠− ٢λ < ٠(λ < ۵)

٠ اینصورت غیر در
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x٢ =

١ ١٢− ٣λ < ٠(λ < ۴)

٠ غیراینصورت در

x٣ =

١ ٣− λ < ٠(λ < ٣)

٠ غیراینصورت در

: داریم
λ > ۵ −→ x = (٠,٠,٠) , Z(LRλ) = ۴λ

۴ ≤ λ < ۵ −→ x = (١,٠,٠) , Z(LRλ) = ١٠+ ٢λ

٣ ≤ λ < ۴ −→ x = (١,١,٠) , Z(LRλ) = ٢٢− λ

٠ ≤ λ < ٣ −→ x = (١,١,١) , Z(LRλ) = ٢۵− ٢λ

با (١,٠,٠) نقطه ،Z(LR۴) لاگرانژ آزادسازی بهینه جواب دهیم، قرار را λ = ۴ صورت�ͳکه در
م�ͳافتد). اتفاق λ = ۴ ازای به هدف تاب΄ مقدار م�ͳنیمم ͳبود.(یعن خواهد Z(LR۴) = ١٨ مقدار
ماکسیمم مساله این (در بالا کران بهترین است. وابسته λ ≥ ٠ ضربΎر مقدار به Z(LRλ) مقدار

است. min
λ

Z(LRλ) م�ͳآید، بدست لاگرانژ آزادسازی طریق از که سازی)

م�ͳنویسیم. را آن لاگرانژ آزادسازی و م�ͳگیریم نظر در را م�ͳنیمم صورت به آزادسازی مساله حال

.٣.۵.١ مثال
Z(P ) =min ٣x١ + ۴x٢ + ۵x٣ + ۵x۴

subject to

٧x١ + ۵x٢ + ۴x٣ + ٣x۴ ≥ ١٧

xj ∈ {٠,١} ∀j = ١,٢,٣

Z(LRλ) = min ٣x١ + ۴x٢ + ۵x٣ + ۵x۴ − λ(٧x١ + ۵x٢ + ۴x٣ + ٣x۴ − ١٧)

xj ∈ {٠,١} ∀j = ١,٢,٣

است. زیر صورت به λ ≥ ٠ هر برای آمده بدست لاگرانژ سازی آزاد

Z(LRλ) = min (٣− ٧λ)x١ + (۴− ۵λ)x٢ + (۵− ۴λ)x٣ + (۵− ٣λ)x۴ + ١٧λ

= P١x١ + P٢x٢ + P٣x٣ + P۴x۴ + ١٧λ

xj ∈ {٠,١} ∀j = ١,٢,٣

فرض: با بنابراین و xi = ٠ آنΎاه Pi < ٠ اگر و xi = ١ آنΎاه Pi > ٠ ∀i = ١, ...,۴ اگر

x١ =

١ ٣− ٧λ < ٠(λ < ٣
٧)

٠ غیراینصورت در



١١ لاگرانژ دوگان .۵.١

x٢ =

١ ۴− ۵λ < ٠(λ < ۴
۵)

٠ غیراینصورت در

x٣ =

١ ۵− ۴λ < ٠(λ < ۵
۴)

٠ غیراینصورت در

x۴ =

١ ۵− ٣λ < ٠(λ < ۵
٣)

٠ غیراینصورت در

داریم:

λ <
٣
٧ −→ x = (٠,٠,٠,٠) , Z(LRλ) = ١٧λ

٣
٧ ≤ λ <

۴
۵ −→ x = (١,٠,٠,٠) , Z(LRλ) = ٣+ ١٠λ

۴
۵ ≤ λ <

۵
۴ −→ x = (١,١,٠,٠) , Z(LRλ) = ٧+ ۵λ

۵
۴ ≤ λ <

۵
٣ −→ x = (١,١,١,٠) , Z(LRλ) = ١٢+ λ

۵
٣ ≤ λ −→ x = (١,١,١,١) , Z(LRλ) = ١٧− ٢λ

Z(LR ۵
٣
) = با است برابر لاگرانژ آزادسازی بهینه جواب دهیم، قرار را λ = ۵

٣ صورت�ͳکه در
م�ͳدهد.) رخ λ = ۵

٣ ازای به هدف تاب΄ مقدار ماکسیمم ͳیعن) .١٢+ ۵
٣

م�ͳنیمم مساله (چون پایین کران بهترین است. وابسته λ ≥ ٠ ضربΎر مقدار به Z(LRλ) مقدار
.max

λ
Z(LRλ) م�ͳآید بدست لاگرانژ آزادسازی طریق از سازی)



فصل٢

مسائل برای پایین کران�های محاسبه
ساده انبار ͳان�یاب΋م



١٣ مقدمه .١.٢

مقدمه ١.٢

خود نیاز مورد انبارهای مناسب ͳان�یاب΋م با دارند ͳسع تولیدی واحدهای امروز، ͳصنعت دنیای در
خود هزینه�های انبارها، این به تولیدی کالاهای حمل منظور به نقلیه وسایل ͳیاب مسیر همچنین و

است. موثر نقلیه وسایل مسیر تعیین در انبارها م΋ان که است ذکر به لازم دهند. کاهش را
ͳریاض برنامه�ریزی ساده مدل Έی ابتدا کرارپ٢[١١] بیلد١و نام�های به دانشمند دو فصل، این در
مساله این پایین کران کردن پیدا برای را روندی سپس و ارائه انبار�ها م΋ان تعیین بهینه�سازی جهت

ست. هزینه�ها مجموع م�ͳنیمم شامل مدل این در هدف تاب΄ کردند. بیان

بنيادي نتيجه چند و مساله از Ͷتوضيح ٢.٢

جهت در ͳهدف تاب΄ ارائه با که است ظرفیت بدون ͳان�یاب΋م مساله ͳنوع ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله
با و صورت بهترین به را انبارها م΋ان ظرفیت، بدون محدودیت�های و هزینه�ها، کردن م�ͳنیمم
نΎرفتن نظر در با و دارد ͳمنبع Έت ͳویژگ مساله این بهتر عبارت به م�ͳکند. تعیین هزینه کمترین
م�ͳدهد. اختصاص دهنده�اش سرویس نزدی�Έترین به را مشتری هر محدودیت�ها، برای ͳظرفیت Ϳهی
را ͳاقدامات ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله پایین کران� کردن پیدا زمینه در ،[١١] کرارپ و بیلد
انبار Ͷان�ياب΋م مساله فرمول�بندي ابتدا دانشمند دو این استدلال�های بیان منظور به لذا دادند. انجام
م�ͳپردازیم. آن از بنیادی نتیجه چند و آن مورد در ͳتوضیحات بیان به ادامه در و کرده بیان را ساده

. م�Ͷكنيم بيان را ذيل نمادگذاري مدل، ارائه منظور به
؛ مجموعه�ها

سرويس�دهنده�ها. Ͷانياب΋م براي دسترس در م΋ان�هاي از اي مجموعه : I
i ∈ I = {١, ...,m}

j ∈ J = {١, ..., n} مشتري�ها. مجموعه : J

؛ پارامتر�ها
سرويس�دهنده�ها. م΋ان كل تعداد : m

مشتري�ها. تعداد : n
j مشتري به i دهنده سرويس از واحد هر هزينه : tij

.i سرويس�دهنده به مرتبط ثابت هزينه : fi
واحد�ها). (تعداد j مشتري تقاضاي : bj

؛ برداري بهره هزينه

١Bilde
٢Krarup
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بΎيرد. iسرويس وسيله از كلا j مشتری زمان�Ͷكه انتقال هزينه كل : cij = tijbj

.Ͷحقيق اعداد از بعدي - [m× n] ماتريس يك : δ = [δij]

. j ستون ΀سط تعداد : λj

؛ متغير�ها
بΎيرد. سرويس i وسيله از كه j مشتري تقاضاي از كسري : xij

داريم: بΎيرد، سرويس دهنده سرويس يك از فقط مشتري يك اگر

xij =

١ بΎیرد سرویس i دهنده سرویس از j مشتری اگر

٠ اینصورت غیر در

yi =

١ باشد Έنزدی i دهنده سرویس اگر

٠ اینصورت غیر در

ام. i دهنده سرويس به مرتبط (عددي) Ͷ΋كم متغير : ri
ساده انبار Ͷان�ياب΋م مساله م�ͳتوانيم متغيرها و پارامتر�ها مجموعه�ها، اين داشتن اختیار در با حال

بنويسيم: را

ZSPLP =min
m∑
i=١

fiyi +
m∑
i=١

n∑
j=١

cijxij

subject to
m∑
i=١

xij = ١ ∀j

yi − xij ≥ ٠ ∀i, j

xij ∈ {٠,١} ∀i, j

yi ∈ {٠,١} ∀i

تقاضای دهنده، یΈسرویس ااز م�ͳتواند تنها مشتری هر که است آن کننده بیان اول محدوديت
کند. دریافت را خود

م�Ͷكنند تضمين را شده�اند فرستاده نزديك دهنده�ها�ي سرويس از تنها كه Ͷتوليدات بعدي محدوديت�
ماهيت باقيمانده محدوديت�هاي باشد.) شده تاسیس دهنده سرویس م�ͳبایست j م΋ان در ͳیعن)

م�Ͷكنند. تعريف را تصميم متغيرها�ي
پارامترهاي و ،fi ثابت هزينه�هاي تمام فرضكردند [١١] كرارپ و بيلد كليت، دادن دست از بدون
جايΎزين

∑m
i=١ xij ≥ ١ محدوديت با را

∑m
i=١ xij = ١ فاصله محدوديت لذا هستند، Ͷنامنف cij

خواهد نتیجه جواب بودن بهینه cij و fi ها�ي پارامتر بودن Ͷنامنف خاصيت داشتن با که چرا کردند.
شد.

محدوديت�هاي آزادكردن Z٠
SPLP = min{ZSPLP} روي پايين كران توليد در مستقيم راه يك

است. Ͷخط ريزي برنامه مساله نتاي; حل و xij, yi ≥ ٠ ΀صحی
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انبار ͳان�یاب΋م مساله پايين كران كردن ماكزيمم براي را كارآمد ابت΋اري روش يك نويسندگان لذا،
نام به را شدن�ͳای ماتریس ابتدا خود کارآمد ابت΋اری روش انجام جهت در آنها دادند. تعمیم ساده
بیان پایین کران یافتن جهت در را روندی قضیه�ای بیان و آن از گرفتن Έکم با و کرده تعریف ∆

کردند.

كند: صدق ذیل شرايط در اگر م�Ͷشود، گفته Ͷشدن ∆ ماتريس تعریف١.٢.٢.
n∑

j=١
∆ij ≤ fi ∀i, ∆ij ≥ ٠ ∀i, j (١.٢)

١.٢.٢صدق تعریف در كه ∆ij Ͷنامنف اعداد از اي مجموعه داشتن با [١١] .٢.٢.٢ قضیه
داريم: م�Ͷكنند،

n∑
j=١

min
i
{cij +∆ij} ≤ Z٠

SPLP

آن کلیت دادن دست از بدون م�ͳگیریم. نظر در را شدن�ͳای ماتریس∆ فرض، به توجه با برهان.
م�ͳکنیم؛ کم و اضافه (١.٢) مساله هدف تاب΄ به را

SPLP : ZSPLP =min
m∑
i=١

(fiyi −
n∑

j=١
∆ijxij) +

m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)xij

subject to
m∑
i=١

xij ≥ ١ ∀j

yi − xij ≥ ٠ ∀i, j

xij ∈ {٠,١} ∀i, j

yi ∈ {٠,١} ∀i

نظر در (x٠, y٠) را آن�ها بهینه جواب هستند، معادل ی΋دیΎر با (٢.٢) و (١.٢) مساله دو
. م�ͳگیریم

هستند مثبت فوق نامعادله طرفین چون و fi ≥
∑n

j=١∆ij و yi ≥ xij ∀i, j آنجای�ͳکه از
داریم:

fiyi −
n∑

j=١
∆ijxij ≥ ٠ ∀i (٣a)

است. ( ٣a ) در ͳشدن جواب Έی شده، داده نشان (x, y) هر و ͳشدن ∆ هر برای و
بیان ،∆ij ͳشدن پارامترهای از ثابت مجموعه هر برای را زیر ͳخط ریزی برنامه مساله بنابراین
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م�ͳکنیم:

ZLBSPLP =min
m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)xij

subject to
m∑
i=١

xij ≥ ١ ∀j

xij ≥ ٠ ∀i, j

انبار ͳان�یاب΋م مساله ͳخط ریزی برنامه مساله پایین کران صورت حقیقت در ( ٢.٢ ) مساله
است. ساده

min{ZLBSPLP} = Z∗
LBSPLP

م�ͳآوریم: بدست ( ٣a ) رابطه از را Z٠
SPLP ͳشدن جواب ،(x, y) = (x٠, y٠) برای

Z٠
SPLP =

m∑
i=١

(fiy
٠
i −

n∑
j=١

∆ijx
٠
ij) +

m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)x
٠
ij

≥
m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)x
٠
ij

≥ Z∗
LBSPLP

(٢.٢)

: بنابراین

Z∗
LBSPLP =

n∑
j=١

min
i
{cij +∆ij} ≤

m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)xij (٣.٢)

است. (C +∆) ماتريس م�Ͷنيمم Ͷستون مجموع Z∗
LBSPLP بهتر عبارت به

است. وابسته ∆ شدن تعیین مسیر به ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله پايين كران .٣.٢.٢ نتیجه

کوچ΋ترین پیداکردن برای ،Z∗
LBSPLP =

∑n
j=١min{cij+∆ij} مقدار به توجه با نتیجه٢.٢.۴.

آورد. بدست را زیر مساله بهینه جواب م�ͳتوان ساده، انبار ͳان�یاب΋م مساله پایین کران

WLBSPLP =max
n∑

j=١
min

i
{cij +∆ij}

subject to
n∑

j=١
∆ij ≤ fi ∀i

∆ij ≥ ٠ ∀i, j

آن�را ͳخط برنامه Έی همانند و کرده فرمول�بندی دوباره م�ͳتوان را (۴.٢ ) مساله حقیقت در
برای تلاش یا كرانداري رويه يك جستجوي جاي به گرفتند، تصميم نويسندگان ͳول کرد حل



١٧ لاگرانژ آزادسازی Έکم به کران�پایین محاسبه .٣.٢

از استفاده با را پایین کران به ͳ΋نزدی ͳخیل كران�هاي کرانداری، مساله بهینه جواب کردن پیدا
زیر در که دادند تعمیم را ابت΋اري رويه يك منظور اين به بياورند. بدست محدود، Ͷمحاسبات

م�ͳشود. داده ΀توضی
م�ͳشود. آغاز صفرهاست شامل تماما که ∆ و cماتریس داشتن با ابت΋اری فرآیند این

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و است ͳ΋کم متغیرهای از ای مجموعه ri

ri = fi −
n∑

j=١
∆ij ∀i (۴.٢)

کل در (ri,∆i١ , ...,∆in) عدد امین (n + ١) برابرند، fi هزینه با ri ͳ΋کم متغیر�های جای�ͳکه
شود. داده نمایش fi متتناظر افراز Έی همانند محاسبات

م�ͳنیمم مجموع کردن ماکزیمم منظور به ثابت هزینه�های از ͳافرازهای پیداکردن کرارپ، و بیلد ایده
عناصر و نΎه�م�ͳدارد ثابت را شان ͳاصل مقادیر ،cij پارامترهای تمام است. (C+∆)ماتریس ستون

م�ͳیابند. افزایش ͳپیاپ و م΋رر صورت به ∆
انتخاب یΈستون گام هر در م�ͳشود. انجام هم�زمان (C+∆)ماتریس ستون�های در عملیات روند
و دهد تغییر را عناصرش از مجموعه�ای مربوطه، ∆ij پارامترهای افزایش با م�ͳشود ͳسع و شده
سازی م�ͳنیمم در سازی ماکسیمم تاثیر Έیri متغیرهای مصرف حداقل با کار این کند. اصلاح

دارد. متناظر ستون
تعداد (c+∆) ماتریس از j ستون هر به بعدی، ستون کردن انتخاب بهتر برای نویسندگان نهایتا،
برابر ستون آن عنصر کوچ΋ترین تعداد با تعداد این حقیقت در که دادند اختصاص را λj ΀سط
بΎیریم، نظر در j∗ را انتخاب برای بعدی کاندید محاسبه از مرحله هر در اگر ،ͳعبارت به است.

(΀سط تعداد كوچ΋ترين با Ͷشود.(ستون�ͳم نوشته زیر صورت به انتخاب قانون

j∗ = min{ j ; λj = min
s∈J

(λs) s ∈ j } (۵.٢)

مقاله به را خوانندگان عددي، مثال يك با همراه ابت΋اري رويه این بيشتر جزئيات مشاهده براي
. م�Ͷدهيم ارجاع [۴] كرارپ و بيلد

کمΈآزادسازیلاگرانژ به کران�پایین محاسبه ٣.٢

متناظر لاگرانژ آزادسازی سازی، م�ͳنیمم مسائل در شد، بیان بخش١.۴ قضایای در که همان�گونه
یافتن [١١]روند کرارپ و بیلد این�رو از م�ͳدهد. ارائه ͳاصل مساله برای پایین کران Έی آنها
کردند. دنبال ١.٢ مساله لاگرانژ آزادسازی نوشتن با را ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله پایین کران
سخت و پيچيده محدوديت�هاي با متناظر لاگرانژ ضریب عنوان به ∆ij گرفتن نظر در با آنها
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کردند. بیان را ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله لاگرانژ آزادسازی مساله yi − xij ≥ ٠ ∀i, j

ZLR١−SPLP =min
m∑
i=١

fiyi +
m∑
i=١

n∑
j=١

cijxij +
m∑
i=١

n∑
j=١

∆ij(xij − yi)

=
m∑
i=١

(fi −
n∑

j=١
∆ij)yi +

m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)xij

subject to
m∑
i=١

xij ≥ ١, ∀i

xij ∈ {٠,١}, ∀i, j

yi ∈ {٠,١}, ∀i

است مم΋ن لذا كنند، صدق (١.٢) رابطه بودن ͳشدن شرط در ∆ij ضربΎرهاي كنيم فرض اگر
که زيرا شوند، حذف LR١− SPLP رابطه از yi متغيرهاي

∀i
∑
j

∆ij ≤ fi ⇒ ∀i yi = ٠

( ٢.٢ ) مساله با LR١ − SPLP مساله (۶.٢ ) مساله از yi متغیرهای شدن حذف صورت در
م�ͳشود: نوشته زیر صورت به (۶.٢) مساله ͳیعن است. معادل

ZLR١−SPLP =min
m∑
i=١

n∑
j=١

(cij +∆ij)xij

subject to
m∑
i=١

xij ≥ ١ ∀i

xij ≥ ٠ ∀i, j

عبارت به م�Ͷشود، تعيين زير رابطه با ZLR١−SPLP از مقداري م�Ͷنيمم ٣.٢ رابطه به توجه با لذا
است: زیر مقدار با برابر ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله پایین کران بهتر

Z٠
LR١SPLP =

n∑
j=١

min
i
{cij +∆ij}

ديده آزادسازي پارامترسازي يك همانند كرارپ و بيلد كارهاي لاگرانژ آزادسازي مفاهيم در
استفاده پايين كران�هاي آوردن بدست در ∆ij پارامترهاي از كرانداري روند در ͳعبارت به م�Ͷشود،

م�ͳشود.



١٩ مرتبط کارهای سایر .۴.٢

مرتبط کارهای سایر ۴.٢

ایرلن΋تور٣[١٢] توسط ١٩٧٨ سال در دوگان ظرفیت بدون ͳتخصیص-ͳان�یاب΋م موفق الΎوریتم
از ͳتعیم کرارپ و بیلد کار با تشابه عل�ͳرغم که شد، داده تعمیم ساده انبار ͳانیاب΋م مسایل برای
خود کار مستقل صورت به کرارپ و بیلد شد، بیان مقدمه در که همانطور نم�ͳشود. محسوب آن

کردند. شروع را
توانست و داد انجام را ͳاقدامات ایرلن΋تور کار روی مستقیما ، کروکل۴[٣٠] ١٩٨٩ سال در
به را ͳمحاسبات زمان�های و بهتر ویژه�ای طور به را دوگان ظرفیت بدون ͳان�یاب΋م الΎوریتم اجرای
مسایل حل در صعودی دوگان�سازی روند از استفاده حیث این از کند، کم ملاحظه�ای قابل طور
ͳان�یاب΋م مساله کنید فرض مثال عنوان به یافت. ادامه نیز مرتبط مسایل و ساده انبار ͳان�یاب΋م
است نقل و حمل شب΋ه�های ͳطراح در ͳمهم مساله که هاب۵ ظرفیت بدون ضربΎر ͳتخصیص
و هاب�ها م΋ان از مساله جواب�های هزینه کردن پیدا هدف، مسائل این در بΎیرید. نظر در را

است. نقل و حمل و تاسیس هزینه�های وجود با هایشان ترمینال اختصاص
ͳتخصیص ͳان�یاب΋م مساله برای صعودی سازی یΈروشدوگان کلینسویسز۶[٢٩] ١٩٩۶ سال در
سازی دوگان الΎوریتم�های براساس که او پیشنهادی روش داد. ارایه هاب ظرفیت بدون ضربΎر
ایرلن΋تور[١٢]در و ١٩٧٧ سال�های در کرارپ[۴] و بیلد کارهای از بود، کران و شاخه و صعودی

بود. شده ͳناش ١٩٧٨ سال
هاب ظرفیت بدون ضربΎر ͳتخصیص ͳان�یاب΋م مساله از ΀صحی ریزی برنامه فرمول�بندی اولین
مساله بین ͳ΋نزدی ارتباط کلینویسز٨[٢٩] است. شده داده کمپبل٧[۵] توسط ١٩٩۴ سال در
روش و کرد بیان را هاب ظرفیت بدون ضربΎر ͳتخصیص ͳان�یاب΋م مساله و ساده انبار ͳان�یاب΋م
م�ͳشد. دیده هاب، ͳان�یاب΋م مساله برای ایرلن΋تور روش از ͳتعمیم همانند که کرد پیشنهاد را ͳجواب
در وانΎر١٢[٣٧] و مییر١١ و ٢٠٠١ سال در جین١٠[۴۵] و ٩Ίسان همچون دیΎری دانشمندان
بدون ضربΎر ͳتخصیص ͳان�یاب΋م مساله برای را متعددی ͳریاض فرمول�بندی�های نبز ٢٠٠٢ سال
کردند. استفاده جواب�هایشان برای دوگان�سازی براساس ͳروش�های از و دادند ارایه هاب ظرفیت
ͳان�یاب΋م مساله از دوگان فرمول�بندی Έی هم΋ارانش١٣[۶] و کانووس ٢٠٠۶ سال در نهایتا

داد. نشان هاب ظرفیت بدون ضربΎر ͳتخصیص
٣Erlenkotter
۴Krokel
۵ Uncapacitated Multiple Allocation Hub Location Problem(UMAHLP)
۶Klincewicez
٧Campbell
٨ Klincewicez
٩Sung

١٠Jin
١١Meyer
١٢Wanger
١٣Canovas



٢٠ ساده انبار ͳان�یاب΋م مسائل برای پایین کران�های محاسبه .٢

تولید و شده آزاد مساله حل از استفاده با را پیچیده صعودی سازی دوگان فرآیند Έی همچنین آن�ها
کردن کامل منظور به و دادند. تعمیم کران�شان و شاخه الΎوریتم از راس هر به Έنزدی ͳکران�های
روش�ها این اهمیت ͳان�یاب΋م مسائل حل در دوگان براساس ͳروش�های از استفاده جهت خود ͳبررس
دارد، وجود لاگرانژ آزادسازی روش�های و صعودی دوگان�سازی بین Έنزدی رابطه دادند. نشان را

شد. بیان [۴] کرارپ و بیلد توسط که



فصل٣

میانه -p مساله پایین کران محاسبه



٢٢ میانه -p مساله پایین کران محاسبه .٣

مساله از Ͷتوضيح ١.٣

-p مساله پايين و بالا كران�هاي کردن پیدا برای ابت΋اري الΎوريتم يك [٨] ١٩٧٢ديهر سال در
با پيوسته هم به v راس n با گرفت نظر در را G = (V,E) شب΋ه يك او ابتدا داد. ارائه ميانه،
يك E یال هر به و گرفت، نظر در hj ͳنامنف وزن با ͳحقیق مقداری j راس هر برای ،E يال�هاي

کرد. مربوط Ͷنامنف طول يا فاصله
.V P ⊂ V ͳیعن شود، شامل را V در راس p هر از اي مجموعه V p = { i١, ..., ip } كنيد فرض

م�ͳکنیم: تعریف
d(vp, j) = min{ d(i١, j), ..., d(ip, j) }

ماتريس يك عنوان به را D است. j راس به ik راس از مسير كوتاه�ترين d(ik, j) طول آن در که
م�Ͷكنيم. تعريف D = [Dij] = [hjd(i, j)] صورت به شده وزن�دار فاصله�هاي از بعدي -[n× n]

م�ͳشود. تعریف زیر صورت به S(V p) مقدار V p مجموعه زير هر برای

S(V p) =
n∑

j=١
min
i∈V p

{Dij} (١.٣)

بΎیرید: نظر در را زیر شب΋ه فوق، تعاریف بهتر درک برای
لذا���� است. شده داده راس�ها بین مسیر کوتاه�ترین و راس هر وزن دارد. یال ۶ و راس ۵ با شب΋ه�ای

نوشت. م�ͳتوان را S(V p) مقدار و D بعدي - [n× n] ماتریس
h١ = ١ h٢ = ۵ h٣ = ٣ h۴ = ٢ h۵ = ۶

d(١,٢) = ١٠ , d(١,٣) = ٧ , d(١,۵) = ۶ , d(٢,١) = ١٠ , d(٢,٣) = ۵ , d(٢,۴) = ٨

d(٣,٢) = ۵ , d(٣,١) = ٧ , d(٣,۴) = ۴ , d(۴,٣) = ۴ , d(۴,٢) = ٨ , d(۵,١) = ۶

D = [Dij] = [hjd(i, j)] =



٠ ۵٠ ٢١ ٠ ٣۶
١٠ ٠ ١۵ ١۶ ٠
٧ ٢۵ ٠ ٨ ٠
٠ ۴٠ ١٢ ٠ ٠
۶ ٠ ٠ ٠ ٠


S(V p) =

۵∑
j=١

min
i∈V p

{Dij} = min
۵∑

j=١
{Dij} = ٢٣

م�Ͷنيمم كردن جم΄ با S(V p) مقدار V p شده داده مجموعه زير يك براي تعريف(١.٣)، به توجه با
به V p

٠ مجموعه زير با p-ميانه بنابراين م�ͳشود. تعيين شب΋ه) از ͳراس) ستون هر در Dij مقادير
م�ͳشود. تعریف زیر صورت

S(V p
٠ ) = min

V p⊂V
{S(V p)}



٢٣ دوگان مساله .٢.٣

تعريف شب΋ه p-راس�هاي از اي مجموعه يك همانند p-ميانه ، [٨] دیهر بیان این به توجه با
است. درست شد )بیان ١.١ ) فصل در که ͳراس ͳΎبهین قضیه به بنا مطلب اين است. شده
كه دارد وجود V p ⊂ V مجموعه زير يك حداقل كرد ثابت ͳراس ͳΎبهین قضیه ح΋يم١Ͷدر (زيرا
p از Y P مجموعه هر براي S(V P ) ≤ S(Y P ) كه اينچنين دربرم�Ͷگيرد، را راس�ها p (Ͷبدرست)
زير يك همانند م�Ͷتواند شب΋ه يك بهينه p-ميانه و G = (V,E) شب΋ه راس�های يا يال روي نقطه

شود.) جستجو شب΋ه راس p از مجموعه
آورد: بدست مرحله دو در را الΎوريتم�اش جواب خود، کاری روند ادامه در دیهر[٨]

مساله.(این جواب برای بالا كران يك ͳتقریب كردن پيدا براي ابت΋اري ͳوريتمΎال بیان .١
ت΋رار و ͳراس ͳجابجای که است، ٢ حریصانه ـ ͳزینΎجای ابت΋اری الΎوریتم الΎوریتم،

شد.) نخواهد بحث اینجا در که دارد، ٣ بارت و تیتز الΎوریتم با مشابه مسیری

برای [٨] دیهر پايين. كران يك تعيين در دوگان مساله Έی روي ابت΋اري جستجوي يك .٢
را S(V P ) پایین کران قضیه، Έی بیان با دوگان مساله بخش در ابتدا پایین، کران تعیین
کران پیداکردن برای را ابت΋اری روندی ابت΋اری دوگان بخش در ادامه در و آورده بدست

م�ͳکند. بیان ساده انبار ͳان�یاب΋م و p-میانه مساله پایین

دوگان مساله ٢.٣

م�ͳکنیم: بیان را زیر قضیه ابتدا دوگان، مساله ͳبررس برای

برای S(V P ) پایین کران Έی p بردارهای از V P مجموعه زير هر براي [٨] .١.٢.٣ قضیه
است: شده داده زیر صورت به S(V P ) از مقداری

S(V P ) =
n∑

j=١
[Bj −

∑
i∈V p

max(٠, Bj −Dij)] ≤ S(V P ) j = ١,٢, ..., n (٢.٣)

هستند.) مقدار Ͷحقيق متغرهاي Bj )

كنيد: فرض كليت دادن دست از بدون برهان.
Di١j ≤ ... ≤ Dipj ها jͳبعض برای

کردن جم΄ با سپس و است برقرار ∀i = ١, ...n, j = ١, ..., nزیر رابطه م�ͳکنیم ثابت ابتدا
م�ͳگیریم. نتیجه را ح΋م فوق نامعادله طرفین

Bj −
∑
i∈V p

max(٠, Bj −Dij) ≤ min
i∈V p

Dij = Di١j (٣.٣)

بیفتد: اتفاق است مم΋ن حالت دو Bj متغیرهای برای
١Hakimi
٢Greedy
٣Titz & Bart



٢۴ میانه -p مساله پایین کران محاسبه .٣

: داشت خواهیم این�صورت در . Bj ≤ Di١j .١
Bj −

∑
i∈V p

max(٠, Bj −Dij) = Bj − ٠ = Bj ≤ min
i∈V p

Dij = Di١j

است. برقرار (٣.٣) رابطه حالت، این در لذا

داشت: خواهیم صورت این در . Bj > Di١j .٢

Bj − (Bj −Di١j)−
p∑

k=٢
max(٠, Bj −Dikj) = Di١j −

p∑
k=٢

max(٠, Bj −Di١k)

م�ͳدهیم قرار

K =

p∑
k=٢

max(٠, Bj −Di١k) = max(٠, Bj −Di٢j) + . . .+max(٠, Bj −Dipj)

بنابراین:
Dij −K ≤ Di١j

است. برقرار (٣.٣) رابطه لذا است، ͳنامنف K این΋ه به توجه با

هستند: برقرار jهر برای کران�ها آنجای�ͳکه از
B١ −

∑
i∈vp

max(٠, Bj −Di١) ≤ minDi١j j = ١

B٢ −
∑
i∈vp

max(٠, Bj −Di٢) ≤ minDi١j j = ٢

B٣ −
∑
i∈vp

max(٠, Bj −Di٣) ≤ minDi١j j = ٣

...

Bn −
∑
i∈vp

max(٠, Bj −Din) ≤ minDi١j j = n

است. برقرار j روی مجموع برای (۴.٣) رابطه لذا

S(V P ) =
n∑

j=١
[Bj −

∑
i∈V p

max(٠, Bj −Dij)] ≤ S(V P ) j = ١,٢, ..., n (۴.٣)

روی S(V p) است لازم ،S(V ٠
p ) بهینه جواب Έی پایین کران کردن پیدا برای .٢.٢.٣ نتیجه

:ͳیعن شود. م�ͳنیمم V شامل V p

min
V p⊂V

S(V p) ≤ S(V ٠
p ) (۵.٣)

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که i ∈ V هر برای Gi سود Έی گرفتن نظر در با .٣.٢.٣ نتیجه

Gi =
n∑

j=١
max(٠, Bj −Dij) , Gi١ ≥ Gi٢ ≥ ... ≥ Gin



٢۵ ابت΋اری دوگان .٣.٣

داد: نشان زیر صورت به م�ͳتوان را S(V p)

S(V p) =
n∑

j=١
Bj −

p∑
k=١

Gik ;V p = (i١, ..., ip) (۶.٣)

م�ͳبایست پایین، کران کردن پیدا برای گرفت، نتیجه م�ͳتوان آن نتای; و قضیه این بیان با اکنون
این�باره در ابت΋اری بخشدوگان در ادامه در لذا باشیم، Bjداشته متغیرهای مورد در ͳمناسب انتخاب

کرد. خواهیم بحث

ابت΋اری دوگان ٣.٣

در را آمده بدست جواب مقادیر حریصانه ͳزینΎجای ابت΋اری روش Έکم به قسمت این در
برای حریصانه مرحله در که ترتیب این به م�ͳکنیم، استفاده Bj متغیرهای آغازین مقادیر تعیین
جواب مقادیر ͳتقریب صورت به و م�ͳشوند، انتخاب دنباله�وار صورت به راس�ها جواب، به رسیدن
کرد: فرض ابتدا دیهر[٨] لذا م�ͳکنیم. پیدا −p-میانه ١ و p مسایل برای را S(V p), S(V p−١)

کران�های ماکسیمم با و هستند بهینه ١−p-میانه و p مسائل در S(V P ), S(V P−١) مقادیر .١
برابرند. پایین

هستند. −p-میانه ١ و p مسایل پایین کرا�ن�های ماکسیمم با برابر دوگان متغیرهای مقادیر .٢

نوشت: (۶.٣ ) فرمول بنابر لذا و

S(V p−١)− S(V p) = (
n∑

j=١
Bj −

p−١∑
k=١

Gik)− (
n∑

j=١
Bj −

p∑
k=١

Gik) = Gip

است. برابر ی΋دیΎر با p فاصله سود�های بزرگترین کرد فرض همچنین،
Gi١ = Gi٢ = ... = Gip

این�صورت: در

S(V p) =
n∑

j=١
Bj − pGip

داریم: بالا روابط به توجه با بنابراین
n∑

j=١
Bj = S(V p) + p(S(V p−١)− S(V p)) (٧.٣)

(٧.٣) شرط در که م�ͳشوند تعیین ای گونه به Bj متغیرهای اولیه مقادیر گرفت، نتیجه م�ͳتوان حال
کنند. صدق

داریم: (١.٣) رابطه از ، S(V p) تعریف به توجه با اکنون

S(V p) =
n∑

j=١
min
i∈V p

{Dij}



٢۶ میانه -p مساله پایین کران محاسبه .٣

مقادیر به Bj متغیرهای تعیین م�ͳشوند، مقایسه ی΋دیΎر با Dij ماتریس ͳستون مقادیر زمان�ͳکه
پایین کران Έی تعیین لذا دارد. ͳΎبست متناظر ستون�های در هستند) Έکوچ یا بزرگ (که Dij

م�ͳشود. شامل را Bj متغیرهای روی خوب ͳموضع جستجوی Έی خوب،
ͳΎبست ها Dij ͳ΋کوچ و ͳبزرگ به B١ کاهش یا افزایش م�ͳکنیم، شروع B١ از که ترتیب این به
افزایش این با اگر م�ͳدهیم، کاهش) (یا افزایش را B١ ، Dij با متناسب مثال عنوان به دارد.
این به م�ͳرویم. B٢, B٣, ..., Bnسراغ آمد، بوجود پایین کران بودن بهینه در تغییری کاهش)، (یا

م�ͳکند. پیدا ادامه دارد وجود Bj شدن بهتر ام΋ان زمان�ͳکه تا الΎوریتم صورت
مم΋ن نیز بعدی بهبودهای ،ͳموضع ͳΎبهین Έی آمدن بدست با شد، [١١]متوجه دیهر همچنین
یا ͳبالای Dij کاهش) (یا افزایش است، شده انتخاب ͳتصادف طور به که Bj Έی اگر است،
کل روی ͳچرخش صورت به ͳموضع جستجوی به الΎوریتم دهد، نتیجه را ستونش در بعدی ͳپایین

م�ͳپردازد. ستون�
م�ͳیابد: خاتمه صورت دو در الΎوریتم

ͳول کرده�ایم، انتخاب را Bj ͳتصادف متغیر�های ͳتصادف انتخاب n از دنباله�ای زمان�ͳکه .١
است. نشده بهتر پایین کران مقدار

هر در اولیه ابت΋اری روش از آمده بدست مقدار با آمده بدست پایین کران مقدار زمان�ͳکه .٢
است. معادل جستجو از مرحله

ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله پایین کران یافتن برای را ͳروش روش، این از استفاده با دیهر، نهایت در
بود. خواهد زیر صورت به ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله پایین کران زد حدس او کرد. پیشنهاد

n∑
j=١

Bj −
m∑
i=١

max(٠, Gi − Fi) (٨.٣)

م�ͳکند. محاسبه را پایین کران بود بزرگتر آن Fi ثابت هزینه�های از Gi سود زمان هر عبارت این
است). ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله در سرویس�دهنده تاسیس هزینه fi)

این بودن اجرا قابل م�ͳتوانیم ما ͳول نداد، انجام را ͳاقدام خود پیشنهاد اثبات دیهربرای چه، اگر
محدودیت گرفتن نظر در با را ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله لاگرانژ سازی آزاد مورد در پیشنهاد

کنیم. برآورد سخت محدودیت عنوان به
∑m

i=١ xij ≥ ١



٢٧ ابت΋اری دوگان .٣.٣

بΎیرید. نظر در را ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله فرمول

ZSPLP =min
m∑
i=١

fiyi +
m∑
i=١

n∑
j=١

cijxij

subject to
m∑
i=١

xij = ١, ∀j

yi − xij ≥ ٠, ∀i, j

xij ∈ {٠,١}, ∀i, j

yi ∈ {٠,١}, ∀i

(٩.٣)

ی΋دیΎر با م�ͳتوان و هستند معادل
∑m

i=١ xij ≥ ١ با
∑m

i=١ xij = ١ محدودیت�های م�ͳدانیم اولا
با متناظر لاگرانژ ضربΎرهای عنوان به Bj ≥ ٠ متغیرهای گرفتن نظر در با اکنون کرد. جایΎزین

م�ͳکنیم. سازی دوگان لاگرانژ معمول روش به را محدودیت این ،
∑m

i=١ xij ≥ ١ محدودیت

ZLR٢−SPLPB
=min {

m∑
i=١

n∑
j=١

cijxij +
m∑
i=١

fiyi +
n∑

j=١
Bj(١−

m∑
i=١

xij) }

≡ {
m∑
i=١

n∑
j=١

(cij −Bj)xij +
m∑
i=١

fiyi +
n∑

j=١
Bj }

subject to

yi − xij ≥ ٠ ∀i, j

xij ∈ {٠,١} ∀i, j

yi ∈ {٠,١} ∀i

(١٠.٣)

نظر در ثابت با لذا است، کردن تحلیل قابل Bj متغیر�های از ͳثابت مقادیر برای لاگرانژ مساله این
م�ͳکنیم. تحلیل را شده بیان لاگرانژ مساله ،Bj گرفتن

مقدار دو xij ، (cij − Bj) مقدار و متناظر محدودیت�های و هدف تاب΄ ش΋ل به توجه با اولا
م�ͳدهد. اختصاص خود به را متفاوت

مقداری حداکثر لذا، xij ≤ yi ) yi − xij ≥ ٠ چون این�صورت در باشد، ͳمنف (cij − Bj) اگر
yi مقدار مثبت مقدار بیشترین و باشد مثبت م�ͳبایست عبارت کل (زیرا است. yi م�ͳگیرد، xij که

م�ͳگیرد. را yi مقدار حالت این در xij لذا است.)
:ͳیعن م�ͳگیرد را صفر مقدار xij این�صورت در باشد، مثبت (cij −Bj)اگر

xij =

yi cij −Bj ≤ ٠

٠ اینصورت غیر در

(به م�ͳرود بین از هدف تاب΄ در
∑n

j=١Bj ، Bj متغیرهای از ͳثابت مقادیر گرفتن نظر در با ثانیا
. است) ͳمعن ͳب آن روی مجموع و گرفته�ایم نظر در ثابت را Bj این�که دلیل
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م�ͳکنیم. تعریف را زیر تاب΄ B = {B١, . . . , Bn} ثابت بردار Έی گرفتن نظر در با اکنون

χ(B) =
n∑

j=١
min(٠, cij −Bj) + fi

آورد: بدست م�ͳتوان زیر یافته کاهش مساله حل با را yi متغیرهای بهینه مقدار دراین�صورت

ZLR٢−SPLPB
=min

m∑
i=١

χi(B)yi

subject to

yi ∈ {٠,١} ∀i

(١١.٣)

شد. خواهد حل زیر صورت به yi گرفتن نظر در با

yi =

١ χi(B) ≤ ٠

٠ اینصورت غیر در

فقط اینجا در که است فوق تاب΄ لاگرانژ دوگان از استفاده ،B بردار آوردن بدست روش بهترین
م�ͳرود). کار به آن حل در گرادیان زیر سازی بهینه روش ) م�ͳکنیم بیان را لاگرانژ دوگان صورت

ZLD =max
B≥٠

ZLR٢−SPLPB

subject to

yi ∈ {٠,١} ∀i

(١٢.٣)

ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله برای پایین کران عنوان به آن�را دیهر که (٨.٣) فرمول به اکنون
م�ͳگردیم. بر کرد پیشنهاد

م�ͳدانیم:

Gi =
n∑

j=١
(٠, Bj −Dij)

داریم: cij با Dij کردن جایΎزین با

Gi =
n∑

j=١
(٠, Bj − cij)

داریم. در(٨.٣) جایΎذاری با لذا
n∑

j=١
Bj −

m∑
i=١

max(٠, Gi − fi) =
n∑

j=١
Bj +

m∑
i=١

min(٠, fi −Gi)

=
n∑

j=١
Bj +

m∑
i=١

min(٠, {fi −
n∑

j=١
max(٠, Bj − cij)})

=
n∑

j=١
Bj +

m∑
i=١

min{٠, χi(B)}

(١٣.٣)



٢٩ مرتبط کارهای سایر .۴.٣

زیرا ) است معادل (١١.٣) با (١٣.٣) ،B = {B١, ..., Bn} بردار گرفتن نظر در با حال
( .yi = ٠ این�صورت غیر در و χi ≤ ٠ اگر yi = ١

و م�ͳرود ازبین خود به خود مجموع بΎیریم، نظر در ثابت را B بردار (١٣.٣) در اگر ͳطرف از
داریم: را زیر عبارت

m∑
i=١

min(٠, χi(B))

صفر پایین کران χi(B) ≥ ٠ اگر و بود خواهد
∑m

i=١ χi(B) پایین کران لذا χi(B) ≤ ٠ اگر
بردار م�ͳتوان (١٢.٣) لاگرانژ دوگان حل با که کرد بیان م�ͳتوان مشابه صورت به لذا بود. خواهد

آورد. بدست م�ͳکند ماکسیمم را پایین کران که ای B
بود، علاقمند او که م�ͳدهد نشان بل΋ه کرد، ثابت را دیهر حدس تنها نه شده داده نشان مجموع
که ͳکران با پیشنهادی کران اگرچه کند. مطرح را ساده انبار ͳانیاب΋م مساله لاگرانژ سازی آزاد
این در (چون است متفاوت آوردند بدست ساده انبار ͳان�یاب΋م مساله برای [١١] کرارپ و بیلد

. ( yi, xij ≥ ٠ ∀i, j مورد
مساله ابت΋اری دوگان که است ن΋ته این p-میانه مساله مورد در دیهر کار از گیری نتیجه Έی

است. مرتبط مساله آن لاگرانژ آزادسازی با p-میانه،

مرتبط کارهای سایر ۴.٣

موفقیت لاگرانژ آزادسازی طرح چندین p-میانه مساله برای ساده، انبار ͳان�یاب΋م مساله برخلاف
این برای دوگان اساس بر ͳفرآیندهای همچنین است). شده بیان مقدمه در (که شد داده تعمیم آمیز

شد. بیان ١٩٨٠ سال در گالوا[١٣] و ماورید۴[٣٣] مثل افرادی توسط مساله
داد تعمیم دیهر اقدامات مشابه p-میانه مسائل حل برای را ͳدوگان کران�دار الΎوریتم گالوا
ͳخط ریزی برنامه آزادسازی دوگان که است صعودی دوگان الΎوریتم Έی شامل گالوا .الΎوریتم
p-میانه مساله برای Έکوچ پایین کران�های حقیقت در فرآیند این م�ͳکند. حل را p-میانه مساله

م�ͳکند. پیدا
این در ͳمهم نقش که Bj متغیر�های آغازین مقادیر آوردن بدست برای روابط(٧.٣) از گالوا
پرانتز، داخل (متغیرهای بΎیرید. درنظر را p-میانه مساله از زیر فرمول کرد. استفاده دارند فرآیند

۴Mavrides
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هستند). محدودیت�ها از مجموعه هر به مربوط دوگان متغیرهای

ZP−MP =min
m∑
i=١

n∑
j=١

cijxij

subject to
m∑
i=١

xij ≥ ١, ∀j (Bj)

yi − xij ≥ ٠, ∀i, j (∆ij)
m∑
i=١

yi = p, (Ω)

xij ∈ {٠,١}, ∀i, j

yi ∈ {٠,١}, ∀i

هدف تاب΄ در همزمان صورت به
∑

xij ≥ ١ ∀j و
∑m

i=١ yi = p محدودیت�های اگر
الΎوریتم .( لاگرانژ ضربΎرهای همچون دوگان متغیرهای دادن نشان (با شوند. سازی دوگان

کرد. مربوط p-میانه مساله لاگرانژ آزادسازی به م�ͳتوان را گالوا دوگان



فصل۴

برای لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های
مسائلp-میانه
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مقدمه ١.۴

روش�های از استفاده p-میانه، مساله حل روش�های از ͳ΋ی شد، بیان بخش(٢.١) در که همانطور
گرادیان زیر سازی بهینه و لاگرانژ آزادسازی ابت΋اری روش�های این اساس است. لاگرانژ ابت΋اری
زیر شونده جا جابه رفتار که است دیΎری پیشنهادی آزادسازی لاگرانژ ͳزینΎجای روش است.
روش فصل این در م�ͳبرد. کار به لاگرانژ دوگان حل در رفته کار به روش�های شبیه را گرادیان

دهیم. ͳم قرار ͳبررس مورد را p-میانه مساله حل برای لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری
فرمول�بندی در ͳتخصیص محدودیت�های آزادکردن از ͳترکیب لاگرانژ، و ͳزینΎجای آزادسازی�های
حداقل در و است پایا ͳخیل نوسان حداقل با لاگرانژ ͳزینΎجای سازی آزاد هستند. p-میانه مساله

م�ͳرسد. لاگرانژ ابت΋اری روش�های خوب نتای; همان به ،�ͳمحاسبات زمان
از: عبارتند شده آزمایش ابت΋اری روش�های از نوع دو

.ͳزینΎجای ابت΋اری روش .١

.ͳتخصیص ͳان�یاب΋م براساس ابت΋اری روش .٢

هدف است. Έکلاسی ͳان�یاب΋م مساله Έی شب΋ه، Έی روی راس�های یافتن برای جستجو
به تقاضا نقطه هر از فاصله مجموع کردن م�ͳنیمم در (میانه�ها) دهنده سرویس p ͳان�یاب΋م

است. سرویس�دهنده نزدی�Έترین
را میانه�ای چندین و میانه�ای Έی ͳان�یاب΋م مساله که بود فردی اولین [٢٢ ،١[٢١ ͳیم΋ح
جانسون٣[١٨] و گری٢ کرد. پیشنهاد مساله برایحل ͳشمارش یΈفرآیند او همچنین کرد، فرمول�بندی

کردند. ͳمعرف سخت - NP مساله Έی عنوان به را مساله این
آوردن بدست در آنها از ͳبرخ که شدند داده تعمیم p-میانه مسایل حل برای ابت΋اری روش چندین
ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های ١٩۶٨ سال در [۴٧]۴ بارت و تیتز هستند. خوب اولیه جواب�های

کردند. پیشنهاد را ساده�ای
توصیف ͳان�یاب΋م مسایل از یΈطبقه برای را ͳکارای ابت΋اری روش�های [٢]۵ͳبیزل ١٩٩٣ سال در
سازی بهینه و لاگرانژ سازی آزاد از که �م�ͳشوند نامیده لاگرانژ ابت΋اری روش�های روش�ها، این کرد،
ͳشدن جواب� لاگرانژ جواب�های گرادیان، زیر ت΋رار هر در م�ͳشود. استفاده آن در گرادیان زیر
نزدی�Έترین به را ای میانه غیر راس و نΎه�م�ͳدارد ثابت را میانه�ها مجموعه که م�ͳسازند را اولیه

م�ͳکند. ͳان�یاب΋م میانه�ای راس
با ͳتخصیص و یافته تعمیم مسائل برای را آزادسازی�ای ١٩٩۶ سال نارسیسو۶[٣٣]در و لورنا

١Hakimi
٢Gray
٣Johnson
۴Titz & Bart
۵Beasley
۶Lorena & Narciso
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لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی جدید آزادسازی کردند. بیان گرادیان زیر ͳتعمیم الΎوریتم از استفاده
لاگرانژ تجزیه روش شده، آزادسازی محدودیت�های از نوع سه گرفتن نظر در با که م�ͳشود نامیده

م�ͳبرد. کار رابه
ابت΋اری روش و p-میانه مسایل حل برای لاگرانژ - ͳزینΎجای آزادسازی دوبخش، در فصل این در
روش که م�ͳکنیم تایید ͳمحاسبات مساله چندین بیان با بعدی بخش در م�ͳکنیم. بیان را گرادیان زیر

است. p-میانه مثال�های از تعدادی برای ͳخوب نتای; آوردن بدست به قادر لاگرانژ ابت΋اری

لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی ٢.۴

برنامه مساله همانند مدل�بندی این م�ͳکنیم. بیان را p-میانه مساله مدل�بندی ابتدا بخش این در
است. شده گرفته نظر در Έی ها wi وزن که تفاوت این با است، Έی و صفر ΀صحی عدد ریزی

V (P ) =min
n∑

i=١

n∑
j=١

dijxij (١.۴)

subject to
n∑

i=١
xij = ١, j ∈ N (٢.۴)

n∑
i=١

xii = P (٣.۴)

xij ≤ xii, i, j ∈ N (۴.۴)

xij ∈ {٠,١}, i, j ∈ N (۵.۴)

آن: در که
.dii = ٠ ∀i و است فاصله متقارن ماتریس [dij]

م�ͳشود.� تعریف زیر صورت به که است تخصیص ماتریس [xij]n×n

xij =

١ . باشد وصل j راس به i راس اگر

٠ اینصورت غیر در

xii =

١ . باشد میانه Έی i راس اگر

٠ اینصورت غیر در
همچنین

و (میانه�ها) دهنده�ها سرویس تعداد : p
N = {١, . . . , n}.است شب΋ه رئوس تعداد : n

داشته اختصاص i راس Έی به تنها باید j راس هر م�ͳکنند بیان (۴.۴) و (٢.۴) محدودیت
باشد. میانه Έی باید که باشد
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م�ͳکند. تعیین را (p) میانه�ها دقیق تعداد (٣.۴) محدودیت
م�ͳکند. بیان را بودن ΀صحی شرایط (۵.۴) محدودیت

م�ͳکنیم. بیان را V (P ) اولیه مساله حل برای آزدسازی ابت΋اری روش�های ادامه در
سخت محدودیت با متناظر لاگرانژ ضریب عنوان به را λ ∈ Rn

+ گلور٧[٢٠] پیشنهاد به بنا
صورت به را V (P ) اولیه مساله ͳزینΎجای آزادسازی و گرفته نظر در

∑n
i=١ xij = ١ ∀j ∈ N

م�ͳآوریم: بدست زیر
n∑

i=١
xij = ١ j ∈ N

بنابراین:

x١١ + x٢١ + . . .+ xn١ = ١ j = ١ λ١

x١٢ + x٢٢ + . . .+ xn٢ = ١ j = ٢ λ٢
...

x١n + x٢n + . . .+ xnn = ١ j = n λn

داریم:

λ١x١١ + λ١x٢١ + . . .+ λ١xn١ = λ١ j = ١

λ٢x١٢ + λ٢x٢٢ + . . .+ λ٢xn٢ = λ٢ j = ٢
...

λnx١n + λnx٢n + . . .+ λnxnn = λn j = n

داریم: فوق معادله n طرفین جم΄ با لذا
n∑

j=١

n∑
i=١

λjxij =
n∑

j=١
λj

است: زیر صورت به V (P ) اولیه مساله ͳزینΎجای آزادسازی نتیجه در و

V (SP λ) =min
n∑

i=١

n∑
j=١

dijxij (۶.۴)

subject to
n∑

i=١

n∑
j=١

λjxij =
n∑

j=١
λj, j ∈ N (٧.۴)

n∑
i=١

xii = P (٨.۴)

xij ≤ xii, i, j ∈ N (٩.۴)

xij ∈ {٠,١}, i, j ∈ N (١٠.۴)

٧Glover
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مقدار بهترین و است V (P ) بهینه جواب مقدار با مساوی یا کمتر V (SP λ) بهینه جواب مقدار
م�ͳآید. بدست max V (SP λ) ͳزینΎجای دوگان حل با V (SP λ)

جواب پیداکردن که دارد ͳویژگ چند (λ, V (SP λ) و s : Rn
+ −→ R ͳزینΎجای تاب΄ آنجای�ͳکه از

نظر در با لاگرانژ روش به را مساله دیΎر بار م�ͳکنیم پیشنهاد رو این از کند، ͳم سخت را دوگان
آوردن بدست با ادامه در و کنیم آزاد (٧.۴) محدودیت با متناظر t ≥ ٠ لاگرانژ ضربΎر گرفتن

داریم: کنیم استفاده آن حل برای گرادیان زیر روش از ،t لاگرانژ ضربΎر

V (LtSP
λ) =min

n∑
i=١

n∑
j=١

dijxij − t
n∑

i=١

n∑
j=١

λjxij + t
n∑

j=١
λj

=min
n∑

i=١

n∑
j=١

(dij − tλj)xij + t

n∑
j=١

λj

(١١.۴)

است: زیر صورت به V (P اولیه( مساله لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی بهتر عبارت به

V (LtSP
λ) =min

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij − tλj)xij + t

n∑
j=١

λj (١٢.۴)

subject to
n∑

i=١
xii = P (١٣.۴)

xij ≤ xii, i, j ∈ N (١۴.۴)

xij ∈ {٠,١}, i, j ∈ N (١۵.۴)

داریم: λ ∈ R+
n و t ≥ ٠ گرفتن نظر در با

V (LtSP
λ) ≤ V (SP λ) ≤ V (P )

آن تجزیه و ͳضمن محدودیت عنوان به (٣.۴) محدودیت گرفتن نظر در با (LTSP
λ) مساله

م�ͳآید: بدست زیر مساله زیر تا n که است حل قابل ،i اندیس به

min
n∑

j=١

n∑
j=١

(dij − tλj)

subject to

xij ≤ xii, i, j ∈ N

xij ∈ {٠,١}, i, j ∈ N

است. زیر صورت به V (LtSP
λ) لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی
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V (LtSP
λ) =min

n∑
i=١

n∑
j=١

(dij − tλj)xij + t
n∑

j=١
λj

subject to
n∑

i=١
xii = P

xij ≤ xii i, j ∈ N

xij ∈ {٠,١} i, j ∈ N

ساده�تر را هدف تاب΄ تجزیه، کمΈروش به م�ͳتوانیم iاندیس به شده تجزیه مجموع به توجه با
�بنویسیم.

V (LtSP
λ) =

n∑
i=١

vi(λ) + t
n∑

j=١
λj

آن: در که

vi(λ) = min
n∑

j=١
(dij − tλj)xij

م�ͳگیریم. نظر در زیر صورت به را βi اکنون

βi =
n∑

j=١
{ min(٠, dij − tλj) } (١۶.۴)

است. ها βi کوچ΋ترین از تا p اندیس مجموعه : I
م�ͳکند: تجزیه زیر ساده�تر صورت به را هدف تاب΄ تجزیه روش حقیقت در

(LtSP
λ) =

n∑
i=١

βixij + t
n∑

j=١
λj (١٧.۴)

است. صورت به (LtSP
λ) مساله برای xλ

ii و xλ
ij ͳطرف از

xλ
ii =

١ i ∈ I

٠ اینصورت غیر در

i ̸= j ازای به

xλ
ij =

١ i ∈ I, dij − tλj < ٠

٠ غیراینصورت در

لاگرانژ ضربΎر از استفاده با t = ١ برای که است این (LtSP
λ) آزادسازی خوب ͳویژگ Έی
داریم. مفیدی لاگرانژ سازی آزاد λ

م�ͳآید: بدست زیر صورت به لاگرانژ دوگان حل با t مقدار بهترین λ ثابت ضربΎر برای
(Dλ

t ) V (Dλ
t ) = max

t≥٠
V (LtSP

λ)
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است [۴١] ͳخط ای قطعه طور به و واگرا (t, V (LtSP
λ)) و l : R+ −→ R لاگرانژ تاب΄

نتیجه لاگرانژ آزادسازی برای یافته�ای بهبود کران لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی مقدار بهترین و
م�ͳدهد.

[٢۵ است[٣٨، t متفاوت مقادیر روی دقیق ͳجستجوی مستلزم (Dλ
t ) دقیق جواب Έی ͳطرف از

.t٠ ≤ T ≤ t١ که بیابیم را T مقدار Έی کافیست مناسب، ͳکران آوردن بدست منظور به لذا
در که ابت΋اری٨ جستجوی روند از T لاگرانژ ͳزینΎجای ضربΎر بهترین ͳتقریب کردن پیدا برای

م�ͳکنیم. استفاده م�ͳشود، داده ΀توضی ادامه
(این م�ͳشود. بیان بعدی بخش در عددی مثال Έی همراه به ابت΋اری جستجوی روش الΎوریتم

م�ͳشود.) ارائه پیوست به و شده نوشته نیز متلب افزار نرم با الΎوریتم
ابت΋اری روشجستجوی الΎوریتم

فرضیات
اولیه. گام طول : s
ت΋رار. هر :عدد k

ت΋رار. تعداد ماکسیمم : kmax

لاگرانژ. ͳزینΎجای ضربΎر :مقداراولیه t٠
لاگرانژ. ضربΎر جاری مقدار : t

لاگرانژ. ͳزینΎجای ضربΎر :مقدار T
.(LTSP

λ) مقدار :ماکسیمم z
م�ͳدهیم: قرار

s = ٠٫۵ , t = t٠ = ٠ , T = t , kmax = ١٠ , λj = min
j∈N

{dij}

م�ͳکنیم. حساب را xλ مقدار و کرده حل را (LTSP
λ) و t = t+ sو k = k + ١ ت΋رار هر در

به را wλمقدار و z = V (LTSP
λ) و T = t م�ͳدهیم قرار آنΎاه V (LTSP

λ) > z اگر .١
م�ͳکنیم. حساب زیر صورت

wλ =
n∑

j=١
λj −

n∑
j=١

n∑
i=١

λjxij

را الΎوریتم و T = t − s
٢ م�ͳدهیم قرار و کرده حل را (LTSPλ) آنΎاه ،wλ < ٠ اگر

م�ͳکنیم. متوقف

محاسبه را (Lt− s
٢
SP λ) کافیست و کنیم حساب را wλ نیست نیاز V (LTSP

λ) < z اگر .٢
م�ͳکنیم. متوقف را الΎوریتم و T = t− s

٢ دهیم قرار و کرده

م�ͳباشد: زیر شرح به الΎوریتم توقف شروط

م�ͳکنیم. حل را (LTSP
λ)اینصورت غیر در م�ͳشود. متوقف الΎوریتم آنΎاه k > kmax اگر .١

٨Search Heuristic



٣٨ p-میانه مسائل برای لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های .۴

م�ͳکنیم. متوقف را الΎوریتم k < ⌈kmax⌉ اگر .٢

م�ͳکنیم. سازی پیاده زیر شب΋ه مورد در را آن فوق، الΎوریتم روند شدن روشن برای

ماتریس و میانه چهار و دو بΎیرید،رئوس نظر در را یال سه و راس چهار با ای شب΋ه مثال۴.١.٢.
است. زیر صورت به D

D =


٠ ٣ ۵ ۶
٣ ٠ ۴ ١
۵ ۴ ٠ ٢
۶ ١ ٢ ٠



با ادامه در و نوشته را V (LtSP
λ) و V (SP λ) و V (P ) مسائل ابتدا الΎوریتم سازی پیاده جهت

م�ͳکنیم. محاسبه را V (LtSP
λ) مقدار الΎوریتم، روند از استفاده و βi محاسبه

V (P ) =min ٣x١٢ + ۵x١٣ + ۶x١۴ + ٣x٢١ + ۴x٢٣ + x٢۴ + ۵x٣١
+ ۴x٣٢ + ٢x٣۴ + ۶x۴١ + x۴٢ + ٢x۴٣

subject to

x١١ + x٢١ + x٣١ + x۴١ = ١ j = ١ (λ١)

x١٢ + x٢٢ + x٣٢ + x۴٢ = ١ j = ٢ (λ٢)

x١٣ + x٢٣ + x٣٣ + x۴٣ = ١ j = ٣ (λ٣)

x١۴ + x٢۴ + x٣۴ + x۴۴ = ١ j = ۴ (λ۴)

x١١ + x٢٢ + x٣٣ + x۴۴ = ٢

xij ≤ xii i = ١, ...,۴, j = ١, ...,۴

xij ∈ {٠,١} i = ١, ...,۴, j = ١, ...,۴

لاگرانژ ضربΎر عنوان به بالا) فرمول در پرانتز داخل (متغرهای ها λj گرفتن نظر در با اکنون
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م�ͳنویسیم. را آن آزادسازی مساله فوق، محدودیت�های با متناظر
V (SP λ) =min ٣x١٢ + ۵x١٣ + ۶x١۴ + ٣x٢١ + ۴x٢٣ + x٢۴ + ۵x٣١

+ ۴x٣٢ + ٢x٣۴ + ۶x۴١ + x۴٢ + ٢x۴٣
subject to

λ١(x١١ + x٢١ + x٣١ + x۴١) = λ١ j = ١

λ٢(x١٢ + x٢٢ + x٣٢ + x۴٢) = λ٢ j = ٢

λ٣(x١٣ + x٢٣ + x٣٣ + x۴٣) = λ٣ j = ٣

λ۴(x١۴ + x٢۴ + x٣۴ + x۴۴) = λ۴ j = ۴

x١١ + x٢٢ + x٣٣ + x۴۴ = ٢

xij ≤ xii i = ١, ...,۴, j = ١, ...,۴

xij ∈ {٠,١} i = ١, ...,۴, j = ١, ...,۴

داریم: (١٧.۴) فرمول�بندی و (١۶.۴) رابطه در βi تعاریف بنابر حال
V (LTSP

λ) =min −tλ١x١١ + (٣− tλ٢)x١٢ + (۵− tλ٣)x١٣ + (۶− tλ۴)x١۴

+ (٣− tλ١)x٢١ − tλ٢x٢٢ + (۴− tλ٣)x٢٣ + (١− tλ۴)x٢۴

+ (۵− tλ١)x٣١ + (۴− tλ٢)x٣٢ − tλ٣x٣٣ + (٢− tλ۴)x٣۴

+ (۶− tλ١)x۴١ + (١− tλ٢)x۴٢ + (٢− tλ٣)x۴٣ + tλ۴x۴۴

+ tλ١ + tλ٢ + tλ٣ + tλ۴

subject to

xij ≤ xii, i = ١, ...,۴, j = ١, ...,۴

xij ∈ {٠,١}, i = ١, ...,۴, j = ١, ...,۴

کنیم. محاسبه را ها λj مقادیر باید الΎوریتم، گام اولین شروع از قبل
λ١ = min{d٢١, d٣١, d۴١} = min{٣,۵,۶} = ٣

λ٢ = min{d١٢, d٣٢, d۴٢} = min{٣,۴,١} = ١

λ٣ = min{d١٣, d٢٣, d۴٣} = min{۵,۴,٢} = ٢

λ۴ = min{d١۴, d٢۴, d٣۴} = min{۶,١,٢} = ١

. t = ٠ و k = ١ اول: ت΋رار
لذا V (LSP λ) = ٠ و β١ = β٢ = β٣ = β۴ = ٠ داریم (١٨.۴) فرمول در t دادن قرار با

نیست. اجرا قابل الΎوریتم
.t = ٠٫۵ و k = ٢ دوم: ت΋رار

β١ = min(١٫−,٠۵) + min(٠,٢٫۵) + min(٠,۴) + min(٠,۵٫۵) = −١٫۵
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β٢ = min(٠,١٫۵) + min(٠٫−,٠۵) + min(٠,٣) + min(٠,٠٫۵) = −٠٫۵

β٣ = min(٠,٣٫۵) + min(٠,٣٫۵) + min(١−,٠) + min(٠,١٫۵) = −١

β۴ = min(٠,۴٫۵) + min(٠,٠٫۵) + min(٠,١) + min(٠٫−,٠۵) = −٠٫۵

کنیم. تعیین را ها xij آن اساس بر و کرده تعیین م�ͳبایست را I اندیس�های مجموعه
I = {١,٣} −→ x١١ = ١ , x٣٣ = ١

داریم: V (L٠٫۵SP
λ)ͳاصل فرمول در جایΎذاری با

V (L٠٫۵SP
λ) = (−١٫۵)(١) + (−١)(١) + ٠٫۵(٣+ ١+ ٢+ ١) = ١

م�ͳباشد. اجرا قابل الΎوریتم لذا V (LTSP
λ) > z :ͳیعن است، برقرار الΎوریتم اول شرط بنابراین

م�ͳدهیم: قرار
T = t = ٠٫۵ , z = V (L٠٫۵SP

λ) = ١

wλ =
۴∑

j=١
λj +

۴∑
j=١

۴∑
i=١

λjxij

= ٧+ (λ١x١١ + λ٣x٣٣) = ٧+ ٣+ ٢ = ١٢

.t = ١ و k = ٣ سوم: ت΋رار
β١ = min(٣−,٠) + min(٠,٢) + min(٠,٣) + min(٠,۵) = −٣

β٢ = min(٠,٠) + min(١−,٠) + min(٠,٢) + min(٠,٠) = −١

β٣ = min(٠,٢) + min(٠,٣) + min(٢−,٠) + min(٠,١) = −٢

β۴ = min(٠,٣) + min(٠,٠) + min(٠,٠) + min(١−,٠) = −١

کنیم. تعیین را ها xij آن اساس بر و کرده تعیین م�ͳبایست را I اندیس�های مجموعه
I = {١,٣} −→ x١١ = ١ , x٣٣ = ١

داریم: V (L١SP
λ)ͳاصل فرمول در جایΎذاری با

V (L١SP
λ) = (−٣)(١) + (−٢)(١) + ٣)١+ ١+ ٢+ ١) = ٢

قابل الΎوریتم لذا V (L١SP
λ) = ٢ > z = ١ :ͳیعن است، برقرار الΎوریتم اول شرط بنابراین

داریم: م�ͳباشد. اجرا
T = t = ١ , z = V (L١SP

λ) = ٢

wλ =
۴∑

j=١
λj +

۴∑
j=١

۴∑
i=١

λjxij

= ٧+ (λ١x١١ + λ٣x٣٣) = ٧+ ٣+ ٢ = ١٢

t = ١٫۵ و k = ۴ : چهارم ت΋رار
β١ = min(٠,−۴٫۵) + min(٠,١٫۵) + min(٠,٢) + min(٠,۴٫۵) = −۴٫۵
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β٢ = min(١٫−,٠۵) + min(١٫−,٠۵) + min(٠,١) + min(٠٫−,٠۵) = −٣٫۵

β٣ = min(٠,٠٫۵) + min(٠,٢٫۵) + min(٣−,٠) + min(٠,٠٫۵) = −٣

β۴ = min(٠,١٫۵) + min(٠٫−,٠۵) + min(١−,٠) + min(١٫−,٠۵) = −٣

کنیم. تعیین را ها xij آن اساس بر و کرده تعیین م�ͳبایست را I اندیس�های مجموعه
I = {١,٢} −→ x١١ = ١ , x٢٢ = ١

حساب ∀i ∈ I, j = ١, ...,۴ را ها xijو dij − tλj مقدار م�ͳبایست ها xijتعریف به بنا ͳطرف از
کنیم.

٢ ∈ I, d٢١ − tλ١ < ٠ −→ x٢١ = ١

٢ ∈ I, d٢۴ − tλ١ < ٠ −→ x٢۴ = ١

با کنند. ͳنم صدق شرط در چون گیرند ͳم را صفر مقدار xij ∀i ∈ I, j = ١, ...,۴ مقادیر بقیه و
داریم: V (L١٫۵SP

λ)ͳاصل فرمول در جایΎذاری
V (L١٫۵SP

λ) = (−۴٫۵)(١) + (−٣٫۵)(١+ ١) + ١٫۵(٣+ ١+ ٢+ ١) = −١

V (L١٫۵SP
λ) = −١ ≯ z = ٢ :ͳیعن نیست، برقرار الΎوریتم اول شرط بنابراین

.t = ١٫٢۵ ͳیعن کنیم محاسبه را (Lt− s
٢
SP λ) باید و نیست اجرا قابل الΎوریتم لذا

β١ = min(٣٫٧−,٠۵) + min(٠,١٫٧۵) + min(٠,٢٫۵) + min(٠,۴٫٧۵) = −٣٫٧۵

β٢ = min(٠٫٧−,٠۵)+min(١٫٢−,٠۵)+min(٠,١٫۵)+min(٠٫٢−,٠۵) = −٢٫٢۵

β٣ = min(٠,١٫٢۵) + min(٠,٢٫٧۵) + min(٢٫−,٠۵) + min(٠,٠٫٧۵) = −٢٫۵

β۴ = min(٠,٢٫٢۵) + min(٠٫٢−,٠۵) + min(٠٫−,٠۵) + min(١٫٢−,٠۵) = −٢

کنیم. تعیین را ها xij آن اساس بر و کرده تعیین م�ͳبایست را I اندیس�های مجموعه
I = {١,٣} −→ x١١ = ١ , x٣٣ = ١

حساب ∀i ∈ I, j = ١, ...,۴ را ها xij و dij − tλj مقدار م�ͳبایست ها xijتعریف به بنا ͳطرف از
کنیم.

در چون گیرند ͳم را صفر مقدار ∀i ∈ I, j = ١, ..., n ،xij مقادیر بقیه dij − tλj محاسبه با و
کنند. ͳنم صدق شرط

داریم: V (L١٫٢۵SP
λ)ͳاصل فرمول در جایΎذاری با

V (L١٫٢۵SP
λ) = (−٣٫٧۵)(١) + (−٢٫۵)(١) + ١٫٢۵(٣+ ١+ ٢+ ١) = ٢٫۵

V (L١٫٢۵SP
λ) = ٢٫۵ > z = ٢ :ͳیعن باشد، ͳم برقرار الΎوریتم اول شرط بنابراین

م�ͳدهیم: قرار باشد. ͳم اجرا قابل الΎوریتم لذا
T = t = ١٫٢۵ , z = V (LTSP

λ) = ٢٫۵
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wλ =
۴∑

j=١
λj +

۴∑
j=١

۴∑
i=١

λjxij

= ٧+ (λ١x١١ + λ٣x٣٣) = ٧+ ٣+ ٢ = ١٢

.t = ١٫٧۵ و k = ۵: پنجم ت΋رار
β١ = min(٠,−۶٫٢۵) + min(٠,١٫٢۵) + min(٠,١٫۵) + min(٠,۴٫٢۵) = −۶٫٢۵

β٢ = min(٣٫٢−,٠۵)+min(١٫٧−,٠۵)+min(٠,٠٫۵)+min(٠٫٧−,٠۵) = −۶٫٢۵

β٣ = min(١٫٢−,٠۵) + min(٠,٢٫٢۵) + min(٣٫−,٠۵) + min(٠,٠٫٢۵) = −۴٫٧۵

β۴ = min(١٫٢−,٠۵) + min(٠٫٧−,٠۵) + min(١٫−,٠۵) + min(١٫٧−,٠۵) = −۴

کنیم. تعیین را ها xij آن اساس بر و کرده تعیین م�ͳبایست را I اندیس�های مجموعه
I = {١,٢} −→ x١١ = ١ , x٢٢ = ١

در چون گیرند ͳم را صفر مقدار ∀i ∈ I, j = ١, ..., n ،xij مقادیر بقیه dij − tλj محاسبه با و
کنند. ͳنم صدق شرط

٢ ∈ I, d٢١ − tλ١ < ٠ −→ x٢١ = ١

٢ ∈ I, d٢۴ − tλ١ < ٠ −→ x٢۴ = ١

داریم: V (L١٫٧۵SP
λ)ͳاصل فرمول در جایΎذاری با

V (L١٫٧۵SP
λ) = (−۶٫٢۵)(١)+(−۶٫٢۵)(١)+(−۶٫٢۵)(١)+١٫٧۵(١+٢+١+٣) = −۶٫۵

V (L١٫٢۵SP
λ) = −۶٫۵ ≯ z = ٢٫۵ :ͳیعن نیست، برقرار الΎوریتم اول شرط لذا

این که t = T = ١٫۵ ͳیعن کنیم محاسبه را (Lt− s
٢
SP λ) باید و نیست اجرا قابل الΎوریتم لذا

جواب V (L١٫٢۵SP
λ) = z = ٢٫۵ ومقدار t = ١٫٢۵ لذا و است شده حساب قبلا مقدار

است. الΎوریتم

گرادیان زیر ابت΋اری روش ٣.۴

شده پیشنهاد آزادسازی ابت΋اری روش�های براساس ͳعموم گرادیان زیر الΎوریتم بخش این در
است. میانه�ای ثابت رئوس مجموعه C = {i ; xii = ١} الΎوریتم این در م�ͳشود. بیان

گرادیان زیر ابت΋اری روش الΎوریتم
فرضیات:

λ ≥ ٠ , λ ̸= ٠ , Ib = −∞, , ub = +∞ , C = ∅

θ =
π(ub− lb)

∥gλ∥٢



۴٣ گرادیان زیر ابت΋اری روش .٣.۴

λj = max{٠, λj + θgλj }j∈N

gλj = ١−
n∑

i=١
xλ
ij j ∈ N

م�ͳشود: انجام ترتیب به زیر گام�های ت΋رار هر در

حساب را V (LTSP
λ) و xλ مقدار و کرد حل را (LTSP

λ) ،SH ابت΋اری روش Έکم به .١
کنید.

بیابید. زیر صورت به را vf مقدار و نامیده xf را بود ͳشدن که ای xλ .٢

vf =
n∑

j=١
(min
i∈I

dij)

. lb = max[lb, LTSP
λ].کنید روز به را پایین کران .٣

. ub = min[ub, vf کنید.[ روز به را بالا کران .۴

.xii = ١ دهید قرار V (LTSP
λ |xii = ٠) ≥ ub ; i ∈ N − C ازای به اگر .۵

بده). قرار C داخل را هست xii = ١ که ͳهای i اندیس کنید( روز به را C مجموعه .۶

کنید. روز به را θ گام�های طول گام هر در
شود. برقرار توقف شروط از ͳ΋ی تازمان�ͳکه م�ͳیابد ادامه الΎوریتم

π؛ ≤ ٠٫٠٠۵ .١

؛ ub− lb < ١ .٢

∥gλ∥٢ = ٠ .٣

. باشد شده ثابت میانه هر م΋ان .۴

در (که SH روند از استفاده با که هست، ، t∗ برای مقدار بهترین T تقریبا الΎوریتم این در
آزادسازی در ضربΎر Έی عنوان به SH روند در T م�ͳآید. بدست شد) داده ΀توضی قبل بخش

. م�ͳشود استفاده لاگرانژ ͳزینΎجای
زیر ت΋رارهای از ͳمتوال ͳتای - n برای را T ضربΎر همان SH جستجوی روند اگر حال هر به
عنوان به را T ثابت مقدار این بعدی لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی�های پس ببرد، کار به گرادیان

نیست. اجرا قابل ͳخیل جستجو این لذا و کرد خواهند استفاده ضربΎر
lb زمان�ͳکه هر و شود شروع π = ٢ با باشد، ٠ ≤ π ≤ ٢ م�ͳبایست که است اولیه کنترل π کنترل

شود. نصف π نشد، زیاد ͳپیاپ ت΋را ٣٠ در



۴۴ p-میانه مسائل برای لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های .۴

V (P ) مساله برای xλ جواب نیست لازم که است این است، اهمیت حایز اینجا در که ن΋ته�ای
هستند ای شده شناخته میانه راس�های بخش) ابتدای در تعریف به (بنا I مجموعه ͳول باشد ͳشدن
نزدی�Έترین به که میانه�ای غیر راس م�ͳشوند. استفاده V (P ) مساله ͳشدن جواب�های تولید در که

م�ͳکند. تولید را اولیه xf دارد، اختصاص میانه�اش

xλ
fij

=

١ i ∈ I

٠ اینصورت غیر در

:i ̸= k همه ازای به

xλ
fik

=

١ i ∈ I, k = min
i∈I

{dij}

٠ اینصورت غیر در
همچنین: و

vf =
n∑

j=١
min
i∈I

dij

ͳمحاسبات مثال�های ۴.۴

بخش این در است. شده ریزی برنامه متلب افزار نرم در شد، بحث که لاگرانژ ͳزینΎجای روش�های
بیان را است شده اجرا آن�ها مورد در فوق الΎوریتم�های که زمینه این در ͳمثال�های از مجموعه چند

است). شده آورده ͳجداول غالب (در م�ͳکنیم
عمل΋رد لاگرانژ ابت΋اری روش�های که است این نشان�دادن آنها مقایسه و جداول این بیان از هدف
به لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های این�که همچنین و دارند. محاسبه زمان کاهش در ͳخوب
روندهای نواقص کردن تعیین همچنین و م�ͳرسند لاگرانژ ابت΋اری روش�های خوب نتای; همان

شده. پیشنهاد
جداول این در که است ΀توضی به لازم است. شده داده نشان زیرین جداول در بررس�ͳها این نتای;

( است. نشده گرفته نظر در مساله تنظیم به نیاز زمان کامپیوتری زمان�های محاسبه در
شامل: جدول هر

رئوس. تعداد : n .١

میانه. تعداد : p .٢

بهینه. جواب یا مثال برای جواب بهترین : optimal .٣

مقدار بهترین . ͳΎبهین از انحراف درصد ؛ gab − ub =
(١٠٠× [ub− بهینه ([جواب

بهینه جواب .۴

م�ͳشود. پیدا متناظر ابت΋اری روش روند با که ͳشدن جواب

مقدار بهترین . ͳΎبهین از انحراف درصد ؛ gab − lb =
(١٠٠× بهینه] −جواب lb])

بهینه جواب .۵

م�ͳشود. پیدا متناظر ابت΋اری روش روند با که آزادسازی



۴۵ ͳمحاسبات مثال�های .۴.۴

دفعات تعداد دهنده نشان اول عدد ). شده حل لاگرانژ آزادسازی�های تعداد = nLr .۶
شده انجام لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی که ͳدفعات تعداد دوم عدد و لاگرانژ آزادسازی
تعداد چه لاگرانژ ابت΋اری روش Έی که است مهم ن΋ته این . م�ͳدهد) نشان را است

. است داده انجام گرادیان زیر ت΋رار تعداد چه با را لاگرانژ آزادسازی

محاسبه کل زمان دوم عدد و لاگرانژ آزادسازی محاسبه کل زمان اول عدد محاسبه( کل زمان .٧
م�ͳدهد). نشان را ثانیه در لاگرانژ ͳزینΎجای آزادسازی

لاگرانژ به نسبت لاگرانژ ͳزینΎجای دنباله�های این�که نشان�دادن و خطا درصد از جلوگیری منظور به
ͳΎبهین از انحراف درصد چند به رسیدن برای لازم ͳمحاسبات زمان�های هستند پایاتر همتایشان
گردآوری لاگرانژ ابت΋اری روش و لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش با مثال، هر برای پایین کران

است. شده
ͳزینΎجای و لاگرانژ آزادسازی روش دو هر با که ͳمثال�های از ͳمحاسبات نتای; جدول دو در ادامه در

م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد و شده بیان شده�اند حل لاگرانژ



۴۶ p-میانه مسائل برای لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های .۴

ͳبیزل مثال�های ͳمحاسبات نتای; :١.۴ جدول

n p optimal g-u g-l nL Total time
١٠٠ ٣٣ ١٣۵۵ (-) - (-) - (٢٢۶)٢٣٧ (٠.۶۶) ٠.۵٨
٢٠٠ ۶٧ ١٢۵۵ (-)- (-) - (٢۵٣)٢٧۴ (۴.٠٠) ۴.٠٠
٣٠٠ ١٠٠ ١٧٢٩ (-) - (-) - (٣١۶) ٢۵٢ (٢٠.٣٧) ١۶.٧٨
۴٠٠ ١٣٣ ١٧٨٩ (-) - (-) - (٣۴٨) ٢۴۴ (۶٠.٣۵) ۵١.٨٠
۵٠٠ ١۶٧ ١٨٢٨ (-) - (-) - (٣١٢) ٢٧٢ (١٧١.٢٠) ١٢٧.۶٠
۶٠٠ ٢٠٠ ١٩٨٩ (-) - (-)- (٣٠۶) ٢٨۶ (٣٠٢.١۶) ٢۵٧.٠٢
٧٠٠ ٢٣٣ ١٨۴٧ (-) - (-) - (٢۴٠) ٢٣٩ (۴٨٨.٠٩) ۴٨٢.٩٧
٨٠٠ ٢۶٧ ٢٠٢۶ (-) - (-) - (٣١٠) ٣۶٧ (١٣٨٧.٧١) ١٣٧۴.٧۴
٩٠٠ ٣٠٠ (٠.٠۴٧)٠.٠۴٧ ٢١٠۶ (٠.٠٠١)٠.٠٠۴ (٣٩١) ۴۴۶ (٣٢١٢.۴۶) ٣٠۵٨.۶۵

در [١]٩ ͳبیزل توسط که است ͳمثال�های از حاصل ͳمحاسبات نتای; دهنده نشان ،١.۴ جدول
است. شده گردآوری عملیات در تحقیق کتابخانه ١٩٩٠ سال

لاگرانژ ͳزینΎجای و لاگرانژ آزادسازی روش دو محاسبه زمان مقایسه جدول۴.١ بیان از هدف
یا روش Έی بهینه جواب محاسبه زمان شد بیان فصل ابتدای در که همانطور چراکه است، بوده
نظر در هم به Έنزدی را رئوس تعداد ͳاست.بیزل مهم روش آن بودن بهینه در ابت΋اری الΎوریتم

گرفت.

٩Beasley



۴٧ ͳمحاسبات مثال�های .۴.۴

ریول و گالوا مثال�های ͳمحاسبات نتای; :٢.۴ جدول

n p optimal g-u g-l nL Total time
١٠٠ ۵ ۵٧٠٣ (-) - (٠.۴۴٧) ٠.٣۴٢ (۴٨۵) ۴٩۶ (٠.۴٢) ٠.۴٣

١٠ ۴۴٢۶ (٣.٧٣٠) ٣.٧٢۵ (٢.۵۵٣) ٢.۶۴٣ (۴٧٢) ۵٠٠ (٠.۵٠) ٠.۵٣
١۵ ٣٨٩٣ (٠.٨٩٩) ٠.٨٩۴ (٠.٧۴۵) ٠.٧۴۵ (۴٣٣) ۴۴۴ (٠.۶۴) ٠.۶۵
٢٠ ٣۵۶۵ (٠.٠٨٣) ٠.٠٨۴ (٠.٠٨۴) - (۴۴٣) ۴٣٢ (٠.٨٣) ٠.٨١
٢۵ ٣٢٩١ (-) - (٠.٠۶٠) ٠.٠۵٩ (٣٩۴)۴٢۶ (٠.٩۴) ٠.٩٩
٣٠ ٣٠٣٢ (٠.٠۶۶) ٠.٠۶۶ (٠.٠۶٠) ٠.٠۶٣ (۴۴٣) ۴۴۴ (١.٢٠) ١.١٨
۴٠ ٢۵۴٢ (-) - (-) - (١٩۴) ١٩۶ (٠.۶٢) ٠.۵٩
۵٠ ٢٠٨٣ (-) - (-) - (١٨۴) ١۶۶ (٠.۶٩) ٠.۴۴

١۵٠ ۵ ١٠٨٣٩ (-) - (١.۴٠١) ١.۴٠۴ (۴٨٩) ۴٨٢ (٠.٨۶) ٠.٨۵
١٠ ٨٧٢٩ (٠.٢۵٢) ٠.۶۴٢ (٣.١۵١) ٣.١۶٣ (۴٨۴) ۵٢٩ (١.٠۶) ١.١۴
١۵ ٧٣٩٠ (٠.٧٣١) ١.٣۵٣ (۴.٩٠٠) ۴.٨٩۵ (۵٨٨) ۶٠٢ (١.۵١) ١.۵٢
٢٠ ۶۴۵۴ (٣.۵٩۵) ٣.۴٢۴ (٢.٩۶٩) ٢.٩۶٧ (۵٠٩) ۴۶٠ (١.۶۶) ١.۶٠
٢۵ ۵٨٧۵ (٢.٠۶٠) ١.۴٩٨ (١.٠١٣) ١.٠١٠ (۴۵۵) ۴۵٨ (١.٩٢) ١.٩٢
٣٠ ۵۴٩۵ (٠.۵۶۴) ١.٢٠١ (٠.٢٠٩) ٠.٢٠٩ (۵٠٢) ۴٢۵ (٢.۴١) ٢.٢٨
۴٠ ۴٩٠٧ (٠.١۴٣) ٠.٠۶١ (٠.٠٧١) ٠.٠۶٨ (٣٩٩) ۴١٨ (٣.٠٢) ٣.٠٨
۵٠ ۴٣٧۴ (-) - (٠.٠٧٠) ٠.٠۶٣ (۴١٣) ۴۵۶ (٣.٨۴) ٣.٩٣

اگر که م�ͳباشد ١٩٩۶ سال در ریول١١[١٧] و گالوا١٠ کاری نتای; جداول از مجموعه دومین
(برای مثال�ها این دوگان فاصله�های (n = ١٠٠, n = ١۵٠) گرفتند نظر در Έکوچ را n چه
دوگان، فاصله�های با لاگرانژ نظر از مثال�ها این است. بزرگتر درصد Έی از میانه�ها) از تعدادی

م�ͳشوند. گرفته نظر در ͳسخت مثال�های

١٠Galvao
١١Revelle



۴٨ p-میانه مسائل برای لاگرانژ ͳزینΎجای ابت΋اری روش�های .۴

نتای; ۵.۴

لاگرانژ روش ͳخوب همان به ͳتقریب جواب�های تولید به قادر جایΎزینͳ-لاگرانژ ابت΋اری روش
بزرگ مثال�های در خصوصا جایΎزینͳ-لاگرانژ ابت΋اری روش و آزادسازی ترکیب همچنین هست.

م�ͳکند. میل محاسبه زمان کاهش سمت به میانه، - p مسایل
΀تصحی را غلط گام�های طول این�که ضمن جایΎزینͳ-لاگرانژ ابت΋اری روش ͳموضع سازی بهینه

م�ͳدارد. نΎه ثابت را گرادیان زیر روش در ͳرایΎهم شرایط همچنان م�ͳکند،
م�ͳتوانند جایΎزینͳ-لاگرانژ نظر از که لاگرانژ آزادسازی مفاهیم روی گرادیان زیر دیΎر روش�های

م�ͳشوند. گرفته نظر در کاربردی شوند بهتر
ͳتخصیص ͳانیاب΋م و جایΎزینͳ-لاگرانژ ابت΋اری روش�های از استفاده م�ͳشود گیری نتیجه همچنین
انعطاف و سری΄ ͳمیان دوگان جواب�های Έکم به اولیه ͳشدن جواب یافتن برای و هستند مفید

هستند. پذیر



پیوستآ�

Matlab کد

کد آ�.١

clc;clear all;close all;
%% tarife motaghayerha
s =0.5; t=0;t0=0;T=t;kmax=10;
k=1;VLtSP=0;z=-inf;c=0;
syms tt
d=[ 0 3 5 6; 3 0 4 1; 5 4 0 2; 6 1 2 0];
for j=1:size(d,2)

d1=d(:,j);
d1(j)=[];
landa(j)=min(d1);

end
for i=1:size(d,1)

i1=num2str(i);
for j=1:size(d,2)

j1=num2str(j);
name= strcat('x',i1,j1);
arg(i,j) = sym(name);

end
end
Vp=sum(sum(arg.*d));

۴٩



۵٠ Matlab کد آ�.

while k<kmax
k,t
B=Bij(t,d,landa)
if sum (B==0)~=size(d,1)
[T,v,c,z,t]=condition(z,c,landa,t,d,arg,B);
end
if c==1

break
end
k=k+1;

t=t+s;
end

function [T,v,c,z,t]=condition(z,c,landa,t,d,arg,B)
s=.5;p=2;
[v,w,I]= V_LTSP(B,arg,landa,p,t,d) ;
v
if v>z

z=v;
W=sum(landa)+sum(w);
if W<0
t1=t-(s/2);
B=Bij(t1,d,landa)
[v,w,I]= V_LTSP(B,arg,landa,p,t1,d);
v
T=t1
c=1;
t=t1;
else

c=0;



۵١ کد آ�.١.

T=t;
end

elseif v<z;
t1=t-(s/2);
B=Bij(t1,d,landa)
[v,w,I]= V_LTSP(B,arg,landa,p,t1,d);
v
T=t1
t=t1;
c=0;
[T,v,c,z,t]=condition(z,c,landa,t,d,arg,B);
elseif v==z

T=t
c=1;

end
end

function y=Bij(t,d,landa)
syms tt
for i=1:size(d,1)

y(i)=0;
for j=1:size(d,2)
a=[0,d(i,j)-subs((tt*landa(j)),t)];
y(i)=min(a)+y(i);
end

end

function [Y,X,I]= V_LTSP(B,arg,landa,p,t,d)
syms tt



۵٢ Matlab کد آ�.

b=B;b=sort(b);Y=0;X=0;o=1;
for i=1:p

for j=1:size(B,2)
if b(i)==B(j)&& o<=p

I(o)=j;
arg(j,j)=subs( arg(j,j),1);
Y=(B(j)*1)+Y;
X(j)=arg(j,j)*landa(j);
o=o+1;

end
end

end
for is=1:size(I,2)

i=I(is);
for js=1:size(d,2)
if (d(i,js)-(t*landa(js)))<0 && (i~=js)

arg(i,js)=subs( arg(i,js),1);
Y=(B(i)*1)+Y;

end
end

end
Y=subs(t*sum(landa),t)+Y;

end
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Aabstract

In the network location problem the aim is to determine the optimum location facil-
ities on the Network. This work will be done by providing algorithms for solving these
problems. the proposed algorithms, the algorithm that with less time and less cost is more
applicable.
The P-median problem is one of important problem in location theory and have many
applications in various fields such as locating distribution centers, office centers.
Lagrangean Relaxation is one of the first methods for solving location problems. La-
grangean relaxation is in fact a way to solve problems in operations research. In this
thesis, we analyze the implications of the theory of location problem.
In the first chapter, a series of basic concepts and definitions and theorems of the concept
of Relaxation is expressed.
In Second chapter, we define the problem of simple plant location problem, We provide
lower bound for the optimal solution to this problem.
In chapter three, the lower bound p-median problem gain with expresion a heuristic algo-
rithm.
In the final chapter, Lagrangean methods, and heuristic Surrogate-Lagrangean examined
to solve the p-median problem and compared their results.

keywords: Lagrangean Relaxation , Location , P-Median Problem , Simple Plant
Location Problem.
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