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شریعتی علی دکتر از ١مناجاتی



චاری ণپاس໋�

گاه، ণپاسઍ࡙ख़وص೯داو৯دیا॥تୀૼنग़قدرඟ໊دآن�ଦراشایدୀایدیࢂඟیग़قدرنࢁඟده،ජ໑ااষࣇخابඟ໊دభหاଌنجا৾
باراঀھا،خاॲعاభୀଡگاتিඟ໊شਗی�࣒مୀૼنرऴمزدی باॵمآنऒودॣعادتਗی�ऒواগد. اभࣇخارع࢙م�ا৯دوزیداতه
با॰دଘوେدیک�ॴୃوم.تࢁඟموৎࡁඣز່اوانख़ࡗතر آنඵෂزانواਪฬیراದหࣥواৣمభభیاییࢁඟانग़ࡁणජࢵتࠪور࣒م.
ଦناࣾتآن�তభدیدඟ໊࣓مੀ४اජ໑تانناหه�یীد৯پاساণ،بافජࡁॲیਖ࣓নرصادقرනید༚نابآপندمേ॒تادارণا
৮دراदଡدم ෙय़بانభکඟ໊ده�ایدواଌنঃباਦیا॥تઈোࢹبইଽسਖ৶ی�ॴود. ऒودازিشا�ଡیاॽوඇඞࢌوഎࠝ࢟ت೯داو৯د
را ೯دا زباৣمඪ༚را॥توکلاफ़مال૰نণหپاਉیऒభورৎقدേ৷تاندارم. ୀداಶඍنభدষیایریایاتراୀૼنآड़و౻ංید.

ୀاশتانآرزودارم.
భپایان،রوਗଖی�زৣمୀدণتان೯داو৯دگارانෙय़وෙय़بای،৮دروماସభ୍موভعداز೯دا،ণتاীشਗی�࣒موओودग़قدس�شانرا
ज़وऴمরود৯دازঈودਕیหیاলمৎࡺජب೯ଘداو৯دراباع࢙م�آड़وزی.اঃیدوارمباৎࡺୌජاଌنمࣥوبड़وপباتऒوਭࣨودی�شانرا
ඟمরوده�ا৯دراੌوੜیایࣼماৣمਗی�࣒م.با॰دड़وൺঘࢾشان ੀय़یاඟ໊دهباॵم.خاکپای৳ماਗیইسایభاଌنड़وनࡺࢹتঙاهویاری໋�

را�گاهازیادධرم.

भیاિی دیૡં༙۹۲ه



ث

ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی فیاضی اینجانبفاطمه
تحت ، فازی گراف�های در فازی ویژه مقادیر بررسی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد شعرباف رحیمی صادق دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

भیاિی دیૡં༙۹۲ه

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
ویژه مقادیر یافتن برای است. شده بررسی آن کاربردهای و فازی ویژه مقادیر موضوع پایان�نامه این در
ویژه�ی مقادیر محاسبه برای α-برش مفهوم از روش یک در است. شده استفاده مختلف روش دو از فازی
دیگر روش و است شده استفاده فازی کاملا خطی سیستم از فازی ویژه�ی بردارهای آن، با متناظر و فازی
اول فصل در می�آید. به�دست دترمینان از استفاده با که است فازی عدد عضویت تابع مقدار بر مبتنی
گراف، طیف شامل ویژه مقادیر با مرتبط مفاهیم دوم فصل در است. شده بیان موضوع از تاریخچه�ای
بردارنده�ی در چهارم و سوم فصل�های است. شده بررسی گراف انرژی برای کران�ها برخی و گراف انرژی
حالت در فازی اعداد از استفاده با فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن برای مختلف، روش دو
انرژی نوع این به مربوط کران�های برخی و گراف لاپلاسین انرژی شامل پنجم فصل است. پارامتری
ویژه مقادیر به مربوط کران�ها برخی آن بر علاوه شد. داده تعمیم فازی حالت به انر�ژی این همچنین است.
قطعی به�صورت موضوع ابتدا فصل هر در بهتر، فهم برای گردید. محاسبه فازی گراف�های در انرژی و

است. شده بررسی آن فازی حالت سپس و بیان
کلیدی: کلمات

فازی کاملا خطی سیستم فازی، لاپلاسین انرژی فازی، گراف انرژی گراف، طیف فازی، گراف
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١ فصل

اولیه تعاریف و مقدمه

مطالعه مورد موضوع تاریخچه ١.١

مجموعه�های نظریه پایه بر فازی اعداد نظریه است. داده�ها بودن نادقیق توضیح راه�های از یکی فازی اعداد
مجموعه�های نظریه . [۴١] کرد معرفی ١٩۶۵ سال در زاده١ لطفی که است شده پایه�گذاری فازی
آمار مدیریتی، علوم اجتماعی، علوم پزشکی، شامل: مختلف، تحقیقات از جدی و قوی زمینه�ی فازی،
کامپیوتری، شبکه�های رباتیک، الگو، تشخیص پردازشسیگنال، هوشمصنوعی، گراف، نظریه مهندسی،

است. آورده وجود به را . . . و تخصصی سیستم�های
ویژه بردارهای و ویژه مقادیر به مربوط کاربردی، علوم و مهندسی در ماتریس�ها کاربردهای از بسیاری
و پیشرفته دینامیک�های الکترونیک، مدارهای ارتعاش، تحلیل و تجزیه نظریه کنترل، نظریه است.
ویژه بردارهای و حقیقی ویژه مقادیر هستند. کاربردها از مختصری زمینه�های فقط کوانتوم مکانیک�های
ماتریس به شده داده ماتریس تبدیل فرآیند معمولی، دیفرانسیل معادلات مطالعه در مهمی نقش حقیقی
ترکیبیات، در روش�هایی ویژه، مقادیر کاربردهای دیگر از .[١] دارد معکوس ماتریس یافتن یا قطری
برای ویژه مقادیر کران�های مثال، برای دارد. زیادی قدمت که است ترکیبیاتی بهینه�سازی و گراف نظریه
گراف، ویژه�ی مقادیر همین�طور .[٣٨ ،١٨] است شده بررسی هافمن٣ و ولف٢ توسط که رنگی عدد
در همینگ فاصله می�نیمم کدگذاری، نظریه در مثال به�طور می�کند. مشخص را گراف توپولوژیکی ساختار
از برخی .[٣۴] می�شود داده نشان منتظم گراف یک از بزرگی، نظر از ویژه مقدار دومین با خطی کد یک
حساب همچنین .[٣٧ ،٨ ،۴٠] است شده بررسی یانگ۶ بیگز۵، ، سیتکویچ۴ ولف، توسط خواص این

١Lotfi Zade
٢Wilf
٣Haffman
۴Cvetkovic
۵Biggs
۶Yong



٢ اولیه تعاریف و مقدمه .١

نمایش فازی اعداد با پارامترها آن در که دارد، خطی سیستم محاسبه در گسترده�ای کاربرد فازی، اعداد
سیستم�های حل برای کلی روش یک اولین�بار برای می�نامند. فازی٧ خطی سیستم آن�را و می�شوند داده
ماتریس ضرایب سیستم�ها، این در .[٢۵] شد ارائه فردمن٨ توسط ١٩٩٨ سال در ،(n×n) فازی خطی
به می�توان این بر علاوه .[٢٨] است دلخواه فازی بردارهای از ستونی تساوی، راست طرف و قطعی
عددهای پارامترها، تمام سیستم�ها این در کرد. اشاره فازی خطی سیستم�های از دیگری مهم حالت�های
٢٠٠۶ سال در هاشمی و دهقان می�نامند. (FFLS) فازی کاملا خطی سیستم�های آن�را و هستند فازی
سیستم از مثبت، فازی برداری جواب یافتن برای روش�هایی به ، [٢۴] ٢٠٠٧ سال در دهقان ، [١١]
قاعده اساس بر که محاسباتی روش�های از برخی ٢٠٠۶ سال در دهقان پرداخته�اند. فازی کاملا خطی
جواب یافتن برای خطی١٢ برنامه�ریزی روش و ١١LU تجزیه روش گاوس١٠، حذفی روش ،٩ کرامر

.[١٠] کرد بررسی FFLS از را شده١٣ تقریب�زده
A١X+b١ = A٢X+b٢ سیستم تبدیل با برداری جواب یافتن برای الگوریتمی مازیولی١۴ ٢٠٠۶ سال در

. [٢٧] است b = b١ − b٢ و A = A١ − A٢ آن در که داد ارائه ، AX = b (FFLS) به
ارائه AX + b = CX + d از فازی کاملا خطی سیستم جواب یافتن برای روشی ٢٠٠٧ سال در مصلح
مجهول بردار X و فازی بردارهای d و b فازی، ضرایب با مربعی ماتریس�های C و A آن در که داد

. [٢۶] است فازی عدد n شامل
فازی کاملا خطی سیستم حل برای را ماتریس ضرایب از تجزیه�ای روش�های ناصری١۵، ٢٠٠٨ سال در
هستند. مثبت ماتریس ضرایب که داد ارائه FFLS حل برای روشی ٢٠٠٨ سال در اله�ویرانلو برد. به�کار
و ناصری همین�طور یافت. را FFLS مثبت جواب گریویل١۶ اساسروش بر ،٢٠٠٩ سال در ناصری
.[٢٩] دادند ارائه FFLS از نامنفی جواب تجزیه برای را جدیدی روش ٢٠١٠ سال در زحمتکش١٧
برای را جدیدی الگوریتم و دادند ارائه FFLS در ماتریس ضرایب از اساسی تجزیه سهرابی١٨ و ناصری
از تقریبی جواب یافتن برای را جدیدی روش ١٩ کومار ٢٠١٠ سال در .[٣١] کردند بنا FFLS حل
به که است مهم بسیار بنابراین .[٢۵ ،٢٢] آورد به�دست ذوزنقه�ای فازی اعداد از پارامترهایی با FFLS

٧Fuzzy Linear System (FLS)
٨Friedman
٩Cramer’s Rule
١٠Gauss Elimination Method
١١LU Decomposition Method
١٢Linear Programming Approach
١٣Approximated Solution
١۴Muzzioli
١۵Nasseri
١۶Grevill’s Method
١٧Zahmatkesh
١٨Sohrabi
١٩Kumar



٣ اولیه تعاریف .٢.١

فازی ویژه�ی بردارهای و فازی ویژه�ی مقادیر و کنیم بحث عددی روش�های توسعه مورد در تخصصی طور
بیابیم. را

اولیه تعاریف ٢.١

است. [۵] مرجع از برگرفته بخش، این تعاریف

از ناتهی مجموعه�ای VG آن در که است (VG, EG, ψG) مرتب سه�تایی گراف٢٠ یک .١.٢.١ تعریف
نامرتب جفت یک G یال هر به که است وقوع تابع ψG و یال�ها از مجموعه�ای EG و رئوس به�نام عناصر
می�دهیم. نشان G = (V,E) به�صورت را گراف پس این از می�کند. متناظر را VG از متمایز لزوما نه و
G = (n,m)به�صورت آن�را و می�نامیم (n,m)-گراف آن�را باشد، mیال و راس n گرافGدارای هرگاه

می�دهند. نشان n یا |V | با آن�را و می�نامند گراف مرتبه را G گراف رئوس تعداد می�دهیم. نشان

نامند، A ویژه٢١ یکبردار را X ناصفر بردار آنگاه باشد، n× n ماتریسی A(G) اگر .٢.٢.١ تعریف
. AX = λX باشیم داشته λ مقادیر از بعضی برای دیگر بیان به باشد. X از مضربی AX هرگاه

تساوی ویژه مقادیر یافتن برای می�نامند. λ نظیر A ویژه بردار را X و A ویژه٢٢ مقدار را λ عدد
داریم: بنابراین نوشت. AX = λIX فرم به می�توان را AX = λX

(λI − A)X = ٠

A ماتریس ویژه مقدار یک λپس باشد. det(λI − A) = ٠ که دارد ناصفر جواب زمانی دستگاه این
باشد. det(A− λI)X = ٠ اگر فقط و اگر است

چندجمله�ای به موسوم ،λ برحسب n درجه از چندجمله�ای یک به منجر A − λI دترمینان بسط
می�باشند. Aماتریس ویژه مقادیر چندجمله�ای این صفر�های که می�شود، مشخصه٢٣

{v١, v٢, . . . , vn}راس n با وزن بدون و جهت بدون ساده، Gگرافی = (V,E) فرضکنید تعریف٣.٢.١.
است: زیر صورت به� شده تعریف درایه�های با n× n ماتریسی ،A = [aij]

مجاورت٢۴ ماتریس باشد.

aij =

١, باشد. یال vivj,

٠, نباشد. یال vivj.

هستند. خطی٢۵ مستقل ماتریس، یک متمایز ویژه مقادیر به وابسته ویژه بردارهای [٩] .۴.٢.١ قضیه
٢٠Graph
٢١Eigenvector
٢٢Eigenvalue
٢٣Polynomial Characteristic
٢۴Adjacency Matrix
٢۵Linear Independence



۴ اولیه تعاریف و مقدمه .١

TAT−١ و A ویژه مقادیر یعنی هستند. یکسان ویژه مقادیر دارای مشابه ماتریس دو [٩] .۵.٢.١ قضیه
هستند. یکسان نامنفرد٢۶ ماتریس�های همه�ی برای

آن ویژه مقادیر همه اگر تنها و اگر است مثبت٢٧ معین نیمه A متقارن ماتریس [٩] .۶.٢.١ قضیه
باشد. صفر مساوی یا بزرگتر

فازی اساسی تعاریف ٣.١

است. شده گرفته نظر در [٢٣] و [١] مراجع از بخش این مطالب

عضویت درجه مجموعه، آن عضو هر به که می�شود گفته مجموعه�ای به فازی٢٨ مجموعه .١.٣.١ تعریف
[٠,١] مجموعه به X مرجع مجموعه از عناصر نگاشت µA تابع دیگر عبارت به شود. داده نسبت

است: زیر به�صورت

µA : X → [٠,١]

می�دهند. نمایش Ã با را A فازی مجموعه متداول به�طور

از کمتر آن�ها عضویت که است، شده ساخته عضوهایی از Ã فازی مجموعه α-برش٢٩ .٢.٣.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت Ã فازی مجموعه α-برش دیگر عبارت به نباشد. α

Ãα = {x ∈ X : µÃ(x) ≥ α}

α = ١ که حالتی در و است قطعی٣٠ مجموعه�ای مجموعه، این و است دلخواه α ∈ (٠,١] که کنید توجه
می�نامند. هسته٣١ را Ã از ١-برش باشد،

باشد نامنفی آ�ن�ها عضویت تابع که است شده ساخته عناصری از Ã مجموعه محمل٣٢ .٣.٣.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت و

support(Ã) = {x ∈ X : µÃ(x) > ٠}

است. µÃ : X → [٠,١] آن در که

٢۶Non-Singular
٢٧Positive Semidefinite
٢٨Fuzzy Set
٢٩α-Cut
٣٠Crisp
٣١Kernel
٣٢Support



۵ فازی اساسی تعاریف .٣.١

به�صورت ، R فازی٣٣ رابطه�ی باشند. فازی) یا (قطعی مجموعه دو B و A کنید فرض .۴.٣.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر

µR : A×B → [٠,١]

R = {((x, y), µR(x, y)) | µR(x, y) ≥ ٠, x ∈ A, y ∈ B}

باشد، µR(x, y) ≥ µR(x
′, y′) هرگاه می�دهد. نمایش را y و x بین رابطه٣۴ شدت µR(x, y) آن در که

دارد. (x′, y′) به نسبت قوی�تری رابطه�ی (x, y) گوییم

α-برش�ها تمام هرگاه باشد. فازی مجموعه�ای A و Rn در مرجع مجموعه X کنید فرض .۵.٣.١ تعریف
دیگر عبارت به گویند. نامحدب٣۶ �را آن این�صورت غیر در محدب٣۵، را فازی مجموعه باشند، محدب

داریم:

µA(t) ≥Min[µA(r), µA(s)]

t = (λ)r + (١− λ)s, r, s ∈ Rn, λ ∈ [٠,١]

تابع مقدار نقطه یک در حداقل (یعنی نرمال�شده محدب، فازی مجموعه یک هرگاه .۶.٣.١ تعریف
این�صورت در باشد پیوسته قطعه�ای به�طور و شده تعریف R روی عضویت تابع شود)، ١ برابر عضویت

می�نامند. فازی٣٧ عدد آن�را
می�شود تعریف u(r) و u(r) توابع از (u(r), u(r)) دوتایی به�صورت پارامتری حالت در u فازی عدد

می�کند: صدق زیر روابط در و است ٠ ≤ r ≤ ١ که

است. پیوسته راست از ٠ در و (٠,١] در پیوسته چپ از و نانزولی کران�دار تابعی u(r) •

است. پیوسته راست از ٠ در و (٠,١] در پیوسته چپ از و ناصعودی کران�دار تابعی u(r) •

است. ٠ ≤ r ≤ ١ که u(r) ≤ u(r) همواره •

فازی عدد کرد. اشاره ذوزنقه�ای٣٩ فازی عدد و مثلثی٣٨ فازی عدد به می�توان متداول فازی اعداد از
همگی ai : i = ١,٢,٣ آن در که می�شود تعریف Ã = (a١, a٢, a٣) مرتب سه�تایی به�صورت مثلثی

است: زیر به�صورت آن عضویت تابع طرفی از هستند. حقیقی اعداد

٣٣Fuzzy Relation
٣۴Strength of Relation
٣۵Convex
٣۶Non-Convex
٣٧Fuzzy Number
٣٨Triangular Fuzzy Number (TFN)
٣٩Trapezoidal Fuzzy Number



۶ اولیه تعاریف و مقدمه .١

µÃ(x) =



٠, x < a١,

x−a١
a٢−a١

, a١ ≤ x ≤ a٢

a٣−x
a٣−a٢

, a٢ ≤ x ≤ a٣

٠, x > a٣.

برای ai آن در که می�شود تعریف Ã = (a١, a٢, a٣, a۴) مرتب چهارتایی به�صورت ذوزنقه�ای فازی عدد
است: زیر به�صورت آن عضویت تابع همچنین هستند. حقیقی اعداد i = ١, . . . ,۴ هر

µÃ(x) =



٠, x < a١

x−a١
a٢−a١

, a١ ≤ x ≤ a٢

١, a٢ ≤ x ≤ a٣

a۴−x
a۴−a٣

, a٣ ≤ x ≤ a۴

٠, x > a۴.

فازی اعداد روی عملگرها برخی ١.٣.١

اسکالر و است ٠ ≤ r ≤ ١ که دلخواه ṽ = (v(r), v(r)) و ũ = (u(r), u(r)) برای .٧.٣.١ تعریف
به�صورت ترتیب به که می�کنیم تعریف را ضرب و k ∈ R با اسکالر �ضرب تفاضل، جمع، ،k ∈ R دلخواه

است: زیر

جمع .١

u+ v(r) = u(r) + v(r), u+ v(r) = u(r) + v(r)

تفاضل .٢

u− v(r) = u(r)− v(r), u− v(r) = u(r)− v(r)

اسکالر ضرب .٣

kũ =

(ku(r), ku(r)) , k ≥ ٠

(ku(r), ku(r)) , k < ٠

ضرب .۴

uv(r) = min {u(r)v(r), u(r)v(r), u(r)v(r), u(r)v(r)}

uv(r) = max{u(r)v(r), u(r)v(r), u(r)v(r), u(r)v(r)}

می�شود: گرفته نظر در زیر حالت�های فازی، عدد دو ضرب برای



٧ فازی اساسی تعاریف .٣.١

داریم: بنابراین باشد، ṽ ≥ ٠ و ũ ≥ ٠ هرگاه •
uv(r) = u(r)v(r),

uv(r) = u(r)v(r).

داریم: بنابراین باشد، ṽ ≤ ٠ و ũ ≤ ٠ هرگاه •
uv(r) = u(r)v(r),

uv(r) = u(r)v(r).

داریم: بنابراین باشد، ṽ ≤ ٠ و ũ ≥ ٠ هرگاه •
uv(r) = u(r)v(r),

uv(r) = u(r)v(r).

داریم: بنابراین باشد، ṽ ≥ ٠ و ũ ≤ ٠ هرگاه •
uv(r) = u(r)v(r),

uv(r) = u(r)v(r).

بازه�ای عملگرهای ٢.٣.١

زیر به�صورت بازه�ای عملگرهای باشند. R روی بازه�های B = [b١, b٣] و A = [a١, a٣] کنید فرض
می�شوند: تعریف

جمع .١
[a١, a٣](+)[b١, b٣] = [a١ + b١, a٣ + b٣]

تفاضل .٢
[a١, a٣](−)[b١, b٣] = [a١ − b٣, a٣ − b١]

ضرب .٣
[a١, a٣](•)[b١, b٣] = [a١•b١∧a١•b٣∧a٣•b١∧a٣•b٣, a١•b١∨a١•b٣∨a٣•b١∨a٣•b٣]

هستند. ماکسیمم و مینیمم ترتیب به ∨ و ∧ آن در که

تقسیم .۴
[a١, a٣](/)[b١, b٣] = [a١/b١ ∧ a١/b٣ ∧ a٣/b١ ∧ a٣/b٣, a١/b١ ∨ a١/b٣ ∨ a٣/b١ ∨ a٣/b٣]

باشند. b٣ = ٠ یا b١ = ٠ آن در که حالاتی به�جز



٨ اولیه تعاریف و مقدمه .١

معکوس بازه .۵
[a١, a٣]

−١ = [
١
a١

∧ ١
a٣
,
١
a١

∨ ١
a٣

]

باشند. a٣ = ٠ یا a١ = ٠ آن در که حالاتی به�جز

α-برش �وسیله�ی به مثلثی فازی عدد روی عملگر ٣.٣.١

ترتیب به آن�ها α-برش باشند. مثلثی فازی عدد دو B̃ = (b١, b٢, b٣) و Ã = (a١, a٢, a٣) کنید فرض
است: زیر به�صورت

Ãα = [a
(α)
١ , a

(α)
٣ ],∀α ∈ [٠,١], a١, a٣, a(α)١ , a

(α)
٣ ∈ R

B̃α = [b
(α)
١ , b

(α)
٣ ],∀α ∈ [٠,١], b١, b٣, b(α)١ , b

(α)
٣ ∈ R

و b(α)١ = (b٢ − b١)α + b١ ،a(α)٣ = −(a٣ − a٢)α + a٣ ،a(α)١ = (a٢ − a١)α + a١ آن در که
است. b(α)٣ = −(b٣ − b٢)α+ b٣

آن�ها برای را بازه�ای عملگرهای می�توان بنابراین است، قطعی مجموعه�ای فازی، اعداد α-برش چون
برد. بکار زیر به�صورت

جمع •
[a

(α)
١ , a

(α)
٣ ](+)[b

(α)
١ , b

(α)
٣ ] = [a

(α)
١ + b

(α)
١ , a

(α)
٣ + b

(α)
٣ ].

تفاضل •
[a

(α)
١ , a

(α)
٣ ](−)[b

(α)
١ , b

(α)
٣ ] = [a

(α)
١ − b

(α)
٣ , a

(α)
٣ − b

(α)
١ ].

نیست. مثلثی فازی آن�ها تقسیم و ضرب ولی است مثلثی فازی عدد مثلثی، فازی اعداد تفاضل و جمع

ساده پایان�نامه این در شده گرفته نظر در گراف�های همه�ی که است توضیح به لازم .٨.٣.١ ملاحظه
هستند.



٢ فصل

فازی گراف طیف

گراف طیف معرفی ١.٢

مرتبه با همراه گراف مجاورت ماتریس از حاصل ویژه مقادیر مجموعه ،G گراف١ طیف .١.١.٢ تعریف
به هریک تکرار مرتبه و λ١, λ٢, . . . , λn ویژه مقادیر اگر می�باشد. ویژه مقادیر این از یک هر تکرار

می�دهیم: نشان زیر به�صورت را G گراف طیف آنگاه باشد، m(λ١),m(λ٢), . . . ,m(λn) ترتیب

Spec(G) =

[
λ١ λ٢ . . . λn

m(λ١) m(λ٢) . . . m(λn)

]
گراف طیفی نظریه�ی را گراف نظریه�ی از زمینه این دارد. رابطه گراف خواص با گراف طیف خواص
گسترده�ای زمینه�ی در گراف طیف گردید. مطرح ١٩۵٧ سال در سینکویتز٣ و ٢ کولاتز توسط که می�نامند
شبکه�های در ویروس انتشار سازی مدل چهره، تشخیص بهینه�سازی، به مربوط مسائل آمار، فیزیک، از
در همین�طور ریاضیات، شاخه�های سایر داده، پایگاه�های در شخصی اطلاعات امنیت تامین کامپیوتری،
می�شود، نامیده هاکل۴ مولکولی اوربیتال نظریه� که هیدروکربن نشده�ی اشباع مولکولی نظریه�ی در شیمی

.[٧] دارد کاربرد
λ١ ≥ λ٢ ≥ . . . ≥ λn نزولی ترتیب به آن ویژه�ی مقادیر و یال m و راس n با ساده گراف G هرگاه

:[۶] است برقرار آن برای مهم خاصیت دو همواره آنگاه باشند،

آنگاه: باشد، راس n با ساده گراف G کنید فرض .٢.١.٢ لم

الف)
n∑

i=١
λi = ٠,

١Spectrum
٢Collatz
٣Sinogowitz
۴Huckel

٩



١٠ فازی گراف طیف .٢

ب)
n∑

i=١
λ٢i = ٢m.

اصلی قطر روی عناصر تمام بنابراین است، حلقه فاقد و ساده گرافی G که آن�جایی از الف) برهان.
عناصر مجموع A مربعی ماتریس اثر۵ تعریف، بنابر است. صفر G گراف از مجاورت ماتریس
اصلی�اند. قطر بر واقع عناصر همان قطری، ماتریس�های ویژه مقادیر طرفی از است. آن قطری
اعضای و است قطری نیز ماتریس این این�صورت در دهیم، تشکیل را λI −Aماتریس اگر زیرا

بنابراین می�باشد. λ− aii ماتریس این

det(λI − A) = (λ− a١١)(λ− a٢٢) · · · (λ− ann) = ٠

داشت: خواهیم نتیجه در است. Aماتریس ویژه مقادیر λ١ = a١١, . . . , λn = ann پس
n∑

i=١
λi = tr(A) =

n∑
i=١

ai,i = ٠.

،k ∈ N ازای به Ak ویژه مقادیر آنگاه باشند، A ماتریس ویژه مقادیر λ١, . . . , λn هرگاه ب)
درجه�ی a٢i,i که آن�جایی از اما است. A٢ ماتریس ویژه مقدار λ٢ بنابراین است. λk١, . . . , λkn

داشت: خواهیم پس است. درجات مجموع با برابر tr(A٢) بنابراین است، iراس
n∑

i=١
λ٢i = tr(A٢) =

n∑
i=١

a٢i,i,

خواهیم بنابراین است. یال�ها تعداد برابر دو گراف، یک در درجات مجموع همواره همچنین
داشت:

n∑
i=١

λ٢i = ٢m.

گراف انرژی ٢.٢

از این�که، است مشخص آن نام از که همان�طور است. انرژی گراف، طیف به مربوط مفاهیم از یکی
به قدمت نظر از شیمی در π-الکترون انرژی مطالعه�ی است. شده گرفته الهام شیمی علم در انرژی مفهوم
این می�شود. محاسبه کولسن۶ انتگرال از استفاده با انرژی این مقدار شیمی در برمی�گردد. ١٩۴٠ سال
انتگرال، این .[۴٢] است موسوم کولسون انتگرال به و شد معرفی کولسون توسط ١٩۴٠ سال در فرمول

است. شده بیان زیر در قضیه به�صورت

۵Trace
۶Coulson



١١ گراف انرژی .٢.٢

: آنگاه باشد، راس n با گرافی G اگر [۴٢] .١.٢.٢ قضیه

Eπ(G) =
١
π

∫ ∞

−∞

[
n− ixφ′(G, ix)

φ(G, ix)

]
dx =

١
π

∫ ∞

−∞

[
n− x

d

dx
lnφ(G, ix)

]
dx

است. i =
√
−١ آن در که

برای ساده�تر رابطه�ای دنبال به دانشمندان است، پیچیده انتگرال این محاسبه�ی که آن�جایی از اما
انرژی محاسبه�ی برای رابطه�ای گاتمن٧ ایوان توسط ١٩٧٨ سال در .[١٢] هستند انرژی این محاسبه�ی
انتگرال از استفاده با که است انرژی مقدار با برابر مقدار، این که شده ثابت همچنین است. شده تعریف
و گاتمن ایوان توسط وزن�دار٩ گراف و علامت�دار٨ گراف برای انرژی همچنین می�شد. محاسبه کولسن

.[٢٠] است شده ارائه ٢٠١١ سال در شائو١٠

می�شود: تعریف زیر به�صورت G = (V,E) ساده گراف انرژی١١ .٢.٢.٢ تعریف

E(G) =
n∑

i=١
|λi|

.[۴] است G گراف مجاورت ماتریس از حاصل ویژه مقادیر ،λi : ١ ≤ i ≤ n آن در که

باشد. بدیهی گراف اگر وتنها اگر است، صفر گراف انرژی .٣.٢.٢ نتیجه

گراف انرژی برای کران�ها برخی تعیین ١.٢.٢

شد. استخراج [١٧] و [١۶] مراجع از زیربخش این مطالب

آنگاه: باشد، آن مجاورت ماتریس A و یال m راس، n با ساده گراف G کنید فرض .۴.٢.٢ √قضیه
٢m+ n(n− ١)|detA| ٢n ≤ E(G) ≤

√
٢mn.

داریم: گراف انرژی تعریف طبق برهان.

E(G)٢ =

(
n∑

i=١
|λi|

)٢

=
n∑

i=١
|λi|٢ + ٢

∑
i<k

|λi||λk|

= ٢m+ n(n− ١)AM{|λi||λk|},

(١.٢)

٧�Ivan Gutman
٨Signed Graph
٩Weighted Graph
١٠Shao
١١Energy



١٢ فازی گراف طیف .٢

از . است (i < k) ،|λi||λk| از مجزا جمله�ی n(n−١)
٢

حسابی١٢ میانگین ،AM{|λi||λk|} آن در که
بنابراین باشد. بیشتر نمی�تواند آن�ها حسابی میانگین از نامنفی، اعداد هندسی١٣ میانگین همواره طرفی

داریم:

GM{|λi||λk|} =

(∏
i<k

|λi||λk|

) ٢
n(n−١)

=

(
n∏

i=١
|λi|(n−١)

) ٢
n(n−١)

=

(
n∏

i=١
|λi|

) ٢
n

= |detA|
٢
n ,

(٢.٢)

داشت: خواهیم (٢.٢) و (١.٢) روابط از استفاده با نتیجه در

E(G) ≥
√
٢m+ n(n− ١)|detA| ٢n , (٣.٢)

بنابراین است، صفر مساوی یا بزرگتر نامنفی اعداد واریانس همواره چون نامساوی، راست طرف برای
داریم:

var{|λi|} = AM{|λi|٢} − (AM{|λi|})٢

=
١
n

n∑
i=١

|λi|٢ −

(
١
n

n∑
i=١

|λi|

)٢

=
٢m
n

−
(
E(G)

n

)٢
≥ ٠

(۴.٢)

داریم: نتیجه در و E(G)٢ ≤ ٢mn بنابراین
E(G) ≤

√
٢mn, (۵.٢)

می�شود. اثبات قضیه (۵.٢) و (٣.٢) روابط ترکیب از بنابراین

باشد. E(G) =
√
٢mn اگر تنها و اگر است یک یا صفر درجه از منتظم گرافی G .۵.٢.٢ نتیجه

آنگاه: باشد، یال m دارای G گراف اگر .۶.٢.٢ قضیه
٢
√
m ≤ E(G) ≤ ٢m.

تنها، راس بدون و یال m و راس n با گراف هر برای چون نامساوی، راست طرف اثبات برای برهان.
داریم: (۵.٢) رابطه�ی از استفاده با است، n ≤ ٢m همواره

E(G) ≤
√
٢mn ≤

√
٢m(٢m) = ٢m,

١٢Arithmetic Mean (AM)
١٣Geometric Mean (GM)



١٣ گراف انرژی .٢.٢

است. E(G) ≤ ٢m بنابراین و
داریم: (٢.١.٢) لم از استفاده با نامساوی، چپ طرف اثبات برای

٢
∑

١≤i<j≤n

λiλj = −٢m,

داشت: خواهیم گراف انرژی تعریف از استفاده با بنابراین

E(G)٢ =

(
n∑

i=١
|λi|

)٢

= ٢m+ ٢
∑
i<j

|λi||λj| ≥ ٢m+ ٢|
∑
i<j

λiλj|

= ٢m+ | − ٢m| = ۴m,

می�شود. ثابت قضیه و است E(G) ≥ ٢√m نتیجه در

G اگر تنها و اگر است، E(G) = ٢√m باشد نداشته تنهایی راس هیچ G که حالتی در .٧.٢.٢ نتیجه
باشد. یک درجه�ی از منتظم G اگر تنها و اگر است، E(G) = ٢m و باشد کامل دوبخشی گراف یک

از حاصل ویژه مقدار بزرگترین λ١ و یال m و راس n با ساده گراف G کنید فرض .٨.٢.٢ قضیه
آنگاه: باشد، آن مجاورت ماتریس

E(G) ≤ λ١ +
√
(n− ٢)(١m− λ٢١)

داریم: (|λ٢|, . . . , |λn|) و (١, . . . ,١) برای شوارتز١۴ کوشی- نامساوی از استفاده با )برهان.
|

n∑
i=٢

λi|

)٢

≤ (
n∑

i=٢
|λi|٢)(n− ١), (۶.٢)

داریم: بالا رابطه�ی و انرژی تعریف از استفاده با همچنین

(E(G))٢ =

(
n∑

i=١
|λi|

)٢

≤ |λ٢|١ + (n− ٢)(١m− λ٢١),

(٧.٢)

است. برقرار زیر رابطه�ی نتیجه در و

E(G) ≤ λ١ +
√

(n− ٢)(١m− λ٢١). (٨.٢)

کرد. بازنویسی دیگری شکل به می�توان را (٨.٢.٢) قضیه�ی

١۴Cauchy- Schwarz



١۴ فازی گراف طیف .٢

است. ٢m ≥ n باشد، نداشته تنها راس G گراف هرگاه .٩.٢.٢ نتیجه
است. نزولی x ≥ ٢m

n
ازای به F (x) = x+

√
(n− ٢)(١m− x٢) تابع طرفی از

داشت: خواهیم بنابراین

E(G) ≤ ٢m
n

+

√
(n− ١)

(
٢m− (

٢m
n

)٢
)

(٩.٢)

درجه�ی از منتظم گرافی G اگر وتنها اگر است، برقرار تساوی به�صورت (٩.٢) رابطه�ی .١٠.٢.٢ نتیجه
دو، هر که باشد، غیربدیهی ويژه مقدار دو با غیرکامل همبند منتظم شدت به گرافی یا n− ١ یک، صفر،

دارند: را زیر قدرمطلق √مقدار
[٢m− (٢m

n
)٢]

n− ١ .

گراف انرژی در روابط برخی ٢.٢.٢

:[١٧] است شده اثبات ژئو١۵ و گاتمن توسط زیر روابط از یک هر

باشد. m = ٠ اگر وتنها اگر است، برقرار تساوی و است E(G) ≥ ٠ همواره .١١.٢.٢ نکته

: آنگاه باشد، G٢ و G١ همبندی مولفه�ی دو شامل G گراف هرگاه .١٢.٢.٢ نکته

E(G) = E(G١) + E(G٢).

تنها رئوس آن مولفه�های سایر و بوده G گراف از همبندی مولفه�های از یکی G١ هرگاه .١٣.٢.٢ نکته
آنگاه: باشند،

E(G) = E(G١).

فازی گراف طیف ٣.٢

است، G̃ = (σ, µ) مرتب دوتایی به�صورت ،V زمینه مجموعه با فازی١۶ گراف یک .١.٣.٢ تعریف
فازی رابطه�ای µ : V × V → [٠,١] و V ناتهی مجموعه از فازی مجموعه زیر یک σ : V → [٠,١] که

باشیم: داشته که به�طوری است، σ فازی مجموعه زیر روی

µ(x, y) ≤ σ(x) ∧ σ(y) : ∀x, y ∈ V,

می�دهیم، نشان G∗ = (σ∗, µ∗) با را G̃ از زمینه� گراف می�شود. داده نشان G̃ = (Ṽ , Ẽ) با گراف این
است. µ∗ = E ⊆ V × V و رئوس از ناتهی مجموعه�ی σ∗ که

١۵Bo Zhou
١۶Fuzzy Graph



١۵ فازی گراف طیف .٣.٢

اساس و پایه بر مطلب این پرداخت. فازی گراف�های مورد در بحث به رزنفلد١٧ ،١٩٧۵ سال در
نظر در رزنفلد توسط فازی مجموعه�های بین فازی رابطه�های بود. شده بنا ،١٩٧٣ سال در کافمن١٨ ایده
بخشید توسعه را نظری مفاهیم و گراف�ها برخی مقایسه شامل فازی، گراف�های ساختار وی و شد گرفته

.[٢١ ،٣٠]

آن�را که باشد قطعی مجموعه�ای می�تواند V رئوس مجموعه فازی، گراف تعریف در .٢.٣.٢ ملاحظه
: [٢٣] می�دهیم نمایش زیر به�صورت

G̃ = (V, Ẽ).

ناتهی مجموعه�ی دو هرگاه گویند، فازی١٩ دوبخشی گراف را G̃ = (σ, µ) فازی گراف .٣.٣.٢ تعریف
.[٣٣] باشد µ(u, v) = ٠ ،V٢ یا V١ به متعلق u, v هر برای که به�طوری داشته، وجود رئوس از V٢ و V١

باشیم: داشته هرگاه گویند، کامل٢٠ فازی گراف را G̃ = (σ, µ) فازی گراف .۴.٣.٢ تعریف
∀u, v ∈ V : µ(u, v) = σ(u) ∧ σ(v),

باشد داشته وجود بالا شرط به یالی گراف، راس دو هر بین دیگر عبارت به است. v و u بین یال uv که
.[١۵]

.[٣] می�شود گرفته نظر در Ã = [ãij] ،G̃ فازی گراف از فازی٢١ مجاورت ماتریس .۵.٣.٢ تعریف

ãij =

µ(ui, uj), مجاورند ujو ui ,هرگاه

٠, موارد .سایر

است. شده داده نشان فازی گراف�های از نمونه دو (٢.٢) و (١.٢) شکل�های در .۶.٣.٢ مثال

..

٠٫ ٩

.

٠٫ ۶

.

٠٫ ٧

.

١

.٠٫ ۴ .

٠٫ ٢

.

٠٫ ١

.٠٫ ٩. ٠٫ ۶

G̃١ = (Ṽ , Ẽ) فازی گراف� :١.٢ شکل

١٧Rosenfeld
١٨Kauffman
١٩Bipartite Fuzzy Graph
٢٠Complete Fuzzy Graph
٢١Fuzzy Adjacency Matrix



١۶ فازی گراف طیف .٢

..

a١

.

a٢

.
a٣

.

b١

.
b٢

.

٠٫ ٨

. ٠٫ ٢.

٠٫ ٣

.
٠٫ ٧

.

٠٫ ۴

G̃٢ = (V, Ẽ) فازی گراف� :٢.٢ شکل

می�شود: داده نشان زیر به�صورت G̃١ فازی گراف مجاورت ماتریس .٧.٣.٢ مثال

Ã =


٠ ٠٫ ١ ٠٫ ٩ ٠٫ ۴
٠٫ ١ ٠ ٠٫ ۶ ٠
٠٫ ٩ ٠٫ ۶ ٠ ٠٫ ٢
٠٫ ۴ ٠ ٠٫ ٢ ٠


مقادیر مجموعه باشد. آن مجاورت ماتریس Ã و فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٨.٣.٢ تعریف
گراف طیف ویژه، مقادیر این از یک هر تکرار مرتبه با همراه گراف مجاورت ماتریس از حاصل ویژه

می�شود. تعریف فازی٢٢

فازی گراف انرژی ١.٣.٢

فازی٢٣ انرژی باشد. آن مجاورت ماتریس Ã و فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٩.٣.٢ تعریف
.[٣ ،١٩] می�شود تعریف Ã از ویژه مقادیر قدرمطلق مجموع ،G̃ از

به�صورت گراف این طیف بگیرید. نظر در را (٣.٢) شکل در G̃ فازی دوبخشی گراف .١٠.٣.٢ مثال
است: زیر

{λ̃١ = ٠٫ ۴٠۴۶, λ̃٢ = ٠٫ ٢١٩٨, λ̃٣ = ٠٫ ٠٨٩٢, λ̃۴ = −٠٫ ٠٨٩٢, λ̃۵ = −٠٫ ٢١٩٨, λ̃۶ = −٫ ۴٠۴۶}

هستند. قرینه دو به دو گراف این ویژه�ی مقادیر که می�شود توجه
است. E(G̃) = ٢

∑٣
i=١ λ̃i = ١٫ ۴٢٧٢ آن، انرژی طرفی از

گراف، این مجاورت ماتریس B̃ بگیرید. درنظر را (۴.٢) شکل در G̃ فازی گراف .١١.٣.٢ مثال
است. زیر به�صورت

٢٢Fuzzy Spectrum
٢٣Fuzzy Energy



١٧ فازی گراف طیف .٣.٢
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f(٠٫ ٣)

.٠٫ ٢ .٠٫ ١ .٠٫ ٢ . ٠٫ ٣. ٠٫ ١.
٠٫ ١

G̃ فازی دوبخشی گراف :٣.٢ شکل

..٠٫ ١ .

٠٫ ١

.

٠٫ ٣

.٠٫ ١. ٠٫ ٢

G̃ فازی گراف :۴.٢ شکل

B̃ =


٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١
٠٫ ١ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ١
٠ ٠٫ ٢ ٠ ٠٫ ٣
٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ٣ ٠


است. {−٠٫ ٣۴۴٠٫−,٢ ١,٠٫ ٠٠۶۶,٠٫ ۴٣٧۶} ،B̃ مجاورت ماتریس از آمده به�دست ویژه مقادیر

شد. خواهد E(G̃) = ٠٫ ٨٨٨۴ < ١ گراف انرژی تعریف طبق بنابراین

نتیجه این اما .[۴] است ١ از بیشتر همیشه وزن�دار)، (غیر غیربدیهی ساده گراف انرژی .١٢.٣.٢ نتیجه
نیست. درست همواره فازی گراف�های برای

فازی گراف انرژی برای کران�هایی ٢.٣.٢

فازی گراف�های انرژی مورد در بحث به سپس و بیان وزن�دار گراف�های انرژی مورد در حکم چند ابتدا
می�شود. پرداخته



١٨ فازی گراف طیف .٢

w(e) ̸= ٠ با G از یالی e و n ≥ ٣ مرتبه�ی از همبند وزن�دار گراف G کنید فرض [١٩] .١٣.٣.٢ لم
آنگاه: باشد،

E(G) < E(G− e) + ٢|w(e)|.

و ei : i = ١ . . . ,m یال وزن w(ei) و وزن�دار گرافی G = (n,m) کنید فرض [١٩] .١۴.٣.٢ قضیه
آنگاه: باشد، ناصفر

E(G) ≤ ٢
m∑
i=١

|w(ei)|,

راس دو حداکثر دارای G همبندی مولفه�های از هریک اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی آن در که
باشد.

بنابراین: باشد، e تنهای یال شامل G از (وزن�دار) فراگیر٢۴ زیرگراف Ge کنید فرض برهان.

A(G) =
m∑
i=١

A(Gei),

:[٢] داریم فان٢۵ کی نامساوی از استفاده با

E(G) = σ(A(G)) ≤
m∑
i=١

σ(A(Gei)) = ٢
m∑
i=١

|w(ei)|,

. می�کنیم اثبات را تساوی حالت ادامه در است. منفرد انرژی σ(A(G)) آن در که
آنگاه: باشد، ei تنهای یال شامل G از مولفه�ای Gi کنید فرض

E(G) =
m∑
i=١

E(Gi) = ٢
m∑
i=١

|w(ei)|.

e١ یال)، دو حداقل (یا راس سه حداقل شامل G از H١ مولفه�ی کنید فرض لزوم، قسمت اثبات برای
داریم: (١٣.٣.٢) لم از استفاده با آنگاه باشند، G مولفه�های سایر H٢, . . . , Hr و مولفه این از یالی

E(H١) < E(H١ − e١) + ٢|w(e١)|, (١٠.٢)

داشت: خواهیم بالا رابطه�ی بردن به�کار و انرژی تعریف از استفاده با بنابراین

E(G) =
r∑

i=٢
E(Hi) + E(H١)

<

r∑
i=٢

E(Hi) + E(H١ − e١) + ٢|w(e١)|

= E(G− e١) + ٢|w(e١)| ≤ ٢
m∑
i=٢

|w(ei)|+ ٢|w(e١)|

= ٢
m∑
i=١

|w(ei)|.

٢۴Spanning Subgraph
٢۵Ky Fan Inequality



١٩ فازی گراف طیف .٣.٢

وزن�دار گراف فازی، گراف است. آمده به�دست وزن�دار گراف انرژی برای بالایی کران قبل قضیه�ی در
کرد[٣]: تعبیر زیر به�صورت می�توان را قبل قضیه�ی بنابراین است. [٠,١] بازه�ی در وزن�های با

آنگاه: باشد، µ∗ = {e١, . . . , em} و |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .١۵.٣.٢ قضیه

E(G̃) ≤ ٢
m∑
i=١

µ(ei).

درجه اساس بر بالایی کران می�توان بنابراین شوند، گرفته نظر در فازی رئوس فازی، گراف در هرگاه
باشیم. داشته رئوس عضویت

باشد، µ∗ = {e١, . . . , em} و |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض [٣] .١۶.٣.٢ گزاره
آنگاه:

E(G̃) ≤ (n− ١)
n∑

i=١
σ(vi).

داریم: (١۵.٣.٢) قضیه�ی از استفاده با برهان.

E(G̃) ≤ ٢
m∑
i=١

µ(ei) ≤ ٢
n(n−١)

٢∑
i=١

µ(ei),

است. µ(ei) = ٠ : ∀i > m و µ(ei) ≤ min{σ(vi), σ(vj)} همواره طرفی از
داریم: vivj ∈ V (i ̸= j) هر برای بنابراین

E(G̃) ≤

n(n−١)
٢∑

i=١
µ(ei) + µ(ei)

≤
∑

١≤i<j≤n

σ(vi) + σ(vj)

= (n− ١)
n∑

i=١
σ(vi).

µ∗ = {e١, . . . , em} و ∗Gدور و |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) فرضکنید [٣] .١٧.٣.٢ گزاره
آنگاه: باشند،

E(G̃) ≤ ٢
n∑

i=١
σ(vi),

است. vi ∈ V : i = ١, . . . , n که

داریم: (١۵.٣.٢) قضیه�ی از استفاده با برهان.

E(G̃) ≤ ٢
n∑

i=١
µ(ei), (١١.٢)



٢٠ فازی گراف طیف .٢

است: زیر به�صورت ei آن در که

ei =

vivi+١ , i = ١, . . . , n− ١,

vnv١ , i = n,

می�نگارد: vi راس به را ei یال هر که کرد، تعریف زیر به�صورت می�توان را f نگاشت
f(ei) = vi : i = ١, . . . , n,

داریم: (١١.٢) از استفاده با بنابراین است، µ(ei) ≤ σ(vi) : i = ١, . . . , n که آن�جایی از

E(G̃) ≤ ٢
n∑

i=١
σ(vi).

باشد، µ∗ = {e١, . . . , em} و |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض [٣] .١٨.٣.٢ قضیه
آنگاه: باشد، یال i-امین به مربوط رابطه شدت mi = µ(ei) ٢√√√√و

m∑
i=١

m٢
i + n(n− ١)|detÃ| ٢n ≤ E(G̃) ≤

√√√√٢
(

m∑
i=١

m٢
i

)
n.

(|λ̃١|, . . . , |λ̃n|) و (١, . . . برای(١, کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده با نامساوی، راست طرف برای برهان.
داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی

n∑
i=١

|λ̃i| ≤

√√√√(
n∑

i=١
|λ̃i|٢)n, (١٢.٢)

داریم: بنابراین

(
n∑

i=١
λ̃i)

٢ =
n∑

i=١
|λ̃i|٢ + ٢

∑
١≤i<j≤n

λ̃iλ̃j, (١٣.٢)

داریم: را زیر رابطه�های همواره طرفی ∑از
١≤i<j≤n

λ̃iλ̃j = −
m∑
i=١

m٢
i , (١۴.٢)

n∑
i=١

|λ̃i|٢ = ٢
m∑
i=١

m٢
i , (١۵.٢)

داشت: خواهیم ، (١۵.٢) و (١٢.٢) روابط از استفاده با نتیجه در
n∑

i=١
|λ̃i| ≤

√√√√٢(
m∑
i=١

m٢
i )n, (١۶.٢)

می�یابیم: دست زیر رابطه�ی به بنابراین

E(G̃) ≤

√√√√٢(
m∑
i=١

m٢
i )n. (١٧.٢)



٢١ فازی گراف طیف .٣.٢

داریم: گراف انرژی تعریف از استفاده با نامساوی، چپ طرف اثبات )برای
E(G̃)

)٢
=

(
n∑

i=١
|λ̃i|

)٢

=
n∑

i=١
|λ̃i|٢ + ٢

∑
١≤i<j≤n

|λ̃iλ̃j|

= ٢
m∑
i=١

m٢
i + ٢n(n− ١)

٢ AM{|λ̃iλ̃j|},

(١٨.٢)

بنابراین است، کمتر آن�ها حسابی میانگین از نامنفی اعداد از هندسی میانگین همواره چون طرفی از
شد: خواهد زیر به�صورت (١٨.٢) رابطه�ی

E(G̃) ≥

√√√√٢
m∑
i=١

m٢
i + n(n− ١)GM(|λ̃iλ̃j|), (١٩.٢)

است: زیر به�صورت بالا رابطه�ی در هندسی میانگین اما

GM{|λ̃iλ̃j|} =

 ∏
١≤i<j≤n

|λ̃iλ̃j|

 ٢
n(n−١)

=

(
n∏

i=١
|λ̃i|n−١

) ٢
n(n−١)

=

(
n∏

i=١
|λ̃i|

) ٢
n

= |detÃ|
٢
n ,

(٢٠.٢)

شد: خواهد تبدیل زیر رابطه�ی به (١٩.٢) رابطه�ی بنابراین

E(G̃) ≥

√√√√٢
m∑
i=١

m٢
i + n(n− ١)|detÃ| ٢n , (٢١.٢)

داشت: خواهیم (٢١.٢) و (١٧.٢) روابط ترکیب با نتیجه ٢√√√√در
m∑
i=١

m٢
i + n(n− ١)|detÃ| ٢n ≤ E(G̃) ≤

√√√√٢(
m∑
i=١

m٢
i )n. (٢٢.٢)

می�شود. بررسی فازی، گراف�های انرژی بالای کران برای دیگری قضیه�ی این�جا در

باشد، µ∗ = {e١, . . . , em} و |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض [٣] .١٩.٣.٢ قضیه
آنگاه: باشند، n ≤ ٢

∑m
i=١m

٢
i و یال i-امین به مربوط رابطه شدت mi = µ(ei) و

E(G̃) ≤
٢
∑m

i=١m
٢
i

n
+

√√√√√(n− ١)

٢ m∑
i=١

m٢
i −

(
٢
∑m

i=١m
٢
i

n

)٢
.



٢٢ فازی گراف طیف .٢

آنگاه: ، باشد صفر اصلی قطر با متقارن ماتریس A = [aij]n×n کنید فرض برهان.

λmax ≥
٢
∑

١≤i<j≤n aij

n
,

λ̃١, . . . , λ̃n نزولی، ترتیب به G̃ فازی گراف مجاورت ماتریس از آمده به�دست ویژه مقادیر هرگاه طرفی از
آنگاه: باشند،

λ̃١ ≥
(٢
∑m

i=١mi)

n
, (٢٣.٢)

n∑
i=١

|λ̃i|٢ = ٢
m∑
i=١

m٢
i , (٢۴.٢)

داریم: پس
n∑

i=٢
|λ̃i|٢ = ٢

m∑
i=١

m٢
i − λ̃٢١, (٢۵.٢)

می�آید: به�دست زیر رابطه�ی شوارتز کوشی- نامساوی بردن کار به با

E(G̃)− λ̃١ =
n∑

i=٢
|λ̃i| ≤

√√√√(n− ١)
n∑

i=٢
|λ̃i|٢, (٢۶.٢)

داریم: (٢۶.٢) و (٢۵.٢) روابط از استفاده با حال

E(G̃) ≤ λ̃١ +

√√√√(n− ١)
(
٢

m∑
i=١

m٢
i − λ̃٢١

)
, (٢٧.٢)

(√
٢
∑m

i=١ m
٢
i

n
,
√
٢
∑m

i=١m
٢
i

]
بازه�ی در F (x) = x+

√
(n− ٢)(١

∑m
i=١m

٢
i − x٢) تابع که آن�جایی از

داریم: آنگاه است، برقرار ١ ≤ (٢
∑m

i=١ m
٢
i )

n
و n ≤ ٢

∑m
i=١m

٢
i چون طرفی از و است، √نزولی

(٢
∑m

i=١m
٢
i )

n
≤
٢
∑m

i=١m
٢
i

n
≤
٢
∑m

i=١mi

n
≤ λ̃١ ≤

√√√√٢
m∑
i=١

m٢
i , (٢٨.٢)

داریم: (٢٨.٢) و (٢٧.٢) روابط از استفاده با نتیجه در

E(G̃) ≤
٢
∑m

i=١m
٢
i

n
+

√√√√√(n− ١)

٢ m∑
i=١

m٢
i −

(
٢
∑m

i=١m
٢
i

n

)٢
. (٢٩.٢)

بگیرید. نظر در را (۵.٢) شکل در G̃ فازی گراف .٢٠.٣.٢ مثال
(١٨.٣.٢) قضیه�ی از استفاده با است. {−٠٫ ٣۴۴٠٫−,٢ ١,٠٫ ٠٠۶۶,٠٫ ۴٣٧۶} آن ویژه�ی مقادیر

می�آید: به�دست گراف، این انرژی برای بالایی کران

E(G̃) ≤
√
٢× ٠٫ ١۶× ۴ = ١٫ ١٣١٣, E(G̃) ≥

√
٢× ٠٫ ١۶+ ١٢× ٠٫ ٠٠٠١ = ٠٫ ۵۶۶٧.



٢٣ فازی گراف طیف .٣.٢
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٠٫ ۵
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٠٫ ٣

.

٠٫ ٣۵

.

٠٫ ٢

.٠٫ ١ .

٠٫ ١

.

٠٫ ٣

.٠٫ ١. ٠٫ ٢

راس ۴ با G̃ فازی گراف :۵.٢ شکل

......١ .

١

.

١

.٠٫ ٨. ٠٫ ۶.٠٫ ٧

G̃ فازی گراف :۶.٢ شکل

بگیرید. نظر در را (۶.٢) شکل در G̃ فازی گراف .٢١.٣.٢ مثال
می�آید: به�دست زیر به�صورت گراف، این انرژی برای بالایی کران (١٩.٣.٢) قضیه�ی از استفاده با

E(G̃) ≤ ٢(۴٫ ۴٩)
۴ +

√
٣(۴٫ ۴٩− (

۴٫ ۴٩
۴ )٢) = ۶٫ ٠٣۴.



٢۴ فازی گراف طیف .٢



٣ فصل

و فازی ویژه مقادیر یافتن برای اول روش
فازی ماتریس از فازی ویژه بردارهای

مقدمه ١.٣

برای می�شود. برده کار به فازی٢ ویژه بردارهای و فازی١ ویژه مقادیر یافتن برای روشی فصل این در
کنیم. حل را ÃX̃ = λ̃X̃ خطی معادلات سیستم باید فازی، ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن
فازی ویژه مقدار آن�را که است فازی عددی λ̃ و است Ãماتریس درایه ،i, j = ١, . . . , n هر برای ãij

می�نامند.
این بررسی به رینرتز۵ و مازیولی۴ گویند. فازی٣ کاملا خطی سیستم یک را ،ÃX̃ = λ̃X̃ سیستم
تخمینی به�صورت و دشوار جواب، آوردن دست به باشد بزرگ n وقتی که است واضح پرداخته�اند. سیستم

. [٢٧] است
اما می�آید. به�دست AX = λX قطعی سیستم از دترمینان وسیله�ی به ویژه مقادیر حقیقی، ماتریس در
روش�های از استفاده به نیاز بنابراین ندارد. وجود Ã فازی ماتریس دترمینان کردن پیدا برای روشی

است. فازی ویژه�ی مقادیر یافتن برای غیرمستقیم
می�شود. حل ١-برش ماتریس با سیستم ابتدا که است صورت این به فصل، این در شده داده نشان روش
سیستم از سطر هر به مجهول، گستره�های۶ از برخی سپس می�آید. به�دست قطعی سیستم بنابراین
.[١] می�شود حل است، معادله ٢n با معادل که اصلی سیستم نتیجه در می�شود. داده اختصاص ١-برش

١Fuzzy Eigenvalues
٢Fuzzy Eigenvectors
٣Fully Fuzzy Linear System (FFLS)
۴Muzzioli
۵Reynaerts
۶Spreads

٢۵



٢۶ فازی ماتریس از فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن برای اول روش .٣

اولیه تعاریف ٢.٣

شد. استخراج [٣٢] مرجع از بخش این تعاریف
آن در که ،X̃ = (x̃١, . . . , x̃n)

t فازی بردار و λ فازی عدد باشد. فازی ماتریسی Ã = (ãij) کنید فرض
ماتریس از ویژه بردارهای و مقادیرویژه ترتیب به x̃i(r) = [xi(r), xi(r)], (١ ≤ i ≤ n,٠ ≤ r ≤ ١)

باشیم: داشته هرگاه می�نامیم، Ã
n∑

j=١
ãijx̃j =

n∑
j=١

ãijx̃j = λx̃i,
n∑

j=١
ãijx̃j =

n∑
j=١

ãijx̃j = λx̃i.

مجموعه و (TSS)خوب٨ نسبتا جواب مجموعه ،(USS)متحد٧ جواب مجموعه .١.٢.٣ تعریف
است: زیر مجموعه�های ترتیب به ،AX = b فازی کاملا سیستم یک برای (CSS)کنترل٩ قابل جواب

X∃∃ = {x′ ∈ Rn : (∃A′ ∈ A)(∃b′ ∈ b) : A′x′ = b′} = {x′ ∈ Rn : Ax′ ∩ b ̸= ∅},

X∀∃ = {x′ ∈ Rn : (∀A′ ∈ A)(∃b′ ∈ b) : A′x′ = b′} = {x′ ∈ Rn : Ax′ ⊆ b},

X∃∀ = {x′ ∈ Rn : (∀b′ ∈ b)(∃A′ ∈ A) : A′x′ = b′} = {x′ ∈ Rn : Ax′ ⊇ b}.

فازی کاملا سیستم از مینیمال١٠ متقارن جواب را X̃ = (x̃١, . . . , x̃n)
t فازی بردار .٢.٢.٣ تعریف

این است. ١ ≤ i ≤ n,٠ ≤ r ≤ ١ هر برای x̃i(r) = [xi(r), xi(r)] آن در که می�نامند، AX = b

دلخواه متقارن جواب هر برای . است شده واقع کنترل قابل جواب مجموعه در جواب
باشد، X̃(١) = Ỹ (١) که طوری به دارد قرار کنترل قابل جواب مجموعه در که Ỹ = (ỹ١, . . . , ỹn)

t

داریم:
Ỹ ⊇ X̃, i.e., (ỹi ⊇ x̃i), (δỹi ≥ δx̃i

), ∀i = ١, . . . , n,

می�نامند. x̃i و ỹi از متقارن های گستره ترتیب به δx̃i
و δỹi که

١ ≤ i ≤ n,٠ ≤ برای x̃i(r) = [xi(r), xi(r)] با X̃ = (x̃١, . . . , x̃n)
t فازی بردار .٣.٢.٣ تعریف

در جواب این می�نامند. AX = b فازی کاملا سیستم از ماکسیمال١١ متقارن جواب را r ≤ ١
که Z̃ = (z̃١, . . . , z̃n)

t متقارن دلخواه بردار هر برای است. شده واقع کنترل قابل جواب مجموعه
داریم: باشد، X̃(١) = Z̃(١)

X̃ ⊇ Z̃, i.e., (x̃i ⊇ z̃i), (δx̃i
≥ δz̃i), ∀i = ١, . . . , n,

نامند. می z̃i و x̃i از متقارن گستره�های ترتیب به δz̃i و δx̃i
که

٧United Solution Set (USS)
٨Tolerable Solution Set (TSS)
٩Controllable Solution Set (CSS)
١٠Minimal Symmetric Solution
١١Maximal Symmetric Solution



٢٧ فازی ویژه مقادیر یافتن .٣.٣

به�صورت ترتیب به که X̃ = (x̃١, . . . , x̃n)
t فازی بردار و λ̃ فازی عدد .۴.٢.٣ تعریف

داده نشان ١ ≤ i ≤ n,٠ ≤ r ≤ ١ برای x̃i(r) = [xi(r), xi(r)] و λ̃(r) = [λ(r), λ(r)]

و µ̃ متقارن ویژه بردار و ویژه مقدار برای می�نامند. Ã از مینیمال ویژه بردار و ویژه مقدار را می�شوند
داریم: ، Ỹ (١) = Z̃(١) و µ̃(١) = λ̃(١) با Ỹ = (ỹ١, . . . , ỹn)

t

µ̃ ⊇ λ̃, i.e., (δµ̃ ≥ δλ̃),

Ỹ ⊇ X̃, i.e., (ỹi ⊇ x̃i) (δỹi ≥ δx̃i
), ∀i = ١, . . . , n,

است. x̃i و ỹi ، λ̃ ،µ̃ متقارن گستره�های ترتیب به δx̃i
و δỹi ، δλ̃ ،δµ̃ که

به�صورت ترتیب به که X̃ = (x̃١, . . . , x̃n)
t فازی بردار و λ̃ فازی عدد .۵.٢.٣ تعریف

مقدار را می�شوند داده نشان ١ ≤ i ≤ n,٠ ≤ r ≤ ١ برای x̃i(r) = [xi, xi] و λ̃(r) = [λ(r), λ(r)]

Z̃ = (z̃١, . . . , z̃n)
t و ν̃ متقارن ویژه بردار و ویژه مقدار برای می�نامند. Ã از ماکسیمال ویژه بردار و ویژه

داریم: ، Z̃(١) = X̃(١) و ν̃(١) = λ̃(١) با
λ̃ ⊇ ν̃, i.e., (δλ̃ ≥ δν̃),

X̃ ⊇ Z̃, i.e., (x̃i ⊇ z̃i) i.e., (δx̃i
≥ δz̃i), ∀i = ١, . . . , n,

هستند. z̃i و ν̃, λ̃, x̃i از متقارن های گستره ترتیب به δz̃i و δx̃i
،δλ̃ ،δν̃ که

فازی ویژه مقادیر یافتن ٣.٣

است. شده استخراج [١] مرجع از بخش این مطالب
در را زیر سیستم باشند. فازی عددی λ̃ و فازی عددهای عناصر با فازی n× n ماتریسی Ã کنید فرض

می�گیریم: نظر
ÃX̃ = λ̃X̃ (١.٣)

می�کنیم: حل را است شده داده نمایش زیر در که (١.٣) سیستم از ١-برش حال
n∑

j=١
aij(١)x̃j(١) = λ̃(١)x̃j(١) (٢.٣)

به�دست زیر رابطه از و می�نامند λ̃ نامجهول عدد هسته�ی آنرا و می�آید به�دست (٢.٣) سیستم حل با λ̃(١)
: است آمده

det(Ã(١)− λ̃(١)I) = ٠

n× n همانی ماتریس I و است ãij(١) : i, j = ١,٢, . . . , n عناصر شامل و Ã از ١-برش ، Ã(١)
درجه از آن مشخصه�ی معادله زیرا بود، خواهد n ویژه مقادیر تعداد حداکثر دترمینان، این حل با است.

گرفت: نظر در می�توان زیر به�صورت آنرا که دارد نیاز گستره دو به λ(١) است. n
λ̃ = [λ(r)− α(r), λ(r) + β(r).] (٣.٣)



٢٨ فازی ماتریس از فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن برای اول روش .٣

و α(r) بتوانیم هرگاه هستند. راست و چپ گستره�های ترتیب به است، r ∈ [٠,١] که β(r) و α(r)
شد. خواهد پیدا λ̃ آنگاه بیابیم، را β(r)

ازای به x̃j و باشد معلوم است، آمده به�دست (٢.٣) سیستم حل از که λ̃j(١) می�کنیم فرض ابتدا
X̃(١) بردار هرگاه است، برقرار (١.٣) سیستم می�گیریم. نظر در X̃ عنصر امین j را j = ١,٢, . . . , n
در را زیر سیستم� کند. صدق (١.٣) سیستم در که x̃j : j = ١,٢, . . . , n عناصر با باشد داشته وجود

: می�گیریم نظر
n∑

j=١
[aij(r), aij(r)]x̃j(١) = [λ(r), λ(r)]x̃i(١) (۴.٣)

پیدا برای بیابیم. را λ̃ هر گستره�های که می�کنیم سعی می�شود. اصلاح قطعی حالت به (۴.٣) سیستم
: بگیریم نظر در می�توانیم را زیر ویژگی سه گستره�ها کردن

باشد. مثبت x̃j(١) ،{j ∈ N : ١ ≤ i ≤ n} هر برای •

باشد. منفی x̃j(١) ،{j ∈ N : ١ ≤ i ≤ n} هر برای •

x̃j ،{j ∈ N : k + ١ ≤ i ≤ n} هر برای و مثبت x̃j(١) ،{j ∈ N : ١ ≤ i ≤ k} هر برای •
باشد. منفی

اول حالت ١.٣.٣

می�شود: تبدیل زیر سیستم دو به (۴.٣) سیستم بنابراین باشد، مثبتی بردار x̃j(١) که کنید فرض
n∑

j=١
aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١)− αi(r))x̃i(١), (۵.٣)

n∑
j=١

aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١) + βi(r))x̃i(١). (۶.٣)

(۴.٣) سیستم i-امین از ترتیب به را β(r) و α(r) می�توان کنیم حل را (۶.٣) و (۵.٣) سیستم دو اگر
: داریم بنابراین کرد. پیدا

αi(r) = λ̃i(١)−
∑n

j=١ aij(r)x̃j(١)
x̃i(١)

, (٧.٣)

βi(r) =

∑n
j=١ aij(r)x̃j(١)

x̃i(١)
− λ̃i(١), (٨.٣)

می�کنیم: استفاده زیر قراردادهای از ،i = ١,٢, . . . , n هر برای آنگاه

α١i = min(αi(r)), α
٢
i = max(αi(r)), (٩.٣)

β١i = min(βi(r)), β
٢
i = max(βi(r)). (١٠.٣)



٢٩ فازی ویژه مقادیر یافتن .٣.٣

رابطه�های به�صورت λ̃ مینیمم و ماکسیمم لذا است. ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به مینیمم و ماکسیمم آن در که
است: زیر

λ̃min
i = [λ̃i(١)− α٢i (r), λ̃i(١) + β٢i (r)], (١١.٣)

λ̃max
i = [λ̃i(١)− α١i (r), λ̃i(١) + β١i (r)]. (١٢.٣)

عدد از بزرگتری فازی عدد ã که می�گیریم نظر در را حقیقت این (١٢.٣) و (١١.٣) در .١.٣.٣ ملاحظه
. باشد b̃ گستره�های از کمتر ã گستره�های هرگاه ، است b̃ فازی

می�شود: تعریف زیر به�صورت است ٠ ≤ ξ ≤ ١ که ξ تمام برای λ̃i : ١ ≤ i ≤ n کلی حالت در
λ̃i ∈ (ξλ̃i

min
+ (١− ξ)λ̃i

max
), (١٣.٣)

می�آید: به�دست زیر به�صورت i هر برای کلی فازی ویژه مقادیر بنابراین
λ̃i(r) = (λ̃i(١)− γi(r), λ̃i(١), λ̃i(١) + δi(r)),

است. δi = (١− ξ)β١i + ξβ٢i و γi = (١− ξ)α١i + ξα٢i آن در که
کرد: تفسیر زیر به�صورت می�توان را (١٣.٣) رابطه

معنا این به است. λ̃ = λ̃i
min آنگاه باشد، ξ = ١ هرگاه و است λ̃ = λ̃max

i آنگاه باشد، ξ = ٠ هرگاه
آنگاه باشد، نزدیکتر صفر به ξ هرگاه و است نزدیکتر λ̃i

min به λ̃ آنگاه باشد، نزدیکتر یک به ξ هرگاه که
است. نزدیکتر λ̃max

i به λ̃

دوم حالت ٢.٣.٣

در با باشد. منفی بردارها x̃j(١) ، j = ١,٢, . . . , n هر برای که می�کنیم فرض بخش، زیر این در
کرد: تبدیل زیر سیستم دو به می�توان را (۴.٣) سیستم فرض، این نظرگرفتن

n∑
j=١

aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١)− αi(r))x̃i(١), (١۴.٣)

n∑
j=١

aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١) + βi(r))x̃i(١). (١۵.٣)

به و آمده�اند به�دست سیستم�ها این سطر i-امین در (١۵.٣) و (١۴.٣) سیستم�های حل با β(r) و α(r)
: می�رسیم زیر رابطه�ی

αi(r) = λ̃i(١)−
∑n

j=١ aij(r)x̃j(١)
x̃i(١)

, (١۶.٣)

βi(r) =

∑n
j=١ aij(r)x̃j(١)

x̃i(١)
− λ̃i(١), (١٧.٣)

می�بریم: کار به ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به ،βi(r) و αi(r) مینیمم و ماکسیمم برای را زیر قراردادهای
α١i (r) = min(αi(r)), α

٢
i (r) = max(αi(r)), (١٨.٣)
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β١i (r) = min(βi(r)), β
٢
i (r) = max(βi(r)). (١٩.٣)

زیر رابطه دو در λ̃ مینیمم و ماکسیمم ،(١.٣.٣) ملاحظه و (١٩.٣) و (١٨.٣) قراردادهای بردن کار به با
می�آید: به�دست

λ̃max
i = [λ̃i(١)− α٢i (r), λ̃i(١) + β٢i (r)], (٢٠.٣)

λ̃min
i = [λ̃i(١)− α١i , λ̃i(١) + β١i (r)], (٢١.٣)

می�شود: گرفته نظر در زیر محدب ترکیب به�صورت است، ٠ ≤ ξ ≤ ١ که ،ξ هر برای λ̃ کلی حالت در

λ̃ = ξλ̃min + (١− ξ)λ̃max. (٢٢.٣)

کرد: تفسیر زیر به�صورت می�توان را (٢٢.٣) رابطه
نزدیکتر λ̃min مقدار به λ̃ آنگاه باشد، ξ = ١ هرگاه و نزدیکتر λ̃max مقدار به λ̃ آنگاه باشد، ξ = ٠ هرگاه

می�شود: تعریف زیر به�صورت ٠ ≤ ξ ≤ ١ هر برای و λ̃i : ١ ≤ i ≤ n کلی حالت در است.

λ̃i = ξλ̃min + (١− ξ)λ̃max, (٢٣.٣)

: است زیر به�صورت ،i = ١,٢, . . . , n که i هر برای کلی فازی ویژه مقدار

λ̃i = (λ̃i(١)− ζi, λ̃i(١), λ̃i(١) + ηi(r)),

است. ηi = (١− ξ)β٢i + ξβ١i و ζi = (١− ξ)α٢i + ξα١i آن در که

سوم حالت ٣.٣.٣

منفی {j ∈ N : k + ١ ≤ i ≤ n} هر برای و مثبت {j ∈ N : ١ ≤ i ≤ k} هر برای x̃j کنید فرض
می�توان را (۴.٣) سیستم بالا شرط گرفتن نظر در با بنابراین . است k = ٠, . . . , n که طوری به باشد،

گرفت: نظر در زیر سیستم دو به�صورت
k∑

j=١
aij(r)x̃j(١) +

n∑
j=k+١

aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١)− αi(r))x̃i(١), (٢۴.٣)

k∑
j=١

aij(r)x̃j(١) +
n∑

j=k+١
aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١) + βi(r))x̃i(١). (٢۵.٣)

گرفت: نظر در زیر به�صورت را (۴.٣) سیستم می�توان باشد برقرار k + ١ ≤ i ≤ n که i هر برای و
k∑

j=١
aij(r)x̃j(١) +

n∑
j=k+١

aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١) + βi(r))x̃i(١), (٢۶.٣)

k∑
j=١

aij(r)x̃j(١) +
n∑

j=k+١
aij(r)x̃j(١) = (λ̃i(١)− αi(r))x̃i(١). (٢٧.٣)
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شد: خواهد زیر به�صورت باشد، k + ١ ≤ i ≤ n یا ١ ≤ i ≤ k که i هر برای βi(r) و αi(r) نتیجه در
داریم: باشد، ١ ≤ i ≤ k هرگاه

αi(r) = λ̃i(١)−
∑k

j=١ aij(r)x̃j(١) +
∑n

j=k+١ aij(r)x̃j(١)
x̃i(١)

, (٢٨.٣)

βi(r) =

∑k
j=١ aij(r)x̃j(١) +

∑n
j=k+١ aij(r)x̃j(١)

x̃i(١)
− λ̃i(١). (٢٩.٣)

داریم: باشد، k + ١ ≤ i ≤ n هرگاه و

αi(r) = λ̃i(١)−
∑k

j=١ aij(r)x̃j(١) +
∑n

j=k+١ aij(r)x̃j(١)
x̃i(١)

, (٣٠.٣)

βi(r) =

∑k
j=١ aij(r)x̃j(١) +

∑n
j=k+١ aij(r)x̃j(١)

x̃i(١)
− λ̃i(١). (٣١.٣)

می�بریم: به�کار ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به را زیر قراردادهای باشد، i = ١,٢, . . . , k که i هر برای حال
α١i (r) = min(αi(r)), α

٢
i (r) = max(αi(r)), (٣٢.٣)

β١i (r) = min(βi(r)), β
٢
i (r) = max(βi(r)). (٣٣.٣)

به�کار ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به را زیر قراردادهای باشد، i = k + ١, k + ٢, . . . , n که i هر برای همچنین
می�بریم:

α٣i (r) = min(αi(r)), α
۴
i (r) = max(αi(r)), (٣۴.٣)

β٣i (r) = min(βi(r)), β
۴
i (r) = max(βi(r)). (٣۵.٣)

می�شود: ظاهر زیر عبارات در ترتیب به λ̃ مینیمم و ماکسیمم بنابراین
داریم: i ∈ N : ١ ≤ i ≤ k هر برای

λ̃max
i = [λ̃i(١)− α٢i (r), λ̃i(١) + β٢i (r)] (٣۶.٣)

λ̃min
i = [λ̃i(١)− α١i (r), λ̃i(١) + β١i (r)] (٣٧.٣)

داریم: {i ∈ N : k + ١ ≤ i ≤ n} هر برای و
λ̃max
i = [λ̃i(١)− α۴i (r), λ̃i(١) + β۴i (r)] (٣٨.٣)

λ̃min
i = [λ̃i(١)− α٣i (r), λ̃i(١) + β٣i (r)] (٣٩.٣)

λ̃max
i و λ̃min

i از محدبی ترکیب به�صورت کلی حالت در λ̃ باشد، {i ∈ N : ١ ≤ i ≤ k} که i هر برای
می�دهیم: نمایش زیر به�صورت که بود خواهد ξ ∈ [٠,١] برای

λ̃i = ξλ̃min
i + (١− ξ)λ̃max

i , ١ ≤ i ≤ k (۴٠.٣)

و λ̃min
i از محدبی ترکیب به�صورت کلی حالت در λ̃ ، {i ∈ N : k + ١ ≤ i ≤ n} هر برای همین�طور

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت که بود خواهد ξ ∈ [٠,١] برای λ̃max
i

λ̃i = ξλ̃min
i + (١− ξ)λ̃max

i , k + ١ ≤ i ≤ n (۴١.٣)
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بود: خواهد زیر به�صورت باشد، {i ∈ N : ١ ≤ i ≤ k} که i هر برای کلی فازی ویژه مقادیر بنابراین

λ̃i = (λ̃i(١)− γi(r), λ̃i(١) + δi(r))

بود. خواهد δi = (١− ξ)β١i (r) + ξβ٢i (r) و γi = (١− ξ)α١i (r) + ξα٢i (r) آن در که
بود: خواهد زیر به�صورت باشد، {i ∈ N : k + ١ ≤ i ≤ n} که i هر برای کلی فازی ویژه مقادیر لذا

λ̃i = (λ̃i(١)− µi(r), λ̃i(١) + νi(r))

بود. خواهد νi = (١− ξ)β٣i (r) + ξβ۴i (r) و µi = (١− ξ)α٣i (r) + ξα۴i (r) آن در که

است. فازی ویژه مقدار یک دارای حداقل فازی ماتریس هر [١] .٢.٣.٣ قضیه

مشخصه معادله و است قطعی ماتریسی Ã از ١-برش باشد، n × n فازی ماتریس Ã هرگاه برهان.
�کاربردن به با طرفی از است. مختلط یا حقیقی ریشه یک دارای حداقل بنابراین است. n مرتبه از آن

می�آید. به�دست فازی ویژه مقدار یک حداقل فصل، این در شده ذکر روش و گستره�ها

عددی مثال ۴.٣.٣

حل به مطلب، شدن روشن برای این�جا در شد. بیان فازی ویژه مقادیر یافتن برای روشی قبل بخش در
است. شده پرداخته مثالی

بگیرید. نظر در را پارامتری حالت در فازی عددهای عناصر با B̃ فازی ماتریس .٣.٣.٣ مثال

B̃ =

[
(٢+ r,۴− r) (−١,۴− ۵r)
(r − ۴,−r − ٢) (r,٢− r)

]

ماتریس که می�آوریم به�دست را ماتریس این از ١-برش ابتدا ،B̃ ماتریس فازی ویژه مقادیر یافتن برای
می�شود. حاصل B قطعی

B =

[
٣ −١
−٣ ١

]
شد. خواهد λ̃(١) = ۴ و λ̃(١) = ٠ ویژه مقادیر لذا می�یابیم. را ویژه مقادیر BX = λX رابطه�ی طبق

داریم: باشد، λ̃(١) = ۴ که حالتی ]در
٣ −١
−٣ ١

][
x١

x٢

]
= ۴

[
x١

x٢

]
شده بیان محاسباتی روش از بنابراین می�شود. محاسبه راحتی به X = (x١, x٢)

t = (١−,١) بردار لذا
β١(r) = ١ − r و α١(r) = ۶ − ۶r مقادیر ، B مثبت عناصر برای می�کنیم. استفاده سوم حالت در

شد. خواهد λ̃ = [۶r − ٢,۵− r] پس می�آید. به�دست
خواهد λ̃ = [٢r + ٢,۶− ٢r] پس می�آید. به�دست β٢(r) = ٢− ٢r و α٢(r) = ٢− ٢r همین�طور

شد.
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شد. خواهد λ̃٢ = [٢r − ۶,−٢ − ٢r] و λ̃١ = [٣ + r,۶r − ٢] ،B ماتریس از منفی عناصر برای
بنابراین است. βmax = ١− r و βmin = ٢− ٢r ، αmax = ٢− ٢r و αmin = ۶− ۶r طرفی از
λ̃ نتیجه در شد. خواهد λ̃max = [۶r − ٢,۵− r] و λ̃min = [٢r + ٢,۶− ٢r] مثبت، عناصر برای

است: ٠ ≤ r ≤ ١ و ٠ ≤ ξ ≤ ١ آن در که است زیر به�صورت کلی حالت در
λ̃ ∈ [(٢− ۴r)ξ + ۶r − ٢, (−٧− r)ξ + ۵− r].

فازی ویژه بردارهای یافتن ۴.٣

فازی کاملا سیستم از فازی ویژه�ی بردارهای ١.۴.٣

حساب بردن به�کار با .[١] است شده داده توضیح فازی ویژه بردارهای یافتن برای روشی بخش این در
می�شود: تبدیل زیر سیستم به (١.٣) معادله�ی بازه�ای

n∑
j=١

[aij(r), aij(r)][xj − αi(r), xj + αi(r)] = [λ, λ][xj − αi(r), xj + αi(r)] (۴٢.٣)

متقارن فازی ویژه بردارهای می�توانیم دیگر عبارت به است. αi(r) ≥ ٠ : i = ١,٢, . . . , n آن در که
شده�اند. گرفته نظر در مثبت xj + αi(r) و xj − αi(r) که بیابیم را

می�آید. �دست به قطعی جواب که می�شود حل (۴٢.٣) سیستم از ١-برش ابتدا (١.٣) معادله�ی حل برای
می�شود: گرفته نظر در مختلف حالت شش این�جا در

باشد. ∀(i, j) ∈ N× N : ãij > ٠, λ > ٠ هرگاه اول) حالت

باشد. ∀(i, j) ∈ N× N : ãij < ٠, λ < ٠ هرگاه دوم) حالت
باشد. ∀(i, j) ∈ N× N : ãij < ٠, λ > ٠ هرگاه سوم) حالت

باشد. ∀(i, j) ∈ N× N : ãij > ٠, λ < ٠ هرگاه چهارم) حالت
باشد. λ > ٠ و ãij > ٠ ،(i, j) ∈ N× N برخی برای هرگاه پنجم) حالت
باشد. λ < ٠ و ãij < ٠ ،(i, j) ∈ N× N برخی برای هرگاه ششم) حالت

می�شود. آورده به�دست متقارن گستره�های حالت�ها از یک هر در

اول حالت

بازنویسی زیر به�صورت (۴٢.٣) سیستم از سطر i-امین بنابراین باشند. λ > ٠ و ãij > ٠ کنید فرض
شد: خواهد

n∑
j=١

aij(r)(xj − αi(r)) = λ(xi − αi(r)), (۴٣.٣)

n∑
j=١

aij(r)(xj + αi(r)) = λ(xi + αi(r)). (۴۴.٣)
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حاصل i = ١,٢, . . . , n هر برای ،αi٢(r) و αi١(r) ترتیب به (۴۴.٣) و (۴٣.٣) سیستم�های حل از
می�شوند:

αi١(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi∑n

j=١ aij(r)− λ(r)
, (۴۵.٣)

αi٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi

λ(r)−
∑n

j=١ aij(r)
. (۴۶.٣)

و (۴۵.٣) غیرخطی معادلات که آن�جایی از است. نیاز مورد αi٢(r) و αi١(r) مینیمم و ماکسیمم حال
هر برای (۴۶.٣) و (۴۵.٣) از مخرج�ها مینیمم و ماکسیمم بنابراین نمی�شوند، حل راحتی به (۴۶.٣)

است: آمده دست به زیر به�صورت i = ١, . . . , n

Min


n∑

j=١
aij(r)− λ(r)

 =
n∑

j=١
aij(٠)− λ(١), (۴٧.٣)

Max


n∑

j=١
aij(r)− λ(r)

 =
n∑

j=١
aij(١)− λ(٠), (۴٨.٣)

بنابراین است. λ(٠) ≤ λ(١) و
∑n

j=١ aij(٠) ≤
∑n

j=١ aij(١) زیرا
n∑

j=١
aij(٠)− λ(١) ≤

n∑
j=١

aij(١)− λ(٠)

بنابراین است. λ(١) ≤ λ(٠) و
∑n

j=١ aij(١) ≤
∑n

j=١ aij(٠) همچنین

λ(١)−
n∑

j=١
aij(٠) ≤ λ(٠)−

n∑
j=١

aij(١)

داریم: پس

Max

λ(r)−
n∑

j=١
aij(r)

 = λ(٠)−
n∑

j=١
aij(١), (۴٩.٣)

Min

λ(r)−
n∑

j=١
aij(r)

 = λ(١)−
n∑

j=١
aij(٠). (۵٠.٣)

معادله�ی چهار i = ١, . . . , n برای (۴۶.٣) و (۴۵.٣) روابط در (۴٧.٣)-(۵٠.٣) روابط جایگذاری با
می�آید: به�دست زیر

αl
i١(r) =

∑n
j=١(aijxj)− λ(r)xi∑n
j=١ aij(١)− λ(٠) , (۵١.٣)

αu
i١(r) =

∑n
j=١(aijxj)− λ(r)xi∑n
j=١ aij(٠)− λ(١) , (۵٢.٣)

αl
i٢(r) =

∑n
j=١(aijxj)− λ(r)xi

λ(٠)−
∑n

j=١ aij(١)
, (۵٣.٣)
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αu
i٢(r) =

∑n
j=١(aijxj)− λ(r)xi

λ(١)−
∑n

j=١ aij(٠)
. (۵۴.٣)

،i = ١, . . . , n هر برای بنابراین دارد. وجود خطی متقارن گستره�های بردن به�کار برای قراردادها برخی
: داشت خواهیم

α−,l
s =Min٠≤r≤١

{
|αl

i,١(r)|, |αl
i,٢(r)|

}
, (۵۵.٣)

α−,u
s =Min٠≤r≤١

{
|αu

i,١(r)|, |αu
i,٢(r)|

}
, (۵۶.٣)

α+,l
s =Max٠≤r≤١

{
|αl

i,١(r)|, |αl
i,٢(r)|

}
, (۵٧.٣)

α+,u
s =Max٠≤r≤١

{
|αu

i,١(r)|, |αu
i,٢(r)|

}
. (۵٨.٣)

است: زیر به�صورت ویژه بردارهای متقارن، گستره�های بردن به�کار با سپس

X−,l(r) = (xl١(r), . . . , x
l
n(r))

t (۵٩.٣)

است. xlj(r) = [xi − α−,l
s , xj + α−,l

s (r)] آن در که

X−,u(r) = (xu١(r), . . . , x
u
n(r))

t (۶٠.٣)

است. xuj (r) = [xi − α−,u
s , xj + α−,u

s (r)] آن در که

X+,l(r) = (xl١(r), . . . , x
l
n(r))

t (۶١.٣)

است. xlj(r) = [xi − α+,l
s , xj + α+,l

s (r)] آن در که

X+,u(r) = (xu١(r), . . . , x
u
n(r))

t (۶٢.٣)

است. xuj (r) = [xi − α+,u
s , xj + α+,u

s (r)] آن در که

دوم حالت

بازنویسی زیر به�صورت (۴٢.٣) سیستم از سطر i-امین بنابراین باشند. λ < ٠ و ãij < ٠ کنید فرض
شد: خواهد

n∑
j=١

aij(r)(xj + αi(r)) = λ(xi + αi(r)), (۶٣.٣)

n∑
j=١

aij(r)(xj − αi(r)) = λ(xi − αi(r)). (۶۴.٣)

حاصل i = ١,٢, . . . , n برای ،αi٢(r) و αi١(r) ترتیب به (۶۴.٣) و (۶٣.٣) سیستم�های کردن حل با
می�شوند:

αi١(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi

λ(r)−
∑n

j=١ aij(r)
, (۶۵.٣)

αi٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi∑n

j=١ aij(r)− λ(r)
. (۶۶.٣)
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بنابراین است.
∑n

j=١ aij(٠) ≤
∑n

j=١ aij(١) و λ(٠) ≤ λ(١) طرفی از

λ(٠)−
n∑

j=١
aij(١) ≤ λ(١)−

n∑
j=١

aij(٠).

داریم: پس است.
∑n

j=١ aij(١) ≤
∑n

j=١ aij(٠) و λ(١) ≤ λ(٠) همچنین
n∑

j=١
aij(١)− λ(٠) ≤

n∑
j=١

aij(٠)− λ(١).

i = ١, . . . , n برای (۶۶.٣) و (۶۵.٣) روابط در �کارگیری به و (۴٧.٣)-(۵٠.٣) روابط مشابه بنابراین
می�آید: به�دست زیر معادله�ی چهار

αl
i١(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi

λ(١)−
∑n

j=١ aij(٠)
, (۶٧.٣)

αu
i١(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi

λ(٠)−
∑n

j=١ aij(١)
, (۶٨.٣)

αl
i٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi∑n

j=١ aij(٠)− λ(١)
, (۶٩.٣)

αu
i٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi∑n

j=١ aij(١)− λ(٠)
. (٧٠.٣)

(۵٩.٣)-(۶٢.٣) روابط مشابه و (۵۵.٣)-(۵٨.٣) روابط در شده برده به�کار قراردادهای از استفاده با
می�آیند. به�دست ویژه بردارهای

سوم حالت

بازنویسی زیر به�صورت (۴٢.٣) سیستم از سطر i-امین بنابراین باشند، λ > ٠ و ãij < ٠ کنید فرض
شد. خواهد

n∑
j=١

aij(r)(xj + αi(r)) = λ(xi − αi(r)), (٧١.٣)

n∑
j=١

aij(r)(xj − αi(r)) = λ(xi + αi(r)). (٧٢.٣)

حاصل i = ١,٢, . . . , n برای ،αi٢(r) و αi١(r) ترتیب به (٧٢.٣) و (٧١.٣) سیستم�های کردن حل با
می�شوند:

αi١(r) =
λ(r)xi −

∑n
j=١(aij(r)xj)∑n

j=١ aij(r) + λ(r)
, (٧٣.٣)

αi٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)(r)xi∑n

j=١ aij(r) + λ(r)
. (٧۴.٣)

(٧٣.٣) غیرخطی معادلات که آن�جایی از اما است. نیاز مورد αi٢(r) و αi١(r) مینیمم و ماکسیمم حال
هر برای (٧۴.٣) و (٧٣.٣) از مخرج�ها مینیمم و ماکسیمم بنابراین نمی�شوند، حل راحتی به (٧۴.٣) و
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λ(٠) ≤ λ(١) و
∑n

j=١ aij(٠) ≤
∑n

j=١ aij(١) زیرا است. آمده دست به زیر به�صورت i = ١, . . . , n
است. λ(١) ≤ λ(٠) و

∑n
j=١ aij(١) ≤

∑n
j=١ aij(٠) همچنین و

Min


n∑

j=١
aij(r) + λ(r)

 =
n∑

j=١
aij(٠) + λ(٠), (٧۵.٣)

Max


n∑

j=١
aij(r) + λ(r)

 =
n∑

j=١
aij(١) + λ(١), (٧۶.٣)

Max


n∑

j=١
aij(r) + λ(r)

 =
n∑

j=١
aij(٠) + λ(٠), (٧٧.٣)

Min


n∑

j=١
aij(r) + λ(r)

 =
n∑

j=١
aij(١) + λ(١). (٧٨.٣)

چهار می�توان i = ١, . . . , n برای (٧۴.٣) و (٧٣.٣) روابط در (٧۵.٣)-(٧٨.٣) روابط جایگذاری با
می�آید: به�دست زیر معادله�ی

αl
i١(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١(aij(r)xj)∑n
j=١ aij(١) + λ(١) , (٧٩.٣)

αu
i١(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١(aij(r)xj)∑n
j=١ aij(٠) + λ(٠) , (٨٠.٣)

αl
i٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi∑n

j=١ aij(٠) + λ(٠)
, (٨١.٣)

αu
i٢(r) =

∑n
j=١(aij(r)xj)− λ(r)xi∑n

j=١ aij(١) + λ(١)
. (٨٢.٣)

هر برای را خطی متقارن گستره�های برای ،(۵۵.٣)-(۵٨.٣) روابط در موجود قراردادهای حال
حاصل (۵٩.٣)-(۶٢.٣) روابط مشابه فازی ویژه بردارهای بنابراین می�بریم. به�کار i = ١, . . . , n

می�شوند.

چهارم حالت

بازنویسی زیر به�صورت (۴٢.٣) سیستم از سطر i-امین بنابراین باشند. λ < ٠ و ãij > ٠ کنید فرض
شد. خواهد

n∑
j=١

aij(xj − αi(r)) = λ(xi + αi(r)), (٨٣.٣)

n∑
j=١

aij(xj + αi(r)) = λ(xi − αi(r)). (٨۴.٣)



٣٨ فازی ماتریس از فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن برای اول روش .٣

αi(r) : i = ١,٢, . . . , n برای ،αi٢(r) و αi١(r)ترتیب به (٨۴.٣) و (٨٣.٣) سیستم�های کردن حل با
می�آیند: به�دست زیر به�صورت

αi١(r) =

∑n
j=١(aijxj)− λ(r)xi∑n
j=١ aij(r) + λ(r)

, (٨۵.٣)

αi٢(r) =
λ(r)xi −

∑n
j=١(aijxj)∑n

j=١ aij(r) + λ(r)
. (٨۶.٣)

معادله�ی چهار i = ١, . . . , n برای (٨۶.٣) و (٨۵.٣) روابط در (٧۵.٣)-(٧٨.٣) روابط جایگذاری با
می�آوریم: به�دست را زیر

αl
i١(r) =

∑n
j=١ aij(r)xj − λ(r)xi∑n

j=١ aij(١) + λ(١) , (٨٧.٣)

αu
i١(r) =

∑n
j=١ aij(r)xj − λ(r)xi∑n

j=١ aij(٠) + λ(٠) , (٨٨.٣)

αl
i٢(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١ aij(r)xj∑n
j=١ aij(٠) + λ(٠)

, (٨٩.٣)

αu
i٢(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١ aij(r)xj∑n
j=١ aij(١) + λ(١)

. (٩٠.٣)

است شده گنجانده (۵۵.٣)-(۵٨.٣) روابط در که خطی، متقارن گستره�های برای موجود قراردادهای حال
(۵٩.٣)-(۶٢.٣) روابط مشابه فازی ویژه بردارهای بنابراین می�بریم. به�کار i = ١, . . . , n هر برای را

می�شوند. حاصل

پنجم حالت

عبارت به باشند. منفی بقیه و مثبت Ã از عنصر s ، (۴٢.٣) سیستم از سطر i-امین در کنید فرض
سطر i-امین بنابراین باشند. λ > ٠ و ãij < ٠ عناصر سایر و ãij > ٠ ،١ ≤ j ≤ s هر برای دیگر

کرد: بازنویسی زیر به�صورت می�توان را (۴٢.٣) سیستم از
s∑

j=١
aij(r)(xj − αi(r)) +

n∑
j=s+١

aij(r)(xj + αi(r)) = λ(xi − αi(r)), (٩١.٣)

s∑
j=١

aij(r)(xj + αi(r)) +
n∑

j=s+١
aij(r)(xj − αi(r)) = λ(xi + αi(r)). (٩٢.٣)

به�دست i = ١,٢, . . . , n برای ،αi٢(r) و αi١(r)ترتیب به (٩٢.٣) و (٩١.٣) سیستم�های کردن حل با
می�آیند:

αi١(r) =
λ(r)xi −

∑n
j=١(aij(r)xj)

λ(r)−
∑s

j=١ aij(r) +
∑n

j=s+١ aij(r)
, (٩٣.٣)

αi٢(r) =
λ(r)xi −

∑n
j=١(aij(r)xj)∑s

j=١ aij(r)−
∑n

j=s+١ aij(r)− λ(r)
. (٩۴.٣)
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(٩٣.٣) غیرخطی معادلات که آن�جایی از اما است. نیاز مورد αi٢(r) و αi١(r) مینیمم و ماکسیمم حال
است: شده برده به�کار زیر روابط i = ١, . . . , n هر برای بنابراین نمی�شوند، حل راحتی به (٩۴.٣) و

Min

λ(r)−
s∑

j=١
aij(r) +

n∑
j=s+١

aij(r)

 = λ(٠)−
s∑

j=١
aij(١) +

n∑
j=s+١

aij(٠), (٩۵.٣)

Max

λ(r)−
s∑

j=١
aij(r) +

n∑
j=s+١

aij(r)

 = λ(١)−
s∑

j=١
aij(٠) +

n∑
j=s+١

aij(١), (٩۶.٣)

Min


s∑

j=١
aij(r)−

n∑
j=s+١

aij(r)− λ(r)

 =
s∑

j=١
aij(١)−

n∑
j=s+١

aij(٠)− λ(٠), (٩٧.٣)

Max


s∑

j=١
aij(r)−

n∑
j=s+١

aij(r)− λ(r)

 =
s∑

j=١
aij(٠)−

n∑
j=s+١

aij(١)− λ(١). (٩٨.٣)

چهار می�توان i = ١, . . . , n برای (٩٣.٣) و (٩۴.٣) روابط در (٩۵.٣)-(٩٨.٣) روابط جایگذاری با
می�آوریم: به�دست را زیر معادله�ی

αl
i١(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١ aij(r)xj

λ(١)−
∑s

j=١ aij(٠) +
∑n

j=s+١ aij(١)
, (٩٩.٣)

αu
i١(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١ aij(r)xj

λ(٠)−
∑s

j=١ aij(١) +
∑n

j=s+١ aij(٠)
, (١٠٠.٣)

αl
i٢(r) =

∑n
j=١ aij(r)xj − λ(r)xi∑s

j=١ aij(٠)−
∑n

j=s+١ aij(١)− λ(١)
, (١٠١.٣)

αu
i٢(r) =

∑n
j=١ aij(r)xj − λ(r)xi∑s

j=١ aij(١)−
∑n

j=s+١ aij(٠)− λ(٠)
. (١٠٢.٣)

است شده گنجانده (۵۵.٣)-(۵٨.٣) روابط در که خطی، متقارن گستره�های برای موجود قراردادهای حال
(۵٩.٣)-(۶٢.٣) روابط مشابه فازی ویژه بردارهای بنابراین می�بریم. به�کار i = ١, . . . , n هر برای را

می�شوند. حاصل

ششم حالت

دیگر عبارت به باشند. منفی بقیه و مثبت Ã از عنصر s ، (۴٢.٣) سیستم از سطر i-امین در هرگاه
از سطر i-امین بنابراین باشند. λ < ٠ و ãij < ٠ عناصر سایر و ãij > ٠ ،١ ≤ j ≤ s هر برای

کرد: بازنویسی زیر به�صورت می�توان را (۴٢.٣) سیستم
s∑

j=١
aij(r)(xj − αi(r)) +

n∑
j=s+١

aij(r)(xj + αi(r)) = λ(xi + αi(r)), (١٠٣.٣)
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s∑
j=١

aij(r)(xj + αi(r)) +
n∑

j=s+١
aij(r)(xj − αi(r)) = λ(xi − αi(r)). (١٠۴.٣)

i = ١,٢, . . . , n هر برای ،αi٢(r) و αi١(r) ترتیب به (١٠۴.٣) و (١٠٣.٣) سیستم�های کردن حل با
می�شوند: حاصل

αi١(r) =
λ(r)xi −

∑n
j=١(aij(r)xj)

−λ(r)−
∑s

j=١ aij(r) +
∑n

j=s+١ aij(r)
, (١٠۵.٣)

αi٢(r) =
λ(r)xi −

∑n
j=١(aij(r)xj)∑s

j=١ aij(r)−
∑n

j=s+١ aij(r) + λ(r)
. (١٠۶.٣)

(١٠۵.٣) غیرخطی معادلات که آن�جایی از اما است. نیاز مورد αi٢(r) و αi١(r) مینیمم و ماکسیمم حال
است: شده برده به�کار زیر روابط i = ١, . . . , n هر برای بنابراین نمی�شوند، حل راحتی به (١٠۶.٣) و

Min

−λ(r)−
s∑

j=١
aij(r) +

n∑
j=s+١

aij(r)

 = −λ(١)−
s∑

j=١
aij(١) +

n∑
j=s+١

aij(٠),

(١٠٧.٣)

Max

−λ(r)−
s∑

j=١
aij(r) +

n∑
j=s+١

aij(r)

 = −λ(٠)−
s∑

j=١
aij(٠) +

n∑
j=s+١

aij(١),

(١٠٨.٣)

Max


s∑

j=١
aij(r)−

n∑
j=s+١

aij(r) + λ(r)

 =
s∑

j=١
aij(٠)−

n∑
j=s+١

aij(١)+λ(٠), (١٠٩.٣)

Min


s∑

j=١
aij(r)−

n∑
j=s+١

aij(r) + λ(r)

 =
s∑

j=١
aij(١)−

n∑
j=s+١

aij(٠)+λ(١). (١١٠.٣)

چهار i = ١, . . . , n برای (١٠۵.٣) و (١٠۶.٣) روابط در (١٠٧.٣)-(١١٠.٣) روابط جایگذاری با
می�آوریم: به�دست را زیر معادله�ی

αl
i١(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١ aij(r)xj

−λ(٠)−
∑s

j=١ aij(٠) +
∑n

j=s+١ aij(١)
, (١١١.٣)

αu
i١(r) =

λ(r)xi −
∑n

j=١ aij(r)xj

−λ(١)−
∑s

j=١ aij(١) +
∑n

j=s+١ aij(٠)
, (١١٢.٣)

αl
i٢(r) =

∑n
j=١ aij(r)xj − λ(r)xi∑s

j=١ aij(٠)−
∑n

j=s+١ aij(١) + λ(٠)
, (١١٣.٣)

αu
i٢(r) =

∑n
j=١ aij(r)xj − λ(r)xi∑s

j=١ aij(١)−
∑n

j=s+١ aij(٠) + λ(١)
. (١١۴.٣)

است شده گنجانده (۵۵.٣)-(۵٨.٣) روابط در که خطی، متقارن گستره�های برای موجود قراردادهای حال
(۵٩.٣)-(۶٢.٣) روابط مشابه فازی ویژه بردارهای بنابراین می�بریم. به�کار i = ١, . . . , n هر برای را

می�شوند. حاصل
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عددی مثال

فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر مثال این در باشد. فازی ماتریسی Ã کنید فرض .١.۴.٣ مثال
یابیم. می را ماتریس این از

Ã =

[
(١+ r,٣− r) (r,٣− ٢r)

(۵r + ٧,١۴− ٢r) (١+ ٢r,٨− ۵r)

]

١-برش ابتدا فصل، این در شده داده توضیح روش به توجه با فازی ویژه مقادیر محاسبه�ی برای •
می�شود: حاصل زیر قطعی ماتریس می�کنیم. محاسبه را بالا ماتریس عناصر از هریک

A =

[
٢ ١
١٢ ٣

]

به�دست λ̃(١) = −١ و λ̃(١) = ۶ بنابراین می�آوریم. به�دست را A ماتریس ویژه مقادیر حال
داریم: λ̃(١) = ۶ گرفتن نظر در با ]می�آید.

٢ ١
١٢ ٣

][
x١

x٢

]
= ۶

[
x١

x٢

]

تمام چون طرفی از می�شود. محاسبه سادگی به X = (x١, x٢)
t = (x١,۴x١)t ویژه بردار پس

اول حالت در شده بیان محاسباتی روش از استفاده با بنابراین هستند، مثبت Ãماتریس عناصر
داشت: خواهیم

α١(r) = ۶−(١+ r)x١ + r(۴x١)
x١

= ۵−۵r, α٢(r) = ۶−
(۵r + ١(٧۴x٢ + (١+ ٢r)x٢

x٢

و

β١(r) =
(٣− r)x١ + (٣− ٢r)x١

x١
− ۶, β٢(r) =

(١۴− ٢r)x٢ + (٨− ۵r)x٢
x٢

− ۶

می�آیند: به�دست ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به را β(r) و α(r) مینیمم و ماکسیمم بنابراین

βmin(r) =
٢٢− ٢٢r

۴ , βmax(r) = ٩− ٩r,

αmin(r) =
١٣− ١٣r

۴ , αmax(r) = ۵− ۵r,

می�شود. محاسبه λ̃max و λ̃min مقادیر ترتیب به (١٢.٣) و (١١.٣) روابط به توجه با طرفی از
داریم: بنابراین

λ̃min = [۵r + ١,١۵− ٩r], λ̃max =

[
١٣r + ١١

۴ ,
۴۶− ٢٢r

۴

]
,

می�آید: به�دست زیر به�صورت کلی ویژه مقدار آنگاه

λ̃ ∈ ١
۴ [(٧r − ٧)ξ + ١٣r + ١١, (١۴− ١۴r)ξ + ۴۶− ٢٢r] .



۴٢ فازی ماتریس از فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن برای اول روش .٣

با و هستند مثبت ماتریس داریه�های همه�ی چون ،Ã ماتریس از ویژه بردارهای محاسبه�ی برای •
داشت: خواهیم (۴۶.٣) و (۴۵.٣) روابط از استفاده با ، λ = ۶ گرفتن نظر در

α١١ =
٢۶r + ١۶− (٧r − ٧)ξ
٣٠r − ۴٢− (٧r − ٧)ξ x١,

α٢١ =
۶۵r + ۴۵− (٧r − ٧)ξ
۴١r + ۴٣− (٧r − ٧)ξ x١,

α١٢ =
۴٢r − ۴٢− (١۴− ١۴r)ξ
٣٠r − ۴٢− (١۴− ١۴r)ξ x١,

α٢٢ =
۶۵r + ۴۵− (١۴r − ١۴)ξ
۴١r + ۴٣− (١۴r − ١۴)ξ x١.

داشت: خواهیم بالا، عبارت�های کردن مینیمم و ماکسیمم با حال

αl
١١ =

٢۶r + ١۶− (٧r − ٧)ξ
−١٢+ ٧ξ x١,

αu
١١ =

٢۶r + ١۶− (٧r − ٧)ξ
−۴٢ x١,

αl
٢١ =

۶۵r + ۴۵− (٧r − ٧)ξ
٨۴+ ١۴ξ x١,

αu
٢١ =

۶۵r + ۴۵− (٧r − ٧)ξ
−۴٢ x١,

αl
١٢ =

۴٢r + ۴٢+ (١۴+ ١۴r)ξ
−١٢+ ٧ξ x١,

αu
١٢ =

۴٢r + ۴٢+ (١۴+ ١۴r)ξ
−۴٢ x١,

αl
٢٢ =

۶۵r + ۴۵− (١۴r − ١۴)ξ
٨۴+ ١۴ξ x١,

αu
٢٢ =

۶۵r + ۴۵− (١۴r − ١۴)ξ
−۴٢ x١.

بگیریم: نظر در (۵۵.٣)- (۵٨.٣) روابط مشابه را زیر عبارت�های می�توانیم بنابراین

α−,l
s =

۴٢r + ۴٢+ (١۴+ ١۴r)ξ
−١٢+ ٧ξ x١,

α+,l
s =

٢۶r + ١۶− (٧r − ٧)ξ
−١٢+ ٧ξ x١,

α−,u
s =

۶۵r + ۴۵− (١۴r − ١۴)ξ
٨۴+ ١۴ξ x١,

α+,u
s =

۶۵r + ۴۵− (٧r − ٧)ξ
٨۴+ ١۴ξ x١.

می�شود. محاسبه (۵٩.٣)-(۶٢.٣) روابط مشابه فازی ویژه بردارهای آنگاه
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حقیقی ماتریس از فازی ویژه�ی بردارهای ٢.۴.٣

وجود x ∈ Rn ناصفر حقیقی بردار و λ حقیقی عدد هرگاه A حقیقی ماتریس برای .٢.۴.٣ تعریف
کند: صدق زیر رابطه�ی در که باشد داشته

AX = λX (١١۵.٣)

گویند. λ با متناظر A از ویژه بردار را x و A از ویژه مقدار را λ بنابراین

باشد، برقرار (١١۵.٣) معادله�ی در X̃ ∈ ℑn ناصفر فازی بردار و λ حقیقی عدد هرگاه .٣.۴.٣ تعریف
از فازی ویژه�ی بردار X̃ و A ماتریس از فازی ویژه�ی بردارهای با متناظر حقیقی ویژه�ی مقدار λ گوییم

.[٣۶] است فازی اعداد با بعدی n بردارهای تمام خانواده�ی ℑn آن در که است، λ با متناظر A

زیر خطی سیستم به�صورت می�توان آن�را که است فازی خطی سیستم دوگان (١١۵.٣) معادله�ی
λxiنوشت: =

∑n
j=١ aijxj,

λxi =
∑n

j=١ aijxj, i = ١, . . . , n.
(١١۶.٣)

است. xi = (xi(r), xi(r)) آن در که
کرد: بازنویسی زیر به�صورت می�توان را (١١۶.٣) ]سیستم

λIn ٠
٠ λIn

][
X

−X

]
=

[
S١ S٢

S٢ S١

][
X

−X

]
, λ ≥ ٠ ,اگر (١١٧.٣)

]یا
٠ −λIn

−λIn ٠

][
X

−X

]
=

[
S١ S٢

S٢ S١

][
X

−X

]
, λ < ٠ ,اگر (١١٨.٣)

S =

[
S١ S٢

S٢ S١

]
ماتریس درایه�های Xو = (x١, . . . , xn,−x١, . . . ,−xn)T = (XT , X

T
)T آن در که

می�شود: تعریف زیر aijبه�صورت ≥ ٠ ⇒ sij = si+n,j+n = aij,

aij < ٠ ⇒ si+n,j = si,j+n = −aij.

شده حاصل A منفی درایه�های قدرمطلق از S٢ و A از نامنفی درایه�های شامل ،n × n ماتریسی S١
است. |A| = [|aij|]n×n = S١ + S٢ و A = S١ − S٢ همچنین است.

یا |A| مثبت ویژه�ی مقادیر از ویژه مقدار یک یا A ماتریس از ویژه مقدار یک λ هرگاه .۴.۴.٣ قضیه
فازی بردار و λ حقیقی عدد آنگاه باشد، |A| ماتریس از مثبت ویژه�ی مقادیر با مخالف اعداد از یکی

.[٣۶] می�کند صدق (١١۵.٣) در x̃ ناصفر
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که می�کنیم فرض ادامه در است. برقرار وضوح به حکم باشد، A از ویژه مقدار یک λ هرگاه برهان.
باشد. det(λIn − A) ̸= ٠

یا (١١٧.٣) در X = (x١, . . . , xn,−x١, . . . ,−xn)T ∈ ℑ٢n[٠,١] ناصفر تابعی بردار و λ هرگاه
برقرار (١١۵.٣) در x̃ = (x̃١, . . . , x̃n)

T ناصفر فازی بردار و λ حقیقی عدد آنگاه کند، صدق (١١٨.٣)
است.

ℑ٢n[٠,١] در (١١٧.٣) خطی معادلات سیستم� آنگاه باشد، det(λI٢n − S) = ٠ و λ > ٠ هرگاه
است: برقرار زیر رابطه�ی که داد نشان می�توان سادگی به زیرا دارد. ناصفر جواب�های

det(λI٢n − S) = det(λIn − A)det(λIn − |A|)

است. |A| از مثبتی ویژه مقدار λ بنابراین
جواب Ax = ٠ بنابراین است، |A| از ویژه�ای مقدار و نیست A ویژه�ی مقدار باشد، λ = ٠ هرگاه

دارد. بدیهی

خطی معادلات سیستم آنگاه باشد، det
([

−S١ −λIn − S٢

−λIn − S٢ −S١

])
= ٠ و λ < ٠ هرگاه

برقرار زیر رابطه�ی که داد نشان می�توان سادگی به زیرا دارد. ناصفر جواب�های ℑ٢n[٠,١] در (١١٨.٣)
است:

det

([
−S١ −λIn − S٢

−λIn − S٢ −S١

])
= det(A− λIn)det(|A| − λIn) = ٠.

بود. خواهد |A| مثبت ویژه�ی مقادیر از غیر به ویژه مقدار یک λ بنابراین

بگیرید. نظر در را B =

[
١ ٢
١ −٢

]
ماتریس .۵.۴.٣ مثال

بنابراین است. |B| از ویژه مقدار یک و نیست حقیقی ویژه�ی بردارهای به وابسته ویژه�ی مقدار ٣ عدد
آورد. به�دست را فازی ویژه�ی بردارهای می�توان سادگی ]به

١ ٢
١ −٢

]
ũ = ٣ũ

داریم: (١١٧.٣) رابطه�ی از استفاده با
٣ ٠ ٠ ٠
٠ ٣ ٠ ٠
٠ ٠ ٣ ٠
٠ ٠ ٠ ٣



u١

u٢

−u١
−u٢

 =


١ ٢ ٠ ٠
١ ١

٢ ٠ ٣
٢

٠ ٠ ١ ٢
٠ ٣

٢ ١ ١
٢



u١

u٢

−u١
−u٢


می�شود: حاصل زیر به�صورت ũ = [u١, u٢,−u١,−u٢] بردار آن، حل از که

فازی ویژه�ی بردار ũ دیگر عبارت به ũ =
[
٠٫ ۵r − ٠٫ ۵,٠٫ ۵r − ٠٫ ۵,٠٫ ۵− ٠٫ ۵r,٠٫ ۵− ٠٫ ۵r

]
است. B ماتریس از ٣ ویژه�ی مقدار با متناظر

در فصل، این در شده داده توضیح روش از استفاده با فازی ویژه�ی مقادیر بررسی به زیر مثال در
می�پردازیم. پارامتری) حالت در فازی (عدد فازی یال�های با فازی گرافی



۴۵ فازی ویژه بردارهای یافتن .۴.٣

آن مجاورت ماتریس و پارامتری) حالت در فازی (عدد فازی یال�های با ،G̃ فازی گراف .۶.۴.٣ مثال
بگیرید. نظر در را

..

a

.

b

.

c

.

(−r,−٣+ ٢r)

.

(r, ٣− ٢r)

پارامتری) فازی (عدد فازی یال�های با G̃ فازی گراف� :١.٣ شکل

C̃ =


(٠,٠) (−r,−٣+ ٢r) (r,٣− ٢r)

(−r,−٣+ ٢r) (٠,٠) (٠,٠)
(r,٣− ٢r) (٠,٠) (٠,٠)


می�آوریم. به�دست را ویژه بردارهای و ویژه مقادیر و می�کنیم محاسبه را ماتریس این از ١-برش ابتدا

می�آید. به�دست C قطعی ماتریس

C =


٠ −١ ١
−١ ٠ ٠
١ ٠ ٠


آن با متناظر ویژه�ی بردار بگیرید. نظر در را

√
٢ ویژه مقدار است. {

√
٢,٠,−

√
٢} آن ویژه�ی مقادیر

C ماتریس در درایه�ها از برخی چون می�آید. به�دست Xc = ((
√
٢)x٣,−x٣, x٣)t = (−

√
٢
٢ ,

١
٢ ,

−١
٢ )t

استفاده فازی ویژه�ی مقادیر یافتن برای فصل، این در سوم حالت از بنابراین هستند، منفی برخی و مثبت
می�شود: حاصل زیر عبارات �ترتیب، به (٢۵.٣) و (٢۴.٣) معادلات از استفاده با می�کنیم.

− r(
١
٢) + (٣− ٢r)(−١٢ ) = (

√
٢− α١(r))(−

√
٢
٢ ), (١١٩.٣)

(−٣+ ٢r)(١٢) + r(
−١
٢ ) = (

√
٢+ β١(r))(−

√
٢
٢ ), (١٢٠.٣)

(−٣+ ٢r)(−
√
٢
٢ ) = (

√
٢− α٢(r))(

١
٢), (١٢١.٣)

(−r)(−
√
٢
٢ ) = (

√
٢+ β٢(r))(

١
٢), (١٢٢.٣)

(٣− ٢r)(−
√
٢

٢ ) = (
√
٢+ β٣(r))(

−١
٢ ), (١٢٣.٣)

(r)(
−
√
٢

٢ ) = (
√
٢− α٣(r))(

−١
٢ ). (١٢۴.٣)

،α٢(r) = ٢
√
٢(r − ١) ،β١(r) = ١−r√

٢ ،α١(r) = r−١√
٢ ترتیب به بالا، معادلات از هریک حل با

طرفی از می�شوند. حاصل β٣(r) = −٢
√
٢(r−١) و α٣(r) =

√
٢(١−r) ، β٢(r) =

√
٢(r−١)
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مقادیر پس است. نیاز مورد ٠ ≤ r ≤ ١ و i = ١,٢,٣ ازای به βi(r) و αi(r) ماکسیمم و مینیمم مقدار
و max(βi(r)) = −٢

√
٢(r − ١) ،min(αi(r)) = ٢

√
٢(r − ١) ،max(αi(r)) =

√
١)٢− r)

داریم: بنابراین می�شوند. حاصل i = ١,٢,٣ برای ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به min(βi(r)) =
√
٢(r − ١)

λ̃max = [
√
٢−

√
١)٢− r),

√
٢+ ٢

√
١)٢− r)], (١٢۵.٣)

λ̃min = [
√
٢− ٢

√
٢(r − ١),

√
٢+

√
٢(r − ١)]. (١٢۶.٣)

داریم: پس شد، خواهد λ̃max و λ̃min محدب ترکیب به�صورت کلی حالت در فازی ویژه مقدار نتیجه در

λ̃ = [٣
√
١)٢− r)ξ + r

√
٢−,٢

√
٢ξ(١− r) + ٣

√
٢− ٢

√
٢(r)], (١٢٧.٣)

است. ٠ ≤ r ≤ ١ و ٠ ≤ ξ ≤ ١ آن در که
است. Xc = (−

√
٢x٣,−x٣, x٣) = (

√
١−,٢,١)t ویژه بردار باشد، λ = −

√
٢ هرگاه همچنین

داریم: آنگاه می�کنیم. استفاده فازی ویژه�ی مقادیر یافتن برای فصل، این در سوم حالت از بنابراین
− r(١) + (٣− ٢r)(−١) = (−

√
٢− α١(r))(

√
٢), (١٢٨.٣)

(−٣+ ٢r)(١) + r(−١) = (−
√
٢+ β١(r))(

√
٢), (١٢٩.٣)

− r(
√
٢) = (−

√
٢− α٢(r))(١), (١٣٠.٣)

(−٣+ ٢r)(
√
٢) = (−

√
٢+ β٢(r))(١), (١٣١.٣)

r(
√
٢) = (−

√
٢− α٣(r))(−١), (١٣٢.٣)

(٣− ٢r)(
√
٢) = (−

√
٢+ β٣(r))(−١). (١٣٣.٣)

،α٢(r) =
√
٢(r−١) ،β١(r) = r−١√

٢ ،α١(r) = ١−r√
٢ مقادیر ترتیب به بالا، معادلات از هریک حل با

از می�شوند. حاصل β٣(r) = −
√
٢(r + ١) و α٣(r) = ٢

√
١)٢ − r) ، β٢(r) = ٢

√
٢(r − ١)

است. نیاز مورد ٠ ≤ r ≤ ١ و i = ١,٢,٣ ازای به βi(r) و αi(r) ماکسیمم و مینیمم مقدار طرفی
max(βi(r)) = ٢

√
٢(r − ١) ،min(αi(r)) =

√
٢(r − ١) ،max(αi(r)) = ٢

√
١)٢− r) پس

بنابراین می�شوند. حاصل i = ١,٢,٣ برای ٠ ≤ r ≤ ١ ازای به min(βi(r)) = −
√
٢(r + ١) و

داریم:
λ̃min = [−

√
٢−

√
٢(r − ١),−

√
٢−

√
٢(r + ١)], (١٣۴.٣)

λ̃max = [−
√
٢− ٢

√
١)٢− r),−

√
٢+ ٢

√
٢(r − ١)]. (١٣۵.٣)

داریم: پس شد، خواهد λ̃max و λ̃min محدب ترکیب به�صورت کلی حالت در فازی ویژه مقدار نتیجه در

λ̃ = [٣
√
١)٢− r)ξ − ٣

√
٢+ ٢

√
٢r, (

√
٢r − ٣

√
٢)ξ + ٢

√
٢r − ٣

√
٢]. (١٣۶.٣)



۴ فصل

و فازی ویژه مقادیر یافتن برای دوم روش
فازی ماتریس از فازی ویژه بردارهای

حل برای روش این شد. بیان فازی ماتریس از فازی ویژه مقادیر یافتن برای روشی قبل فصل در
می�رود. کار به می�شود، داده نمایش زیر به�صورت که فازی کاملا خطی سیستم�های

ÃX̃ = λ̃X̃ (١.۴)

و فازی ویژه�ی مقادیر محاسبه�ی به ماکسیمم، و مینیمم متقارن گستره�های بردن به�کار با روش این در
بردارهای و فازی ویژه مقادیر یافتن برای دیگری روش فصل این در می�پردازد. فازی ویژه�ی بردارهای
این با .[٣٢] است قبل فصل در شده بیان روش مشابه که می�شود بیان فازی ماتریس�های از فازی ویژه
برای راست و چپ گستره�های ترتیب به است، r ∈ [٠,١] که β(r) و α(r) قبل، فصل در که تفاوت

شد. گرفته نظر در فازی ویژه مقادیر یافتن

FFLS متقارن جواب طریق از متقارن ویژه مقدار یافتن ١.۴

است. شده استخراج [٣٢] مرجع از بخش این مطالب
معادله�ی از قطعی جواب دیگر، عبارت به می�کنیم. شروع FFLS از ١-برش حل با را خود بررسی

قطعی سیستم این در می�شود. آورده دست به (١.۴)
n∑

j=١
ãij(١)xj = λxi, i = ١, . . . , n. (٢.۴)

سیستم حل طریق از که هستند مجهول قطعی متغییرهای xj : j = ١, . . . , n است. ãij(١), λ ∈ R

فازی جواب سپس می�آوریم، دست به را (٢.۴) قطعی سیستم جواب ابتدا آمد. خواهند دست به (٢.۴)
واضح می�سازیم. (٢.۴) سیستم از سطر هر به مجهول متقارن گستره�های دادن اختصاص با را شده
می�توانیم سادگی به بنابراین شود. حل خطی معادله ٢n که است لازم ،(١.۴) معادله حل برای که است
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زیر سیستم شکل به را (٢.۴) قطعی معادلات سیستم بنابراین کنیم. محاسبه را جواب گستره�های
می�کنیم: بازنویسی

[a١١(r), a١١(r)][x١ − α١(r), x١ + α١(r)] + . . .+ [a١n(r), a١n(r)][xn − α١(r), xn + α١(r)]

= [λ− α١(r), λ+ α١(r)][x١ − α١(r), x١ + α١(r)],

[a٢١(r), a٢١(r)][x١ − α٢(r), x١ + α٢(r)] + . . .+ [a٢n(r), a٢n(r)][xn − α٢(r), xn + α٢(r)]

= [λ− α٢(r), λ+ α٢(r)][x٢ − α٢(r), x٢ + α٢(r)],

...

[an١(r), an١(r)][x١ − αn(r), x١ + αn(r)] + . . .+ [ann(r), ann(r)][xn − αn(r), xn + αn(r)]

= [λ− αn(r), λ+ αn(r)][xn − αn(r), xn + αn(r)].

(٣.۴)

معادله�های ٢n حل از و هستند مجهول گستره�های αi(r) > ٠ ،i = ١,٢, . . . , n هر ازای به آن در که
برداری جواب از آمده دست به مولفه�های xj : j = ١,٢, . . . , n و مقدارویژه λ می�شوند. محاسبه بالا
متناظر مولفه� و مقدارویژه برای یکسانی گستره�های هرسطر، برای که کنید توجه هستند. (٢.۴) سیستم

می�گیریم. درنظر برداری جواب
هستند: Ãماتریس عناصر به مربوط که می�کنیم، تعریف زیر به�صورت را دار اندیس مجموعه�های سپس

الف)

I١ = {(i, j) ∈ Nn × Nn : ãij > ٠}

ب)

I٢ = {(i, j) ∈ Nn × Nn : ãij < ٠}

ج)

I٣ = I١ ∪ I٢

است. Nn = {١, . . . , n} آن در که

نظر در مثبت xj +αi(r) و xj −αi(r), λ+αi(r), λ−αi(r) سادگی برای زیر در .١.١.۴ ملاحظه
قبلی، گستره�های در کنید توجه می�آیند. به�دست ساده�تر بالا، معادله در ضرایب بنابراین می�شوند. گرفته
ویژه بردارهای و مقادیرویژه فازی، ماتریس عناصر محمل در صفر که می�شود گرفته درنظر حالاتی فقط

می�گیریم. نظر در را مختلف حالت سه این��جا در . باشند نداشته وجود

الف حالت ١.١.۴

I١ = {(i, j) ∈ Nn × Nn : ãij > ٠}, |I١| = n٢.



۴٩ FFLS متقارن جواب طریق از متقارن ویژه مقدار یافتن .١.۴

فازی ماتریس دیگر عبارت به می�شود. گرفته نظر در ãij > ٠ ،i, j = ١, . . . , n هر برای حالت این در
است: زیر به�صورت (٣.۴) سیستم از سطر i-امین است. مثبت Ã

[ai١(r), ai١(r)][x١ − αi(r), x١ + αi(r)] + . . .+ [ain(r), ain(r)][xn − αi(r), xn + αi(r)]

= [λ− αi(r), λ+ αi(r)][xi − αi(r), xi + αi(r)]

کرد: بازنویسی زیر صورت به را (٣.۴) سیستم می�توان طرفی از
n∑

j=١
aij(r)(xj − αi(r)) = λxi − (λ+ xi)αi(r) + α٢i (r) ⇒

αi(r) = f١(x١, . . . , xn, ai١(r), . . . , ain(r), λ),

(۴.۴)

n∑
j=١

aij(r)(xj + αi(r)) = λxi + (λ+ xi)αi(r) + α٢i (r) ⇒

αi(r) = f٢(x١, . . . , xn, ai١(r), . . . , ain(r), λ),

(۵.۴)

برای بنابراین می�کنیم. جایگزین αi٢(r) و αi١(r) ترتیب به (۵.۴) و (۴.۴) معادله در αi(r) جای به
داریم: i = ١, . . . , n هر

αi١(r) = f١(x١, . . . , xn, ai١(r), . . . , ain(r), λ),

αi٢(r) = f٢(x١, . . . , xn, ai١(r), . . . , ain(r), λ).
(۶.۴)

است: موجود زیر به�صورت αi٢(r) و αi١(r) حسب بر دوم درجه از معادله ٢n دیگر عبارت به

α٢i١(r) +

 n∑
j=١

aij(r)− (λ+ xi)

αi١(r)−
n∑

j=١
aij(r)xj + λxi = ٠, (٧.۴)

α٢i٢(r) +

 n∑
j=١

aij(r)− (λ+ xi)

αi٢(r)−
n∑

j=١
aij(r)xj + λxi = ٠. (٨.۴)

زیر به�صورت ویژه بردار و ویژه مقدار از متقارن گستره�های آوردن به�دست برای کلی روش دو ادامه در
می�شود: تعریف

α−
s (r) = mini=١,...,n {|αi١(r)|, |αi٢(r)|} ,٠ ≤ r ≤ ١, (٩.۴)

α+
s (r) = maxi=١,...,n {|αi١(r)|, |αi٢(r)|} ,٠ ≤ r ≤ ١, (١٠.۴)

کاربردن به با ترتیب به ،i = ١, . . . , n و ٠ ≤ r ≤ ١ هر برای X̃ = (x̃١, . . . , x̃n)
t و λ̃ بنابراین

می�شود: داده نشان زیر به�صورت مقادیر این می�آید. به�دست (١٠.۴) و (٩.۴)
λ̃(r) = [λ− α−

s (r), λ+ α−
s (r)], (١١.۴)

λ̃(r) = [λ− α+
s (r), λ+ α+

s (r)], (١٢.۴)

x̃i(r) = [xi − α−
s (r), xi + α−

s (r)], (١٣.۴)

x̃i(r) = [xi − α+
s (r), xi + α+

s (r)]. (١۴.۴)
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مقادیر برای نهایی گستره�های که می�گیریم نتیجه این�جا در است. i = ١, . . . , n و ٠ ≤ r ≤ ١ آن در که
توابع از برخی گاهی اما باشند. غیرخطی� می�توانند که هستند، {α−

s (r), α
+
s (r)} ویژه بردارهای و ویژه

می�آوریم، دست به (٨.۴) و (٧.۴) معادلات حل با را گستره�ها بنابراین هستند. پیوسته قطعه�ای به�طور
باشد. خطی معادلات این نیست لازم که

دوم درجه معادله از جواب�ها که آن�جایی از داریم. معادله هر حل از متفاوت جواب دو کلی حالت در
توابع شده�اند، تعریف (١٠.۴) و (٩.۴) در که توابعی باشیم داشته انتظار نمی�توانیم لذا می�شود، حاصل
از برخی ساختار در تغییراتی با بتوان که شد خواهد جالب�تر زمانی مسئله کلی، حالت در باشند. خطی

. [٣۵] ساخت را دیگری خطی گستره�های گستره�ها،
ویژه بردارهای و فازی متقارن مقادیرویژه برای متقارن، گستره�های (٨.۴) و (٧.۴) معادلات حل با

می�آید: به�دست زیر به�صورت

αi١(r) =
−[
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi)]±
√

(
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(١۵.۴)

αi٢(r) =
−[
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi)]±
√

(
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ .

(١۶.۴)
به�صورت می�توان آن�ها پایین و بالا کران به توجه با را آمده به�دست مقادیر (١۶.۴) و (١۵.۴) معادلات از

شد: خواهد معادله چهار به منجر بنابراین کرد. بازنویسی زیر

αl
i١(r) =

−[
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi)]−
√

(
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(١٧.۴)

αu
i١(r) =

−[
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi)] +
√

(
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(١٨.۴)

αl
i٢(r) =

[
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi)]−
√

(
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(١٩.۴)

αu
i٢(r) =

[
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi)] +
√

(
∑n

j=١ aij(r)− (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(٢٠.۴)

متقارن گستره�های آوردن به�دست ،(١.۴) معادله جواب�های برای متقارن گستره�های بردن کار به از هدف
است. Ã از ویژه بردارهای و مقادیرویژه برای

می�شود: گرفته نظر در زیر قراردادهای این�جا در

α−,l
s (r) = mini=١,...,n

{
|αl

i١(r)|, |αl
i٢(r)|

}
, ٠ ≤ r ≤ ١. (٢١.۴)

α−,u
s (r) = mini=١,...,n {|αu

i١(r)|, |αu
i٢(r)|} , ٠ ≤ r ≤ ١. (٢٢.۴)

α+,l
s (r) = maxi=١,...,n

{
|αl

i١(r)|, |αl
i٢(r)|

}
, ٠ ≤ r ≤ ١. (٢٣.۴)

α+,u
s (r) = maxi=١,...,n {|αu

i١(r)|, |αu
i٢(r)|} , ٠ ≤ r ≤ ١. (٢۴.۴)
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یک کدام نمی�دانیم اما می�آید. به�دست αl
ij(r) ≤ αu

ij(r) ،j = ١,٢ و i = ١, . . . , n هر برای ادامه در و
α−,u
s (r) ≤ α+,u

s (r) که هستیم مطمئن فقط طرفی از هستند. بزرگتر ، |αu
ij(r)| یا |αl

ij(r)| مقادیر از
است. α−,l

s (r) ≤ α+,l
s (r) و

مختلفی ویژه بردارهای و مقادیرویژه متناظرا ببریم، �کار به را مختلفی متقارن گستره�های هرگاه حالت هر در
می�آید: به�دست

λ̃−,l(r) = [λ− α−,l
s (r), λ+ α−,l

s (r)], (٢۵.۴)

λ̃−,u(r) = [λ− α−,u
s (r), λ+ α−,u

s (r)], (٢۶.۴)

λ̃+,l(r) = [λ− α+,l
s (r), λ+ α+,l

s (r)], (٢٧.۴)

λ̃+,u(r) = [λ− α+,u
s (r), λ+ α+,u

s (r)]. (٢٨.۴)

X̃−,l(r) = (x̃−,l
١ (r), . . . , x̃−,l

n (r))t, x̃−,l
i (r) = [xi − α−,l

s (r), xi + α−,l
s (r)], (٢٩.۴)

X̃−,u(r) = (x̃−,u
١ (r), . . . , x̃−,u

n (r))t, x̃−,u
i (r) = [xi − α−,u

s (r), xi + α−,u
s (r)], (٣٠.۴)

X̃+,l(r) = (x̃+,l
١ (r), . . . , x̃+,l

n (r))t, x̃+,l
i (r) = [xi − α+,l

s (r), xi + α+,l
s (r)], (٣١.۴)

X̃+,u(r) = (x̃+,u
١ (r), . . . , x̃+,u

n (r))t, x̃+,u
i (r) = [xi − α+,u

s (r), xi + α+,u
s (r)]. (٣٢.۴)

متقارن های گستره و Xc = (x١, . . . , xn)
t و λc = λ با (٢.۴) قطعی سیستم جواب .٢.١.۴ گزاره

در را شده حاصل (٢١.۴)-(٢۴.۴) معادلات از که ویژه) بردارهای و (مقادیرویژه معادله جواب�های از
بگیرید. درنظر |I١| = n٢ حالت

باشد،
∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi) ≤ ٠ به�طوری�که ،i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد داشته وجود هرگاه الف)
. است λ̃−,l(١) = λc و X̃−,l(١) = Xc ،α−,l

s (١) = ٠ آنگاه

باشد،
∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi) ≥ ٠ به�طوری�که i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد داشته وجود هرگاه ب)
است. λ̃−,u(١) = λc و X̃−,u(١) = Xc ،α−,u

s (١) = ٠ آنگاه

،α+,l
s (١) = ٠ آنگاه باشد،

∑n
j=١ aij(١)− (λ+xi) ≤ ٠ ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای هرگاه ج)

. است λ̃+,l(١) = λcو X̃+,l(١) = Xc

،α+,u
s (١) = ٠ آنگاه باشد،

∑n
j=١ aij(١)−(λ+xi) ≥ ٠ ،i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای هرگاه د)

است. λ̃+,u(١) = λc و X̃+,u(١) = Xc
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آنگاه: باشد، (٢.۴) قطعی سیستم جواب Xc = (x١, . . . , xn)
t و λc هرگاه برهان.

αl
i١(r) =

−
[∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi)
]
−
∣∣∣∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= −max

٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+ xi)

 ,

(٣٣.۴)

αu
i١(r) =

−
[∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi)
]
+
∣∣∣∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= −min

٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+ xi)

 ,

(٣۴.۴)

αl
i٢(r) =

[∑n
j=١ aij(١)− (λ+ xi)

]
−
∣∣∣∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= −max

٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+ xi)

 ,

(٣۵.۴)

αu
i٢(r) =

[∑n
j=١ aij(١)− (λ+ xi)

]
+
∣∣∣∑n

j=١ aij(١)− (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= −min

٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+ xi)

 .

(٣۶.۴)

داریم: (الف) حالت در بنابراین

α−,l
s (١) = mini=١,...,n{|max{٠,

n∑
j=١

aij(١)− (λ+xi)}|, |max{٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+xi)}|} = ٠,

(٣٧.۴)
داریم: (ب) حالت در

α−,u
s (١) = mini=١,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

aij(١)− (λ+xi)}|, |min{٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+xi)}|} = ٠,

(٣٨.۴)
داریم: (ج) حالت در

α+,l
s (١) = maxi=١,...,n{|max{٠,

n∑
j=١

aij(١)− (λ+xi)}|, |max{٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+xi)}|} = ٠,

(٣٩.۴)
داریم: (د) حالت در نهایت در و

α+,u
s (١) = mini=١,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

aij(١)− (λ+xi)}|, |min{٠,
n∑

j=١
aij(١)− (λ+xi)}|} = ٠.

(۴٠.۴)
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:[٣۵] بنابراین است، ٠ ≤ r ≤ ١ و α−,l
s (r) ≤ α+,l

s (r) و α−,l
s (r) ≤ α+,l

s (r) چون
αL
s (r) = min{α−,l

s (r), α−,u
s (r)},٠ ≤ r ≤ ١. (۴١.۴)

αU
s (r) = max{α+,l

s (r), α+,u
s (r)},٠ ≤ r ≤ ١. (۴٢.۴)

کنید: فرض
λ̃L(r) = [λ− αL

s (r), λ+ αL
s (r)], (۴٣.۴)

λ̃U(r) = [λ− αU
s (r), λ+ αU

s (r)], (۴۴.۴)

داریم: دیگر عبارت به باشد. برقرار X̃U = (x̃U١ , x̃
U
٢ , . . . , x̃

U
n )

t و X̃L = (x̃L١ , x̃
L
٢ , . . . , x̃

L
n)

t

x̃Li (r) = [xi − αL
s (r), xi + αL

s (r)], r ∈ [٠,١], i = ١, . . . , n, (۴۵.۴)

x̃Ui (r) = [xi − αU
s (r), xi + αU

s (r)], r ∈ [٠,١], i = ١, . . . , n. (۴۶.۴)

متقارن گستره�های و Xc = (x١, . . . , xn)
t و λc = λ با (٢.۴) قطعی سیستم جواب .٣.١.۴ گزاره

(۴١.۴)-(۴٢.۴) و (٢١.۴)-(٢۴.۴) روابط از که ویژه) بردارهای و (مقادیرویژه معادله جواب�های از
داریم: بنابراین بگیرید، درنظر |I١| = n٢ حالت در را شده حاصل

الف)
αL
s (١) = ٠, X̃L = Xc, λ̃L(١) = λc.

،
∑n

j=١ aij(١) =
∑n

j=١ aij(١) = λ + xi باشیم داشته ،i = ١,٢, . . . , n هر برای هرگاه ب)
است. برقرار λ̃U(١) = λc و X̃U(١) = Xc ، αU

s (١) = ٠ آنگاه

α−,u
s (١) = ٠ آنگاه باشد،

∑n
j=١ aij(١)− (λ+ xi) ≥ ٠ ،i = ١,٢, . . . , n هر برای هرگاه برهان.

است. برقرار
آنگاه باشد،

∑n
j=١ aij(١)− (λ+ xi) < ٠ به�طوری�که ، i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد نداشته وجود هرگاه

خواهد αL
s (١) = ٠ ادامه در و است α−,l

s (١) = ٠ بنابراین است.
∑n

j=١ aij(١) − (λ + xi) < ٠
به�دست αU

s (١) = ٠ ،( (د) و (ج) (قسمت�های (٢.١.۴) گزاره�ی از استفاده با (ب)، قسمت برای شد.
می�آید.

لازم، شرایط که حالتی در هستند بهینه (٣.١.۴) و (٢.١.۴) گزاره�های در موجود فرضیات که کنید توجه
کرد. یادآوری می�توان را (٣.١.۴) گزاره در (ب) شرط همین�طور است. متناظر گستره�های بودن صفر

n∑
j=١

aij(١) =
n∑

j=١
aij(١) = λ+ xi, i = ١,٢, . . . , n (۴٧.۴)

فازی اعداد با ãij برای (۴٧.۴) بنابراین می�دهد. نتیجه aij(١) = aij(١) ،i = ١,٢, . . . , n برای
است. برقرار مثلثی

n∑
j=١

ãij(١) = λ+ xi, i = ١,٢, . . . , n.
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ب حالت ٢.١.۴

I٢ = {(i, j) ∈ Nn × Nn : ãij < ٠}, |I٢| = n٢

سیستم از سطر i-امین بنابراین می�شود. گرفته نظر در منفی Ã فازی ماتریس درایه�های حالت این در
گرفت: درنظر زیر به�صورت می�توان را (٣.۴)

∑n
j=١ aij(r)(xj + ai١(r)) = λxi − (λ+ xi)αi١(r) + α٢i١(r),∑n
j=١ aij(r)(xj − ai٢(r)) = λxi + (λ+ xi)αi٢(r) + α٢i٢(r).

آورد. خواهیم به�دست را بالا معادله�ی دو ریشه�های از هریک بنابراین

αi١(r) =
[
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)]±
√

(
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(۴٨.۴)

αi٢(r) =
−[
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)]±
√

(
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢
(۴٩.۴)

متفاوت گستره�های زیر، حالت�های می�گیریم. نظر در را گستره�ها دیگر شکل�های (الف)، حالت مشابه
است. i = ١, . . . , n سطر هر برای معادله جواب از

αl
i١(r) =

[
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)]−
√∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢
(۵٠.۴)

αu
i١(r) =

[
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)] +
√

(
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢
(۵١.۴)

αl
i٢(r) =

−[
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)]−
√

(
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢
(۵٢.۴)

αu
i٢(r) =

−[
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)] +
√

(
∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢
(۵٣.۴)

را بود شده گنجانده (۴١.۴)-(۴٢.۴) و (٢١.۴)- (٢۴.۴) معادلات در که را متفاوتی حالت�های دوباره
(۵٢.۴)،(۵١.۴)، (۵٠.۴) روابط در ترتیب به αu

i٢(r) و αl
i٢(r)، αu

i١(r) ، αl
i١(r) که می�گیریم، نظر در
داشت. قرار (۵٣.۴) و

از متقارن گستره�های و Xc = (x١, . . . , xn) و λc = λ با (٢.۴) قطعی سیستم جواب .۴.١.۴ گزاره
(٢١.۴)-(٢۴.۴) و (۵٠.۴)-(۵٣.۴) از آمده به�دست ویژه) بردارهای و ویژه (مقادیر معادله جواب�های

می�گیریم. نظر در را | I٢ |= n٢ حالت در

یا
∑n

j=١ aij(١) + (λ + xi) ≥ ٠ �که به�طوری i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد داشته وجود هرگاه الف)
λ̃−,l(١) = λc و X̃−,l(١) = Xc ، α−,l

s (١) = ٠ آنگاه باشد،
∑n

j=١ aij(١)+(λ+xi) ≤ ٠
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است.

باشد
∑n

j=١ aij(١) + (λ+ xi) ≤ ٠ �که به�طوری i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد داشته وجود هرگاه ب)
λ̃−,u(١) = λc و X̃−,u(١) = Xc ،α−,u

s (١) = ٠ آنگاه ،
∑n

j=١ aij(١) + (λ+ xi) ≥ ٠ یا
است.

آنگاه باشد،
∑n

j=١ aij(١) = −(λ + xi) =
∑n

j=١ aij(١) ،i = ١,٢, . . . , n هر برای هرگاه ج)
است. λ̃+,l(١) = λc و X̃+,l(١) = Xc ،α+,l

s (١) = ٠

∑n
j=١ aij(١)+(λ+xi) ≤ ٠ ≤

∑n
j=١ aij(١)+(λ+xi) ،i = ١,٢, . . . , n هر برای هرگاه د)

است. λ̃+,u(١) = λc و X̃+,u(١) = Xc ،α+,u
s (١) = ٠ آنگاه باشد،

آنگاه: باشد، (٢.۴) قطعی سیستم جواب Xc = (x١, . . . , xn) و λc هرگاه برهان.

αl
i١(r) =

∑n
j=١ aij(١) + (λ+ xi)−

∣∣∣∑n
j=١ aij(١) + (λ+ xi)

∣∣∣
٢

= min

٠,
n∑

j=١
aij(١) + (λ+ xi)

 ,

(۵۴.۴)

αu
i١(r) =

∑n
j=١ aij(١) + (λ+ xi) +

∣∣∣∑n
j=١ aij(١) + (λ+ xi)

∣∣∣
٢

= max

٠,
n∑

j=١
aij(١) + (λ+ xi)

 ,

(۵۵.۴)

αl
i٢(r) =

−
[∑n

j=١ aij(١) + (λ+ xi)
]
−
∣∣∣∑n

j=١ aij(١) + (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= −max

٠,
n∑

j=١
aij(r) + (λ+ xi)

 ,

(۵۶.۴)

αu
i٢(r) =

−
[∑n

j=١ aij(١) + (λ+ xi)
]
+
∣∣∣∑n

j=١ aij(r) + (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= −min

٠,
n∑

j=١
aij(١) + (λ+ xi)

 .

(۵٧.۴)

داریم: گزاره از (الف) قسمت در بنابراین

α−,l
s (١) = mini=١,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

aij(١)+ (λ+xi)}|, |max{٠,
n∑

j=١
aij(١)+ (λ+xi)}|} = ٠,

(۵٨.۴)
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نظر در را
∑n

j=١ aij(١) + (λ + xi) ≤ ٠ یا
∑n

j=١ aij(١) + (λ + xi) ≥ ٠ حالت این در زیرا
گرفتیم.

داریم: گزاره از (ب) قسمت در

α−,u
s (١) = mini=١,...,n{|max{٠,

n∑
j=١

aij(١)+(λ+xi)}|, |min{٠,
n∑

j=١
aij(١)+(λ+xi)}|} = ٠,

(۵٩.۴)

نظر در را
∑n

j=١ aij(١) + (λ + xi) ≥ ٠ یا
∑n

j=١ aij(١) + (λ + xi) ≤ ٠ حالت این در زیرا
گرفتیم.

داریم: i = ١,٢, . . . , n هر برای گزاره، از (ج) قسمت در
n∑

j=١
aij(١) + (λ+ xi) =

n∑
j=١

aij(١) + (λ+ xi) = ٠,

داریم: بنابراین و

α+,l
s (١) = maxi=١,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

aij(١)+ (λ+xi)}|, |max{٠,
n∑

j=١
aij(١)+ (λ+xi)}|} = ٠.

(۶٠.۴)
داریم: گزاره از (د) قسمت در نهایت در و

α+,u
s (١) = maxi=١,...,n{|max{٠,

n∑
j=١

aij(١)+(λ+xi)}|, |min{٠,
n∑

j=١
aij(١)+(λ+xi)}|} = ٠.

(۶١.۴)

aij(١) = aij(١) ،i, j = ١,٢, . . . , n هر برای ضرایب (۴.١.۴) گزاره در که، است توضیح به لازم
دهیم: قرار می�توانیم بنابراین است.

n∑
j=١

aij(١) = −(λ+ xi), aij(١) = aij(١), ∀i, j = ١,٢, . . . , n.

از متقارن گستره�های و Xc = (x١, . . . , xn) و λc = λ با (٢.۴) قطعی سیستم جواب .۵.١.۴ گزاره
روابط همینطور و (٢١.۴)- (٢۴.۴) روابط از شده حاصل ویژه)، بردار و (مقادیرویژه معادله جواب�های

آنگاه: بگیرید، نظر در را |I٢| = n٢ حالت در (۴١.۴)-(۴٢.۴)

الف)

αL
s (١) = ٠, X̃L = Xc, λ̃L(١) = λc.

i = ١,٢, . . . , n هر برای اگر ب)
n∑

j=١
aij(١) = −(λ+ xi) =

n∑
j=١

aij(١)

است. λ̃U(١) = λc و X̃U(١) = Xc ،αU
s (١) = ٠ آنگاه باشد،
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α−,l
s = ٠ یا α−,u

s = حالت٠ هر در که است واضح (ب) و (الف) قسمت�های (۴.١.۴) گزاره از برهان.
و (ب) قسمت�های (۴.١.۴) گزاره�ی از استفاده با گزاره این (ب) قسمت است. αL

s (١) = ٠ نتیجه در
می�آید. به�دست (ج)

ج حالت ٣.١.۴

باشند. منفی بقیه و مثبت Ã ضرایب ماتریس درایه�های از برخی که می�گیریم نظر در حالت این در
I٣ = I١ ∪ I٢, |I١| = s١, |I٢| = s٢, s.t. |I٣| = s١ + s٢ = n٢.

باشند طوری Ã از سطر i-امین عناصر کنید فرض می�دهیم. نشان را مسئله جواب یافتن حالت این در
داریم: بنابراین باشد. ãij < ٠ ، Nn − Ns عضو j هر ازای به و ãij > ٠ ، Ns عضو j هر ازای به که

s∑
j=١

aij(r)(xj − αi١(r)) +
n∑

j=s+١
aij(r)(xj + αi١(r)) = λxi − (λ+ xi)αi١(r) + α٢i١(r),

(۶٢.۴)
s∑

j=١
aij(r)(xj + αi٢(r)) +

n∑
j=s+١

aij(r)(xj − αi٢(r)) = λxi − (λ+ xi)αi٢(r) + α٢i٢(r).

(۶٣.۴)
می�آید: دست به i = ١, . . . , n هر برای ،αi٢(r) و αi١(r) ترتیب به بالا، معادله�ی دو حل از

αi١(r) =
−
[∑n

j=١ |aij(r)|+ (λ+ xi)
]

٢

±

√
−(
∑n

j=١ |aij(r)|+ (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(۶۴.۴)

αi٢(r) =
[
∑n

j=١ |aij(r)| − (λ+ xi)]

٢

±

√
(
∑n

j=١ |aij(r)| − (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(۶۵.۴)

بردارهای و ویژه مقادیر برای را متفاوتی گستره�های بالا، در حاصل جواب�های از استفاده با نتیجه در
می�آید: به�دست زیر به�صورت ویژه

αl
i١(r) =

−
[∑n

j=١ |aij(r)|+ (λ+ xi)
]

٢

−

√
−(
∑n

j=١ |aij(r)|+ (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(۶۶.۴)

αu
i١(r) =

−
[∑n

j=١ |aij(r)|+ (λ+ xi)
]

٢

+

√
−(
∑n

j=١ |aij(r)|+ (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(۶٧.۴)
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αl
i٢(r) =

[∑n
j=١ |aij(r)| − (λ+ xi)

]
٢

−

√
(
∑n

j=١ |aij(r)| − (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ ,

(۶٨.۴)

αu
i٢(r) =

[∑n
j=١ |aij(r)| − (λ+ xi)

]
٢

+

√
(
∑n

j=١ |aij(r)| − (λ+ xi))٢ + ۴(
∑n

j=١ aij(r)xj − λxi)

٢ .

(۶٩.۴)

همین�طور و ویژه مقادیر برای را متفاوتی گستره�های می�توان (٢١.۴)-(٢۴.۴) معادلات مشابه حال
دست به ویژه بردارهای برای است، شده قرارداد (۴١.۴)-(۴٢.۴) معادلات در که گستره�هایی مشابه

می�شود. آورده

متقارن گستره�های Xcو = (x١, x٢, . . . , xn)
t و λc = λ با (٣.۴) قطعی سیستم جواب .۶.١.۴ گزاره

(٢١.۴)-(٢۴.۴) و (۶۶.۴)-(۶٩.۴) روابط از که ویژه) بردارهای و (مقادیرویژه معادله جواب�های از
داریم: بنابراین بگیرید، نظر در I٣ = I١ ∪ I٢ حالت در را شده حاصل

�که به�طوری i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد داشته وجود هرگاه الف)
n∑

j=١
|aij(١)| ≤ λ+ xi یا

n∑
j=١

|aij(١)| ≥ λ+ xi

داریم: آنگاه باشد، برقرار

α−,l
s (١) = ٠, X̃−,l(١) = Xc, λ̃−,l(١) = λc.

�که به�طوری i ∈ {١,٢, . . . , n} باشد داشته وجود هرگاه ب)
n∑

j=١
|aij(١)| ≥ λ+ xi یا

n∑
j=١

|aij(١)| ≤ λ+ xi

داریم: آنگاه باشد، برقرار

α−,u
s (١) = ٠, X̃−,u(١) = Xc, λ̃−,u(١) = λc.

�که به�طوری i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای هرگاه ج)
n∑

j=١
|aij(١)| ≤ λ+ xi ≤

n∑
j=١

|aij(١)|

داریم: آنگاه باشد، برقرار

α+,l
s (١) = ٠, X̃+,l(١) = Xc, λ̃+,l(١) = λc.
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�که به�طوری i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای هرگاه د)
n∑

j=١
|aij(١)| ≤ λ+ xi ≤

n∑
j=١

|aij(١)|

داریم: آنگاه باشد، برقرار

α+,u
s (١) = ٠, X̃+,u(١) = Xc, λ̃+,u(١) = λc.

نظر در آنگاه باشد، (٢.۴) قطعی سیستم جواب Xc = (x١, . . . , xn) و λc کنید: فرض برهان.
می�گیریم:

αl
i(١)١ =

[
−
∑n

j=١ |aij(١)|+ (λ+ xi)
]
−
∣∣∣−∑n

j=١ |aij(١)|+ (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= min

٠, (λ+ xi)−
n∑

j=١
|aij(١)|

 = −max

٠,
n∑

j=١
|aij(١)| − (λ+ xi)

 ,

(٧٠.۴)

αu
i(١)١ =

[
−
∑n

j=١ |aij(١)|+ (λ+ xi)
]
+
∣∣∣−∑n

j=١ |aij(١)|+ (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= max

٠, (λ+ xi)−
n∑

j=١
|aij(١)|

 = −min

٠,
n∑

j=١
|aij(١)| − (λ+ xi)

 ,

(٧١.۴)

αl
i(١)٢ =

[∑n
j=١ |aij(١)| − (λ+ xi)

]
−
∣∣∣∑n

j=١ |aij(١)| − (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= min

٠,
n∑

j=١
|aij(١)| − (λ+ xi)

 ,

(٧٢.۴)

αu
i(١)٢ =

[∑n
j=١ |aij(١)| − (λ+ xi)

]
+
∣∣∣∑n

j=١ |aij(١)| − (λ+ xi)
∣∣∣

٢

= max

٠,
n∑

j=١
|aij(١)| − (λ+ xi)

 .

(٧٣.۴)

برقرار
∑n

j=١ |aij(١)| ≥ λ+ xi یا
∑n

j=١ |aij(١)| ≤ λ+ xi چون گزاره، این در (الف) حالت برای
داشت: خواهیم بنابراین است،

α−,l
s (١) = min١,٢,...,n{|max{٠,

n∑
j=١

|aij(١)|−(λ+xi)}|, |min{٠,
n∑

j=١
|aij(١)|−(λ+xi)}|} = ٠.

(٧۴.۴)
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برقرار
∑n

j=١ |aij(١)| ≥ λ + xi, یا
∑n

j=١ |aij(١)| ≤ λ + xi چون گزاره، این در (ب) حالت در
داشت: خواهیم بنابراین است،

α−,u
s (١) = min١,٢,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

|aij(١)|−(λ+xi)}|, |max{٠,
n∑

j=١
|aij(١)|−(λ+xi)}|} = ٠.

(٧۵.۴)

داریم: i ∈ ١,٢, . . . , n هر برای چون گزاره، این در (ج) حالت در
n∑

j=١
|aij(١)| − (λ+ xi) ≤ ٠ ≤

n∑
j=١

|aij(١)| − (λ+ xi)

داشت: خواهیم بنابراین

α+,l
s (١) = max١,٢,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

|aij(١)|−(λ+xi)}|, |min{٠,
n∑

j=١
|aij(١)|−(λ+xi)}|} = ٠.

(٧۶.۴)

i ∈ ١,٢, . . . , n حالت برای چون ، گزاره این در (د) حالت در نهایت در و
n∑

j=١
|aij(١)| ≤ λ+ xi ≤

n∑
j=١

|aij(١)|

داریم: بود، خواهد

α+,u
s (١) = max١,٢,...,n{|min{٠,

n∑
j=١

|aij(١)|−(λ+xi)}|, |max{٠,
n∑

j=١
|aij(١)|−(λ+xi)}|} = ٠.

(٧٧.۴)

متقارن گستره�های Xcو = (x١, x٢, . . . , xn)
t ، λc = λ با (٢.۴) قطعی سیستم جواب .٧.١.۴ گزاره

را آمده به�دست (٢١.۴)-(٢۴.۴) و (۶۶.۴)-(۶٩.۴) روابط از که ویژه) بردارهای و مقادیرویژه (برای
: آنگاه بگیرید، درنظر I٣ = I١ ∪ I٢ حالت در

الف)
αL
s (١) = ٠, X̃L(١) = Xc, λ̃L(١) = λc.

باشیم: داشته i ∈ ١,٢, . . . , n هر برای هرگاه ب)
n∑

j=١
|aij(١)| = λ+ xi =

n∑
j=١

|aij(١)|

.αU
s (١) = ٠, X̃U(١) = Xc, λ̃U(١) = λc آنگاه

طرفی از است. ٠ ≤ r ≤ ١ ،αL
s (r) = min{α−,l

s (r), α−,u
s (r)} چون ،(۴١.۴) رابطه طبق برهان.

قسمت اثبات برای می�آید. به�دست قبل اثبات مشابه (ب)، و (الف) قسمت�های (۶.١.۴) گزاره طبق
٠ ≤ r ≤ ١ ،αU

s (r) = max{α+,l
s (r), α+,u

s (r)} چون (۴٢.۴) رابطه�ی طبق گزاره، این در (ب)
می�باشد. (۶.١.۴) گزاره�ی در (د) و (ج) حالات گرفتن نظر در با مشابه آن اثبات و است
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با بگیرید. نظر در را Xc = (x١, . . . , xn)
t و λc = λ با (٢.۴) قطعی سیستم جواب .٨.١.۴ گزاره

داریم: (۴٣.۴)-(۴۶.۴) قراردادهای از استفاده

می�دهد. تشکیل را Ã از مینیمال متقارن ویژه بردار و ویژه مقدار ، X̃L فازی بردار و λ̃L فازی عدد الف)

باشد،
∑n

j=١ |aij(١)| = λ + xi =
∑n

j=١ |aij(١)| ، i = ١,٢, . . . , n هر برای کنید فرض ب)
تشکیل را Ã از ماکسیمال متقارن ویژه بردار و ویژه مقدار ، X̃U فازی بردار و λ̃U فازی عدد آنگاه

می�دهد.

بنابر که کنید توجه (ب) قسمت اثبات برای است. مشخص وضوح به که (الف) قست اثبات برهان.
شد خواهد αU = ٠ حالات از هریک در ، (٧.١.۴) و (۵.١.۴)،(٣.١.۴) گزاره�های از (ب) قسمت�های

می�آید. به�دست ماکسیمال ویژه بردار و ویژه مقدار و

عددی مثال ٢.۴

این�جا در حال شد. بررسی فازی ویژه بردارهای و فازی ویژه مقادیر محاسبه�ی نحوه�ی قبل بخش�های در
بگیرید: درنظر را Ã فازی ماتریس می�پردازیم. عددی مثالی به موضوع شدن شفاف�تر برای

Ã =

[
(۴+ r,۶− r) (۵+ r,٨− ٢r)
(۶+ r,٧) (۴,۵− r)

]

می�آید: به�دست زیر قطعی ماتریس و می�کنیم محاسبه را بالا ماتریس از ١-برش ابتدا

A =

[
۵ ۶
٧ ۴

]

گرفتن نظر در با Xc = (x١, x٢)
t بردار و λc قطعی جواب شد. خواهند −٢ و ١١ آن ویژه مقادیر که

،(٢.۴) قطعی سیستم به توجه با شد. خواهد (x١, x٢)
t = (١,١)t به�صورت ، λc = ١١ ویژه مقدار

می�دهیم: انجام زیر به�صورت را سازی فازی

[۴+ r,۶− r][١− α١(r),١+ α١(r)] + [۵+ r,٨− ٢r][١− α١(r),١+ α١(r)]

= [١١− α١(r),١١+ α١(r)][١− α١(r),١+ α١(r)],

[۶+ r,١][٧− α٢(r),١+ α٢(r)] + [۴,۵− r][١− α٢(r),١+ α٢(r)]

= [١١− α٢(r),١١+ α٢(r)][١− α٢(r),١+ α٢(r)].

می�آوریم: به�دست را ویژه بردار و ویژه مقدار گستره�های زیر معادله�ی چهار حل با و
(۴+ r)(١− α١(r)) + (۵+ r)(١− α١(r)) = (١١− α١(r))(١− α١(r)), (٧٨.۴)

(۶− r)(١+ α١(r)) + (٨− ٢r)(١+ α١(r)) = (١١− α١(r))(١+ α١(r)), (٧٩.۴)

(۶+ r)(١− α٢(r)) + ۴(١− α٢(r)) = (١١− α٢(r))(١− α٢(r)), (٨٠.۴)
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١)٧+ α٢(r)) + (۵− r)(١+ α٢(r)) = (١١+ α٢(r))(١+ α٢(r)), (٨١.۴)

ترتیب به (٧٨.۴)-(٨١.۴) معادلات جواب�های است. ٠ ≤ α٢(r) ≤ ١ و ٠ ≤ α١(r) ≤ ١ که
شد: خواهد زیر به�صورت

α١١(r) =
(٣− ٢r)±

√
(٣− ٢r)٢ + ۴(٢r − ٢)

٢ =
٣
٢ − r ± |٢r − ١|

٢ ,

α١٢(r) =
(٢− ٣r)±

√
(٢− ٣r)٢ + ۴(٣− ٣r)

٢ = ١− ٣
٢ − r± ۴− ٣r

٢ =

٣− ٣r

−١
,

α٢١(r) =
(٢− r)±

√
(٢− r)٢ + ۴(r − ١)

٢ =
٢− r ± r

٢ =

١١− r
,

α٢٢(r) =
−r ±

√
r٢ + ۴(١− r)

٢ =

١− r

−١

داشت: خواهیم بنابراین

αl
١١(r) =

٣
٢ − r − |٢r − ١|

٢ , αu
١١(r) =

٣
٢ − r +

|٢r − ١|
٢ ,٠ ≤ r ≤ ١,

αl
١٢(r) = −١, αu

١٢(r) = ٣− ٣r,٠ ≤ r ≤ ١,

αl
٢١(r) = ١− r, αu

٢١(r) = ١,٠ ≤ r ≤ ١,

αl
٢٢(r) = −١, αu

٢٢(r) = ١− r,٠ ≤ r ≤ ١,

مقدار برای را گستره�ها از متفاوتی حالت�های (٢١.۴)-(٢۴.۴) عبارت�های از استفاده با این بر علاوه
می�آوریم: دست به زیر به�صورت ویژه بردار و ویژه

α−,l
s (r) = ١− r,

α−,u
s (r) = ١− r,

α+,l
s (r) = ١,

α+,u
s (r) = max

١)٣− r), r ∈ [٠, ٢٣ ] ,اگر

١, r ∈ [٢٣ ,١] .اگر

در کنیم. انتخاب را ١ مقدار α+,u
s (r) برای باید بگیریم، نظر در [٠,١] بازه در مقادیر با را توابعی هرگاه

می�آوریم: دست به را می�شود محاسبه قبلی گستره�های از که ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ادامه

λ̃−,l(r) = [١١− (١− r),١١+ (١− r)] = [١٠+ r,١٢− r], (٨٢.۴)

λ̃−,u(r) = [١١− (١− r),١١+ (١− r)] = [١٠+ r,١٢− r], (٨٣.۴)

λ̃+,l(r) = [١١− ١,١١+ ١] = [١٠,١٢], (٨۴.۴)
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λ̃+,u(r) = [١١−max{١)٣− r),١١,{١+max{١)٣− r),١}]

=

[٨+ ٣r,١۴− ٣r], r ∈ [٠, ٢٣ ] ,اگر

[١٠,١٢], r ∈ [٢٣ ,١] ,اگر

(٨۵.۴)

داریم: ترتیب به ویژه بردارهای برای همچنین و
X̃−,l(r) = ([١− (١−r),١+(١−r)], [١− (١−r),١+(١−r)])t = ([r,٢−r], [r,٢−r])t,

(٨۶.۴)
X̃−,U(r) = ([١−(١−r),١+(١−r)], [١−(١−r),١+(١−r)])t = ([r,٢−r], [r,٢−r])t,

(٨٧.۴)
X̃+,l(r) = ([١− ١,١+ ١], [١− ١,١+ ١])t = ([٠,٢], [٠,٢])t, (٨٨.۴)

X̃+,U(r) = ([(١−max{١)٣− r),١,{١+max{١)٣− r),١})],

([١−max{١)٣− r),١,{١+max{١)٣− r),١})])t

=

(−٢+ ٣r,۴− ٣r], [−٢+ ٣r,۴− ٣r])t , r ∈ [٠, ٢٣ ] اگر

([٠,٢], [٠,٢])t , r ∈ [٢٣ ,١] .اگر

(٨٩.۴)

در و X̃+,U(r) = X̃+,l(r) = ([٠,٢], [٠,٢])t ویژه بردار ، α+,u
s (r) = ١ انتخاب با که کنید توجه

X̃L = X̃−,l = X̃−,u, X̃U = X̃+,u و λ̃L = λ̃−,l = λ̃+,l, λ̃U = λ̃+,u ، αU
s و αL

s با نهایت
بود. خواهد

است. X̃U = X̃+,u = λ̃+,l آنگاه باشد، α̃+,u
s (r) = ١ هرگاه
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۵ فصل

فازی گراف لاپلاسین انرژی

گراف لاپلاسین انرژی ١.۵

اساسی تعاریف و مقدمه ١.١.۵

بررسی فازی و قطعی گراف�های در آن برای کران�ها برخی و مطرح گراف انرژی مفهوم دوم فصل در
استفاده با انرژی�ها این از برخی می�شود. مشاهده مقالات برخی در گراف انرژی از مشابهی انواع شد.
از استفاده با انرژی مثال به�طور شده�اند. تعریف گراف با غیرمرتبط یا گراف، با مرتبط ماتریس�های از
انرژی ژئو٣ و گاتمن هستند. گراف با مرتبط فاصله٢ ماتریس و وقوع١ ماتریس مجاورت، ماتریس
تعریف درجات میانگین از لاپلاسین ویژه��ی مقادیر فاصله�ی قدرمطلق مجموع را، گراف از لاپلاسین
آن�ها برای است. مفید نظری شیمیدانان برای انرژی، از آمده به�دست کران�های و فرمول�ها . کردند[١٧]

کند. مشخص را شیمیایی ترکیبات از فیزیکی ویژگی�های می�تواند مقدار این

یال m و راس n با G = (V,E) ساده گراف مجاورت ماتریس A = [aij] کنید فرض .١.١.۵ تعریف
سایر و دهیم قرار را متناظر راس درجه مقدار A ماتریس در اصلی قطر درایه�های جای به هرگاه باشد.
می�دهند. نمایش D با آن�را و می�نامند درجه۴ ماتریس را حاصل ماتریس بگیریم، نظر در صفر را عناصر

n با G ساده گراف از درجه ماتریس D و مجاورت ماتریس A = [aij] کنید فرض .٢.١.۵ تعریف
می�نامند. G گراف لاپلاسین۵ ماتریس را L = D − A رابطه از حاصل ماتریس باشد. یال m و راس

١Incidence Matrix
٢Distance Matrix
٣Zhou
۴Degree Matrix
۵Laplacian Matrix

۶۵
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است: زیر به�صورت شده تعریف درایه�های با n× n ماتریسی ،L = [lij] لاپلاسین ماتریس بنابراین

lij =


dij, i = j,

−١, باشد یال vivj,

٠, نباشد یال vivj.

ویژه مقادیر µ١ ≥ µ٢ ≥ . . . ≥ µn و یال m راس، n با ساده گرافی G کنید فرض .٣.١.۵ تعریف
می�شود. تعریف زیر به�صورت G از لاپلاسین۶ انرژی باشد. G از لاپلاسین

LE(G) =
n∑

i=١

∣∣∣∣µi −
٢m
n

∣∣∣∣
است. رئوس درجه�ی میانگین ٢m

n
آن در که

است: برقرار زیر روابط G گراف لاپلاسین ویژه مقادیر برای .۴.١.۵ نکته
n∑

i=١
µi = ٢m,

n∑
i=١

µ٢i = ٢m+
n∑

i=١
d٢i . (١.۵)

کرد: بازنویسی زیر به�صورت را (١.۵) رابطه�ی می�توان بگیریم، نظر در γi = µi − ٢m
n

هرگاه
n∑

i=١
γi = ٠,

n∑
i=١

γ٢i = ٢M, (٢.۵)

است. M = m+ ١
٢
∑n

i=١
(
di − ٢m

n

)٢ آن در که
G اگر تنها و اگر است، برقرار تساوی و است M ≥ m ،G گراف هر برای وضوح به .۵.١.۵ نتیجه

.[١٧] باشد منتظم گراف

می�باشد. صفر مساوی یا بزرگتر آن ویژه مقادیر و است مثبت معین نیمه لاپلاسین، ماتریس .۶.١.۵ نکته

گراف لاپلاسین انرژی برای کران�ها برخی تعیین ٢.١.۵

به�دست گراف لاپلاسین انرژی برای را کران�هایی می�توان گراف، انرژی برای آمده به�دست کران�های مشابه
است. برقرار زیر قضیه�های آنگاه باشد، یال m و راس n با ساده گرافی G کنید فرض .[١٧] آورد

.١
LE(G) ≤

√
٢Mn.

داشت: خواهیم واریانس تعریف از استفاده با برهان.
var(|γi|) = AM(|γi|٢)− [AM(|γi|)]٢

=
١
n

n∑
i=١

|γi|٢ −

(
١
n

n∑
i=١

|γi|

)٢

=
٢M
n

− ١
n٢

(LE(G))٢

(٣.۵)

۶Laplacian Energy
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داریم: نتیجه در است. صفر مساوی یا بزرگتر همواره واریانس این مقدار
LE(G) ≤

√
٢Mn. (۴.۵)

.٢

LE(G) ≤ ٢m
n

+

√
(n− ١)

[
٢M − (

٢m
n

)٢
]
. (۵.۵)

تعریف و (|γ٢|, . . . , |γn|) و (١, . . . ,١) برای شوارتز کوشی- نامساوی از استفاده با برهان.
می�شود. اثبات ( (٩.٢) گراف انرژی برای آمده به�دست رابطه�ی (مشابه لاپلاسین انرژی

.٣
٢
√
M ≤ LE(G) ≤ ٢M.

راس بدون و mیال و راس n با گراف هر برای چون نامساوی، راست طرف اثبات برای برهان.
داریم: (۴.۵) رابطه�ی از استفاده با بنابراین است. n ≤ ٢m همواره تنها،
LE(G) ≤

√
٢Mn ≤

√
٢M(٢m) = ٢

√
Mm, (۶.۵)

شد. خواهد LE(G) ≤ ٢M نتیجه در است. M ≥ m طرفی از
داریم: لاپلاسین انرژی تعریف از استفاده با نامساوی، چپ طرف اثبات برای

LE(G)٢ = ٢M + ٢
∑
i<j

|γi||γj|

≥ ٢M + ٢|
∑
i<j

γiγj|

= ٢M + ٢M = ۴M,

(٧.۵)

است. LE(G) ≥ ٢
√
M نتیجه در

باشد، (p ≥ ١) همبندی مولفه�ی p و یال m و راس n با گرافی G کنید فرض [١٧] .٧.١.۵ قضیه
آنگاه:

LE(G) ≤ ٢m
n
p+

√√√√(n− p)

[
٢M − p

(
٢m
n

)٢
]
.

نتایج قالب در که شوند، ظاهر تساوی به�صورت می�تواند قضیه�ها این از هریک خاص، حالت�های در
.[١٧] است شده گنجانده زیر

شامل یا بوده، صفر درجه�ی از منتظم گراف G اگر تنها و اگر است، LE(G) =
√
٢Mn .٨.١.۵ نتیجه

k ≥ ٢ و α ≥ ١ که به�طوری باشد، تنها راس α(k − ٢) و k درجه�ی از کامل گراف�های از مولفه α
است.) یک درجه�ی از منتظم گراف G ،k = ٢ حالت در که است توضیح به (لازم است.
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باشد. Kn
٢ ,

n
٢
دوبخشی کامل گراف G اگر تنها و اگر است، LE(G) = ٢

√
M .٩.١.۵ نتیجه

راس بدون و یک درجه�ی از منتظم گراف G اگر تنها و اگر است، LE(G) = ٢M .١٠.١.۵ نتیجه
باشد. تنها

α شامل G اگر تنها و اگر می�شود، ظاهر تساوی صورت به (٧.١.۵) قضیه p هر برای .١١.١.۵ نتیجه
است. k ≥ ٢ و α ≥ ١ که به�طوری باشد، تنها راس α(k− ٢) و k درجه�ی از کامل گراف�های از مولفه

لاپلاسین انرژی در روابط برخی ٣.١.۵

است. شده استخراج [١٧] مرجع از زیربخش این مطالب

آنگاه: باشد، منتظم گرافی G اگر [١٧] .١٢.١.۵ لم
LE(G) = E(G).

اگر همچنین است. LE(G) ≥ ٠ گراف، لاپلاسین انرژی تعریف از استفاده با .١٣.١.۵ ملاحظه
γn = −٢m

n
آنگاه باشد، داشته یال یک حداقل G اگر زیرا است. LE(G) = ٠ آنگاه باشد، m = ٠

است. LE(G) > ٠ نتیجه در و غیرصفر

G٢ = (n٢,m٢) و G١ = (n١,m١) مولفه�های شامل ناهمبند، گرافی G هرگاه .١۴.١.۵ ملاحظه
آنگاه: هستند، یکسانی راسی درجه�ی میانگین دارای G٢ و G١ که ، باشد

LE(G) = LE(G١) + LE(G٢).

است: برقرار زیر روابط از یکی آنگاه نباشد، برقرار ٢m١
n١

= ٢m٢
n٢

شرط اگر

.١

LE(G) > LE(G١) + LE(G٢),

.٢

LE(G) < LE(G١) + LE(G٢),

.٣

LE(G) = LE(G١) + LE(G٢).

دارای است (ممکن باشد mیال و راس n١ با G١ مولفه�ی� شامل Gگراف کنید فرض .١۵.١.۵ ملاحظه
آنگاه: است، شده اضافه آن به تنها راس n٢ که باشد) مولفه p ≥ ١

LE(G) =

n١−p∑
i=١

∣∣∣∣µi(G١)−
٢m

n١ + n٢

∣∣∣∣+ (p+ n٢)
٢m

n١ + n٢
. (٨.۵)



۶٩ فازی گراف لاپلاسین انرژی .٢.۵

آنگاه: باشد، بزرگ کافی اندازه�ی به n٢ اگر
LE(G) = ۴m p+ n٢

n١ + n٢
< ۴m. (٩.۵)

داریم: این بر علاوه است. G گراف اصلی ساختار هر از مستقل لاپلاسین انرژی حالت، این در بنابراین
lim

n٢→∞
LE(G) = ۴m. (١٠.۵)

فازی گراف لاپلاسین انرژی ٢.۵

تعاریف ١.٢.۵

شد. استخراج [١۵] و [١۴] مراجع از بخش این تعاریف

ui راس درجه باشد. فازی گرافی G̃ = (σ, µ) کنید فرض فازی٧). گراف در (درجه ١.٢.۵ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت G̃ فازی گراف در

dG̃(ui) =
∑
ui ̸=uj

µ(uiuj).

G فازی گراف در ui راس کلی٨ درجه�ی باشد. فازی گرافی G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٢.٢.۵ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت

tdG̃(ui) =
∑
ui ̸=uj

µ(uiuj) + σ(ui) = dG̃(ui) + σ(ui).

هرگاه باشد. G∗ = (V,E) زمینه�ی گراف روی فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٣.٢.۵ تعریف
-منتظم٩ k فازی گراف یا k درجه از منتظم فازی گراف را G̃ باشد، dG̃(v) = k ،v ∈ V راس هر برای

گویند.

مجموعه�های با ترتیب به فازی، گراف دو G̃′ = (σ′, µ′) و G̃ = (σ, µ) کنید فرض .۴.٢.۵ تعریف
وجود h نگاشت هرگاه می�شود، تعریف G̃′ و G̃ فازی گراف� دو همریختی١٠ باشند. V ′ و V زمینه�ی

باشند: برقرار زیر شرایط و باشد h : V −→ V ′ که باشد داشته
σ(x) ≤ σ′(h(x)) ,∀x ∈ V,

µ(x, y) ≤ µ′(h(x), h(y)) , ∀x, y ∈ V.

وجود h نگاشت هرگاه می�شود، تعریف G̃′ و G̃ فازی گراف� دو ضعیف١١ یکریختی .۵.٢.۵ تعریف
باشد. σ(x) = σ′(h(x)),∀x ∈ V شرط با دوسویی همریختی یک h : V −→ V ′ که باشد داشته
٧Degree in Fuzzy Graph
٨Total Degree
٩K-regular Fuzzy Graph
١٠Homomorphism
١١Weak Isomorphism



٧٠ فازی گراف لاپلاسین انرژی .۵

وجود hنگاشت هرگاه می�شود، تعریف G̃′ و G̃ فازی گراف� دو هم�ضعیف١٢ یکریختی .۶.٢.۵ تعریف
باشد: برقرار زیر شرط و بوده دوسویی همریختی یک h : V −→ V ′ که باشد، داشته

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)),∀x, y ∈ V.

h : V −→ V ′ نگاشت هرگاه می�شود، تعریف G̃′ و G̃ فازی گراف� دو یکریختی١٣ .٧.٢.۵ تعریف
باشند: برقرار زیر شرایط و است دوسویی یک که باشد، داشته وجود

σ(x) = σ′(h(x)), ∀x ∈ V,

µ(x, y) = µ′(h(x), h(y)),∀x, y ∈ V.

می�دهیم. نشان G̃ ∼= G̃′ با آن�را و

فازی گراف�های در ویژه مقادیر از روابط برخی بررسی ٢.٢.۵

mi = µ(ei) و باشد µ∗ = {e١, . . . , em} و راس n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .١
ماتریس از آمده به�دست ویژه مقادیر λ̃١ ≥ . . . ≥ λ̃n و یال i-امین به مربوط رابطه شدت

:[١٣] است برقرار زیر روابط آنگاه باشند، آن مجاورت

الف)
n∑

i=١
λ̃i = ٠,

ب)
n∑

i=١
λ̃٢i = ٢

m∑
i=١

m٢
i .

اصلی قطر روی عناصر پس است، حلقه فاقد و ساده G̃ گراف چون (الف)، اثبات برای برهان.
داریم: Ã قطری ماتریس برای ماتریس اثر تعریف طبق می�باشد. صفر آن مجاورت ماتریس

n∑
i=١

λ̃i = tr(Ã) = ٠. (١١.۵)

λ̃٢i ،Ã٢ ماتریس ویژه مقادیر همواره ماتریس، اثر خواص از یکی به توجه با (ب)، اثبات برای و
با آن ویژه مقادیر مجموع و است قطری ماتریس این طرفی از است. i = ١,٢, . . . , n ازای به

داریم: بنابراین است. برابر اصلی قطر روی عناصر مجموع
n∑

i=١
λ̃٢i = tr(Ã٢) =

n∑
i=١

ã٢i,i,

١٢Co-weak Isomorphism
١٣Isomorphism



٧١ فازی گراف لاپلاسین انرژی .٢.۵

است: زیر به�صورت و متقارن گراف، این مجاورت ماتریس طرفی از

Ã =


٠ µ(u١, u٢) . . . µ(u١, un)

µ(u٢, u١) ٠ . . . µ(u٢, un)
... ... . . . ...

µ(un, u١) µ(un, u٢) . . . ٠

 ,
داریم: بنابراین

n∑
i=١

ã٢i,i = (٠+ µ٢(u١, u٢) + µ٢(u١, u٣) + . . .+ µ٢(u١, un))

+ (µ٢(u٢, u١) + ٠+ µ٢(u٢, u٣) + . . . µ٢(u٢, un))

...

+ (µ٢(un, u١) + µ٢(un, u٢) + . . .+ ٠)

= ٢
∑

١≤i<j≤n

µ٢(ui, uj) = ٢
m∑
i=١

m٢
i .

(١٢.۵)

این برای مجاورت ماتریس بگیرید. نظر در را (١.۵) شکل در G̃ فازی گراف .٨.٢.۵ مثال
است. زیر به�صورت گراف

..

٠٫ ۶

.

٠٫ ٣

.

٠٫ ۴

.

٠٫ ٢

.٠٫ ١ .

٠٫ ١

.

٠٫ ٣

.٠٫ ١. ٠٫ ٢

G̃ فازی گراف :١.۵ شکل

Ã =


٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١
٠٫ ١ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ١
٠ ٠٫ ٢ ٠ ٠٫ ٣
٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ٣ ٠


برای (ب) و (الف) روابط طبق است. {−٠٫ ٣۴,−٠٫ ١,٠,٠٫ ۴۴} ویژه، مقادیر گراف این برای

داریم: فازی گراف ویژه مقادیر
۴∑

i=١
λ̃i = ٠,



٧٢ فازی گراف لاپلاسین انرژی .۵

۴∑
i=١

λ̃٢i = ٠٫ ١١۵۶+ ٠٫ ٠١+ ٠+ ٠٫ ١٩٣۶ = ٢
۵∑

i=١
m٢

i = ٠٫ ٣٢.

mi = µ(ei) و باشد µ∗ = {e١, . . . , em} و |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٢
ماتریس از آمده به�دست ویژه مقادیر λ̃١ ≥ . . . ≥ λ̃n و یال i-امین به مربوط رابطه شدت

آنگاه: باشند، آن مجاورت

λ̃١(G̃) ≤

√
(n− ٢(١

∑m
i=١m

٢
i

n
.

داشت: خواهیم (λ̃٢, . . . , λ̃n) و (١, . . . ,١) برای شوارتز کوشی- نامساوی از استفاده با برهان.

|
n∑

i=٢
λ̃i|٢ ≤ (

n∑
i=٢

|λ̃i|٢)(n− ١), (١٣.۵)

داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی است، صفر برابر ویژه مقادیر مجموع چون طرفی از

|λ̃٢|١ ≤ (n− ٢)(١
m∑
i=١

m٢
i − |λ̃٢|١), (١۴.۵)

داریم: نتیجه در و

λ̃١(G̃) ≤

√
(n− ٢(١

∑m
i=١m

٢
i

n
.

است: زیر به�صورت ویژه مقدار بزرگترین k-منتظم، فازی گراف�های در .٣

λ̃١ = k =
٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n
. (١۵.۵)

نیست برقرار آن عکس ولی می�باشند یکسان طیف دارای یکریخت گراف دو قطعی، گراف�های در .۴
است. برقرار نیز فازی گراف�های مورد در مطلب این .[٣٩]

باشد µ∗ = {e١, . . . , em} و |V | = n با k-منتظم فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٩.٢.۵ نکته
به�صورت انرژی، این برای بالا کران یک آنگاه باشند، یال i-امین به مربوط رابطه شدت mi = µ(ei) و

است: زیر

E(G̃) ≤ k +

√√√√(n− ٢)(١
m∑
i=١

m٢
i − k٢). (١۶.۵)

می�شود. اثبات سادگی به ،(١۵.۵) و (٢٧.٢) رابطه�ها�ی از استفاده با برهان.



٧٣ فازی گراف لاپلاسین انرژی .٢.۵

..

a(١٣)

.b(١٢)

. c(١۴)

.

١
٣

.
١
۵

(G)

.

١
۴

..

a′(١٢)

.b′(١) . c′(١۴)

.

١
٣

.
١
۵

(G′)

.

١
۴

G̃′ و G̃ هم�ضعیف یکریخت فازی گراف�های � :٢.۵ شکل

که کرد بررسی می�توان سادگی به بگیرید. نظر در را (٢.۵) شکل در G̃′ و G̃ گراف دو .١٠.٢.۵ مثال
هستند. هم�ضعیف یکریخت گراف، دو این

است. {−٠٫ ٠٫−,٣٣٩٩ ١٨۶٣,٠٫ ۵٢۶٣} برابر و یکسان گراف، دو این از آمده به�دست ویژه�ی مقادیر
نیستند. یکریخت اما هستند، یکسانی طیف دارای اگرچه بنابراین

بگیرید. نظر در را (٣.۵) شکل در G̃١ فازی گراف .١١.٢.۵ مثال

.....
٠٫ ٢
.

٠٫ ٢

.

٠٫ ٢

راس ٣ با G̃١ ٠٫-منتظم ۴ فازی گراف :٣.۵ شکل

است. {−٠٫ ٠٫−,٢ ٢,٠٫ ۴} آن ویژه مقادیر و k = ٠٫ ۴ گراف، این در راس هر درجه�ی
(٩.٢.۵) نکته�ی بنابر طرفی از است. E(G̃) = ٠٫ ٢ + ٠٫ ٢ + ٠٫ ۴ = ٠٫ ٨ با برابر گراف این انرژی

می�شود: محاسبه زیر رابطه�ی از انرژی، این برای بالایی کران
E(G̃١) ≤ ٠٫ ۴+

√
(٣− ٢)(١× ٠٫ ١٢− ٠٫ ١۶) = ٠٫ ٨.

فازی گراف لاپلاسین انرژی ٣.٢.۵

داشته فازی گراف�های برای لاپلاسین انرژی می�توانیم قطعی، گراف�های برای لاپلاسین انرژی مشابه
باشیم.

L̃ = [l̃ij]
فازی١۴ لاپلاسین ماتریس باشد. فازی گرافی G̃ = (σ, µ) کنید فرض .١٢.٢.۵ تعریف

١۴Fuzzy Laplacian Matrix



٧۴ فازی گراف لاپلاسین انرژی .۵

می�شود: تعریف زیر به�صورت

l̃ij =


dG̃(ui), i = j,

−µ(ui, uj), باشد یال uiuj,

٠, نباشد یال uiuj.

می�شود. نامیده فازی١۵ لاپلاسین ویژه مقادیر را ماتریس این از آمده به�دست ویژه مقادیر

مقادیر µ̃١ ≥ µ̃٢ ≥ . . . ≥ µ̃n و راس n با فازی گرافی G̃ = (σ, µ) کنید فرض .١٣.٢.۵ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را فازی١۶ لاپلاسین انرژی آنگاه باشند، آن لاپلاسین ویژه

LE(G̃) =
n∑

i=١

∣∣∣∣µ̃i −
٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

∣∣∣∣ .
لاپلاسین ویژه مقادیر µ̃١ ≥ µ̃٢ ≥ . . . ≥ µ̃n و راس n با فازی گراف G̃ کنید فرض .١۴.٢.۵ قضیه

آنگاه: باشند، آن

الف)
n∑

i=١
µ̃i = ٢

∑
١≤i<j≤n

µ(ui, uj),

ب)
n∑

i=١
µ̃٢i = ٢

∑
١≤i<j≤n

µ٢(ui, uj) +
n∑

i=١
d٢
G̃
(ui).

ماتریس این اصلی قطر روی عناصر لاپلاسین، ماتریس تعریف از استفاده با (الف)، اثبات برای برهان.
درجات، مجموع فازی گراف در همچنین است. tr(L̃) = tr(D̃) − tr(Ã) طرفی از است. dG̃(ui)

داریم: بنابراین است. یال هر تعلق درجه مجموع برابر دو
n∑

i=١
µ̃i = tr(L̃) =

n∑
i=١

dG̃(ui) = ٢
∑

١≤i<j≤n

µ(ui, uj). (١٧.۵)

،i = ١,٢, . . . , nازای به L̃٢ ویژه مقادیر همواره ماتریس، خواصاثر از یکی به توجه با اثبات(ب)، برای
داریم: است. µ̃٢

n∑
i=١

µ̃٢i = tr(L̃٢) =
n∑

i=١
l̃٢i,i,

است: زیر به�صورت و متقارن گراف، این لاپلاسین ماتریس طرفی از

L̃ =


dG̃(u١) −µ(u١, u٢) . . . −µ(u١, un)

−µ(u٢, u١) dG̃(u٢) . . . −µ(u٢, un)
... ... . . . ...

−µ(un, u١) −µ(un, u٢) . . . dG̃(un)

 ,
١۵Fuzzy Laplacian Eigenvalue
١۶Fuzzy Laplacin Energy



٧۵ فازی گراف لاپلاسین انرژی .٢.۵

داریم: بنابراین
n∑

i=١
l̃٢i,i =

(
d٢
G̃
(u١) + µ٢(u١, u٢) + µ٢(u١, u٣) + . . .+ µ٢(u١, un)

)
+
(
µ٢(u٢, u١) + d٢

G̃
(u٢) + µ٢(u٢, u٣) + . . . µ٢(u٢, un)

)
...

+
(
µ٢(un, u١) + µ٢(un, u٢) + . . .+ dn

G̃
(un)

)
=

n∑
i=١

d٢
G̃
(ui) + ٢

∑
١≤i<j≤n

µ٢(ui, uj).

(١٨.۵)

گرفته نظر در γ̃i = µ̃i −
(١∑٢≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)
هرگاه (١۴.٢.۵) قضیه�ی در .١۵.٢.۵ نتیجه

داشت: خواهیم را زیر روابط شود،
∑n

i=١ γ̃i = ٠,∑n
i=١ γ̃

٢
i = ٢M,

نظر در M =
∑

١≤i<j≤n µ
٢(ui, uj) +

١
٢
∑n

i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

آن در که

می�شود. گرفته

و ٠٫ ۴ درجه�ی از راس هر بگیرید. نظر در را راس ۴ با (۴.۵) شکل در G̃٢ فازی گراف .١۶.٢.۵ مثال

...... ٠٫ ١.

٠٫ ٣

.٠٫ ١ .

٠٫ ٣

راس ۴ با G̃٢ ٠٫-منتظم ۴ فازی گراف :۴.۵ شکل

است. {−٠٫ ۴,−٠٫ ٢,٠٫ ۴,٠٫ ٢} آن ویژه�ی مقادیر
نکته�ی بنابر طرفی از می�باشد. E(G̃٢) = ٠٫ ۴+ ٠٫ ٢+ ٠٫ ٢+ ٠٫ ۴ = ١٫ ٢ با برابر گراف این انرژی

می�شود: محاسبه زیر به�صورت انرژی، این برای بالایی کران (٩.٢.۵)

E(G̃٢) ≤ ٠٫ ۴+
√
(۴− ٢)(١× ٠٫ ٢− ٠٫ ١۶) = ١٫ ٢۴.



٧۶ فازی گراف لاپلاسین انرژی .۵

این از آمده به�دست لاپلاسین ویژه مقادیر {µ̃١ = ٠٫ ٨, µ̃٢ = ٠٫ ۶, µ̃٣ = ٠٫ ٢, µ̃۴ = ٠} همچنین
می�شود: محاسبه زیر به�صورت لاپلاسین انرژی و است گراف

LE(G̃٢) = |٠− ٠٫ ۴|+ |٠٫ ٢− ٠٫ ۴|+ |٠٫ ۶− ٠٫ ۴|+ |٠٫ ٨− ٠٫ ۴| = ١٫ ٢.

هر در لاپلاسین ویژه�ی مقادیر بگیرید. نظر در را (٢.۵) شکل در G̃′ و G̃ فازی گراف دو .١٧.٢.۵ مثال
محاسبه را مقدار این کلی، درجه�ی تعریف از اگر اما است. {٠,٠٫ ۶۶۶٧,٠٫ ٩} برابر G̃′ و G̃ گراف دو
ویژه�ی مقادیر G̃′ گراف از و {٠٫ ٣۴۶۶,٠٫ ٩٨٩٨,١٫ ٣١٣۵} ویژه�ی مقادیر G̃ گراف از ترتیب به کنیم

می�آید. به�دست {٠٫ ۴٧٠١,١٫ ١٣٢١,١٫ ٧١۴۴}
است: زیر به�صورت گراف دو این برای فازی لاپلاسین انرژی مقدار بنابراین

LE(G̃) = LE(G̃′) = |٠٫−٠ ۵٢٢٢|+ |٠٫ ۶۶۶٠٫−٧ ۵٢٢٢|+ |٠٫ ٠٫−٩ ۵٢٢٢| = ١٫ ٠۴۴۵.

برای و ١٫ ۴٣۴۵ برابر کلی درجه�ی گرفتن نظر در با G̃ گراف برای فازی لاپلاسین انرژی مقدار همچنین
شد. خواهد ١٫ ٨۵۴٢ برابر G̃′ گراف

فازی گراف از لاپلاسین انرژی برای کران�هایی یافتن ٣.۵

mi = µ(ei) و µ∗ = {e١, . . . , em} ،|V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .١.٣.۵ قضیه
آنگاه: باشد، یال i-امین به مربوط رابطه شدت

LE(G̃) ≤

√√√√(٢ m∑
i=١

m٢
i +

n∑
i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢)
n.

داشت: خواهیم (|γ̃١|, . . . , |γ̃n|) و (١, . . . ,١) برای شوارتز کوشی- نامساوی از استفاده با برهان.

|
n∑

i=١
γ̃i|٢ ≤ n

n∑
i=١

|γ̃i|٢, (١٩.۵)

داریم: (١٩.۵) رابطه�ی و فازی لاپلاسین انرژی تعریف از استفاده با طرفی از

LE(G̃) ≤

√√√√n
n∑

i=١
|γ̃i|٢ =

√
٢Mn, (٢٠.۵)

است. M =
∑m

i=١mi
٢ + ١

٢
∑n

i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

تعریف، طبق بنابراین

می�آید: به�دست زیر رابطه�ی نتیجه در

LE(G̃) ≤

√√√√(٢ m∑
i=١

m٢
i +

n∑
i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢)
n. (٢١.۵)



٧٧ فازی گراف از لاپلاسین انرژی برای کران�هایی یافتن .٣.۵

mi = µ(ei) و µ∗ = {e١, . . . , em} ،|V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٢.٣.۵ قضیه
آنگاه: باشد، یال i-امین به مربوط رابطه شدت

LE(G̃) ≥ ٢

√√√√ m∑
i=١

mi
٢ +

١
٢

n∑
i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

.

داریم: لاپلاسین انرژی تعریف از استفاده با برهان.

(LE(G̃))٢ = (
n∑

i=١
|γ̃i|)٢

=
n∑

i=١
|γ̃i|٢ + ٢

∑
١≤i<j≤n

|γ̃iγ̃j|

≥ ۴M,

(٢٢.۵)

M =
∑m

i=١mi
٢ + ١

٢
∑n

i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

مقدار به توجه با بنابراین
داشت: خواهیم

LE(G̃) ≥ ٢

√√√√ m∑
i=١

mi
٢ +

١
٢

n∑
i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

. (٢٣.۵)

mi = µ(ei) و µ∗ = {e١, . . . , em} ، |V | = n با فازی گراف G̃ = (σ, µ) کنید فرض .٣.٣.۵ قضیه
آنگاه: باشد، یال i-امین به مربوط رابطه شدت

LE(G̃) ≤ γ̃١ +

√√√√(n− ١)
(
٢

m∑
i=١

m٢
i +

n∑
i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

i ̸=j µ(ui, uj)

n

)٢

− γ̃٢١

)

داشت: خواهیم (|γ̃٢|, . . . , |γ̃n|) و (١, . . . ,١) برای شوارتز کوشی- نامساوی از استفاده با برهان.

|
n∑

i=٢
γ̃i|٢ ≤

(
|γ̃٢|٢ + . . .+ |γ̃n|٢

)
(n− ١), (٢۴.۵)

داریم: (٢۴.۵) رابطه�ی و لاپلاسین انرژی تعریف به توجه با طرفی از

LE(G̃)− γ̃١ ≤
√

(n− ٢)(١M − γ̃٢١), (٢۵.۵)

است. M =
∑m

i=١mi
٢ + ١

٢
∑n

i=١

(
dG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

تعریف، طبق همچنین
داریم: نتیجه در

LE(G̃) ≤ γ̃١+

√√√√(n− ١)
(
٢

m∑
i=١

m٢
i +

n∑
i=١

(
diG̃(ui)−

٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n

)٢

− γ̃٢١

)
.

(٢۶.۵)



٧٨ فازی گراف لاپلاسین انرژی .۵

آنگاه: باشد، k درجه�ی از منتظم G̃ = (σ, µ) فازی گراف هرگاه .۴.٣.۵ نتیجه

LE(G̃) ≤ γ̃١ +

√√√√(n− ١)
(
٢

m∑
i=١

m٢
i − γ̃٢١

)
.

و می�باشد k درجه�ی از (i = ١, . . . , n ) ui راس هر بنابراین است، منتظم گرافی G̃ چون برهان.

به (٢۶.۵) رابطه�ی از استفاده با بنابراین است. k = di(G̃) =
٢
∑

١≤i<j≤n µ(ui, uj)

n
همچنین

می�شود. اثبات سادگی

است. γ̃١ = ٠٫ ۴ و µ̃١ = ٠٫ ٨ بگیرید. درنظر را (۴.۵) شکل در G̃١ منتظم فازی گراف .۵.٣.۵ مثال
است: زیر به�صورت گراف این لاپلاسین انرژی برای بالا کران یک ،(۴.٣.۵) نتیجه طبق بنابراین

LE(G̃١) ≤ ٠٫ ۴+
√
(۴− ٠٫)٢)(١ ٢)− ٠٫ ١۶) = ١٫ ٢۴٨۵.



٧٩ پیشنهادات و نتیجه�گیری .۴.۵

پیشنهادات و نتیجه�گیری ۴.۵

ویژه�ی مقادیر محاسبه�ی نحوه�ی به مربوط بخش یک است. اصلی بخش دو شامل پایان�نامه این مطالب
کران�های و روابط برخی و گراف�ها این در انرژی بررسی به مربوط دیگر بخش و فازی گراف�های از فازی
مقادیر آوردن به�دست برای شود، برده به�کار پارامتری به�صورت فازی اعداد هرگاه می�باشد. آن به مربوط
حالت (مشابه دترمینان از مستقیم به�طور نمی�توان ، ÃX̃ = λ̃X̃ فازی کاملا سیستم از فازی ویژه�ی
یافتن برای α-برش، مفهوم از استفاده با مختلف روش دو به پایان�نامه این در کرد. استفاده قطعی)
به همچنین شد. پرداخته فازی کاملا سیستم از فازی ویژه�ی بردارهای آن با متناظر و فازی ویژه�ی مقادیر
کران�ها از برخی پایان�نامه این در کرد. اشاره گراف انرژی به می�توان ویژه مقادیر کاربردهای از یکی عنوان
ویژه مقادیر از روابطی آن بر علاوه است. شده بررسی فازی گراف�های در گراف انرژی و ویژه مقادیر برای
کران�هایی و داده تعمیم فازی گراف�های برای لاپلاسین انرژی همچنین گردید. محاسبه فازی گراف�های در
خاص، فازی گراف�های در شده اشاره کران�های این از برخی شد. محاسبه فازی گراف از انرژی این برای
و فازی گراف�های در ذوزنقه�ای و مثلثی فازی اعداد از استفاده طرفی از است. نیامده دست به تاکنون

باشد. آینده در کار چشم�انداز عنوان به می�تواند آن�ها، طیفی خواص سایر بررسی
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انگلیسی به فارسی واژه�نامه

الف

Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انرژی.

ب

Eigenvector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردار

Cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برش

ت

Membership function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عضویت. تابع

Approximate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی.

چ

Polynomial characteristic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه چندجمله�ای

خ

Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی

د

Determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دترمینان.

Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه

Membership degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عضویت. درجه

Total degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلی درجه

Bipartite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشی.

Ordered pair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتب دوتایی

ذ

Trapezoidal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ذوزنقه�ای

ر

Relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابطه

Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس.

ز
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Subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگراف

س

System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم

ش

Strength of relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابطه شدت

ط

Spectrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیف.

ع

Signed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . علامت�دار

Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملگر

غ
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٢۶ مینیمال، متقارن جواب

٣ مشخصه، چندجمله�ای

۶٨ فازی، گراف در درجه

۶٨ کلی، درجه�ی

۵ فازی، رابطه�ی

٢ خطی، برنامه�ریزی روش

٢ ،LU تجزیه روش

٢ گاوس، حذفی روش

١٩ فراگیر، زیرگراف

٢ فازی، خطی سیستم

٢۵ فازی، کاملا خطی سیستم

١٠ گراف، طیف

١٧ فازی، گراف طیف

۵ فازی، عدد

۵ ذوزنقه�ای، فازی عدد

۵ مثلثی، فازی عدد

٢ کرامر، قاعده

۴ قطعی،

١۴ شوارتز، کوشی-

١١ کولسن،

٣ گراف،

١۶ فازی، دوبخشی گراف

١٢ علامت�دار، گراف

١۵ فازی، گراف

۶٨ -منتظم، k فازی گراف

١۶ کامل، فازی گراف

١٢ وزن�دار، گراف

۶۴ درجه، ماتریس

۶۴ فاصله، ماتریس

۶۴ لاپلاسین، ماتریس

٧٣ فازی، لاپلاسین ماتریس

٣ مجاورت، ماتریس

١۶ فازی، مجاورت ماتریس

۶۴ وقوع، ماتریس

٢۶ کنترل، قابل جواب مجموعه

٢۶ متحد، جواب مجموعه

٢۶ ، خوب نسبتا جواب مجموعه

۴ فازی، مجموعه

۵ محدب،

۴ محمل،

٣ خطی، مستقل

٢۵ فازی، ویژه مقادیر

٧٣ فازی، لاپلاسین ویژه مقادیر

٩٠



٩١ نمایه

٣ ویژه، مقدار

١٢ حسابی، میانگین

١٢ هندسی، میانگین

۵ نامحدب،

١٩ فان، کی نامساوی

۴ نامنفرد،

۴ مثبت، معین نیمه

۴ هسته،

۶٨ همریختی،

۶٩ یکریختی،

۶٨ ضعیف، یکریختی

۶٨ هم�ضعیف، یکریختی



Abstract

The subject of this thesis is evaluate the fuzzy eigenvalues and it’s applications. To find
the fuzzy eigenvalues of the two different methods are used. On a method of using the
α-cut, fuzzy eigenvalues ��and corresponding fuzzy eigenvectors are calculated by fully
fuzzy linear system and Another method is based on fuzzy number that is assigned the
membership function is obtained by using the determinant. In the first chapter the history
of the subject is expressed. The second chapter contains a variety of concepts related to
the eigenvalues ��of the graph and some bounds for the energy graphs is investigated. The
third and fourth chapters contain two different methods for finding fuzzy eigenvalues ��and
fuzzy eigenvectors of fuzzy numbers using the parameter mode. Chapter five contains the
graph Laplacian energy and some bounds of this type of energy. This energy is also
extended to the fuzzy case. Moreover, some bounds of eigenvalues ��and energy of fuzzy
graphs are calculated. For further understanding in each section, in first of each of these
subjects in crisp mode and then fuzzy mode is expressed.
Keywords:
Fuzzy graph, Spectrum, Energy of fuzzy graph, Laplacian energy of fuzzy graph, Fully
fuzzy linear system.
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