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چکیده
این می�دهیم. شرح خطی کنترل سیستم�های برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله پایان�نامه، این در
ویژه مقادیر از کمی تعداد دیگر، به�عبارت هستند. پایداری به نزدیک که می�رود به�کار سیستم�هایی برای مساله
توجه با دارند. دوباره تخصیص به نیاز کم تعداد همین تنها و ندارد قرار پایداری ناحیه در سیستم، باز حلقه
مانند: است شده ارایه آن حل برای مختلفی روش�های سازی، بهینه و کنترل نظریه در مساله این اهمیت به
استفاده با سپس و پرداخته روش�ها این بررسی به ابتدا در ما که ... و آرنولدی روش و متعامد روابط روش
که می�کنیم معرفی را جدیدی روش خطی، کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات و جزیی شور تجزیه روش از
استفاده با ابتدا روش، این با مساله حل برای دارد. نیاز ساده�تری محاسبات به دیگر روش�های با مقایسه در
پیدا را سیستم ناپایدار ویژه مقادیر به وابسته ناوردای زیرفضای روی متعامد پایه یک جزیی شور تجزیه از
محاسبه را حالتی پس�خورد ماتریس خطی، کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات کاربرد با سپس می�کنیم.

دهد. اختصاص بسته حلقه سیستم به را موردنظر ویژه مقادیر که می�کنیم
استفاده با خطی، کنترل سیستم سازی بهینه در حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم�سازی اهمیت به توجه با
نورم دارای که می�آوریم به�دست را حالتی خورد پس ماتریس حالت، انتقال گراف مفهوم و پیشنهادی روش از
گسسته دوبعدی خطی سیستم�های پایداری برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله نیز انتها در است. کمینه
است. شده آورده نیز عددی مثال بیش�تر شرح برای بحث، هر انتهای در می�کنیم. حل جدید روش با زمانی،



଒ی਩ساইه�یૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند



୏وردگارا...
تلاش ثمره که بسته�شان پینه دست�های برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را مویشان می�توانم نه

عصای در را عمرم ثانیه�های و باشم شکرگزارشان لحظه هر که ده توفیقم پس دارم. مرهمی است، من افتخار برای

بگذارم. �بودنشان دست

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری ণپاس໋�
قدم�های ناتوانم دستان گرفتن با و آموخت من به را زندگی راه زیباترین که را مهربانم خدای می�گویم سپاس

رویم به وجودش نور با را دانش بسته درهای و نمود آسان برایم را سختی�ها و مشکلات کرد، محکم راه این در مرا

گشود.

تشکر نمایم. تشکر و قدردانی کردند، یاری پایان�نامه این نوشتن در را من که کسانی تمامی از می�دانم لازم خود بر

و صبر کمال در و نیت خلوص با که طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب محترمم راهنمای استاد از می�کنم

جناب و مس�فروش علی دکتر آقای جناب از می�کنم تشکر هم�چنین بودند. من سوالات تمام پاسخ�گوی آرامش

داشتند. عهده بر را پایان�نامه این داوری که فاتح مهدی محمد دکتر آقای

آ૟઻ජ໑۱۳۹۲మهনیدری
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مشهد. ،١٣-١٣١۴ ایران،ص ریاضی کنفرانس چهارمین و چهل خطی”،

پس�خورد کنترل در پارامتری جزیی ویژه مقادیر ”تخصیص ،(١٣٩٢) ح، طهرانی. احسنی و م حیدری. .٢

همدان. ص١١٣-١١٠، ایران، کاربردی ریاضی کنفرانس پنجمین حالت”،
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د مطالب فهرست



١ فصل

مقدمه

دیرباز از که می�باشد سازی بهینه و کنترل نظریه در اساسی مسایل از یکی جزیی١، ویژه مقادیر تخصیص مساله

به نزدیک که می�رود به�کار خطی کنترل سیستم�های برای مساله این است. بوده محققان و نویسندگان توجه مورد

و ندارد قرار پایداری ناحیه در کامل به�طور باز حلقه ماتریس طیف که سیستم�هایی دیگر به�عبارت هستند. پایداری

داد. تغییر را آن باز حلقه ماتریس طیف از بخشی سیستم پایدارسازی برای که است لازم

ایجاد باعث و.... نیرو خطوط کامپیوتری، شبکه�های قدرت، سیستم�های مانند عملی کاربردهای از بسیاری

نمی�توان حقیقی) شور و QR (مانند عددی معمول روش�های طریق از که می�شوند اسپارس و بزرگ ماتریس�های

هستند ناپایداری عامل سیستم، ویژه مقادیر از کمی تعداد تنها مسایل این از بسیاری در به�علاوه نمود. حل را آن�ها

مساله این حل برای دیگری روش�های به نیاز این�رو از دارند، دوباره تخصیص به نیاز کم تعداد همین نتیجه در و

است.

برای پیشنهادی روش یک است. شده پیشنهاد مساله این حل برای مختلفی روش�های اخیر دهه چند در

معادله حل به و است شده ارایه [٨] ٣ داتا و سعد٢ توسط که است آرنولدی الگوریتم از استفاده مساله این حل

ویژه مقدار تخصیص مساله ادامه در و می�پردازد آرنولدی الگوریتم از استفاده با خطی کنترل سیستم سیلوستر۴

AT ماتریس برای جزیی شور تجزیه از استفاده با نیز [٢١] سعد می�نماید. حل معادله این جواب توسط را جزیی

فرایند روش از [٣] ۶ لوییز ب. و کالواتی۵ د. پرداخت. مساله این حل به ویژه، مقدار معکوس مساله کاربرد و

روش همان روی پایه�ای روش، این نمودند. استفاده مساله این حل برای شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی

شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی فرایند در که تفاوت این با بردند، به�کار را آن سعد و داتا که است آرنولدی
١Partial eigenvalue assignment problem
٢Yousef Saad
٣B. N.Datta
۴Silvester equation
۵D.Calvetti
۶B.Lewis



٢ مقدمه .١

فرایند باشند، مثبت حقیقی قسمت دارای ماتریس آمده به�دست ویژه مقدار m چنانچه مرحله ٢m اجرای از بعد

می�شود. انجام آغازین بردار تعریف با دوباره (A ماتریس ناپایدار ویژه مقادیر تعداد k) l = min{k,m} از

اهاب و ٧ محمد.ا.رمضان است. طولانی بسیار آن محاسبات اما است آرنولدی روش از کاراتر روش این گرچه

ویژه�های بردار ماتریس Y H
١ ) fT = βY H

١ A تعریف با آن در که دادند ارایه را الگوریتمی [١٩] ٨ ا.ال-سعید

مقادیر که آورد به�دست به�صورتی می�توان را حالت خورد پس بردار ،β پارامتر محاسبه و ({λi}ki=١ به وابسته چپ

است. حقیقی حالت خورد پس بردار که دادند نشان نیز ادامه در می�دهد، اختصاص سیستم به را موردنظر ویژه

با روش این می�دهیم. شرح جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل برای را جدید روشی نیز پایان�نامه این در

ساختار می�کند. حل را مساله خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات روش و جزیی شور تجزیه از استفاده

است: زیر به�صورت پایان�نامه کلی

می�دهیم. شرح را نیاز مورد اولیه تعاریف دوم، فصل در •

بررسی مورد خطی کنترل های سیستم در کامل به�طور را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله سوم، فصل در •

است. شده ارایه مثال با مساله این حل برای موجود روش�های برخی و داده�ایم قرار

ابعاد با ماتریس�هایی به را سیستم باز حلقه ماتریس جزیی شور تجزیه روش از استفاده با چهارم، فصل در •

عملیات از استفاده با داده، تشکیل افزوده�ای ماتریس جدید ماتریس�های توسط سپس و کرده تجزیه کوچک�تر

از استفاده با کنیم. می تبدیل برداری همدم به�فرم سپس و اشلون استاندارد به�فرم را افزوده ماتریس تشابهی

اختصاص سیستم به را موردنظر ویژه مقادیر که می�آوریم به�دست را حالتی پس�خورد ماتریس مفاهیم، این

می�آوریم. روش شرح برای مثال�هایی نیز ادامه در دهد.

به ابتدا منظور، بدین می�کنیم. بررسی را حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم�سازی پنجم، فصل در •

پس�خورد ماتریس بهینه�سازی در پارامتری�سازی زیرا می�پردازیم، حالت پس�خورد ماتریس پارامتری�سازی

تشابهی تبدیلات روش و جزیی شور تجزیه روش از استفاده با ابتدا فصل� این در بنابراین است. موثر حالت

اختصاص سیستم به را نظر مورد ویژه مقادیر که را پارامتری حالت خورد پس ماتریس حالت، انتقال گراف و

باشد. داشته کمینه نرم که می�آوریم به�دست را حالتی پس�خورد ماتریس سپس می�آوریم. به�دست دهد،

بردارهای روش از استفاده با سپس داده، شرح را راسر١٠ مدل دوبعدی٩ سیستم�های ابتدا شش فصل در •

قضایایی به توجه با ادامه در می�کنیم. تبدیل تاخیر بدون سیستم یک به را زمانی تاخیر با سیستم یک افزوده،

تاخیر بدون سیستم پایداری هم�ارز تاخیر با سیستم یک پایداری که می�گیریم نتیجه می�شود بیان فصل در که
٧Mohamed.A.Ramadan
٨EhabA. El - Sayed
٩2D systems

١٠Rosser model



٣

می�دهیم. شرح تاخیر با سیستم برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله و کرده استفاده نتیجه این از است.

است. شده آورده فصل انتهای در نیز عددی مثال روش بیشتر شرح برای



٢ فصل

مقدماتی تعاریف

ماتریس ١.٢

کنید. مراجعه [١٨] به بخش این بیشتر توضیحات برای

با ستون n و سطر m از مستطیلی آرایه�ای (C یا R) F میدان روی A نام به m × n ماتریس .١.٢ تعریف

است: زیر به�صورت و F به متعلق درایه�هایی

A =

a١١ a١٢ . . . a١n
... . . . ...

am١ am٢ . . . amn

 .

تعداد که ماتریسی می�نامیم. m × n اندازه از می�شود، نوشته نیز A = (aij) صورت به که ماتریسی چنین

می�نامند. مربعی ماتریس را باشد برابر هم با وستون�هایش سطرها

ماتریس دترمینان ١.١.٢

می نامیده A دترمینان که می�شود یافت ماتریس به وابسته فرد منحصربه اسکالری A مربعی ماتریس هر برای

، det(A) = a١١a٢٢ − a١٢a٢١ ، ٢× ٢ مرتبه از A ماتریس برای شود. می داده نمایش det(A) توسط و شود

A١i آن در که det(A) = a١١det(A١١)− a١٢det(A١٢) + a١٣det(A١٣) ، ٣× ٣ مرتبه از A ماتریس برای

تعمیم می�تواند آسانی به تعریف این است. آمده به�دست iام ستون و اول سطر حذف از که است ٢× ٢ زیرماتریس

داریم: n× n مرتبه از A = (aij) ماتریس برای بنابراین شود، داده

det(A) = (−١)i+١ai١det(Ai١) + (−١)i+٢ai٢det(Ai٢) + . . .+ (−١)i+naindet(Ain),



۵ برداری فضای .٢.٢

می�آید. به�دست jام ستون و iام سطر حذف از که می�باشد (n− ١) مرتبه از A زیرماتریس Aij آن در که

است: برقرار دترمینان برای زیر ساده خواص .١.٢ قضیه

.det(A) = det(A)T .١

است. اسکالر یک α آن در که det(αA) = αndet(A) .٢

.det(AB) = detA.detB .٣

.det(A) = ٠ آن�گاه باشند یکسان A ستون یا سطر دو اگر .۴

.det(B) = −det(A) آن�گاه باشد ستون دو یا سطر دو تعویض با A از آمده به�دست ماتریس B اگر .۵

می�باشد. آن قطری درایه�های حاصل�ضرب برابر مثلثی ماتریس دترمینان .۶

پوچ فضای و برد ٢.١.٢

پوچ فضای و R(A) توسط که A برد دارد: وجود مهم وابسته زیرفضای دو m× n مرتبه از A ماتریس هر برای

می�شود. داده نمایش N(A) توسط که A

R(A) = {b ∈ Rm | b = Ax, x ∈ Rnمانند برداری هر ازای ,{به

N(A) = {x ∈ Rn | Ax = ٠}.

برداری فضای ٢.٢

کنید. مراجعه [١٨] به بخش این بیشتر توضیحات برای

عمل دو با همراه می�شوند نامیده بردار که اشیا از V مجموعه از است عبارت F میدان روی V برداری فضای

عضو هر به�ازای و V از x+ y فرد منحصربه عضو V از y و x عضو دو هر به به�ترتیب که اسکالر ضرب و جمع

ضرب و جمع عمل به نسبت عبارتی به یا می�دهند، نسبت را ax ∈ V فرد منحصربه عضو x ∈ V و a ∈ F

باشد. بسته اسکالر

اعمال با W هرگاه می�شود نامیده V زیرفضای F میدان روی V برداری فضای از W زیرمجموعه .٢.٢ تعریف

باشد. F میدان روی برداری فضای یک ، V روی شده تعریف اسکالر ضرب و جمع



۶ مقدماتی تعاریف .٢

صورت به که S⊥ زیرفضای آن�گاه باشد، Rm زیرفضای یک S کنید فرض .٣.٢ تعریف

S⊥ = {y ∈ Rm | yTx = ٠, x ∈ S بردارهای همه ,{به�ازای

می�شود. نامیده S متعامد متمم می�شود تعریف

که: داد نشان می�توان

.١

N(A) = R(AT )⊥.

.٢

N(AT ) = R(A)⊥.

ترکیب را ν ∈ V بردار باشد. V از نامتناهی زیرمجموعه یک S و برداری فضای V کنیم فرض .۴.٢ تعریف

وجود an, . . . , a١ اسکالرهای و un, . . . , u١ مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوییم V اعضای از خطی

به�طوری�که باشند داشته

ν = a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun.

تمام مجموعه آن�گاه باشد، F میدان روی V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه�ای S کنید فرض .٢.٢ قضیه

است. V زیرفضای S اعضای از خطی ترکیبات

از خطی ترکیبات تمام شامل زیرفضای باشد. V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه S کنید فرض .۵.٢ تعریف

می�شود. نامیده S توسط شده تولید زیرفضای S اعضای

در un, . . . , u١ بردارهای از متناهی تعداد هرگاه گوییم خطی وابسته را V فضای از S زیرمجموعه .۶.٢ تعریف

به�طوری�که باشند داشته وجود نیستند صفر همگی که an, . . . , a١ اسکالرهای و S

a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun = ٠.

خطی�اند. وابسته S اعضای که می�گوییم این�صورت در همچنین

گویند. خطی مستقل نباشد خطی وابسته که را S مجموعه

یک S هرگاه گوییم V پایه را S مجموعه باشد. F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض .٧.٢ تعریف

می�کند. تولید Vرا که باشد V خطی مستقل زیرمجموعه



٧ برداری فضای .٢.٢

نامیده V فضای بعد را V پایه بردارهای تعداد باشد متناهی بعد با برداری فضای یک V کنید فرض .٨.٢ تعریف

می�دهند. نشان dim V با و

ماتریس یک رتبه ١.٢.٢

سطری فضای A سطری بردارهای توسط آمده بوجود زیرفضای آن�گاه m×nباشد. مرتبه از ماتریسی A کنید فرض

فضای همان A برد می�شود. نامیده A ستونی فضای A ستون�های توسط آمده بوجود زیرفضای می�شود. نامیده

ماتریس می�شود. داده نمایش rank(A) با و باشد می A ستونی فضای بعد ماتریس، یک رتبه می�باشد. A ستونی

می�شود. نامیده منفرد این�صورت غیر در ،rank(A) = n هرگاه شود می نامیده نامنفرد A ∈ Rn×n مربعی

دارای اگر است کامل رتبه A باشد. خطی مستقل A ستون�های اگر است کامل ستونی رتبه دارای A .١.٢ تذکر

باشد. کامل ستونی یا سطری رتبه

n × n مرتبه از B ماتریس اگر است معکوس�پذیر n × n مرتبه از A ماتریس ماتریس. معکوس .٩.٢ تعریف

که باشد داشته وجود

AB = BA = I,

ماتریس اغلب معکوس�پذیر ماتریس و است فرد منحصربه ماتریس معکوس می�شود. داده نمایش A−١ توسط و

می�شود. نامیده نامنفرد

وجود T نامنفرد ماتریس اگر می�شوند نامیده متشابه B و A ماتریس دو متشابه. ماتریس�های .١٠.٢ تعریف

که قسمی به داشته

T−١AT = B,

هستند. یکسان ویژه مقادیر دارای که است این متشابه ماتریس�های مهم خاصیت یک

تصویرها و بودن متعامد

، i هر ازای به νTi νj = ١ اگر علاوه به νTi νj = ٠ اگر است متعامد Rn در {ν١, . . . , νm} بردارهای مجموعه

نامیده زیرفضا برای یکامتعامد پایه باشد نیز یکامتعامد که زیرفضا برای پایه یک هستند. یکامتعامد آن�ها آن�گاه

می�شود.

خاص ماتریس�های برخی ٢.٢.٢

است قطری ماتریس یک m × n مرتبه از A = (aij) ماتریس قطری. و مثلثی ماتریس�های .١١.٢ تعریف

ماتریس . s = min(m,n) آن در که A = diag(a١١, . . . , ass) .می�نویسیم i ̸= j ازای به aij = ٠ اگر



٨ مقدماتی تعاریف .٢

ماتریس یک بالامثلثی ماتریس یک ترانهاده . i > j برای aij = ٠ اگر است بالامثلثی ماتریس یک A = (aij)

است. مثلثی پایین

اگر است متعامد U مربعی ماتریس متعامد. ماتریس .١٢.٢ تعریف

UTU = UUT = I.

ازای به aij = ٠ هرگاه است بالاهسنبرگی A مربعی ماتریس مثلثی). هسنبرگی(تقریبا ماتریس .١٣.٢ تعریف

هسنبرگی پایین A = (aij) ماتریس یعنی است، هسنبرگی پایین بالاهسنبرگی ماتریس یک ترانهاده . i > j+ ١

سه باشد، هسنبرگی پایین هم و بالاهسنبرگی هم که مربعی ماتریس یک . j > i+ ١ ازای به aij = ٠ اگر است

است. قطری

ویژه ومقدار ویژه بردار ٣.٢

شود. مراجعه [٧] بخش این بیشتر توضیحات برای

هرگاه است A ویژه) بردار فقط (یا راست ویژه بردار xناصفر بردار باشد، n× n ماتریس A اگر .١۴.٢ تعریف

یا و باشد. x از مضربی Ax

∀λ Ax = λx.

می�شود. نامیده ویژه جفت (λ, x) زوج و می�نامیم A ویژه مقدار را λ عدد و

می�گویند. A ماتریس چپ ویژه بردار را yTA = λyT توسط شده ارایه y بردار

گویند. ماتریس طیف را ماتریس یک ویژه مقادیر مجموعه

ویژه بردار و ویژه مقدار یافتن ١.٣.٢

داریم: x از فاکتورگیری و Ax = λIx فرم به Ax = λx تساوی نوشتن با

(λI −A)x = ٠,

که است جواب دارای زمانی فوق دستگاه

det(λI −A) = ٠.

می�دهند. نشان P (λ) با و می�نامند مشخصه چندجمله�ای را فوق دترمینان بسط از آمده به�دست چندجمله�ای



٩ خطی کنترل سیستم .۴.٢

است: زیر فرم به مشخصه چندجمله�ای

P (λ) = det(λI −A) = λn + c١λ
n−١ + . . .+ cn = ٠,

آن در که

c١ = −(a١١ + a٢٢ + . . .+ ann) = −tr(A).

هستند. ماتریس ویژه مقادیر معادله این ریشه�های

می�گردند. محاسبه λ نظیر A ویژه بردارهای (λI −A)x = ٠ دستگاه حل و λ ویژه مقدار داشتن با

تعریف زیر صورت به و می�شود نامیده ریس١ مقادیر که می�شود تعریف نیز دیگری مقادیر A ماتریس برای

می�کنیم:

ریس مقادیر تمام از مجموعه�ای شود، می ریسنامیده مقادیر زیرفضا یک از ویژه مقدار تقریب�های .١۵.٢ تعریف

با: است برابر A ∈ Cn×n عددی برد می�شود. نامیده ماتریس یک مقادیر میدان یا عددی برد ممکن،

W (A) = {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = ١}. (١.٣.٢)

است. ماتریس یک ریلی معادلات تمام مجموعه عددی برد بنابراین

متعامد ν توسط شده تولید فضای به نسبت Aν−θν طوری�که به است θ اسکالر ν به وابسته ریس مقدار یک

یعنی باشد،

ν∗(Aν − θν) = ٠. (٢.٣.٢)

کنید. مراجعه [۴] به بیشتر توضیحات برای

خطی کنترل سیستم ۴.٢

است. شده انتخاب [۶] از بخش این قضایای و تعاریف

بعدی یک سیستم ١.۴.٢

گرفت: نظر در می�توان زیر به�صورت را آن دیفرانسیل معادله فیزیکی، سیستم�های از بسیاری برای

١Ritz value



١٠ مقدماتی تعاریف .٢

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).
(٣.۴.٢)

آن در که

زمان، متغیر t •

حالت، بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار یک x(t) •

، کنترل متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار یک u(t) •

، خروجی بردار به�نام زمان با متغیر بعدی r بردار یک y(t) •

می�باشد.

می�توانند و باشند سازگار فوق معادلات با که اندازه�هایی با هستند ماتریس�هایی D و C و Bو A ماتریس�های

می�شوند. فرض ثابت این�جا در اما باشند زمان با متغیر

گویند. سیستم معادله را (٣.۴.٢) معادله

کنترل�پذیری ٢.۴.٢

(حالت x(٠) دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان اگر گویند کنترل�پذیر را (٣.۴.٢) معادله با شده توصیف سیستم

برابر را x(v) معمولا رساند. (tv لحظه در تعادل (حالت x(v) مانند دیگری دلخواه بردار به (t٠ لحظه در اولیه

می�گیرند. نظر در صفر

کنترل�پذیری ماتریس ٣.۴.٢

کنیم: می تعریف زیر به�صورت را کنترل�پذیری ماتریس (٣.۴.٢) تفاضلی معادله با شده توصیف سیستم برای

Q =
[
B AB A٢B . . . An−١B

]
, (۴.۴.٢)

ماتریس ستون�های اگر فقط و اگر است کنترل�پذیر کاملا (١۵.٢.۶) زمانی پیوسته خطی سیستم .٣.٢ قضیه

(rank(Q) = n).کند تولید را Rn فضای سیستم کنترل�پذیری

داد. انتقال صفر حالت به متناهی) (زمان گام متناهی تعداد در بتوان را x(٠) اولیه حالت هر اگر عبارتی به

وجود خروجی عنصر یک حالت متغیر هر برای اگر است پذیر) پذیر(رویت مشاهده سیستم یک .١۶.٢ تعریف

ماتریسی شکل به یا باشد داشته وجود مسیر یک خروجی و حالت متغیر هر بین گراف ترسیم در یعنی باشد، داشته

باشد. کامل رتبه ،Q =
[
C CA . . . CAn−١]



١١ پایداری .۵.٢

پایداری ۵.٢

است. شده انتخاب [۶] از بخش این قضایای و تعاریف

بگیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله .١٧.٢ تعریف

ẋ(t) = f [x(t), ٠, t], (۵.۵.٢)

ازای به که δϵ > ٠ باشد داشته وجود ϵ > ٠ و t٠ ازای به اگر گوییم پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل نقطه

t ≥ t٠ کلیه برای ∥ x(t٠)− xe ∥< δ(ϵ) هر

∥ x(t)− xe ∥≤ ϵ,

اگر است مجانبی پایدار (۵.۵.٢) دیفرانسیل معادله .١٨.٢ تعریف

باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

: t٠ مقادیر کلیه برای ب)

∃ρ(t٠) > ٠; ∀ ∥ x(t٠)− xe ∥< ρ for t −→∞

باشد: برقرار زیر رابطه

∥x(t)− xe∥ −→ ٠

شده تعریف محدوده در سیستم اولیه حالت آن�که شرط به لیاپانوف، مفهوم به پایداری بر علاوه مجانبی پایداری لذا

انحرافات اگر کند. می تضمین را تعادل نقطه به سیستم تعادل پاسخ همگرایی باشد، تعادل نقطه همسایگی در

داد. نخواهد پاسخ رفتار از زیادی اطلاع مجانبی پایداری آن�گاه باشد زیاد تعادل نقطه از سیستم حالت اولیه

اگر: گویند فراگیر مجانبی پایدار را (۵.۵.٢) دیفرانسیل معادله تعادل نقطه .١٩.٢ تعریف

باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

باشیم: داشته t٠ هر و x(t٠) هر برای ب)

lim
t−→∞

∥ x(t)− xe ∥= ٠



١٢ مقدماتی تعاریف .٢

نیست. پایدار آن�گاه نباشد لیاپانوف یا مجانبی پایدار سیستم اگر .٢.٢ تذکر

فقط و اگر گویند خروجی-کراندار) (ورودی-کراندار، پایدار را (x(t٠)) اولیه شرط بدون سیستم .٢٠.٢ تعریف

باشد. کراندار آن خروجی کراندار، ورودی هر برای اگر

بگیرید: نظر در را زیر زمان با ناپذیر تغییر خطی سیستم .۴.٢ قضیه

ẋ(t) = Ax(t), (۶.۵.٢)

اگر فقط و اگر است لیاپانوف مفهوم به پایدار سیستم این

باشد. داشته غیرمثبت حقیقی قسمت�های Aویژه مقادیر کلیه الف)

باشند مشخصه چندجمله�ای ساده صفرهای دارند صفر حقیقی قسمت�های که A ویژه مقادیر از دسته آن ب)

قسمت�های که ویژه�ای مقادیر با متناظر جردن بلوک�های مرتبه جردن فرم به A تبدیل در دیگر به�عبارت

باشد. یک است، صفر آن حقیقی

فراگیر مجانبی پایدار اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (۶.۵.٢) زمان با تغییرناپذیر خطی سیستم .۵.٢ قضیه

باشد.

A ویژه مقادیر کلیه اگر فقط و اگر است مجانبی پایدار (۶.۵.٢) زمان با تغییرناپذیر خطی سیستم .۶.٢ قضیه

باشند. داشته منفی اکیدا حقیقی قسمت�های



٣ فصل

جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله

قضایایی سپس می�دهیم. شرح خطی کنترل سیستم�های در را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله ابتدا فصل این در

این حل برای موجود روش�های بررسی به ادامه در می�کنیم. بیان مساله این برای را جواب یکتایی و وجود درباره

می�کنیم. مقایسه هم با را روش�ها این مثالی ارایه با و می�پردازیم مساله

جزیی ویژه مقادیر تخصیص ١.٣

بگیرید: نظر در را زیر زمان با متغیر ورودی تک خطی کنترل سیستم

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(٠) = x٠, (١.١.٣)

قانون به توجه با است. زمان از تابعی u و b ∈ Rn حقیقی، نامتقارن بزرگ (n × n) ماتریس یک A آن در که

به�صورتی�که کنیم پیدا را f خورد پس بردار می�توانیم باشد، کنترل�پذیر (A, b) زوج اگر ،u(t) = −fTx(t) کنترل

بسته حلقه سیستم

ẋ(t) = (A− bfT )x(t), (٢.١.٣)

و شود می نامیده ورودی تک ویژه مقادیر تخصیص مساله مساله�ای، چنین باشد. موردنظر ویژه مقادیر دارای

شور و QR مانند معمولی عددی روش�های طریق از مساله این دارد. کنترل نظریه کاربردهای در ویژه�ای اهمیت

ناپایداری باعث که را باز حلقه ویژه مقادیر از کمی تعداد است بهتر بزرگ مسایل برای می�شود. بررسی حقیقی

می�شود. نامیده جزیی ویژه مقادیر تخصیص که بماند باقی تغییر بدون بقیه و دهیم تخصیص هستند، سیستم

حالت پس�خورد کنترل توسط خطی، کنترل سیستم باز حلقه طیف از مجموعه یک تخصیص مساله .١.٣ تعریف

.[١٠] می�نامند جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله را طیف بقیه گذاشتن باقی تغییر بدون و



١۴ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

و سیستم (A (ماتریس باز حلقه طیف Λ = {λ١, . . . , λk, λk+١, . . . , λn} می�کنیم فرض

به�صورت را Λ هستند. بسته مختلط مزدوج تحت دو هر که باشد دلخواه مجموعه یک K = {µ١, . . . , µk}

محاسبه هدف است. Λ٢ = {λk+١, . . . , λn} و Λ١ = {λ١, . . . , λk} آن در که می��کنیم تجزیه Λ = (Λ١,Λ٢)

شود. Λ١ مجموعه جایگزین K مجموعه به�صورتی�که است f حالت پس�خورد بردار

برای آن�جایی�که از ولیکن اند. مثبت حقیقی قسمت دارای λ١, . . . , λk ویژه مقادیر که است توضیح به لازم

قرار مختلط صفحه چپ سمت (٢.١.٣) بسته حلقه سیستم ویژه مقادیر تمام است لازم پیوسته سیستم پایداری

جایگزین حالت پس�خورد کنترل توسط را هستند منفی حقیقی قسمت دارای که K مجموعه دلیل به�همین بگیرد،

{µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn}به�صورت A−bfT بسته حلقه طیف به�طوری�که می�کنیم. {λ١, . . . , λk} مجموعه

باشد.

داریم: صفر) (ورودی u = ٠ فرض با و (١.١.٣) سیستم گرفتن نظر در با واقع در

ẋ = Ax(t),

بنابراین
dx(t)

dt
= Ax(t),

پس
dx(t)

x(t)
= Adt,

داشت: خواهیم طرفین از انتگرال�گیری با

Lnx(t) = At,

نتیجه در

x(t) = (eAt)x(٠), (٣.١.٣)

می�یابد افزایش t که زمانی بالا، رابطه طرفین از حدگیری با

lim
t−→∞

x(t) = lim
t−→∞

(eAt)x(٠) =∞. (۴.١.٣)

است. ناپایدار سیستم صفر ورودی حالت در پس می�آید. دست به

داشت خواهیم بگیریم، نظر در را u = −fTx(t) کنترل قانون اگر

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) = (A− bf t)x(t),



١۵ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله جواب ویکتایی وجود .٢.٣

رابطه به قبل مشابه و بالا روند به توجه با بنابراین

x(t) = exp(A− bfT )x٠, (۵.١.٣)

در بسته حلقه سیستم جواب که بیاوریم به�دست طوری را f حالت پس�خورد بردار می�خواهیم می�رسیم.

lim
t−→∞

x(t) = ٠, (۶.١.٣)

ها µj آن در که K = {µ١, . . . , µk} مجموعه منظور بدین است. سیستم پایداری تعریف همان این که کند صدق

x(٠) اولیه بردار هر برای (۶.١.٣) رابطه نتیجه، در می�کنیم. Λ١ جایگزین را هستند منفی حقیقی قسمت دارای

است. برقرار

جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله جواب ویکتایی وجود ٢.٣

مهم بسیار بررسی این برای کنترل�پذیری مفهوم می�پردازیم. مساله جواب یکتایی و وجود بررسی به بخش این در

خطی کنترل سیستم است.

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (٧.٢.٣)

بگیرید. نظر در را

زمانی) پیوسته سیستم کنترل�پذیری (معیار .١.٣ قضیه

ارزند: هم زیر عبارات . B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n کنید فرض

است. کنترل�پذیر سیستم .١

n× nm ماتریس .٢

Q = (B,AB, . . . , An−١B), (٨.٢.٣)

کالمن) کنترل�پذیری است.(شرط n کامل رتبه دارای

. xTB ̸= ٠ آن�گاه xTA = λxT یعنی باشد، AT ویژه زوج (λ, x) اگر .٣

است. n برابر A از λ ویژه مقدار هر برای (A− λI,B) رتبه .۴

فرض (با دهیم تخصیص F T مناسب انتخاب با دلخواه به�طور می�توانیم را A−BF T ماتریس ویژه مقادیر .۵

باشند). مزدوج زوج�های به�صورت مختلط ویژه مقادیر این�که



١۶ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

فقط ما جا این در می�گیریم. نظر در را x(٠) = ٠ .t٠ = ٠ می�کنیم فرض کلیت، از کاستن از بدون برهان.

شود. مراجعه [۶] به هم�ارزی�ها بقیه اثبات برای می�کنیم. اثبات را برعکس و ٢→ ٣ شرایط

یعنی می�گیریم، نظر در λ ویژه مقدار با متناظر AT ویژه بردار را x :٢ −→ ٣

xTA = λxT .

آن�گاه xTB = ٠ می�کنیم فرض خلف برهان به

xTQ = [xTB, λxTB, λ٢xTB, . . . , λn−١xTB] = ٠. (٩.٢.٣)

است. تناقض یک این که بود خواهد �x = ٠ پس، است کامل رتبه ،Q ماتریس چون

k < n برابر Q رتبه اما نباشد. متعامد B ستون�های با A ویژه بردار�های از هیچ�یک کنید فرض :٣ −→ ٢

به�طوری�که [۶] دارد وجود T نامنفرد ماتریس بنابراین باشد.

Ā = TAT−١ =

[
Ā١١ Ā١٢
٠ Ā٢٢

]
, B̄ = TB =

[
B̄١
٠

]
, (١٠.٢.٣)

.k = rank(Q) و است (n− k) مرتبه از Ā٢٢ به�طوری�که

آن�گاه می�گیریم، نظر در λ ویژه مقدار با متناظر (Ā٢٢)
T ویژه بردار را v٢

(Ā)T
[
٠
v٢

]
=

[
ĀT

١١ ٠
ĀT

٢١ ĀT
٢٢

] [
٠
v٢

]
=

[
٠

ĀT
٢٢v٢

]
= λ

[
٠
v٢

]
.

به�علاوه

[٠, vT٢ ]
[
B̄١
٠

]
= ٠.

کنترل�پذیر (Ā, B̄) زوج بنابراین است. متعامد B ستون�های با که دارد وجود (Ā)T از
[
٠
v٢

]
ویژه بردار یعنی،

نمی�دهد. تغییر را کنترل�پذیری تشابهی تبدیل زیرا است تناقض که نیست

ویژه) بردار از استفاده با پذیری کنترل (تعریف .٢.٣ قضیه

هرگاه است پذیر کنترل A از λ ویژه مقدار به نسبت (A,B) ماتریسی زوج معادل طور به یا (٧.٢.٣) سیستم

.[١٠] yHB ̸= ٠ باشیم داشته yHA = λyH که y ̸= ٠ تمام برای

می�آید. به�دست قبل قضیه به توجه با برهان.

جزیی طور به A طیف از {λ١, . . . , λk} زیرمجموعه به نسبت (A,B) زوج یا (٧.٢.٣) سیستم .٢.٣ تعریف

باشد. پذیر کنترل j = ١, . . . , k برای λj ویژه مقادیر از یک هر به نسبت اگر است کنترل�پذیر



١٧ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله جواب ویکتایی وجود .٢.٣

همه به نسبت هرگاه است پذیر کنترل کامل به�طور (A,B) زوج معادل به�طور یا (٧.٢.٣) سیستم .٣.٣ تعریف

باشد. کنترل�پذیر A ویژه مقادیر

ویژه) مقادیر تخصیص مساله یکتایی و (وجود .٣.٣ قضیه

زوج اگر تنها و اگر است حل�پذیر K دلخواه مجموعه هر برای (A,B) زوج ویژه مقادیر تخصیص مساله

باشد(یا ورودی تک سیستم یک سیستم اگر تنها و اگر یکتاست جواب باشد. پذیر کنترل کامل طور به (A,B)

دارد[١٠]. جواب نامتناهی تعداد جواب وجود صورت در ورودی چند حالت در باشد). بردار یک B به�عبارتی

کنید. مراجعه می�توانید [۶] [۵]و مراجع به اثبات برای برهان.

جزیی) ویژه مقادیر تخصیص مساله یکتایی و (وجود .۴.٣ قضیه

{λ١, . . . , λk} بتوان کنید فرض بگیرید. نظر در را K = {µ١, . . . , µk} و A ماتریس طیف Λ مجموعه

زوج برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله پس بمانند. باقی تغییر بدون ویژه مقادیر بقیه و داد تغییر K به را

(A,B) زوج اگر فقط و اگر است جواب دارای µ١, . . . , µk بسته حلقه ویژه مقدار انتخاب هر ازای به (A,B)

سیستم اگر وتنها اگر است فرد منحصربه جواب باشد، کنترل�پذیر {λ١, . . . , λk} مجموعه به نسبت جزیی طور به

که زمانی ورودی تک حالت در و ورودی چندین حالت در باشد. ورودی تک کنترل�پذیر کامل به�طور سیستم یک

دارد[١٠]. جواب نامتناهی تعداد جواب وجود صورت در نیست، کنترل�پذیر کامل (A,B) زوج

نباشد(برهان کنترل�پذیر است، ١ ≤ j ≤ k که ها λj از برخی به نسبت (A,B) زوج کنید فرض لزوم: برهان.

F هر برای که معنی بدین ، yHB = ٠ و yH(A − λjI) = ٠ به�طوری�که دارد وجود y ̸= ٠ بردار پس خلف)

دوباره نمی�تواند است، A−BF T ویژه مقدار λj که فرض این با نتیجه، در .yH(A−BF T −λjI) = ٠ داریم

�شود. داده تخصیص

می�کنیم. تعریف را Λ٢ = diag(λk+١, . . . , λn) و Λ١ = diag(λ١, . . . , λk) قطری ماتریس دو کفایت:

بقیه که درحالی می�کند تعیین دلخواه به�طور را Λ١ ویژه مقادیر که دارد وجود F T پس�خورد ماتریس می�کنیم ثابت

راست ویژه� بردار ماتریس�های متناظر Y = (y١, . . . , yn) Xو = (x١, . . . , xn) فرضکنید می�ماند. تغییر بدون

پس ، Y HX = I و Y HAX = diag(Λ١,Λ٢) چون ،Y١ = (y١, . . . , yk) کنید فرض و باشد A چپ و

(diag(Λ١,Λ٢), Y
HB)زوج که می�دهد Λ١نتیجه ویژه مقادیر به نسبت (A,B) ماتریسی زوج جزیی کنترل�پذیری

بنابراین ، {λ١, . . . , λk}∩{λk+١, . . . , λn} = ∅ چون است. کنترل�پذیر جزیی به�طور مشابه ویژه مقادیر به نسبت

است. کنترل�پذیر کامل به�طور (Λ١, Y
H
١ B) زوج

Λ١ − Y H
١ BΦ بسته حلقه ماتریس به�طوری�که دارد وجود Φ پس�خورد ماتریس (٣.٣) قضیه از استفاده با

به�صورت را F T دارد. را µ١, . . . , µk مطلوب ویژه مقادیر



١٨ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

F T = ΦY H
١ . (١١.٢.٣)

دیگر: به�عبارت می�آید، به�دست است نیاز مورد که همان�طور بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر پس می�کنیم. تعریف

{µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn} = Ω(diag(Λ١,Λ٢)− Y HB(Φ, ٠))

= Ω(Y H(A−B((Φ, ٠)Y H))X)

= Ω(A−B(ΦY H
١ )).

(١٢.٢.٣)

در جواب نامتناهی تعداد وجود و است کامل کنترل�پذیری زمانی�که ورودی تک حالت در جواب منحصربه�فردی

B زمانی�که دهیم نشان باید اثبات تکمیل برای می�آید. به�دست قضیه(٣.٣) از مستقیم به�طور ورودی چند حالت

p (معادلا دارد وجود p > k برخی برای λp کنترل�ناپذیر ویژه مقدار یک و تک�ورودی) (درحالت است بردار یک

جزیی ویژه مقدار تخصیص مساله ،( yHp B = و٠ yHp A = λpy
H
p به�طوری�که yp وابسته راست ویژه �بردار امین

دارد. جواب نامتناهی تعداد

حلقه ماتریس چپ و راست ویژه �بردارهای باشد. جزیی ویژه مقدار تخصیص مساله جواب F T کنید فرض

و yHp Ac = yHp (A − BF T ) = λpyp به�وضوح می�دهیم. نشان Xc و Yc با را Ac = A − BF T بسته

است. دلخواه اسکالر یک α به�طوری�که F T
α = αyHp کنید فرض هست. نیز yc ستون pامین ، yp درنتیجه

Ac از µ١, . . . , µk و λk+١, . . . , λp−١ و λp+١, . . . , λn ویژه مقادیر که دهیم نشان می�توانیم مانند(١٢.٢.٣)

Fα به�کاربردن با نیز Ac از λp ویژه مقدار به�علاوه می�ماند. باقی تغییر بدون Fα پس�خورد ماتریس به�کاربردن با

نیست. کنترل�پذیر قضیه همین لزوم بخش به توجه با λp به نسبت (Ac, B) زوج چون می�ماند باقی تغییر بدون

نتیجه در

Ω(A−BF T ) = Ω(Ac −BF T
α ) = Ω(A−B(F T + αyHp )),

است. جواب نیز دلخواه α هر برای F + αyHp است، جواب F که این نشان�دادن با پس

مساله حل برای شده ارایه اولیه روش�های بررسی ٣.٣

می�پردازیم. جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل برای موجود عددی روش�های بررسی به بخش این در



١٩ مساله حل برای شده ارایه اولیه روش�های بررسی .٣.٣

متعامد روابط روش ١.٣.٣

است. شده ٢[١٩]مطرح ا.ال-سعید اهاب و ١ محمد.ا.رمضان توسط ٢٠٠۶ سال در متعامد روابط روش

روابط سارکیسیان[٢۴] و [٧] داتا می�کند. استفاده Aماتریس ویژه بردارهای میان متعامد روابط از روش این

نمودند. بیان زیر قضیه به�صورت را A ماتریس وچپ راست ویژه�های بردار میان متعامد

(A ماتریس بردارهای ویژه (تعامد .۵.٣ قضیه

کنید فرض و باشند چپ و راست ویژه بردارهای Y و X ،A ویژه مقادیر λkو . . و. λ١ کنید فرض

می�گیریم. نظر در را Y = (Y١, Y٢) و X = (X١, X٢) افراز .{λ١, . . . , λk} ∩ {λk+١, . . . , λn} = ∅

.[١٩]XT
١ AX٢ = ٠ و XT

١ X٢ = ٠ باشد حقیقی متقارن A چنانچه و Y H
١ AX٢ = و٠ Y H

١ X٢ = ٠ پس

ماتریس یک A که می�کنیم فرض ابتدا روش، این از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل برای

ویژه مقادیر مساله باشد. نامتقارن و حقیقی n× n

Axi = λixi, (١٣.٣.٣)

ماتریسی به�صورت که می�گیریم نظر در را

AX − ΛX = ٠, (١۴.٣.٣)

مجزا ها λi و Λ = diag(λ١, . . . , λn) ∈ Cn×n ، X = (x١, . . . , xn) ∈ Cn×n آن در که می�شود نوشته

طیف دارای A− bfT بسته حلقه ماتریس که کنیم پیدا طوری را f ∈ Rn می�خواهیم می�باشند.

باشد. {µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn}

Λ ویژه مقادیر n× n ماتریس و Y H چپ ویژه بردار n× n ماتریس ، Xراست ویژه بردار n× n ماتریس

می�کنیم: افراز زیر به�صورت را

X = (X١, X٢), Y H =

[
Y H
١

Y H
٢

]
, Λ = diag(Λ١,Λ٢).

و Y٢ = (yk+١, . . . , yn) ، Y١ = (y١, . . . , yk) ، X٢ = (xk+١, . . . , xn) ، X١ = (x١, . . . , xk) به�طوری�که

می�باشد. Λ٢ = (λk+١, . . . , λn) و Λ١ = (λ١, . . . , λk)

صورت به f پس�خورد بردار و {λ١, . . . , λk} ∩ {λk+١, . . . , λn} = ∅ اگر .۶.٣ قضیه
١Mohamed.A.Ramadan
٢EhabA. El - Sayed



٢٠ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

fT = βY H
١ A, (١۵.٣.٣)

تعداد همان مشابه (A − bfT ) ماتریس انتهایی ویژه مقدار (n − k) آن�گاه . شود تعریف β انتخاب هر برای

.[١٩] است A ویژه مقادیر

آن�گاه باشد، A ماتریس ویژه ویژه-مقدار بردار ماتریسی زوج (X,Λ) کنید فرض برهان.

AX − ΛX = ٠,

اثبات هدف

(A− bfT )X٢ −X٢Λ٢ = ٠, (١۶.٣.٣)

جایگذاری با است.

fT = βY H
١ A

می��آوریم: به�دست (١۶.٣.٣) چپ سمت در

(A− bfT )X٢ −X٢Λ٢ = AX٢ − bfTX٢ −X٢Λ٢ =

AX٢ −X٢Λ٢ − bβ(Y H
١ AX٢) = ٠

نتیجه در ، Y H
١ AX٢ = ٠ ،۵.٣ قضیه به توجه با و AX٢ −X٢Λ٢ = ٠ چون

(A− bfT )X٢ −X٢Λ٢ = ٠,

به را A از {λ١, . . . , λk} مجموعه که داریم β پارامتر کردن پیدا به نیاز فوق قضیه از استفاده برای

دهد. تغییر A− bfT از {µ١, . . . , µk}

حلقه ماتریس به {µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn}ویژه مقادیر طیف تخصیص ، β کردن پیدا از هدف نتیجه در

این در و اختصاص بسته حلقه سیستم به را {λk+١, . . . , λn} مجموعه فوق قضیه در که است (A− bfT ) بسته

می�دهد. تغییر {µ١, . . . , µk} به را Λ١ مجموعه نیز قسمت

و Z = (z١, . . . , zk)که دارد وجود Z ∈ Ck×kویژه بردار ماتریس آن�گاه باشد داشته وجود βی چنین اگر

که D = diag(µ١, . . . , µk) قطری ماتریس و j = ١, . . . , kو zj ̸= ٠



٢١ مساله حل برای شده ارایه اولیه روش�های بررسی .٣.٣

(A− bfT )Z − ZD = ٠, (١٧.٣.٣)

داریم: بالا فرمول در fT = βY H
١ A جایگزینی با حال

(A− bβY H
١ A)Z − ZD = AZ − ZD − bβY H

١ AZ = ٠

نتیجه در

AZ − ZD = bβY H
١ AZ = bβWH = bcH . (١٨.٣.٣)

است. Z ویژه بردارهای برای شده انتخاب مقادیر به وابسته بردار c = βWH و

می�آید: در زیر به�صورت معادله پس . c = (١, . . . , ١)T می�دهیم قرار ،Z محاسبه برای

AZ − ZD = b(١, . . . , ١), (١٩.٣.٣)

از Wماتریس پس آورد. به�دست (A − µjI)zj = b معادله�های از استفاده با را zj بردار هر می�توان حال

آید. می به�دست f نهایت در و βH پس شود محاسبه Z چون می�شود. محاسبه WH = Y H
١ AZ

با (١۵.٣.٣)باشد به�صورت f و (١۴.٣.٣) صورت به ١ ≤ i ≤ n و Axi = λixi کنید فرض .٧.٣ قضیه

که β از βj مولفه�های

βj =
١

bT yj
· λj − µj

λj

k∏
j=١
j ̸=i

λj − µj

λj − λi
, j = ١, . . . , k. (٢٠.٣.٣)

در اولیه�اش ویژه بردار k و دارد را {µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn} −Aطیف bfT ماتریس پس

.[١٩]j = ١, . . . , k که می�کند صدق (A− µjI)zj = b

دهیم: نشان کافیست برهان.

Φh(β) =
[(
A− bfT

)
− µhI

]
zh = ٠, h = ١, ٢, . . . , k. (٢١.٣.٣)

به�طوری�که

(A− µhI) zh = b. (٢٢.٣.٣)

داریم: Φh(β) در fT = βY H
١ A جایگذاری با

Φh(β) =
[
(A− µjI)− bβY H

١
]
zh = ٠.



٢٢ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

داشت: خواهیم (٢٢.٣.٣) از آن�گاه

Φh(β) = b−
[
bβY H

١ A
]
zh

می�آوریم: به�دست (٢٠.٣.٣) از استفاده با βj جایگذاری با حال

Φh(β) = b−

b
 k∑

j=١

١
bT ȳj

λj − µj

λj

k∏
i=١
i̸=j

λj − µi

λj − λi
yHj A

 zh

= b−

b
 k∑

j=١

١
bT ȳj

λj − µj

λj − λh

k∏
i=١
i ̸=j,h

λj − µi

λj − λi
yHj (λj − µh)

 A
λj

 zh,

آن�گاه

Φh(β) = b−

b
 k∑

j=١

١
bT ȳj

λj − µj

λj − λh

k∏
i=١
i ̸=j,h

λj − µi

λj − λi

 yHj (λj − µh)
A
λj

 zh.

به�صورت می�توانیم را yHA = λyH ستون امین j

yHj I = yHj
A

λj
, λj ̸= ٠.

داریم: ١ ≤ h, j ≤ k انتخاب هر برای بنابراین بنویسیم،

yHj (A− µhI) = yHj

(
A− µh

(
A
λj

))
,

آن�گاه

yHj (A− µhI) = yHj (λj − µh)
(

A
λj

)
. (٢٣.٣.٣)

می�رسیم: زیر رابطه به Φh(β) آخر عبارت در (٢٣.٣.٣) جایگذاری با

Φh(β) = b−

b
 k∑

j=١

١
bT ȳj

λj − µj

λj − λh

k∏
i=١
i̸=j,h

λj − µi

λj − λi

 yHj (A− µhI)

 zh,

می�آوریم: به�دست (٢٢.٣.٣) از استفاده با و
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Φh(β) = b− b
k∑

j=١

١
bT ȳj

λj − µj

λj − λh

k∏
i=١
i̸=j,h

λj − µi

λj − λi
yHj b,

= b− b
k∑

j=١

١
bT ȳj

λj − µj

λj − λh

k∏
i=١
i̸=j,h

λj − µi

λj − λi

(
bT ȳj

)T
.

داریم: اضافه، جمله حذف با

Φh(β) = b− b

k∑
j=١

λj − µj

λj − λh

k∏
i=١
i̸=j,h

λj − µi

λj − λi

Φh(β) = b


١−

k∑
j=١

k∏
i=١
i̸=h

λj − µi

k∏
i=١
i̸=j

λj − λi


.

که است شده اثبات [٩] در

k∑
j=١

k∏
i=١
i̸=h

λj − µi

k∏
i=١
i̸=j

λj − λi

= ١, h = ١, ٢, . . . , k, (٢۴.٣.٣)

مطلوب نتیجه و است صفر Φh(β) بنابراین هستند، مجزا ها λh ١=kh{µh}که و {λh}kh=١ مجموعه هر برای

می�آید. به�دست

مقادیر تخصیص مساله هر برای نتیجه در و β وجود برای کافی شرایط ،β برای شده تعریف بسط به توجه با

است: زیر صورت به جزیی ویژه

باشند. صفر مخالف ها λj .١

باشند. مجزا ها λj .٢

باشد. نامتعامد ȳj با باید b بردار .٣



٢۴ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

مولفه�های کردن پیدا باشد بزرگ ماتریس اندازه وقتی اما است، مناسب کوچک اندازه با ماتریس�های برای روش این

بود. خواهد دشوار f پیداکردن نتیجه در و βj

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را b بردار و A ماتریس� .١.٣ مثال

A =


٨ ۶ ٩ ٩
٩ ٠ ٩ ۴
١ ٢ ١ ٨
٩ ۵ ٩ ١

 , b =


٠
٠
١
٠

 ,

است f حالت پس�خورد بردار پیداکردن هدف باشد. Λ = {٢٢٫ ٣٩٣۴,−٠٫ ۵١٠۵,−۶٫ ٨۵۶۶,−۵٫ ٠٢۶٣} و

شود. λ١ = ٢٢٫ ٣٩٣۴ جایگزین µ = −١ به�طوری�که

است: زیر به�صورت که می�کنیم محاسبه را Y H
١ ماتریس ابتدا منظور بدین حل.

Y H
١ =


−٠٫ ۵٩۵۵
−٠٫ ٣٣٧١
−٠٫ ۶٢٢١
−٠٫ ۵۴۶١

 ,

داشت: خواهیم βj فرمول به توجه با نتیجه در

β١ =
١

bT y١
· λ١ − µ١

λ١
= −١٫ ۶٧٩٣

می�شود: محاسبه زیر به�صورت f نهایت در و

fT = βY H
١ A =

[
٢٢٫ ٣٩٣۴ ١٢٫ ۶٧۵٢ ٢٣٫ ٣٩٣۴ ٢٠٫ ۵٣٨۵

]
□ بود. خواهد Λ = {−٠٫ ۵١٠۵,−١,−۶٫ ٨۵۶۶,−۵٫ طیف{٠٢۶٣ A−bfTدارای بسته ماتریسحلقه بنابراین

شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی روش ٢.٣.٣

حل برای [٢١] سعد۴ آرنولدی روش از تعمیمی ٣ (IRA method) شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی روش

شده پیشنهاد [٣]۶ لوییز ب. و کالواتی۵ د. توسط ٢٠٠١ سال در که است جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله
٣Implicitly restarted Arnoldi method
۴Yousef Saad
۵D.Calvetti
۶B.Lewis
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وابسته A راست ناوردای فضای زیر محاسبه با را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله می�توان روش این در است.

نمود. حل {λj}kj=١ ویژه مقادیر مجموعه به

پس دهند. تشکیل زیرفضا این برای متعامد پایه یک V ∈ Rn×k ماتریس ستون�های کنید فرض

AV = V H, V TV = I, (٢۵.٣.٣)

طیف با H ∈ Rk×k ماتریس�های از برخی برای

λ(H) = {λj}kj=١. (٢۶.٣.٣)

(٢۵.٣.٣) در (H,V ) ماتریسی زوج اگر زیرا نیست، فرد به منحصر تجزیه این که داشت توجه باید بود. خواهد

(٢۶.٣.٣) و (٢۵.٣.٣) در U متعامد ماتریس هر برای نیز (UTHU,V U) زوج آن�گاه کند صدق (٢۶.٣.٣) و

می�کند. صدق

تعریف را b̃ = V T b بردار باشد. برقرار (H,V ) ماتریسی زوج برای (٢۶.٣.٣) و (٢۵.٣.٣) کنید فرض

به�طوری�که است f̃ ∈ Rk بردار کردن پیدا مساله می�کنیم.

λ(H − b̃f̃T ) = K = {µ١, . . . , µk}. (٢٧.٣.٣)

اگر است پذیر کنترل (H, b̃) ماتریسی بردار زوج باشد.

rank([H − zIk, b̃]) = k, ∀z ∈ C.

فقط و اگر می�باشد، P مجموعه هر برای f̃ جواب دارای (٢٧.٣.٣) جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله واقع، در

باشد.[ونهام٧[٢٧]] کنترل�پذیر (H, b̃) بردار-ماتریسی زوج اگر

شود تعریف b̃ = V T b و کنند صدق (٢۶.٣.٣) و (٢۵.٣.٣) معادله�های در H و V کنید فرض .٨.٣ قضیه

جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله می�کند. صدق (١.١.٣) در b به�طوری�که

λ(A− bfT ) = p ∪ {λj}nj=k+١. (٢٨.٣.٣)

.[٣] باشد f̃ ∈ Rk جواب دارای (٢٧.٣.٣) مساله اگر فقط و اگر است f ∈ rang(V ) جواب دارای
٧W. M. Wonham
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و (٢۵.٣.٣) تجزیه می�دهیم. گسترش X = [V,W ] ∈ Rn×n متعامد ماتریس به را V برهان.

W TV = ٠ (٢٩.٣.٣)

زیر مثلثی بلوکی ماتریس با مشابه A نتیجه در . W TAV = W TH = ٠ و V TAV = H که می�دهد نتیجه

است،

XTAX =

[
H V TAW
٠ W TAW

]
. (٣٠.٣.٣)

زیرا

X =
[
V W

]
بنابراین

XTAX =

[
V T

W T

]
A
[
V W

]
=

[
V TA
W TA

] [
V W

]
=

[
V TAV V TAW
W TAV W TAW

]
=

[
H V TAW
٠ W TAW

]
.

می�شود نتیجه (٢۶.٣.٣) از

λ(W TAW ) = {λj}nj=k+١. (٣١.٣.٣)

تعریف را f̃ = V T f کند. صدق (٢٨.٣.٣) جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله در f ∈ rang(V ) کنید فرض

که می�دهد نتیجه W T f = ٠ و (٢٩.٣.٣) و (٢۵.٣.٣) معادله�های می�کنیم.

V T (A− bfT )V = H − b̃f̃T ,

W T (A− bfT )V = W TAV −W T bfTV = ٠,

W T (A− bfT )W = W TAW −W T bfTW = W TAW

بنابراین و

XT (A− bfT )X =

[
H − b̃f̃T V TAW

٠ W TAW

]
(٣٢.٣.٣)

نتیجه در . Λ(H − b̃f̃T ) = K که شود می نتیجه (٣١.٣.٣) و Λ(XT (A− bfT )X) = K ∪{λj}kj=k+١ از

می�کند. صدق (٢٧.٣.٣) مساله در f̃



٢٧ مساله حل برای شده ارایه اولیه روش�های بررسی .٣.٣

(٢۵.٣.٣) در {H,V } ماتریسی زوج به�طوری�که باشد (٢٧.٣.٣) مساله جواب f̃ ∈ Rk کنید فرض برعکس:

طرف XT (A− bfT )X در f و (٢۵.٣.٣) جایگذاری با . f = V f̃ می�کنیم تعریف باشد. صادق (٢۶.٣.٣) و

می�دهد. نتیجه را (٢٨.٣.٣) ، (٣١.٣.٣) و (٢٧.٣.٣) معادله�های و می�آید به�دست (٣٢.٣.٣) راست

روش این داد. پیشنهاد را آرنولدی روش از استفاده (٢۵.٣.٣) فرم به تجزیه�هایی آوردن به�دست برای سعد

می استفاده ماتریس-بردار حاصل�ضرب�های در تنها A ماتریس از زیرا است مناسب مقدار بزرگ مسایل برای

نیست. پذیر تقلیل و پذیر تجزیه A زمانی�که به�ویژه شود.

آرنولدی روش

بزرگ و اسپارس ماتریس�های برای و است شده مطرح آرنولدی٨ توسط ١٩۵١ سال در بار اولین برای روش این

کند[٧]. می ساختاربندی ٩را کریلوف زیرفضای به�نام زیرفضایی از متعامد پایه یک آرنولدی روش رود. می به�کار

صورت به v١ بردار و An×n ماتریس توسط m بعد از کریلوف زیرفضای

Km(A, v١) = span{v١, Av١, . . . , Am−١v١},

می�شود. تعریف

اسپارس ماتریس�های برای بنابراین ببرد، به�کار را بردار-ماتریسی حاصل�ضرب�های تنها می�تواند آرنولدی روش

آرنولدی، روش از استفاده با اسپارس و بزرگ یکمساله حل اساسی ایده می�کند. حفظ را صفرها زیرا است، مناسب

سپس و است استاندارد تقریب یک از استفاده با m < n بعد از کریلوف زیرفضای یک به مساله کردن تصویر

می�باشد: زیر به�صورت آرنولدی روش الگوریتم می�باشد. شده تصویر مساله این جواب از مساله جواب بازیابی

آرنولدی: روش الگوریتم

کنید. انتخاب را m ≤ n صحیح عدد و ١ نرم با بردار یک شروع: :١ مرحله

بده: انجام j = ١, ٢, . . . ,m برای تکرار: :٢ مرحله

hij = (vTj Avj), i = ١, ٢, . . . , j

v̂j+١ = Avj −
j∑

i=١
hi,jvj

hj+١,j =∥ v̂j+١ ∥٢,

vj+١ =
v̂j+١

hj+١,j
.

باشند. یکامتعامد vj بردارهای که شوند انتخاب به�گونه�ای باید hij اسکالرهای .١ .١.٣ تذکر
٨Arnoldi
٩Krylof subspace



٢٨ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

Vm = یعنی باشد، vj ستونی بردار آن ستون jامین به�طوری�که باشد n × m ماتریس Vm کنید فرض .٢

تشکیل را Km(A, v١) کریلوف زیرفضای از متعامد پایه یک Vm بردارهای آن�گاه .(v١, v٢, . . . , vm)

می�دهند.

هستند hij ضرایب آن صفر غیر درایه�های که کنید تعریف (m+ ١)×m ماتریس یک به�صورت را H̃m .٣

Hm ماتریس پس است. آمده به�دست سطرش آخرین حذف با H̃m از که m ×m ماتریس یک Hm و

که است به�صورتی

AVm − VmHm = hm+١,m[٠, ٠, . . . , vm+١]

معادل طور به یا

AVm = Vm+١H̃m.

است. Vm+١ = (v١, v٢, . . . , vm+١) آن در که

دوباره یا و شده اصلاح اشمیت گرام روش از استفاده آرنولدی، روش کاربرد برای مناسب عددی روش یک .۴

است. دوم مرحله در کامل یا جزیی سازی یکامتعامد

محاسبه زیر به�صورت آرنولدی روش v١ = (١, ٠, ٠)T mو = ٢ و A =

١ ٢ ٣
١ ٢ ٣
١ ٢ ٣

ماتریس برای .٢.٣ مثال

می�شود:

حل.

j = ١ :

i = ١, h١١ = ١

v̂٢ = Av١ − h١١v١ =

٠
١
١


h٢١ = ١٫ ۴١۴١

v٢ =
v̂٢
h٢١

=

 ٠
٠٫ ٧٠٧١
٠٫ ٧٠٧١


j = ٢ :



٢٩ مساله حل برای شده ارایه اولیه روش�های بررسی .٣.٣

i =١, h١٢ = ٣٫ ۵٣۵۵, h٢٢ = ٣٫ ۵٠٠٠

V٢ =

١ ٠
٠ ٠٫ ٧٠٧١
٠ ٠٫ ٧٠٧١

 , H٢ =

(
١ ٣٫ ۵٣۵۵

١٫ ۴١۴٢ ٣٫ ۵٠٠٠

)

AV٢ − V٢H٢ =

٠ ٠
٠ ١٫ ٠۶٠٧
٠ −١٫ ٠۶٠٧


□

می�آید: به�دست زیر آرنولدی تجزیه v١ اولیه یکه بردار با A ماتریس آرنولدی فرایند از مرحله m کاربرد با حال

AVm − VmHm = ηmvm+١e
T
m, (٣٣.٣.٣)

درایه�های با بالاهسنبرگی ماتریس Hmیک ∈ Rm×m و Vme١ = v١ و V T
mVm = Im و Vm ∈ Rn×m آن در که

vm+١ ∈ Rn بردار به باشد ηm > ٠ وقتی است. نامنفی (٣٣.٣.٣) در ηm اسکالر باشد. می مثبت زیرقطری

فرض حال .em = [٠, ٠, . . . , ١]T به�علاوه کند. صدق V T
mvm+١ = ٠ و vTm+١vm+١ = ١ در که داریم نیاز

و Hm ماتریس کنید فرض دارد. وجود فوق باویژگی (٣٣.٣.٣) تجزیه که است کوچک کافی قدر به m می�کنیم

در (٣٣.٣.٣) آرنولدی تجزیه ηm اسکالر

λ(Hm) = {λj}mj=١, ηm = ٠, (٣۴.٣.٣)

می�کند. صدق (٢۵.٣.٣) در (٣٣.٣.٣) از (Hm, Vm) ماتریسی زوج پس کند. صدق

فرایند با بنابراین باشد. (٢٨.٣.٣) جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله جواب f̃ و b̃ = V T
m b کنید فرض

را (٢٨.٣.٣) جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله می�توانیم باشد برقرار (٣۴.٣.٣) به�طوری�که (٣٣.٣.٣) آرنولدی

هر به کنیم. حل (٢٧.٣.٣) ویژه مقادیر تخصیص مساله برای جواب یک محاسبه با جواب، وجود صورت در

تجزیه که است بعید A ماتریس آرنولدی فرایند از مرحله m کاربرد با و v١ دلخواه اولیه بردار یک داشتن با جهت

شود. تولید (٣۴.٣.٣) فرض با (٣٣.٣.٣)

برای می�کند، ترکیب QR شده داده شیفت کاملا الگوریتم یک با را آرنولدی فرایند که IRA روش از نتیجه در

کنیم. می استفاده (٣۴.٣.٣) فرض با (٣٣.٣.٣) آرنولدی الگوریتم تولید

در A از λj ویژه مقادیر کنید فرض

Re(λj) ≥ ٠, ١ ≤ j ≤ k,

Re(λj) < ٠, k + ١ ≤ j ≤ n,



٣٠ جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .٣

{λj}kj=١ ویژه مقادیر مجموعه به که کنیم تعیین را A ناوردای زیرفضاهای می�خواهیم باشد. معلوم k و باشد صادق

تجزیه تعیین برای درایه�هایی ،ν١ یکه بردار با A ماتریس آرنولدی فرایند از مرحله ٢k کاربرد باشد. وابسته

AV٢k = V٢kH٢k + η٢kV٢k+١e٢k, (٣۵.٣.٣)

می�کند. تولید

و می�کنیم محاسبه را Λ(H٢k) = {µj}٢kj=١ طیف

Re(µ١) ⩽ Re(µ٢) ⩽ . . . ⩽ Re(µl) ⩽ ٠ ⩽ Re(µl+١) ⩽ . . . ⩽ Re(µ٢k).

تجزیه چگونه که دهد می شرح [٢۶]١٠ سن سورن . k١ = min{k, l} می�دهیم قرار گیریم. می نظر در را

می�دهد: را زیر آرنولدی تجزیه ، A ماتریس بردار-ماتریسی، ضرب هیچ ارزیابی بدون (٣۵.٣.٣)

AV̂٢k−k١ = V̂٢k−k١Ĥ٢k−k١ + η٢k−k١ ˆv٢k−k١+١e
T
٢k−k١ , (٣۶.٣.٣)

آغازی بردار با

v̂١ = V̂٢k−k١e١ =
Πk١

j=١(A− µjI)v١

∥ Πk١
j=١(A− µjI)v١ ∥

. (٣٧.٣.٣)

بردار ضرب با (٣٧.٣.٣) جدید اولیه بردار بنابراین است. (٣۵.٣.٣) آرنولدی تجزیه در اولیه بردار v١ به�طوری�که

حقیقی بخش با ریس مقدارهای چندجمله�ای این صفرهای می�آید. به�دست A از چندجمله�ای یک در v١ اصلی اولیه

ویژه مقادیر مجموعه به وابسته A ناوردای زیرفضای از خوب تقریب یک شامل (V٢k−k١) برد اگر است. منفی

آرنولدی فرایند از مرحله k آن�گاه نباشد {λj}kj=١

AV̂٢k = V̂٢kĤ٢k + η٢k ˆv٢k+١e
T
٢k,

١=kj{λj}تعیین ویژه مقادیر مجموعه به ناوردایAوابسته زیرفضای از دقیق تقریب یک که زمانی تا بریم می به�کار را

باشد. شده

بگیرید. نظر در را ١.٣ مثال .٣.٣ مثال

Λ = {٢٢٫ ٣٩٣۴,−٠٫ ۵١٠۵,−۶٫ ٨۵۶۶,−۵٫ ٠٢۶٣} صورت به که A ماتریس طیف به توجه با حل.

دو IRA روش بنابراین است ٢k = ٢ پس k = ١ ، λ١ = ٢٢٫ ٣٩٣۴ به�جای µ = −١ تخصیص و می�باشد

اولیه بردار گرفتن نظر در با که است مرحله
١٠D. C. Sorenson



٣١ مساله حل برای شده ارایه اولیه روش�های بررسی .٣.٣

v١ =


−٠٫ ۶٧۵٧
−٠٫ ۴۶٧٩
−٠٫ ٢۶۴١
−٠٫ ۵٠۴٧

 ,

می�شود: محاسبه زیر صورت به

h١١ = ٢٢٫ ٣٩٣۴

A× v١ =


−١۵٫ ١٣٢٢
−١٠٫ ۴٧٧١
−۵٫ ٩١٣٣
−١١٫ ٣٠٢٣



h = h١١ × v١ =


−١۵٫ ١٣٢٢
−١٠٫ ۴٧٧١
−۵٫ ٩١٣٣
−١١٫ ٣٠٢٣


vT١ Av١ = ٢٢٫ ٣٩٣۴

v̂١ = Av١ − h١١v١ = ٠.

آورد، به�دست توان نمی را الگوریتم دوم مرحله آرنولدی الگوریتم به توجه با و آمد به�دست v̂١ = ٠ این�که به توجه با

□ نمی�رسد. جواب به مثال این برای IRA روش پس



۴ فصل

با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل
تشابهی تبدیلات از استفاده

با ابتدا روش این در می�کنیم. بیان جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل برای را جدید روشی فصل این در

به�کاربردن با سپس و کرده تجزیه کوچک�تر ماتریس�های به را سیستم باز حلقه ماتریس جزیی، شور ازتجزیه استفاده

شده ذکر روش دو با مقایسه در روش این می�پردازیم. مساله حل به خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات

است: زیر مزیت�های دارای قبل فصل در

می�شود. محاسبات انجام به بخشیدن سرعت باعث کوچک ماتریس�های به A بزرگ ماتریس تبدیل با •

n×mماتریس یک به را B می�توانیم روش این در اما باشد بردار به�صورت باید حتما B قبل، روش دو در •

دهیم. گسترش

می�دهیم. شرح را تشابهی٢ تبدیلات روش و جزیی١ شور تجزیه ابتدا روش، بیان از قبل

شور تجزیه ١.۴

زیر قضیه در منظور بدین است[٢٢]. بالامثلثی ماتریس یک با یکانی مشابه ماتریس، هر که داد نشان می�توان

کامل هستند، Cn از یکامتعامد پایه�ای شکل به که افزوده بردار n− ١ به�وسیله یک نرم با بردار هر می�کنیم اثبات

می�شود.

به�طوری�که دارد وجود Qیکانی ماتریس A مربعی ماتریس هر برای .١.۴ قضیه
١partial Shur decomposition
٢similarity transformation



٣٣ شور تجزیه .١.۴

QHAQ = R, (١.١.۴)

است. بالامثلثی

n−١ برای کنید فرض لذا است. برقرار نتیجه n = ١ برای می�گیرد. انجام n روی استقرا به�وسیله اثبات برهان.

کلیت دادن دست از بدون همچنین باشد. λ ویژه مقدار به وابسته A ویژه بردار u و n اندازه از A و برقرار نیز

n×(n−١)ماتریس یک یعنی می�کنیم، کامل یکامتعامد مجموعه یک با را u بردار ابتدا .∥ u ∥٢= ١ کنید فرض

بنابراین و AU = [λu,AV ] آن�گاه باشد. یکانی U = [u, V ] ، n× n ماتریس به�طوری�که می�کنیم پیدا

UHAU =

[
uH

V H

] [
λu
AV

]
=

(
λ uHAV
٠ V HAV

)
. (٢.١.۴)

ماتریس دارد وجود : B = V HAV ، (n− ١)× (n− ١) ماتریس برای استقرا فرض از استفاده با حال است.

n× n ماتریس است. بالامثلثی QH
١ BQ١ = R١ به�طوری�که Q١ ، (n− ١)× (n− ١) یکانی

Q̂١ =

[
١ ٠
٠ Q١

]
,

آمده به�دست ماتریس آن�گاه می�کنیم، ضرب Q̂١ در راست از و Q̂H
١ در چپ از را (٢.١.۴) طرفین و تعریف را

می�باشد برقرار است یکانی ماتریس یک که Q = Q̂١ با A ماتریس برای نتایج بنابراین و است بالامثلثی

.[٢٢]

نکته این به توجه می�باشد. A ویژه مقادیر برابر آن قطری درایه�های است A مشابه و مثلثی R ماتریس چون

رابطه واقع، در ناورداست. Aتحت Q اول ستون k توسط شده تولید زیرفضای k ≤ n هر برای که است ضروری

داریم: ١ ≤ j ≤ k برای �که می�دهد نشان AQ = QR

Aqj =

j∑
i=١

rijqi.

رابطه باشد R ماتریس k بعد از پیشرو اصلی زیرماتریس Rk اگر و Qk = [q١, q٢, . . . , qk] کنیم فرض اگر

می�شود: نوشته زیر به�صورت بالا

AQk = QkRk, (٣.١.۴)



٣۴ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

بردار یک q١ آن در که باشد. k = ١ که است زمانی تجزیه این ساده حالت می�شود. نامیده جزیی شور تجزیه که

مرتبه�ای به به�ویژه اند، وابسته و نیستند یکتا شور بردارهای می�نامند. شور بردارهای را qi بردارهای است. ویژه

می�شود. انتخاب ویژه مقادیر برای که

آورید. به�دست را زیر ماتریس شور تجزیه .١.۴ مثال

A =

 ١ ١٠ ٠
−١ ٣ ١
−١ ٠ ١


است: زیر به�صورت A ماتریس ویژه بردارهای ماتریس و ویژه مقادیر حل.

Λ = {٢٫ ۴٠۶٩± ٣٫ ٢١١٠i, ٠٫ ١٨۶٣},

V =

 −٠٫ ٩١١٣ −٠٫ ٩١١٣ ٠٫ ۶٣٠٣
−٠٫ ١٢٨٢− ٠٫ ٢٩٢۶i −٠٫ ١٢٨٢+ ٠٫ ٢٩٢۶i −٠٫ ٠۵١٣
٠٫ ١٠۴٣− ٠٫ ٢٣٨١i ٠٫ ١٠۴٣+ ٠٫ ٢٣٨١i ٠٫ ٧٧۴۶

 .

می�آیند: به�دست زیر به�صورت Q و R ماتریس�های AQ = QR رابطه به توجه با آن�گاه

Q =

 −٠٫ ٩١١٣ −٠٫ ٣٧١۴− ٠٫ ٠٣٣١i ٠٫ ١٧۴٩+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ١٢٨٢− ٠٫ ٢٩٢۶i −٠٫ ٠۴١۶+ ٠٫ ٧١۴٢i −٠٫ ۶٢١۴− ٠٫ ٠٠٠٠i
٠٫ ١٠۴٣− ٠٫ ٢٣٨١i ٠٫ ٠۵١٢+ ٠٫ ۵٨٨٧i ٠٫ ٧۶٣٧− ٠٫ ٠٠٠٠i

 ,

R =

٢٫ ۴٠۶٩+ ٣٫ ٢١١٠i −٠٫ ٢٣٣١− ۶٫ ۵٧٩۶i ۵٫ ٧٢٨۴− ٠٫ ٢٣٣٠i
٠ ٢٫ ۴٠۶٩− ٣٫ ٢١١٠i ٢٫ ٣٢۶۴+ ٠٫ ٣۶۴۴i
٠ ٠ ٠٫ ١٨۶٣+ ٠٫ ٠٠٠٠i

 .

□

خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات ٢.۴

به�طوری�که بگیرید نظر در u(t) = −F Tx(t) کنترل قانون با را ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) خطی کنترل سیستم

و باشد شده تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهی خطی تبدیل T کنید فرض باشد. پذیر کنترل (A,B) زوج

بردار و شود تبدیل P−١ توسط سیستم حالت می�کنیم فرض باشد. سیستم حالت فضای از دلخواه عضوی x(t)

یعنی باشد x̂(t) یافته تبدیل فضای در حالت



٣۵ خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات .٢.۴

x̂(t) = P−١x(t). (۴.٢.۴)

داشت: خواهیم (١.١.٣) حالت معادله در (۴.٢.۴) رابطه جایگذاری با

P ˆ̇x(t) = APx̂(t) +Bu(t)

ˆ̇x(t) = P−١APx̂(t) + P−١Bu(t),
(۵.٢.۴)

نتیجه در

ˆ̇x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t), (۶.٢.۴)

ماتریس روی از می�توان را P ماتریس است. آمده به�دست B̂ = P−١B و Â = P−١AP دادن قرار از که

(B,A) زوج از استفاده با می�توان را (B̂, Â) زوج این�صورت در نمود. تعیین فرد منحصربه به�صورت کنترل�پذیری

اشلون استاندارد فرم ٣می�نامیم. اشلون استاندارد فرم را (B̂, Â) زوج نمود. تعیین آمده به�دست P ماتریس و

ستونی، تشابهی عملیات آن به�دنبال و (B,A) زوج روی مقدماتی سطری عملیات انجام با عددی به�طور می�تواند

واحد ماتریس روی بر مشابه) سطری یا (و مشابه ستونی عملیات اگر حال آید. به�دست A ماتریس روی تنها

می�آید. به�دست P−١ تبدیل ماتریس شود انجام n× n

L = [B A I] ≡ [B̂ Â P−١].

می�شود: تعریف زیر به�صورت تشابهی عملیات

متناظر ستون ضرب یا تقسیم آن به�دنبال و k ̸= اسکالر٠ کمیت به L ماتریس از سطر یک تقسیم یا ضرب .١

.A ماتریس از

kR(j) −→ R(j) on L
١
k
C(j) −→ C(j) on A

.٢

R(i) + kR(j) −→ R(i) on L C(j)− kC(i) −→ C(j) on A

.٣

R(i)←→ R(j) on L C(i)←→ C(j) on A

٣Standard Eshelon form



٣۶ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

آورید. به�دست را زیر سیستم اشلون استاندارد فرم .٢.۴ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

B =

١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 , A =

 ٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣


حل.

L =
[
B A I

]
=


١ ٢

... ٠ ١ ٠
... ١ ٠ ٠

١ ٠
... −٢ ٣ ٢

... ٠ ١ ٠

٠ ٠
... −٢ −١ ٣

... ٠ ٠ ١


R(٢)−R(١) −→ R(٢) on L C(١) + C(٢) −→ C(١) on A

١ ٢
... ١ ١ ٠

... ١ ٠ ٠

٠ −٢
... ٠ ٢ ٢

... −١ ١ ٠

٠ ٠
... −٣ −١ ٣

... ٠ ٠ ١


−١
٢
R(٢)←→ R(٢) on L − ٢C(٢)←→ C(٢) on A

١ ٢
... ١ −٢ ٠

... ١ ٠ ٠

٠ ١
... ٠ ٢ −١

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... −٣ ٢ ٣

... ٠ ٠ ١


R(١)− ٢R(٢) −→ R(١) on L C(٢) + ٢C(١) −→ C(٢) on A

١ ٠
... ١ −۴ ٢

... ٠ ١ ٠

٠ ١
... ٠ ٢ −١

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... −٣ −۴ ٣

... ٠ ٠ ١


−١
٣
←→ R(٣) on L − ٣C(٣)←→ C(٣) on A

١ ٠
... ١ −۴ −۶

... ٠ ١ ٠

٠ ١
... ٠ ٢ ٣

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... ١ ۴

٣ ٣
... ٠ ٠ −١

٣


R(١)−R(٣) −→ R(١) on L C(٣) + C(١) −→ C(٣) on A



٣٧ خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات .٢.۴


١ ٠

... ١ −١۶
٣ −٩

... ٠ ١ ١
٣

٠ ١
... ٠ ٢ ٣

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... ١ ۴

٣ ۴
... ٠ ٠ −١

٣


هستند: زیر به�فرم P−١ و B̂و Â ماتریس�های بنابراین

B̂ =

١ ٠
٠ ١
٠ ٠

 , A =

١ −١۶
٣ −٩

٠ ٢ ٣
١ ۴

٣ ۴

 , P−١ =

٠ ١ ١
٣

١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ −١

٣


□

کرونکر ناورداهای ١.٢.۴

کنترل�پذیری ماتریس

Q =
[
B AB A٢B . . . An−١B

]
, (٧.٢.۴)

می�توان بنابراین باشند، B ماتریس ام m تا اول ستون�های به�ترتیب b١, . . . , bm می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را

نوشت:

Q =
[
b١ . . . bm Ab١ . . . Abm . . . An−١b١ . . . An−١bm

]
, (٨.٢.۴)

مستقل که آورد به�دست طوری را Q ستون�های اولین از ستون n می�توان پس است، کنترل�پذیر سیستم آن�جایی�که از

به�صورت دارد ستون m و سطر n که مستطیلی بلوک یک در را Q ستون�های آسان�تر، نمایش برای باشند. خطی

می�دهیم: نمایش زیر


b١ . . . bm
Ab١ . . . Abm
A٢b١ . . . A٢bm
...

...
An−١b١ . . . An−١bm

 . (٩.٢.۴)

از خطی�اند، وابسته قبل بردار با که بردارهایی پایین، و راست به�طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با

عمل این و می�شوند حذف بلوک از نیز آن زیر در واقع بردارهای همه�ی شد حذف بردار اگر و می�کنیم حذف بلوک

باقیمانده بردارهای همه�ی این�حالت در باشد. بردار n خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهیم ادامه جایی تا را



٣٨ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

ماتریس ستون�های ترتیب به را خطی مستقل بردار n این اگر می�کنیم. حذف بلوک از را آمده به�دست بردار nاز غیر

می�آید. به�دست موردنظر تبدیل و بود خواهد معکوس�پذیر P آن�گاه دهیم قرار P

P =
[
b١ . . . bm Ab١ . . . Abm . . . Ap١−١b١ . . . Apm−١bm

]
. (١٠.٢.۴)

مانند صحیح عددی است B ماتریس از ستونی متناظر که بلوک از ستون هر به (٩.٢.۴) رابطه در .١.۴ تعریف

می�کند: صدق زیر رابطه در که می�شود مربوط pi

١ ≤ pi ≤ n i = ١, ٢, . . . ,m (١١.٢.۴)

پس است، بلوک ام i ستون در باقیمانده بردارهای تعداد pi طرفی از می�نامیم. کرونکر ناورداهای را ها pi این

: با است برابر بلوک ستون�های در واقع بردارهای تعداد

p١ + p٢ + . . .+ pm, (١٢.٢.۴)

نتیجه در است، nبرابر تعداد این طرفی از

p١ + p٢ + . . .+ pm = n, (١٣.٢.۴)

به v مانند مرحله) (کمترین زمان کوتاه�ترین در که هستیم به�گونه�ای F ماتریس یافتن به�دنبال بهینه کنترل در

می�کنیم: تعریف نامیم. می کنترل�پذیری اندیس را v برسد). تعادل حالت (به نماید میل صفر

v = max{pi | i = ١, . . . ,m}, (١۴.٢.۴)

باشد. یک حداکثر آن�ها min و max بین اختلاف هرگاه گوییم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای .٢.۴ تعریف

گویند. نامنظم را کرونکر ناورداهای این�صورت غیر در

برداری همدم فرم ٢.٢.۴

توسط بردار این مرحله این در باشد. اشلون استاندارد فرم به حالت بردار و باشد خطی تشابهی تبدیل S کنید فرض

می�شود. تبدیل جدید فضای به S−١ تبدیل ماتریس

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١P−١x(t),



٣٩ خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات .٢.۴

x̂(t) = Sx̃(t). (١۵.٢.۴)

فرم به حالت معادله اشلون استاندارد فضای در که آن�جایی از

ẋ(t) = Âx̂(t) + B̂u(t), (١۶.٢.۴)

داشت: خواهیم (١۶.٢.۴) معادله در جایگذاری(۴.٢.١۵) با می�شود گرفته نظر در

S ˜̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t)

˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t).

نتیجه در
˜̂x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t), (١٧.٢.۴)

به�گونه�ای است. آمده به�دست B̃ = S−١B̂ = S−١P−١B و Ã = S−١ÂS = S−١P−١APSدادن قرار از که

می�باشد: زیر برداری۴ همدم فرم به (B̃, Ã) زوج که

B̃ =

B٠n×m

. . .
٠

 Ã =

 G٠m×n

. . . . . . . . .
In−m ٠(n−m)×m

 , F̃ = B−١
٠ G٠. (١٨.٢.۴)

ستونی و مقدماتی سطری عملیات از استفاده با می�توان (B̃, Ã) زوج به (B,A) زوج تبدیل برای حقیقت در

نمود: محاسبه زیر به�صورت را L̃ و L̂ سپس و داد تشکیل را L افزوده ماتریس نظیر مقدماتی

L =
[
B A I

]
−→ L̂ =

[
B̂ Â P−١

]
−→ L̃ =

[
B̃ Ã S−١P−١] .

داد. خواهیم نشان T−١ با را S−١P−١ بحث این سراسر در نمادگذاری:

باشند نامنظم ناورداها صورتی�که در باشند. منظم کرونکر ناورداهای که است زمانی شده، تعریف (B̃, Ã) فرم

است: زیر به�صورت برداری همدم فرم کلی حالت در شوند. می پخش Ãماتریس پایین بلوک در In−m ستون�های

B̃ =

B٠
. . .
٠

 , Ã =

G٠
. . .
G١

 . (١٩.٢.۴)

۴Compnian vector form



۴٠ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

یک G١ و است m × n دلخواه ماتریس یک G٠ و است پذیر معکوس و بالامثلثی ماتریس یک B٠ آن در که

می�باشد: زیر خصوصیات دارای که است (n−m)× n ماتریس

آخر) ستون m).است صفر برابر G١ ستون آخرین •

است. In−m ماتریس از ستون�هایی G١ ستون�های بقیه •

ترتیب به بردارها این آن�گاه باشند همانی ماتریس ام n−m تا اول ستون�های ترتیب به en−m, . . . , e١ اگر

می�گیرد. قرار ej از قبل G١ در ei باشد i < j اگر یعنی می�شوند، ظاهر G١ ستون�های در اندیس�شان

نمایید. برداری همدم فرم به تبدیل را ٢.۴ مثال اشلون استاندارد فرم .٣.۴ مثال

است: زیر به�صورت ٢.۴ مثال اشلون استاندارد فرم حل.


١ ٠

... ١ −١۶
٣ −٩

... ٠ ١ ١
٣

٠ ١
... ٠ ٢ ٣

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... ١ ۴

٣ ۴
... ٠ ٠ −١

٣

 ,

مقدماتی سطری اعمال سپس و Âماتریس روی مقدماتی ستونی اعمال ابتدا برداری همدم فرم آوردن به�دست برای

دهیم. می انجام L̂ کل روی نظیر

−۴
٣
C(١) + C(٢) −→ C(٢) on Â R(١) +

۴
٣
R(٢) −→ R(١) on L̂

١ ۴
٣

... ٠ −٨
٣ −۵

... ٢
٣

١
٣

١
٣

٠ ١
... ٠ ٢ ٣

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... ١ ٠ ۴

... ٠ ٠ −١
٣

 ,

−۴C(١) + C(٣) −→ C(٣) on Â ۴R(٣) +R(١) −→ R(١) on L̂
١ ۴

٣
... ۴ −٨

٣ −۵
... ٢

٣
١
٣ −١

٠ ١
... ٠ ٢ ٣

... ١
٢ −١

٢ ٠

٠ ٠
... ١ ٠ ٠

... ٠ ٠ −١
٣

 ,

آن در که

B̃ =


١ ۴

٣
٠ ١

. . . . . .
٠ ٠

 , Ã =


۴ −٨

٣ −۵
٠ ٢ ٣
. . . . . .

١ ٠ ٠

 , T−١ =

٢
٣

١
٣ −١

١
٢ −١

٢ ٠
٠ ٠ −١

٣

 .



۴١ جزیی ویژه مقادیر تخصیص تصویر مساله .٣.۴

□ می�باشد.

جزیی ویژه مقادیر تخصیص تصویر مساله ٣.۴

بگیرید: نظر در را زیر خطی کنترل سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t). (٢٠.٣.۴)

یک B و اسپارس حتی�الامکان و بزرگ n × n ماتریس یک A آن در که ،u(t) = −F Tx(t) کنترل قانون با

داریم: (٢٠.٣.۴) رابطه در کنترل قانون جایگذاری با است. t از تابعی u و n×m ماتریس

ẋ(t) = (A−BF T )x(t), (٢١.٣.۴)

یک دادن تغییر سیستم این برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله شد، اشاره آن به قبل فصل در که همان�طور

تغییر بدون و جدید دلخواه مجموعه یک با است آن ناپایداری باعث که سیستم باز حلقه ماتریس طیف از بخش

است. طیف باقیمانده گذاشتن

Λ١ = {λ١, . . . , λk} آن در که کرده�ایم Λتجزیه = (Λ١,Λ٢)به�صورت Aرا ویژه مقادیر Λمجموعه فرضکنید

مساله، این حل برای بگیرید. نظر در را K = {µ١, . . . , µk} مجموعه باشد. می Λ٢ = {λk+١, . . . , λn} و

کنید فرض داریم. λ١, . . . , λk ویژه مقادیر به وابسته A ناوردای چپ زیرفضای روی متعامد پایه یک به نیاز ابتدا

باشیم: داشته را AT شورجزیی تجزیه

ATQ = QR. (٢٢.٣.۴)

به وابسته چپ زیرفضای از یکامتعامد پایه یک تشکیل ستون�هایش که است n × k ماتریس یک Q به�طوری�که

می�کنیم تعریف است. k × k بالامثلثی شبه ماتریس یک R و دهد می را i = ١, . . . , k برای λi

F = QS. (٢٣.٣.۴)

بگیرید: نظر در را ZTQ ماتریس ،Z = A−BF T فرض با

ZTQ = [AT − FBT ]Q = QR−QSBTQ ≡ Q[R− SET ]



۴٢ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

به�صورت معادل به�طور یا

ZTQ = Q[RT −EST ]T = QCT
k , (٢۴.٣.۴)

ZT تحت که را Q توسط شده تولید زیرفضای (٢٣.٣.۴) انتخاب که است معنی بدین بالا معادله می�شود. نوشته

Z ماتریس ویژه مقادیر بنابراین ZT؛ = QCkQ
T است: Ck با مشابه ZT چون به�علاوه می�سازد. ناورداست

که داد خواهیم شرح ادامه در می�باشد. Ck = RT − EST ماتریس ویژه مقادیر ناوردا، زیرفضای این به وابسته

تغییر µi به تواند می (Ck (یعنی کوچک ماتریس این ویژه مقادیر Sماتریس مناسب انتخاب یک وسیله به چگونه

کند. پیدا

که باشد شده انتخاب به�گونه�ای S کنید فرض

Λ{Ck} = Λ{RT − EST } = {µi; i = ١, . . . , k}, (٢۵.٣.۴)

µi به A ماتریس از {λj}kj=١ ویژه مقادیر ،S انتخاب این با بنابراین می�نامند. تصویر مساله را بالا مساله است.

می�مانند. باقی تغییر بدون A ماتریس ویژه مقادیر بقیه که می�دهیم نشان زیر قضیه در کند. می پیدا تغییر

به�صورت F و کند حل را (٢۵.٣.۴) k× k تصویر مساله که باشد شده انتخاب طوری S کنید فرض .٢.۴ قضیه

خواهد µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λn ویژه مقادیر دارای Z = A− BF T ماتریس پس شود. تعریف (٢٣.٣.۴)

.[٢١] بود

دیگر به�عبارت باشد. i > k برای λi باقیمانده شور بردارهای w = [w١, w٢, . . . , wn−k] کنید فرض برهان.

است. یکانی X = [Q,W ] به�طوری�که است span{Q} متعامد متمم از متعامد پایه یک W

داریم: (٢۴.٣.۴) از استفاده با

QTZTQ = CT
k ; W TZTQ = ٠,

می�آوریم: دست به (٢٣.٣.۴) از استفاده با

QTZTW = QT (AT −QSBT )W =

QTATW − SBTW = QTATW +MT ;

W TZTW = W T (AT −QSBT )W =

W TATW −W TQSBTW = W TATW.



۴٣ S حالت پس�خورد ماتریس محاسبه .۴.۴

بنابراین

XTZX =

(
Ck ٠

W TAQ+M W TAW

)
.

شود. می نتیجه فورا اثبات و

دارای RT − EST بسته حلقه سیستم به�طوری�که می�شود S ماتریس کردن پیدا به تبدیل مساله نتیجه در

از استفاده می�دهیم شرح را آن بعدی بخش در که S ماتریس آوردن به�دست برای روش یک باشد. µi ویژه مقادیر

است. خطی کنترل سیستم�های در تشابهی تبدیلات

S حالت پس�خورد ماتریس محاسبه ۴.۴

بسته حلقه سیستم می�کنیم. RT−ESTمحاسبه بسته حلقه سیستم برای را S حالت بخشماتریسپس�خورد این در

را [RT , E, I] افزوده ماتریس ابتدا باشد. کنترل�پذیر (RT , E) زوج کنید فرض بگیرید. نظر در را RT −EST

ماتریس�های بنابراین می�کنیم[١٢]. [R̃T , Ẽ, T−١] برداری همدم فرم به تبدیل اولیه تشابهی عملیات از استفاده با

می�گردند: تبدیل زیر فرم به Ẽ و R̃T

Ẽ =

E٠m×m

. . .
٠

 , R̃T =

 G٠m×k

. . .
I(k−m) , ٠(k−m)×m

 . (٢۶.۴.۴)

می�کنیم: محاسبه زیر فرم به دهد می اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس حال

S̃p = E−١
٠ G٠, (٢٧.۴.۴)

می�آید: به�دست زیر به�صورت (R,E) زوج برای اولیه حالت پس�خورد ماتریس نتیجه در

ST
p = S̃pT

−١, (٢٨.۴.۴)

است: صفر ویژه مقادیر با زیر بلوکی شکل به Γ̃k یافته تبدیل بسته حلقه ماتریس پس

Γ̃k = R̃T − ẼS̃p =

 G٠m×k

. . .
I(k−m) , ٠(k−m)×m

−
E٠m×m

. . .
٠

E−١
٠ G٠

=

 G٠
. . .
I , ٠

−
G٠
. . .
٠

 =

 ٠m×k

. . .
I(k−m) , ٠(k−m)×m

 .

(٢٩.۴.۴)



۴۴ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

بدین گیرد، قرار موردنظر طیف در بسته حلقه ماتریس که آوریم به�دست را حالتی پس�خورد ماتریس می�خواهیم

به�صورت R̃T − ẼS̃T آن�گاه می�کنیم، جمع Γ̃k ماتریس با را D = diag{µ١, . . . , µk}قطری ماتریس منظور

بود: خواهد زیر

V = (R̃T − ẼS̃T ) +D =



µ١ ٠
. . .

٠ µm

٠ . . .
. . . . . .

I ٠ µk


. (٣٠.۴.۴)

ستونی تشابهی عملیات اگر حال

C(j)− λj(Ci) −→ C(j)

R(i) + λj(Ri) −→ R(i) j = k, k − ١, . . . ,m+ ١, i = j −m

فرم Ṽبه آن�گاه دهیم انجام را

Ṽ =

 G̃λm×k

. . . . . .
I(k−m) ٠(k−m)×m

 , (٣١.۴.۴)

Kاست. = {µ١, . . . , µk} طیف همان نیز Ṽ ویژه مقادیر بنابراین است، V مشابه Ṽ چون حال می�شود. تبدیل

می�کنیم: تبدیل زیر فرم به را S اولیه پس�خورد ماتریس حال

ST = ST
p − E−١

٠ G̃λT
−١.

می�شود. محاسبه اصلی بسته حلقه سیستم حالت پس�خورد ماتریس ،F = QS تعریف به توجه با بنابراین

است. برقرار m ≤ k برای فوق روش .١.۴ تذکر

تبدیلات و جزیی شور تجزیه روش از استفاده با جزیی ویژه تخصیصمقادیر مساله حل برای پیشنهادی الگوریتم

است: زیر به�صورت تشابهی

تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص الگوریتم ١.۴.۴

حلقه سیستم که طوری به F حالت پس�خورد ماتریس خروجی: . Bn×m ماتریس و An×n ماتریس ورودی:

باشد. موردنظر ویژه مقادیر دارای بسته



۴۵ عددی مثال .۵.۴

محاسبه AT ماتریس جزیی شور تجزیه و A ماتریس از {λ١, . . . , λk} جزیی ویژه مقادیر طیف ابتدا .١

می�کنیم.

. E = QTBمی�دهیم قرار .٢

ویژه مقادیر که می�نماییم تعیین به�گونه�ای را S برداری همدم فرم و تشابهی تبدیلات از استفاده با حال .٣

باشد. {µ١, . . . , µk} طیف RT − EST ماتریس

.F = QS می�دهیم قرار نهایت در .۴

عددی مثال ۵.۴

نظر در b بردار به�صورت را B اول مثال در است. شده آورده فوق الگوریتم شرح برای مثال دو بخش این در

خواهد حقیقی بردار یک F ماتریس باشد بردار صورت به B وقتی که داده�اند نشان [١٩] سعید و رمضان گرفته�ایم.

به�صورت را B دوم مثال در باشند. بسته مختلط مزدوج تحت {µ١, . . . , µk} و {λ١, . . . , λk} تمام اگر بود،

گرفته�ایم. نظر در ماتریس

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را b١×١٠ بردار و A١٠×١٠ ماتریس� .۴.۴ مثال

A =



٠ ۵ ۴ ۶ ٣ ٣ ۶ ٢ ۶ ٨
٣ ٧ ۶ ٨ ۵ ٩ ٠ ٨ ١ ۴
۶ ۶ ٢ ٩ ١ ٣ ۵ ٩ ٠ ٩
۶ ١ ٠ ٠ ٠ ٢ ٧ ٨ ٢ ٠
۵ ۵ ۵ ۴ ٩ ١ ٢ ۵ ٨ ٣
۴ ٣ ٢ ۵ ٢ ٣ ۴ ٢ ٩ ۵
٢ ٠ ٩ ۶ ۵ ٣ ۵ ٧ ۶ ٠
۵ ١ ٩ ٧ ٩ ١ ٠ ٢ ٧ ٧
٧ ١ ٣ ۶ ١ ۴ ۴ ٩ ٢ ۵
٧ ۶ ٠ ٧ ١ ٠ ۶ ۶ ۵ ۵


, b =



٨
٩
١
٩
۶
٠
٢
۵
٩
٩


.

آن در که کرده�ایم تجزیه Λ = (λ١, λ٢) به�صورت را A ماتریس ویژه مقادیر طیف کنید فرض

Λ١ = {۴٢٫ ۶٧٨٠, ۶٫ ٢١۵۵± ٢٫ ٣٢١٠i, ١٫ ٠٣٧٧},

Λ٢ = {−٩٫ ١٫−,٩٩٧٠ ٨٨۶٠± ۵٫ ٣١٧٨i,−٠٫ ٧٩۶٣٫−,١ ٢٩٠٨± ٠٫ ۶١٩٨i},

است f پس�خورد بردار کردن پیدا هدف بگیرید. نظر در را K = {−١ ± ٠٫ ٣i,−٠٫−,٢ ۵} مجموعه می�باشد.



۴۶ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

باشد. Λ = K ∪ Λبرابر٢ A− bfT بسته حلقه سیستم طیف که به�صورتی

به�صورت R و Q ماتریس�های ATQ = QR به�صورت AT ماتریس جزیی شور تجزیه از استفاده با حل.

می�شوند: محاسبه زیر

Q =



−٠٫ ٣٣۴٠ ٠٫ ٠١۵۴+ ٠٫ ٠٢٠٠i ٠٫ ٠١۵۶− ٠٫ ٠٣۶٧i −٠٫ ٢٨۵٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢٣۶۵ −٠٫ ۵٣٠٢− ٠٫ ٠٠۴۵i −٠٫ ٣۵٢٠+ ٠٫ ١۵٠٩i ٠٫ ١٣۴٩− ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢٩٠٠ ٠٫ ٢۴٠۵− ٠٫ ١٨١٧i ٠٫ ١٠٩٩+ ٠٫ ٢٢٩۶i ٠٫ ۴٣۵١+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ۴٠٩٢ ٠٫ ٠٢٢۶+ ٠٫ ٠١٩٩i ٠٫ ٠٢٠٣− ٠٫ ٠٣٨۴i ٠٫ ٢۵۶٧+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢۵٩۶ −٠٫ ١۴٣٩− ٠٫ ٣١١٨i −٠٫ ١٧٩۵+ ٠٫ ۵۴۴٨i −٠٫ ٢٢١١− ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ١٩٣٢ −٠٫ ٣٩٣١+ ٠٫ ٣٣۶۴i −٠٫ ١۶٩٠− ٠٫ ۴٣٩۴i ٠٫ ٣٩۴٠− ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢٨٩۵ ٠٫ ۴١٧۵+ ٠٫ ٠۵٧٠i ٠٫ ٢٩١۶− ٠٫ ٢٠۵۵i ٠٫ ١١۴٨+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ۴١٩٧ ٠٫ ١٣۵٨− ٠٫ ٠۶۶۶i ٠٫ ٠٧١٨+ ٠٫ ٠٧١٣i ٠٫ ١١۵١+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٣٢۴٨ −٠٫ ٠٢۵٢+ ٠٫ ١٩۴٠i ٠٫ ٠٣۵٩− ٠٫ ٣٠٨٠i −٠٫ ۶٠٨٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٣٣٢٧ −٠٫ ٠۴۵٣+ ٠٫ ٠٠٩٩i −٠٫ ٠٢٧٣− ٠٫ ٠٠٣٧i −٠٫ ٢١٢۵− ٠٫ ٠٠٠٠i


,

R =


۴٢٫ ۶٧٨٠ ٣٫ ٩٩٠١+ ٠٫ ۴۴٧١i ٢٫ ٧۶٠۵− ١٫ ٨٠۵۴i −١٫ ١١۵٣+ ٠٫ ٠٠٠٠i

−٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i ۶٫ ٢١۵۵+ ٢٫ ٣٢١٠i ١٫ ٢۵۶۴− ٢٫ ٢٣٠٣i −٠٫ ۵٠٩٨− ٠٫ ٣۴٣۵i
−٠٫ ٠٠٠٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i −٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i ۶٫ ٢١۵۵− ٢٫ ٣٢١٠i −٠٫ ٢۴۴٣+ ٠٫ ۴١٩۴i
−٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i −٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i −٠٫ ٠٠٠٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i ١٫ ٠٣٧٧+ ٠٫ ٠٠٠٠i

 .

فرم به� نیز E و

E = QT b =


−١٨٫ ٩٢٧٠

−۴٫ ١٨٩٣+ ٠٫ ١٣٧٣i
−٢٫ ٨٠٨۵− ١٫ ٣۵۶٧i
−۶٫ ٢٢۶۴+ ٠٫ ٠٠٠٠i

 ,

می�آید: به�دست زیر به�صورت s بردار تشابهی تبدیلات از استفاده با حال می�آید. به�دست

sT =
[
−٣٫ ٨٣۶۴ ١٫ ٧۵٩٢+ ٠٫ ٢١۵۴i ١٫ ٢٢٢٠− ٠٫ ٨٢۵۶i ٠٫ ٠٠٢١

]
,

طیف به را A− bfT بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس بنابراین

Λ = {−١± ٠٫ ٣i,−٠٫−,٢ ۵,−٩٫ ١٫−,٩٩٧٠ ٨٨۶٠± ۵٫ ٣١٧٨i,−٠٫ ٧٩۶٣٫−,١ ٢٩٠٨± ٠٫ ۶١٩٨i},



۴٧ عددی مثال .۵.۴

فرم به می�برد

f = Qs =



١٫ ٣۶١٧
−٠٫ ۵٨٠٨
١٫ ۴۴٢٢
١٫ ۶٧٠٩
٠٫ ٠٠۶٢
٠٫ ٢٧٩٣
٢٫ ٣٨٣٣
١٫ ٨۶٣٩
١٫ ۵۴٠۵
١٫ ١۶٨٠


□ می�شود. محاسبه

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را B٢×١٠ و Aهای١٠×١٠ ماتریس� .۵.۴ مثال

A =



٠ ۵ ۴ ۶ ٣ ٣ ۶ ٢ ۶ ٨
٣ ٧ ۶ ٨ ۵ ٩ ٠ ٨ ١ ۴
۶ ۶ ٢ ٩ ١ ٣ ۵ ٩ ٠ ٩
۶ ١ ٠ ٠ ٠ ٢ ٧ ٨ ٢ ٠
۵ ۵ ۵ ۴ ٩ ١ ٢ ۵ ٨ ٣
۴ ٣ ٢ ۵ ٢ ٣ ۴ ٢ ٩ ۵
٢ ٠ ٩ ۶ ۵ ٣ ۵ ٧ ۶ ٠
۵ ١ ٩ ٧ ٩ ١ ٠ ٢ ٧ ٧
٧ ١ ٣ ۶ ١ ۴ ۴ ٩ ٢ ۵
٧ ۶ ٠ ٧ ١ ٠ ۶ ۶ ۵ ۵


, B =



٩ ١
٩ ٧
٢ ۵
٣ ٧
٠ ٧
۴ ٩
٨ ۶
٨ ٣
٠ ٨
٩ ٣


.

آن در که کرده�ایم تجزیه Λ = (Λ١,Λ٢) به�صورت را A ماتریس ویژه مقادیر طیف کنید فرض

Λ١ = {۴٢٫ ۶٧٨٠, ۶٫ ٢١۵۵± ٢٫ ٣٢١٠i, ١٫ ٠٣٧٧},

Λ٢ = {−٩٫ ١٫−,٩٩٧٠ ٨٨۶٠± ۵٫ ٣١٧٨i,−٠٫ ٧٩۶٣٫−,١ ٢٩٠٨± ٠٫ ۶١٩٨i},

F پس�خورد ماتریس کردن پیدا هدف بگیرید. نظر در را K = {−١ ± ٠٫ ٣i,−٠٫−,٢ ۵} مجموعه می�باشد.

باشد. Λ = K ∪ Λبرابر٢ A−BF T بسته حلقه سیستم طیف که به�صورتی است

به�صورت R و Q ماتریس�های ATQ = QR به�صورت AT ماتریس جزیی شور تجزیه از استفاده با حل.

می�شوند: محاسبه زیر



۴٨ تشابهی تبدیلات از استفاده با جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل .۴

Q =



−٠٫ ٣٣۴٠ ٠٫ ٠١۵۴+ ٠٫ ٠٢٠٠i ٠٫ ٠١۵۶− ٠٫ ٠٣۶٧i −٠٫ ٢٨۵٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢٣۶۵ −٠٫ ۵٣٠٢− ٠٫ ٠٠۴۵i −٠٫ ٣۵٢٠+ ٠٫ ١۵٠٩i ٠٫ ١٣۴٩− ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢٩٠٠ ٠٫ ٢۴٠۵− ٠٫ ١٨١٧i ٠٫ ١٠٩٩+ ٠٫ ٢٢٩۶i ٠٫ ۴٣۵١+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ۴٠٩٢ ٠٫ ٠٢٢۶+ ٠٫ ٠١٩٩i ٠٫ ٠٢٠٣− ٠٫ ٠٣٨۴i ٠٫ ٢۵۶٧+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢۵٩۶ −٠٫ ١۴٣٩− ٠٫ ٣١١٨i −٠٫ ١٧٩۵+ ٠٫ ۵۴۴٨i −٠٫ ٢٢١١− ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ١٩٣٢ −٠٫ ٣٩٣١+ ٠٫ ٣٣۶۴i −٠٫ ١۶٩٠− ٠٫ ۴٣٩۴i ٠٫ ٣٩۴٠− ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٢٨٩۵ ٠٫ ۴١٧۵+ ٠٫ ٠۵٧٠i ٠٫ ٢٩١۶− ٠٫ ٢٠۵۵i ٠٫ ١١۴٨+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ۴١٩٧ ٠٫ ١٣۵٨− ٠٫ ٠۶۶۶i ٠٫ ٠٧١٨+ ٠٫ ٠٧١٣i ٠٫ ١١۵١+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٣٢۴٨ −٠٫ ٠٢۵٢+ ٠٫ ١٩۴٠i ٠٫ ٠٣۵٩− ٠٫ ٣٠٨٠i −٠٫ ۶٠٨٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i
−٠٫ ٣٣٢٧ −٠٫ ٠۴۵٣+ ٠٫ ٠٠٩٩i −٠٫ ٠٢٧٣− ٠٫ ٠٠٣٧i −٠٫ ٢١٢۵− ٠٫ ٠٠٠٠i


,

R =


۴٢٫ ۶٧٨٠ ٣٫ ٩٩٠١+ ٠٫ ۴۴٧١i ٢٫ ٧۶٠۵− ١٫ ٨٠۵۴i −١٫ ١١۵٣+ ٠٫ ٠٠٠٠i

−٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i ۶٫ ٢١۵۵+ ٢٫ ٣٢١٠i ١٫ ٢۵۶۴− ٢٫ ٢٣٠٣i −٠٫ ۵٠٩٨− ٠٫ ٣۴٣۵i
−٠٫ ٠٠٠٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i −٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i ۶٫ ٢١۵۵− ٢٫ ٣٢١٠i −٠٫ ٢۴۴٣+ ٠٫ ۴١٩۴i
−٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i −٠٫ ٠٠٠٠− ٠٫ ٠٠٠٠i −٠٫ ٠٠٠٠+ ٠٫ ٠٠٠٠i ١٫ ٠٣٧٧+ ٠٫ ٠٠٠٠i

 .

فرم به� نیز E و

E = QTB =


−١۶٫ ٣٨٣۵ −١۶٫ ۴۵٣٢

−١٫ ۶٣٩٠− ١٫ ١٩٣٧i −۴٫ ٣٠۵٩− ١٫ ٧٨٨٩i
−٠٫ ٧۶١٢+ ١٫ ۴٩٣٠i −٢٫ ٣۶۴٢+ ١٫ ٧٣۶٩i
١٫ ٧٩١٩+ ٠٫ ٠٠٠٠i ٢٫ ١۶٢٢+ ٠٫ ٠٠٠٠i

 ,

می�آید: به�دست زیر به�صورت S ماتریس تشابهی تبدیلات از استفاده با حال می�آید. به�دست

ST =

[
−٠٫ ٩٠٢٨+ ٠٫ ٠٢٨۶i ۴٫ ١۵١٣+ ٠٫ ٨٧٢٩i ٢٫ ٨١١۶− ٢٫ ٧١٧٢i −١٫ ٠٩٢٨+ ٠٫ ١۶٠٩i
−٢٫ ٠٢۴۵+ ٠٫ ٠٠۵٢i −٣٫ ۶٢٩۶− ٠٫ ٧۴٣٠i −٢٫ ٧٢٩٢+ ١٫ ٩٩٨٠i ٠٫ ۴٩۴۴+ ٠٫ ٠٧٢٨i

]
,

طیف به را A−BF T بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس بنابراین

Λ = {−١± ٠٫ ٣i,−٠٫−,٢ ۵,−٩٫ ١٫−,٩٩٧٠ ٨٨۶٠± ۵٫ ٣١٧٨i,−٠٫ ٧٩۶٣٫−,١ ٢٩٠٨± ٠٫ ۶١٩٨i},

فرم به می�برد

F = QS =



٠٫ ٨٣٨٠+ ٠٫ ٠۶۴۴i ٠٫ ٣۴٨۶+ ٠٫ ٠٣٠١i
−٣٫ ۵٣٨۶− ٠٫ ١٠٣١i ٣٫ ٧٣۵۵− ٠٫ ٠٩۴۶i
٠٫ ٣١١٣− ٠٫ ٠٨١۵i ٠٫ ٢٢٣٠− ٠٫ ٠٣٨۵i
٠٫ ٣۶١٣− ٠٫ ٠١٩۵i ٠٫ ٧٢۶۵− ٠٫ ٠٠٧٨i
−٢٫ ٣٧٨۴− ٠٫ ٠٨١٩i ٢٫ ٧۴٨۶− ٠٫ ٠٨۵٩i
−٠٫ ٨٧۵۴− ٠٫ ٠١٢٧i ١٫ ٣۴۵٩− ٠٫ ٠٠٣٩i
٣٫ ٢٩۶٨+ ٠٫ ٠٧۶۶i −٢٫ ١٢١٢+ ٠٫ ٠٧۴۶i
٠٫ ٧۶۶٨− ٠٫ ٠٠۶٠i ٠٫ ۴٠٩٨− ٠٫ ٠٠١۶i
١٫ ٩۶٠٢+ ٠٫ ١۶۶١i −٠٫ ۴٠٩٠+ ٠٫ ٠٩١٩i
٠٫ ٢٨۶۴+ ٠٫ ٠٣٩۵i ٠٫ ٧٩٢٨+ ٠٫ ٠١٢۵i





۴٩ عددی مثال .۵.۴

□ می�شود. محاسبه

است: زیر به�صورت فوق مثال پایداری نمودارهای

u = ٠ ورودی به مربوط نمودار :١.۴ شکل

u = −F Tx(t) ورودی به مربوط نمودار :٢.۴ شکل



۵ فصل

حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم محاسبه
جزیی مقادیرویژه تخصیص در

.[١] است گرفته قرار بسیاری نویسندگان توجه مورد اخیر دهه چند در حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم�سازی

پس ماتریس کنترل، سیستم�های در هزینه�ها کاهش و بسته حلقه سیستم گذرای واکنش بهبود برای که است واضح

از مختلفی عددی روش�های شود. نورم مینیمم باید دیگر به�عبارت باشد، پایین بسیار نورم دارای باید حالت خورد

است. شده ارایه ... و [٢٣]٢ مدال کنترل روش ، ١[١۶] دوتایی ساختارهای از استفاده جمله،

جدیدی روش حالت، انتقال گراف کاربرد و قبل فصل در شده داده شرح روش از استفاده با فصل، این در

و ماتریس از تعاریفی ابتدا روش بیان از قبل می�کنیم. بیان حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم�سازی جهت را

می�دهیم. شرح را ماتریس نورم و گراف

ماتریس نورم ١.۵

به�طوری�که: است ∥ . ∥: Rm×n −→ R نگاشت ماتریس٣ نورم .١.۵ تعریف

؛ A = ٠ اگر اگروفقط� ∥ A ∥= ٠ و A ∈ Rm×n ازای به ،∥ A ∥≥ ٠ .١

همگنی)؛ (خاصیت A ∈ Rm×n و α ∈ R ازای به ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ .٢

.[١٨] مثلثی) (نامساوی A,B ∈ Rm×n ازای به ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .٣
١Utilizing the diadic structure
٢Technique of modal control
٣Matrix norm



۵١ ماتریس نورم .١.۵

نورم .٢.۵ تعریف

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i,j=١
∥aij∥٢ = tr(AAH), (١.١.۵)

.[١٨] می�شود نامیده (Cn٢ ۵در اقلیدسی نورم (یا فروبینیوس۴ نورم است، ماتریسی نورم یک که

تابع باشد، برداری نورم یک ∥ . ∥ کنید فرض .١.۵ قضیه

∥ A ∥= sup
x ̸=٠

∥ Ax ∥
∥ x ∥

, (٢.١.۵)

.[١٨] می�شود نامیده (٧ طبیعی ماتریسی (نورم ۶ القایی ماتریسی نورم که است ماتریسی نورم یک

ارز هم (٢.١.۵) که می�کنیم توجه نکته این به ابتدا برهان.

∥ A ∥= sup
∥x∥=١

∥ Ax ∥,

به�صورت (٢.١.۵) به�طوری�که می�کنیم تعریف را u = x
∥x∥ واحد بردار x ̸= ٠ هر برای واقع، در است.

∥ A ∥= sup
∥u∥=١

∥ Au ∥=∥ Aw ∥, ∥ w ∥= ١. (٣.١.۵)

داریم: ١.۵ تعریف از استفاده با است. نورم یک ((٣.١.۵) معادل به�طور (یا (٢.١.۵) می�دهیم نشان حال باشد.

به�علاوه . ∥ A ∥= sup∥x∥=١ ∥ Ax ∥ که می�شود نتیجه آن�گاه ، ∥ Ax ∥≥ ٠ اگر .١

∥ A ∥= sup
x ̸=٠

∥ Ax ∥
∥ x ∥

= ٠⇐⇒∥ Ax ∥= ٠, x ̸= ٠

.∥ A ∥= ٠⇔ A = ٠ بنابراین A؛ = ٠ اگروتنهااگر x ̸= ٠ برای Ax = ٠ و

پس می�گیریم. نظر در را α اسکالر .٢

∥ αA ∥= sup
∥x∥=١

∥ αAx ∥= |α| sup
∥x∥=١

∥ Ax ∥= |α| ∥ A ∥ .

۴Frobenius norm
۵Euclidean norm
۶Induced matrix norm
٧Natural matrix norm



۵٢ جزیی مقادیرویژه تخصیص در حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم محاسبه .۵

آن�گاه x ̸= ٠ اگر سوپریمم، تعریف از استفاده با زیرا، است. برقرار مثلثی نامساوی خاصیت سرانجام، .٣
∥ Ax ∥
∥ x ∥

≤∥ A ∥=⇒∥ Ax ∥≤∥ A ∥∥ x ∥,

می�آوریم به�دست یک، نورم با x فرض با بنابراین،

∥ (A+B)x ∥≤∥ Ax ∥ + ∥ Bx ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥,

نتیجه در

∥ A+B ∥= sup
∥x∥=١

∥ (A+B)x ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .

می�شوند: تعریف زیر به�صورت بینهایت٩ نورم و یک٨ نورم .٣.۵ تعریف

∥ A ∥١= max
j=١,...,n

m∑
i=١
∥aij∥, ∥ A ∥∞= max

i=١,...,m

n∑
j=١
∥aij∥. (۴.١.۵)

می�شوند. نامیده ١١نیز سطری مجموع نورم ١٠و ستونی مجموع نورم به�ترتیب و

.∥ A ∥١=∥ A ∥∞ باشد حقیقی متقارن یا خودمزدوج A اگر و ∥ A ∥١=∥ AT ∥∞ داریم: به�علاوه

گراف و ماتریس ٢.۵

می�کنیم: وابسته زیر به�صورت n× n ماتریس یک راس n با G گراف برای

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را G ماتریس و می�کنیم نمادگذاری en و . . و. e١ با را G گراف رئوس

بدین ، gij = ٠ باشد نداشته وجود یالی اگر و gij = ١ می�دهیم قرار باشد داشته وجود ej به ei از یالی اگر

می�توان مشابه به�طور می�کنیم. مربوط هستند یک و صفر آن درایه�های که را G ماتریس گراف یک برای ترتیب

ساخت. متناظر راس n با گرافی می�باشند یک و صفر آن درایه�های که Gn×n ماتریس یک برای

A−BF T ماتریس به مربوط گراف ١.٢.۵

آورد. به�دست را F پس�خورد ماتریس آسانی به می�توان است برداری همدم به�فرم (B,A) زوج این�که فرض با

متناظر آن برای را گرافی می�توان پس هستند. یک یا صفر A−BF T ماتریس درایه�های که می�شود ملاحظه لذا

می�دهد. تشکیل صفر بردار انضمام به Rn استاندارد پایه بردارهای را آن رئوس که ساخت
٨1-norm
٩Infity norm

١٠Column sum norm
١١Row sum norm



۵٣ گراف و ماتریس .٢.۵

می�گیریم، نظر در را em و . . و. e١ ورودی رئوس Γp = A−BF T بسته حلقه ماتریس گراف رسم برای ابتدا

یعنی شود، نگاشته ej بردار به Γp تبدیل توسط ei بردار اگر می�گیریم نظر در ej به ei از یالی سپس

Γpei = ej ,

باشیم داشته اگر فقط و اگر می�کنیم فرض یالی صفر و ei راس بین

Γpei = ٠.

می�توان است توان پوچ Γp که آن�جایی از می�دهیم. نمایش gp با را می�آید به�دست Γp برای صورت این به که گرافی

وجود دوری و حلقه هیچ gp در این بر علاوه و دارد وجود صفر به مسیری gp صفر غیر راس هر از که داد نشان

است. صفر با ei راس فاصله ماکزیمم Li که ساخت مربوط را مسیر) (طول Li عدد ei هر برای می�توان ندارد.

آورد: به�دست را زیر نتایج می�توان و

می�کند. صدق ١ ≤ Li ≤ n رابطه در که است صحیحی عدد Li عدد هر .١

با است برابر Γp توانی پوچ اندیس .٢

v = max(L١, . . . , Ln).

نمی�شود. منتهی یالی em و . . و. e١ رئوس از یک هیچ به gp گراف در .٣

با است برابر Γp توانی پوچ اندیس .۴

v = max(L١, . . . , Ln).

خطی پارامترهای تعیین برای گراف نظریه از استفاده ٢.٢.۵

برای برداری همدم فضای در را بسته حلقه ماتریس حالت، پس�خورد معادله در خطی پارامترهای محل تعیین جهت

ابتدا می�گیریم. نظر در صفر ویژه مقادیر

Γ̃p = Ã− B̃F̃ T ,

گسسته سیستم اگر باشد. e١, . . . , em بردارهای از یکی می�تواند x̃٠ یا x٠ دلخواه اولیه بردار می�دهیم. تشکیل را

داریم: شود فرض
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x̃(١) = Γ̃x̃(٠) = Γ̃p{e١, . . . , en}.

نوشت: توان می باشند منظم کرونکر ناورداهای اگر می�باشد. دیگری یکه بردار یکه، بردارهای از یک هر بر Γ̃p اثر

Γ̃pei = ei+m,

باشد: n < i+m اگر

Γ̃pei = ٠,

را Γ̃p به مربوط گراف پس نامیم. ١٣می حالت انتقال گراف آن�را گراف ١٢و حالت انتقال به موسوم اثر این

می�کنیم: رسم زیر به�صورت

. emو . . . و e١ آن�را ورودی�های و ei = (٠, ٠, . . . , ١, . . . , ٠)T می�گیریم: نظر در

اگر می�گیریم نظر در ej به ei از یالی سپس

Γ̃pei = ej (i < j),

اگر فقط و اگر می�کنیم فرض یالی صفر و ei راس بین همچنین

Γ̃pei = ٠.

راس هر از و ندارد امکان یال روی از برگشت و نیست دوری و حلقه هیچ شامل می�آید به�دست که گرافی

تا ورودی راس یک از مسیر طول بزرگ�ترین Γ̃p توانی پوچ اندیس که دارد وجود صفر به مسیری گراف صفر غیر

محل یافتن برای سپس می�گیریم، نظر در صفر درایه�های با m× n بعد با را Gα ماتریس حال است. صفر راس

که به�گونه�ای می�کنیم وصل دیگر گره�های یا رئوس به راس هر از یال�هایی پارامترها

باشد. گراف دیگر گره�های یا ورودی آن انتهای و باشد گراف های ورودی از یکی یال هر ابتدای الف-

ننماید. دور ایجاد ب-

نگیرند. قرار هم روی ج-

اضافی یال�های این آن�گاه گردد، وصل دیگر رئوس به یالی است n از کمتر آن�ها اندیس که رئوسی از اگر د-

باشد. می خطی پارامترهای بیان�گر
١٢Transition graph
١٣State transition graph
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قرار gij را Gαماتریس ام j ستون و ام iسطر درایه می�کنیم اضافه یالی ej به ei از که هنگامی بنابراین

متفاوتی های Gα افزود، گراف به می�توان را متفاوتی یال�های و متفاوت صورت�های آن�جایی�که از می�دهیم.

می�مانند. باقی صفر درایه�ها بقیه و مؤثرند پارامترهای ،Gα به شده اضافه پارامترهای که می�آید به�دست

یالی شدن اضافه اثر در داشت دقت باید نکند تغییر توانی پوچ اندیس بخواهیم حالتی�که در است توجه قابل

نکند. تغییر maxLi(i = ١, . . . ,m)

حالت� پس�خورد ماتریس پارامتری�سازی ٣.۵

حلقه سیستم به را موردنظر ویژه مقادیر که می�آوریم به�دست را پارامتری حالت پس�خورد ماتریس بخش این در

ماتریس طیف از بخشی تا کردیم محاسبه را F پس�خورد ماتریس قبل فصل در دهد. اختصاص A−BF T بسته

تجزیه از استفاده با و F = QS تعریف با واقع در دهد. تغییر شده تعریف پیش از طیف یک به را بسته حلقه

جدید سیستم به A − BF T بسته حلقه سیستم تبدیل و ATQ = QR فرم به AT ماتریس برای جزیی شور

شد. محاسبه F حالت پس�خورد ماتریس جدید سیستم این برای تشابهی تبدیلات از استفاده با و RT − EST

ماتریس قبل، فصل در محاسبات روند به توجه با بگیرید. نظر در را RT − EST بسته حلقه سیستم حال

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را ST

ST = ST
p −B−١

٠ G̃λT
−١.

Sλ = B−١
٠ G̃λ و می�دهد اختصاص سیستم به را صفر ویژه مقادیر که است حالتی خورد پس ماتریس Sp که

پس�خورد ماتریس نتیجه در می�دهد. اختصاص سیستم به را دلخواه ویژه مقادیر که است حالتی پس�خورد ماتریس

صورت به را پارامتری حالت

KT = ST − Fα, (۵.٣.۵)

پارامترهای تنها آن درایه�های که است k×m ماتریس یک Gα و Fα = B−١
٠ GαT

−١ آن در که می�کنیم تعریف

است. حالت انتقال گراف از استفاده پارامترها این تعیین برای ساده راه یک هستند. آزاد

بسته حلقه سیستم حالت انتقال گراف رسم برای قبل، بخش در شده گفته توضیحات به توجه با

حات انتقال گراف سپس گیریم. می نظر در ورودی�ها به�عنوان را {e١, . . . , em} بردارهای ابتدا RT − EST

یال خطی، آزاد پارامترهای می�کنیم. تعریف صفر درایه�های با را Gα زیرماتریس .[١۵] می�کنیم رسم را Γ̃ماتریس

هنگامی بنابراین شده�اند، وصل دیگر رئوس به n از کمتر اندیس با رئوسی از که هستند گراف این به شده اضافه های

این�صورت در می�دهیم، قرار gij را Gα ماتریس jام ستون و iام سطر درایه می�کنیم اضافه یالی ej به eiاز که
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حالت خورد پس ماتریس (۵.٣.۵) رابطه به توجه با ترتیب بدین نمی�باشد. فرد به منحصر Gα که است واضح

پس�خورد ماتریس Kp = QK تعریف با حال می�آید. به�دست RT − EST بسته حلقه سیستم برای پارامتری

می�شود. محاسبه A−BF T بسته حلقه سیستم برای پارامتری حالت

بگیرید. نظر در را ۵.۴ مثال .١.۵ مثال

آمدند: به�دست زیر فرم به S و F ماتریس�های قبل فصل در شده انجام محاسبات با حل.

S =

[
−٠٫ ٩٠٢٨+ ٠٫ ٠٢٨۶i ۴٫ ١۵١٣+ ٠٫ ٨٧٢٩i ٢٫ ٨١١۶− ٢٫ ٧١٧٢i −١٫ ٠٩٢٨+ ٠٫ ١۶٠٩i
−٢٫ ٠٢۴۵+ ٠٫ ٠٠۵٢i −٣٫ ۶٢٩۶− ٠٫ ٧۴٣٠i −٢٫ ٧٢٩٢+ ١٫ ٩٩٨٠i ٠٫ ۴٩۴۴+ ٠٫ ٠٧٢٨i

]
,

F =



٠٫ ٨٣٨٠+ ٠٫ ٠۶۴۴i ٠٫ ٣۴٨۶+ ٠٫ ٠٣٠١i
−٣٫ ۵٣٨۶− ٠٫ ١٠٣١i ٣٫ ٧٣۵۵− ٠٫ ٠٩۴۶i
٠٫ ٣١١٣− ٠٫ ٠٨١۵i ٠٫ ٢٢٣٠− ٠٫ ٠٣٨۵i
٠٫ ٣۶١٣− ٠٫ ٠١٩۵i ٠٫ ٧٢۶۵− ٠٫ ٠٠٧٨i
−٢٫ ٣٧٨۴− ٠٫ ٠٨١٩i ٢٫ ٧۴٨۶− ٠٫ ٠٨۵٩i
−٠٫ ٨٧۵۴− ٠٫ ٠١٢٧i ١٫ ٣۴۵٩− ٠٫ ٠٠٣٩i
٣٫ ٢٩۶٨+ ٠٫ ٠٧۶۶i −٢٫ ١٢١٢+ ٠٫ ٠٧۴۶i
٠٫ ٧۶۶٨− ٠٫ ٠٠۶٠i ٠٫ ۴٠٩٨− ٠٫ ٠٠١۶i
١٫ ٩۶٠٢+ ٠٫ ١۶۶١i −٠٫ ۴٠٩٠+ ٠٫ ٠٩١٩i
٠٫ ٢٨۶۴+ ٠٫ ٠٣٩۵i ٠٫ ٧٩٢٨+ ٠٫ ٠١٢۵i


.

است: زیر فرم به Γ̃ ماتریس Γ̃ = R̃T − ẼS̃ رابطه به توجه با

Γ̃ =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

 ,

شکل به سیستم حالت انتقال گراف بنابراین و

... e١.

e۴

. e٣.

e٢

...

o

...

می�آیند: به�دست زیر به�صورت F T
α و G ماتریس�های پس بود. خواهد

Gα =

[
٠ ٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣ ٠

]
, F T

α =


٠ ٠٫ ٠٧٧٢g٢١ + ٠٫ ٠٠٩g٢٣
٠ −٠٫ ٢٨٠٧− ٠٫ ١۶١٨ig٢١ + ٠٫ ١١١٠− ٠٫ ٠۴٣٨ig٢٣
٠ −٠٫ ٢٢٩۵+ ٠٫ ٣٣٨۴ig٢١ − ٠٫ ٠٠۴۶+ ٠٫ ۶٨١ig٢٣
٠ ٠٫ ١٨٣٢g٢١ + ٠٫ ١٧۶۵g٢٣


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ویژه مقادیر که حالت پس�خورد ماتریس Kp = QK به�تعریف توجه با و g٢٣ = ١ و g٢١ = ١ فرض با حال

می�شود: محاسبه زیر به�صورت می�دهد اختصاص بسته حلقه سیستم به را موردنظر

Kp =



٠٫ ٨٣٨٠+ ٠٫ ٠۶۴۴i ٠٫ ١٩٠۵+ ٠٫ ٠٣٠١i
−٣٫ ۵٣٨۶− ٠٫ ١٠٣١i ۴٫ ٠۵١٢− ٠٫ ٠٩۴۶i
٠٫ ٣١١٣− ٠٫ ٠٨١۵i ٠٫ ٣٩۴٧− ٠٫ ٠٣٨۵i
٠٫ ٣۶١٣− ٠٫ ٠١٩۵i ٠٫ ٧۵٣١− ٠٫ ٠٠٧٨i
−٢٫ ٣٧٨۴− ٠٫ ٠٨١٩i ٣٫ ٠١٣٠− ٠٫ ٠٨۵٩i
−٠٫ ٨٧۵۴− ٠٫ ٠١٢٧i ١٫ ٣۶٨٧− ٠٫ ٠٠٣٩i
٣٫ ٢٩۶٨+ ٠٫ ٠٧۶۶i −٢٫ ٣٨٠٩+ ٠٫ ٠٧۴۶i
٠٫ ٧۶۶٨− ٠٫ ٠٠۶٠i ٠٫ ۴٠۴٣− ٠٫ ٠٠١۶i
١٫ ٩۶٠٢+ ٠٫ ١۶۶١i −٠٫ ٨٢٢۴+ ٠٫ ٠٩١٩i
٠٫ ٢٨۶۴+ ٠٫ ٠٣٩۵i ٠٫ ٧٠٢٧+ ٠٫ ٠١٢۵i


.

□

حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم محاسبه ۴.۵

مینیمم�سازی است ممکن مواردی در می�دهیم. شرح را حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم�سازی قسمت این در

در باشد. نداشته اهمیت حالت خورد پس ماتریس نورم مینیمم�سازی اندازه�ی به سیستم کنترل�پذیری اندیس

پارامترهای با را حالت پس�خورد ماتریس ترتیب بدین و کرده بیش�تر را کنترل�پذیری اندیس می�توان این�صورت

واقع در می�باشد. مفید حالت پس�خورد ماتریس نورم مینیمم�سازی در پارامترها افزایش که کرد محاسبه بیش�تری

زیرمجموعه�ای (v ≤ n) که (A−BXT )v معادله جواب�های آن�گاه باشد، v برابر (B,A) کنترل�پذیری اندیس اگر

داشت خواهیم نتیجه در است، (v ≤ w ≤ n) که (A−BXT )w معادله جواب�های از

min{∥ X ∥: (A−BXT )w = ٠} ≤ min{∥ X ∥: (A−BXT )v = ٠}. (۶.۴.۵)

بگیرید نظر در را زیر سیستم .٢.۵ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

A =


١ ٢ ٠ ١
−١ −١ −١ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

 , B =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

 .
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حل.

G٠ =

[
١ ٢ ٠ ١
−١ −١ −١ ٠

]
, B٠ =

[
١ ٠
٠ ١

]
, F̃ = B−١

٠ G٠ =

[
١ ٢ ٠ ١
−١ −١ −١ ٠

]

به�شکل سیستم این برای حالت انتقال گراف است.
√
٩ برابر F̃ ماتریس نورم و

... e١.

e۴

. e٣.

e٢

...

o

...

به�فرم Gα٢ و Gα١ پارامتری ماتریس�های و می�باشد

Gα١ =

[
٠ ٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ ٠ ٠

]
, Gα٢ =

[
٠ ٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣ ٠

]
,

می�گیریم نظر در را Gα١ ماتریس ابتدا هستند،

K = F −B−١
٠ Gα =

[
−١ −٢ ٠ −١

١+ g٢١ ١ ١ ٠

]
,

داریم g٢١ = −١ فرض با

Knew =

[
−١ −٢ ٠ −١
٠ ١ ١ ٠

]
,

می�گیریم نظر در را Gα٢ ماتریس حال می�باشد.
√
٨ برابر Knew ماتریس نورم و

K =

[
−١ −٢ ٠ −١

١+ g٢١ ١ ١+ g٢٣ ٠

]
,

ملاحظه که طور همان بنابراین بود. خواهد
√
٧ برابر k ماتریس نورم g٢٣ = −١ و g٢١ = −١ فرض با نتیجه در

□ می�شود. حالت پس�خورد ماتریس نورم کاهش باعث پارامترها افزایش شد

به�صورت جزیی ویژه مقادیر تخصیص در حالت پس�خورد کنترل�کننده�ی نورم مینیمم�سازی جهت الگوریتم یک

:[١۵] باشد می زیر
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می اختصاص سیستم به را نظر مورد جزیی ویژه مقادیر که پارامتری حالت پس��خورد ماتریس قبل بخش در

کردیم محاسبه زیر صورت به دهد،

KT = ST − Fα, (٧.۴.۵)

RT − EST بسته حلقه سیستم به را نظر مورد ویژه مقادیر که است حالتی پس�خورد ماتریس S آن در که

اختصاص بسته حلقه سیستم به را صفر ویژه مقادیر که است پارامتری ماتریسپس�خورد نیز Fα و اختصاصمی�دهد

که است حالتی پس�خورد ماتریس کردن پیدا هدف می�دهد.

j =∥ K ∥٢F= trac(K.KT ),

درایه�های شامل که Gαاست از زیرماتریس یک تشکیل ماتریسی چنین آوردن به�دست برای روش یک شود. مینیمم

در است بدیهی می�دهیم. نمایش αsr با نیز را زیرماتریس این درایه�های و α با آن�را و [١۵] می�باشد صفر غیر

می�کنند تولید صفر غیر درایه T−١ ماتریس از ام r سطر و E−١
٠ ماتریس از ام s ستون E−١

٠ GαT
−١ حاصل�ضرب

می�شوند. جمع (i = ١, ٢, . . . ,m, j = ١, ٢, . . . , k) برای sij متناظر عناصر با که

T−١ ماتریس از سطرهایی و V زیرماتریس در سازگارند αsr سطرهای با که را E−١
٠ ستون�های سهولت برای

می�دهیم. قرار W زیرماتریس در را سازگارند αsr ستون�های با که

از است عبارت موثر خطی پارامتری پس�خورد ماتریس بنابراین

KT = ST − V αW, (٨.۴.۵)

مولفه�ای به�صورت که

(kij) = (sij)− (vis)(αsr)(wrj), i = ١, ٢, . . . ,m j = ١, ٢, . . . , k s ≤ i, r ≤ j (٩.۴.۵)

داریم می�دهیم. نشان

∥ KT ∥٢F=
m∑
i=١

k∑
j=١

((sij)− (vis)(αsr)(wrj))
٢ . (١٠.۴.۵)

باشیم داشته باید نورم مینیمم جهت

∂∥KT ∥٢F
∂αsr

= ٠, (١١.۴.۵)
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داریم αsr هر به نسبت (١٠.۴.۵) رابطه از مشتق�گیری با

٢
m∑
i=١

k∑
j=١

[−vsi ((sij)− (vis)(αsr)(wrj))wjr] = ٠, (١٢.۴.۵)

نتیجه در

−vsisijwrj + vsivisαsrwrjwjr = ٠.

داریم C = V TSTW T و Q = WW T = wrjwjr و P = V TV = vsivis نمادگذاری با

−C + PαQ = ٠,

نتیجه در

PαQ = C,

نهایت در و

α = P−١CQ−١,

حالت خورد پس ماتریس به�طوری�که می�آیند به�دست Gα پارامتری ماتریس ناصفر درایه�های بنابراین بود. خواهد

کمینه نورم با RT − EST بسته حلقه سیستم برای KT = ST − Fα ماتریس نتیجه در می�کنند. مینیمم را

می�شود. محاسبه

می�کنیم تعریف

Km = QK, (١٣.۴.۵)

اختصاص A − BF T بسته حلقه سیستم به را جزیی ویژه مقادیر که پارامتری حالت پس�خورد ماتریس نتیجه در

می�آید. به�دست (١٣.۴.۵) تعریف به توجه با است، کمینه نورم دارای و می�دهد

حالت خورد پس ماتریس کمینه نورم الگوریتم ۵.۵

.T−١ و E−١
٠ و F اولیه حالت خورد پس ماتریس و ،B ،A های ماتریس ورودی:

ستون�های است. Gα پارامتری ماتریس صفر غیر درایه�های همان درایه�هایش که α ماتریس آوردن به�دست مرحله١:

با متناظر که T−١ ماتریس سطرهای و V زیرماتریس در αsr سطرهای با متناظر که E−١
٠ ماتریس

می�کنیم. ذخیره W زیرماتریس در αsr ستون�های

می�کنیم. محاسبه را C = V TSTW T و P = V TV و Q = WW T ماتریس�های مرحله٢:



۶١ حالت خورد پس ماتریس کمینه نورم الگوریتم .۵.۵

ماتریس مرحله٣:

α = P−١CQ−١, (١۴.۵.۵)

می�آیند. دست به Gα ماتریس پارامتری درایه�های نتیجه در می�کنیم، محاسبه را

ماتریس مرحله۴:

Fα = E−١
٠ GαT

−١, (١۵.۵.۵)

می�آوریم. دست به را

اصلی سیستم برای Km = QK و RT − EST سیستم برای KT = ST − Fα ماتریس خروجی مرحله۵:

است. A−BF T

بگیرید. نظر در را ١.۵ مثال .٣.۵ مثال

حالت پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای حال است. ٨٫ ٠۵٢٠ برابر F ماتریس فروبینیوس نورم حل.

بگیرید نظر در زیر به�صورت را Gα ماتریس کمینه نورم با

Gα =

[
٠ ٠ ٠ ٠
g٢١ ٠ g٢٣ ٠

]
,

نتیجه در بود. خواهد r = ١, ٣ و s = ٢ و α = [g٢١ g٢٣] به�صورت α زیرماتریس الگوریتم، طبق بنابراین

زیر به�صورت هستند T−١ سوم و اول سطرهای و E−١
٠ دوم ستون متناظر ترتیب به که W و V ماتریس�های

می�باشند

V =

[
٠
١

]
, W =

[
٠٫ ٠٧٧٢ −٠٫ ٢٨٠٧− ٠٫ ١۶١٨i −٠٫ ٢٢٩۵+ ٠٫ ٣٣٨۴i ٠٫ ١٨٣٢
٠٫ ٠٠٩٠ ٠٫ ٠١١٠− ٠٫ ٠۴٣٨i −٠٫ ٠٠۴۶+ ٠٫ ٠۶٨١i ٠٫ ١٧۶۵

]
.

می�شوند محاسبه زیر به�صورت C و Q و P ماتریس�های حال

P = V TV = ١, Q = WW T =

[
٠٫ ٣١١٧ ٠٫ ٠۶١١
٠٫ ٠۶١١ ٠٫ ٠٣٧٩

]
,

C = V TSW T =
[
٢٫ ٣٧۵٨+ ٠٫ ١٠٠٠i ٠٫ ٢١٠٣+ ٠٫ ٠٢٢۴i

]
.

نتیجه در

α = P−١CQ−١ =
[
−٩٫ ۵۵۵٨− ٠٫ ٢٩٩٨i ٩٫ ٨۵۶١− ٠٫ ١٠٨٢i

]
می�آید به�دست زیر به�صورت RT − EST سیستم برای K حالت خورد پس ماتریس پس
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K =

[
−٠٫ ٩٠٢٨+ ٠٫ ٠٢٨۶i ۴٫ ١۵١٣+ ٠٫ ٨٧٢٩i ٢٫ ٨١١۶− ٢٫ ٧١٧٢i −١٫ ٠٩٢٨+ ٠٫ ١۶٠٩i
−٢٫ ۶٧٣١− ٠٫ ٠١٨٩i −٠٫ ٨٩٢١+ ٠٫ ۴۵۴٢i −٠٫ ۴٧٢۶− ٠٫ ۴٩۵٨i ٠٫ ۴٨٣٩− ٠٫ ٠٠١٢i

]
,

A− BF T سیستم برای ۶٫ ۶۴۶١ کمینه نورم با حالت خورد پس ماتریس تعریف، به توجه با و ۶٫ ۶۴۶١ نورم با

به�صورت

Km =



٠٫ ٨٣٨٠+ ٠٫ ٠۶۴۴i ٠٫ ٧۶١٢− ٠٫ ٠٠۶۵i
−٣٫ ۵٣٨۶− ٠٫ ١٠٣١i ١٫ ٢۶٠٠− ٠٫ ٠٠۵٣i
٠٫ ٣١١٣− ٠٫ ٠٨١۵i ٠٫ ۵٢٢٩− ٠٫ ٠٠۶٢i
٠٫ ٣۶١٣− ٠٫ ٠١٩۵i ١٫ ٢١۶۴− ٠٫ ٠٠٧٢i
−٢٫ ٣٧٨۴− ٠٫ ٠٨١٩i ٠٫ ٣٨٨۵− ٠٫ ٠٠٨٢i
−٠٫ ٨٧۵۴− ٠٫ ٠١٢٧i ١٫ ۵٠٨٣− ٠٫ ٠٠٠٨i
٣٫ ٢٩۶٨+ ٠٫ ٠٧۶۶i ٠٫ ۴۴۶٩− ٠٫ ٠٠۴١i
٠٫ ٧۶۶٨− ٠٫ ٠٠۶٠i ٠٫ ٩۵٧٠− ٠٫ ٠٠٨٢i
١٫ ٩۶٠٢+ ٠٫ ١۶۶١i ٠٫ ٨٢٠۵− ٠٫ ٠٠۵٢i
٠٫ ٢٨۶۴+ ٠٫ ٠٣٩۵i ٠٫ ٨۴۶٢− ٠٫ ٠٠۶۵i


,

□ می�شود. نتیجه



۶ فصل

برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله
دوبعدی خطی سیستم�های

این از استفاده با سپس می�شود، ١معرفی راسر مدل زمانی گسسته دوبعدی خطی سیستم�های ابتدا فصل، این در

را ارزش هم یک�بعدی خطی سیستم�های پایداری با مشابه رفتاری دوبعدی خطی سیستم�های پایداری که ویژگی

تمام است لازم گسسته سیستم یک پایداری برای این�که به توجه با می�کنیم. بررسی را سیستم�ها این پایداری دارد،

سیستم�ها این برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله این�رو از بگیرد، قرار واحد دایره داخل آن ویژه مقادیر

راسر مدل دوبعدی سیستم�های برای مساله این حل به پیشین فصل�های در شده داده شرح روش با و برده به�کار

می�پردازیم.

راسر مدل دوبعدی خطی سیستم�های ١.۶

اجرای قابلیت داده�ها، بهتر تحلیل و پردازش بالا، راندمان جمله از زیادی دلایل به دوبعدی خطی سیستم�های

سیستم�های طراحی و تحلیل تئوری گرفته�اند. قرار توجه مورد انعطاف�پذیری بالای قابلیت غیرخطی، عملگرهای

این زمانی�که از است. گرفته قرار فراوانی استفاده�های مورد و است یافته گسترش بسیار اخیر سال�های در دوبعدی

این معروف�ترین که دادند ارائه سیستم�ها این برای را متنوعی مدل�های بسیاری دانشمندان شدند معرفی سیستم�ها

عنوان به راسر مدل است ذکر به لازم غیره. و [١٣] فورناسا-مارکسینی٣ راسر٢[٢٠]، مدل از: عبارتند مدل�ها

کردیم. انتخاب فصل این در خود کار مبنای عنوان به را راسر مدل لذا شده معرفی مدل کلی�ترین و بهترین

به ندارد، ارزشی عملا ناپایدار سیستم یک اینکه و خطی کنترل سیستم�های در پایداری اهمیت به توجه با

١ 2D discrete time linear systems described by Rosser model
٢Rosser model
٣Fornasini-Marchesini model
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نتیجه و داده شرح سیستم�ها این پایداری برای شرایطی لذا هستند ناپایدار خطی کنترل سیستم�های اکثر چون علاوه

بررسی به بعدی دو سیستم�های پایداری بررسی لذا است، یک�بعدی سیستم با ارز هم دوبعدی سیستم یک که می�شود

تمام که است لازم گسسته سیستم یک برای طرفی از می�یابد. کاهش ارزش هم یک�بعدی های سیستم پایداری

سیستم�ها این برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله می�توان پس گیرد، قرار واحد دایره داخل آن ویژه مقادیر

مقادیر با شده�اند سیستم ناپایداری باعث و ندارند قرار واحد دایره داخل که را ویژه�ای مقادیر از دسته آن و برد به�کار

شود. پایدار سیستم تا کنیم جایگزین پایدار جدید ویژه

راسر مدل ١.١.۶

می�شود: تعریف زیر به�صورت گسسته سیستم�های برای دوبعدی راسر مدل

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B١
B٢

]
u(i, j), (١.١.۶)

y(i, j) =
[
C١ C٢

] [xh(i, j)
xv(i, j)

]
+Du(i, j). (٢.١.۶)

توصیف را حالت بردار عمودی و افقی مولفه�های �ترتیب به که هستند صحیحی مقادیر i, j و i, j ⩾ ٠ آن در که

بردار u(i, j) ∈ Rm و عمودی حالت بردار xv(i, j) ∈ Rn٢ افقی، حالت بردار xh(i, j) ∈ Rn١ و می�کنند

ابعاد با حقیقی ماتریس�های D,C٢, C١, B٢, B١ و A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ و خروجی بردار y(i, j) ∈ Rl ورودی،

می�شود: بیان زیر به�صورت (٢.١.۶) و (١.١.۶) شده توصیف سیستم برای مرزی شرایط هستند. مناسب

xh(i, ٠), xv(٠, j) i, j = ٠, ١, ٢, · · · (٣.١.۶)

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم از نمونه�ای .١.۶ مثال

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=


٣ −٢

... ٨

٠ ۴
... ١

· · · · · ·
... · · ·

−۴ ۶
... −٣


[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+


−٢
۶
· · ·
٠


یک A٢١ ،٢× ١ ماتریس یک A١٢ ،٢× ٢ ماتریس یک A١١ ماتریس می�شود ملاحضه که همان�طور مثال این در

و ٢× ١ ابعاد با ماتریس�هایی به�ترتیب B٢ و B١ هم�چنین می�باشد. ٢× ٢ ماتریس یک A٢٢ و ١× ٢ ماتریس

می�باشند. ١× ١ ماتریس یک



۶۵ راسر مدل دوبعدی خطی سیستم�های .١.۶

راسر مدل دوبعدی خطی سیستم�های پایداری ٢.١.۶

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را کنترل قانون سیستم این برای می�گیریم. نظر در را (١.١.۶) سیستم

u(i, j) = −
[
F١ F٢

]T [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
, (۴.١.۶)

(١.١.۶) معادله در کنترل قانون جایگذاری با می�باشند. n٢ ×m و n١ ×m بعد دارای ترتیب به F٢ و F١ که

می�آید: به�دست زیر به�صورت راسر مدل بسته حلقه سیستم

[
x̄h(i+ ١, j)
x̄v(i, j + ١)

]
=

[
A١١ −B١F

T
١ A١٢ −B١F

T
٢

A٢١ −B٢F
T
١ A٢٢ −B٢F

T
٢

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
= Γ

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
, (۵.١.۶)

می�باشد. (١.١.۶) سیستم بسته حلقه ماتریس Γ = A−BF T آن در که

حقیقی ماتریس�های A٢٢ ∈ Rn٢×n٢ A٢١و ∈ Rn٢×n١ ،A١٢ ∈ Rn١×n٢ ،A١١ ∈ Rn١×n١ کنید فرض .١.۶ لم

مجانبی پایدار u = ٠ با (١.١.۶) راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم بنابراین باشند مناسب ابعاد با

باشد[٢٠]: برقرار زیر شرایط اگر فقط و اگر است

det

([
In١ − z١A١١ −z١A١٢
−z٢A٢١ In٢ − z٢A٢٢

])
̸= ٠

∀(z١, z٢) ∈ {(z١, z٢) : |z١∥ ⩽ ١, |z٢| ⩽ ١}.
(۶.١.۶)

حلقه سیستم که به�قسمی است u(i, j) = −
[
F١ F٢

]T [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
حالت پس�خورد قانون بررسی هدف

بسته

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=

[
A١١ −B١F

T
١ A١٢ −B١F

T
٢

A٢١ −B٢F
T
١ A٢٢ −B٢F

T
٢

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
باشد. مجانبی پایدار

راسر مدل توسط شده توصیف خطی دوبعدی سیستم برای اولیه پایداری نتایج زیر لم از استفاده با

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
(٧.١.۶)

سیستم مجانبی پایداری هم�ارز (٧.١.۶) سیستم مجانبی پایداری می�دهیم نشان حقیقت در می�کنیم. فراهم را

است: زیر زمانی گسسته یک�بعدی

x(k + ١) =
[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

]
x(k) (٨.١.۶)
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عبارات صورت این در باشند ثابت حقیقی ماتریس�های A٢٢, A٢١, A١٢, A١١ ماتریس�های کنید فرض .٢.۶ لم

هم�ارزند[٢]: زیر

است. مجانبی پایدار (٨.١.۶) توسط شده توصیف یک�بعدی سیستم .١

ρ

([
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

])
< ١ .٢

که به�قسمی دارد وجود d ∈ Rn١×n٢ بردار .٣

[
A١١ − In١ A١٢

A٢١ A٢٢ − In٢

]
d < ٠, d > ٠

مدل از استفاده با دوبعدی سیستم مجانبی پایداری برای کافی و لازم شرط خصوص در قضیه�ای �بیان به حال

می�پردازیم. (٧.١.۶) راسر

.[١۴] هم�ارزند زیر عبارات .١.۶ قضیه

.١det

([
In١ − z١A١١ −z١A١٢

−z٢A٢١ In٢ − z٢A٢٢

])
̸= ٠,

∀(z١, z٢) ∈ {(z١, z٢) :| z١ |⩽ ١, | z٢ |⩽ ١}.

.٢

ρ

([
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

])
< ١

هم�ارزند: زیر عبارات .١.۶ نتیجه

است. مجانبی پایدار (٧.١.۶) راسر مدل توسط شده توصیف دوبعدی سیستم .١

است. مجانبی پایدار (٨.١.۶) توسط شده توصیف یک�بعدی سیستم .٢

کنید. [١۴]مراجعه به اثبات برای

ارزش هم یک�بعدی به�فرم را سیستم ابتدا دوبعدی، سیستم حالت پس�خورد ماتریس محاسبه برای نتیجه در

سیستم ناپایداری باعث که ویژه مقادیر از دسته آن باز، حلقه ماتریس ویژه مقادیر به توجه با سپس می�کنیم، تبدیل

به توجه با نهایت در می�نماییم، محاسبه را حالت پس�خورد ماتریس و داده تخصیص پایداری ناحیه در را می�شود

و Fماتریس١ دو به را آمده به�دست یک�بعدی حالت پس�خورد ماتریس xh(i, j) ∈ Rn١ , xv(i, j) ∈ Rn٢ ابعاد

نتیجه در باشند. می (n٢ ×m) و (n١ ×m) ابعاد دارای ترتیب به فوق قضیه به توجه با که می�کنیم افراز F٢

می�آید. به�دست دوبعدی حالت پس�خورد ماتریس



۶٧ راسر مدل دوبعدی خطی سیستم�های .١.۶

می�گیریم. نظر در زیر به�صورت را گسسته خطی دوبعدی سیستم راسر مدل .٢.۶ مثال

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=

[
A١١ A١٢
A٢١ A٢٢

] [
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+

[
B١
B٢

]
u(i, j). (٩.١.۶)

می�باشند. زیر به�صورت B و A که به�طوری

A =



٠٫ ۴٠۶۵ ٠٫ ٨٨۶٧ ٠٫ ٢١۵٨ ٠٫ ٧٩٢٢
... ٠٫ ١۶۶٩ ٠٫ ۶٨٠٨

٠٫ ٩۵١٨ ٠٫ ٢١٠٠ ٠٫ ٠٧٨٧ ٠٫ ٣٣٣۵
... ٠٫ ۴۴٢٨ ٠٫ ٩٢٣٢

٠٫ ٩١٢٠ ٠٫ ١٣٠٩ ٠٫ ٩٣٣١ ٠٫ ۶٩٢٧
... ٠٫ ۶٣٣٠ ٠٫ ١۵٢٨

٠٫ ٩۵١۴ ٠٫ ۵٢٠۵ ٠٫ ۶٠٢٩ ٠٫ ٢٠٣٨
... ٠٫ ٩٣٠٠ ٠٫ ۴٠۵٧

· · · · · · · · · · · ·
... · · · · · ·

٠٫ ٣۴۶٠ ٠٫ ٩٠۵۵ ٠٫ ٣٧٧۵ ٠٫ ٩۵٨٧
... ٢٫ ٠٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠

٠٫ ٢٩٠٢ ٠٫ ۴٠٢۵ ٠٫ ۶۶۴٩ ٠٫ ٧١١٨
... ۶٫ ٠٠٠٠ ۵٫ ٠٠٠٠


,

B =



۵ ٢
۴ ٣
۵ ٧
٣ ۶
· · · · · ·
۴ ۴
٢ ۵


.

توصیف دوبعدی سیستم شده گفته توضیحات به توجه با می�باشد. xv(i, j) ∈ R٢ و xh(i, j) ∈ R۴ آن در که

می�گیریم. نظر در زیر یک�بعدی سیستم هم�ارز را (٩.١.۶) شده

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) (١٠.١.۶)

می�شود. تبدیل (١٠.١.۶) یک�بعدی سیستم پایداری بررسی به (٩.١.۶) دوبعدی سیستم پایداری بررسی لذا

را Λ می�باشد. Λ = {٣٫ ١٫−,٣٢٨٩ ٠٣۶۴, ٠٫ ٣۶٨٠± ٠٫ ۴٩٩٣i, ٠٫ ٣١۶٠٫−,٨ ٣۶٨٨} سیستم مقادیرویژه طیف

که به�طوری می�کنیم تجزیه Λ = (Λ١,Λ٢) به�صورت

Λ١ = {٣٫ ١٫−,٣٢٨٩ ٠٣۶۴}, Λ٢ = {٠٫ ٣۶٨٠± ٠٫ ۴٩٩٣i, ٠٫ ٣١۶٠٫−,٨ ٣۶٨٨}.



۶٨ دوبعدی خطی سیستم�های برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله .۶

Λ١ مقادیرویژه مجموعه دادن تغییر هدف باشد، دلخواه مقادیرویژه مجموعه M = {٠٫ ٠٫−,٢ ٣٢} می�کنیم فرض

AT برای جزیی شور تجزیه از استفاده با آنگاه می�باشد. دارند قرار واحد دایره درون که M مقادیرویژه مجموعه به

می�آوریم: به�دست زیر به�صورت را F پس�خورد ماتریس تشابهی تبدیلات و

F T =

[
−٠٫ ١٩٣٠ ٠٫ ٣٠٢٠ ٠٫ ٠۴۶٢ ٠٫ ٣٨۵۴ −٠٫ ١٠٩۵ ٠٫ ٠٢٩٨
٠٫ ٢٠٩٨ −٠٫ ٠۵٧٧ ٠٫ ٠۵٩١ −٠٫ ٠٨۵٣ ٠٫ ١۵٢٧ ٠٫ ٠٨٠٢

]

به�صورت xv(i, j) و xh(i, j) ابعاد به توجه با را (٩.١.۶) دوبعدی سیستم برای حالت پس�خورد ماتریس نتیجه در

می�کنیم: تفکیک زیر

F T
١ =

[
−٠٫ ١٩٣٠ ٠٫ ٣٠٢٠ ٠٫ ٠۴۶٢ ٠٫ ٣٨۵۴
٠٫ ٢٠٩٨ −٠٫ ٠۵٧٧ ٠٫ ٠۵٩١ −٠٫ ٠٨۵٣

]
, F T

٢ =

[
−٠٫ ١٠٩۵ ٠٫ ٠٢٩٨
٠٫ ١۵٢٧ ٠٫ ٠٨٠٢

]

است: زیر به�صورت A−BF T بسته حلقه ماتریس مقادیرویژه که گونه�ای به

K = {٠٫ ٠٫−,٢ ٣٢, ٠٫ ٣۶٨٠± ٠٫ ۴٩٩٣i, ٠٫ ٣١۶٠٫−,٨ ٣۶٨٨}

تاخیر با دوبعدی سیستم�های ٢.۶

رخ خروجی�ها سیستم و ورودی�ها سیستم بین مسیر در دینامیکی سیستم�های از بسیاری در معمولا زمانی تاخیر

اندازه�گیری شامل می�تواند زمانی تاخیر ها آن در که بگیرید نظر در را مهندسی کاربردهای مثال، به�عنوان می�دهد.

درست پیش�بینی به�منظور سیستم مدل�های که است ضروری این بنابراین باشد. تاخیر محاسبه و تاخیر انتقال تاخیر،

کرد پیشنهاد تاخیر سیستم�های برای را افزوده حالت بردار روش [٢۵]۴ کوپک می�شود. داده شرح سیستم پویایی

مورد زمانی تاخیر های سیستم برای کنترل قانون�های تلفیق در را او ایده [١٧]،[١۴] محققان از تعدادی سپس

می�گیرند: قرار دسته سه در متغیره چند زمانی گسسته تاخیری سیستم�های دادند. قرار استفاده

نوع این که افتاده تاخیر به متفاوت یا یکسان مقدارهای با حالت�ها آن�ها در که است سیستم�هایی شامل اول: دسته

می�شود. نامیده حالت تاخیر سیستم�های

نوع این که افتاده تاخیر به متفاوت یا یکسان مقدارهای با ورودی�ها آن�ها در که است سیستم�هایی شامل دوم: دسته

می�شود. نامیده ورودی تاخیر سیستم�های

۴Koepeke



۶٩ تاخیر با دوبعدی سیستم�های .٢.۶

است. افتاده تاخیر به یکسان مقدارهای با ها حالت و ها ورودی آن�ها در که است سیستم�هایی شامل سوم: دسته

با و گیرد می قرار بررسی مورد حالت بردار در زمانی تاخیر با زمانی گسسته دوبعدی خطی های سیستم این�جا در

می�کنیم، تبدیل زمانی تاخیر بدون سیستم به را گسسته زمانی تاخیر سیستم افزوده۵ حالت بردار تعریف از استفاده

یک�بعدی خطی های سیستم پایداری بررسی به تبدیل تاخیر با دوبعدی خطی سیستم�های پایداری بررسی نتیجه در

شود. می تاخیر بدون

راسر مدل ١.٢.۶

می�شود: تعریف زیر به�فرم حالت در تاخیر q با گسسته دوبعدی سیستم�های راسر مدل

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=

q∑
k=٠

Ak

[
xh(i− k, j)
xv(i, j − k)

]
+

[
B١
B٢

]
u(i, j) (١١.٢.۶)

بردار u(i, j) ∈ Rm عمودی، و افقی حالت بردارهای به�ترتیب xv(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١ که

و B٢ ∈ Rn٢×m ،B١ ∈ Rn١×m می�باشد. (i, j) نقطه در ورودی

Ak =

[
Ak

١١ Ak
١٢

Ak
٢١ Ak

٢٢

]
, k = ٠, ١, · · · , q

می�باشد: زیر به�صورت (١١.٢.۶) معادله برای مرزی شرایط

xv(٠, j), xh(i, ٠) i, j = ٠, ١, ٢, · · ·

افزوده حالت بردارهای تعریف با حالت متغیر در زمانی تاخیر با راسر مدل زمانی گسسته دوبعدی خطی سیستم

پایداری شد داده توضیح قبل بخش در که آن�جایی از و می�کنیم تبدیل زمانی تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم به

دارا را هم�ارزش یک�بعدی سیستم مجانبی پایداری با مشابه رفتاری کلی حالت در دوبعدی سیستم هر مجانبی

زمانی تاخیر با گسسته دوبعدی سیستم�های پایداری گرفت نتیجه و کرده استفاده ویژگی این از می�توان لذا می�باشد

می�باشد. نظیرش یک�بعدی سیستم�های پایداری هم�ارز

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را حالت بردار در تاخیر q با راسر زمانی گسسته دوبعدی سیستم

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
=

q∑
k=٠

Ak

[
xh(i− k, j)
xv(i, j − k)

]
+Bu(i, j) (١٢.٢.۶)

می�باشند (i, j) نقطه در عمودی و افقی حالت بردارهای به�ترتیب xv(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١ که به�طوری

،Ak
٢١ ∈ Rn٢×n١ ،Ak

١٢ ∈ Rn١×n٢ ،Ak
١١ ∈ Rn١×n١ آن در که k = ٠, . . . , q برای Ak =

[
Ak

١١ Ak
١٢

Ak
٢١ Ak

٢٢

]
و

۵Gain state vector
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سیستم ورودی بردار u(i, j) ∈ Rm و B٢ ∈ Rn٢×m ،B١ ∈ Rn١×m که B =

[
B١
B٢

]
و Ak

٢٢ ∈ Rn٢×n٢

می�شود: بیان زیر به�صورت (١٢.٢.۶) سیستم برای مرزی شرایط می�باشد. (١٢.٢.۶)

{
xh(٠, j) = xh٠(j), ∀j ∈ N,
xv(i, ٠) = xv٠(i), ∀i ∈ N.

می�کنیم: تعریف را زیر افزوده حالت بردارهای تاخیر بدون به�فرم (١٢.٢.۶) حالت معادله تبدیل جهت

x̄h(i, j) =


xh(i, j)

xh(i− ١, j)
...

xh(i− q, j)

 , x̄v(i, j) =


xv(i, j)

xv(i, j − ١)
...

xv(i, j − q)


دوبعدی حالت معادله به�فرم را (١٢.٢.۶) حالت معادله می�توان شده تعریف افزوده حالت بردار دو کارگیری به با

نوشت: زیر زمانی تاخیر بدون راسر

[
x̄h(i+ ١, j)
x̄v(i, j + ١)

]
= Ā

[
x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

]
+ B̄u(i, j) (١٣.٢.۶)

و N = (q + ١)(n١ + n٢) که به�طوری B̄ =

[
B̄١
B̄٢

]
∈ RN×m و Ā =

[
Ā١١ Ā١٢
Ā٢١ Ā٢٢

]
∈ RN×N آن در که

Ā١١ =


A٠

١١ A١
١١ . . . Aq−١

١١ Aq
١١

In١ ٠ . . . ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ . . . In١ ٠

 , Ā١٢ =


A٠

١٢ A١
١٢ . . . Aq−١

١٢ Aq
١٢

٠ ٠ . . . ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 ,

Ā٢١ =


A٠

٢١ A١
٢١ . . . Aq−١

٢١ Aq
٢١

٠ ٠ . . . ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 , Ā٢٢ =


A٠

٢٢ A١
٢٢ . . . Aq−١

٢٢ Aq
٢٢

In٢ ٠ . . . ٠ ٠
...

...
...

...
...

٠ ٠ . . . In٢ ٠

 ,

B̄١ =


B١
٠
...
٠

 , B̄٢ =


B٢
٠
...
٠


می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را کنترل قانون (١٣.٢.۶) حالت معادله برای حال

u(i, j) = −
[
F̄١ F̄٢

]T [
x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

]
(١۴.٢.۶)
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در کنترل قانون جایگذاری با می�باشند. (q + ١)n٢ ×m و (q + ١)n١ ×m بعد دارای ترتیب به F̄٢ و F̄١ که

داشت: خواهیم (١٣.٢.۶) معادله

[
x̄h(i+ ١, j)
x̄v(i, j + ١)

]
=

[
Ā١١ − B̄١F̄

T
١ Ā١٢ − B̄١F̄

T
٢

Ā٢١ − B̄٢F̄
T
١ Ā٢٢ − B̄٢F̄

T
٢

] [
x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

]
= Γ̄

[
x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

]

یک�بعدی سیستم هم�ارز (١٣.٢.۶) تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم قبل بخش در شده گفته قضایای به توجه با

می�باشد: زیر

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i) (١۵.٢.۶)

می�باشند. N ×m و N ×N بعد دارای به�ترتیب و می�باشند فوق شده تعریف ماتریس�های به�فرم B̄ و Ā که

جزیی ویژه مقادیر تخصیص ٣.۶

یافته تبدیل خطی سیستم پردازیم. می سیستم�ها این برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله حل به بخش این در

به�طوری B̄ =

[
B̄١
B̄٢

]
∈ RN×m و Ā =

[
Ā١١ Ā١٢
Ā٢١ Ā٢٢

]
∈ RN×N آن در که می�گیریم. نظر در را (١۵.٢.۶)

قبل بخش در شده تعریف ماتریس�های به�فرم B̄٢ ،B̄١ ،Ā٢٢ ،Ā٢١ ،Ā١٢ ،Ā١١ و N = (q + ١)(n١ + n٢) که

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت یافته تبدیل سیستم این برای را کنترل قانون هستند.

u(i, j) = −F̄ T x̄(i), (١۶.٣.۶)

می�آید: به�دست زیر بسته حلقه سیستم (١۵.٢.۶) معادله در فوق رابطه جایگذاری با و

x̄(i+ ١) = (Ā− B̄F̄ T )x̄(i), (١٧.٣.۶)

بنابراین می�باشد)، اسپارس Ā (ماتریس است صفر آن درایه�های اکثر و بوده بزرگ Ā ماتریس این�که به توجه با

ویژه مقادیر از کمی تعداد چون و بگیریم نظر در را Ā ماتریس ویژه مقادیر است کافی سیستم پایدارسازی برای

می�بریم. به�کار سیستم این برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله هستند، پایداری ناحیه خارج ماتریس

که Λ = (Λ١,Λ٢) دهیم قرار و باشد Ā ماتریس طیف Λ = {λ١, . . . , λk, λk+١, . . . , λN} کنید فرض

و بگیرید نظر در را K = {µ١, . . . , µk} مجموعه و است Λ٢ = {λk+١, . . . , λN} و Λ١ = {λ١, . . . , λk}

مقادیر تمام است لازم گسسته سیستم�های پایداری برای این�که به توجه با باشند. بسته مختلط مزدوج تحت همگی

K مجموعه به ندارند قرار واحد دایره داخل آن اعضای که را Λ١ مجموعه بگیرند، قرار واحد دایره داخل آن ویژه
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حالت پس�خورد ماتریس کردن پیدا هدف نتیجه، در می�دهیم تغییر دارند قرار واحد دایره داخل آن اعضای تمام که

که باشد {µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λN} ویژه مقادیر دارای Ā− B̄F̄ T بسته حلقه ماتریس که به�طوری است F̄

کرده استفاده سوم فصل در شده داده شرح روش از بنابراین بود. خواهد پایدار بسته، حلقه سیستم این�صورت در

می�کنیم: محاسبه زیر به�صورت را ĀT ماتریس جزیی شور تجزیه منظور بدین می�کنیم. راحل ومساله

ĀTQ = QR

زیرفضای برای یکامتعامد پایه یک تشکیل آن ستون�های که به�طوری است N × k ماتریس یک Q آن در که

ماتریس گرفتن نظر در با است. K × K بالامثلثی ماتریس یک R و می�دهد را {λi}ki=١ به وابسته چپ

به�فرم حالت پس�خورد ماتریس تعریف و Z = Ā− B̄F̄ T

F̄ = QS (١٨.٣.۶)

نوشت: می�توان

ZTQ = (ĀT − F̄ B̄T )Q = QCT
k ,

آن در که

Ck = RT − EST , E = QT B̄, (١٩.٣.۶)

برابر Z طیف بنابراین و است K = {µ١, . . . , µk} ویژه مقادیر دارای Ck نتیجه در می�باشد.

است. {µ١, . . . , µk, λk+١, . . . , λN}

از S کردن پیدا برای است شده Ck بسته حلقه ماتریس برای S کردن پیدا به تبدیل مساله این�که به توجه با

به�دست زیر به�صورت ماتریس این نتیجه در می�کنیم، استفاده سوم فصل در شده داده شرح تشابهی تبدیلات روش

می�آید:

S = Sp − E−١G̃λT
−١, (٢٠.٣.۶)

نمود. محاسبه توان می به(۶.١٨.٣) توجه با را F̄ حالت پس�خورد ماتریس حال

بگیرید: نظر در تاخیر q = ١ برای را زیر راسر مدل توسط زمانی گسسته دوبعدی سیستم .٣.۶ مثال

[
xh(i+ ١, j)
xv(i, j + ١)

]
= A٠

[
xh(i, j)
xv(i, j)

]
+A١

[
xh(i− ١, j)
xv(i, j − ١)

]
Bu(i, j) (٢١.٣.۶)
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و می�باشند xv(i, j) ∈ R١ و xh(i, j) ∈ R٢ ابعاد دارای به�ترتیب عمودی و افقی حالت بردارهای آن در که

A٠ =


٠٫ ۴٠۶۵ ٠٫ ٨٨۶٧

... ٠٫ ٩۵١٨

٠٫ ٧٨٧ ٠٫ ٣٣٣۵
... ٠٫ ٩٣٣١

· · · · · ·
... · · ·

٠٫ ٩۵١۴ ٠٫ ۵٢٠۵
... ٠٫ ١۶۶٩

 , A١ =


٠٫ ٢١۵٨ ٠٫ ٧٩٢٢

... ٠٫ ٢١٠٠

٠٫ ٩١٢٠ ٠٫ ١٣٠٩
... ٠٫ ۶٩٢٧

· · · · · ·
... · · ·

٠٫ ۶٠٢٩ ٠٫ ٢٠٣٨
... ١٫ ۶٨٠٨

 , B =


٢ ۴
۵ ٧
· · · · · ·
٣ ۶


می�کنیم. تعریف را زیر افزوده بردارهای سیستم این کنترل جهت

x̄h(i, j) =

[
xh(i, j)

xh(i− ١, j)

]
, x̄v(i, j) =

[
xv(i, j)

xv(i, j − ١)

]
به�فرم شده تعریف x̄v(i, j) و x̄h(i, j) افزوده بردارهای جایگذاری با می�توان را (٢١.٣.۶) تاخیری سیستم لذا

می�شود: تبدیل زیر زمانی تاخیر بدون راسر دوبعدی سیستم

[
x̄h(i+ ١, j)
x̄v(i, j + ١)

]
= Ā

[
x̄h(i, j)
x̄v(i, j)

]
+ B̄u(i, j) (٢٢.٣.۶)

می�باشند: زیر به�فرم B̄ و Ā ماتریس�های که به�طوری

Ā =



٠٫ ۴٠۶۵ ٠٫ ٨٨۶٧ ٠٫ ٢١۵٨ ٠٫ ٧٩٢٢
... ٠٫ ٩۵١٨ ٠٫ ٢١٠٠

٠٫ ٠٧٨٧ ٠٫ ٣٣٣۵ ٠٫ ٩١٢٠ ٠٫ ١٣٠٩
... ٠٫ ٩٣٣١ ٠٫ ۶٩٢٧

١ ٠ ٠
... ٠ ٠

٠ ١ ٠ ٠
... ٠ ٠

· · · · · · · · · · · ·
... · · · · · ·

٠٫ ٩۵١۴ ٠٫ ۵٢٠۵ ٠٫ ۶٠٢٩ ٠٫ ٢٠٣٨
... ٠٫ ١۶۶٩ ١٫ ۶٨٠٨

٠ ٠ ٠ ٠
... ١ ٠


, B̄ =



٢ ۴
۵ ٧
٠ ٠
٠ ٠
· · · · · ·
٣ ۶
٠ ٠



(٢٣.٣.۶)

پایداری هم�ارز (٢٢.٣.۶) شده توصیف دوبعدی سیستم مجانبی پایداری شد داده توضیح قبل بخش در که همان�طور

می�باشد. زیر زمانی گسسته یک�بعدی سیستم مجانبی

x̄(i+ ١) = Āx̄(i) + B̄u(i) (٢۴.٣.۶)

به�صورت را Ā ماتریس طیف می�باشند. (٢٣.٣.۶) در آمده به�دست ماتریس�های به�فرم B̄ و Ā که به�طوری

مجموعه می�کنیم. تفکیک Λ٢ = {٠٫ ۵٠٫−,١٠٣ ٠۴٠٫±٠٩ ٨٧۶۵i,−٠٫ ۶١۵٨} و Λ١ = {٢٫ ٣٩۴۴,−١٫ ٣٩٩١}
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حلقه ماتریس طیف به�صورتی�که است F̄ ماتریس کردن پیدا هدف بگیرید. نظر در Kرا = {٠٫ ٣۵١۴,−٠٫ ٢١٣٧}

می�شود: محاسبه زیر فرم به حالت پس�خورد ماتریس شده داده توضیحات به توجه با باشد. Λ١ ∪K برابر بسته

F̄ = QS =



−٠٫ ۵٠۶٣ ٠٫ ٠٧۴٧
٠٫ ٢٠٣۵ −٠٫ ١٩۶٣
−٠٫ ٣۵٨۶ ٠٫ ٠۴٧٣
٠٫ ۶۵٣٠ −٠٫ ٣١٣۵
۴٫ ۵٧٠۶ −١٫ ٩۴٧۵
−٢٫ ٧٧۶٠ ٠٫ ٩٣١۵

 .

داریم: نهایتا و

F̄ T
١ =

[
−٠٫ ۵٠۶٣ ٠٫ ٢٠٣۵
٠٫ ٠٧۴٧ −٠٫ ١٩۶٣

]
, F̄ T

٢ =

[
−٠٫ ٣۵٨۶ ٠٫ ۶۵٣٠ ۴٫ ۵٧٠۶ −٢٫ ٧٧۶٠
٠٫ ٠۴٧٣ −٠٫ ٣١٣۵ −١٫ ٩۴٧۵ ٠٫ ٩٣١۵

]
می�باشد: زیر صورت به فوق مثال برای پایداری نمودارهای

ورودی اول مولفه به مربوط نمودار :١.۶ شکل
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ورودی دوم مولفه به مربوط نمودار :٢.۶ شکل

x١ به مربوط نمودار :٣.۶ شکل
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x٢ به مربوط نمودار :۴.۶ شکل

x٣ به مربوط نمودار :۵.۶ شکل
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x۴ به مربوط نمودار :۶.۶ شکل

x۵ به مربوط نمودار :٧.۶ شکل

x۶ به مربوط نمودار :٨.۶ شکل



٧ فصل

نتیجه�گیری

با می�باشد. خطی کنترل سیستم�های برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله بررسی پایان�نامه، این در ما هدف

شده ارایه مساله این حل برای زیادی روش�های تاکنون سازی، بهینه و کنترل نظریه در مساله این اهمیت به توجه

مساله بتوان آن از استفاده با که کردیم پیشنهاد را جدیدی روش سپس پرداختیم. روش�ها این بررسی به ما که است

نمود. حل خطی کنترل سیستم�های برای را جزیی ویژه مقادیر تخصیص

که دارد کاربرد سیستم�هایی برای جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله شد، اشاره آن به ٣ فصل در که همان�طور

کم تعداد همین تنها و هستند ناپایدار ویژه مقادیر از کمی تعداد تنها و ندارند تخصیص به نیاز آن ویژه مقادیر همه

دارند. دوباره تخصیص به نیاز

تشابهی تبدیلات و جزیی شور تجزیه از استفاده با می�توان آن در که دادیم پیشنهاد را جدیدی روش ،۴ فصل در

ماتریس ویژه مقادیر ابتدا، ترتیب بدین نمود. حل را جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله خطی، کنترل سیستم�های در

داراست، را ویژه مقادیر بقیه دیگری و ناپایدار ویژه مقادیر شامل یکی که مجموعه دو به و گرفته نظر در را باز حلقه

به است بزرگ ابعاد دارای که را سیستم باز حلقه ماتریس جزیی شور تجزیه از استفاده با سپس کردیم. تفکیک

تبدیلات از بهره�گیری با نهایت در گیرد. انجام بیش�تری سرعت با محاسبات تا نمودیم تجزیه کوچک�تر ماتریس�های

پرداختیم. جدید ماتریس�های برای مساله حل به تشابهی

تاثیر خطی کنترل سیستم هزینه� کاهش در حالت پس�خورد ماتریس کمینه نورم که نکته این به توجه با سپس

پارامتری حالت پس�خورد ماتریس حالت، انتقال گراف جدید ومفهوم پیشنهادی روش از استفاده با دارد، بسزایی

شده ارایه الگوریتم به توجه با سرانجام، می�دهد. اختصاص سیستم به را موردنظر ویژه مقادیر که آوردیم به�دست را

نظر در باید برسانیم. حداقل به را ماتریس این نورم توانستیم حالت، پس�خورد ماتریس نورم کردن کمینه برای

می�شود. کمتر ماتریس نورم باشد، بیش�تر پارامتری حالت پس�خورد ماتریس در پارامترها تعداد هرچه که داشت

حل و بردیم به�کار دوبعدی خطی سیستم�های برای را آن� تخصیص، مساله اهمیت به توجه با نیز ۶ فصل در

٧٨
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شد. بررسی جدید روش با سیستم�ها این برای مساله این

کنترل نظریه مسایل مهم�ترین و پرکاربردترین از یکی جزیی ویژه مقادیر تخصیص مساله شد، بیان که همان�طور

پایان�نامه این در ما کرد. استفاده مختلف سیستم�های پایدارسازی برای آن از می�توان پس است. بهینه�سازی و

سیستم�های پایدارسازی برای می�توان مساله این از اما نمودیم، بیان را مساله این کاربردهای از کوچکی بخش

با را مساله این می�توان به�علاوه جست. بهره ... ٢و متناوب سیستم�های توسیع�یافته١، سیستم�های مانند دیگری

نمود. حل نیز (SV D)٣ تکین مقدار تجزیه از استفاده مانند دیگری روش�های

١Descriptor systems
٢Periodic systems
٣Singular value decomposition



آ� پیوست

کامپیوتری برنامه�های

خطی کنترل سیستم�های در جزیی مقدارویژه تخصیص مساله متلب کد آ�.١

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A

% This program obtains :

% (1)- The Standard form

% (2)- The primary vector companion form

% (3)- The feedback matrix F

% (4)- The transformation matrix T

% (5)- The Kronecker invariants

% **************************************************

t0=cputime;

disp(' This is the given plant matrix A') %line 1

disp(' ********************************') %line 2

A=[0 5 4 6 3 3 6 2 6 8;3 7 6 8 5 9 0 8 1 4;6 6 2 9 1 3 5 9 0 9;6 1 0 0 0 2 7 8 2 0;

5 5 5 4 9 1 2 5 8 3;4 3 2 5 2 3 4 2 9 5;2 0 9 6 5 3 5 7 6 0;5 1 9 7 9 1 0 2 7 7 ;

7 1 3 6 1 4 4 9 2 5;7 6 0 7 1 0 6 6 5 5]

%line 3

disp(' This is the given input matrix B') %line 4

٨٠
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disp(' ********************************') %line 5

B=[9 1;9 7;2 5;3 7;0 7;4 9;8 6;8 3;0 8;9 3]

%line 6

A=A'; %line 7

[V,D]=eig(A);

[V,D]

V1=V(:,[1 3 4 9])

Qp=gramsch(V1)

R=Qp'*A*Qp

E=Qp'*B

A=R'

B=-E

[n,m]=size(B);

r=n+m;

Q=[B,A];

T1=eye(n); %line 10

% The Echelon form of Q

% ----------------------

i=1;j=1; tol=1e-6;

while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;

if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);

j=j+1;

else

if i~=k

Q([i,k],:)=Q([k,i],:);

T1([i,k],:)=T1([k,i],:);
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Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);

end

t=Q(i,j);

% if t~=0

Q(i,:)=Q(i,:)/t;

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;

T1(i,:)=T1(i,:)/t;

% end

if i~=n

for k=i+1:n

t=Q(k,i);

if t~=0

Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

end

end

end

i=i+1 ;

j=j+1;

end

end

% **********************************************

% Now compute the Standard echelon form !

% ----------------------------------------------

s=1;
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while s < n

i=s+1 ;

for j=i:r

if Q(i,j)~=0

for k=1:s

if Q(k,j)~=0

t=Q(k,j);

Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);

T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);

end

end

break

end

end

s=s+1;

end

% *****************************************************************

for i=n:-1:m+1

for k=i:r

if Q(i,k)==1

for j=k+1:r

t=Q(i,j);

Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);

T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);

end

break

end
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end

end

% ***************************************************************

Q

% ....................................................

disp(' This is the transformation matrix,T1')

disp(' ************************************')

T1

% ****************************************************

% The Feed-back matrix , F

B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])

B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)

G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;

Fp=F1*T1;

% **************************************************************

disp(' This is the primdry feedback law ')

disp(' ******************************** ')

Fp

% **************************************************************

gama=A+B*Fp

%**** **********************************************************

t0=cputime;

t1=cputime-t0;

% program for assigning eigenvalues,eigen.m

% *****************************************

D=[];

for j=1:n
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landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);

end

for i=1:n

D(i,i)= landa(i);

end

Acap=A1;

Bcap=B1;

newF=Fp ;

ac=Acap+Bcap*F1;

ac1=ac+D;

bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1]

% The vector companion form

for i=n:-1:m+1

for k=1:r

if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r

t=Qc(i,j);

Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);

end

break

end

end

end

G2=Qc(1:m,m+1:r);
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glanda=Qc(:,m+1:r);

Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')

disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc

F=Qp*Kp';

disp(' with the closed-loop matrix ')

disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp;

disp(' checking the eigen values ')

disp(' ************************* ')

v=eig(gamac)'

[u1,v1]=eig(gamac);

c2=cond(u1)

disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')

disp(' ********************************* ')

Normkp=norm(Kp,'fro')

F

% End of program for eigen

t0=cputime;

t1=cputime-t0;

t=linspace(0,100,100);

x=zeros(10,100);

matA = zeros(10,10,100);

x0 = ones(10,1);

for k=1:100, matA(:,:,k) = expm(A*t(k)); x(:,k) = matA(:,:,k)*x0;end;
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plot(t,x),hold on

pause

hold off

t=linspace(0,100,100);

x=zeros(10,100);

matA = zeros(10,10,100);

x0 = ones(10,1);

for k=1:100, matA(:,:,k) = expm(((A-B*F'))*t(k)); x(:,k) = matA(:,:,k)*x0;end;

plot(t,x)
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ق
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ک

٩ کنترل�پذیر،

۴۵ زمانی، بهینه کنترل�گرهای

گ

٩ گراف،

۴٨ حالت، انتقال گراف

ل

١٠ لیاپانوف،

م

٣ ماتریس،

٩ کنترل�پذیری، ماتریس

۴ مثلثی، ماتریس

٣ مربعی، ماتریس

٢٩ یکانی، ماتریس

۶ متشابه، ماتریس�های

۴۶ ماکزیمم،

٩ کنترل، متغیر

۵ متعامد، متمم

١٣ مختلط، مزدوج

١ جزیی، ویژه مقادیر تخصیص مساله

۵ خطی، مستقل

٩ پذیر، مشاهده

٩ تفاضلی، معادله

۶ معکوس�پذیر،



١٠١ نمایه

۶ ویژه، مقادیر

٢٧ ریس، مقدارهای

ن

۶ نامنفرد،

٣۶ ، کرونکر ناورداهای

و

۵ خطی، وابسته

ی

۶ یکامتعامد،
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Abstract
In this thesis, we describe the partial eigenvalue assignment problem in linear con-

trol systems. This problem applied for systems that are near stability. In other words,
a small number of eigenvalues of the open-loop system, aren’t in stability region and
only this small number require reassigning.Given the importance of this problem in
control theory and optimization, various method methods have been presented to solve
it such as orthogonality relations method, Arnoldi method and ...., that we first ex-
amine these methods and then with using partial Schur decomposition method and
similarity transation in linear control systems, we introduce a new method that re-
quires less computation compared to other methods. For solving problem with this
method, first, with using partial Schur decomposition we find the ortonormal basis on
invariant subspace assocaited with the eigenvalues to be assigned. Then with using
similarity transationt in linear control system, we compute the feedback matrix that
assigned desired eigenvalues in to the closed-loop system. Given the importance of the
minimization norm of the state feedback matrix in optimization of the linear control
system, with using proposed method and the state transation graph , we find the state
feedback matrix that is minimum norm. Finally, we solve partial eigenvalues assign-
ment problem for stability of descrite time 2D linear control systms with proposed
method. In the end of each discussion, numerical examples are given.
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