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p-گروه�های روی تزویج رده حافظ خودریختͬ�های گروه با مرکزی خودریختͬ�های گروه برابری عنوان:
متناهͬ

جعفری حیدر سید دکتر راهنما: استاد
خسروی حسن دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده شاهرود صنعتͬ دانشͽاه دانشͽاه:
٧٢ صفحات: تعداد ١٣٩٢ دی فارغ�التحصیلͬ: تاریخ
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چͺیده
مͬ�دهیم. نشان Aut(G) با را G خودریختͬ�های همه گروه باشد. گروه ͷی G کنید فرض
،x ∈ G هر برای که صورتͬ در گوییم مرکزی خودریختͬ ͷی را Aut(G) از α خودریختͬ
مͬ�دهیم نشان Autcent(G) با را آن که G مرکزی خودریختͬ�های همه مجموعه�ی .x−١α(x) ∈ Z(G)

است. Aut(G) نرمال زیرگروه ͷی
،g ∈ G هر برای که صورتͬ در گوییم تزویج رده حافظ خودریختͬ ͷی را Aut(G) از β خودریختͬ
مͬ�دهیم. نشان Autc(G) با را G تزویج رده حافظ خودریختͬ�های همه مجموعه�ی .β(g) ∈ gG

و مرکزی خودریختͬ�های گروه ابتدا پایان�نامه این در است. Aut(G) نرمال زیرگروه ͷی Autc(G)
آن�که برای کافͬ و لازم شرطͬ سپس و مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد را تزویج رده حافظ خودریختͬ�های
باشد برابر آن تزویج رده حافظ خودریختͬ�های گروه با متناهͬ یpͷ-گروه مرکزی خودریختͬ�های گروه
مرکزی، خودریختͬ�های که باشد متناهͬ یpͷ-گروه G اگر که مͬ�کنیم ثابت به�علاوه مͬ�دهیم. ارائه را
مولد مجموعه در عناصر تعداد معرف d(G))است زوج d(G) آنͽاه باشند، تزویج رده حافظ ͬͽهم

مͬ�پردازیم. Aut(G) = Autc(G) خاصیت با گروه�هایͬ بررسͬ به همچنین است). G مینیمال



خانواده�ام به تقد

دست پدر هست. پدرم می�گوید واهد چه هر که است ه�ای دخ آرزوهای ام پدر
می�شد. او به را زندگی گرمای و می�کند نوازش را دخکش موهای که مهربانیست

داشت. کوتاه عمری پدر مهر پر سایه�ی من تقدیر در اما
می�تپد. تو یاد با یشه که کرده�ام حک قل در را تو نام من اما گرفت من از را تو من خدای پدر،

است خانواده ام مادر است، تپنده قلب مادر عوضی�کنم. هس ام با نگاهشرا که دارم مادری اما نیس تو پدر،
است. من دنیای ام من مادر و

این که کند خدا و هس زندگیم شب�های ستاره�ی تو پدر نبود در می�پرستمت. خدا اندازه�ی به نباشد گناه گر ا مادرم،
نکند. غروب وقت هیچ ستاره

شیفته�ام آنقدر رور قلب ان با تو اما می�اندازد خدا پای به مرا و می�راند را تو گاه�گاهی بیمارت قلب چند هر مادرم،
آفرینشی. الگوی مهربان�ترین تو که می�ز بوسه خسته�ات و پ دست�های بر �اختیار روز هر که کرده�ای

پدر بوی می�گذارند خاان به قدم هرگاه و آموخته�اند مادر از را مهربا و پدر از را مردانگی رسم که دارم برادرا
و می�کنم حس وجود ام با را

هستند. خستگی�ها تکیه�گاه و آموخته آن�ها از را متانت و وقار که دارم خواهرا

جعفری دک به تقد و
را زیس الفبای آموختم او از که استادی

شوم غالب زمانه ج بر ریاضیات با تا آموخت من به را ریاضیات که استادی
اوج. به رسیدن برای بسازم نردبا انسانیم تفکر و حروف نظم و هم کنار در زندگی هولات چینش با و

بوب و آموخت من به را انسانیت متانتشاصل و وقار با و کرد ثابت برا را خدا ریاضی برهان�های میان در که استادی
آموخت. من به را بت سلاح با بلکه زور سلاح با نه ماندن بوب و شدن



ت



مناجات

دل�باخته�ی منسراپا می�نویسد را نامتو که قلمی به قسم قلمی. آفریننده�ی خود تو که بستا قلم کدام با را تو خداوندا

توام. وجود

نظم در و گندم�زار رویش میان در درختان، شاخه�های رقص لابه�لای در را تو نبودی. بودو ام تو ،نیس خدا تو

چ ه و جا ه در را تو شوی، دیده که نیس چ یک تو اما ی�شوی دیده تو می�گویند دید. می�توان مورچگان

دید. می�توان

به مقابلم در را آان که ساخته�ام توستو از اما رفته�ام، شدن له مرز تا گاه�گاهی روزگار سنگ موج�های هجوم در

.می�خوا را تو فقط زندگیم گاه�گاه غروب در و داری جریان زندگیم شاد ظه�های تودر است. آورده در زانو

رکوع را تو درختان شاخه�های صبحگاهی نسیم با و می�افتند سجده به تو برای درختان برگ ح می�شود که پای

ستایشی. شایسته�ی تو که  نگو تسبیح را تو چگونه من می�کنند.

یکتا خالق تو ،دانا و بینا ،ام عیب از

دریا چو فضل در

دادی جهان و جا دادی، جان تو برسه دادی، توان کوه بر

توانا رب تو

نعمت هر سرچشمه�ی �منّت، فاضل ای شکرت، بتوان کی من

والا و بالا

تو از خواب و بیداری تو، از سراب و دریا تو، از آب و آتش هم

بارا چشمه�ی تو

دستم مکن نومید وابستم، تو به تنها بگسستم، که غ از

.زیبا خالق ای



චاری ণپاس໋�
الطاف مورد مرا همواره زندگͬ لحظات تمام در و اوست از دارم چه هر که مهربان بخشنده�ی خداوند سپاس

است. داده قرار خود بیͺران

در و گذارم قدم علم مقدس راه در تا داد توفیق من به خود بیͺران عنایات با که دانا یͺتای خداوند سپاس

نمایند. هدایت علم شاه�راه سوی به مرا ͬͽهم تا داد قرار من راهنمای را بزرگͬ اساتید و آموزگاران راه این

نمایم. سپاس�گزاری و تشͺر بزرگان این از تا مͬ�دانم واجب خود بر بنابراین

و صبر با و داشتند عهده بر را پایان�نامه این راهنمایͬ که جعفری، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد از

ارزنده راهنمایͬ�های بدون قطعا که دارم را قدردانͬ کمال نموده�اند، راهنمایͬ آن انجام در مرا بسیار حوصله

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان،

این سازی آماده در و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره و مطالعه زحمت که خسروی دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به و صبورانه پایان�نامه،

این داوری زحمت که فرامرزی دکتر آقای جناب و هاشمͬ دکتر آقای جناب ارجمند اساتید از همچنین

مͬ�نمایم. تشͺر شدند پایان�نامه بیشتر غنای موجب خود نظرات با و کردند تقبل را پایان�نامه

امیدبخشوجودشان، گرمای و سرشار پاسعاطفه به عزیزم خواهران و برادران مادر، از مͬ�کنم تشͺر پایان در

نهایت حͺمت�جو بهمن آقای جناب از همچنین هستند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

دارم. را تشͺر

دی۱۳۹۲ام�ا಻ൾඁ౱نجاগدیओوزچال
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ଓฬپایان� از ग़قاീज़ଔࣇ඼යج
[1 ] Jahedi. O, (2013), ”A note on the class preserving automorphisms group”, The 23th

Iranian Algebra Seminar, Faculty of Computer and Mathematics, Khansar, Iran.



مقدمه

از α خودریختͬ مͬ�دهیم. نشان Aut(G) با را G خودریختͬ�های همه گروه باشد. گروه ͷی G کنید فرض

مجموعه�ی .x−١α(x)∈Z(G) ،x∈G هر برای که صورتͬ در گوییم مرکزی خودریختͬ ͷی را Aut(G)

است. Aut(G) نرمال زیرگروه ͷی مͬ�دهیم نشان Autcent(G) با را آن که G مرکزی خودریختͬ�های همه

،g ∈G هر برای که صورتͬ در گوییم تزویج رده حافظ خودریختͬ ͷی را Aut(G) از β خودریختͬ

ͷی مͬ�دهیم نشان Autc(G) با را آن که G تزویج رده حافظ خودریختͬ�های همه مجموعه�ی .β(g)∈ gG

است. Aut(G) نرمال زیرگروه

و G مانند محض ناآبلͬ گروه ͷی از مرکزی خودریختͬ�های گروه بین دادند، نشان [۴] ین١ و ادنͬ

دارد. وجود دوسویͬ تناظر ͷی Hom( G
γ٢(G) , Z(G))

خودریختͬ دارای که دارد وجود G متناهͬ گروه آیا �کرد، مطرح را سوال این [٨] برنساید٢ ،١٩١١ سال در

را G گروه و داد مثبت پاسخ سوال این به [٩] برنساید ،١٩١٣ سال در و باشد؟ داخلͬ غیر رده حافظ

که G متناهͬ گروه از مثالͬ [۴٠] وال٣ ،١٩۴٧ سال در . Autc(G) ̸= Inn(G) که کرد معرفͬ چنان

اول p) p۵ مرتبه از گروه�های [۴٢] یاداو۴ ،٢٠٠٨ سال در همچنین کرد. ارائه را Autc(G) ̸= Inn(G)

و [٣۶] ،[٢٧] ،[٢۴] ،[٢٠] ،[١٩] نویسندگان همین�طور کرد. بیان را Autc(G) ̸= Inn(G) که فرد)،

.Autc(G) ̸= Inn(G) که کردند ارائه p۶ مساوی بزرگتر مرتبه با گروه�هایͬ [٣٧]

[۴۵] ورمان۶ͬ و یاداو ،٢٠٠١ سال در و G متناهͬ ساده گروه هر برای [١٣] سیتز۵ و فیت ،١٩٨٨ سال در

جمله از دیͽری نویسندگان همچنین است. Autc(G) = Inn(G) که دادند نشان p۴ مرتبه از گروه هر برای

.Autc(G) = Inn(G) که کردند ثابت G از گروه�هایͬ برای [٣٩] و [٣٨] ،[٣٢] ،[٣١] ودا٧ و آنو

دارند خودریختͬ�هایͬ p-گروه�هایͬ، ”چه این�که، جمله از سوال�هایͬ طرح با [٢٨] مان٨ ، ١٩٩٩ سال در

از مثال�هایͬ [١٩] ٩ هینͺن ،١٩٨٠ سال در پرداخت. این�باره در بحث به نباشند؟” تزویج رده حافظ که

،١٩٩٢ سال در است. آورده را Aut(G) = Autc(G) که ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از G متناهͬ p-گروه�های

Aut(G) = Autc(G) �که ٣ پوچ�توانͬ رده�ی از G متناهͬ p-گروه�های از مثال�هایͬ [٢٧] مالینوسͺا١٠

همͺارانش و یاداو جمله از زیادی افراد توسط Aut(G) = Autcent(G) که G گروه است. آورده را
١Adney and Yen
٢Burnside
٣Wall
۴Yadav
۵Feit and Seitz
۶Vermani
٧Ono and Wada
٨Mann
٩Heineken
١٠Malinowska



د

که ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از p-گروه�هایͬ [۴٣] یاداو ،٢٠١١ سال در گرفت. قرار مطالعه مورد [٢٣] و [٢٢]

کرد. رده�بندی را Autcent(G) = Autc(G)

که است شده داده اختصاص قضایایͬ و تعاریف به اول، فصل مͬ�باشد. فصل چهار بر مشتمل پایان�نامه این

است. نیاز مورد بعدی فصل�های در

گرفته قرار مطالعه مورد تزویج رده حافظ خودریختͬ�های گروه و مرکزی خودریختͬ�های گروه دوم، فصل در

محض ناآبلͬ گروه ͷی از مرکزی خودریختͬ�های گروه بین مͬ�دهیم، نشان فصل این از اول بخش در است.

گروه بین مͬ�دهیم، نشان نیز دوم بخش در دارد. وجود دوسویͬ تناظر ͷی Hom( G
γ٢(G) , Z(G)) و G مانند

Hom( G
Z(G) , γ٢(G)) و ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از G مانند متناهͬ گروه ͷی از تزویج رده حافظ خودریختͬ�های

دارد. وجود تͺریختͬ ͷی

Autc(G) = Autcent(G)فرض در صادق G گروه�های فصل این در که است بخش دو شامل سوم، فصل

G متناهͬ ناآبلͬ یpͷ-گروه برای کافͬ و لازم شرط فصل، این از اول بخش در است. گفته قرار مطالعه مورد

باشد متناهͬ یpͷ-گروه G اگر داد، خواهیم نشان همچنین مͬ�کنیم بیان را Autc(G) = Autcent(G) که

معرفͬ به دوم بخش در است. زوج d(G) آنͽاه هستند تزویج رده حافظ آن مرکزی خودریختͬ�های گروه که

Autc(G) = Autcent(G) با را آن�ها ارتباط و پرداخته �ویژه فوق و ویژه کامینا١٢، ایزوکلینیسم١١، گروه�های

کرد. خواهیم بیان

در که p٧ مساوی کمتر مرتبه Gاز متناهͬ p-گروه�های بخشاول در بخشاستکه دو شامل نیز چهارم، فصل

Aut(G) = Autc(G)فرض با بخشدوم در و مشخصمͬ�کنیم را Autc(G)است = Autcent(G) آن مورد

تنها و اگر | G |= p٨ آنͽاه باشد، آبلͬ Aut(G) = Autc(G) صورتͬ�که در و | G |⩾ p٨ داد خواهیم نشان

.| Aut(G) |= p١٢ اگر

١١Isoclinism
١٢Camina
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ر مطالب فهرست

۶٨ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مͬ�آوریم. را بود خواهد نیاز مورد بعدی فصل������������������������������������های در که نتایجͬ و مفاهیم از برخͬ فصل این در

پوچ�توان گروه�های ١.١

سری باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.١.١ تعریف

١ = G٠ ≤ G١ ≤ . . . ≤ Gr = G

،١ ⩽ i ⩽ r ،i هر ازای به صورتͬ�که در گوییم مرکزی سری ͷی را
Gi

Gi−١
≤ Z(

G

Gi−١
).

مرکزی سری کوتاه�ترین طول باشد. داشته مرکزی سری ͷی هرگاه نامیم پوچ�توان �را G گروه .٢.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان c(G) با را آن و گوییم G پوچ�توانͬ رده را G

است. ١ حداکثر رده�ی از پوچ�توان گروه ͷی آبلͬ گروه هر .٣.١.١ مثال

است. پوچ�توان متناهͬ p-گروه هر .۴.١.١ لم

شود. رجوع ٢١٩ صفحه [٢] به برهان.

هستند. معادل زیر گزاره�های این�صورت در باشد. متناهͬ بدیهͬ غیر گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.١ قضیه

است. پوچ�توان G (١)

است. خود سیلوی زیرگروه�های مستقیم حاصل�ضرب G (٢)

شود. رجوع ٢٢٣ صفحه [٢] به برهان.



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١

و است پوچ�توان G
H این�صورت در ،H ⊴G و باشد پوچ�توان گروه ͷی G کنید فرض .۶.١.١ لم

.c(GH ) ⩽ c(G)

و x جابه�جاگر را x−١y−١xy این�صورت در .x, y ∈ G و باشد گروه ͷی G کنید فرض .٧.١.١ تعریف

نشان [x,G] با را {[x, g] | g ∈ G} ،x ∈ G برای به�علاوه مͬ�دهیم. نشان [x, y] علامت با و نامیده y

مͬ�دهیم.

.xG = [x] = {g−١xg | g ∈ G} .٨.١.١ توجه

.xG = x[x,G] ،x ∈ G هر برای این�صورت در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٩.١.١ توجه

تعریف زیر به�صورت را [H,K] باشند. G گروه از زیرگروه�هایͬ K و H کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

مͬ�کنیم.

[H,K] = ⟨{[h, k] | h ∈ H, k ∈ K}⟩.

استقرایͬ، صورت به و γ١(G) = G مͬ�کنیم، تعریف G گروه برای .١١.١.١ تعریف

سری این�صورت در .γn+١(G) = [γn(G), G]

G = γ١(G) ≥ γ٢(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ · · ·

گوییم. G پایینͬ مرکزی سری را

با و نامیده جابه�جاگر زیرگروه را G در [x, y] جابه�جاگرهای همه توسط شده تولید زیرگروه خاص، حالت در

دیͽر، عبارت به مͬ�دهیم. نشان γ٢(G)

γ٢(G) = [G,G] = G′ = ⟨{[x, y] | x, y ∈ G}⟩.

چنین استقرا به را G زیرگروه�های از {Zn(G)}n=٠ دنباله باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف

Z٠(G) = ١, Zn+١(G)
Zn(G)

= Z(
G

Zn(G)
).

سری به این�صورت در

١ = Z٠(G) ≤ Z١(G) ≤ · · · ≤ Zn(G) ≤ · · ·

گوییم. G بالایͬ مرکزی سری

هستند. معادل زیر گزاره�های این�صورت در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٣.١.١ قضیه

.γn+١(G) = ١ که، است موجود n طبیعͬ عدد کوچͺترین (١)



٣ پوچ�توان گروه�های .١.١

.c(G) = n (٢)

.Zn(G) = G که، است موجود n طبیعͬ عدد کوچͺترین (٣)

شود. رجوع ٣٨ صفحه [٢۵] به برهان.

.Zn(
G

Zm(G)) =
Zm+n(G)
Zm(G) این�صورت در .m,n ∈ N و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١۴.١.١ لم

شود. رجوع ١٢۵ صفحه [٣٣] به برهان.

تنها و اگر است n رده از پوچ�توان G این�صورت در باشد. نابدیهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۵.١.١ نتیجه

باشد. n− ١ رده از پوچ�توان G
Z(G) اگر

اگر تنها و اگر است n رده از پوچ�توان G بنابراین .Zn−١(
G

Z(G)) =
Zn(G)
Z(G) داریم ،١۴.١.١ لم به بنا برهان.

باشد. n− ١ رده از پوچ�توان G
Z(G)

است. دوری G این�صورت در باشد دوری G
G′ و پوچ�توان متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۶.١.١ لم

شود. رجوع ٢٧١ صفحه [٣۴] به برهان.

این�صورت، در .x, y, z∈G و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١٧.١.١ لم

.[xy, z] = [x, z]y[y, z] (١)

.[x, yz] = [x, z][x, y]z (٢)

.[x−١, y] = ([x, y]−١)x
−١ (٣)

.[x, y−١] = ([x, y]−١)y
−١ (۴)

شود. رجوع ١٢٣ صفحه [٣٣] به برهان.

،x, y, z∈G هر برای این�صورت در .γ٢(G) ≤ Z(G) و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١٨.١.١ لم

.[xy, z] = [x, z][y, z] (١)

.[x, yz] = [x, y][x, z] (٢)

است. واضح قبل لم به بنا برهان.

است. G زیرگروه [x,G] آنͽاه باشد، ٢ رده از پوچ�توان گروه ͷی G اگر .١٩.١.١ لم



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١

،[x, g], [x, h] ∈ [x,G] هر برای برهان.

[x, g][x, h]−١ = [x, g]h−١[x, h−١]h.

[x, g][x, h]−١ = [x, g][x, h−١] بنابراین و �[x, h−١] ∈ Z(G) لذا است ٢ رده از پوچ�توان G چون

.[x, g][x, h]−١ ∈ [x,G] بنابراین . [x, g][x, h−١] = [x, gh−١] ،١٨.١.١ لم به بنا نتیجه در

فراتینͬ زیرگروه ١.١.١

نشان Φ(G) با و مͬ�نامیم G فراتینͬ زیرگروه را G ماکزیمال زیرگروه�های همه اشتراک .٢٠.١.١ تعریف

متناهͬ گروه�های برای .Φ(G) = G مͬ�کنیم قرارداد باشد ماکزیمال زیرگروه فاقد G هرگاه مͬ�دهیم.

.Φ(G) ̸= G

G = ⟨C,D⟩ اگر این�صورت، در .D ⊆ Φ(G) ،C ⊆ G و باشد متناهͬ Gیͷگروه فرضکنید .٢١.١.١ لم

.G = ⟨C⟩ آنͽاه

شود. رجوع ٢٣٣ صفحه [٢] به برهان.

.Φ(H ×K) ≤ Φ(H)× Φ(K) آنͽاه ،H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G اگر .٢٢.١.١ لم

شود. رجوع ٣٢۶ صفحه اول جلد [٣] به برهان.

اگر تنها و اگر است Gپوچ�توان این�صورت در باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه

.G′ ≤ Φ(G)

شود. رجوع ٢٣۴ صفحه [٢] به برهان.

که Φ(G) = G′Gp این�صورت در باشد. متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٢۴.١.١ قضیه

.Gp = ⟨gp | g ∈ G⟩

شود. رجوع ٢٣۴ صفحه [٢] به برهان.

است. مقدماتͬ آبلͬ G
Φ(G) آنͽاه باشد، متناهͬ p-گروه ͷی G اگر .٢۵.١.١ نتیجه

آبلͬ G اگر تنها و اگر Φ(G) = ١ این�صورت در باشد. متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٢۶.١.١ لم

باشد. مقدماتͬ

شود. رجوع ٢٧٠ صفحه [٣۴] به برهان.



۵ خودریختͬ�ها و همریختͬ�ها .٢.١

.Φ(GN ) = Φ(G)
N آنͽاه ،N ≤ Φ(G) اگر این�صورت در .N⊴G و باشد گروه ͷیG فرضکنید .٢٧.١.١ لم

شود. رجوع [٢] به برهان.

در .| G
Φ(G) |= pr و باشد متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض برنساید). پایه (قضیه .٢٨.١.١ قضیه

d(G)) d(G) = r و مͬ�کند تولید را G که دارد عضو r با مجموعه�ای زیر ،G مولد مجموعه هر این�صورت

است). مینیمال مولد مجموعه ͷی در عناصر تعداد

شود. رجوع ٢٣۵ صفحه [٢] به برهان.

در .H ⊴G و باشد مینیمال مولد مجموعه ͷی در عناصر تعداد d و گروه ͷی G کنید فرض .٢٩.١.١ لم

این�صورت،

.d(GH ) ⩽ d(G) (١)

.d(G) = d( G
Φ(G)) (٢)

خودریختͬ�ها و همریختͬ�ها ٢.١

همه مجموعه این�صورت، در باشد. آبلͬ گروه ͷی H و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

Hom(G,H) که داد نشان مͬ�توان به�راحتͬ مͬ�دهیم. نشان Hom(G,H) با را H به G از همریختͬ�ها

است. آبلͬ گروه ͷی زیر عمل با همراه

.(fg)(x) = f(x)g(x) ،x ∈ G هر و f, g ∈ Hom(G,H) هر برای

این�صورت، در باشد. آبلͬ گروه ͷی H و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .٢.٢.١ لم

Hom(G,H) ∼= Hom(
G

γ٢(G)
,H).

ازای به بنابراین .γ٢(G) ≤ Kerf̄ این�صورت در باشد. همریختͬ ͷی f̄ : G −→ H کنید فرض برهان.

براحتͬ .f̄(x) = f(xγ٢(G)) که مͬ�شود القا f : G
γ٢(G) −→ H مانند همریختͬ ͷی f̄ مانند همریختͬ هر

که مͬ�شود ثابت

φ : Hom(G,H) −→ Hom(
G

γ٢(G)
f̄ 7→f

,H)

است. یͺریختͬ

این�صورت، در باشد. دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .٣.٢.١ نتیجه

Hom(G,Z(G)) ∼= Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G)).



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١

Hom(G,Z(G)) در آن متناظر همریختͬ f̄ و همریختͬ ͷی f : G
γ٢(G) −→ Z(G) اگر .۴.٢.١ توجه

f̄ جای به مͬ�توان شود ایجاد مشͺلͬ اینͺه بدون لذا و f̄(x) = f(xγ٢(G)) ،x ∈ G هر برای آنͽاه باشد،

کرد. استفاده f همان از

این�صورت، در باشند. n و m مرتبه از ترتیب به دوری گروه دو Cn و Cm کنید فرض .۵.٢.١ لم

است. d مرتبه از دوری گروه ͷی Cd و d = (n,m) که Hom(Cn, Cm) ∼= Cd

و باشند n و m مرتبه از ترتیب به دوری گروه دو Cn = ⟨x⟩ و Cm = ⟨y⟩ کنید فرض برهان.

که مͬ�شود ثابت صورت این در باشد. همریختͬ ͷی φi : Cn −→ Cm
x 7→yi

ψ : Hom(Cn, Cm) −→ Cd
φi 7→i

است. یͺریختͬ

این�صورت، در باشند. متناهͬ آبلͬ گروه�های C و B ،A کنید فرض .۶.٢.١ لم

Hom(A×B,C) ∼= Hom(A,C)×Hom(B,C)�� � (الف)

Hom(A,B × C) ∼= Hom(A,B)×Hom(A,C) (ب)

شود. رجوع ٣٣٨ صفحه [٣۵] به برهان.

این�صورت، در .A ∼= B ������که باشند متناهͬ آبلͬ گروه�های C و B ،A کنید فرض .٧.٢.١ لم

.Hom(A,C) ∼= Hom(B,C)

این�صورت، در باشند. متناهͬ آبلͬ گروه�های B و A کنید فرض .٨.٢.١ لم

.Hom(A,B) ∼= Hom(B,A)

مͬ�شود. حاصل نتیجه ۶.٢.١ و ۵.٢.١ لم�های از استفاده با برهان.

این�صورت، در .B ≤ C و باشند متناهͬ آبلͬ گروه�های C و A کنید فرض .٩.٢.١ لم

.| Hom(A,B) |⩽| Hom(A,C) |

درونریختͬ ͷی را G به G از همریختͬ هر این�صورت، در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. G

خودریختͬ ͷی را G به G از یͺریختͬ هر این�صورت، در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

که مͬ�دهد تشͺیل گروه ͷی توابع ترکیب عمل با G خودریختͬ�های همه مجموعه�ی به�علاوه مͬ�نامیم. G

مͬ�دهیم. نشان Aut(G) با و مͬ�نامیم G خودریختͬ�های گروه را آن



٧ خودریختͬ�ها و همریختͬ�ها .٢.١

.Aut(G) ̸= ١ �این�صورت در ،| G |> ٢ و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١٢.٢.١ لم

شود. رجوع ١٠۵ صفحه [١] به برهان.

باشد. نرمالش زیرگروه دو مستقیم حاصل�ضرب به G از تجزیه�ای G = H ×K کنید فرض .١٣.٢.١ قضیه

این�صورت، در

،Aut(H)×Aut(K) ↪→ Aut(G) (١)

.Aut(H)×Aut(K) ∼= Aut(G) آنͽاه (| H |, | K |) = ١ و باشد متناهͬ G اگر (٢)

شود. رجوع ١۴٢ صفحه [٢] به برهان.

با ig : G −→ G نͽاشت این�صورت در .g ∈ G و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

همه مجموعه همچنین مͬ�نامیم. G داخلͬ خودریختͬ را آن که است G خودریختͬ ͷی ig(x) = xg ضابطه

G داخلͬ خودریختͬ�های گروه را آن که مͬ�دهد Aut(G) از زیرگروهͬ تشͺیل ،G داخلͬ خودریختͬ�های

مͬ�دهیم. نشان Inn(G) با و مͬ�نامیم

. G
Z(G)

∼= Inn(G) و Inn(G)⊴Aut(G) ،G گروه برای .١۵.٢.١ لم

شود. رجوع ١٠٠ صفحه [١] به برهان.

گوییم نرمال را α این�صورت، در باشد. G درونریختͬ ͷی α و گروه ͷی G کنید فرض .١۶.٢.١ تعریف

شود. جابه�جا G داخلͬ خودریختͬ هر با α هرگاه

طبیعͬ عدد هرگاه گوییم پوچ�توان را α این�صورت، در باشد. G درونریختͬ α کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف

.αm = ٠ که، باشد داشته وجود m مانند

ͷی f و کرده صدق نرمال زیرگروه�های بر افزایشͬ(کاهشͬ) زنجیر شرط در G کنید فرض .١٨.٢.١ لم

یͷبروریختͬ(تͺریختͬ) f اگر تنها و اگر است یͷخودریختͬ f این�صورت در Gباشد. درونریختͬ(نرمال)

باشد.

شود. رجوع [١٧] به برهان.

در باشد. G نرمال درونریختͬ ͷی α و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض :(͹فیتین (لم .١٩.٢.١ قضیه

زیرگروه دو مستقیم حاصل�ضرب به مͬ�توان را G آنͽاه پوچ�توان، نه و باشد خودریختͬ نه α اگر این�صورت،

.(∃k : G = Imαk ×Kerαk) کرد. تجزیه بدیهͬ�اش غیر

شود. رجوع ١١۴ صفحه [٢] به برهان.
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مرتبه اگر این�صورت در .a ∈ G و باشد بدیهͬ غیر متناهͬ آبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١.٣.١ قضیه

.G = ⟨a⟩ ×H که دارد H مانند زیرگروهͬ G آنͽاه باشد، ناکمتر G عضو هر مرتبه از a

شود. رجوع ١٢۶ صفحه [٢] به برهان.

به مͬ�توان را بدیهͬ غیر متناهͬ آبلͬ گروه هر متناهͬ). آبلͬ گروه�������های در تجزیه (وجود .٢.٣.١ نتیجه

اول عدد ͷی از مثبتͬ توان آن�ها از ͷی هر مرتبه که آن دوری زیرگروه�های از تعدادی مستقیم حاصل�ضرب

کرد. تجزیه است

G
Z(G) = Cpm١×· · ·×Cpmd و باشد ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از متناهͬ Gیpͷ-گروه فرضکنید تعریف٣.٣.١.

مͬ�شود. گفته G
Z(G) پایاهای pmdو . . . ،pm١ به .m١ ⩾ m٢ ⩾ · · · ⩾ md ⩾ ١ که

زیرگروه و Ωm(G) با را ⟨x ∈ G : xp
m
= ١⟩ زیرگروه ،G متناهͬ p-گروه برای .۴.٣.١ تعریف

است. مثبت صحیح عدد m و اول صحیح عدد p که مͬ�دهیم، نشان Ωm(G) با را ⟨xpm : x ∈ G⟩

این�صورت، در باشند. متناهͬ p-گروه�هایͬ ،K و H کنید فرض .۵.٣.١ لم

.Ωm(H ×K) = Ωm(H)× Ωm(K) (١)

.Ωm(H ×K) = Ωm(H)× Ωm(K) (٢)

(١) برهان.

Ωm(H ×K) = ⟨(h, k) ∈ H ×K | (h, k)pm = ١⟩

= ⟨(h, k) ∈ H ×K | (hpm , kpm) = ١⟩

= ⟨(h, k) ∈ H ×K | hpm = ١, kpm = ١⟩

= ⟨h ∈ H | hpm = ١⟩ × ⟨k ∈ K | kpm = ١⟩

= Ωm(H)× Ωm(K).
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(٢)

Ωm(H ×K) = ⟨(h, k)pm |(h, k) ∈ H ×K⟩

= ⟨(hpm , kpm)|h ∈ H, k ∈ K⟩

= ⟨hpm |h ∈ H⟩ × ⟨kpm |k ∈ K⟩

= Ωm(H)× Ωm(K).

فرضوجود) (با G از تجزیه�ای G = ⟨a١⟩× · · ·×⟨at⟩ و باشد آبلͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .۶.٣.١ لم

،m طبیعͬ عدد هر ازای به این�صورت در باشد. G بدیهͬ غیر دوری زیرگروه t مستقیم حاصل�ضرب به

Ωm(G) = ⟨ap
m

١ ⟩ × · · · × ⟨ap
m

t ⟩,

آنͽاه، pni =| ai | آن در که pm | pni ،١ ⩽ i ⩽ t ،i هر ازای به و باشد متناهͬ G اگر به�علاوه،

Ωm(G) = ⟨ap
n١−m

١ ⟩ × · · · × ⟨ap
nt−m

t ⟩.

بنابراین،

| Ωm(G) |= (pm)t.

شود. رجوع ١٢٨ صفحه [٢] به برهان.

.Ωm(G) ∼= G
Ωm(G) این�صورت، در باشد. متناهͬ آبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٧.٣.١ لم

و باشد دوری زیرگروه�های مستقیم حاصل�ضرب به G تجزیه G = ⟨a١⟩ × · · · × ⟨at⟩ کنید فرض برهان.

حال . m ⩾ ni ،s < i ⩽ t ،i برای و m < ni ،s < t که ١ ⩽ i ⩽ s ،i برای کنید فرض .| ai |= pni

و Ωm(⟨ai⟩) = ⟨ai⟩ ،s < i ⩽ t برای لذا Ωm(⟨ai⟩) = ١ و Ωm(⟨ai⟩) = ⟨ai⟩ ،m ⩾ ni برای چون

قبل، لم به بنا .Ωm(⟨ai⟩) = ١

Ωm(G) = ⟨ap
m

١ ⟩ × · · · × ⟨apms ⟩ × ١× · · · × ١,

Ωm(G) = ⟨ap
n١−m

١ ⟩ × · · · × ⟨apns−m

s ⟩ × ⟨as+١⟩ × · · · × ⟨at⟩.

نتیجه، در

G

Ωm(G)
=

⟨a١⟩ × · · · × ⟨as⟩ × · · · × ⟨at⟩
⟨ap

m

١ ⟩ × · · · × ⟨ap
m

s ⟩ × ١ · · · × ١
∼=

⟨a١⟩
⟨ap

m

١ ⟩
× · · · × ⟨as⟩

⟨ap
m

s ⟩
× ⟨as+١⟩

١ × · · · × ⟨at⟩
١ .
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،١ ⩽ i ⩽ s ،i هر برای لذا است برابر ⟨ai⟩
⟨ap

m

i ⟩
و ⟨apni−m

i ⟩ مرتبه چون

⟨ap
ni−m

i ⟩ ∼=
⟨ai⟩
⟨ap

m

i ⟩
,

بنابراین، . ⟨ai⟩١ ∼= ⟨ai⟩ ،s < i ⩽ t برای همچنین

Ωm(G) ∼=
G

Ωm(G)
.

این�صورت، در باشد. متناهͬ آبلͬ یpͷ-گروه B و pm مرتبه از دوری گروه ͷی Cpm فرضکنید .٨.٣.١ لم

.|Hom(Cpm , B)| = |Hom(Cpm ,Ωm(B))|

است pm مرتبه از حداکثر x و |f(x)| | |x| چون باشد. همریختͬ ͷی f : Cpm −→ B
x 7→f(x)

کنید فرض برهان.

نشان مͬ�توان به�راحتͬ حال است. همریختͬ ͷی f̄ : Cpm −→ Ωm(B)
x7→f(x)

نتیجه در .Imf ⊆ Ωm(B) لذا

داد

φ : Hom(Cpm , B) −→ Hom(Cpm ,Ωm(B))
f 7→f̄

است. یͺریختͬ

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به G نمای .٩.٣.١ تعریف

exp(G) =Min{t | t ∈ N, xt = e, ∀x ∈ G}

.exp(H ×K) = [exp(H), exp(K)] این�صورت در باشند. گروه دو ،K و H کنید فرض .١٠.٣.١ لم

مشترک). مضرب کوچͺترین یعنͬ ،[])

�.exp(H) | exp(G) این�صورت در H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنید فرض .١١.٣.١ لم

pc توسط که باشد مرتبه�ای از دوری A و باشد pc نمای از آبلͬ p-گروه ͷی K کنید فرض .١٢.٣.١ لم

.Hom(K,A) ∼= K این�صورت در مͬ�شود. شمرده

کنید، فرض لذا است آبلͬ p-گروه ͷی K چون برهان.

K = Cpm١ × · · · × Cpmt ,
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A = ⟨x⟩ کنید فرض .pmi ⩽ pc بنابراین است. pc برابر آن عناصر مرتبه ماکزیمم لذا exp(K) = pc چون

،۵.٢.١ و ۶.٢.١ لم�های به بنا .pc | pn که، باشد pn مرتبه از دوری

Hom(K,A) ∼= Hom(Cpm١ × · · · × Cpmt , ⟨x⟩)

∼= Hom(Cpm١ , ⟨x⟩)× · · · ×Hom(Cpmt , ⟨x⟩)

∼= C(pm١ ,pn) × · · · × C(pmt ,pn)

pmi⩽pc⩽pn∼= Cpm١ × · · · × Cpmt = K.

مͬ�شود برایAگفته مینیمال پایه ͷی ،A متناهͬ آبلͬ گروه� از {y١, . . . , yd} زیرمجموعه به تعریف١٣.٣.١.

هرگاه،

|⟨yd⟩| > ١ ،A = ⟨y١⟩ × ⟨y٢⟩ × · · · × ⟨yd⟩

.|yi| | |yi−١| ،١ ⩽ i ⩽ d ،i هر برای و

مولد ،٢ پوچ�توانͬ رده�ی از G متناهͬ p-گروه از {x١, . . . , xd} مینیمال مولد مجموعه .١۴.٣.١ تعریف

برای مینیمال پایه ͷی ، x̄i = xiZ(G) که {x̄١, . . . , x̄d} مجموعه هرگاه مͬ�شود گفته مشخص مینیمال

باشد. G
Z(G)

.B ≤ A که باشند G گروه از زیرگروه�هایͬ C و B ،A کنید فرض ددکیند): مدولͬ (قانون .١۵.٣.١ قضیه

.A ∩ (BC) = B(A ∩ C) این�صورت در

چون .a = bd که، دارند وجود d ∈ A ∩ C و b ∈ B این�صورت در ،a ∈ B(A ∩ C) کنید فرض برهان.

b ∈ B و d ∈ C همچنین .a = bd ∈ A بنابراین d ∈ A پس d ∈ A ∩ C طرفͬ از .b ∈ A لذا B ≤ A

.B(A ∩ C) ⊆ A ∩ (BC) بنابراین ،a ∈ A ∩ (BC) نتیجه در و a ∈ BC پس

چون .a = bc که، دارند وجود c ∈ C و b ∈ B این�صورت در a ∈ A ∩ (BC) کنید فرض برعͺس،

.A ∩ (BC) ⊆ B(A ∩ C) بنابراین ،a ∈ B(A ∩ C) نتیجه در و b−١a = c ∈ A ∩ C لذا B ≤ A

این�صورت در باشد. G ماکزیمال زیرگروه ͷی M و متناهͬ آبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١۶.٣.١ لم

.M = H × Cpi و G = H × Cpi+١ که دارند وجود i مثبت صحیح عدد و G از H زیرگروه

مͬ�کنیم. ثابت را حͺم ،|G| ⩾ p مرتبه روی استقرا با برهان.

|G| > p کنید فرض بنابراین است. برقرار لم که است بدیهͬ ،|G| = p اگر .|G| ̸= ١ لذا M < G چون
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باشد. G نمای q = pe کنید فرض باشد. برقرار |G| از اکید کمتر مرتبه با متناهͬ p-گروه هر برای نتیجه و

که دارد وجود G از I زیرگروه ،١.٣.١ قضیه به بنا باشد، q مرتبه با y ∈ G کنید فرض . q > ١ لذا G ̸= ١

مͬ�گیریم. نظر در را زیر حالت دو حال .|I| < |G| لذا |⟨y⟩| > ١ چون .G = ⟨y⟩ × I

M = ⟨y⟩×(M∩I) مدولͬ قانون از استفاده با لذا ⟨y⟩ ⊆M این�صورت در .y ∈M فرضکنید اول: حالت

فرض از استفاده با پس ،|I| < |G| چون است. I ماکزیمال Mزیرگروه ∩ I لذا، p = |G|
|M | =

|I|
|I∩M | چون و

x این با لذا . M ∩ I = J × ⟨xp⟩ و I = J × ⟨x⟩ که دارند وجود x ∈ I عنصر و J < I زیرگروه استقرا

.M = H × ⟨xp⟩ و G = H × ⟨x⟩ ،G از H = J × ⟨y⟩ زیرگروه و

نمای q برابر x١ مرتبه که باشد G برای مینیمال پایه�ای {x١, x٢, . . . , xd} و y /∈M کنید فرض دوم: حالت

زیرگروه در مشمول پس نیست G در q مرتبه از عنصری شامل M چون است. G

K = ⟨xp١⟩ × ⟨x٢⟩ × . . .× ⟨xd⟩

گرفتن نظر در با حال .M = K لذا است ماکزیمال G Mدر چون مͬ�باشد. G در pاندیس دارای که است

.M = H × ⟨xp⟩ و G = H × ⟨x⟩ داریم H = ⟨x٢⟩ × . . .× ⟨xd⟩ و x = x١

سره زیرگروه ͷی با یͺریخت A که باشند متناهͬ آبلͬ p-گروه�های ،D و C ،B ،A کنید فرض .١٧.٣.١ لم

این�صورت، در است. D از سره زیرگروه ͷی با یͺریخت C و B از

|Hom(A,C)| < |Hom(B,D)|.

پس هستند سره C١ و A١ چون .C١ < D که C ∼= C١ و A١ < B که A ∼= A١ کنید فرض برهان.

،١۶.٣.١ لم به بنا .C١ ≤ N و A١ ≤ M که، دارند وجود D از N و B از M ماکزیمال زیرگروه�های

و M ∼= E × Cpi به�طوری�که دارند وجود j و i نامنفͬ صحیح�های و D از F زیرگروه و B از E زیرگروه

.D ∼= F × Cpj+١ و N ∼= F × Cpj همچنین و B ∼= E × Cpi+١

،۶.٢.١ لم به بنا

Hom(M,N) ∼= Hom(E,F )×Hom(E,Cpj )×Hom(F,Cpi)×Hom(Cpi , Cpj )

و

Hom(B,D) ∼= Hom(E,F )×Hom(E,Cpj+١)×Hom(F,Cpi+١)×Hom(Cpi+١ , Cpj+١)

چون،

|Hom(E,Cpj )| ⩽ |Hom(E,Cpj+١)|,

و

|Hom(F,Cpi)| ⩽ |Hom(F,Cpi+١)|,
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و

|Hom(Cpi , Cpj )| < |Hom(Cpi+١ , Cpj+١)|,

لذا،

|Hom(M,N)| < |Hom(B,D)|.

،٩.٢.١ و ٧.٢.١ لم�های از استفاده با حال

|Hom(A,C)| = |Hom(A١, C١)| ⩽ |Hom(M,N)|.

بنابراین،

|Hom(A,C)| < |Hom(B,D)|.

زیر گزاره�های این�صورت در باشد. ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١٨.٣.١ لم

برقرارند.

گروه�های از مستقیم حاصل�ضرب به G
Z(G) تجزیه در و exp(γ٢(G)) = exp( G

Z(G)) ،(١ͬͽموری (لم (١)

دارد. وجود ماکزیمم مرتبه از عامل دو حداقل دوری،

است. γ٢(G) در مشمول G نابدیهͬ نرمال زیرگروه [x,G] ،x ∈ G− Z(G) هر برای (٢)

است. x̄ = xZ(G) ∈ G
Z(G) مرتبه با برابر [x,G] زیرگروه نمای ،x ∈ G− Z(G) هر برای (٣)

.[x, y]pc = ١ ،x, y ∈ G هر برای نما، تعریف طبق لذا باشد pc برابر γ٢(G)نمای فرضکنید (١) برهان.

بنابراین xpc ∈ Z(G) نتیجه در .[xpc , y] = ١ ،١٨.١.١ لم به بنا لذا است ٢ رده از G چون

pc برابر G
Z(G) عضو هر مرتبه حداکثر پس است دلخواه x چون .xpcZ(G) = Z(G) = ١ G

Z(G)

فرض باشد. نمͬ�تواند pc از کمتر مͬ�کنیم ادعا است. pc مساوی یا کمتر G
Z(G) نمای بنابراین است.

نتیجه در xpbZ(G) = Z(G) این�صورت در .b < c و باشد pb برابر G
Z(G) نمای خلف) کنید(فرض

است آبلͬ γ٢(G) چون و [x, g]p
b
= ١ لذا .[xpb , g] = ١ ،g ∈ G هر برای بنابراین xpb ∈ Z(G)

،γ٢(G) از [x١, y١] · · · [xt, yt] دلخواه عضو هر برای لذا

([x١, y١] · · · [xt, yt])p
b
= [x١, y١]

pb · · · [xt, yt]p
b
= ١.

exp(γ٢(G)) = pc فرض با متناقض این و b < c که است pb مساوی یا کمتر γ٢(G) نمای لذا

.exp(γ٢(G)) = exp( G
Z(G)) بنابراین و باشد pc برابر باید

G
Z(G) نمای نتیجه در است.

١Morigi
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و exp(γ٢(G)) = exp( G
Z(G)) = pm کنید فرض دوم، قسمت اثبات برای حال

pm مرتبه از عامل دو حداقل G
Z(G) این�صورت در .x̄i = xiZ(G) که G

Z(G)
∼= ⟨x̄١⟩ × · · · × ⟨x̄t⟩

و xZ(G) = xk١١ · · ·xktt Z(G) ،x, y ∈ G هر برای این�صورت غیر در زیرا دارد

و x = xk١١ · · ·xktt g که، دارند وجود g, g′ ∈ Z(G) نتیجه در . yZ(G) = x
k′١
١ · · ·xk

′
t

t Z(G)

مرتبه اگر لذا و [x, y] =
∏

i̸=j [x
ki
i , x

k′j
j ] بنابراین است ٢ رده از G چون . y = x

k′١
١ · · ·xk

′
t

t g
′

متناقض این و ١ = [xkii , (x
k′j
j )p

n︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)

] = [xkii , x
k′j
j ]p

n آنͽاه ،n < m که باشد pn برابر G
Z(G) عامل�های

است. γ٢(G) نمای با

است. واضح (٢)

کنید فرض .xpc ∈ Z(G) این�صورت در باشد. pc برابر x̄ = xZ(G) مرتبه کنید فرض (٣)

،١٨.١.١ لم به بنا لذا است ٢ رده از G چون باشد. دلخواه عنصر ͷی [x, g] ∈ [x,G]

از کمتر مͬ�کنیم ادعا است. pc مساوی یا کمتر [x,G] نمای بنابراین .[x, g]pc = [xp
c
, g] = ١

،g ∈ G هر برای این�صورت در .b < c که باشد [x,G] نمای pb کنید فرض باشد. نمͬ�تواند pc

برابر [x,G] نمای بنابراین است. x̄ مرتبه با متناقض xpb،که ∈ Z(G) لذا .[xpb , g] = [x, g]p
b
= ١

است. pc

گروه دو K = Cm١ × Cm٢ × · · · × Cms و H = Cn١ × Cn٢ × · · · × Cnr کنید فرض .١٩.٣.١ لم

K از زیرگروهͬ با H این�صورت در .ni|mi ،١ ⩽ i ⩽ r برای و r ⩽ s کنید فرض باشند. متناهͬ آبلͬ

است. یͺریخت

دوری γ٢(G) این�صورت در باشد. ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از ٢-مولدی گروه ͷی G کنید فرض .٢٠.٣.١ لم

است.

شود. رجوع ٣٣۴ صفحه [۶] به برهان.

در .x ∈ X و کند عمل X مجموعه بر G گروه کنید فرض مدار-پایدارساز): (قضیه .٢١.٣.١ قضیه

دارد. وجود G در St(x) راست هم�دست�های همه مجموعه��ی و Orb(x) بین ͷبه�ی�ͷی تناظری این�صورت

.|G : St(x)| = |Orb(x)| آنͽاه باشد متناهͬ OrbG(x) اگر بالاخص،

شود. رجوع ٣۴ صفحه [٢] به برهان.

.StG(x) = CG(x)و OrbG(x) = xG آنͽاه باشد، تزویج عمل اگر .٢٢.٣.١ توجه



١۵ گپ �افزار نرم با مختصری آشنایͬ .۴.١

گپ �افزار نرم با مختصری آشنایͬ ۴.١

است شده گرفته Programming و Algorithms ،Groups کلمات ابتدای از که گپ٢[١۵] عبارت
توسعه۶ قابل و آزاد۵ باز۴، به�صورت �افزارها نرم از بسته٣ ͷی گپ مͬ�باشد. گروه�ها نظریه محاسباتͬ سیستم

کاربر و بوده رایͽان برنامه این که است مفهوم این به آزاد عبارت است. مجرد جبر در محاسبات انجام برای

باز کاربر برای تغییر و امتحان برای برنامه�ها تمام و دهد انتقال خود عامل سیستم به را آن آزادی به مͬ�تواند

مشخص برنامه�های گپ برنامه از استفاده با است قادر کاربر که است معنا آن به پذیر توسعه مفهوم مͬ�باشند.

١٩٨۵ سال در گپ برنامه نوشتن کند. استفاده گپ برنامه از جدیدی بسته به�عنوان آن�ها از و نوشته را خود

این از ٣.١ نسخه و ١٩٨٨ سال در برنامه این از ٢.۴ نسخه شد. آغاز JoachimNeubuser سرپرستͬ تحت

صورت گپ از برنامه�ها تͺمیل و کامل بازنویسͬ ͷی بعد سال�های در گردید. منتشر ١٩٩٢ سال در برنامه

سال�های در برنامه این از دیͽری نسخه�های شد. منتشر ١٩٩٩ سال در برنامه این از ۴.١ نسخه و گرفت

www.gap.system.org سایت از مͬ�توان را �افزار نرم این در تغییرات جدیدترین است. گردیده منتشر اخیر

مͬ�باشد. بسته�ها و مرکزی٧ هسته�ی اصلͬ، بخش دو دارای گپ برنامه آورد. به�دست

مͬ�شود. تقسیم قسمت چهار به خود مرکزی هسته •

است. شده نوشته C برنامه در که هسته٨ (١)

مͬ�باشد. دیͽر محاسبات و جبری ابزار که گپ توابع از بزرگ مجموعه ͷی (٢)

گروه�های مجموعه گروه�ها، از نسخه�هایͬ شامل که گروه�ها نظریه اطلاعات از مجموعه ͷی (٣)

مجموعه است. غیره و (١٠٢۴ مرتبه از گروه استثنای ٢٠٠٠(به از کمتر مرتبه از متناهͬ

آورد. به�دست بسته�ها طریق از مͬ�توان را گروه�ها از بزرگتر

دسترس در متنͬ فایل و pdf به��صورت مستندات این گپ. �افزار نرم از استفاده به مربوط متن�های (۴)

مͬ�باشند.

دستور توسط بسته�ها این دارند. را گپ هسته به الحاق توانایͬ که هستند برنامه�هایͬ گپ بسته�های •

استفاده آن�ها امͺانات و اطلاعات از مͬ�توان این�صورت در و مͬ�شوند فراخوانͬ LoadPackage

فعال گپ برنامه کار به شروع با بسته�ها این از نوع ͷی مͬ�باشند. متداول شͺل دو به بسته�ها کرد.
٢GAP
٣Package
۴Open-source
۵Free
۶Extensible
٧Core
٨Kernel



١۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١

در هستند وابسته خروجͬ برنامه�های به چون ،GRAPE و nq مانند بسته�ها از دیͽر نوع مͬ�شود.

GRAPE بسته که داشت توجه باید مͬ�شوند. فعال یونیͺس٩) خاصͬ(معمولا عامل های سیستم

قابل لینوکس١١ عامل سیستم در فقط آن امͺانات تمام اما مͬ�شود فعال ویندوز١٠ عامل سیستم در

است. استحصال

٩Unix
١٠Windows
١١Linux



٢ فصل

خودریختͬ�ها گروه از زیرگروه�هایͬ

ارتباط سپس و پرداخته مرکزی خودریختͬ�های گروه معرفͬ به اول بخش در است. بخش دو شامل فصل این

خودریختͬ�های گروه دوم بخش در مͬ�کنیم. بیان )Homرا G
γ٢(G) , Z(G)) با G مرکزی خودریختͬ�های گروه

کرد. خواهیم بیان Hom( G
Z(G) , γ٢(G)) با را آن ارتباط و کرده معرفͬ را G تزویج رده حافظ

است. شده گرفته [۴۴] و [۴٢] از فصل این مطالب

مرکزی خودریختͬ�های ١.٢

هرگاه گوییم مرکزی خودریختͬ را G گروه از α خودریختͬ باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.١.٢ تعریف

نشان Autcent(G) با را G مرکزی خودریختͬ�های همه مجموعه .g−١α(g) ∈ Z(G) ،g ∈ G هر برای

مͬ�دهیم.

Autcent(G) = {α ∈ Aut(G) : g−١α(g) ∈ Z(G), ∀g ∈ G}

است. گروه ͷی توابع ترکیب عمل با همراه Autcent(G)

این�صورت، در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.٢ لم

.Autcent(G)⊴Aut(G) (الف)

.Autcent(G) = CAut(G)(Inn(G)) (ب)

.α−١βα ∈ Autcent(G) مͬ�دهیم نشان β ∈ Autcent(G) هر برای و α ∈ Aut(G) هر برای برهان.(الف)

.g−١(α−١βα)(g) ∈ Z(G) ،g∈G هر برای دهیم نشان است کافͬ تعریف طبق

مͬ�شود. حاصل نظر مورد نتیجه بنابراین .g−١(α−١βα)(g) = α−١(α(g)−١β(α(g))︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)

)

١٧



١٨ خودریختͬ�ها گروه از زیرگروه�هایͬ .٢

.CAut(G)(Inn(G)) = {α ∈ Aut(G); igα = αig, ∀g∈G}:یادآوری (ب)

. α∈Aut(G) کنید فرض

α ∈ CAut(G)(Inn(G)) ≡ ∀g∈G,αig = igα

≡ ∀x∈G, αig(x) = igα(x)

≡ ∀x∈G, α(g−١xg) = g−١α(x)g

≡ ∀x∈G, α(g−١)α(x)α(g) = g−١α(x)g

≡ ∀x∈G, gα(g−١)α(x) = α(x)gα(g−١)

≡ ∀g∈G, gα(g−١) ∈ Z(G) ≡ α ∈ Autcent(G).

.Z(Inn(G)) ≤ Autcent(G) .٣.١.٢ نتیجه

.Autcent(G) = Aut(G) آنͽاه باشد، آبلͬ Aut(G) اگر .۴.١.٢ نتیجه

αf : G −→ G این�صورت، در .f ∈ Hom(G,Z(G)) و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.٢ لم

هر برای اگر تنها و اگر است خودریختͬ ͷی αf به�علاوه، است. همریختͬ ͷی αf (x) = xf(x) ضابطه با

.f(x) ̸= x−١ ،x ∈ G

است. واضح ،١٨.٢.١ لم به بنا نیز قسمتدوم است. واضح αf بودن همریختͬ خوشتعریفو برهان.

این�صورت، در باشد. G مرکزی خودریختͬ ͷی α و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۶.١.٢ لم

مͬ�برد. ١ به را γ٢(G) که است همریختͬ ͷی fα : G −→ Z(G)
x7→x−١α(x)

(١)�

است. ͷبه�ی�ͷی φ : Autcent(G) −→ Hom( G
γ٢(G)

α 7→fα

, Z(G)) (٢)

G درونریختͬ ͷی ،x̄ = xγ٢(G) و αf (x) = xf(x̄) �که αf آنͽاه ، f ∈Hom( G
γ٢(G) , Z(G)) اگر (٣)

است. خودریختͬ αf آنͽاه باشد، نداشته نابدیهͬ آبلͬ مستقیم عامل G اگر و است

است. واضح بودن خوش�تعریف (١) برهان.

،x, y∈Gهر برای

fα(xy) = (xy)−١α(xy)
αهمریختͬ

= y−١ x−١α(x)︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)

α(y)

= x−١α(x)y−١α(y) = fα(x)fα(y)



١٩ مرکزی خودریختͬ�های .١.٢

است. همریختͬ fα بنابراین

،x, y∈G هر برای

fα([x, y])
fαهمریختͬ

= [fα(x)︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)

, fα(y)︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)

] = ١

مͬ�برد. ١ به را γ٢(G) ،fα بنابراین

پس fα = fβ چون .α = β مͬ�دهیم نشان .fα = fβ به�طوری�که α, β∈Autcent(G) کنید فرض (٢)

برای نتیجه در .x−١α(x) = x−١β(x) قسمت(١)، به توجه با لذا fα(x) = fβ(x) ،x∈G هر برای

.α = β بنابراین α(x) = β(x) ،x∈G هر

فرضکنید(فرض .f(x) ̸= x−١, x∈G هر برای اگر تنها و اگر است خودریختͬ αf ،۵.١.٢ لم به بنا (٣)

چون، .f(a) = a−١ که، دارد وجود a ̸= ١ این�صورت در نباشد. خودریختͬ αf خلف)

،x∈G هر برای حال است. درونریختͬ ͷی f : G −→ G لذا است همریختͬ ͷی f : G −→ Z(G)

ig ◦ f(x) = g−١ f(x)︸︷︷︸
∈Z(G)

g = f(x),

و

f ◦ ig(x) = f(g−١xg) = f(g−١)f(x)f(g) = f(x),

بنابراین،

f ◦ ig = ig ◦ f

fn(a) = a باشد زوج n اگر ،n هر برای لذا f(a) = a−١ برایaای، چون طرفͬ از است. نرمال f لذا

پوشا f همچنین نیست. پوچ�توان f لذا fn ̸= ٠ ،n هر برای پس .fn(a) = a−١ باشد فرد n اگر و

از استفاده با حال نیست. خودریختͬ f نتیجه در .Imf ⊆ Z(G) ̸= G و است ناآبلͬ G زیرا نیست

نابدیهͬ آبلͬ عامل G لذا است آبلͬ پس Imfk ∈ Z(G) چون و G = Imfk ×Kerfk ͹فیتین لم

است. خودریختͬ αf بنابراین است. تناقض ͷی این و دارد

این�صورت، در باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٧.١.٢ نتیجه

Autcent(G) = {αf : f ∈ Hom(G,Z(G)), f(x) ̸= x−١, x ∈ Gهر .{برای

.K = {αf : f ∈ Hom(G,Z(G)), f(x) ̸= x−١, x ∈ Gهر {برای مͬ�دهیم قرار برهان.

،x ∈ G هر برای طرفͬ از است. خودریختͬ αf ،۵.١.٢ لم به بنا این�صورت در αf ∈ K کنید فرض



٢٠ خودریختͬ�ها گروه از زیرگروه�هایͬ .٢

.αf ∈ Autcent(G) بنابراین ،x−١αf (x) = x−١xf(x) = f(x) ∈ Z(G)

به بنا لذا fα ∈ Hom(G,Z(G)) ،۶.١.٢ لم اول قسمت به بنا .α ∈ Autcent(G) کنید فرض عͺس، بر

.α ∈ K بنابراین fα(x) ̸= x−١ ،x ∈ G هر برای لم همان به بنا دوباره و αfα = α ،۵.١.٢ لم

این�صورت، در .αf , αg ∈ Autcent(G) و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٨.١.٢ لم

.fg = gf اگر تنها و اگر αfαg = αgαf

برهان.

αfαg = αgαf ⇔ ∀x ∈ G;αfαg(x) = αgαf (x)

⇔ ∀x ∈ G;xg(x)f(x)f(g(x)) = xf(x)g(x)g(f(x))

⇔ ∀x ∈ G; f(g(x)) = g(f(x)) ⇔ fg = gf.

باشد. نداشته نابدیهͬ آبلͬ مستقیم عامل اگر گوییم، محض ناآبلͬ را G گروه .٩.١.٢ تعریف

،ͷبه�ی�ͷی نͽاشت این�صورت در باشد. محض ناآبلͬ متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١٠.١.٢ قضیه

φ : Autcent(G) −→ Hom(
G

γ٢(G)
α 7→fα

, Z(G))

است. پوشا

لذا است خودریختͬ ͷی αf ،f ∈ Hom( G
γ٢(G) , Z(G)) هر برای ،۶.١.٢ لم سوم قسمت به بنا برهان.

حال، .αf ∈ Autcent(G) ،٧.١.٢ نتیجه به بنا و f(x) ̸= x−١ ،x ∈ G هر برای ،۵.١.٢ لم به بنا

است. پوشا φ نتیجه در φ(αf ) = fαf
= f

آنͽاه باشد، محض ناآبلͬ متناهͬ گروه G اگر .١١.١.٢ نتیجه

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))|

اگر فقط و اگر است نابدیهͬ مرکزی خودریختͬ دارای Gمحض ناآبلͬ متناهͬ گروه .١٢.١.٢ نتیجه

.
(
| G
γ٢(G) |, |Z(G)|

)
̸= ١

است. p-گروه ͷی Autcent(G) آنͽاه باشد، محض ناآبلͬ p-گروه ͷی G اگر .١٣.١.٢ لم



٢١ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های .٢.٢

هستند. آبلͬ Z(G) و G
γ٢(G) طرفͬ از هستند. p-گروه نیز Z(G) و G

γ٢(G) لذا است یpͷ-گروه G برهان.

کنید، فرض مͬ�شوند. تجزیه دوری�ها از حاصل�ضربͬ به پس
G

γ٢(G)
∼= Cpm١ × . . .× Cpmt ,

Z(G) ∼= Cpn١ × . . .× Cpns .

قبل، نتیجه به بنا لذا است محض ناآبلͬ G

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))|.

،۵.٢.١ و ۶.٢.١ لم�����������������های به بنا

|Autcent(G)| = |Hom(Cpm١ × . . .× Cpmt , Cpn١ × . . .× Cpns |

= |Hom(Cpm١ , Cpn١ )× · · · ×Hom(Cpmt , Cpns )|

= |C(pm١ ,pn١ ) × · · · × C(pmt ,pns )|

Autcent(G)یpͷ-گروه بنابراین و است p از توانͬ |Autcent(G)| لذا است C(pmiیpͷ-گروه ,pnj ) چون

است.

در . Z(G) = γ٢(G) �که باشد ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١۴.١.٢ لم

است. آبلͬ Autcent(G) این�صورت

و α = αfα داریم: شد گفته ،٧.١.٢ نتیجه برهان در آنچه به بنا .α, β ∈ Autcent(G) کنید فرض برهان.

،x ∈ G هر برای حال .β = βfβ

αβ(x) = αfαβfβ (x) = αfα(xfβ(x)) = xfβ(x)fα(x)fα( fβ(x)︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)=γ٢(G)

)

و

βα(x) = βfβαfα(x) = βfβ (xfα(x)) = xfα(x)fβ(x)fβ( fα(x)︸ ︷︷ ︸
∈Z(G)=γ٢(G)

).

نتیجه در و αβ = βα بنابراین .fβ(fα(x)) = ١ و fα(fβ(x)) = ١ ،۶.١.٢ لم اول قسمت به بنا

است. آبلͬ Autcent(G)

تزویج رده حافظ خودریختͬ�های ٢.٢

هرگاه گوییم تزویج رده حافظ را G گروه از α خودریختͬ باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.٢ تعریف

است. G در x تزویج رده معرف xG که α(x) ∈ xG ،x ∈ G هر برای



٢٢ خودریختͬ�ها گروه از زیرگروه�هایͬ .٢

عمل با همراه Autc(G) مͬ�دهیم. نشان Autc(G) با را تزویج رده حافظ خودریختͬ�های همه مجموعه

است. گروه ͷی توابع ترکیب

این�صورت، در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٢.٢.٢ لم

.Autc(G)⊴Aut(G) (الف)

.Inn(G)⊴Autc(G) (ب)

کافͬ .α−١βα ∈ Autc(G) مͬ�دهیم نشان β ∈ Autc(G) هر و α ∈ Aut(G) هر برای برهان.(الف)

،x ∈ G هر برای لذا β ∈ Autc(G) چون .(α−١βα)(x) ∈ xG ،x ∈ G هر برای دهیم نشان است

نتیجه، در .β(α(x)) = g−١α(x)g که، دارد وجود g ∈ Gپس β(α(x)) ∈ α(x)G

α−١(β(α(x))) = α−١(g−١α(x)g)

= α−١(g−١)α−١α(x)α−١(g)

= α−١(g)−١xα−١(g) ∈ xG

.α−١βα ∈ Autc(G) بنابراین

است. واضح (ب)

این�صورت در باشد. ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٣.٢.٢ لم

.Autc(G) ⩽ Autcent(G)

�که دارد وجود g ∈ G پس . α(x) ∈ xG ،x ∈ G هر برای لذا .α ∈ Autc(G) کنید فرض برهان.

لذا است ٢ رده از G چون .x−١α(x) = x−١g−١xg = [x, g] ∈ γ٢(G) نتیجه در α(x) = g−١xg

بنابراین .α ∈ Autcent(G) لذا .x−١α(x) ∈ Z(G) ،x ∈ G هر برای نتیجه در و γ٢(G) ≤ Z(G)

.Autc(G) ⊆ Autcent(G)

این�صورت، در .Autc(G) = Autcent(G) ،G متناهͬ گروه برای کنید فرض .۴.٢.٢ لم

است. ٢ حداکثر رده�ی از پوچ�توان G و است آبلͬ Inn(G) و Inn(G) ≤ Autcent(G)

Autcent(G) = CAut(G)(Inn(G)) چون همچنین .Inn(G) ≤ Autcent(G) ،٢.٢.٢ لم به بنا برهان.

حداکثر رده�ی از پوچ�توان G
Z(G) پس است آبلͬ G

Z(G) لذا Inn(G) ∼=
G

Z(G) طرفͬ از است. آبلͬ Inn(G) لذا

است. ٢ حداکثر رده�ی از پوچ�توان G بنابراین است ͷی



٢٣ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های .٢.٢

بنابراین و Autc(G) = این�صورت١ در .Autc(G) = Autcent(G) و باشد آبلͬ G فرضکنید .۵.٢.٢ لم

.|G| ⩽ ٢ و Aut(G) = ١

،x ∈ G هر برای نتیجه در α ∈ Autc(G) کنید فرض برهان.

α(x) ∈ xG = {g−١xg : g ∈ G}
آبلͬ G
= {x}

پس است آبلͬ G چون .Autc(G) = ١ لذا است همانͬ αپس α(x) = x بنابراین

،١٢.٢.١ لم به بنا و Aut(G) = ١ لذا ،Autc(G) = Autcent(G) طرفͬ از .Autcent(G) = Aut(G)

.|G| ⩽ ٢

این�صورت، در .α ∈ Autc(G) و باشد ٢ رده�ی از پوچ�توان متناهͬ گروه G کنید فرض .۶.٢.٢ لم

مͬ�برد. ١ به را Z(G) و است همریختͬ fα : G −→ γ٢(G)
g 7→g−١α(g)

(١)

است. تͺریختͬ φ :Autc(G) −→
α 7→fα

Hom( G
Z(G) , γ٢(G)) (٢)

است. واضح تعریفͬ خوش (١) برهان.

fα(gh) = (gh)−١α(gh)
αهمریختͬ

= h−١ g−١α(g)︸ ︷︷ ︸
∈γ٢(G)≤Z(G)

α(h)

= g−١α(g)h−١α(h) = fα(g)fα(h)

است. همریختͬ fα بنابراین

.α(g) ∈ gG لذا است رده حافظ خودریختͬ α چون .fα(g) = g−١α(g) ،g ∈ Z(G) هر برای

.fα(g) = ١ نتیجه در fα(g) ∈ g−١gG = [g,G] = ١ بنابراین

،x ∈ G هر برای .φ(αβ) = φ(α)φ(β) دهیم نشان باید α, β ∈ Autc(G) هر برای (٢)

φ(αβ)(x) = fαβ(x) = x−١αβ(x) = x−١α(β(x)).

،x ∈ G هر برای طرفͬ از

(φ(α)φ(β))(x) = φ(α)(x)φ(β)(x) = fα(x)fβ(x) = x−١α(x)x−١β(x).

حال،

x−١α(β(x)) = x−١α(xx−١β(x)) = x−١α(x)α(x−١β(x)).

بنابراین α(x−١β(x)) = x−١β(x) لذا است رده حافظ α و x−١β(x) ∈ γ٢(G) ≤ Z(G)چون

،x ∈ G هر برای نتیجه در .x−١α(β(x)) = x−١α(x)x−١β(x)

φ(αβ)(x) = (φ(α)φ(β))(x).



٢۴ خودریختͬ�ها گروه از زیرگروه�هایͬ .٢

به�طوری�که α, β ∈ Autc(G) کنید فرض است. همریختͬ φ بنابراین φ(αβ) = φ(α)φ(β) لذا

بنابراین .fα(g) = fβ(g) ،g ∈ G هر برای لذا fα = fβ چون .α = β مͬ�دهیم نشان .fα = fβ

ͷبه�ی�ͷی φ نتیجه در α = β بنابراین α(g) = β(g) ،g ∈ G هر برای لذا g−١α(g) = g−١β(g)

است.

این�صورت، در باشد. ٢ رده از پوچ�توان گروه ͷی G کنید فرض .٧.٢.٢ تعریف

{f ∈ Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G)) : f(gZ(G)) ∈ [g,G], g ∈ Gهر {برای

مͬ�دهیم. نشان Homc(
G

Z(G) , γ٢(G)) با را

این�صورت، در باشد. ٢ رده از پوچ�توان متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٨.٢.٢ گزاره

است. یͺریختͬ φ :Autc(G) −→
α 7→fα

Homc(
G

Z(G) , γ٢(G))

،g ∈ G هر برای آنͽاه f ∈ Homc(
G

Z(G) , γ٢(G)) اگر است. واضح بودن ͷبه�ی�ͷی و همریختͬ برهان.

که، αf : G −→ G بنابراین .gf(gZ(G)) ∈ g[g,G] = gG نتیجه در .f(gZ(G)) ∈ [g,G]

پوشا φ لذا .φ(αf ) = fαf
= f حال است. رده حافظ خودریختͬ ͷی ḡ = gZ(G) و αf (g) = gf(ḡ)

است.

G مینیمال مولد مجموعه ͷی {x١, . . . , xd} و ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٩.٢.٢ گزاره

این�صورت، در باشد.

|Autc(G)| ⩽
d∏

i=١
|Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G])|.

G نابدیهͬ سره نرمال زیرگروه [x,G] ،x ∈ G − Z(G) هر برای ،١٨.٣.١ لم دوم قسمت بر بنا برهان.

این�صورت، در باشد. G مینیمال مولد {x١, . . . , xd} کنید فرض است.
G

Z(G)
= ⟨x̄١⟩ × · · · × ⟨x̄d⟩

که، مͬ�افتد اتفاق حالتͬ در باشند(این بدیهͬ است ممͺن عامل�ها برخͬ و ،x̄i = xiZ(G) که

f(gZ(G)) ∈ [g,G] ،g ∈ G هر برای بنابراین .f ∈ Homc(
G

Z(G) , γ٢(G)) فرضکنید .(Z(G) ≰ Φ(G)

بنابراین، .f(xiZ(G)) ∈ [xi, G] ،١ ⩽ i ⩽ d برای ویژه به�

|Homc(
G

Z(G)
, γ٢(G))| ⩽

d∏
i=١

|Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G])|.



٢۵ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های .٢.٢

،٨.٢.٢ گزاره به بنا لذا و

|Autc(G)| ⩽
d∏

i=١
|Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G])|.

برای �که باشد G مینیمال مولد {x١, . . . , xd} و ٢ رده از متناهͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .١٠.٢.٢ قضیه

.Autc(G) = Inn(G) این�صورت، در باشد. دوری [xi, G] ،١ ⩽ i ⩽ d

،٩.٢.٢ گزاره به بنا لذا |Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G])| = |⟨x̄i⟩| ،۵.٢.١ لم و ١٨.٣.١ لم سوم قسمت به بنا برهان.

|Autc(G)| ⩽
d∏

i=١
|⟨x̄i⟩|.

طرفͬ، از

|Inn(G)| ⩽ |Autc(G)| ⩽
d∏

i=١
|⟨x̄i⟩|

= | G

Z(G)
| = |Inn(G)|.

بنابراین،

|Autc(G)| = |Inn(G)|.

نتیجه، در

Autc(G) = Inn(G).

این�صورت در است. دوری γ٢(G) که باشد ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.٢ نتیجه

.Autc(G) = Inn(G)



٣ فصل

رابطه�ی در صادق گروه�های
Autc(G) = Autcent(G)

در G گروه آن تحت که شرایطͬ بررسͬ و بحث به اول بخش در که است بخش دو بر مشتمل فصل این

دوم بخش در و مͬ�پردازیم مͬ�کند صدق تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های تساوی

پرداخت. خواهیم گروه چند معرفͬ به

است. شده گرفته [۴۴] و [١۶] از فصل این مطالب

تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری ١.٣

مͬ�گیریم. نظر در Aفرض عنوان با را Autc(G) = Autcent(G) فرض بعد، به این از

باشد. نرمالش زیرگروه دو مستقیم حاصل�ضرب به G از تجزیه�ای G = H ×K کنید فرض .١.١.٣ قضیه

این�صورت، در

.Autc(G) ∼= Autc(H)×Autc(K) (١)

.Autcent(H)×Autcent(K) ↪→ Autcent(G) (٢)

.Autcent(H)×Autcent(K) ∼= Autcent(G) آنͽاه (|H|, |K|) = ١ و باشد متناهͬ G اگر (٣)

ضابطه با را γ : H×K −→ H×K نͽاشت .β ∈ Autc(K) و α ∈ Autc(H) فرضکنید (١) برهان.

h, h′ ∈ H هر برای است. خودریختͬ ͷی γ مͬ�دهیم نشان مͬ�کنیم. تعریف γ(hk) = α(h)β(k)



٢٧ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

،k, k′ ∈ K و

γ(hkh′k′) = γ(hh′kk′) = α(hh′)β(kk′)

β,αخودریختͬ
= α(h)α(h′)β(k)β(k′)

= α(h)β(k)α(h′)β(k′) = γ(hk)γ(h′k′)

است. واضح γ بودن ͷبه�ی�ͷی است. همریختͬ γ بنابراین

که دارند وجود k′ ∈ K و h′ ∈ H لذا هستند پوشا β و α چون ،k ∈ K و h ∈ H هر برای

مͬ�دهیم نشان حال است. پوشا γ نتیجه در و γ(h′k′) = hk بنابراین .β(k′) = k و α(h′) = h

،hk ∈ H ×K هر برای لذا هستند رده حافظ خودریختͬ β و α چون .γ∈Autc(G)

که، دارند وجود k١ ∈ K و h١ ∈ H پس .γ(hk) = α(h)β(k) ∈ hHkK

حال .γ(hk) = (hk)h١k١ ∈ (hk)G لذا h١k١ ∈ G چون .α(h)β(k) = hh١kk١ = (hk)h١k١

مͬ�دهیم، نشان

ψ : Autc(H)×Autc(K) −→ Autc(G)
(α,β)7→γα,β

و α, α′ ∈ Autc(H) کنید فرض است. واضح ψ بودن خوش�تعریف است. یͺریختͬ ͷی

و h ∈ H هر برای .ψ((α, β)(α′, β′)) = ψ(α, β)ψ(α′, β′) مͬ�دهیم نشان .β, β′ ∈ Autc(K)

،k ∈ K

ψ((α, β)(α′, β′))(hk) = ψ( αα′︸︷︷︸
∈Autc(H)

, ββ′︸︷︷︸
∈Autc(K)

)(hk)

= γαα′,ββ′(hk) = αα′(h)ββ′(k)

طرفͬ، از

ψ(α, β)ψ(α′, β′)(hk) = γα,βγα′,β′(hk) = γα,β(α
′(h)β′(k)) = αα′(h)ββ′(k).

h ∈ H هر برای این�صورت در ψ(α, β) = ψ(α′, β′) کنید فرض حال است. همریختͬ ψ بنابراین

،k ∈ K و

ψ(α, β)(hk) = ψ(α′, β′)(hk) ⇒ γα,β(hk) = γα′,β′(hk)

⇒ α(h)β(k) = α′(h)β′(k).

.(α, β) = (α′, β′) نتیجه در .β = β′ و α = α′ بنابراین .β(k) = β′(k) و α(h) = α′(h) لذا

است. ͷبه�ی�ͷی ψ بنابراین



٢٨ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

بنابراین .γ(hk) ∈ (hk)H×K ،k ∈ K و h ∈ H هر برای این�صورت در .γ ∈ Autc(G) فرضکنید

،h = ١ فرض با لذا γ(hk) = (hk)h
′k′ = hh

′
kk

′ ∈ hHkK که، دارند وجود k′ ∈ K و h′ ∈ H

در .γ٢ = γ|K و γ١ = γ|H مͬ�دهیم، قرار .γ(h) ∈ hH ،k = فرض١ با همچنین و γ(k) ∈ kK

نتیجه،

(ψ(γ١, γ٢))(hk) = γ١,٢(hk) = γ١(h)γ٢(k) = γ(h)γ(k) = γ(hk).

است. پوشا ψ بنابراین

تعریف قبل قسمت مانند را γ نͽاشت .β ∈ Autcent(K) و α ∈ Autcent(H) کنید فرض (٢)

هر برای لذا هستند مرکزی خودریختͬ β و α چون .γ ∈ Autcent(G) مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم

،hk ∈ H ×K

(hk)−١γ(hk) = k−١h−١α(h)β(k) = h−١α(h)︸ ︷︷ ︸
∈Z(H)

k−١β(k)︸ ︷︷ ︸
∈Z(K)

∈ Z(H)Z(K).

داد، نشان مͬ�توان به�راحتͬ .(hk)−١γ(hk) ∈ Z(G) بنابراین

ψ : Autcent(H)×Autcent(K) −→ Autcent(G)
(α,β)7→γα,β

است. تͺریختͬ ͷی

،k ∈ K و h ∈ H هر برای .φ ∈ Autcent(G) کنید فرض (٣)

(hk)−١φ(hk) = k−١h−١φ(h)φ(k) = h−١φ(h)︸ ︷︷ ︸
∈Z(H)

k−١φ(k)︸ ︷︷ ︸
∈Z(K)

.

،k ∈ K و h ∈ H هر برای بنابراین .β = φ|K و α = φ|H مͬ�دهیم، قرار

ψ(α, β)(hk) = γα,β(hk) = α(h)β(k) = φ(h)φ(k) = φ(hk).

است. پوشا ψ نتیجه در

دو به دو سیلوی زیرگروه�های مجموعه Gnو . . . ،G١ و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.٣ نتیجه

آنͽاه، G = G١ × · · · ×Gn اگر این�صورت در باشد. G متمایز

Autcent(G) ∼= Autcent(G١)× · · · ×Autcent(Gn).

سیلو p-زیرگروه�های از مستقیم حاصل�ضرب به�صورت G متناهͬ پوچ�����توان گروه ͷی چون .٣.١.٣ توجه

مطالعه متناهͬ p-گروه�های مرکزی خودریختͬ�های گروه است کافͬ ،Autcent(G) مطالعه برای لذا است،

بود. خواهد متناهͬ p-گروه�های روی پایان�نامه این در ما کار اساس بنابراین شود.



٢٩ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

این�صورت در مͬ�کند. صدق Aفرض در که باشد ٢ رده از متناهͬ یpͷ-گروه G فرضکنید .۴.١.٣ گزاره

.γ٢(G) = Z(G)

زیرگروه H که G = K ×H خلف) (فرض کنید فرض است. محض ناآبلͬ G مͬ�کنیم ثابت ابتدا برهان.

،١.١.٣ و ۵.٢.٢ لم�های به بنا باشد. G نابدیهͬ آبلͬ

|Autc(G)| = |Autc(K)|.

،١.١.٣ لم به بنا است، نابدیهͬ H چون اما

|Autcent(G)| ⩾ |Autcent(K)||Autcent(H)| > |Autcent(K)|,

بنابراین،

|Autc(G)| = |Autc(K)| ⩽ |Autcent(K)| < |Autcent(G)|.

است. آبلͬ G
Z(G) لذا است ٢ رده از G چون است. محض ناآبلͬ G لذا است، A فرض با متناقض این و

خلف) (فرض کنید فرض حال .γ٢(G) ≥ Z(G) دهیم نشان است کافͬ .γ٢(G) ≤ Z(G) پس

این�صورت، در .γ٢(G) < Z(G)

| G

Z(G)
| < | G

γ٢(G)
|.

چون است. یͺریخت G
γ٢(G) از سره زیرگروه با G

Z(G) ،١٩.٣.١ لم به بنا K = G
γ٢(G) و H = G

Z(G) فرض با

،١١.١.٢ نتیجه به بنا است محض ناآبلͬ G

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))|.

،۶.٢.٢ لم به بنا همچنین

|Autc(G)| ⩽ |Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))|.

،١٧.٣.١ لم به بنا لذا است Z(G) از سره زیرگروه γ٢(G) و G
γ٢(G) از سره��������������������������������������� زیرگروه با یͺریخت G

Z(G) چون

|Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))| < |Hom(

G

γ٢(G)
, Z(G))|.

بنابراین،

|Autc(G)| ⩽ |Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))| < |Hom(

G

γ٢(G)
, Z(G))| = |Autcent(G)|.

.γ٢(G) = Z(G) بنابراین است. Aفرض با متناقض که

محض ناآبلͬ G این�صورت در ،Z(G) ≤ γ٢(G) که باشد متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.٣ لم

است.



٣٠ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

نابدیهͬ آبلͬ H و G = H × K کنید فرض نباشد. محض ناآبلͬ G خلف) (فرض کنید فرض برهان.

این�صورت، در باشد.

γ٢(G) = γ٢(H)× γ٢(K).

لذا، γ٢(H) = پس١ است آبلͬ H چون و

γ٢(G) = ١× γ٢(K).

همچنین،

Z(G) = Z(H)× Z(K) = H × Z(K).

لذا، Z(G) ≤ γ٢(G) چون

H × Z(K) ≤ ١× γ٢(K).

است. محض ناآبلͬ G بنابراین نیست. ممͺن این و

باشد. فراتینͬ زیرگروه در مشمول آن مرکز هرگاه است محض ناآبلͬ G متناهͬ گروه .۶.١.٣ لم

نابدیهͬ آبلͬ H و G = H × K کنید فرض نباشد. محض ناآبلͬ G خلف) (فرض کنید فرض برهان.

،٢٢.١.١ لم به بنا این�صورت در باشد.

Φ(H ×K) ≤ Φ(H)× Φ(K).

همچنین،

Z(G) = Z(H)× Z(K) = H × Z(K).

لذا، Z(G) ≤ Φ(G) چون

H × Z(K) ≤ Φ(H)× Φ(K).

H بودن متناهͬ با متناقض این و .H = Φ(H) لذا، Φ(H) ≤ H طرفͬ از و H ≤ Φ(H) نتیجه در

است.

این�صورت، در .Z(G) ≤ Φ(G) که باشد ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٧.١.٣ لم

مینیمال مولد مجموعه ͷی {x١, . . . , xd} آنͽاه باشد، Ḡ = G
Z(G) مینیمال پایه {x̄١, . . . , x̄d} اگر (١)

است. Gمشخص

باشد. Gمشخص مینیمال مولد مجموعه ͷی در عضوی مͬ�تواند x ∈ G− Φ(G) هر (٢)



٣١ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

این�صورت، در .x̄i = xiZ(G) که باشد Ḡ مینیمال پایه {x̄١, . . . , x̄d} کنید فرض (١) برهان.

سوم قضیه به بنا پس Z(G) ≤ Φ(G) چون است. Ḡ
Φ(Ḡ)

مینیمال مولد {x̄١Φ(Ḡ), . . . , x̄dΦ(Ḡ)}

،٢٧.١.١ لم و یͺریختͬ
G

Φ(G)
∼=

G

Z(G)
/
Φ(G)

Z(G)
∼=

Ḡ

Φ(Ḡ)

Ḡ
Φ(Ḡ)

مینیمال مولد معͺوس است(تصویر G
Φ(G) مینیمال مولد {x١Φ(G), . . . , xdΦ(G)} بنابراین

{x̄١, . . . , x̄d} چون و Gاست مینیمال مولد {x١, . . . , xd} برنساید، پایه قضیه به بنا نتیجه در است).

است. Gمشخص مینیمال مولد {x١, . . . , xd} تعریف، طبق لذا است Ḡ مینیمال پایه

مینیمال پایه بنابراین .xZ(G) ∈ G
Z(G) − Φ(G)

Z(G) این�صورت در ،x ∈ G − Φ(G) کنید فرض (٢)

با لذا .x̄ = xZ(G) = x̄i ،١ ⩽ i ⩽ d برخͬ برای که مͬ�کنیم پیدا طوری Ḡ برای را {x̄١, . . . , x̄d}

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،(١) قسمت به توجه

دارد. مشخص مینیمال مولد مجموعه ͷی Aفرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه هر .٨.١.٣ نتیجه

،۴.١.٣ گزاره به بنا باشد. Aفرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض برهان.

لم به بنا لذا و Z(G) ≤ Φ(G) پس γ٢(G) ≤ Φ(G) ،٢٣.١.١ قضیه به بنا طرفͬ از .γ٢(G) = Z(G)

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،٧.١.٣

مجموعه ͷی {x١, . . . , xd} و Aفرض در صادق ٢ رده از متناهͬ یpͷ-گروه G فرضکنید .٩.١.٣ گزاره

این�صورت، در باشد. Gمشخص مینیمال مولد

|Autc(G)| =
d∏

i=١
|xGi |, [xi, G] = Ωmi(γ٢(G))

.[x١, G] = γ٢(G) به�علاوه است. x̄i مرتبه pmi که

مرتبه ،١ ⩽ i ⩽ d برای �که باشد Gمشخص مینیمال مولد مجموعه ͷی {x١, . . . , xd} کنید فرض برهان.

تعداد به حداکثر لذا α(xi) ∈ xGi ،١ ⩽ i ⩽ d برای چون .α ∈ Autc(G) کنید فرض و است pmi برابر x̄i
بنابراین، دارد. وجود α تحت xi تصویر برای انتخاب ،|xGi |

|Autc(G)| ⩽
d∏

i=١
|xGi |.

با و است برابر x̄i = xiZ(G) ∈ G
Z(G) مرتبه با [xi, G] نمای ١ ⩽ i ⩽ d هر برای چون ،١٨.٣.١ لم به بنا

و ٨.٢.١ لم�های به بنا پس [xi, G] ⊆ γ٢(G) و است) ٢ رده از G است(چون آبلͬ γ٢(G) اینͺه به توجه



٣٢ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

،١٢.٣.١

Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G]) ∼= [xi, G]. (١.٣)

بنابراین، است. محض ناآبلͬ G لذا γ٢(G) = Z(G) ،۴.١.٣ گزاره به بنا همچنین

|Autc(G)| = |Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))| = |Hom(

G

Z(G)
, γ٢(G))|

=

d∏
i=١

|Hom(⟨x̄i⟩, γ٢(G))| ⩾
d∏

i=١
|Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G])| (٢.٣)

=

d∏
i=١

|[xi, G]| =
d∏

i=١
|xGi |

نتیجه، در

|Autc(G)| =
d∏

i=١
|xGi |.

،(٢.٣) رابطه از بنابراین Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G]) ⊆ Hom(⟨x̄i⟩, γ٢(G)) لذا [xi, G] ⊆ γ٢(G) چون حال

،١ ⩽ i ⩽ d هر برای که مͬ�شود نتیجه

Hom(⟨x̄i⟩, γ٢(G)) = Hom(⟨x̄i⟩, [xi, G]). (٣.٣)

،١٢.٣.١ و ٨.٣.١ ،٨.٢.١ لم�های به بنا

Hom(⟨x̄i⟩, γ٢(G)) = Hom(⟨x̄i⟩,Ωmi(γ٢(G))) = Ωmi(γ٢(G)). (۴.٣)

،(۴.٣) و (٣.٣) ،(١.٣) رابطه�های از بنابراین

|[xi, G]| = |Ωmi(γ٢(G))|.

.[xi, G] = Ωmi(γ٢(G)) لذا .[xi, G] ≤ Ωmi(γ٢(G)) پس است برابر x̄i مرتبه با [xi, G] نمای چون
G

Z(G) مینیمال پایه {x̄١, . . . , x̄d} لذا است Gمشخص مینیمال مولد مجموعه ͷی {x١, . . . , xd} چون حال

لذا، exp(γ٢(G)) = exp( G
Z(G)) چون و است G

Z(G) نمای با برابر x̄١ مرتبه بنابراین است

[x١, G] = Ωm١(γ٢(G)) = ⟨x ∈ γ٢(G)|xp
m١ = ١⟩ exp(γ٢(G))=pm١

= γ٢(G).

.[x١, G] = γ٢(G) بنابراین

مجموعه انتخاب از مستقل ،٩.١.٣ گزاره در آمده به�دست Autc(G) مرتبه که مͬ�دهد نشان زیر نتیجه

است. Gمشخص مینیمال مولد



٣٣ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

pmdو . . . ،pm١ و باشد A فرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١٠.١.٣ نتیجه

این�صورت، در باشند. G
Z(G) پایاهای

|Autc(G)| =
d∏

i=١
|Ωmi(γ٢(G))|.

را G مشخص مینیمال مولد مجموعه هر چون باشند. G
Z(G) پایاهای pmdو . . . ،pm١ کنید فرض برهان.

،١ ⩽ i ⩽ d برای به�طوری�که نوشت نمودن)، مرتب از بعد لزوم صورت ,x١}(در . . . , xd}به�صورت مͬ�توان

قبل، گزاره از استفاده با بنابراین باشد. pmi برابر x̄i مرتبه

|Autc(G)| =
d∏

i=١
|Ωmi(γ٢(G))|.

x ∈ G − Φ(G) و باشد A فرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١١.١.٣ نتیجه

.[x,G] = Ωm(γ٢(G)) این�صورت، در است. pm برابر xZ(G) مرتبه �که

مولد مجموعه ͷی مͬ�توانیم لذا مͬ�شود. حاصل ،٧.١.٣ لم شرایط ،٢٣.١.١ قضیه و ۴.١.٣ گزاره از برهان.

بنابراین .xi = x ،١ ⩽ i ⩽ d برخͬ برای به�طوری�که کنیم پیدا G برای را {x١, . . . , xd} مشخص مینیمال

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،٩.١.٣ گزاره به بنا

x ∈ G − Φ(G) و باشد A فرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١٢.١.٣ نتیجه

این�صورت، در است. pm برابر xZ(G) مرتبه �که

|CG(x)| = | G

Z(G)
||Ωm(γ٢(G))|.

مدار-پایدارساز، قضیه به توجه با برهان.

|CG(x)| =
|G|
|xG|

=
|G|

|[x,G]|

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،٧.٣.١ لم و ١١.١.٣ نتیجه به توجه با حال .γ٢(G) = Z(G) ،۴.١.٣ گزاره به بنا

صدق A فرض در G این�صورت در باشد. ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١٣.١.٣ قضیه

پایاهای pmdو . . . ،pm١ که |Autc(G)| =
∏d

i=١ |Ωmi(γ٢(G))| و Z(G) = γ٢(G) اگر تنها و اگر مͬ�کند

هستند. G
Z(G)

نتیجه ،١٠.١.٣ نتیجه و ۴.١.٣ گزاره به بنا این�صورت در کند. صدق A فرض در G کنید فرض برهان.

مͬ�شود. حاصل نظر مورد



٣۴ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

کنید فرض برعͺس،

Z(G) = γ٢(G) و |Autc(G)| =
d∏

i=١
|Ωmi(γ٢(G))|

مرتبه ،١ ⩽ i ⩽ d برای که باشد G مشخص مینیمال مولد مجموعه ͷی {x١, . . . , xd} کنید فرض

نتیجه به بنا بنابراین و است محض ناآبلͬ G لذا Z(G) = γ٢(G) چون است. pmi برابر x̄i = xiZ(G)

،١٢.٣.١ و ٨.٣.١ ، ٨.٢.١ لم�های و ١١.١.٢

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))| = |Hom(

G

Z(G)
, Z(G))|

=
d∏

i=١
|Hom(⟨x̄i⟩, Z(G))|

=
d∏

i=١
|Hom(⟨x̄i⟩,Ωmi(γ٢(G)))|

=

d∏
i=١

|Ωmi(γ٢(G))| = |Autc(G)|

پس، است ٢ رده از G طرفͬ از

Autc(G) ≤ Autcent(G),

مͬ�کند. صدق Aفرض در G نتیجه در

مͬ�کند صدق Aفرض در Gاین�صورت در باشد. متناهͬ ناآبلͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .١۴.١.٣ قضیه

.γ٢(G) = Z(G) و Autc(G) ∼= Hom( G
Z(G) , γ٢(G)) اگر تنها و اگر

در است. ٢ رده از پس است ناآبلͬ G چون این�صورت در کند صدق A فرض در G کنید فرض برهان.

توجه با بنابراین است. محض ناآبلͬ G ،۵.١.٣ لم به بنا لذا و γ٢(G) = Z(G) ،۴.١.٣ گزاره به بنا نتیجه

که، مͬ�شود نتیجه مͬ�کند صدق Aفرض در G اینͺه و ١١.١.٢ نتیجه به

|Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))| = |Autc(G)|.

،۶.٢.٢ لم دوم قسمت بر بنا بنابراین

Autc(G) ∼= Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G)).

کنید فرض برعͺس،

Autc(G) ∼= Hom(
G

Z(G)
γ٢(G)) و γ٢(G) = Z(G).



٣۵ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

چون،

|Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))| =

d∏
i=١

|Hom(⟨x̄i⟩, γ٢(G))|

،١٢.٣.١ و ٨.٣.١ ، ٨.٢.١ لم�های به بنا لذا است، x̄i مرتبه pmi که

|Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))| =

d∏
i=١

|Ωmi(γ٢(G))|.

مͬ�کند. صدق Aفرض در G ،١٣.١.٣ قضیه به بنا نتیجه در

دید. [١۶] در مͬ�توان را قضیه این از دیͽری برهان

اگر فقط و اگر Autcent(G) = Inn(G) آنͽاه باشد، متناهͬ ناآبلͬ p-گروه ͷی G اگر .١۵.١.٣ قضیه

باشد. دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G)

Inn(G) ∼= G
Z(G) لذا γ٢(G) = Z(G) چون باشد. دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G) کنید فرض برهان.

بنابراین Inn(G) ⊆ CAut(G)(Inn(G)) = Autcent(G) لذا Inn(G) ⊆ Aut(G) چون و است آبلͬ

،١٨.٣.١ لم به بنا نتیجه در مͬ�باشد ٢ رده از G لذا است آبلͬ G
Z(G) چون .Inn(G) ≤ Autcent(G)

exp(
G

Z(G)
) = exp(γ٢(G)).

،١٢.٣.١ لم و ١١.١.٢ نتیجه به بنا بنابراین است. محض ناآبلͬ Gپس γ٢(G) = Z(G) چون

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))|

= |Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G))|

= | G

Z(G)
| = |Inn(G)|.

.Autcent(G) = Inn(G) بنابراین،

کنید فرض برعͺس،

Autcent(G) = Inn(G).

لذا، Inn(G) ≤ Autc(G) چون

Autcent(G) ≤ Autc(G).

G پس است آبلͬ Inn(G) ∼= G
Z(G) لذا Inn(G) = Autcent(G) = CAut(G)(Inn(G)) چون طرفͬ از

،٣.٢.٢ لم به بنا لذا است. ٢ رده از

Autc(G) ≤ Autcent(G).



٣۶ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

،١۴.١.٣ قضیه از نتیجه در .Autc(G) = Autcent(G) بنابراین

Autcent(G) ∼= Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G)) و γ٢(G) = Z(G).

چون، حال

exp(
G

Z(G)
) = exp(γ٢(G))

و

Hom(
G

Z(G)
, γ٢(G)) ∼= Autcent(G) = Inn(G) ∼=

G

Z(G)

است. دوری γ٢(G) ،١٢.٣.١ لم به بنا لذا

در Gاین�صورت در است. دوری Z(G) که باشد متناهͬ ناآبلͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .١۶.١.٣ قضیه

.Z(G) = γ٢(G) اگر تنها و اگر مͬ�کند صدق Aفرض

Z(G) = γ٢(G) چون .Autcent(G) = Inn(G) ،١۵.١.٣ قضیه به بنا آنͽاه Z(G) = γ٢(G) اگر برهان.

بنابراین، .Autc(G) ≤ Autcent(G) ،٣.٢.٢ لم به بنا و است ٢ رده از G لذا است ناآبلͬ G و

Autc(G) ≤ Autcent(G) = Inn(G) ≤ Autc(G).

مͬ�کند. صدق Aفرض در G لذا

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،١۴.١.٣ قضیه به بنا �کند. صدق Aفرض در G کنید فرض برعͺس،

Z(G) دوری تجزیه Z(G) = Z١×Z٢× · · ·×Zr و متناهͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .١٧.١.٣ تعریف

به�طوری�که، باشد

|Z١| ⩾ |Z٢| ⩾ · · · ⩾ |Zr| > ١.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Z∗
i ،١ ⩽ i ⩽ r که i هر برای

Z∗
i = Z١ × · · · × Zi−١ × Zi+١ × · · · × Zr

کرد. خواهیم استفاده اشاره بدون Z∗
i و Ziها از بخش این پایان تا .١٨.١.٣ توجه

نیز G
Z∗
i
این�صورت در باشد. A فرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی �G کنید فرض .١٩.١.٣ لم

است. ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی

رده از باشد ناآبلͬ G
Z∗
i
اگر حال است. ٢ ١یا رده از G

Z∗
i
،۶.١.١ لم به بنا لذا است ٢ رده از G چون برهان.

فرض در صادق ٢ رده از G چون .γ٢(G) ≤ Z∗
i پس باشد آبلͬ G

Z∗
i
خلف) کنید(فرض فرض مͬ�شود. ٢



٣٧ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

از لذا و است ناآبلͬ G
Z∗
i
بنابراین نیست. ممͺن این و Z(G) ≤ Z∗

i نتیجه در γ٢(G) = Z(G) لذا است A

مͬ�باشد. ٢ رده

.x ∈ G − Z(G) و باشد A فرض در صادق ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٢٠.١.٣ گزاره

باشد، Z(G) نمای برابر Zi مرتبه اگر به��علاوه .[x,G] ∩ Zi ̸= ١ ،١ ⩽ i ⩽ r که i هر برای این�صورت در

مͬ�کند. صدق Aفرض در G
Z∗
i
و است [x,G] نمای برابر |[x,G] ∩ Zi| آنͽاه

به�طوری�که x ∈ G − Φ(G) کنید فرض .γ٢(G) = Z(G) لذا مͬ�کند صدق A فرض در G چون برهان.

لذا، [x,G] = Ωm(γ٢(G)) ،١١.١.٣ نتیجه به بنا این�صورت در .m ⩾ ١ که باشد pm برابر xZ(G) مرتبه

،١ ⩽ i ⩽ r که i هر برای ،۵.٣.١ لم به بنا نتیجه در [x,G] = Ωm(Z(G))

[x,G] ∩ Zi ̸= ١ (∗)

γ٢(G) = Z(G) اینͺه و ٢٣.١.١ قضیه (از ١٨.٣.١ لم به بنا باشد. Z(G) نمای برابر |Zi| = pe فرضکنید

برابر [x,G] نمای لذا ، x̄ = xZ(G) که است |⟨x̄⟩| با برابر [x,G] نمای است)، حاصل ١٨.٣.١ لم شرایط

توجه با و ۵.٣.١ لم به بنا لذا [x,G] = Ωm(Z(G)) چون .m ⩽ e ،١١.٣.١ لم به بنا بنابراین است. pm با

مدولͬ قانون از استفاده با و ،١٧.١.٣ تعریف در Z(G) تجزیه به

[x,G] ∩ Zi = Ωm(Zi).

بنابراین،

|[x,G] ∩ Zi| = pm.

نتیجه، در

exp([x,G]) = |[x,G] ∩ Zi| (∗∗)

کنید، فرض لحظه�ای برای باشد. Z(G) نمای برابر |Z١| = pe کنید فرض حال

Z(
G

Z∗
i

) =
Z(G)

Z∗
i

,

Z∗
i ≤ Z(G) و γ٢(G) = Z(G) چون است). دوری Zi (زیرا است دوری Z( G

Z∗
i
) ∼= Zi این�صورت در

لذا،

γ٢(
G

Z∗
i

) =
γ٢(G)
Z∗
i

.

بنابراین،

Z(
G

Z∗
i

) = γ٢(
G

Z∗
i

).



٣٨ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

است. برقرار G
Z∗
i
برای Aفرض ،١٩.١.٣ لم و ١۶.١.٣ قضیه از نتیجه در

برای نتیجه در و x ∈ Z(G) این�صورت در xZ∗
i ∈ Z(G)

Z∗
i

کنید فرض .Z( G
Z∗
i
) = Z(G)

Z∗
i

مͬ�کنیم ثابت حال

،yZ∗
i ∈ G

Z∗
i
هر برای بنابراین .xy = yx ،y ∈ G هر

xZ∗
i yZ

∗
i = xyZ∗

i = yxZ∗
i = yZ∗

i xZ
∗
i .

این�صورت در ،xZ∗
i ∈ G

Z∗
i
− Z(G)

Z∗
i

کنید فرض .Z(G)
Z∗
i

≤ Z( G
Z∗
i
) بنابراین xZ∗

i ∈ Z( G
Z∗
i
) نتیجه در

بͽیرید. نظر در را زیر حالت دو .x ∈ G− Z(G)

مͬ�شود نتیجه ،(Z(G) تجزیه (از Z∗
i ∩Zi = ١ اینͺه و ،(∗) رابطه از آنͽاه x ∈ G−Φ(G) اگر اول: حالت

.xZ∗
i /∈ Z( G

Z∗
i
) بنابراین .[xZ∗

i ,
G
Z∗
i
] ̸= ١ لذا [x,G]Z∗

i ̸= Z∗
i پس [x,G] ⊈ Z∗

i

لذا، است مقدماتͬ آبلͬ G
Φ(G) چون .x ∈ Φ(G)− Z(G) کنید فرض دوم: حالت

G

Φ(G)
= ⟨y١Φ(G)⟩ × · · · × ⟨ytΦ(G)⟩,

بنابراین .x = yα١١ · · · yαt
t لذا x ∈ Φ(G) ⊆ G چون .G = ⟨y١⟩×· · ·×⟨yt⟩ بنابراین .yi ∈ G−Φ(G) که

در .yαi
i ∈ Φ(G) ⇔ p|αi لذا exp( G

Φ(G)) = p و yi /∈ Φ(G) چون حال .xZ(G) = yα١١ · · · yαt
t Z(G)

نتیجه،

xZ(G) = y
pβ١α′

١
١ · · · yp

βtα′
t

t Z(G) = (y
α′
١

١ y
pβ٢−β١α′

٢
٢ · · · yp

βt−β١α′
t

t )p
β١Z(G).

قرار .yα
′
١

١ y
pβ٢−β١α′

٢
٢ · · · yp

βt−β١α′
t

t /∈ Φ(G) نتیجه در و yα
′
١

١ /∈ Φ(G) لذا نمͬ�شمارد را α′
١ ، p چون

مͬ�دهیم:

y = y
α′
١

١ y
pβ٢−β١α′

٢
٢ · · · yp

βt−β١α′
t

t و j = pβ١

رده از G چون حال .x = yjz که، دارند وجود z ∈ Z(G) و j صحیح عدد ،y ∈ G− Φ(G) عنصر پس

لذا، است ٢

[x,G] = [yjz,G] = [yj , G][z,G] = [yj , G] = [y,G]j , ١ ⩽ j < exp([y,G]).

ناصفر j هر برای پس است. [y,G] نمای برابر |[y,G] ∩ Zi| ،(∗∗) رابطه از لذا y ∈ G − Φ(G) چون

و [y,G] ∩ Zi ̸= ١ لذا ،|[y,G] ∩ Zi| = exp([y,G]) > ١ داریم: است [y,G] نمای از کمتر اکیدا که

نتیجه در .[x,G] ⊈ Z∗
i بنابراین و [y,G]j ⊈ Z∗

i لذا ،[y,G] ⊈ Z∗
i نتیجه در ،Z∗

i ∩ Zi = ١ طرفͬ از

نتیجه در ،Z(G)
Z∗
i

≤ Z( G
Z∗
i
) طرفͬ از .Z( G

Z∗
i
) ≤ Z(G)

Z∗
i

حالت، دو این به توجه با بنابراین .xZ∗
i /∈ Z( G

Z∗
i
)

.Z(G)
Z∗
i

= Z( G
Z∗
i
)

هرگاه گویند Gnو . . . ،G١ نرمال زیرگروه�های از مرکزی حاصل�ضرب را G گروه .٢١.١.٣ تعریف

. Gi ∩
∏

i ̸=j Gj = Z(G) ،i هر برای و [Gi, Gj ] = ١ ،i ̸= j برای و G = G١ · · ·Gn



٣٩ تزویج رده حافظ خودریختͬ�های با مرکزی خودریختͬ�های برابری .١.٣

آنͽاه باشد، Gnو . . . ،G١ نرمال زیرگروه�های از مرکزی حاصل�ضرب G گروه اگر .٢٢.١.٣ لم

.Ḡi =
Gi

Z(Gi)
که است Ḡnو . . . ،Ḡ١ گروه�های از مستقیم حاصل�ضرب Ḡ = G

Z(G) و Z(G) = Z(Gi)

این�صورت، در .x ∈ Z(Gi) کنید فرض برهان.

[x,Gi] = ١ (∗)

.gi ∈ Gi که g = g١ · · · gn لذا باشد دلخواه g ∈ G کنید فرض حال

[x, g] = [x, g١ · · · gn] = [x, g٢ · · · gn] [x, g١]g٢···gn︸ ︷︷ ︸
=١(∗) رابطه از

= [x, g٣ · · · gn] [x, g٢]g٣···gn︸ ︷︷ ︸
=١

= · · · = [x, gn] = ١.

مرکزی حاصل�ضرب تعریف به توجه با طرفͬ از ،Z(Gi) ≤ Z(G) بنابراین .x ∈ Z(G) لذا

که، است واضح تساوی این به توجه با حال .Z(Gi) ≥ Z(G)

Ḡ =
G

Z(G)
=

G١
Z(G)

× · · · × Gn

Z(G)
.

G این�صورت در باشد. دوری مرکز با ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٢٣.١.٣ قضیه

است. دوری مرکز با ٢-مولدی زیرگروه�های از مرکزی، �حاصل�ضرب

شود. رجوع ٢.١ قضیه [٧] به برهان.

d(G) این�صورت در باشد. Aفرض در صادق ٢ رده از متناهͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .٢۴.١.٣ قضیه

است. زوج

گزاره به بنا این�صورت در باشد. G
Z∗
i
عامل گروه معرف G∗ و Z(G) نمای برابر |Zi| کنید فرض برهان.

،۴.١.٣ گزاره از نتیجه در ،(١٩.١.٣ به است(بنا ٢ رده از G∗ چون مͬ�کند. صدق Aفرض در G∗ ،٢٠.١.٣

است). دوری Zi و Z(G∗) ∼= Zi (زیرا است |Zi| مرتبه از دوری Z(G∗) = γ٢(G∗)

مرکزی حاصل�ضرب ،G∗ ٢٣.١.٣ قضیه به بنا لذا است دوری مرکز با ٢ رده از متناهͬ یpͷ-گروه G∗ چون

دوری مرکز با ٢-مولدی ،G∗
i که G∗ = G∗

١ · · ·G∗
n کنید فرض است. دوری مرکز با ٢-مولدی زیرگروه�های

لم از استفاده با حال است. عضوی دو نیز G∗
i مینیمال مولد G∗ بودن محض ناآبلͬ به توجه با هستند.

،٢٢.١.٣
G∗

Z(G∗)
=

G∗
١

Z(G∗
١)

× · · · × G∗
n

Z(G∗
n)

(∗)



۴٠ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

است دوری آنͽاه باشد مولدی ͷت اگر است. ٢-مولدی یا مولدی ͷت G∗
i

Z(G∗
i )
لذا است ٢-مولدی ،G∗

i چون

دوری غیر لذا و ٢-مولدی ،G∗
i زیرا است تناقض ͷی این و G∗

i = Z(G∗
i ) پس است. آبلͬ G∗

i لذا و

G∗ چون طرفͬ از است. عضوی دو G∗
i

Z(G∗
i )
مینیمال مولد بنابراین است. دوری Z(G∗

i ) صورتͬ�که در است
G∗

Z(G∗)
∼= G

Z(G) بنابراین است. آبلͬ نیز G∗
i

Z(G∗
i )
،(∗) رابطه به بنا و است آبلͬ G∗

Z(G∗) لذا است ٢ رده از

حاصل�ضرب با آبلͬ گروه هر است(چون G∗

Z(G∗) دوری زیرگروه�های زوج تعداد از مستقیم حاصل�ضرب

،٢٣.١.١ قضیه به بنا طرفͬ از است. زوج d( G
Z(G)) بنابراین است). یͺریخت دوری گروه�های از مستقیم

است. زوج d(G) لذا .Z(G) = γ٢(G) ،۴.١.٣ گزاره به بنا و γ٢(G) ≤ Φ(G)

ویژه فوق و ویژه گروه�های ٢.٣

نͽاشت X̄ جابه�جایͬ فرض با این�صورت در .X̄ = X
Z(X) و متناهͬ گروه ͷی X کنید فرض .١.٢.٣ لم

خوش ،(x, y) ∈ X × X برای aX(xZ(X), yZ(X)) = [x, y] ضابطه با aX : X̄ × X̄ −→ γ٢(X)

است. تعریف

عامل گروه از φ یͺریختͬ هرگاه مͬ�شوند گفته ١ͷایزوکلینی ،H و G متناهͬ گروه دو .٢.٢.٣ تعریف

نمودار به�طوری�که، باشند داشته وجود γ٢(H) بروی γ٢(G) از θ یͺریختͬ و H̄ = H
Z(H) بروی Ḡ = G

Z(G)

باشد. جابه�جایͬ زیر

Ḡ× Ḡ

φ×φ
��

aG // γ٢(G)

θ
��

H̄ × H̄
aH // γ٢(H)

مͬ�شود. گفته H بروی G ایزوکلینیسم (φ, θ) زوج

این�صورت، در باشند. متناهͬ ناآبلͬ ͷایزوکلینی گروه دو H و G کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه

.Autc(G) ∼= Autc(H)

شود. رجوع ۴.١ قضیه [۴٢] به برهان.

کند. صدق Aفرض در G و باشند ͷایزوکلینی ناآبلͬ متناهͬ p-گروه دو H و G کنید فرض .۴.٢.٣ گزاره

.|G| = |H| اگر تنها و اگر مͬ�کند صدق Aفرض در H این�صورت در

بنابراین است. ٢ رده از لذا است ناآبلͬ H چون کند. صدق Aفرض در H کنید فرض برهان.
١Isoclinic



۴١ ویژه فوق و ویژه گروه�های .٢.٣

لذا، هستند ͷایزوکلینی H و G چون .γ٢(H) = Z(H)

G

Z(G)
∼=

H

Z(H)
و γ٢(G) ∼= γ٢(H)

بنابراین γ٢(G) = Z(G) لذا است. ٢ رده از پس مͬ�کند صدق A فرض در و است ناآبلͬ G چون و

نتیجه، در .Z(H) ∼= Z(G)

|H| = | H

Z(H)
||Z(H)| = | G

Z(G)
||Z(G)| = |G|

G
Z(G)

∼= چون و |γ٢(H)| = |Z(H)| که مͬ�شود نتیجه قبل قسمت از .|G| = |H| کنید فرض عͺس، بر

پایاهای pmdو . . . ،pm١ کنید فرض .γ٢(H) = Z(H) بنابراین و γ٢(H) ≤ Z(H) لذا است، آبلͬ H
Z(H)

لذا، γ٢(G) ∼= γ٢(H) چون باشند. G
Z(G)

∼= H
Z(H)

Ωmi(γ٢(H)) ∼= Ωmi(γ٢(G)).

داریم: قضیه١٣.١.٣، از بنابراین .Autc(G) ∼= Autc(H) ،٣.٢.٣ قضیه به بنا طرفͬ از

|Autc(H)| = |Autc(G)| =
d∏

i=١
|Ωmi(γ٢(G))| =

d∏
i=١

|Ωmi(γ٢(H))|.

مͬ�کند. صدق Aفرض در H قضیه، همان از نتیجه در

کامینا زوج (G,N) به باشد. G نرمال زیرگروه N ̸= ١ و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.٢.٣ تعریف

.xN ⊆ xG ،x ∈ G−N هر برای هرگاه مͬ�شود گفته

باشد. کامینا زوج ͷی (G, γ٢(G)) هرگاه است کامینا گروه G گروه

این با معادل این .xγ٢(G) ⊆ xG ،x ∈ G− γ٢(G) هر برای آنͽاه باشد، کامینا �Gگروه اگر .۶.٢.٣ تذکر

کامینا گروه G لذا ،[x,G] ⊆ γ٢(G) طرفͬ از .γ٢(G) ⊆ [x,G] ،x ∈ G − γ٢(G) هر برای که، است

.γ٢(G) = [x,G] ،x ∈ G− γ٢(G) هر برای اگر تنها و اگر است

کامینا G اگر بویژه .Z(G) ⊆ N این�صورت در باشد. کامینا زوج ͷی (G,N) کنید فرض .٧.٢.٣ لم

.Z(G) ⊆ γ٢(G) آنͽاه باشد،

بنابراین .xN ⊆ xG = {x} کامینا، تعریف به بنا آنͽاه x /∈ N اگر .x ∈ Z(G) کنید فرض برهان.

است. کامینا تعریف با متناقض این و |N | = ١

،r − ١ ⩽ i ⩽ c که i برای آنͽاه باشد، کامینا زوج (G, γr(G)) و c رده از گروه ͷی G اگر .٨.٢.٣ لم

است. p نمای دارای γi(G)
γi+١(G)

شود. رجوع ٢.٣ نتیجه [٢۶] به برهان.



۴٢ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

است. مقدماتͬ آبلͬ G
γ٢(G) آنͽاه باشد، ٢ پوچ�توانͬ رده�ی از کامینا گروه ͷی G اگر .٩.٢.٣ نتیجه

یا باشد مقدماتͬ آبلͬ G هرگاه مͬ�شود گفته ویژه ،G متناهͬ p-گروه .١٠.٢.٣ تعریف

.Z(G) = γ٢(G) = Φ(G)

Z(G) و Z(G) = γ٢(G) = Φ(G) هرگاه مͬ�شود گفته ویژه فوق ،G متناهͬ p-گروه .١١.٢.٣ تعریف

باشد. دوری

هستند. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و G
Z(G) آنͽاه باشد، ویژه متناهͬ p-گروه ͷی G اگر .١٢.٢.٣ لم

اگر هستند. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و G
Z(G) که است واضح باشد مقدماتͬ آبلͬ G اگر برهان.

،١٨.٣.١ لم به بنا و است. مقدماتͬ آبلͬ G
Z(G) ،٢۵.١.١ نتیجه به بنا آنͽاه Z(G) = γ٢(G) = Φ(G)

exp(Z(G)) = exp(γ٢(G)) = exp(
G

Z(G)
) = p

است. مقدماتͬ آبلͬ لذا است آبلͬ Z(G) چون و

است. ویژه فوق� p٣ مرتبه از ناآبلͬ p-گروه هر .١٣.٢.٣ لم

نیست. دوری G
Z(G) لذا است ناآبلͬ G چون باشد. p٣ مرتبه از ناآبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض برهان.

است ناآبلͬ یpͷ-گروه G طرفͬ از است. دوری Z(G) نتیجه در و |Z(G)| = pپس | G
Z(G) | = p٢ بنابراین

| G
γ٢(G) | = p٢ چون .|γ٢(G)| = p لذا و | G

γ٢(G) | = p٢ پس γ٢(G) ̸= ١ و نیست دوری نیز G
γ٢(G) لذا

،٢٧.١.١ لم به بنا لذا و Φ( G
γ٢(G)) = ١ نتیجه در است مقدماتͬ آبلͬ G

γ٢(G) لذا نیست دوری
G

γ٢(G) و

بنابراین است آبلͬ G
Z(G) لذا است آبلͬ p٢ مرتبه از گروه هر چون و | G

Z(G) | = p٢ طرفͬ از .Φ(G) = γ٢(G)

ویژه فوق G نتیجه در و γ٢(G) = Z(G) پس |Z(G)| = |γ٢(G)| = p چون حال .γ٢(G) ≤ Z(G)

است.

و G مینیمال مولد مجموعه {x١, . . . , xd} و pn مرتبه از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض

است. d ⩽ n−m برنساید پایه قضیه به بنا لذا γ٢(G) ≤ Φ(G) چون باشد. |γ٢(G)| =pm

بنابراین، |Autc(G)| ⩽
∏d

i=١ |xGi | و |xGi | ⩽ |γ٢(G)| = pm ،i = ١, . . . , d برای چون

|Autc(G)| ⩽ pmd ⩽ pm(n−m). (۵.٣)

است. برقرار ،(۵.٣) رابطه در تساوی شرایطͬ، تحت که مͬ�دهد نشان زیر قضیه

این�صورت در باشد. G مینیمال مولد عناصر تعداد d و متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١۴.٢.٣ قضیه

باشد. ناآبلͬ ویژه کامینا p-گروه ͷی یا آبلͬ p-گروه ͷی G اگر تنها و اگر |Autc(G)| = |γ٢(G)|d



۴٣ ویژه فوق و ویژه گروه�های .٢.٣

شود. رجوع ۵.۴ قضیه [۴١] به برهان.

است برقرار G برای Aفرض این�صورت در باشد. متناهͬ ویژه یpͷ-گروه G کنید فرض .١۵.٢.٣ گزاره

باشد. کامینا گروه G اگر تنها و اگر

تعریف از حالت دو هر برای لذا است ویژه p-گروه ͷی G کند. صدق Aفرض در G کنید فرض برهان.

هر برای است کافͬ پس .γ٢(G) = Φ(G) لذا Φ( G
γ٢(G)) = ١ پس است مقدماتͬ آبلͬ G

γ٢(G) ویژه گروه

،١١.١.٣ نتیجه به بنا ،x ∈ G− Φ(G) کنید فرض .γ٢(G) = [x,G] دهیم نشان ،x ∈ G− Φ(G)

و m = ١ که مͬ�شود نتیجه ،١٢.٢.٣ لم از است. G
Z(G) در xZ(G) مرتبه pm که [x,G] = Ωm(γ٢(G))

در و [x,G] = Ωm(γ٢(G)) = γ٢(G) بنابراین است. p برابر γ٢(G) نمای لذا است. p برابر G
Z(G) نمای

است. کامینا گروه G نتیجه

،١۴.٢.٣ قضیه به بنا نتیجه در است ویژه G است. کامینا گروه G کنید فرض عͺس، بر

|Autc(G)| = |γ٢(G)|d,

و γ٢(G) = Z(G) ،١٢.٢.٣ و ٧.٢.٣ لم�های به بنا است ویژه کامینا G اینͺه از .| G
Φ(G) | = pd که

،١٣.١.٣ قضیه از حال .Ωmi(γ٢(G)) = γ٢(G) بنابراین هستند. G
Z(G) پایاهای pmd = pو . . . ،pm١ = p

مͬ�کند. صدق Aفرض در G که مͬ�شود نتیجه

است. ویژه ٢ رده� از پوچ�توان متناهͬ کامینا p-گروه هر .١۶.٢.٣ لم

،٧.٢.٣ لم به بنا طرفͬ از .γ٢(G) ≤ Z(G) نتیجه در و است آبلͬ G
Z(G) لذا است ٢ رده از G چون برهان.

Φ(G) = γ٢(G) لذا است مقدماتͬ آبلͬ G
γ٢(G) ،٩.٢.٣ نتیجه به بنا و Z(G) = γ٢(G) لذا Z(G) ≤ γ٢(G)

است. ویژه G بنابراین و

در G �صورت این در باشد. ٢ رده از پوچ�توان متناهͬ کامینا p-گروه ͷی G کنید فرض .١٧.٢.٣ نتیجه

مͬ�کند. صدق Aفرض

مͬ�شود. حاصل نتیجه قبل لم و ،١۵.٢.٣ گزاره به بنا برهان.

این�صورت در است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) که باشد متناهͬ ناآبلͬ یpͷ-گروه G فرضکنید .١٨.٢.٣ قضیه

باشد. ٢ رده از کامینا p-گروه ͷی G اگر تنها و اگر مͬ�کند صدق Aفرض در G

A فرض در G قبل نتیجه به بنا این�صورت در باشد. ٢ رده از کامینا p-گروه ͷی G کنید فرض برهان.

مͬ�کند. صدق



۴۴ Autc(G) = Autcent(G) رابطه�ی در صادق گروه�های .٣

به بنا نتیجه در است. ٢ رده از لذا است ناآبلͬ G چون �کند. صدق A فرض در G کنید فرض عͺس، بر

لذا، است مقدماتͬ آبلͬ Z(G) چون .γ٢(G) = Z(G) ،۴.١.٣ گزاره

exp(
G

Z(G)
) = exp(γ٢(G)) = exp(Z(G)) = p

طرفͬ از .(٢٧.١.١ لم Φ(G)(از = Z(G) لذا Φ( G
Z(G)) = ١ پس است. مقدماتͬ آبلͬ G

Z(G) بنابراین

است. کامینا G ،١۵.٢.٣ گزاره به بنا بنابراین است. ویژه Gپس γ٢(G) = Z(G)

دید. [١۶] در مͬ�توان را قضیه این از دیͽری برهان

،G ویژه فوق p-گروه هر برای و هستند کامینا ویژه، فوق p-گروه�های .١٩.٢.٣ نتیجه

. Autc(G) = Inn(G)

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،١۵.١.٣ قضیه و ١۵.٢.٣ گزاره و ١۶.١.٣ قضیه از برهان.

مͬ�آید. به�دست ١٧.٢.٣ و ١٩.٢.٣ نتایج از زیر نتیجه

مͬ�کنند. صدق Aفرض در متناهͬ ویژه فوق p-گروه�های همه .٢٠.٢.٣ نتیجه

از کامینا p-گروه�های از مثال�هایͬ نیست. برقرار لزوما ٢٠.٢.٣ و ١٧.٢.٣ نتایج عͺس .٢١.٢.٣ توجه

متناهͬ p-گروه� از مثالͬ همچنین دید. [٢۶] و [١١] در مͬ�توان را نیستند ویژه فوق که ،٢ پوچ�توانͬ رده�ی

کرد. مشاهده زیر در مͬ�توان را نیست کامینا گروه که Aفرض در صادق

توسیع در ٢ͷادی-p صحیح�های حلقه S که باشد S
p٢S عامل حلقه R کنید فرض [۴۴] .٢٢.٢.٣ مثال

G گروه این�صورت در است. Q گویای اعداد میدان از Qp ͷادی-p کامل�سازی روی ٢ درجه از نامنشعب

فرم، به ٣× ٣ ماتریس�های از

M(x, y, z) =

١ ٠ ٠
x ١ ٠
z y ١


نیست. کامینا که است Aفرض در صادق گروهͬ ،x, y, z ∈ R که

٢p-adic



۴ فصل

خاص �گروه�هایp

مͬ�کنیم بحث کند صدق Aفرض در G که G از مرتبه�ای روی اول بخش در است. بخش دو شامل فصل این

گروه مرتبه و G گروه مرتبه روی و گرفته نظر در Aut(G) = Autc(G) ویژگͬ با را G گروه دوم بخش در و

آبلͬ Aut(G) که مͬ�کنیم ثابت Aut(G) = Autc(G) فرض با همچنین و مͬ�کنیم بحث آن خودریختͬ�های

باشد. ویژه کامینا G اگر تنها و اگر است مقدماتͬ

است. شده گرفته [۴۴] و [١۶] از فصل این مطالب

n ⩽ ٧ ،pn مرتبه از گروه�های ١.۴

آنͽاه | Z(G) |= pn−٢ اگر .n ⩾ ٣ که باشد pn مرتبه از متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١.١.۴ لم

.Autc(G) = Inn(G)

است. ٢ رده از �G لذا است �آبلͬ p٢ مرتبه از گروه هر و | G
Z(G) |= p٢ چون برهان.

بنابراین، و | CG(x) |= pn−١ آنͽاه باشد، G مرکزی غیر عضو x اگر

| [x,G] |=| xG |= | G |
| CG(x) |

= p.

قضیه به بنا بنابراین و است دوری [x,G] حالت هر در .| xG |=| [x,G] |= ١ آنͽاه x ∈ Z(G) اگر

.Autc(G) = Inn(G) ،١٠.٢.٢

Aفرض در Gاین�صورت در .n = ٣,۵ که باشد pn مرتبه از ناآبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢.١.۴ قضیه

باشد. دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G) اگر تنها و اگر مͬ�کند صدق

.γ٢(G) = Z(G) ،١۴.١.٣ قضیه به بنا این�صورت در �کند. صدق Aفرض در G کنید فرض برهان.



۴۶ خاص p-گروه�های .۴

است. دوری Z(G) لذا و است ویژه فوق G ،١٣.٢.٣ لم به بنا آنͽاه | G |= p٣ اگر •

p۴ یا p٣ یا p٢ برابر | G
Z(G) | پس نیست دوری G

Z(G) لذا است ناآبلͬ G چون آنͽاه | G |= p۵ اگر •

است.

در G چون و Autc(G) = Inn(G) قبل لم به بنا لذا و | Z(G) |= p٣ آنͽاه | G
Z(G) |= p٢ اگر .١

Z(G) ،١۵.١.٣ قضیه به بنا نتیجه در و Autcent(G) = Inn(G) لذا �مͬ�کند صدق Aفرض

نمͬ�دهد. رخ حالت این پس نیست. ممͺن ،(١٨.٣.١)ͬͽموری لم به بنا این و است دوری

ͬͽموری لم با تناقض به باشد دوری Z(G) اگر .| Z(G) |= p٢ آنͽاه | G
Z(G) |= p٣ اگر .٢

رخ نیز حالت این نتیجه در مͬ�رسیم. ٢۴.١.٣ قضیه با تناقض به نباشد دوری اگر و مͬ�رسیم

است. زیر حالت ممͺن حالت تنها لذا نمͬ�دهد.

است. دوری Z(G) لذا و | Z(G) |= p آنͽاه | G
Z(G) |= p۴ اگر .٣

مͬ�شود. حاصل ،١۶.١.٣ قضیه از قضیه، عͺس

نیست. برقرار p۴ مرتبه از گروه�های برای فوق قضیه .٣.١.۴ توجه

مͬ�کند صدق Aفرض در Gاین�صورت در باشد. p۶ مرتبه از ناآبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .۴.١.۴ قضیه

است. ٢ رده از کامینا p-گروه ͷی G یا است دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G) یا اگر تنها و اگر

.γ٢(G) = Z(G) ،١۴.١.٣ قضیه به بنا این�صورت در کند صدق Aفرض در G کنید فرض برهان.

حاصل ،١٨.٢.٣ قضیه از نتیجه و است مقدماتͬ آبلͬ Z(G) که مͬ�کنیم ثابت آنͽاه نباشد دوری Z(G) اگر

.p٢ ⩽| Z(G) |⩽ p۴ لذا، نیستند دوری G
Z(G) و Z(G) چون مͬ�شود.

لذا، نیست دوری Z(G) چون آنͽاه | Z(G) |= p٢ اگر •

Z(G) ∼= Cp × Cp.

است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) بنابراین

این�صورت، در نباشد مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و | Z(G) |= p٣ کنید فرض •

Z(G) ∼= Cp٢ × Cp.

لذا،

exp(
G

Z(G)
) = exp(γ٢(G)) = exp(Z(G)) = p٢.



۴٧ N ⩽ ٧ ،PN مرتبه از گروه�های .١.۴

لذا، | G
Z(G) |= p٣ چون بنابراین

G

Z(G)
∼= Cp٢ × Cp

است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) بنابراین است. ͬͽموری لم با متناقض این و

است. مقدماتͬ آبلͬ G
Z(G) لذا است p٢ مرتبه از و نیست دوری

G
Z(G) چون آنͽاه | Z(G) |= p۴ اگر •

بنابراین،

exp(Z(G)) = exp(γ٢(G)) = exp(
G

Z(G)
) = p.

است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) نتیجه در

اگر است. ٢ رده از کامینا p-گروه ͷی G یا است دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G) کنید فرض برعͺس،

ͷی G اگر مͬ�کند. صدق Aفرض در G ،١۶.١.٣ قضیه به بنا آنͽاه باشد، دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G)

مͬ�کند. صدق Aفرض در G ،١٧.٢.٣ نتیجه به بنا آنͽاه باشد، ٢ رده از کامینا p-گروه

مͬ�کند صدق Aفرض در Gاین�صورت در باشد. p٧ مرتبه از ناآبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.۴ قضیه

است. ٢ رده از کامینا p-گروه ͷی G یا است دوری Z(G) و γ٢(G) = Z(G) یا اگر تنها و اگر

.γ٢(G) = Z(G) ،١۴.١.٣ قضیه به بنا این�صورت در کند صدق Aفرض در G کنید فرض برهان.

Z(G) چون است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) کنیم ثابت است کافͬ قبل قضیه مانند آنͽاه نباشد دوری Z(G) اگر

.p٢ ⩽| Z(G) |⩽ p۵ لذا نیستند دوری G
Z(G) و

است. مقدماتͬ آبلͬ قبل قضیه مانند لذا نیست دوری Z(G) چون آنͽاه | Z(G) |= p٢ اگر •

بنابراین، است. مقدماتͬ آبلͬ لذا نیست دوری چون و | G
Z(G) |= p٢ آنͽاه | Z(G) |= p۵ اگر •

exp(Z(G)) = exp(γ٢(G)) = exp(
G

Z(G)
) = p.

است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) پس

این�صورت در .Z(G) ∼= Cp٢ × Cp یعنͬ نباشد مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و | Z(G) |= p٣ کنید فرض •

مͬ�شود، نتیجه | G
Z(G) |= p۴ اینͺه و ͬͽموری لم به بنا

G

Z(G)
∼= Cp٢ × Cp٢ .

با متناقض این و است دوری γ٢(G) ،٢٠.٣.١ لم به بنا لذا است ٢-مولدی گروه ͷی G بنابراین

مͬ�باشد. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) نتیجه در است. γ٢(G) = Z(G) ∼= Cp٢ × Cp



۴٨ خاص p-گروه�های .۴

این�صورت، در نباشد. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و | Z(G) |= p۴ کنید فرض •

exp(Z(G)) = pیا٢ exp(Z(G)) = p٣.

لذا،

exp(
G

Z(G)
) = pیا٢ exp( G

Z(G)
) = p٣ و | G

Z(G)
|= p٣

است. مقدماتͬ آبلͬ Z(G) بنابراین نیست. ممͺن ͬͽموری لم به بنا که

مͬ�آید. به�دست ١۶.١.٣ قضیه و ١٧.٢.٣ نتیجه از قضیه، عͺس

Aut(G) = Autc(G) ویژگͬ با گروه�هایͬ ٢.۴

است. فرد اول عدد pبخش این سراسر در

است. شده گرفته [٣٠] و [٢٩] ،[٢۶] ،[١٨] ،[١٢] ،[۵] از زیر قضیه

هستند: برقرار زیر گزاره�های .١.٢.۴ قضیه

ناآبلͬ Aut(G) این�صورت در باشد. p۵ مساوی یا کمتر مرتبه از ناآبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض (١)

است.

ندارد. وجود باشد آبلͬ p-گروه ͷی آن خودریختͬ گروه که p۶ مرتبه از گروهͬ (٢)

این�صورت، در است. آبلͬ Aut(G) که باشد ناآبلͬ متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض (٣)

.d(G) ⩾ ۴

این�صورت، در است. آبلͬ Aut(G) �که باشد دوری غیر متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض (۴)

.p١٢ | |Aut(G)|

p١٢ باید آن مرتبه آنͽاه باشد، آبلͬ Aut(G) اگر باشد. p٧ مرتبه از دوری غیر گروه ͷی G کنید فرض (۵)

باشد.

این�صورت، در است. آبلͬ Aut(G) که باشد دوری غیر متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض (۶)

γ٢(G) ∼= Cpm × Cpm یا γ٢(G) ∼= Cpm × Cpm × Cpm١ × · · · × Cpmk

.m ⩾ mi ،١ ⩽ i ⩽ k برای و است γ٢(G) نمای pm که
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،n و m صحیح اعداد برخͬ برای که باشد ٢ رده از متناهͬ کامینا p-گروه ͷی G کنید فرض (٧)

.n ⩾ ٢m و است �زوج n این�صورت در .d(γ٢(G)) = m و d(G) = n

α اگر است. دوری γ٢(G) به�طوری�که ،p > ٢ و باشد متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٢.٢.۴ قضیه

α آنͽاه باشند، همانͬ خودریختͬ Z(G) و G
γ٢(G) روی القایͬ خودریختͬ�های که باشد G از خودریختͬ ͷی

است. داخلͬ خودریختͬ

شود. رجوع ٣ قضیه [١٠] به برهان.

مرتبه از خودریختͬ دارای G این�صورت در باشد. متناهͬ ناآبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .٣.٢.۴ قضیه

نیست. داخلͬ که است p از توانͬ

شود. رجوع [١۴] به برهان.

γ٢(G)این�صورت در .Aut(G) = Autc(G) �که باشد متناهͬ ناآبلͬ یpͷ-گروه G فرضکنید .۴.٢.۴ لم

نیست. دوری

،g ∈ G هر برای لذا Aut(G) = Autc(G) چون .α ∈ Aut(G) و است دوری γ٢(G) کنید فرض برهان.

کنید فرض حال .α(g)γ٢(G) = gγ٢(G) نتیجه در و g−١α(g) ∈ [g,G] ⊆ γ٢(G) بنابراین .α(g) ∈ gG

نتیجه ،٢.٢.۴ قضیه از بنابراین .α(x) = x نتیجه در .α(x) ∈ xG = {x} این�صورت در .x ∈ Z(G)

که، مͬ�شود

Aut(G) = Autc(G) = Inn(G).

نیست. ممͺن ،٣.٢.۴ قضیه به بنا این و

این�صورت در .Aut(G) = Autc(G) �که باشد متناهͬ ناآبلͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .۵.٢.۴ لم

باشد. ویژه کامینا p-گروه ͷی G اگر تنها و اگر است مقدماتͬ آبلͬ Aut(G)

این�صورت، در باشد. مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) = Autc(G) کنید فرض برهان.
G

Z(G)
(∼= Inn(G) ≤ Aut(G))

پس است آبلͬ Aut(G) طرفͬ از است. ٢ رده از لذا است ناآبلͬ G چون است. مقدماتͬ آبلͬ

آبلͬ G
Z(G) اینͺه از .γ٢(G) = Z(G) بنابراین مͬ�کند. صدق Aفرض در G لذا ،Aut(G) = Autcent(G)

ویژه G نتیجه در .Φ(G) = Z(G) ،٢٧.١.١ لم به بنا و Φ( G
Z(G)) = ١ که مͬ�شود نتیجه است مقدماتͬ

است. کامینا G ،١۵.٢.٣ گزاره به بنا بنابراین است.
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G
Z(G) ،١٢.٢.٣ لم به بنا طرفͬ از است. ٢ رده از Gاین�صورت در باشد. ویژه کامینا G فرضکنید عͺس، بر

مͬ�شود نتیجه ،١۴.١.٣ قضیه از حال است. مقدماتͬ آبلͬ نیز Hom( G
Z(G) , γ٢(G)) لذا است مقدماتͬ آبلͬ

است. مقدماتͬ آبلͬ نیز Aut(G) = Autc(G) که

برابر Z(G) نمای اگر این�صورت، در باشد. محض ناآبلͬ متناهͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .۶.٢.۴ قضیه

است. مقدماتͬ آبلͬ p-گروه ͷی Autcent(G) آنͽاه باشد، p برابر G
γ٢(G) نمای یا p

شود. رجوع [٢١] به برهان.

مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) آنͽاه Aut(G) = Autcent(G) و باشد ناآبلͬ ویژه p-گروه ͷی G اگر .٧.٢.۴ لم

است.

چون است. p برابر Z(G) نمای نتیجه در و است مقدماتͬ آبلͬ Z(G) لذا است ویژه یpͷ-گروه G برهان.

نتیجه ،۶.٢.۴ قضیه از حال است. محض ناآبلͬ G لذا ،γ٢(G) = Z(G) = Φ(G)پس است ناآبلͬ ویژه G

مͬ�شود. حاصل

�که، دارد وجود G ویژه غیر متناهͬ p-گروه�های یعنͬ نیست درست قبل لم عͺس .٨.٢.۴ تذکر

است. مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) = Autcent(G)

کنید. توجه زیر مثال به نمونه برای

گروه، [٢٢] .٩.٢.۴ مثال

G = ⟨x١, x٢, . . . , x۵ :

xp
٢

١ = xp
٢

٢ = xp
٢

٣ = xp
٢

۴ = xp۵ = ١,

[x١, x٢] = xp١, [x١, x٣] = xp٣, [x١, x۴] = ١,

[x١, x۵] = xp١, [x٢, x٣] = xp٢, [x٢, x۴] = ١,

[x٢, x۵] = xp۴, [x٣, x۴] = ١, [x٣, x۵] = xp۴,

[x۴, x۵] = ١⟩

برای گپ برنامه توسط است. مقدماتͬ آبلͬ Φ(G) و γ٢(G) = Φ(G) < Z(G) و p٩ مرتبه از یpͷ-گروه

است. مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) ،p = ٢
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شده، تعریف گروه در شده داده روابط به توجه با حل.

γ٢(G) = ⟨xp١, x
p
٢, x

p
٣, x

p
۴⟩.

[x١, x٢] = xp١ ⇒ x−١١ x−١٢ x١x٢ = xp١ ⇒ x−١٢ x١x٢ = xp+١١

⇒ x−١٢ xp١x٢ = (xp+١١ )p ⇒ x−١٢ xp١x٢ = xp١

لذا،

[xp١, x
p
٢] = ١ بنابراین و [xp١, x٢] = ١ (١.۴)

لذا، [x٢, x٣] = xp٢ و [x١, x۵] = xp١ چون ترتیب، همین به

[xp٢, x٣] = ١ و [xp١, x۵] = ١ (٢.۴)

بنابراین،

[xp٢, x
p
٣] = ١ و [xp١, x

p
۵] = ١ (٣.۴)

لذا، [x١, x۴] = ١ داریم، طرفͬ از

[xp١, x۴] = ١, [x١, xp۴] = ١, [xp١, x
p
۴] = ١. (۴.۴)

داریم، همچنین

[x٢, x۴] = ١, [x٣, x۴] = ١, [x۴, x۵] = ١,

بنابراین،

[xp٢, x۴] = ١, [x٢, xp۴] = ١, [xp٢, x
p
۴] = ١. (۵.۴)

و

[xp٣, x۴] = ١, [x٣, xp۴] = ١, [xp٣, x
p
۴] = ١. (۶.۴)

و

[xp۴, x۵] = ١. (٧.۴)

لذا، [x٢, xp۴] = ١ داریم ،(۵.۴) رابطه از و [x٢, x۵] = xp۴ داریم

x−١٢ x−١۵ x٢x۵ = xp۴ ⇒ x−١۵ x٢x۵ = x٢x
p
۴

⇒ x−١۵ xp٢x۵ = xp٢x
p٢

۴ = xp٢

بنابراین،

[xp٢, x۵] = ١, (٨.۴)
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لذا، [x٣, x۵] = xp۴ داریم، همچنین

[xp٣, x۵] = ١, (٩.۴)

مͬ�شود، نتیجه [x١, x٣] = xp٣ اینͺه از

[x٣, x
p
١] = ١ لذا و [xp٣, x

p
١] = ١ و [xp٣, x١] = ١ (١٠.۴)

جابه�جا هم با همه xp۴ تا x
p
١ ،(١٠.۴) و ،(۶.۴) ،(۵.۴) ،(۴.۴) ،(٣.۴) ،(١.۴) رابطه�های به بنا بنابراین

بنابراین، مͬ�شوند.

γ٢(G) = ⟨xp١⟩ × ⟨xp٢⟩ × ⟨xp٣⟩ × ⟨xp۴⟩. (١١.۴)

روابط، به توجه با

[x١, x۴] = ١, [x٢, x۴] = ١, [x٣, x۴] = ١, [x۴, x۵] = ١,

بنابراین، مͬ�شود. جابه�جا x۵ تا x١ همه با xp۴ تا x
p
١ همچنین مͬ�شود. جابه�جا x۵ تا x١ همه با x۴

xp١, x
p
٢, x

p
٣, x۴ ∈ Z(G). (١٢.۴)

دهیم نشان باید حال است. ٢ رده از G لذا و γ٢(G) ≤ Z(G) ،(١٢.۴) و (١١.۴) روابط به توجه با

،(١٢.۴) رابطه به توجه با .γ٢(G) < Z(G)

⟨xp١⟩ × ⟨xp٢⟩ × ⟨xp٣⟩ × ⟨x۴⟩ ⊆ Z(G)

بنابراین .|γ٢(G)| = p۴ ،(١١.۴) رابطه به توجه با که حالͬ در است p۵ برابر Z(G) مرتبه حداقل لذا

حال، .γ٢(G) < Z(G)

G

γ٢(G)
= ⟨x̄١, . . . , x̄۵ : x̄١

p = · · · = x̄۵
p = ١⟩.

p۵ مرتبه از و مقدماتͬ آبلͬ G
γ٢(G) لذا هستند p مرتبه از x̄iها و [x̄i, x̄j ] = ١ چون .x̄i = xiγ٢(G) که

نتیجه، در است.

|G| = |γ٢(G)||
G

γ٢(G)
| = p٩.

،(١١.۴) رابطه به بنا چون و .Φ(G) = γ٢(G) بنابراین ،Φ( G
γ٢(G)) = استپس١ مقدماتͬ آبلͬ G

γ٢(G) چون

است. مقدماتͬ آبلͬ نیز Φ(G) لذا است مقدماتͬ آبلͬ γ٢(G)

لذا است. مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) که مͬ�شود مشخص ،p = ٢ برای گپ برنامه توسط آ�.١، پیوست فصل در

است. مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) = Autcent(G)

این�صورت در .Aut(G) = Autc(G) که باشد ٢ رده از متناهͬ یpͷ-گروه G کنید فرض .١٠.٢.۴ گزاره

.|G| ⩾ p٨
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۴.١.٣ گزاره به بنا مͬ�کند. صدق Aفرض در G لذا Aut(G) = Autc(G) و است ٢ رده از G چون برهان.

،١.٢.۴ قضیه دو و ͷی قسمت از حال است. آبلͬ Aut(G) لذا است آبلͬ Autcent(G) ،١۴.١.٢ لم و

.|G| ⩾ p٧ که مͬ�شود نتیجه

ناآبلͬ لذا است ٢ رده از G)|Aut(G)| = p١٢ ،١.٢.۴ قضیه پنجم قسمت به بنا ،|G| = p٧ کنید فرض

نتیجه در است. محض ناآبلͬ G لذا γ٢(G) = Z(G) ،۴.١.٣ گزاره به بنا است). دوری غیر Gپس مͬ�باشد

،١١.١.٢ نتیجه به بنا

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))|.

بنابراین،

|Aut(G)| = |Autcent(G)| = |Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = p١٢.

قضیه سوم قسمت به بنا و است زوج d( G
Z(G)) ،٢۴.١.٣ قضیه به بنا و نیست دوری Z(G) ،۴.٢.۴ لم به بنا

.d( G
Z(G)) ⩾ ۴ ،١.٢.۴

که مͬ�شود نتیجه d( G
Z(G)) ⩾ ۴ و |G| = p٧ اینͺه و نیستند دوری و هستند آبلͬ G

Z(G) و Z(G) اینͺه از

.| G
Z(G) | ⩾ p۴ و p٢ ⩽ |Z(G)| ⩽ p٣

بنابراین، .Z(G) ∼= Cp × Cp لذا نیست دوری و است آبلͬ Z(G) چون آنͽاه، |Z(G)| = p٢ اگر •
G

Z(G)
∼= Cp × Cp × Cp × Cp٢ و | G

Z(G)
| = p۵

،۶.٢.١ و ۵.٢.١ لم�های به بنا

|Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = |Hom(Cp × Cp × Cp × Cp٢ , Cp × Cp)| = p٨.

است. تناقض ͷی این و

مͬ�دهد. رخ حالت دو این�صورت در .| G
Z(G) | = p۴ آنͽاه |Z(G)| = p٣ اگر •

اول: حالت

Z(G) ∼= Cp × Cp × Cp

دوم: حالت

Z(G) ∼= Cp × Cp٢

لذا، و
G

Z(G)
∼= Cp × Cp × Cp × Cp

داریم: اول حالت برای بنابراین

|Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = |Hom(Cp × Cp × Cp × Cp, Cp × Cp × Cp)| = p١٢.
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داریم: دوم حالت برای و

|Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = |Hom(Cp × Cp × Cp × Cp, Cp × Cp٢)| = p٨.

مقدماتͬ آبلͬ G
Z(G) و Z(G) بنابراین مͬ�دهد. رخ اول حالت لذا مͬ�رسیم تناقض به دوم حالت برای

ویژه G لذا γ٢(G) = Z(G) داریم، طرفͬ از .Φ(G) = Z(G) بنابراین و Φ( G
Z(G)) = ١ لذا هستند.

ممͺن ،١.٢.۴ قضیه به بنا این و است. کامینا گروه ͷی G ،١۵.٢.٣ گزاره به بنا نتیجه در است.

بنابراین، .(d(G) = d( G
Φ(G)) = d( G

Z(G)) = ۴ و d(γ٢(G)) = d(Z(G)) = ٣ نیست(زیرا

|G| ⩾ p٨.

،m مثبت صحیح عدد برخͬ برای که، باشد ٢ رده از متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.۴ لم

که، دارد وجود H آبلͬ گروه این�صورت در .γ٢(G) ∼= Cpm × Cpm

G

Z(G)
∼= Cpm × Cpm × Cpm ×H.

لم به بنا پس است. pm برابر نیز G
Z(G) نمای لذا است ٢ رده از G و pm برابر γ٢(G) نمای چون برهان.

،Z(G) شامل G از K زیرگروه برخͬ برای ،ͬͽموری
G

Z(G)
∼= ⟨x̄١⟩ × ⟨x̄٢⟩ ×

K

Z(G)

که،

|⟨[x١, x٢]⟩| = |⟨x̄١⟩| = |⟨x̄٢⟩| = pm.

پس ،d(γ٢(G)) = ٢ لذا γ٢(G) ∼= Cpm × Cpm چون است. pm برابر K
Z(G) نمای کنیم ثابت است کافͬ

که، دارد وجود w ∈ γ٢(G) عنصر

γ٢(G) = ⟨[x١, x٢], w⟩.

، k١, k٢ ∈ K و j٢،j١،i٢،i١ صحیح اعداد برای این�صورت در .w = [a, b] کنید فرض

aZ(G) = xi١١ Z(G)x
i٢
٢ Z(G)k١Z(G)

و

bZ(G) = xj١١ Z(G)x
j٢
٢ Z(G)k٢Z(G)

نتیجه، در . b = xj١١ x
j٢
٢ k٢z٢ و a = xi١١ x

i٢
٢ k١z١ که، دارند وجود z١, z٢ ∈ Z(G) لذا

w
٢ رده Gاز

= [xi١١ , x
j٢
٢ ][xi١١ , k٢][x

i٢
٢ , x

j١
١ ][xi٢٢ , k٢][k١, x

j١
١ ][k١, x

j٢
٢ ][k١, k٢]

= [x١, x٢]
i١j٢+j١i٢ [x١, k٢]

i١ [x٢, k٢]
i٢ [k١, x١]

j١ [k١, x٢]
j٢ [k١, k٢]︸ ︷︷ ︸

u
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کنید(فرض فرض است. pm برابر K
Z(G) نمای مͬ�کنیم ادعا هستند. γ٢(G) مولدهای [x١, x٢] و u بنابراین

نتیجه، در .kpni Z(G) = Z(G) , i هر برای این�صورت در .n < m که، است pn برابر K
Z(G) نمای خلف)

up
n
=

(
[x١, k٢]

i١ [x٢, k٢]
i٢ [k١, x١]

j١ [k١, x٢]
j٢ [k١, k٢]

)pn
(G)γ٢آبلͬ

= [x١, k
pn

٢︸︷︷︸
∈Z(G)

]i١ [x٢, k
pn

٢︸︷︷︸
∈Z(G)

]i٢ [ kp
n

١︸︷︷︸
∈Z(G)

, x١]
j١ [ kp

n

١︸︷︷︸
∈Z(G)

, x٢]
j٢ [ kp

n

١︸︷︷︸
∈Z(G)

, k٢] = ١

است. γ٢(G) ∼= Cpm × Cpm با متناقض که |γ٢(G)| < p٢m بنابراین است. کمتر pm از u مرتبه لذا

pm مرتبه از عاملͬ پس است pm برابر آن نمای و آبلͬ K
Z(G) چون حال است. pm برابر K

Z(G) نمای بنابراین

دارد.

این�صورت در است. Aut(G)آبلͬ = Autc(G) که باشد متناهͬ Gیpͷ-گروه فرضکنید .١٢.٢.۴ گزاره

.|Aut(G)| = p١٢ اگر تنها و |G|اگر = p٨

که، مͬ�شود نتیجه است آبلͬ Aut(G) اینͺه از .|Aut(G)| = pکنید١٢ �فرض برهان.

از لذا است ناآبلͬ �G ،۵.٢.٢ لم به بنا طرفͬ از مͬ�کند. فرض�Aصدق در G لذا .Aut(G) = Autcent(G)

به بنا است. زوج d( G
Z(G)) ،٢۴.١.٣ قضیه به بنا و |G| ⩾ p٨ ،١٠.٢.۴ گزاره به بنا بنابراین مͬ�باشد. ٢ رده

بنابراین، و است محض ناآبلͬ G لذا Z(G) = γ٢(G) ،۴.١.٣ گزاره

|Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = |Autcent(G)| = |Aut(G)| = p١٢.

مͬ�گیرد. قرار Z(G) در Cp × Cp از نسخه�ای لذا باشد. دوری نمͬ�تواند Z(G) = γ٢(G) ،۴.٢.۴ لم به بنا

،۶.٢.١ و ۵.٢.١ لم�های به بنا لذا d( G
Z(G)) ⩾ ۴ ،١.٢.۴ قضیه به بنا .d(Z(G)) ⩾ ٣ کنید فرض

و Z(G) نمای و d( G
Z(G)) = ۴ و d(Z(G)) = ٣ که است برقرار وقتͬ فقط تساوی .|Aut(G)| ⩾ p١٢

باشد. p برابر G
Z(G)

لم به بنا لذا exp( G
Z(G)) = exp(γ٢(G)) = exp(Z(G)) = pm چون آنͽاه، exp(Z(G)) = pm (اگر

لذا است تناقض ͷی این و |Aut(G)| > p١٢ نتیجه در و دارد pm مرتبه از عامل دو حداقل G
Z(G) ،ͬͽموری

است). p برابر G
Z(G) و Z(G) نمای

.d(Z(G)) = ٢ بنابراین است. تناقض ͷی |G|که = p٧ نتیجه در

شش قسمت از این�صورت در است. pm برابر Z(G) نمای ،m مثبت صحیح عدد برخͬ برای کنید فرض

چون، .m ⩾ ٢ کنید فرض .m = ١ مͬ�کنیم ادعا .Z(G) ∼= Cpm ×Cpm که مͬ��شود نتیجه ،١.٢.۴ قضیه

exp(
G

Z(G)
) = exp(γ٢(G)) = exp(Z(G)) = pm،
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،٢۴.١.٣ قضیه به بنا بنابراین است. تناقض ͷی این و |Aut(G)| > p١٢ آنͽاه d( G
Z(G)) ⩾ ۶ اگر لذا،

،١ ⩽ r ⩽ m برخͬ برای ،١١.٢.۴ لم به بنا و .d( G
Z(G)) = ۴

G

Z(G)
∼= Cpm × Cpm × Cpm × Cpr .

بنابراین،

|Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = |Hom(Cpm × Cpm × Cpm × Cpr , Cpm × Cpm)| > p١٢.

و Z(G) ∼= Cp×Cp نتیجه در .m = ١ یعنͬ مͬ�کند ثابت را ما ادعای تناقض، این و |Aut(G)| > p١٢ لذا

مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و G
Z(G) بنابراین باشد. ۶ باید d(

G
Z(G)) برای انتخاب تنها لذا ،|Aut(G)| = p١٢ چون

بنابراین، هستند. p٢ و p۶ مرتبه از ترتیب به

|G| = | G

Z(G)
||Z(G)| = p٨.

مͬ�کند. صدق A فرض در G لذا است آبلͬ Aut(G) = Autc(G) چون .|G| = p٨ کنید فرض برعͺس،

بنا نتیجه در ،Z(G) = γ٢(G) ≤ Φ(G) همچنین است. ٢ رده از لذا و ناآبلͬ G ،۵.٢.٢ لم به بنا

لذا و | G
Z(G) | ⩾ p۴ پس است. زوج و d( G

Z(G)) ⩾ ۴ ،١.٢.۴ قضیه سوم قسمت و ٢۴.١.٣ قضیه به

.|Z(G)| = |γ٢(G)| ⩽ p۴

پس .Φ( G
Z(G)) = ١ لذا است. مقدماتͬ آبلͬ G

Z(G) بنابراین .|
G

Z(G) | = p۴ آنͽاه |Z(G)| = p۴ اگر •

نتیجه، در .Φ(G) = Z(G)

Φ(G) = Z(G) = γ٢(G).

ممͺن ،١.٢.۴ قضیه به بنا این اما است. کامینا گروه ͷی G ،١۵.٢.٣ گزاره به بنا و است ویژه Gپس

.(d( G
Z(G)) = d(Z(G) = ۴ لذا هستند p۴ مرتبه از و مقدماتͬ آبلͬ G

Z(G) و Z(G) (زیرا نیست

لذا، است زوج و d( G
Z(G)) ⩾ ۴ چون آنͽاه، |Z(G)| = p٣ اگر •

G

Z(G)
∼= Cp٢ × Cp × Cp × Cp.

چون،

exp(Z(G)) = exp(γ٢(G)) = exp(
G

Z(G)
) = p٢,

بنابراین، .Z(G) ∼= Cp٢ × Cp پس

|Aut(G)| = |Autcent(G)| = |Hom(
G

Z(G)
, Z(G))|

= |Hom(Cp٢ × Cp × Cp × Cp, Cp٢ × Cp)| = p٩.

.|Z(G)| = p٢ بنابراین نیست. ممͺن ،١.٢.۴ قضیه چهارم قسمت به بنا که
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چون، .Z(G) ∼= Cp × Cp لذا نیست دوری Z(G) ،۴.٢.۴ لم به بنا و |Z(G)| = p٢ •

exp(
G

Z(G)
) = exp(γ٢(G)) = exp(Z(G)) = p

بنابراین، است. p۶ مرتبه از و مقدماتͬ آبلͬ G
Z(G) نتیجه در

|Aut(G)| = |Autcent(G)| = |Hom(
G

Z(G)
, Z(G))| = p١٢.

بͽیرید. نظر در زیر به�صورت را G گروه p فرد اول عدد برای

G = ⟨x١, x٢, x٣, x۴, x۵, x۶ :

xp
٢

١ = xp
٢

٢ = xp٣ = xp۴ = xp۵ = xp۶ = ١,

[x١, x٢] = xp١, [x١, x٣] = xp٢, [x٢, x٣] = xp١,

[x١, x۴] = xp٢, [x٢, x۴] = xp٢, [x٣, x۴] = xp٢,

[x١, x۵] = xp٢, [x٢, x۵] = xp١, [x٣, x۵] = xp٢,

[x۴, x۵] = xp١, [x١, x۶] = xp٢, [x٢, x۶] = xp٢,

[x٣, x۶] = xp١, [x۴, x۶] = xp١, [x۵, x۶] = xp٢⟩

و p٨ مرتبه از ویژه کامینا گروه ͷی بالا، در شده تعریف G گروه p اول عدد هر برای .١٣.٢.۴ لم

است. ٣١٢ مرتبه از مقدماتͬ آبلͬ Aut(G) = Autc(G) ،p = ٣ برای است. |Z(G)| = p٢

شده، تعریف گروه در شده داده روابط به توجه با برهان.

γ٢(G) = ⟨xp١, x
p
٢⟩.

[x١, x٢] = xp١ ⇒ x−١١ x−١٢ x١x٢ = xp١

⇒ x−١٢ x١x٢ = xp+١١

⇒ x−١٢ xp١x٢ = (xp+١١ )p

⇒ x−١٢ xp١x٢ = xp١

لذا،

[xp١, x
p
٢] = ١ بنابراین و [xp١, x٢] = ١ (١٣.۴)
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نتیجه، در

γ٢(G) = ⟨xp١⟩ × ⟨xp٢⟩.

لذا، [xp١, x٢] = ١ داریم ،(١٣.۴) رابطه از و [x١, x٢] = xp١ داریم،

[x١, x٢] = xp١ ⇒ x−١١ x−١٢ x١x٢ = xp١

⇒ x−١١ x−١٢ x١ = xp١x
−١
٢

⇒ x−١١ x−p
٢ x١ = xp

٢

١ x
−p
٢ = x−p

٢

⇒ [x−p
٢ , x١] = ١,

بنابراین،

[x١, x
p
٢] = ١ (١۴.۴)

رابطه به توجه با نتیجه در [x١, x٣] = xp٢ چون مͬ�شود. جابه�جا نیز x۶ . . . , x٣ با xp١ مͬ�دهیم نشان حال

داریم: ،(١۴.۴)

x−١٣ x١x٣ = x١x
p
٢ ⇒ x−١٣ xp١x٣ = xp١x

p٢

٢ = xp١.

بنابراین،

[xp١, x٣] = ١, (١۵.۴)

قبلͬ همانند لذا [x١, x۴] = [x١, x۵] = [x١, x۶] = xp٢ چون، همچنین

[xp١, x۶] = ١ و [xp١, x۵] = ١ و [xp١, x۴] = ١ (١۶.۴)

نتیجه، در مͬ�شود. جابه�جا x۶ و . . . ، x١ با xp١ ، (١۶.۴) و (١۵.۴) ،(١٣.۴) رابطه�های از

xp١ ∈ Z(G). (١٧.۴)

نتیجه، در مͬ�شود. جابه�جا x۶ و . . . ، x١ با نیز xp٢ ترتیب، همین به

xp٢ ∈ Z(G). (١٨.۴)

،١ ⩽ i, j, k ⩽ ۶ و i ̸= j ̸= k که i, j, k هر برای لذا مͬ�شوند، جابه�جا x۶ و . . . ، x١ با xp٢ و x
p
١ چون

حال، .γ٢(G) ≤ Z(G) بنابراین است. آبلͬ G
Z(G) نتیجه در است. ٢ رده از G بنابراین .[xi, xj , xk] = ١

G

γ٢(G)
= ⟨x̄١, . . . , x̄۶ : x̄١

p = x̄٢
p = · · · = x̄۶

p = ١⟩, (١٩.۴)

است. p۶ مرتبه از و مقدماتͬ آبلͬ G
γ٢(G) لذا هستند p مرتبه از x̄iها و [x̄i, x̄j ] = ١ چون .x̄i = xiγ٢(G) که

لذا، | G
γ٢(G) | = p۶ طرفͬ از .|γ٢(G)| = p٢ پس γ٢(G) = ⟨xp١⟩ × ⟨xp٢⟩ چون .Φ(G) = γ٢(G) بنابراین

|G| = | G

γ٢(G)
||γ٢(G)| = p٨. (٢٠.۴)
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g ∈ γ٢(G) لذا xγ٢(G) = x̄١i١ · · · x̄۶i۶ = xi١١ · · ·xi۶۶ γ٢(G) این�صورت در x ∈ Z(G) کنید فرض

که، دارد وجود

x = xi١١ · · ·xi۶۶ g (٢١.۴)

بنابراین،

١ = [x, x١] = [x١, x١]
i١ [x٢, x١]

i٢ · · · [x۶, x١]i۶ = x−pi٢
١ x−pi٣

٢ x−pi۴
٢ x−pi۵

٢ x−pi۶
٢

= x−pi٢
١ x

−p(i٣+···+i۶)
٢

همچنین، .p|i٣ + · · ·+ i۶ و p|i٢ بنابراین و

١ = [x, x٢] = [x١, x٢]
i١ [x٢, x٢]

i٢ · · · [x۶, x٢]i۶ = xpi١١ x−pi٣
١ x−pi۴

٢ x−pi۵
١ x−pi۶

٢

= x
−p(−i١+i٣+i۵)
١ x

−p(i۴+i۶)
٢

داریم: ،(٢١.۴) رابطه به توجه با بنابراین هستند p از مضربͬ i۶، . . . ،i١ که دید خواهیم روند این ادامه با لذا

x = xpk١١ xpk٢٢ · · ·xpk۶۶ g

است xp٢ و x
p
١ توان�های از حاصل�ضربͬ صورت به x لذا هستند p مرتبه از x۶ تا x٣ و g ∈ γ٢(G) چون و

است محض ناآبلͬ Gپس است. ویژه G لذا γ٢(G) = Z(G) نتیجه در و Z(G) = ⟨xp١⟩ × ⟨xp٢⟩ بنابراین

بنابراین، هستند مقدماتͬ آبلͬ Z(G) و G
γ٢(G) چون و

|Autcent(G)| = |Hom(
G

γ٢(G)
, Z(G))| = p١٢.

لذا، است ٢ رده از G چون است. مقدماتͬ آبلͬ Autcent(G) ،۶.٢.۴ قضیه به بنا طرفͬ از

Autc(G) ≤ Autcent(G).

مͬ�شود مشخص گپ برنامه از استفاده با آ�.٢، پیوست فصل در است. مقدماتͬ آبلͬ نیز Autc(G) بنابراین

|γ٢(G)| = |Z(G)| = p٢ و [x,G] ⊆ γ٢(G) چون است. تزویج رده ٧٣٧ دارای p = ٣ برای G گروه

لذا،

|xG| = |[x,G]| ⩽ |γ٢(G)|,

رده�های تعداد لذا است. ٩ برابر عضوی ͷت تزویج رده�های تعداد و |xG| = ٩یا٣ ،p = ٣ برای نتیجه در

مرتبه از باقͬ و ٣ مرتبه از تزویج رده�های از تعدادی کنید فرض است. ٧٢٨ برابر عضوی ͷت غیر تزویج

در باشد. ٩ مرتبه از تزویج رده�های تعداد y و ٣ مرتبه از تزویج رده�های تعداد z کنید فرض باشند. ٩

رده�ای، معادله به توجه با این�صورت

|G| = |Z(G)|+
∑

x/∈Z(G)

|xG| = ٩+ ٣× z + ٩× y.
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زیرا است تناقض ͷی این و .٩+ ٩(z + y) > |G| آنͽاه باشد ٩ مرتبه از تزویج رده�های همه اگر بنابراین،

یعنͬ، است. ٩ مرتبه از تزویج رده�های همه بنابراین، .٩+ ٩× ٧٢٨ = ۶۵۶١ = |G|

|[x,G]| = |xG| = ٩,

،x ∈ G− γ٢(G) هر برای نتیجه در

[x,G] = γ٢(G).

بنابراین، مͬ�کند. صدق Aفرض در G ،١۵.٢.٣ گزاره به بنا و است. کامینا G بنابراین

|Autc(G)| = |Autcent(G)| = ٣١٢.

و |Aut(G) |= ٣١٢ ،p = ٣ برای مͬ�آوریم)، آ�.٢، پیوست فصل در گپ(که برنامه از استفاده با همچنین

است. ٣١٢ مرتبه از مقدماتͬ آبلͬ Autc(G) = Aut(G) نتیجه، در Autc(G) ≤ Aut(G) چون



پیوستآ�

گپ برنامه�های

مͬ�آوریم. را شدند بیان ۴ فصل در که ،١٣.٢.۴ لم و ٩.٢.۴ مثال به مربوط گپ برنامه فصل این در

آ�.١

gap> F:=FreeGroup(5);

<free group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5 ]>

gap> a:=F.1;;b:=F.2;;c:=F.3;;d:=F.4;;e:=F.5;;

gap> G:=F/[a^4,b^4,c^4,d^4,e^2,Comm(a,b)*a^-2,Comm(a,c)*c^-2,Comm(a,d),

Comm(a,e)*a^-2,Comm(b,c)*b^-2,Comm(b,d),Comm(b,e)*d^-2,Comm(c,d),

Comm(c,e)*d^-2,Comm(d,e)];

<fp group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5 ]>

gap> Order(G);

512

gap> 2^9;

512

gap> AutomorphismGroup(G);

<group of size 1048576 with 20 generators>

gap> 2^20;

1048576

۶١
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gap> IsElementaryAbelian(AutomorphismGroup(G));

true

gap> N:=F/[a^9,b^9,c^9,d^9,e^3,Comm(a,b)*a^-3,Comm(a,c)*c^-3,Comm(a,d),

Comm(a,e)*a^-3,Comm(b,c)*b^-3,Comm(b,d),Comm(b,e)*d^-3,Comm(c,d),

Comm(c,e)*d^-3,Comm(d,e)];

<fp group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5 ]>

gap> AutomorphismGroup(N);

<group of size 3486784401 with 20 generators>

gap> 3^20;

3486784401

gap> IsElementaryAbelian(AutomorphismGroup(N));

true

آ�.٢

gap> F:=FreeGroup(6);

<free group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5, f6 ]>

gap> a:=F.1;;b:=F.2;;c:=F.3;;d:=F.4;;e:=F.5;;f:=F.6;;

gap> G:=F/[a^9,b^9,c^3,d^3,e^3,f^3,Comm(a,b)*a^-3,Comm(a,c)*b^-3,

Comm(b,c)*a^-3,Comm(a,d)*b^-3,Comm(b,d)*b^-3,Comm(c,d)*b^-3,

Comm(a,e)*b^-3,Comm(b,e)*a^-3,Comm(c,e)*b^-3,Comm(d,e)*a^-3,

Comm(a,f)*b^-3,Comm(b,f)*b^-3,Comm(c,f)*a^-3,Comm(d,f)*a^-3,

Comm(e,f)*b^-3];

<fp group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5, f6 ]>

gap> AutomorphismGroup(G);

<group of size 531441 with 12 generators>

gap> 3^12;

531441
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gap> IsElementaryAbelian(AutomorphismGroup(G));

true

gap> NrConjugacyClasses(G);

737

gap> N:=F/[a^4,b^4,c^2,d^2,e^2,f^2,Comm(a,b)*a^-2,Comm(a,c)*b^-2,

Comm(b,c)*a^-2,Comm(a,d)*b^-2,Comm(b,d)*b^-2,Comm(c,d)*b^-2,

Comm(a,e)*b^-2,Comm(b,e)*a^-2,Comm(c,e)*b^-2,Comm(d,e)*a^-2,

Comm(a,f)*b^-2,Comm(b,f)*b^-2,Comm(c,f)*a^-2,Comm(d,f)*a^-2,

Comm(e,f)*b^-2];

<fp group on the generators [ f1, f2, f3, f4, f5, f6 ]>

gap> AutomorphismGroup(N);

<group of size 49152 with 15 generators>

gap> 2^12;

4096

gap> IsElementaryAbelian(AutomorphismGroup(N));

false

gap> NrConjugacyClasses(N);

70
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