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چͺیده
معادلات جواب�های برای غیرخطͬ برهمنهͬ اصول مورد در لͬ قضیه از هندسͬ اثباتͬ رساله، این در

است. شده ارائه ناهمͽن عادی دیفرانسیل
به�عنوان مͬ�توان را برهمنهͬ اصل مͬ�باشد. برهمنهͬ اصل از هم�ارز تعریفͬ براساس لͬ قضیه�ی اثبات
میدان�های لͬ جبر از شده ساخته برگ�بندی نقصان بعد گرفتن نظر در با گرفت. نظر در برگ�بندی ͷی

است. شده گرفته قرار بررسͬ مورد برهمنهͬ تابع یͺتایͬ برداری،
معادلات دستͽاه�های برای برهمنهͬ اصل تعمیم امͺان مذکور تعریف که مͬ�شود داده نشان پایان در

مͬ�دهد. ما به نیز را جزئͬ دیفرانسیل
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೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

حجازی، رضا سید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

این داوری و مطالعه زحمت که دسترنج الهام دکتر خانم سرکار و پسندیده هادی دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل را رساله

را مقدسش وجود خدا از بعد و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر خداوندگار دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به مهربانم خواهر و عزیزم برادران از و مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که مͬ�کنم، تشͺر

یاری ۲۷آبانماهग़۱۳۹۲قداد
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ଓقدग़
ͷکوچ بͬ�نهایت تقارن�های که دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های از انتͽرال�گیری گفت �مͬ�توان �جرات به

جبرهای و گروه�ها قضایای عنوان تحت امروزه که بود مفهومͬ توسعه در ٢ لͬ اصلͬ انͽیزه مͬ�پذیرند را

اصول و لͬ جبرهای ساختن مرتبط منظور به مهم قضیه ͷی از اثباتͬ مقاله�ای، در لͬ مͬ�شوند. شناخته لͬ

است.[١۶] داده ارائه را ناهمͽن دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های از برخͬ جواب�های برای غیرخطͬ برهمنهͬ

برخلاف برهمنهͬ قانون اما گرفت نظر در خطͬ دستͽاه�های از تعمیمͬ عنوان به مͬ�توان را دستͽاه�هایͬ چنین

دیفرانسیلͬ معادلات دستͽاه�های نظریه�ی مطالعه به پایان�نامه این در نیست. خطͬ قبل برهمنهͬ قانون�های

جواب بیان امͺان به�طوری�که مͬ�شود، پرداخته مͬ�پذیرند را ( باشد غیرخطͬ است (ممͺن برهمنهͬ اصل که

با مͬ�دهد، ما به را ویژه پایه�ای جواب�های از مجموعه�هایͬ اساس بر برهمنهͬ، تابع فرم به دستͽاه عمومͬ

معادلات بار این چند بیابیم.هر مͬ�پذیرند را اصلͬ چنین که دستͽاه�هایͬ برای کافͬ و لازم شرایط که امید این

گرفته�ایم. نظر در نیز را جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل

لͬ جبر توسط آمده بدست دستͽاه�های بود، نشده بیان امروزی دقت سطح با لͬ قضیه نظریه اگر حتͬ

مسئله�ی با مسئله موارد از بسیاری در و مͬ�شود ظاهر ͬͺفیزی مسائل در اوقات اغلب که مشخصشده متناظر

طرف ͷی از ساده�تر مسائل به کاهش روش دو هر با را ما مسئله این است. مرتبط متناظر لͬ گروه در دیͽری

نظریه براساس جبری تͺنی�ͷهای برخͬ شامل و است شده معرفͬ ۴ نورمن و ٣ وی توسط که دیͽر، روش و

مͬ�سازد. آشنا دیͽر طرف از است لͬ جبرهای و گروه�ها

جهت شده شناخته کارهای و ندارد وجود لͬ قضیه در شرطͬ قسمت از دقیقͬ اثبات مͬ�دانیم که آنجا تا

پایان�نامه این در مͬ�باشند. [٢،٢٠] مراجع در شده مطرح بحث همان دقیق هندسͬ اثبات ͷی به دستیابͬ

که است آن دهنده�ی نشان غیرهمͽن دستͽاه ͷی جواب�های برای برهمنهͬ اصل وجود که مͬ�دهیم نشان

عنوان به را فوق اصل است. برهمنهͬ اصل از هم�ارز تعریفͬ براساس آن اثبات دارد. ضمنͬ فرمͬ دستͽاه

سوی از مͬ�گیریم. نظر در است شده فرمول�بندی ضمنͬ به�طور ادامه در که ویژگͬ�هایͬ برخͬ با برگ�بندی ͷی

برای برهمنهͬ تابع یͺتایͬ مورد در مطلبͬ هیچ تقریبا و نشده بیان عام و کامل طور به معͺوس قسمت دیͽر،

متفاوت برهمنهͬ تابع دو [١۶] در و است شده ذکر مثال ͷی [١١] در تنها است. نشده گفته دستͽاه�ها این

برگ�بندی نقصان بعد اصلͬ نͺته�ی مͬ�رساند، سوال این برای جوابͬ به را ما نتایج این است. شده مشخص

میدان�های لͬ جبر عمل زمانͬ�که نقصان، بعد است. برداری میدان�های از آمده بدست لͬ جبر از شده ساخته
٢Lie
٣Wei
۴Norman



٢ مطالب فهرست

است. مهم بسیار نیست متعدی اولیه منیفلد روی برداری

برای را اصل این مͬ�توان برهمنهͬ اصل از هم�ارز تعریف توجه با که شد خواهد داده نشان نهایت در

برد. بͺار نیز جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های



١ فصل

پیشنیازها و مقدمات

هندسه بنیادی مفاهیم ١.١

مͬ�توان را بنیادی مطالب و آشناست منیفلدها بنیادی مطالب با خواننده که است آن بر فرض فصل این در

.[١٧] یافت مراجع در

برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم n-بعدی ͷتوپولوژی منیفلد ͷی را M ͷتوپولوژی فضای .١.١.١ تعریف

باشد

به�طوری�که باشند داشته وجود M از V و U باز مجموعه�های زیر یعنͬ باشد، ١ هاسدورف M •

p ∈ U, q ∈ V ,U ∩ V = ∅.

باشد. دوم نوع شمارای M •

زیر ͷی با همئومورف ͬͽهمسای ͷی در مشمول آن نقطه هر یعنͬ باشد، n بعد از اقلیدسͬ Mموضعا •

باشد. Rn از باز مجموعه

مجموعه�های زیر نیز ها Vα و Mمنیفلد مجموعه�های زیر از شمارا گردایه�ای {Uα}α∈I مͬ�کنیم فرض

را (Uα, φα) آن�گاه باشد همئومورفیسم φα : Uα −→ Vα و ∪α∈IUα = M اگر باشند. Rn از همبند باز

مͬ�نامیم. M منیفلد روی مختصاتͬ چارت

نͽاشت باشند M منیفلد روی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر حال

ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )

١Husdorff



۴ پیشنیازها و مقدمات .١

ψ ◦ φ−١ هرگاه مͬ�نامیم سازگار هموار به�طور را فوق چارت دو مͬ�نامیم. ψ به φ از گذر نͽاشت را

دو به دو A اعضای هرگاه مͬ�نامیم Mروی اطلس را A = {(Uα, φα)}α∈I مجموعه باشد. دیفئومورفیسم

ساختار نباشد. دیͽری اطلس هیچ در مشمول هرگاه است بیشین A اطلس باشند. سازگار هموار طور به

ͷی به مجهز ͬͺتوپولوژی منیفلد هر است. هموار بیشین اطلس ͷی ،M ͬͺتوپولوژی منیفلد روی هموار

مͬ�دهیم. نشان (M,A) با و نامیده هموار منیفلد ͷی را A هموار ساختار

چارت شامل که است بیشینͬ اطلس با n-بعدی هموار منیفلد ͷی Rn اقلیدسͬ فضای .٢.١.١ مثال

مͬ�باشد. (Rn, I) مختصاتͬ

هرگاه گوییم هموار نͽاشتͬ را F :M −→ N نͽاشت باشند، هموار MوNمنیفلدهایͬ اگر تعریف٣.١.١.

χ̃β : Ũβ −→ Ṽβ ⊂ Rn چارتمختصاتͬ هر Mو روی χα : Uα −→ Vα ⊂ Rm چارتمختصاتͬ هر برای

باشد. هموار نͽاشتͬ χ̃β ◦ F ◦ χ−١
α : Rm −→ Rn مرکب نͽاشت ،N روی

در مشتق ͷی را X : C∞(M) −→ R خطͬ عملͽر مͬ�گیریم نظر در را M هموار منیفلد .۴.١.١ تعریف

.X(fg)(p) = f(p)X(g) + g(p)X(f) اگر مͬ�نامیم p ∈M نقطه

ͬͺتوپولوژی رویMفضای برداری کلاف از منظور باشد ͷتوپولوژی Mفضای که فرضکنید تعریف١.١.۵.

به�طوری�که مͬ�باشد π : E −→M نͽاشت همراه به E مانند

است. بعدی -k برداری فضای ͷی ∀p ∈M =⇒ E(p) = π−١(p) .١

است. همئومورفیسم نͽاشت ͷی ϕ : π−١(U) −→ U × Rk نͽاشت .٢

∀p ∈M =⇒ Ep ≃ {p} × Rk .٣

است. برداری کلاف ͷی E آن�گاه باشد دیفئومورفیسم ͷی نیز ϕ و باشند منیفلد M و E اگر

مͬ�دهیم قرار

TpM={ X : است. p ∈M نقطه در مشتق عملͽر ͷی X }

دهیم قرار اگر فوق تعریف در همچنین مͬ�نامیم. p ∈M نقطه در M منیفلد مماسͬ فضای را آن و

E = TM

به�صورت را TM آن در که مͬ�شود تبدیل p ∈ M نقطه منیفلدMدر مماسͬ کلاف به برداری کلاف آن�گاه

مͬ�کنیم تعریف زیر



۵ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

TM =
⨿
p∈M

TpM

است. ٢n-بعدی هموار منیفلد ͷی مماسͬ کلاف

به که است �TM مماسͬ کلاف از برشͬ x ∈ M نقطه در M منیفلد روی برداری میدان .۶.١.١ تعریف

مͬ�شود تعیین زیر ضابطه�ی وسیله

σ :M −→ E.

مͬ�آید بدست زیر به�صورت که π : E −→M نͽاشت با آن خطͬ ترکیب به�طوری�که

π ◦ σ = IdM

به�صورت را x ∈ M نقطه�ی در برداری میدان مͬ�توان حال بود. خواهد M منیفلد روی همانͬ نͽاشت

داشت زیر هم�ارزی

σ ≃ V |x

فرم دارای x از ξi(x) هموار تابع هر برای برداری میدان ، (x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در

V |x = ξ١ ∂
∂x١

+ ξ٢ ∂
∂x٢

+ . . .+ ξm ∂
∂xm

مͬ�باشد.

نظر در آن�ها بین F : M −→ N هموار نͽاشت همراه به را N و M هموار منیفلدهای .٧.١.١ تعریف

به که مͬ�نامیم F دیفرانسیل نͽاشت را dFx : TxM −→ TF (x)N نͽاشت x ∈ Mهر ازای به مͬ�گیریم.

ضابطه با V |x ∈ TxM و f ∈ C∞(N) هر ازای

dF (V |x)f(y) = V (f ◦ F )(x), y = F (x)

داریم موضعͬ مختصات در و مͬ�شود تعریف

dF (V |x) = dF

(
m∑
i=١

ξi
∂

∂xi

)
=

n∑
j=١

(
m∑
i=١

ξi
∂F j

∂xi
(x)

)
∂

∂yj
=

n∑
j=١

V (F j(x))
∂

∂yj
.

مͬ�نامند. پیش�برنده نͽاشت را آن و مͬ�دهند نشان نیز F∗ با را F دیفرانسیل نͽاشت

ͷی نیز [V,W ] آن�ها، لͬ کروشه�ی� باشند، M منیفلد روی برداری میدان دو W و V اگر .٨.١.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت f :M −→ R هموار تابع هر برای که است برداری میدان

[V,W ](f) = V (W (f))−W (V (f)). (١.١)
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باشیم داشته اگر موضعͬ، مختصات در همچنین

V =

m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, W =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
(٢.١)

داریم سپس

[V,W ] =

m∑
i=١

(V (ηi)−W (ξi))
∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (٣.١)

حقیقͬ اعداد نیز c′ cو ثابت�های و Mباشند روی برداری میدان�های U Wو ، V کنیم فرض .٩.١.١ گزاره

مͬ�کند صدق زیر خواص در آن�ها لͬ کروشه�ی صورت این در باشند،

خطͬ دو •

[cV + c′V ′,W ] = c[V,W ] + c′[V ′,W ],

[V, cW + c′W ] = c[V,W ] + c′[V,W ′].

پادمتقارن •

[V,W ] = −[W,V ].

ژاکوبͬ اتحاد •

[U, [V,W ]] + [W, [U, V ]] + [V, [W,U ]] = ٠.

نمود. اثبات را فوق احͺام مͬ�توان (٣.١) و (٢.١) از استفاده با برهان.

دیفرانسیل را١-فرم ω : TxM −→ R خطͬ تابع Mباشد، منیفلد از نقطه�ای xفرضکنیم .١٠.١.١ تعریف

نیز مماسͬ هم فضای و مͬ�باشد TxM مماسͬ برداری فضای دوگان ١-فرم�ها فضای مͬ�نامیم. x در

مماسͬ هم کلاف تشͺیل هم با مماسͬ هم فضاهای مͬ�دهیم. نمایش T ∗
xM نماد با و مͬ�شوند نامیده

تشͺیل M روی را ٢m-بعدی برداری کلاف ͷی مماسͬ، کلاف مشابه و مͬ�دهند را T ∗M =
⨿
x∈M

T ∗
xM

-١ ͷی ، df =
m∑
i=١

∂f

∂xi
dxi آن، دیفرانسیل مͬ�گیریم، نظر در را f : M −→ R هموار تابع مͬ�دهد.

برای پایه�ای مختصاتͬ، توابع از dxi دیفرانسیل�های x = (x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در است. فرم



٧ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

مختصات در ١-فرم هر پایه این برحسب مͬ�کنند. فراهم مختصاتͬ چارت از نقطه هر در مماسͬ هم فضاهای

نوشت زیر به�صورت مͬ�توان را موضعͬ

ω =
m∑
i=١

hi(x)dx
i.

تعریفمͬ�شوند. مماسͬ فضای روی متناوب خطͬ چند نͽاشتͬ عنوان به بالاتر مرتبه�ی از دیفرانسیلͬ فرم�های

است زیر k-خطͬ نͽاشت ، x ∈M نقطه�ی در Ω دیفرانسیلͬ k-فرم بنابراین

،Ω :

︷k−بار ︸︸ ︷
TxM × . . .× TxM → R

به� x در k-فرم�ها همه�ی فضای مͬ�شود. گرفته نظر در صفر مرتبه�ی از فرمͬ عنوان به f مقدار حقیقͬ تابع

مͬ�باشد.
(
m
k

)
بعد از برداری فضایͬ و مͬ�شود داده نمایش ΛkT ∗M |x صورت

آن دیفرانسیل باشد، هموار نͽاشتͬ F :M −→ N هموار منیفلد دو N Mو کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

زیر فرم به است نͽاشتͬ ، dF

dF : TxM −→ TF (x)N

k-فرم�های و مͬ�شود نامیده F هم�دیفرانسیل که دارد وجود F ∗ القایͬ خطͬ نͽاشت ترتیب همین به

مͬ�برد، Mروی دیفرانسیلͬ k-فرم�های به را N روی دیفرانسیلͬ

F ∗ : T ∗
F (x)N → T ∗

xM

باشد، N روی موضعͬ مختصات y = (y١, . . . , yn) Mو روی موضعͬ مختصات x = (x١, . . . , xm) اگر

آن�گاه

F ∗(dyi) =

m∑
j=١

∂yi

∂xj
dxj

مͬ�شود ثابت کلͬ حالت در

F ∗(
∑
I

αI(y)dy
I) =

∑
I,J

αI(F (x))
∂yI

∂xJ
dxJ

به�طوری�که
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J = (j١, . . . , jk)

I = (i١, . . . , ik)

∂yI/∂xJ = det(∂yik/∂xjv)

مͬ�نامند. نیز پس�کشنده نͽاشت را هم�دیفرانسیل نͽاشت مͬ�باشد.

روی دیفرانسیلͬ فرم یا برداری میدان σ Mو منیفلد روی برداری میدان V مͬ�کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

داریم زیر شͺل به را V به نسبت σ لͬ مشتق باشد. M

V (σ)|x = lim
x→٠

ϕ∗ε(σ|exp(εV )x
)− σ|x

ε
=

d

dε
|ε=٠ϕ∗ε(σ|exp(εV )x)

برابر V به نسبت W لͬ مشتق باشند. M روی هموار برداری میدان�های WوV کنید فرض .١٣.١.١ گزاره

است W و V لͬ کروشه�ی با

V (W ) = [V,W ].

.[١٧] برهان.

لͬ های گروه ٢.١

است r-بعدی هموار منیفلد ساختار با G مانند جبری گروهͬ r-پارامتری، لͬ گروه ͷی .١.٢.١ تعریف

گروهͬ عمل به�طوری�که

m : G×G→ G

(g, h) 7→ g · h

وارون و

i : G→ G

g 7→ g−١

هستند. منیفلدها بین هموار نͽاشت�های

مثال�هایͬ ضرب، عمل به نسبت آن�ها وارون و ماتریس�ها ضرب عمل با زیر ماتریسͬ گروه�های .٢.٢.١ مثال

است، معͺوس�پذیر n× n ماتریس�های تمام شامل که عمومͬ خطͬ تبدیلات گروه هستند. لͬ گروه�های از

مͬ�دهیم نمایش GL(n) با را آن و مͬ�دهد -پارامتری n٢ لͬ گروه ͷی تشͺیل



٩ لͬ های گروه .٢.١

،GL(n) = {X : detX ̸= ٠}

(n١−٢) لͬ یͷگروه تشͺیل است، ͷی دترمینان با وارون�پذیر ماتریس�های ی همه شامل که ویژه خطͬ گروه

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت که مͬ�دهد -پارامتری

،SL(n) = {X ∈ GL(n) : detX = ١}

متعامد گروه

،O(n) = {X ∈ GL(n) : XTX = I}

ویژه متعامد گروه و -پارامتری n(n−١)
٢ لͬ گروه

SO(n) = {X ∈ O(n) : detX = ١}

آفین گروه همچنین مͬ�باشد. -پارامتری n(n−١)
٢ لͬ گروه

A(n− ١) =
{[
A a
٠ ١

]
: A ∈ GL(n− ١), a ∈ R(n−١)

}
برابر دو مختلط صفحه�ی روی ماتریسͬ گروه�های این همه�ی بعد که است. -پارامتری n(n − ١) لͬ گروه

مͬ�شود.

راست از ضرب ،g ∈ G گروهͬ عنصر هر برای باشد. لͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

دیفئومورفیسم مͬ�شود، تعریف Rg−١ = (Rg)
−١ معͺوس با Rg(h) = h.g وسیله�ی به که Rg : G→ G

باشیم داشته G در h و g هر برای اگر مͬ�شود نامیده راست ناوردای G روی V برداری میدان ͷی است.

dRg(V |h) = V |Rg(h) = V |hg

ناوردای برداری میدان�های همه�ی از برداری فضای ͷی G لͬ گروه از g راست لͬ جبر .۴.٢.١ تعریف

مͬ�باشد. G روی راست

خطͬ دو عملͽر با g برداری فضای جبرلͬ، عمومͬ�تر، به�طور

[ , ] : g × g → g,

مͬ�کند. صدق کروشه�ی�لͬ خواص در و مͬ�شود نامیده لͬ کروشه�ی� که است

مͬ�کنیم. عمل شͺل همین به نیز چپ جبرلͬ و چپ ناوردای برداری میدان�های تعریف برای

عمل M روی که موضعͬ تبدیلات گروه ͷی باشد. هموار منیفلد ͷی M مͬ�کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

{e} × به�طوری�که است گروه عمل تعریف حوزه که U باز زیرمجموعه ،G لͬ گروه ͷی به�وسیله�ی مͬ�کنند

است زیر خاصیت�های دارای و مͬ�شود داده Ψ : U →M هموار نͽاشت و M ⊂ U ⊂ G×M



١٠ پیشنیازها و مقدمات .١

Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g.h, x) سپس (g.h, x) ∈ U همچنین و (g,Ψ(h, x)) ∈ U , (h, x) ∈ U اگر الف)

.

. Ψ(e, x) = x ، x ∈M هر برای ب)

. Ψ(g−١,Ψ(g, x)) = x و (g−١,Ψ(g, x)) ∈ U سپس (g, x) ∈ U اگر ج)

تبدیلات گروه عمل ١.٢.١

را u = f(x) تابع مͬ�دهیم. توضیح را g ∈ G گروهͬ عنصر تحت u = f(x) تابع تبدیل نحوه�ی اینجا در

تعریف حوزه Ω مͬ�گیریم، نظر در را Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ X × U ≃ Rp × Rq آن گراف با

f تابع گراف اگر مͬ�باشد. X × U از p−بعدی زیرمنیفلدی Γf که کنید توجه است. u = f(x) تابع

است زیر به�صورت g به�وسیله�ی Γf تبدیل باشد، g تبدیلات گروه تعریف حوزه از زیرمجموعه�ای

g . Γf = {(x̃, ũ) = g . (x, u); (x, u) ∈ Γf}

عمل هموار به�طور G چون وجود، این با نیست. ũ = f̃(x̃) مثل دیͽری تابع گراف معمولا g.Γf مجموعه�ی

تعریف حوزه�ی کردن محدود و مناسب تعریف با مͬ�گذارد، تغییر بدون را Γf ،G همانͬ عنصر و مͬ�کند

گراف g . Γf = Γf̃ مͬ�شویم مطمئن همانͬ، عنصر ͬͽهمسای در g عنصر برای گاه آن (Ω) f یعنͬ ،f تابع

مͬ�نامیم. g وسیله�ی به f تابع تبدیل را f̃ تابع و f̃ = g . f مͬ�نویسیم و است ũ = f̃(x̃) مانند دیͽری تابع

مͬ�کنیم فرض کلͬ حالت در

(x̃, ũ) = g . (x, u) = (Ξg(x, u), ϕg(x, u)),

شود مͬ داده زیر معادلات به�وسیله�ی g . f از Γf̃ = g . Γf گراف باشند. هموار توابعͬ Ξg و ϕg که

x̃ = Ξg(x, f(x)) = Ξg ◦ (I× f)(x),

ũ = ϕg(x, f(x)) = ϕg ◦ (I× f)(x), x ∈ Ω

برای چون کنیم. حذف بالا معادلات دستͽاه از را xباید است. X روی همانͬ تابع I و x ∈ Ω جا این در

شود ͷنزدی همانͬ عنصر به کافͬ اندازه به g درصورتͬ�که مͬ�دانیم و Ξg ◦ (I × f) = I داریم g = e

موضعͬ به�طور معͺوس تابع قضیه�ی وسیله�ی به رو این از است، غیرتͺین Ξg ◦ (I × f) ژاکوبین ماتریس

داریم x برای

x = [Ξg ◦ (I× f)]−١(x̃).
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است. محاسبه قابل ũ باشد، وارون�پذیر دوم عامل هرگاه لذا

ũ = g . f(x) = [ϕg ◦ (I× f)] ◦ [Ξg ◦ (I× f)]−١.

شود تبدیل مستقل متغیر فقط است ممͺن موارد بعضͬ در

(x̃, ũ) = g . (x, u) = (Ξg(x), u),

کنیم حذف را x مͬ�توانیم آسانͬ به مͬ�شود. تعریف Ξ−١
g = Ξg−١ با و است X از دیفئومورفیسم ͷی Ξg که

x̃ = Ξg(x)

⇒ x = Ξ−١
g x̃ = Ξg−١ x̃.

بنابراین

f̃(x̃) = ũ = u = f(x) = f(Ξg−١ x̃).

مͬ�بریم. بͺار زیر مثال در را شده گفته مطالب حال

G تبدیلات باشد. X × U ≃ R٢ روی دوران�ها گروه عمل G = SO(٢) مͬ�کنیم فرض .۶.٢.١ مثال

مͬ�شوند داده نمایش زیر به�صورت

(x̃, ũ) = θ . (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ). (۴.١)

به�صورت f روی SO(٢) گروه است. Γf ⊂ X × U آن گراف که باشد، تابع ͷی u = f(x) کنید فرض

گراف θ.Γf آن�گاه cos و sin توابع بودن متناوب به توجه با باشد، بزرگ θ اگر مͬ�کند. عمل f گراف دوران

بزرگ خیلͬ |θ| و باشد شده تعریف a ≤ x ≤ b متناهͬ بازه�ی روی f(x) اگر اما بود. نخواهد دیͽری تابع

مͬ�باشد. Γf̃ = θ.Γf که بود خواهد ũ = f̃(x̃) خوش�تعریف تابع گراف θ.Γf آنͽاه نباشد

دوران بنابراین است. مستقیم خط ͷی f گراف مͬ�گیریم. نظر در را u = f(x) = ax+ b خطͬ تابع

مͬ�یابیم. را ( f̃ (یعنͬ θ تحت f تبدیل حال بود. خواهد دیͽر مستقیم خط ͷی θ زاویه با آن

(x̃, ũ) = θ . (x, ax+ b) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ).

کنیم حذف بالا معادلات جفت از را x باید ũ = f̃(x̃) کردن پیدا برای

x̃ = x cos θ − (ax+ b) sin θ,

⇒ x =
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
.
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داریم cot θ ̸= aفرض با

ũ = f̃(x̃) = x sin θ + (ax+ b) cos θ

=
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
sin θ +

(
a

x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
+ b

)
cos θ

...

=
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̃+

b

cos θ − a cos θ
.

شد. خطͬ تابعͬ دوباره θ تحت f تبدیل که مͬ�بینیم

منیفلد از مینیمال غیرتهͬ گروه-ناوردای زیرمجموعه�ی موضعͬ، تبدیلات گروه از یͷمدار .٧.٢.١ تعریف

کند صدق زیر شرایط در که است مدار صورتͬ در O ⊂M دیͽر، به�عبارت مͬ�باشد. M

است. g.x ∈ O سپس باشد، شده تعریف g.x و g ∈ G ،x ∈ O اگر الف)

مͬ�باشد. تهͬ Õ یا Õ = O یا سپس کند، صدق قبل بخش در Õ و Õ ⊂ O اگر ب)

مͬ�کند. عمل M روی که باشد موضعͬ تبدیلات گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

بعد دارای M از زیرمنیفلدی به�عنوان آن مدارهای همه اگر مͬ�کند عمل نیم�منظم به�طور G گروه الف)

باشند. یͺسان

x از U دلخواه ͷکوچ ͬͽهمسای x ∈ M نقطه هر برای و کند عمل منظم نیم به�طور G گروه اگر ب)

تقسیم مسیری همبند زیرمجموعه�های به را U ،G از مدار هر که خاصیت این با باشد داشته وجود

مͬ�کند. عمل منظم طور به G گروه گوییم کند

متفاوتͬ عمل�های متفاوت، گروهͬ عناصر اگر مͬ�کند عمل موثر به�طور G تبدیلات گروه .٩.٢.١ تعریف

. g = h اگر تنها و اگر g.x = h.x باشیم داشته x ∈M هر برای به�طوری�که باشند، داشته

مͬ�باشد G از بسته نرمال زیرگروه که GM = {g | g.x = x, ∀x ∈ M} سراسری ایزوتروپͬ زیرگروه

.GM = {e} اگر تنها و اگر مͬ�کند عمل موثر طور به G که معنͬ این به مͬ�دهد نشان را G عمل بودن موثر

مͬ�کند عمل G مانند M روی موثر به�طور که G
GM

خارج�قسمتͬ گروه با آنرا نͺند عمل موثر به�طور �G اگر

(موضعͬ) به�طور ها گروه عمل همه�ی که کنیم فرض مͬ�توانیم کلͬ حالت در بنابراین مͬ�کنیم. جایͽزین

سراسری ایزوتروپͬ زیرگروه اگر مͬ�کند عمل موثر موضعͬ به�طور G لͬ گروه مͬ�گوئیم مͬ�کنند. عمل موثر

باشد. G از گسسته زیرگروهͬ GM



١٣ لͬ های گروه .٢.١

مͬ�باشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحنͬ ،V برداری میدان ͷی از انتͽرال منحنͬ .١٠.٢.١ تعریف

یعنͬ باشد، برابر نقطه آن در V مقدار با منحنͬ نقطه هر بر مماس بردار به�طوری�که

ϕ̇(ε) = V |ϕ(ε), ∀x ∈ R.

معمولͬ دیفرانسیل معادله سیستم از جوابͬ x = ϕ(ε) = (ϕ١(ε), · · · , ϕm(ε)) باید� موضعͬ مختصات در

است زیر
dxi

dε
= ξi(x), i = ١, · · · ,m (۵.١)

مͬ�باشند. x در V ضرایب ها ξi(x) آن در که

مͬ�گذرد M در x نقطه از که پارامتری بیشین انتͽرال منحنͬ باشد، برداری میدانͬ V اگر .١١.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. V وسیله به شده تولید شار را Ψ و مͬ�دهیم نشان Ψ(ε, x) با را

گذرنده انتͽرال منحنͬ روی نقطه�ای Ψ(ε, x) صفر، شامل Ix بازه�ی در ε هر و x ∈M هر برای بنابراین

است زیر ویژگͬ�های دارای ε, δ ∈ R هر برای برداری میدان شار بود. خواهد M در x از

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), x ∈M, (۶.١)

Ψ(٠, x) = x, (٧.١)
d

dε
Ψ(ε, x) = V |Ψ(ε,x) (٨.١)

میدان وسیله�ی به شده تولید شار که مͬ�بینیم موضعͬ گروه ویژگͬ با (٧.١) و (۶.١) ویژگͬ دو مقایسه�ی با

تبدیلات از ١-پارامتری گروه اغلب و است Mیͺسان منیفلد روی R لͬ گروه موضعͬ گروه عمل با برداری

در تیلور قضیه�ی وسیله�ی به رو این از مͬ�شود، نامیده عمل ͷکوچ بͬ�نهایت مولد ،V برداری میدان و

داریم موضعͬ مختصات

Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε٢),

M روی که باشد تبدیلات از ١-پارامتری گروه Ψ(ε, x) اگر هستند. V ضرایب ξ = (ξ١, · · · , ξm) که

مͬ�آید. بدست ε = ٠ قراردادن با (٨.١) بوسیله�ی آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد مͬ�کنند، عمل

V |x =
d

dε

∣∣
ε=٠ Ψ(ε, x). (٩.١)

وجود آن�ها ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای و تبدیلات از موضعͬ ١-پارامتری گروه�های بین ͷبه�ی�ͷی تناظری

نمایͬ نͽاشت به�عنوان V برداری میدان وسیله�ی به شده تولید ١-پارامتری گروه یا شار محاسبه�ی اغلب دارد.

نمادگذاری بنابراین مͬ�شود، گرفته نظر در آن�ها

exp(εV )x ≡ Ψ(ε, x),

مͬ�بریم. کار به V برداری میدان وسیله�ی به شده تولید شار یا ١-پارامتری زیرگروه برای را
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آن�ها. شار و برداری میدان�های از مثال�هایͬ .١٢.٢.١ مثال

(عمل شار باید چون مͬ�گیریم. نظر در V = ∂/∂x ≡ ∂x برداری میدان و xمختصات با Mرا = R الف)

لذا باشد، ε = ٠ در x اولیه مقدار با ẋ = ١ از جوابͬ V به�وسیله�ی شده تولید ١-پارامتری) گروه

exp(εV ) = exp(ε∂x)x = x+ ε.

V = x∂x برداری میدان به�وسیله شده تولید شار همچنین مͬ�شود. نامیده انتقالات گروه عمل که

آن�گاه باشد، ε = ٠ در x اولیه مقدار با ẋ = x معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی از جوابͬ باید

exp(εV )x = exp(εx∂x)x = eεx.

مͬ�گیریم نظر در صفحه در را دوران�ها گروه ب)

Ψ(ε, (x, y)) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε).

داریم (٩.١) طبق که مͬ�باشد V = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y برداری میدان آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد

ξ(x, y) =
dx

dε

∣∣
ε=٠(x cos ε− y sin ε) = −y,

η(x, y) =
dx

dε

∣∣
ε=٠(x sin ε+ y cos ε) = x.

سیستم جواب�های با بالا تبدیلات گروه است. V = −y∂x+x∂y آن، ͷکوچ بͬ�نهایت مولد بنابراین

معمولͬ دیفرانسیل معادلات

dx/dε = −y, dy/dε = x

دارد. مطابقت

نباشد V تͺین نقطه x٠ اگر باشد. M روی شده تعریف برداری میدان V مͬ�کنیم فرض .١٣.٢.١ قضیه

دارد وجود x٠ ͬͽهمسای در y = (y١, · · · , ym) اصلاحͬ موضعͬ مختصات سپس ، V |x٠ ̸= ٠ به�طوری�که

مͬ�کند. تولید را exp(tV )y = (y١ + t, y٢, · · · , ym) انتقالͬ شار و V = ∂/∂y طوری�که به

[١٧] برهان.

زیرفضاهای بین ͷبه�ی�ͷی تناظری که مͬ�دهد نشان بعدی نتیجه�ی باشد. G لͬ گروه جبرلͬ g کنید تصور

دارد. وجود G همبند ١-پارامتری های زیرگروه و ١-بعدی

تولید شار باشد G لͬ گروه روی راست ناوردای برداری میدان ͷی V ̸= ٠ مͬ�کنیم فرض .١۴.٢.١ گزاره

را G از ١-پارامتری زیرگروه مͬ�شود، تعریف ε ∈ R هر برای که gε = exp(εV )e یعنͬ V وسیله�ی به شده

با و مͬ�دهد تشͺیل

gε+δ = gε . gδ, g٠ = e, g−١ε = g−ε



١۵ لͬ های گروه .٢.١

از همبند یͷ-بعدی زیرگره هر برعͺس است. ایزومورف SO(٢) دایره�ای گروه با یا R با که مͬ�دهند نشان

مͬ�شود. تولید بالا شیوه به راست ناوردای برداری میدان ͷی به�وسیله�ی G

[١٩] برهان.

شده تولید ١-پارامتری زیرگروه در ε = ١ دادن قرار با exp : g → G نمایͬ نͽاشت .١۵.٢.١ تعریف

مͬ�آید بدست V به�وسیله�ی

exp(V ) ≡ exp(V )e.

هر برای g . x = Ψ(g, x) با که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

M روی G از g جبرلͬ با ͷکوچ بͬ�نهایت عملͬ مͬ�کند. عمل M � منیفلد روی (g, x) ∈ U ⊂ G ×M

عمل با آن شار و است M روی برداری میدان ͷی ψ(V ) باشد V ∈ g اگر که معنͬ این به دارد. وجود

Ψ(g) = Ψ(g, x) فرض با و x ∈ M هر برای است. منطبق M روی G از exp(εV ) ١-پارامتری زیرگروه

داریم

ψ(V )|x =
d

dε

∣∣
ε=٠ Ψ(exp(εV ), x) = dΨx(V |e).

داریم Ψx ◦Rg(h) = Ψg.x(h) چون Gx = {g ∈ G; (g, x) ∈ U} که g ∈ Gx برای علاوه به

dΨx(V |g) = dΨg.x(V |e) = ψ(V )|g.x.

داریم و مͬ�شود نامیده G گروه عمل از ͷکوچ بͬ�نهایت مولد V ∈ g برداری میدان

V |x =
d

dε

∣∣
ε=٠ exp(εV )x, V ∈ g.

باشند M منیفلد روی هموار و مقدار حقیقͬ توابع ζ١(x), · · · , ζk(x) مͬ�کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف

حقیقͬ تابع ͷی و x از U ͬͽهمسای x ∈M هر برای اگر مͬ�شوند نامیده تابعͬ وابسته�ی ζ١, · · · , ζk الف)

داشته وجود است صفر مخالف Rk از باز زیرمجموعه�ی هر روی که F (z١, · · · , zk) هموار و مقدار

به�طوری�که باشد

∀x ∈ U F (ζ١(x), · · · , ζk(x)) = ٠,

وابسته شوند تحدید U ⊂M باز زیرمجموعه�ی هر به اگر مͬ�شوند نامیده تابعͬ مستقل ζ١, · · · , ζk ب)

باشیم داشته x ∈ U ⊂M هر برای اگر دیͽر عبارت به� نباشند. تابعͬ

F (ζ١(x), · · · , ζk(x)) = ٠,

F (z١, · · · , zk) ≡ ٠ است) U تصویر حاوی (که Rk از بازی زیرمجموعه�ی در z هر برای آن�گاه

باشد.
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به�صورت و مͬ�دهیم نشان C(x) با که را x ساز مرکز ، x ∈ G و باشد گروه ͷی G اگر .١٨.٢.١ تعریف

داریم زیر

C(x) = {g ∈ G|xg = gx}

S روی توپولوژی ͷی T این�صورت در T = P(S) و باشد مجموعه ͷی S کنیم فرض .١٩.٢.١ تعریف

مͬ�گوییم. گسسته توپولوژی آن به که است

مͬ�گیریم نظر در را زیر تصویری نͽاشت�های .٢٠.٢.١ تعریف


Π : (x.V ) ∈ TRn −→ x ∈ Rn

Π٢ : (t, x) ∈ R× Rn −→ x ∈ Rn

مͬ�باشد زیر نͽاشت Rn روی X -وابسته�ی t برداری میدان

X : (t, x) ∈ R× Rn −→ X(t, x) ∈ TRn

به�طوری�که

Π ◦X = Π٢

فوق تعریف بنابر

X(t, x) ∈ Π−١(x) = TxRn

لذا و

Xt : x ∈ Rn 7−→ Xt(x) ≡ X(t, x) ∈ TRn

خانواده�ی با است هم�ارز -وابسته t برداری میدان هر بنابراین است، Rn روی برداری میدان t ∈ R هر برای

.Rn روی برداری میدان�های از {X}t∈R
گرفت نظر در Xی t-وابسته برداری میدان عنوان به را Rn روی Y برداری میدان هر مͬ�توان واقع در

به�طوری�که

∀t ∈ R , Xt = Y

مͬ�گیریم نظر در زیر به�صورت را Rn روی X ثابت t-وابسته�ی برداری میدان دیͽر طرف از

Xt = X ′
t, t, t′ ∈ R



١٧ لͬ های گروه .٢.١

مͬ�شود. گرفته نظر در فضا این روی Y = X٠ برداری میدان عنوان به که

هر برای مͬ�پذیرد. موضعͬ انتͽرال منحنͬ�های نیز t-وابسته برداری میدان برداری، میدان�های همانند

است موجود gX شار Rn روی X t-وابسته�ی برداری میدان


gX : R× Rn −→ Rn

gX(t, x) ≡ gXt (x) = γx(t)

.γx(٠) = x اولیه�ی شرط با است X انتͽرال منحنͬ γx(t) آن در که

مͬ�گیریم نظر در Rn روی را زیر t-وابسته�ی برداری میدان .٢١.٢.١ تعریف

،X(t, x) =
n∑

i=١
Xi(t, x)

∂

∂xi

تعیین را آن انتͽرال منحنͬ�های که است اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات دستͽاه آن با متناظر دستͽاه حال

مͬ�کند

dxi

dt
= Xi(t, x), i = ١, . . . , n

اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های و t-وابسته برداری میدان�های بین ͷبه�ی�ͷی تناظری بنابراین

است. موجود فوق

در (x(٠), . . . , x(m)) به�صورت را Rn(m+١) در نقطه هر مͬ�گیریم. نظر در را Rn(m+١) فضای اکنون

گروه Rn(m+١) با متناظر است. Rn(m+١) از Rn منیفلد j-امین در نقطه�ای از نمایشͬ x(j) که مͬ�گیریم نظر

به�طوری�که هستند Sij آن عناصر که است موجود جایͽشت�ها از Sm+١

i ≤ j, j = ٠,١, . . . ,m

مͬ�کنند. جابجا را x(j) و x(i) متغییرهای و مͬ�کنند عمل Rn(m+١) روی و

مͬ�گیریم نظر در را Rn روی عادی اول مرتبه�ی همͽن خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه اکنون
dyi

dt
=

n∑
j=١

Ai
j(t)y

j , , i = ١, . . . , n (١٠.١)

مͬ�تواند y(t) آن عمومͬ جواب و هستند t-وابسته توابع از خانواده�ای i, j = ١, . . . , n برای Ai
j(t) آن در که

شود بیان خطͬ) (مستقل ویژه n-جواب از خانواده�ای برای زیر خطͬ ترکیب به�صورت

y(t) =

n∑
j=١

kjy(j)(t) (١١.١)
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مجموعه�ای تعیین به را خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی عمومͬ جواب یافتن خطͬ برهمنهͬ اصول

در نمͬ�باشد همͽن خطͬ دستͽاه�های مخصوص ویژگͬ این مͬ�دهد. کاهش آن از ویژه جواب�های از متناهͬ

ناهمͽن خطͬ دستͽاه�های برای واقع
dyi

dt
=

n∑
j=١

Ai
j(t)y

j +Bi(t), i = ١, . . . , n (١٢.١)

به�صورت مͬ�تواند y(t) آن عمومͬ جواب هستند t-وابسته توابع از خانواده�ای Bi(t) و Ai
j(t) آن در که

شود بیان زیر خطͬ ترکیب

y(t) =

n∑
j=١

kj(y(j)(t)− y(٠)(t)) + y(٠)(t) (١٣.١)

برای y(j)(t)− y(٠)(t) به�طوری�که هستند ویژه جواب n+ ١ از خانواده�ای y(٠)(t), y(١)(t), . . . , y(n)(t) و

هستند. فوق دستͽاه با متناظر همͽن مساله�ی از خطͬ مستقل جواب�های j = ١, . . . , n



٢ فصل

ریمانͬ هندسه

ریمانͬ منیفلدهای ١.٢

پرداخته گرفته�اند قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که ریمانͬ هندسه�ی از مباحثͬ بیان به فصل این در

مͬ�شود.

نͽاشت باشند برداری وWفضاهای V١, . . . , Vk کنیم فرض .١.١.٢ تعریف

F : V١ × V٢ × · · · × Vk −→W

باشیم داشته هرگاه مͬ�گوییم k-خطͬ نͽاشت ͷی را

F (V١, . . . , aVi + bV ′
i , Vi+١, . . . , Vk) = aF (V١, . . . , Vi, . . . , Vk) + bF (V١, . . . , V

′
i , . . . , Vk)

-k ͷی را T :

︷k−بار ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R k-خطͬ نͽاشت باشد، برداری فضای ͷی V اگر .٢.١.٢ تعریف

مͬ�دهیم. نشان T k(V ) با را تانسورهایͬ چنین مجموعه�ی و مͬ�گوییم V روی همورد تانسور

مجموعه�ی و مͬ�گوییم ناهمورد یkͷ-تانسور را T :

︷k−بار ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ −→ R نͽاشتk-خطͬ تعریف٣.١.٢.

مͬ�دهیم. نشان Tk(V ) با را تانسورهایͬ چنین

تعریف زیر به�صورت گویند.که آمیخته تانسوری میدان ͷی را
(
k

l

)
نوع از تانسوری میدان .۴.١.٢ تعریف

مͬ�شود

F =
∑
ik

∑
jl

F
j١,...,jl
i١,...,ik

∂

∂xj١
⊗ . . .⊗ ∂

∂xjl
⊗ dxi١ ⊗ . . .⊗ dxik



٢٠ ریمانͬ هندسه .٢

ͷمتری g ∈ J ٢(M) مانند همورد تانسوری دو میدان باشد، هموار Mمنیفلدی کنید فرض .۵.١.٢ تعریف

به�طوری�که باشد مثبت و متقارن هرگاه دارد نام ریمانͬ

g : J (M)× J (M) −→ C∞(M)

است زیر ویژگͬ�های دارای و

بودن دوخطͬ .١

g(X + Y, Z) = g(X,Z) + g(Y, Z)

g(X,Y + Z) = g(X,Y ) + g(X,Z)

بودن متقارن .٢

g(X,Y ) = g(Y,X)

بودن مثبت .٣

g(X,X) > ٠

(M, g) زوج به به�طوری�که مͬ�کند تعریف را g(X,Y ) = ⟨X,Y ⟩ داخلͬ ضرب ریمانͬ متر .۶.١.٢ تعریف

گویند. ریمانͬ منیفلد

آن دوگان نیز {φ١, . . . , φn} و باشد TM برای موضعͬ کنج {E١, . . . , En} کنید فرض .٧.١.٢ تعریف

داریم ریمانͬ متر تعریف طبق باشد

g : TpM × TpM −→ R

(Ei, Ej) 7−→ ⟨Ei, Ej⟩

مͬ�دانیم نیز و

⟨Ei, Ej⟩ :=
∑
i,j

gijφ
i ⊗ φj =

∑
i,j

gijdx
i ⊗ dxj

زیر متقارن ضرب رابطه گرفتن نظر در با که

ωη :=
١
٢(ω ⊗ η + η ⊗ ω)



٢١ ریمانͬ منیفلدهای .١.٢

مͬ�شود تبدیل زیر فرم به ریمانͬ متر η و ω ١-فرم دو از

g =
∑
i,j

gijdx
i · dxj

کنیم فرض .٨.١.٢ تعریف

π : E −→M

است.در Ep = π−١(p) مانند π تارهای از ͷهری روی داخلͬ ضرب E روی تاری متر باشد، برداری کلافͬ

زیر نͽاشت از هموار برش�های همان نیز تارها و باشد مماسͬ برداری،کلاف کلاف که خاصͬ حالت

π : TM −→M

مͬ�شود. ریمانͬ متر به تبدیل تاری متر شود تعریف آن�ها روی داخلͬ ضرب چنانچه باشند

که کنید فرض .٩.١.٢ تعریف

π : E −→M

فضای نیز J (M) همچنین E هموار برش�های فضای ε(M) و باشد Mمنیفلد روی بر برداری کلاف

زیر شͺل به است نͽاشتͬ Eدر التصاق بنابراین باشد. M روی برداری میدان�های

∇ : J (M)× ε(M) −→ ε(M)

(X,Y ) 7−→ ∇XY

مͬ�کند صدق زیر شرایط در که

.١

∇fX١+gX٢Y = f∇X١Y + g∇X٢Y

.٢

∇X(aY١ + bY٢) = a∇XY١ + b∇XY٢

.٣

∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY

ی مجموعه که است واضح باشد مماسͬ کلاف التصاق، تعریف در برداری کلاف اگر .١٠.١.٢ تعریف

M روی خطͬ التصاق بنابراین ε(M) = J (M) یعنͬ است، برداری میدان�های فضای همان TM برش�های

زیر نͽاشت از است عبارت شد ذکر فوق تعریف در که ویژگͬ�هایͬ با



٢٢ ریمانͬ هندسه .٢

∇ : J (M)× J (M) −→ J (M)

است.
(
٢
١

)
نوع از تانسوری میدان ͷی M روی خطͬ التصاق لذا

داریم التصاق تعریف طبق باشد U ⊂M به�ازای TM برای موضعͬ کنجͬ {Ei} اگر

∇EiEj ∈ J (M)

∇EiEj =
n∑

k=١
Γk
ijEk

مͬ�شود. گفته مذکور موضعͬ کنج روی کریستوفل نماد آن به که است تابع n٣ ،U روی Γk
ij توابع تعداد

X : I −→ TM مانند هموار نͽاشتͬ α : I −→ M خم راستای در X برداری میدان .١١.١.٢ تعریف

به�طوری�که است

.∀t ∈ I,X(t) ∈ Tα(t)M

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را منحنͬ سرعت اکنون

α∗ : Tt٠I −→ Tα(t٠)M

α∗(
d

dt
|t٠f) =

d

dt
|t٠(f ◦ α) = α̇(t٠)f = α

′
(t٠)f

مانند هموار خم هر برای باشد، M روی التصاق ∇ کنیم فرض

α : I −→M

شͺل به یͺتا عملͽری ،∇

D : ε(t) −→ ε(t)

مͬ�کند تعریف زیر ویژگͬ�های با

است. خطͬ R روی Dt عملͽر Dt(aX + bY ) = aDtX + bDtY .١

Dt(fX) = ḟ + fDtX, f ∈ C∞(I) .٢

باشد. آن تعمیم X̃ و بوده تعمیم�پذیر X اگر DtX(t) = ∇α̇(t)X̃ .٣



٢٣ محیطͬ منیفلدهای .٢.٢

X̃ مانند دیͽری برداری میدان هرگاه است تعمیم�پذیر α خم راستای در X برداری میدان .١٢.١.٢ تعریف

باشد. -مرتبط α ،X با به�طوری�که باشد موجود α تصویر در

α∗Xt = X̃α(t)

شتاب باشد. M روی خمͬ نیز α و ∇ خطͬ التصاق با هموار منیفلدی M کنیم فرض .١٣.١.٢ تعریف

مͬ�باشد. α خم راستای در Dtα̇ برداری میدان α خم

ͷژئودزی خم Dtα̇ ≡ ٠ هرگاه مͬ�گوییم ∇ التصاق به نسبت ͷژئودزی ͷی را α خم .١۴.١.٢ تعریف

کرد. نخواهیم حس نیرویͬ هیچ کنیم حرکت خم این راستای در اگر و است نقطه دو بین منحنͬ کوتاهترین

،ͷژئودزی ͷی معادله ناظر دید از لذا است صفر هم�ارز ͷژئودزی خم راستای در شتاب بردار آنجا�که از

است. راست خط ͷی معادله�ی

راستای در را X برداری میدان باشد ∇ خطͬ التصاق به مجهز هموار فرضکنیمMمنیفلد .١۵.١.٢ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم ∇ به نسبت α راستای در موازی α خم

DtX = ٠

محیطͬ منیفلدهای ٢.٢

و n-بعدی منیفلدی نیز Mو n-بعدی ریمانͬ منیفلد ͷی (M̃, g̃) کنید فرض .١.٢.٢ تعریف

i :M −→ M̃

به�ویژه گوییم ایزومتری ایمرژن i به آن�گاه باشد i توسط القایͬ متر M روی متر اگر باشد، ایمرژن نͽاشت

مͬ�گوییم. ایزومتری نشاننده آن به باشد نشاننده i اگر

نظر در را زیر ایمرژن نͽاشت است، ریمانͬ منیفلدی نیز (R٣, g̃) و است ایمبدشده R٣ در S٢ .٢.٢.٢ مثال

مͬ�گیریم

i : S٢ −→ R٣

همچنین g̃ = (dxi)٢ به�طوری�که مͬ�دهیم، نمایش g̃ با آن�را و است اقلیدسͬ متر S٢ کره متر که مͬ�دانیم حال

داریم

i∗g̃ = g



٢۴ ریمانͬ هندسه .٢

است. ایزومتری نشاننده ͷی i بنابراین

مͬ�گوییم. محیطͬ منیفلد M̃ به و است M̃ ریمانͬ منیفلد زیر M آن�گاه باشد شمول نͽاشت i اگر

ͷی i آنͽاه است) نشاننده موضعͬ به�طور ایمرژن (هر شود تعریف باز مجموعه�ی ͷی روی i اگر همچنین

است. ایزومتری نشاننده ͷی بنابراین و نشاننده

آن�گاه باشد، M̃ از ریمانͬ منیفلدی زیر M اگر .٣.٢.٢ لم

TM̃ |M =
⨿
p∈M

TpM̃

است. M روی هموار برداری کلاف ͷی

مماسͬ کلاف TM̃ |M به آن�گاه باشد M̃ روی چارت با پایه برداری میدان�های {∂١, . . . , ∂m} اگر

عنوان به مͬ�توان را X آن�گاه باشد M̃ روی برداری میدان ͷی X کنید فرض مͬ�گوییم. M روی محیطͬ

برشͬ به تعمیم قابل TM̃ |M روی X برش هر برعͺس گرفت، نظر در TM̃ |M روی یافته تحدید برشͬ

است. TM̃ روی هموار

نوشت TpM̃ = TpM ⊕NpM صورت به مͬ�توان را TpM̃ محیطͬ مماسͬ فضای p ∈M هر ازای به

معادل تعریف است. g̃ داخلͬ ضرب به نسبت p نقطه�ی در نرمال کلاف NpM := (TpM)⊥ به�طوری�که

داریم زیر شͺل به� را نرمال کلاف

NpM = {X ∈ TpM |⟨X,Y ⟩g̃ = ٠ ∋ Y ∈ TpM̃}

مماسͬ قسمت، دو به تعمیم قابل محیطͬ منیفلد در برداری میدان ͷی عنوان به M در برداری میدان هر

برای را زیر تعاریف بنابراین مͬ�باشد. دارد قرار نرمال کلاف در آن از خارج که قسمͬ و مماس کلاف در

داریم X ∈ TpM̃

مماس تصویر نͽاشت .۴.٢.٢ تعریف

π⊤ : TM̃ |M −→ TM ∋ X⊤ := π⊤X

نرمال تصویر نͽاشت .۵.٢.٢ تعریف

π⊥ : TM̃ |M −→ NM ∋ X⊥ := π⊥X

مͬ�کنیم تعریف زیر شͺل به را محیطͬ کوواریان مشتق عملͽر آن�گاه X,Y ∈ J (M) اگر .۶.٢.٢ تعریف


∇̃ : J (M̃)× J (M̃) −→ J (M̃)

∇̃XY = (∇̃XY )⊤ + (∇̃XY )⊥



٣ فصل

معادلات و لͬ قضیه برهمنهͬ، اصل
جزئͬ دیفرانسیل

عادی دیفرانسیل معادلات برای برهمنهͬ اصول ١.٣

ͷی عنوان به عادی دیفرانسیل معادلات دستͽاه مورد در را برهمنهͬ اصل که است آن هدف بخش این در

تابعͬ کدام هر که دارد وجود وابسته متغییر چندین کاربردی، ریاضیات مسائل اغلب در کنیم. بیان برگ�بندی

توصیف ریاضͬ صورت به مسائل این وقتͬ است. زمان معمولا متغییر این و هستند مستقل متغییر ͷی از

وابسته متغییرهای تعداد با برابر معادلات تعداد آن در که است دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی نتیجه شوند

است.

مͬ�گیریم نظر در را زیر دیفرانسیل معادلات دستͽاه
dxi

dt
= Y i(t, x) i = ١, . . . , n (١.٣)

برهمنهͬ تابع [١۵] در که

Φ : Rn(m+١) −→ Rn

است شده تعریف زیر شͺل به

x = Φ(x(١), . . . , x(m); k١, . . . , kn)

داریم زیر به�صورت t مستقل متغییر ͷکوچ مقادیر برای را عمومͬ جواب آن در به�طوری�که

x(t) = Φ(x(١)(t), . . . , x(m)(t); k١, . . . , kn)



٢۶ جزئͬ دیفرانسیل معادلات و لͬ قضیه برهمنهͬ، اصل .٣

(k١, . . . , kn) و است، (١.٣) دستͽاه ویژه جواب�های از پایه�ای مجموعه {x(a)(t)|a = ١, . . . ,m} آن در و

است. دستͽاه ویژه جواب هر با متناظر دلخواه ثابت n از مجموعه�ای

مͬ�گیریم نظر در را خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه از استاندارد مثال حال

dxi

dt
=

n∑
j=١

Ai
j(t)x

j , i = ١, . . . , n (٢.٣)

مͬ�پذیرد m = n با را زیر برهمنهͬ تابع که

x = Φ(x(١), . . . , x(n); k١, . . . , kn) =
n∑

i=١
kix(i).

که باشد موجود U ⊂ Rnm باز مجموعه�ی اگر است مجاز ویژه جواب m از خانواده هر برای فوق عبارت

(x(٠)١, . . . , xm(٠)) به�طوری�که باشد برقرار x١(t), . . . , xm(t)ویژه�ی جواب�های از مجموعه هر برای عبارتمذکور

باشد U از عضوی

U =

(x(١), . . . , x(n)) ∈ (Rn)n|det


x(١)١ . . . x

١
(n)

... ...
xn(١) . . . x

n
(n)

 ̸= ٠


زمانͬ�که k١, . . . , kn مشخص مقادیر برای x(١)(t), . . . , x(m)(t) برهمنهͬ با را جواب هر مͬ�توانیم البته

از مجموعه�ای باید آن�ها که معناست بدان این آوریم بدست باشند، مستقل x(١)(t), . . . , x(m)(t) توابع

باشد وارون�پذیر باید t ͷکوچ مقادیر ازای به زیر ماتریس فوق مثال در دهند تشͺیل را پایه جواب�های

X(t) = (xi(j)(t))
i
j

i, j = ١, . . . , n (٣.٣)

شͺلͬ به ویژه جواب�های انتخاب نحوه�ی مͬ�باشند. iام جواب از jام مولفه�ی xi(j) عناصر ماتریس این در

آرگومان دو جابجایͬ که باشد شͺلͬ به باید برهمنهͬ تابع لذا و یͺدیͽرند) از نامرتبط�اند(مستقل که است

t مستقل متغییر از مستقل ضمنͬ طور به برهمنهͬ تابع این بر علاوه شود. k پارامترهای تغییر باعث تنها

است. شده فرض

برداری میدان انتͽرال منحنͬ�های (٢.٣) همانند دیفرانسیلͬ معادلات دستͽاه�های هندسͬ دیدگاه از

است. بیان قابل مشابه به�طور نیز n-بعدی منیفلد به آن تعمیم که مͬ�کنند، تعیین Rn در را زیر t-وابسته

Y (t, x) =

n∑
i=١

Y i(t, x)
∂

∂xi
,

بلͺه بردار ͷی تنها نه N در Y برداریt-وابسته میدان منیفلد، از x ∈ N نقطه هر در که باشید داشته توجه

مماسͬ فضای از {Y (t, x)|t ∈ R} بردارهای مجموعه توسط که مͬ�کند تعیین را برداری زیرفضای ͷی



٢٧ عادی دیفرانسیل معادلات برای برهمنهͬ اصول .١.٣

نقطه�ای از که مͬ�آیند بدست متفاوتͬ بردارهای t متغییر مقدار تغییر با به�طوری�که شده�اند، تولید TxN متناظر

خطͬ زیرفضای بعد که مͬ�شود تعریف منیفلد روی عام توزیعͬ طریق بدین مͬ�کنند. تغییر دیͽر نقطه به

مانند k-بعدی فضایͬ زیر k-بعدی، توزیع که داریم توجه کند.حال تغییر دیͽر نقطه�ی به نقطه�ای از مͬ�تواند

برداری میدان�های توسط که توزیع این مͬ�شود. نامیده N بر k-بعدی مماس توزیع که است TxN از Dx

لͬ کروشه�ی به نسبت هرگاه گویند پیچشͬ Nروی را D هموار توزیع است. پیچشͬ مͬ�آید بدست t-وابسته

باشد. بسته

داریم. برهمنهͬ تابع بهتر درک جهت برگ�بندی نام به جدیدی مفهوم معرفͬ به نیاز حال

K-بعدی، منیفلدهای زیر از مجموعه�ای M منیفلدn-بعدی روی k-بعدی برگ�بندی ͷی .١.١.٣ تعریف

از ͬͽهمسای ͷی در و Mاست با برابر آن�ها اجتماع به�طوری�که است، M از ایمبدشده و همبند هم، از جدا

حاصلضرب از مجموعه�ای زیر φ(u) به�طوری�که باشد داشته وجود (u, φ) هموار چارت p ∈ M نقطه هر

مͬ�باشد زیر دکارتͬ

U ′ × U ′′ ⊂ Rk × R(n−k)

از اجتماعͬ یا است تهͬ یا u با برگ�بندی از برگ هر اشتراک و هستند باز مجموعه�هایͬ U ′′ و U ′ آن در که

زیر به��شͺل k-بعدی برش�های

x(k+١) = c(k+١), . . . , x(n) = c(n)

گویند). برگ�بندی برای مسطح چارت چارت�هایͬ چنین مͬ�باشد(به

مͬ�باشند. Rn \ {٠} از -بعدی (n− ١) برگ�بندی ͷی مبدا مرکز به کره�های تمام مجموعه .٢.١.٣ مثال

ضمنͬ، تابع قضیه از نتیجه�ای به�عنوان داریم. هندسͬ تصویری به نیاز برهمنهͬ قوانین به دست�یابͬ جهت

و شده معͺوس مͬ�تواند موضعا عمومͬ نقاط اطراف در حداقل Φ(x(١), . . . , x(m); ·) : Rn −→ Rn تابع

بنویسیم مͬ�توانیم بنابراین

k = Ψ(x(٠), . . . , x(m)) (۴.٣)

. Ψ : Rn(m+١) −→ Rn تابع برای

ͷی Ψ تابع لذا ناورداست. متغییر (m+ ١) جابجایͬ تحت Ψ تابع توسط شده تعریف برگ�بندی آن�گاه

است زیر به�صورت Ψ و Φ بین ارتباط است. برهمنهͬ تابع

k = Ψ(Φ(x(١), . . . , x(m); k١, . . . , kn), x(١), . . . , x(m)) (۵.٣)

تعریف Rn(m+١) منیفلد روی را n-بعدی برگ�بندی ͷی Ψ لذا مͬ�باشد k = (k١, . . . , kn) آن در که

صورت�که بدین مͬ�کند،
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(k١, . . . , kn) = Ψ(Φ(x(١), . . . , x(m); k), x(١), . . . , x(m)) = (x(١), . . . , x(n))

معادله�ی برگ�بندی تعریف طبق نیز و مͬ�رود Rn به Rn(m+١) از Ψ که داریم توجه فوق معادله�ی در

مͬ�آید. بدست مذکور

داریم (٢.٣) دستͽاه برای مثال، برای

Ψ(x(٠)(t), . . . , x(n)(t)) = X−١(t)x(٠)(t)

که است آن نشان�دهنده�ی عام حالت در مثال این مͬ�باشد. (٣.٣) در شده داده ماتریس X(t) آن در که ،

. Rn(m+١) کل روی تا است شده تعریف Rn(m+١) از فشرده�ای باز مجموعه�ی زیر روی Ψ برهمنهͬ تابع

که است آن Ψ برهمنهͬ تابع اساسͬ ویژگͬ

k = Ψ(x(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t)), (۶.٣)

برای ویژگͬ این است. ثابت (١.٣) دستͽاه جواب�های از +m)-تایͬ ١) هر روی Ψ(x(٠), . . . , x(m)) تابع

تحت تابع که که معناست بدان این و مͬ�باشد صحیح جواب�ها مجموعه�ی از جواب (m+ ١) هر انتخاب

که Ψ تابع ترازهای مجموعه که دادیم نشان اینجا در ناورداست. Ψ تابع از آرگومان (m + ١) جابجایͬ

مͬ�باشند. نظر مورد برگ�بندی�های همان واقع در هستند، Rnm × Rn فضای از برش�هایͬ

هستند (١.٣) دستͽاه جواب�های xi(t) توابع چون ،t به نسبت (۶.٣) رابطه از دیفرانسیل�گیری از بعد

داریم

DΨ(Y (t, x(٠)), . . . , Y (t, x(m))) = ٠ (٧.٣)

که معناست بدین
n∑

i=١

m∑
a=٠

∂Ψ

∂xi(a)
Y i(t, x(a)) = ٠

هستند زیر شͺل به ، Y (t, x) t-وابسته برداری میدان از Ỹ (t, x(٠), . . . , x(m)) قطری امتدادهای بنابراین و

Ỹ (t, x(٠), . . . , x(m)) =

m∑
a=٠

Ya(t, x(a)), t ∈ R,

آن در که

Ya(t, x(a)) =
n∑

i=١
Y i(t, x(a))

∂

∂xi(a)
(٨.٣)

(همان�طور Ψ تابع تراز مجموعه�های بر که هستند
+m)−فاکتور ١)︷ ︸︸ ︷

Rn × . . .× Rn روی t-وابسته برداری میدان�های همان

هستند. مماس است) شده داده نشان (٧.٣) در که
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-tبرداری میدان Rn(m+١) به آن قطری امتداد است. شده داده Rn روی X برداری میدان .٣.١.٣ تعریف

است زیر ویژگͬ�های دارای به�طوری�که است X̃ مانند یͺتایͬ وابسته�ی

باشد. ناوردا Rn(m+١) روی Sm+١ تقارنͬ گروه عمل تحت X̃ t-وابسته�ی برداری میدان •

زیر تصویری نͽاشت تحت X̃t برداری میدان�های •

Pr٠ : (x(٠), . . . , x(m)) ∈ Rn(m+١) 7→ x(٠) ∈ Rn

و باشند تصویرپذیر

Pr٠∗X̃t = Xt

هستند. -مرتبط Pr٠ برداری میدان دو این واقع در

فشرده باز مجموعه زیر روی را F برگ�بندیn-بعدی مقادیرمنظم، با متناظر Ψ تابع تراز مجموعه�های

شامل Rn(m+١) در برداری میدان�های از {Ỹ , t ∈ R} خانواده�ی و مͬ�کنند تعریف U ⊂
+m)−فاکتور ١)︷ ︸︸ ︷

Rn × . . .× Rn

دارد. نیز دیͽری مهم ویژگͬ برگ�بندی این است. برگ�بندی این برگ�های به مماس برداری میدان�های

نقطه است. (x(١), . . . , x(m)) ∈ Rnm و k = (k١, . . . , kn) ∈ Rn با متناظر Fk تراز مجموعه چون

دارد وجود (Φ(x(١), . . . , x(m); k), x(١), . . . , x(m)) ∈ Fk به�صورت (x(٠), x(١), . . . , x(m)) ∈ Fk یͺتا

آخر مولفه�ی m روی تصویری نͽاشت�های به�طوری�که

Pr : (x(٠), x(١), . . . , x(m)) ∈ Rn(m+١) 7→ (x(١), . . . , x(m)) ∈ Rnm

مͬ�کنند. القا F از Fk برگ�های روی دیفئومورفیسم�هایͬ

کلاف در ∇ التصاق با متناظر F برگ�بندی که گرفت نظر در واقعیت این عنوان به مͬ�توان را فوق مطلب

تحدید است. بدیهͬ انحنای با Pr : Rn × . . .× Rn = Rn(m+١) −→ Rn × . . .× Rn = Rnm برداری

میدان�های بین خطͬ نͽاشتͬ طریق بدین مͬ�دهد. ما به ͷبه�ی�ͷی نͽاشتͬ برگ�بندی از برگ ͷی به Prاشتͽن

است. موجود برگ�بندی از برگ ͷی بر مماس برداری(افقͬ) میدان�های و Rnm در برداری

ما به Ψ تابع به نیاز بدون را برهمنهͬ اصل بندی) التصاق(برگ این از گاهͬ آ که باشید داشته توجه

جواب m و k = (k١, . . . , kn) که معنا بدین بͽیریم نظر در ثابت را x(٠)(٠) نقطه اگر مͬ�دهد،

x(١)(t), . . . , x(m)(t)
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به (x(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t)) به�طوری�که است Rn در یͺتا نقطه�ای x(٠)(t) آن�گاه مͬ�کنیم، انتخاب را

دارد. تعلق است (x(٠)(٠), x(١)(٠), . . . , x(m)(٠)) به�شͺل که F (برگ�بندی) از برگ همان

آن�گاه باشیم داشته Pr : Rn(m+١) −→ Rnm کلاف در را بدیهͬ انحنای ∇با التصاق اگر دیͽر، سوی از

دست�یابͬ برای مͬ�توانند توزیع این برداری میدان�های بنابراین است، پیچشͬ TRn(m+١) در ∇ افقͬ توزیع

مماس F بر و دارد تعلق ∇ به Ỹ (t) به�طوری�که گیرند قرار استفاده مورد Rn(m+١) در برگ�بندی ͷی به

است) افقͬ توزیع که معناست بدین F بر است.(مماس

(F از مقطع سطح ͷی مثال (برای مͬ�کنند شماره�گذاری F در را Fk برگ�های k ∈ Rn واقع در

به�طوری�که است شده تعریف x(٠)(t) ∈ Rn یͺتای نقطه به�عنوان Φ(x(١)(t), . . . , x(m)(t); k) آن�گاه ،

مͬ�باشد. (١.٣) معادلاتدیفرانسیل دستͽاه برای برهمنهͬ یͷاصل (x(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t)) ∈ Fk

است برقرار نیز آن معͺوس که مͬ�دهیم نشان امر، این اثبات برای

هم�ارز (x(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t)) ∈ Fk با که Ψ(x(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t)) = k اگر

مͬ�باشد.

بͽیریم، نظر در را (١.٣) دستͽاه از x(١)(t), . . . , x(m)(t) جواب�های و گرفته نظر در ثابت را k اگر حال

صدق (١.٣) در که است شده تعریف Ψ(x(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t)) = k شرط توسط x(٠)(t) آن�گاه

اولیه�ی مقدار با (١.٣) جواب x′(٠)(t) مͬ�دهیم قرار مͬ�کند.

x′(٠)(٠) = x(٠)(٠)

منحنͬ هستند، مماس F بر Ỹ (t) t-وابسته برداری میدان�های چون باشد

(x′(٠)(t), x(١)(t), . . . , x(m)(t))

نͽاشت توسط کامل بطور برگ ͷی از نقطه ͷی اما دارد. قرار Fk در به�ویژه و F از برگ ͷی در کامل به�طور

لذا مͬ�شود، تعیین Pr تصویری

x′(٠)(t) = x(٠)(t)

نمودیم اثبات را زیر برهمنهͬ اصول هندسͬ مشخصه بنابراین است. جواب ͷی x(٠)(t) و

با هم�ارز (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستͽاه برای (Z) برهمنهͬ اصل ͷی به دست�یابͬ .۴.١.٣ گزاره

امتدادهای به�طوری�که است Pr : R(m+١)n −→ Rnm کلاف در صفر انحنای با الصاق ͷی به دست�یابͬ

t-وابسته�ی برداری میدان�های از Ỹ (t) قطری

Y (t), t ∈ R
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باشند. افقͬ مͬ�کنند تعریف را (١.٣) دستͽاه که ،

توسط برهمنهͬ توابع بنابراین نمود. Rn جایͽزین را N دلخواه منیفلد مͬ�توان باشید، داشته توجه

معنا: بدین شده�اند، داده N (m+١) در مناسب برگ�بندی�های توسط یا Φ : N (m+١) −→ N نͽاشت�های

کلاف در صفر انحنای با الصاق�های

Pr : Nm+١ −→ Nm.

است. شده تعریف فشرده باز مجموعه زیر ͷی روی عمومͬ به�طور تنها الصاق دیͽر، به�بیان .۵.١.٣ ملاحظه

وساخته�های عناصر تمام ادامه در تعریفشده�اند. عمومͬ به�طور که است برهمنهͬ�هایͬ با عام مشͺلͬ این اما

هستند. عمومͬ ما

برداری میدان توسط R٢ − (٠,٠) روی که را ͷی نقصان بعد از F یافته تعمیم برگ�بندی .۶.١.٣ مثال

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

کلاف برای صفر انحنای با الصاقͬ برگ�بندی این مͬ�گیریم. نظر در است شده تولید

pr : R× (R− {٠}) −→ R− {٠}

(x, y) 7→ y, y ∈ R.

تابع به�ویژه، هستند. (etx, ety), t ∈ R, y ̸= ٠ به�شͺل F برگ�های مͬ�کند. تعریف

Ψ(x, y) =
x

y

t-وابسته برداری میدان�های از قطری امتداد هستند. ثابت برگ�بندی برگ�های روی

a(t)x
∂

∂x

مͬ�باشند زیر به�شͺل F بر مماس

a(t)(x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
).

مͬ�کند بیان صورت بدین ẋ = a(t)x خطͬ دیفرانسیل معادلات برای را برهمنهͬ اصل مثال این
x

y
= k مورد در مثال برای دارد، تعلق برگ ͷی به (x(٠)(t), x(١)(t)) آن�گاه باشد جواب ͷی x(١)(t) اگر

x(٠)(t) = kx(١)(t) اگر وتنها اگر است، آن از دیͽری جواب x(٠)(t) آن�گاه باشد آن از جوابͬ x(١)(t) اگر

استاندارد برهمنهͬ اصل لذا مͬ�باشد. ثابت آن برگ�های در مقادیر نسبت شد اشاره بالا در که همان�طور زیرا

است زیر به�صورت معادله این برای
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Ψ(x(٠)(t); k) = kx(١)(t).

کوچͺتر بعد از برگ�بندی ͷی Ỹ (t) قطری امتدادهای زمانͬ�که است مشخص (۴.١.٣) از .٧.١.٣ ملاحظه

، (∇ التصاق (تعویض کنیم تعویض نیاز مورد شرایط به توجه با را F مͬ�توانیم مͬ�کنند، تولید را F بعد از

مͬ�پذیرد. را متفاوتͬ برهمنهͬ اصول (١.٣) نظیر دستͽاه که معناست بدان این

برهمنهͬ اصل که عادی دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های برای لͬ قضیه ٢.٣
مͬ�پذیرند را

برهمنهͬ اصل که عادی دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های روی لͬ ͷکلاسی قضیه از اثباتͬ بخش این در

شده ارائه (۴.١.٣) در که برهمنهͬ اصول برای موجود مشخصه از نخست داد. خواهیم ارائه مͬ�پذیرند را

دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های مورد در آن از مͬ�توان داد خواهیم نشان که همان�طور آن�گاه و مͬ�کنیم استفاده

کرد. استفاده نیز جزئͬ مشتقات با

از فشرده باز مجموعه زیر ͷی روی (F) برگ�بندی که مͬ�کنیم یادآوری

Ñ = N (m+١) =

+m)-فاکتور ١)︷ ︸︸ ︷
N × . . .×N

بعد با F برای اگر تنها و اگر مͬ�کند تعریف (١.٣) دیفرانسیل معادلات دستͽاه برای را برهمنهͬ اصل

باشیم داشته را زیر نͽاشت n نقصان

pr : Ñ −→
︷(m)-فاکتور ︸︸ ︷

N × . . .×N

F٠ عام برگ�بندی آن بر علاوه و مͬ�کند نظیر دیفئومورفسیم بطور را F برگ�های آخر، آرگومان m روی که

است. F در مشمول Y (t) قطری امتدادهای از {Ỹ (t)|t ∈ R} خانواده توسط تولید�شده

هر در که معنا بدین است تولیدشده {Ỹ (t)|t ∈ R} توسط بخش این مͬ�کنیم، کار F٠ منظم بخش با ما

به�طوری�که شده�اند تولید N روی برداری میدان�های از برخͬ قطری امتدادهای توسط بخش این مورد،

.[Ỹ (t), Ỹ (t′)] = [ ˜Y (t), Y (t′)]

بنابراین و مͬ�کنند تولید r بعد از را F٠ منظم قسمت موضعا که باشند قطری امتدادهای X̃١, . . . , X̃r اگر

.r ≤ mn بنابراین شده�اند، فرض خطͬ مستقل عمومͬ نقاط در pr∗(X̃١), . . . , pr∗(X̃r)

روی شده تعریف cαβγ تابع r٣ برای بنابراین مͬ�کند تولید -بعدی r برگ�بندی، ͷی X̃١, . . . , X̃r چون

داریم را زیر رابطه�ی Ñ
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[X̃α, X̃β] =
r∑

γ=١
cαβ

γX̃γ ,

نͽاشت�های و هستند قطری امتدادهای از تحتکروشه�هایͬ قطری امتدادهای نیز [X̃α, X̃β] مͬ�شویم متذکر

هستند. تابعͬ مستقل pr∗(X̃١), . . . , pr∗(X̃r)

برداری میدان�های از قطری امتدادهای r ≤ mn و α = ١, . . . , r برای X̃α =

m∑
a=٠

Xα(a) اگر .١.٢.٣ لم

مͬ�کنند صدق زیر شرط در که برداریͬ میدان�های p ∈ Nm نقطه هر در به�طوری�که باشند، Ñ به N روی Xα

pr∗(X̃α)(p) =

m∑
a=١

Xα(a)(p)

دوباره bα ∈ C∞(Ñ) با برداریͬ) میدان�های چنین خطͬ (ترکیب
r∑

α=١
bαX̃α آن�گاه هستند، خطͬ مستقل

باشند. ثابت bα ضرایب اگر تنها و اگر است قطری امتداد ͷی

داریم موضعͬ مختصات در برهان.

Xα =
n∑

i=١
Ai

α(x)
∂

∂xi
,

به دارد اشاره که

X̃α =

n∑
i=١

m∑
a=٠

Ai
α(x(a))

∂

∂xi (a)

صورت این در
r∑

α=١
bα(x(٠), . . . , x(m))X̃α =

r∑
α=١

n∑
i=١

m∑
a=٠

bα(x(٠), . . . , x(m))A
i
α(x(a))

∂

∂xi(a)

باشند موجود i = ١, . . . , n و a = ٠, . . . ,m برای Bi
a(x) توابع اگر وتنها اگر است قطری امتداد ͷی

باشد برقرار زیر روابط a و i اندیس�های از جفت هر برای به�طوری�که
r∑

α=١
bα(x(٠), . . . , x(m))A

i
α(x(a)) = Bi

a(x(a)), a = ٠, . . . ,m, i = ١, . . . , n

α = ١, . . . , r برای ناشناخته های uα در را زیر خطͬ معادلات دستͽاه bα(x(٠), . . . , x(m)) تابع r ویژه به

مͬ�کند حل
r∑

α=١
uαA

i
α(x(a)) = Bi

a(x(a)), i = ١, . . . , n, a = ١, . . . ,m (٩.٣)

ماتریس رتبه اما
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(Ai
α(x(a)))

i,a
α

خطͬ مستقل pr∗(X̃١), . . . , pr∗(X̃r) تصویری نͽاشت�های زیرا r ≤ mn آن در که است r با برابر

و Ai
α(x(a))

i,a
α
ماتریس توسط کاملا و هستند یͺتا (٩.٣) از u١, . . . , ur جواب�های بنابراین هستند.

که جا آن از اما ندارند. ͬͽبست x(٠) به بنابراین مͬ�شوند، تعیین a = ١, . . . ,m برای Bi
a(x(a))

i,a بردار

هستند، ناوردا بوضوح مͬ�کنند عمل Ñ = Nm+١ روی که Sm+١ تقارنͬ گروه به توجه با قطری امتدادهای

نیستند. وابسته نیز x(١), . . . , x(m) متغییر�های به bα(x(٠), . . . , x(m)) توابع لذا

بدون واقع در و است، الزامͬ قبل لم تصویری نͽاشت�های فرضروی که باشید داشته توجه .٢.٢.٣ ملاحظه

میدان�های نباشد. برقرار است ممͺن مͬ�دهد نشان زیر مثال که همان�طور اساسͬ لم این نتیجه�ی فرض این

بͽیرید نظر در را هستند R در برداری میدان�های امتدادهای که زیر برداری

X̃١ =
∂

∂x
+

∂

∂y
, X̃٢ = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y

توابع برای حال

b١(x, y) = xy, b٢(x, y) = −(x+ y)

داریم

b١(x, y)X̃١(x, y) + b٢(x, y)X̃٢(x, y) = −(x٢
∂

∂x
+ y٢

∂

∂y
)

در که است لͬ قضیه�ی اثبات�های در کمبود همان این باشند نمͬ ثابت b١, b٢ چند هر است. امتداد ͷی نیز

امتداد ͷی قطری امتدادهای از تابعͬ ترکیب که مͬ�شود ادعا معمولا است. گرفته قرار بررسͬ مورد این�جا

هستند. تابعͬ مستقل نظیر تصویری نͽاشت�های این�که فرض بدون باشند ثابت ضرایب اگر است قطری

همنهͬ بر اصل ͬͽونͽچ زیر قضیه در حال باشند. ثابت ضرایب ندارد لزومͬ که دادیم نشان (٢.٢.٣) در

مͬ�دهیم. نشان را ثابت ضرایب بدون خطͬ ترکیبات برای

بتوانیم اگر تنها و اگر مͬ�پذیرد برهمنهͬ اصل ͷی N منیفلد روی (١.٣) معادلات دستͽاه .٣.٢.٣ قضیه

کنیم بیان زیر به�شͺل موضعا را Y (t, x) t-وابسته برداری میدان

Y (t, x) =

r∑
α=١

bα(t)Xα(x)

بسته بعد متناهͬ حقیقͬ لͬ جبر ͷی روی ، α = ١, . . . , r برای Xα t-وابسته برداری میدان�های به�طوری�که

به�طوری�که دارند وجود cαβγ حقیقͬ عدد r٣ معنͬ�که به�این باشند،



٣۵ مͬ�پذیرند را برهمنهͬ اصل که عادی دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های برای لͬ قضیه .٢.٣

[Xα, Xβ] =
r∑

γ=١
cαβ

γXγ , ∀α, β = ١, . . . , r

تابع نظیر برگ�بندی ͷی نیز F و مͬ�پذیرد برهمنهͬ اصل ͷی دیفرانسیل معادلات دستͽاه فرضکنیم برهان.

بسته لͬ جبر ͷی روی F٠ ⊂ F منظم قسمت از {X̃α|α = ١, . . . , r} مولدهای مͬ�دانیم باشد. برهمنهͬ

است

[X̃α, X̃β] =

r∑
γ=١

cαβ
γX̃γ (١٠.٣)

همچنین هستند، ثابت cαβγ ضرایب آن در که

[Xα, Xβ] =
r∑

γ=١
cαβ

γXγ .

به�طوری�که دارند وجود bαt (x(٠), . . . , x(m)) توابع است، مماس F٠ بر Ỹ (t) هر آن�جاکه از

Ỹ (t) =

r∑
α=١

bαt X̃α.

x(٠), . . . , x(m) روی bαt = bα(t) مͬ�گیریم نتیجه اساسͬ لم از استفاده با است، قطری امتداد ͷی Ỹ (t) اما

بنابراین هستند. خطͬ مستقل

Ỹ (t) =

r∑
α=١

bα(t)X̃α (١١.٣)

همچنین و

Y (t) =

r∑
α=١

bα(t)Xα. (١٢.٣)

نشان (١٢.٣) در که همان�طور را Y (t, x) برداریt-وابسته میدان که کنید فرض عͺس ویژگͬ اثبات برای

R روی ها Xα که کنیم فرض مͬ�توانیم مͬ�شود. تعریف (١١.٣) توسط Ỹ (t) و نوشت مͬ�توان شده داده

مͬ�کنند. تعریف cαβγ ساختاری ثابت�های با r-بعدی لͬ جبر ͷی بنابراین باشند. خطͬ مستقل

دستͽاه .۴.٢.٣ تعریف

dxi

dt
= Xi(t, x), i = ١, . . . , n

نوشت زیر بشͺل به�توان را آن نظیر ی t-وابسته برداری میدان اگر است لͬ دستͽاه ͷی

X(t, x) =

r∑
α=١

bα(t)Xα(x)
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لͬ دستͽاه ͷی Rn روی X دستͽاه نیست. لͬ دستͽاه فوق، دستͽاه صورتͬ چه در داد نشان مͬ�توان

دستͽاه ͷی نظر مورد دستͽاه که این تعیین برای باشند. بعد متناهͬ Lie({Xt}t∈R) اگر تنها و اگر است

دهیم، نشان است کافͬ امر این برای نیست. بعد متناهͬ Lie({Xt}t∈R) دهیم نشان است کافͬ نیست لͬ

لͬ کروشه�های از آمده بدست ، R روی خطͬ مستقل برداری میدان�های از {Zj}j∈N مانند نامتناهͬ زنجیری

در را زیر اول نوع ١ آبل معادله�ی امر این دادن نشان برای دارد. وجود {Xt}t∈R در موجود عناصر از متوالͬ

مͬ�گیریم نظر

dx

dt
= x٢ + b(t)x٣ , b(t) ̸= ٠

توصیف را زیر برداریt-وابسته میدان انتͽرال منحنͬ�های معادلات این است. ثابت غیر تابعͬ b(t)

مͬ�کنند

Xt = (x٢ + b(t)x٣)
∂

∂x

بͽیرید نظر در را زیر برداری میدان�های زنجیر

Z١ = x٢
∂

∂x
, Z٢ = x٣

∂

∂x
, , Zj = [X١, xj−١], j = ٣,۴, . . .

برداری میدان�های از نامتناهͬ زنجیر ͷی Lie({Xt}t∈R) که مͬ�دهد نشان ،این Zj = xj+١
∂

∂x
آن�جاکه از

نیست. لͬ دستͽاه نوع از آبل معادله بنابراین، و مͬ�پذیرد را {Zj}j∈R خطͬ مستقل

به�طوری�که است موجود m ≤ r عدد است، ممͺن X١, . . . , Xr از بدیهͬ غیر تابعͬ ͬͽوابست تنها چون

توسط تولیدشده توزیع هستند. خطͬ مستقل نقطه هر در Nm =

︷m−بار ︸︸ ︷
N × . . .×N به آن�ها قطری امتدادهای

-بعدی r (F٠) برگ�بندی بنابراین است، پیچشͬ بوضوح Ñ = Nm+١ به X̃١, . . . , X̃r قطری امتدادهای

به�طور Nاز فاکتور m حاصلضرب روی برگ�بندی این برگ�های این بر علاوه مͬ�کند. تعریف را N از

برگ�بندی این مͬ�توانیم که است واضح هستند. n نقصان بعد از حداقل و مͬ�شوند تصویر دیفئومورفیسم

تعریف را برهمنهͬ اصل (۴.١.٣) براساس برگ�بندی این دهیم. توسعه n نقصان بعد از F برگ�بندی، به را

هستند. برگ�بندی توسیع از منیفلدی زیر آن برگ�های که معناست بدین برگ�بندی ͷی توسیع مͬ�کند.

Ñ باشند.مͬ�توان یͺسان باهم تصویری نͽاشت دامنه�ی در N منیفلدهای که ندارد لزومͬ .۵.٢.٣ ملاحظه

گرفت نظر در زیر به�صورت برگ�بندی خصوصیات و نͽاشت�ها همان حفظ ضمن را

Ñ = N٠ × . . .×Nm

١Abel



٣٧ اساسͬ مجموعه ͷی از جواب�ها تعداد تعیین .٣.٣

دستͽاه�ها از بعضͬ جواب�های از، جدای N٠ روی را دستͽاه ͷی از جوابͬ مͬ�توان که معناست بدان این

همچون دیͽری منیفلدهای روی

.Na, a = ١, . . . ,m

آورد. بدست نیز

اساسͬ مجموعه ͷی از جواب�ها تعداد تعیین ٣.٣

برای است. برهمنهͬ اصل در رفته کار به جواب�های تعداد مورد در اطلاعاتͬ شامل لͬ قضیه از ما اثبات

برداری میدان توسط شده تعریف لͬ دستͽاه

Y (t, x) =
r∑

α=١
bα(t)Xα(x),

برداری میدان�های از قطری امتدادهای به�طوری�که است k کمینه m عدد هستند، عمومͬ ها bα(t) آن در که

خطͬ دستͽاه از جوابͬ عنوان به که حقیقͬ اعداد تنها باشند، تابعͬ مستقل نقطه هر در Nk به X١, . . . , Xr

r∑
α=١

cαXα(x(a)) = ٠, a = ١, . . . , k

cα = ٠, α = ١, . . . ,m بدیهͬ جواب�های مͬ�باشند k = m برای (x(١), . . . , x(k)) عمومͬ، نقطه ͷی در

دارد. وجود غیربدیهͬ جواب�های k < m برای و هستند

وجود m طبیعͬ عدد R روی خطͬ مستقل X١, . . . , Xr برداری میدان�های از خانواده هر برای .١.٣.٣ لم

است. خطͬ مستقل عمومͬ نقطه ͷی در Rnm به آن�ها امتدادهای که دارد

در برداری میدان�های تعداد حداکثر را σ(q) و مͬ�دهیم نشان X̂q
α با را Rnq به Xα قطری امتداد برهان.

خانواده�ی هر که مͬ�کنیم هستند.فرض خطͬ مستقل Rnq از عمومͬ نقطه�ی ͷی در که مͬ�گیریم ها X̂q
α بین

دیͽر به�عبارت هستند خطͬ وابسته�ی Rnq از عمومͬ نقطه�ی ͷی در قطری امتدادهای از X̂q
١, · · · , X̂

q
r

بپذیرد m̄ صحیح مقدار برای را p < r مقدار بیشین باید σ(q) تابع آن�گاه ،q هر برای ١ ≤ σ(q) < r

مستقل Rnm̄ از عمومͬ نقطه�ی ͷی در ، X̂m̄
١ , · · · , X̂

m̄
p که کنیم فرض مͬ�توانیم p = σ(m̄) مثال برای

هستند خطͬ مستقل Rn(m̄+١) از عمومͬ نقطه�ی ͷی در نیز X̂m̄+١
١ , · · · , X̂m̄+١

p این بر علاوه هستند خطͬ

توابع که دارد وجود p یͺتای عدد نتیجه در ، σ(m̄ + ١) = σ(m̄) باید و است بیشین σ(m̄) چون�که و

مͬ�کنند صدق زیر معادله�ی در f̄١, · · · , f̄p ∈ C∞(Rn(m̄+١))

f̄١X̂
m̄+١
١ + · · ·+ f̄pX̂

m̄+١
p = X̂m̄+١

p+١ .
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عمومͬ نقطه�ی ͷی در X̂m̄
١ , · · · , X̂

m̄
p چون�که و است امتدادقطری ͷی فوق معادله�ی چپ سمت آن�گاه

در معادله روی Pr٠ نͽاشت دادن اثر با بنابراین باشند ثابت باید f̄١, · · · , f̄p آن�گاه هستند، خطͬ مستقل

و است تناقض در σ(q) < r اولیه فرض با این و هستند خطͬ مستقل R روی X١, · · · , Xp+١ که مͬ�یابیم

مستقل عمومͬ نقطه�ی ͷی در Rnm به X١, · · · , Xr قطری امتدادهای که باشد موجود m طبیعͬ عدد باید

باشند. خطͬ

٢ ریͺاتͬ معادله برای مثال به�عنوان

ẋ = b٠(t) + b١(t)x+ b٢(t)x
٢,

مͬ�باشند زیر برداری میدان�های از امتدادهایͬ F٠ برگ�بندی مولد برداری میدان�های آن در که

X٠ =
∂

∂x
, X١ = x

∂

∂x
, X٢ = x٢

∂

∂x
(١٣.٣)

دستͽاه هستند، SL(٢,R) گروه عمل از نمایشͬ

c٠ + c١x١ + c٢x
٢
١ = ٠, c٠ + c١x٢ + c٢x

٢
٢ = ٠

دستͽاه اما دارد بدیهͬ غیر جوابͬ که مͬ�گیریم نظر در را

c٠ + c١x١ + c٢x
٢
١ = ٠, c٠ + c١x٢ + c٢x

٢
٢ = ٠, c٠ + c١x٣ + c٢x

٢
٣ = ٠,

متفاوت x٣ و x١, x٢ متغییر سه در�صورتͬ�که ضرایب ماتریس که چرا نمͬ�پذیرد را بدیهͬ غیر جواب�های

است. m = ٣ ریͺاتͬ معادله برای برهمنهͬ اصل در که مͬ�دهد نشان این و است معͺوس�ناپذیر باشند،

برهمنهͬ اصل یͺتایͬ غیر ۴.٣

مͬ�دهیم. نشان را برهمنهͬ تابع یͺتایͬ عدم زیر قضیه گرفتن نظر در با بخش این در

هر صورت این در باشد k ثابت رتبه با هموار نͽاشت ͷی F : M −→ N کنیم فرض .١.۴.٣ قضیه

است M در k نقصان بعد از بسته نشانده منیفلد زیر ͷی F تراز مجموعه

از آمده�اند به�وجود برداریt-وابسته میدان�های امتدادهای توسط که (F٠) برگ�بندی موارد از بعضͬ در

بعد با موارد در ریͺاتͬ). مͬ�دهند(معادله بدست را یͺتایͬ(کمینه) برهمنهͬ اصل و هستند n نقصان بعد

گسترش n نقصان بعد با برگ�بندی ͷی به طریق چندین به را F٠ مͬ�توان همان�طور�که ،n از بیشتر نقصان

دارد. وجود برهمنهͬ اصل برای نیز انتخاب چندین داد،
٢Riccati



٣٩ برهمنهͬ اصل یͺتایͬ غیر .۴.٣

مͬ�گیریم. نظر در را X =
∂

∂x
افقͬ تبدیلات توسط N = R٢ منیفلد روی R آبلͬ گروه عمل .٢.۴.٣ مثال

تولیدشده F٠ برگ�بندی و Ñ = R٢ × R٢ منیفلد بنابراین، m = ١ داریم و است آزاد R٢ روی عمل این

زیر به�صورت Ñ در مختصات�ها که مͬ�باشد ∂

∂x(٠)
+

∂

∂x(١)
برداری میدان توسط

(x(٠), y(٠), x(١), y(١))

رابطه به توجه با نیاز، مورد ویژگͬ با Ñ از F بعدی دو برگ�بندی ͷی به مͬ�توان را برگ�بندی این هستند.

Pr(x(٠), y(٠), x(١), y(١)) = (x(١), y(١))

تراز مجموعه�های به�عنوان را F مͬ�توانیم مثال برای داد. بسط مختلف روش�های به تصویری نͽاشت از

بͽیریم نظر در زیر نͽاشت

F (x(٠), y(٠), x(١), y(١)) = (x(٠) − x(١), f(y(٠), y(١)))

به�طوری�که است دلخواه تابعͬ f آن در که

∂f

∂y(٠)
̸= ٠.

جواب هر آن�گاه است، ͷی حداقل مرتبه از y(٠) از تابعͬ عنوان به f که مͬ�دهد نشان

(x(١)(t), y(١)(t) = y(١)(٠))

دیفرانسیل معادلات دستͽاه از

ẋ = a(t), ẏ = ٠,

مͬ�دهد زیر به�صورت را (k١, k٢) تراز مجموعه با متناظر (x(٠)(t), y(٠)(t) = y(٠)(٠)) جدید جواب

(x(٠)(t) = x(١)(t) + k١, y(٠)(t) = y(٠)(٠)).

مͬ�کند صدق زیر رابطه�ی در به�طوری�که است R در یͺتا نقطه�ای y(٠)(٠) آن در که

f(y(٠)(٠), y(١)(٠)) = k٢.

مͬ�گیریم نتیجه استاندارد برهمنهͬ اصل از استفاده با f(y(٠), y(١)) = y(٠) − y(١) مورد در

Φ(x(١), y(١); k١, k٢) = (x(١) + k١, y(١) + k٢).

مͬ�گیریم نظر در را زیر پذیر ͷیͺتف اول تبه مر دیفرانسیل معادله .٣.۴.٣ مثال
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،ẋ = a(t)f(x)

f (مͬ�توان است فرضشده ثابت f علامت به�طوری�که هستند هموار و دلخواه توابعͬ f و a فوق معادله در

برداری میدان بنابراین N = R اگر نشود) صفر ͬͽهمسای آن در که گرفت نظر در نقطه�ای ͬͽهمسای در را

است زیر به�شͺل آن روی

.X(x) = f(x)
∂

∂x

زیر قطری امتداد و m = ١ داریم نمͬ�شود صفر f این�که به توجه با

X̃(x(٠), x(١)) = f(x(٠))
∂

∂x(٠)
+ f(x(١))

∂

∂x(١)
,

هستند Ψ(x(٠), x(١)) تابع تراز مجموعه�های آن برگ�های که مͬ�کند تولید R٢ در را بعدی ͷی برگ�بندی

به�طوری�که

f(x(٠))
∂Ψ

∂x(٠)
+ f(x(١))

∂Ψ

∂x(١)
= ٠,

مͬ�رسیم زیر مشخصه دستͽاه به و

.
dx(٠)
f(x(٠))

=
dx(١)
f(x(١))

شود تعریف زیر به�صورت ϕ(y) تابع اگر بنابراین

،ϕ(y) =
∫ y

٠

dζ

f(ζ)

که مͬ�شوند تعیین به�طوری k ثابت ͷی توسط برگ�ها که مͬ�یابیم در

.ϕ(x(٠))− ϕ(x(١)) = k

موجود معͺوس تابعͬ بنابراین دارند. یͺسان علامت f(x) و ϕ′ = f(x) زیرا است، یͺنواخت تابعͬ ϕ تابع

باشیم داشته زیر به�شͺل را برهمنهͬ اصل تا مͬ�شود باعث که است

.x = ϕ−١(k + ϕ(x(١)))

بدست زیر به�شͺل را برهمنهͬ اصل و ϕ(x) = −١/x = ϕ−١(x) داریم f(x) = ١/x٢ اگر مثال برای

مͬ�آوریم

.x =
x(١)

١− kx(١)
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همͽن فضاهای و لͬ گروه�های در لͬ دستͽاه�های ۵.٣

استفاده برهمنهͬ اصل به دست�یابͬ جهت همͽن فضاهای از مͬ�توان چͽونه که مͬ�دهیم نشان بخش این در

است کافͬ دیͽر جواب�های به دست�یابͬ برای جواب ͷی تنها زمانͬ�که یعنͬ ، m = ١ خاص حالت کرد.

یͺتاست، برگ�بندی ͷی به�عنوان برهمنهͬ اصل یعنͬ F = F٠ که مͬ�کنیم فرض نیز و مͬ�گیریم نظر در را

فرض سادگͬ برای مͬ�کنند. تولید را TN فضای عمومͬ به�طور X١, . . . , Xn برداری میدان�های و r = n

دامنه که است برداری میدان کامل، برداری میدان ͷی از منظور هستند، کامل برداری میدان�های این که کنید

ͷی روی برداری میدان�های این چون مͬ�کنند تولید سراسری به�طور را TN و مͬ�باشد R فضای کل آن شار

به�طوری�که دارد وجود ،N روی g لͬ جبر با متناظر G لͬ گروه از متعدی عملͬ هستند، بسته n-بعدی لͬ جبر

پایه�ای برداری میدان�های توسط F = F٠ برگ�بندی و است G گسسته گروه زیر H آن در که N = G/H

است. شده تولید G گروه عمل از

دارد وجود همبندی لͬ گروه این�صورت در باشد متناهͬ بعد با لͬ جبر ͷی g کنیم فرض .١.۵.٣ قضیه

ساده همبند لͬ گروه ͷی G که است G/H به�صورت گروه این است، g با یͺریخت آن لͬ جبر به�طوری�که

است. آن گسسته ساز مرکز گروه زیر ͷی نیز H و g لͬ جبر با

انتͽرال�پذیر توزیع هر مͬ�دانیم ونیز مͬ�دهند انتͽرال�پذیر توزیع ͷی تشͺیل g روی برداری میدان�های

داریم شده بیان [١٩] در آنچه بنا�بر� است. پیچشͬ

∀g ∈ G =⇒ g = g١ · . . . · gk ∋ ∀i = ١, . . . , k gi = exp(ϵvi)

داریم M منیفلد عناصر برای بنابراین

∀y ∈M∃g ∈ G ∋ y = gx = g١ · . . . · gk · x = exp(ϵv١) · . . . · exp(ϵvk)x

است. G گروه عمل بودن متعدی نشان�دهنده�ی این و

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را عمل نͽاشت آن�گاه کند عمل منیفلد عنوان به G/H روی G اگر حال

Ψ : G×G/H −→ G/H ≡ Ψg·H : G −→ G/H, ∋ g ·H ∈ G/H

مͬ�دهیم قرار بنابراین و G/H = G آن�گاه H = G یا H = e یعنͬ باشد بدیهͬ H اگر و

g ·H = g′ ∈ G/H = G

نوشت زیر به�شͺل را Ψ نͽاشت مͬ�توان اکنون
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Ψg′ : G −→ G

h 7→ g′h

بنابراین است چپ از انتقال ͷی این واقع در که

Ψg′ ≡ Lg′

است هم�ارز چپ از انتقال ͷی با Ψ نͽاشت داد نشان مͬ�توان

∀y ∈M = G/H = G Lg(y) = Ψg(y) = gy

عمل بنابراین است دلخواه g′ چون و g′ = gy به�طوری�که است موجود G گروه از g′ عنصر این�صورت در

داریم دیͽر طرف است.از متعدی خودش روی G گروه

(Lg)∗(vg′) = vgg′

در زیر به�صورت را گروه ضرب مͬ�توان F = F٠ با متناظر برهمنهͬ تابع به دست�یابͬ جهت این�صورت در

گرفت نظر

Φ : G×G −→ G

(g(١), k) −→ g(١)k

رابطه به و

Ψ(g(٠), g(١)) = g−(١)١g(٠)

بنابر و رسید برهمنهͬ تابع برای

Ψ(g′g(٠), g
′g(١)) = g−(١)١g

′−١ · g′g(٠) = g−(١)١g(٠) = Ψ(g(٠), g(١))

لͬ جبر به توجه با که (F) برگ�بندی با نظیر برهمنهͬ تابع دادیم، نشان کنون تا بود. خواهد چپ ناوردای Ψ

t-وابسته برداری میدان توسط شده تعریف لͬ دستͽاه برعͺس حال باشد. ناوردا تابع ͷی باید آمده بدست g

زیر

Y (t, g) =

r∑
α=١

bα(t)X
R
α (g),
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شرط این�صورت در مͬ�گیریم. نظر در را هستند، راست ناوردای برداری میدان�های برای پایه�ای XR
α آن در که

برداری میدان�های اگر مͬ�شویم متذکر است. شده تعریف نیز یͺتا برهمنهͬ اصل و شده ایجاد بودن تصویری

نیست. یͺتا برهمنهͬ اصل آن�گاه کنند تولید کوچͺتر بعد با لͬ جبر زیر ͷی XR
α

خطͬ فضای این آن�گاه باشد همانͬ) نقطه در مماسͬ (فضای TeG برای پایه�ای {a١, . . . , an} اگر حال

چپ ناوردای برداری میدان�های تمام مجموعه که گرفت نظر در G لͬ گروه از g لͬ جبر به�عنوان مͬ�توان را

مͬ�شوند تعریف زیر به�شͺل و است G روی

X l
a(g) = Lg∗ea

مͬ�شوند تعریف زیر به�صورت که هستند G در راست ناوردای برداری میدان�های از XRنمایشͬ
a مشابه به�طور

XR
a (g) = Rg∗ea

منحنͬ برای بنابراین

a(t) =

n∑
α=١

bα(t)aα,

داریم زیر به�شͺل را G روی آن مولد t-وابسته�ی� برداری میدان TeGدر

XR(t, g) = XR
a(t)(g) =

n∑
α=١

bα(t)X
R
α (g) (١۴.٣)

زیر به�شͺل مͬ�کنند تولید را برداریͬ میدان�های چنین انتͽرال منحنͬ�های که دیفرانسیلͬ معادلات دستͽاه لذا

هستند

ġ(t) =

n∑
α=١

bα(t)X
R
α (g(t)), (١۵.٣)

مͬ�رسیم زیر معادله�ی به (١۵.٣) معادله�ی سمت دو در Rg−١(x)∗g(x) دادن اثر با حال

Rg−١(t)∗g(t)
˙g(t) =

n∑
α=١

bα(t)aα = a(t) (١۶.٣)

آن. کل تا کند اختیار TeG لͬ جبر از جبری زیر روی را مقادیرش a(t) که است زمانͬ تر ساده حالت

بنابراین مͬ�گیریم، نظر در را G/H همͽن فضای و باشد G دلخواه بسته گروه زیر H که کنید فرض حال

برداری کلاف عنوان به را G مͬ�توان

τ : G −→ G/H

نیز و هستند -تصویری τ ، XR
α راست ناوردای برداری میدان�های که مͬ�دانیم این بر علاوه گرفت. نظر در

روی G طبیعͬ چپ عمل نظیر −Xα = −Xaα پایه�ای برداری میدان�های N در -مرتبط τ بردای میدان�های

. τ∗gXR
α (g) = −Xα(gH) به�طوری�که مͬ�باشند N
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روی لͬ دستͽاه با را شده داده (١۴.٣) در که ،G/H گروه روی لͬ دستͽاه مͬ�توانیم این�صورت در

X̄(t, x) = −
n∑

α=١
Xα(x) (١٧.٣)

x(t) = به�شͺل مͬ�شود شروع x٠ نقطه�ی از که (١٧.٣) انتͽرال منحنͬ بنابراین کرد. نظیر N روی

مͬ�باشد. g(٠) = eفرض با (١۶.٣) جواب g(t) آن در به�طوری�که است Φ(g(t), x٠)

بروی π : N −→ N٠ سابمرژن نͽاشت توسط N روی t-وابسته برداری میدان اگر حتͬ که داریم توجه

از m عدد و ندارد را قابلیت این کلͬ حالت در برهمنهͬ اصل آنͽاه باشد، شدن تصویر قابل N٠ منیفلد

ریͺاتͬ معادله مورد در مثال برای مͬ�کند. تغییر مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد برهمنهͬ اصل در که جواب�ها،

دو تنها R٢ روی SL(٢,R) اثر بررسͬ برای حالͬ�که در است، شده ساخته جواب سه از ای پایه مجموعه

است. کافͬ جواب ͷی خودش روی SL(٢,R) اثر بررسͬ برای نیز و است نیاز مورد جواب

که است شده داده نشان [۴] در اخیرا گیریم، مͬ نظر در G لͬ گروه در را ġg−١ = a لͬ دستͽاه

ͷی از ایزوتوپͬ گروه روی مساله�ای به را مساله همͽن، فضای در دستͽاه این از ویژه جواب ͷی از گاهͬ آ

شروع با همͽن فضایͬ در نظیر لͬ دستͽاه از جوابͬ x(t) اگر بنابراین مͬ�دهد. کاهش فضا همین در نقطه

باید بنابراین و Ψ(ḡ(t), x٠) = x(t) که کرد انتخاب شͺلͬ به را ḡ(t) منحنͬ مͬ�توان آن�گاه باشد، x٠ از

لͬ دستͽاه از جوابͬ h(t) منحنͬ چنین .g(t) = ḡ(t)h(t) که باشد موجود شͺلͬ به h(t) ∈ Gx٠ منحنͬ

مͬ�توانیم Gx٠ گروه زیر در معادله�ای چنین از جوابͬ یافتن با بنابراین است. ḣh−١ = Adḡ−١(a+ ˙̄gḡ−١)

شروع با جدید جوابͬ از استفاده آورد. بدست g(t) = ḡ(t)h(t) به�صورت G در لͬ دستͽاه از g(t) جواب

عمومͬ جواب مͬ�توانیم موجود جواب�های از تعدادی با بنابراین و مͬ�دهد کاهش را مساله جدید، نقطه�ای از

آوریم. بدست را

لͬ گروه ͷی از همͽن فضای دو بین F : N١ −→ N٢ اکوواریان نͽاشت که است زمانͬ مشابه مورد

ͷی از انتͽرال منحنͬ ͷی تصویر لذا و هستند F-مرتبط نظیر پایه�ای میدان�های مورد این در است. موجود

است. N٢ در نظیر دستͽاه از انتͽرالͬ منحنͬ F تحت N١ در لͬ دستͽاه

تابع از است عبارت ساده مثالͬ

F : R٢ − (٠,٠) −→ R̄ = R ∪∞

است شده داده زیر ضابطه با

F (x١, x٢) =


x١
x٢
, x٢ ̸= ٠

∞, x٢ = ٠

آن عمل و است، اکوواریان نͽاشتͬ R٢ − (٠,٠) روی SL(٢,R) لͬ گروه خطͬ عمل به توجه با که

است زیر به�صورت R̄ حقیقͬ خط روی
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Ψ(A, x) =
αx+ β

γx+ δ
, x ̸= − δ

γ

Ψ(A,∞) =
α

γ
, Ψ(A,−δ/γ) = ∞

باشد شده داده زیر ماتریس توسط A اگر

A =

[
α β
γ δ

]
∈ SL(٢,R)

.

زیر دیفرانسیل معادلات دستͽاه انتͽرال منحنͬ


ẋ١ = ١

٢b٢x١ + b١x٢,

ẋ٢ = −b٣x١ − ١
٢b٢x٢,

ریͺاتͬ معادله از انتͽرالͬ منحنͬ که است x(t) = x١(t)/x٢(t) به�صورت

ẋ = b١ + b٢x+ b٣x
٢.

رسید. آخر معادله به آن توسط ریͺاتͬ که است روشͬ همان دقیقا این مͬ�باشد،

جزئͬ برهمنهͬ اصول ۶.٣

به دست�یابͬ جهت قدیمͬ جواب�های از استفاده جزئͬ و عادی دیفرانسیل معادلات ی نظریه دو هر در

روش امر این بررسͬ برای دارد. ͷفیزی در فراوانͬ کاربردهای که است معمول روشͬ جدید جواب�های

شده اشاره آن به [١٣] در که را آنچه نیز و کرده�ایم معرفͬ کنون تا که را خطͬ غیر برهمنهͬ اصل هندسͬ

مͬ�دهیم. توسعه را [١٢] در شده استفاده همبند توابع همانند

توسط (١.٣) عادی دیفرانسیل معادلات دستͽاه برای جواب m بهمراه S رتبه از جزئͬ برهمنهͬ اصل

تابع

Ψ : Rnm+s −→ Rn

x = Ψ(x(١), . . . , x(m); k١, . . . , ks), (١٨.٣)

معادلات دستͽاه برای ویژه mجواب از مجموعه�ای {x(a)(t)|a = ١, . . . ,m} اگر به�طوری�که مͬ�آید بدست

ͷکوچ کافͬ اندازه به t برای حداقل باشد، (١.٣) دیفرانسیل

x(t) = Ψ(x(١)(t), . . . , x(m)(t); k١, . . . , ks), (١٩.٣)
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s = n برای که هستند، دلخواه ثابت�های از مجموعه�ای (k١, . . . , ks) که مͬ�باشد (١.٣) دستͽاه از جوابͬ نیز

رسید. خواهیم قبلͬ برهمنهͬ اصل همان به

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت و یͺتاست غیر برهمنهͬ تابع این

Ψ : Rn(m+١) −→ Rn

Ψi(x(٠), x(١), . . . , x(m)) =


ki , i ≤ s

٠ , i > s

(n − s) که داریم توجه نیز و رسید فوق تابع به مͬ�توان منیفلدها روی رتبه قضیه از استفاده با واقع در

مͬ�کنند، تعریف Rn(m+١) از را (n− s) نقصان بعد Mبا منیفلد زیر که هستند محدودیت�هایͬ آخر معادله

Mرا در s نقصان بعد از برگ�بندی ͷی دیͽر معادلات و است nm+ s بعد از M منیفلد زیر که معنا بدین

توسط که رسید Rn(m+١) روی توزیعͬ به و داد ادامه را ١ · ٣ بخش روند همان مͬ�توان حال مͬ�کند. تولید

چراکه مͬ�دهد ما به Mرا در توزیعͬ که مͬ�شوند تولید (٨.٣) در تعریفشده Ya t-وابسته برداری میدان�های

ثابت k١, . . . , ks مقادیر انتخاب با برگ هر و مͬ�باشند بعدی -nm آن اصلͬ برگ�های و هستند Mمماس بر

مͬ�شوند.

برداری کلاف از کلافͬ زیر Pr|M ،M منیفلد زیر روی Pr کردن محدود با اکنون

Pr : Rn(m+١) −→ Rnm

برگ�های، تشخیص امͺان که مͬ�کند تولید را آن مختلف برگ�های بین دیفئومورفیسم�های نیز و تعریف، را

M اگر برعͺس مͬ�دهد. ما به آن�ها بین در را شده داده ناهمͽن دستͽاه امتداد توسط شده تعریف برگ�بندی

از کلافͬ زیر به�طوری�که باشد (n− s) نقصان بابعد Rn(m+١) از منیفلدی زیر

Pr : Rn(m+١) −→ Rnm

Mمͬ�باشد در توزیع ͷی نیز برداری میدان�های امتداد توسط Rn(m+١) در تعریفشده توزیع کند، تعریف را

ایجاد را مختلف برگ�های بین دیفئومورفیسم�های Pr|M و Mمماسهستند بر بردارهایͬ چنین که معنا بدین

داده ناهمͽن دستͽاه از امتداد�هایͬ توسط شده تعریف برگ�بندی برگ�های آن�ها بین بتوانیم به�طوری�که مͬ�کند

s برای جواب m از برهمنهͬ اصل تعریف برای مͬ�توانند دیفئومورفیسم�هایͬ چنین دهیم. تشخیص را شده

گیرند. قرار استفاده مورد ثابت

بͽیریم نظر در را زیر خطͬ دستͽاه اگر مثال عنوان به

dx١

dt
= a١١(t)x

١ + a١٢(t)x
٢
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dx٢

dt
= a٢١(t)x

١ + a٢٢(t)x
٢

برهمنهͬ تابع به�طوری�که

F (x(١); k) = kx(١)

از M بعدی سه کلاف زیر که مͬ�پذیرد، هست نیز ویژه جواب ͷی شامل و مͬ�باشد ͷی رتبه از که را

مͬ�کند تعریف را زیر رابطه�ی توسط شده داده مجموعه زیر به کردن محدود با Pr : R۴ −→ R٢

،x١x(١)٢ − x٢x(١)١ = ٠

نقاط از مجموعه�ای روی و مͬ�شود مشخص k حقیقͬ عدد توسط برگ هر است: برگ�بندی ͷی با همراه که

از برهمنهͬ تابع ما که چند هر .x١x(١)٢ − x٢x(١)١ = ٠ به�طوری�که مͬ�شوند تعریف (x١, x٢, x(١)١, x
٢
(١))

داریم را ثابت دو شامل اما ͷی رتبه

،F (x(١), x(٢); k) = x(١) + kx(٢)

مͬ�شود تعریف زیر شͺل به کلاف زیر اکنون

x(٢)١(x
٢ − x(١)٢)− x(٢)٢(x

١ − x(١)١) = ٠.
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بͽیرید نظر در را زیر اول مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه
∂xi

∂ta
= Y i

a (t, x), x ∈ Rn, t = (t١, . . . , ts) ∈ Rs (٢٠.٣)

s = ١ زمانͬ�که (٢٠.٣) معادله�ی از خاصͬ شͺل هستند. x(t) : Rs −→ Rn نͽاشت�های آن جواب�های که

به�طور که است این در (١.٣) دستͽاه با فوق دستͽاه عمده تفاوت مͬ�باشد. (١.٣) دستͽاه همان است

ͷی در را (٢٠.٣) دستͽاه مساله بهتر درک برای ندارد. وجود x(٠) ∈ Rn اولیه مقدار با جوابͬ عمومͬ

مͬ�گیریم نظر در را زیر تاری کلاف N n-بعدی منیفلد برای مͬ�کنیم. بررسͬ هندسͬ چارچوب

P s
N = Rs ×N −→ Rs

تارهاست، از s-بعدی تراگرد توزیع که معنا بدین مͬ�باشد TP s
N فضای در توزیع ͷی کلاف این در Ȳ التصاق

به�طوری�که
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Ȳa =
∂

∂ta
+ Ya(t, x)

آن در که

Ya(t, x) = Y i
a (t, x)

∂

∂xi
.

مͬ�شوند مشخص Ȳ توزیع انتͽرال منیفلدهای زیر توسط (٢٠.٣) جواب�های بنابراین

(t, Y (t)), t ∈ Rs.

Ȳ توزیع اگر تنها و اگر� دارد وجود اولیه�ای مقدار هر با (٢٠.٣) از یͺتا) جوابͬ( که است شده مشخص

باشد داشته بدیهͬ انحنای التصاق که معنا بدین باشد، پذیر انتͽرال

[Ȳa, Ȳb] =
r∑

c=١
f cabȲc

میدان�های Ȳc درحالͬ�که هستند عمودی بوضوح [Ȳa, Ȳb] عملͽرهای اما .P s
N در f cab توابع از بعضͬ برای

معادلات دستͽاه حالت در پذیری انتͽرال شرط به f cab = ٠ بنابراین هستند، خطͬ مستقل افقͬ برداری

داریم را زیر عبارت موضعͬ مختصات در که معنا بدین دارد، اشاره [Ȳa, Ȳb] = ٠
∂Y i

b

∂ta
(t, x)− ∂Y i

a

∂tb
(t, x) +

n∑
j=١

(
Y j
a (t, x)

∂Y i
b

∂xj
(t, x)− Y j

b (t, x)
∂Y i

a

∂xj
(t, x)

)
= ٠ (٢١.٣)

شرط در که مͬ�گیریم نظر در را (٢٠.٣) شͺل به اول مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی حال

جوابͬ شده داده اولیه�ی مقدار ͷی برای که هستیم مطمئن بنابراین مͬ�کند، صدق (٢١.٣) انتͽرال�پذیری

چند هر مͬ�کنیم. فͺر جواب�هایͬ چنین مورد در برهمنهͬ اصل درباره�ی حال دارد. وجود (٢٠.٣) از یͺتا

معادلات مورد در تغییری هیچ بدون مͬ�تواند شده داده توسعه برهمنهͬ اصل مفهوم که است واضح کاملا

گیرند. قرار استفاده مورد نیز جزئͬ دیفرانسیل

فرمول در

x = Ψ(x(١), . . . , x(m); k١, . . . , kn)

برگ�بندی�های به زمانͬ�که تفاوت تنها .t ∈ Rs اما نیست حقیقͬ پارامتری t که داشت نظر در باید بخش٣·١ از

به�شͺل ta پارامتر به نسبت (۴.٣) از دیفرانسیل�گیری با که است آن مͬ�رسیم Ψ برهمنهͬ تابع توسط شده القا

مͬ�یابیم دست (۴.١.٣) گزاره�ی از تازه�ای

هم�ارز مͬ�کند صدق (٢١.٣) انتͽرال�پذیری شرط در که (٢٠.٣) دستͽاه برای برهمنهͬ اصل .١.٧.٣ گزاره

برداری میدان�های برای صفر انحنای با Pr : N (m+١) −→ Nm کلاف در التصاقͬ با است
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Ya(t), t ∈ Rs, a = ١, . . . , s

هستند. افقͬ Ỹa(t) آن�ها، قطری امتدادهای که

معادلات دستͽاه�های برای لͬ قضیه مشابه بنابراین است، مانده باقͬ تغییر بدون همچنان لͬ قضیه اثبات

داریم جزئͬ دیفرانسیل

انتͽرال�پذیری شرط در منیفلدNکه روی تعریفشده (٢٠.٣) جزئͬ معادلاتدیفرانسیل دستͽاه .٢.٧.٣ قضیه

پارامتر Nبه روی Ya(t, x) برداری میدان�های اگر تنها و اگر مͬ�پذیرد را برهمنهͬ اصل مͬ�کند صدق (٢١.٣)

شوند نوشته زیر به�شͺل موضعͬ بطور نیز و باشند وابسته t ∈ Rs

r∑
α=١

uαa (t)Xα(x), a = ١, . . . , s, (٢٢.٣)

عدد r٣ این�که یعنͬ هستند، بسته بعد متناهͬ حقیقͬ لͬ جبر ͷی روی Xα برداری میدان�های در�حالͬ�که

به�طوری�که دارد وجود cαβγ ثابت حقیقͬ

[Xα, Xβ] =

r∑
γ=١

cαβ
γXγ .

است بیان قابل زیر �شͺل به (٢٢.٣) در Ya(t, x) برای انتͽرال�پذیری شرط
r∑

α,β,γ=١

[
(uγb )

′(t)− (uγa)
′(t) + uαa (t)u

β
b (t)c

γ
αβ

]
Xγ = ٠.

توسط که R روی SL(٢, n) گروه عمل با متناظر R٢ روی جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .٣.٧.٣ مثال

بͽیرید نظر در را است شده داده نمایش (١٣.٣) برداری میدان�های

ux = a(x, y)u٢ + b(x, y)u+ c(x, y),

uy = d(x, y)u٢ + e(x, y)u+ cf(x, y).

نوشت زیر به�شͺل جامع دیفرانسیل معادله ͷی فرم در مͬ�توان را معادله این

(a(x, y)u٢ + b(x, y)u+ c(x, y))dx+ (d(x, y)u٢ + e(x, y)u+ f(x, y))dy = du.

١-فرم که مͬ�کند بیان تنها انتͽرال�پذیری شرط

ω = (a(x, y)u٢ + b(x, y)u+ c(x, y))dx+ (d(x, y)u٢ + e(x, y)u+ f(x, y))dy

u = u(x, y) اولیه شرط با یͺتا جوابͬ آن�گاه باشد، چنین اگر است. بسته u = u(x, y) دلخواه تابع هر برای

در همان�طورکه (دقیقا مستقل جواب سه از تابعͬ عنوان به را عمومͬ جواب برهمنهͬ اصل و دارد وجود

مͬ�دهد ما به بود) برقرار ریͺاتͬ معادله
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(u− u(١))(u(٢) − u(٣))

(u− u(٢))(u(١) − u(٣))
= k,

یا

u =
(u(١) − u(٣))u(٢)k + u(١)(u(٣) − u(٢))

(u(١) − u(٣))k + (u(٣) − u(٢))
.
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Abstract
In this thesis a rigorous geometric proof of the Lie’s Theorem on nonlinear superposition

rules for solutions of non-autonomous ordinary differential equations is given filling in all
gaps present in the existing literature. The proof is based on an alternative but equivalent
definition of a superposition rule: it is considered as a foliation with some suitable properties.
The problem of uniqueness of the superposition function is solved, the key point being the
codimension of the foliation constructed from the given Lie algebra of vector fields. Finally, as
a more convincing argument supporting the use of this alternative definition of superposition
rule, it is shown that this definition allows an immediate generalization of Lie’s Theorem for
the case of systems of partial differential equations.
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