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حلقه�ی تمیز، قویا حلقه�ی ماتریسͬ، حلقه�ی موضعͬ، حلقه�ی خودتوان، عناصر کلیدی: واژگان
مثلثͬ. بالا ماتریس�های

چͺیده
قویا حلقه این ایده�آل هر آنͽاه باشد. تمیز قویا R حلقه�ی اگر مͬ�دهیم نشان ابتدا پایان�نامه، این در
در نیست. تمیز قویا ،Mn(R) حلقه�ی که مͬ�کنیم بررسͬ را R مانند حلقه�هایͬ همچنین است. تمیز
به را نتایج این بعلاوه، است. تمیز قویا Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای که مͬ�دهیم ارائه را شرایطͬ ادامه

مͬ�دهیم. گسترش مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه��ی
است. تمیز قویا موضعͬ، حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه که مͬ�کنیم بررسͬ سپس

باشد. تمیز قویا ،٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی که مͬ�کنیم ارائه ارز هم معیار چندین

باشد. مͬ [٧] و ،[٣] ،[٢] مقالات از برگرفته نامه، پایان این در شده ارائه مطالب
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චاری... ণپاس໋�

و نمایم سپری فرهیخته انسان�های با را ام زندگͬ از بخشͬ تا فرمود عطا فرصتͬ من به که شاکرم را خداوند

رسانم. یاری ام یادگیری بر مبتنͬ بینش بسط به مصاحبت این رهͽذر از

لازم خود بر رسانده�ام، پایان به را تحصیلم از پرخاطره دوره�ی این متعال، خداوند یاری به که اکنون

مرهون مرا مراحل، تمامͬ در که هاشمͬ دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم

ایشان از را رفتن پیش به گام ͷی که گونه�ای به داده�اند، قرار خود صبورانه لطف و عالمانه های راهنمایͬ

ایشان راهنمایͬ و همͺاری بدون نامه پایان این انجام تردید بͬ نمایم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه آموختم،

نبود. پذیر امͺان

بلندی�های و پستͬ در همواره که مͬ�نهم ارج را همسرم ی خانواده و خود خانواده�ی زحمات پایان، در

همراه که صبورم همسر از مͬ�کنم تشͺر و است بوده راهم بدرقه�ی خیرشان دعای و بوده�اند همراهم زندگͬ،

وزیری، زهرا دوجͬ، اوزونͬ حنیفه بͬ بͬ خانم عزیزم دوستان از همچنین است. بوده من دلͽرمͬ مایه و

آرزوی برایشان و دارم را سپاسͽزاری نهایت نمودند یاری مهم این در مرا که پور ͷمل رقیه و پاسبان خدیجه

کنم. مͬ موفقیت

ਖഊیزاده േॶه
۱۳۹۲
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش

١



مقدمه ١.١

٣ چن و ٢ ون ،[١] ١ کامیلو جمله از داده�اند؛ قرار بررسͬ مورد را تمیز قویا حلقه�های زیادی نویسنده�های

،[٣] در نیست. تمیز قویا M٢(Zp) ،p اول عدد هر برای داده�اند نشان ،[٢] در ۵ زو و ۴ یان چن، .[١٣]

است. تمیز قویا ،R جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی (R)M٢روی حلقه�ی هنͽام چه کردند تحقیق نویسندگان همان

از مثال�هایͬ ،[١٣] در چن و ون آوردند. بدست ماتریس�ها حلقه�ی بودن تمیز قویا�� برای ساده�ای ͷمح و

آورده�اند. را نیستند تمیز قویا که جابجایͬ موضعͬ حلقه روی مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی

بررسͬ دوم فصل در مͬ�کنیم. بیان را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف نمادها، اول، فصل در پایان�نامه، این در

را مثال�هایͬ و است. تمیز قویا ،R جابجایͬ موضعͬ دامنه روی ،M٢(R) حلقه�ی هنͽام چه که مͬ�کنیم

تمیز (R)M٢قویا ی حلقه که مͬ�کنیم اثبات همچنین نیست. تمیز (R)M٢قویا حلقه�ی آنها در که مͬ�آوریم

،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی R اگر مͬ�دهیم، نشان ادامه در .R = Ẑp اگر است

است. تمیز قویا Tn(R)

(R)M٢مͬ�رسیم. حلقه�ی بودن �تمیز قویا به ،R در ساده �دوم درجه�ی معادله�ی حل�پذیری از سوم فصل در

�و� اگر باشد، �تمیز قویا M٢(R[[x]]) اگر تنها� و� اگر� است، �تمیز قویا M٢(R) حلقه�ی مͬ�دهیم نشان همچنین

باشد. �تمیز قویا M٢(RC٢) اگر تنها� �و� اگر باشد، �تمیز قویا M٢(R[x]/(x
n) اگر تنها�

جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی مربعͬ ماتریس�های حلقه��ی برای ارز هم معیار چندین چهارم، فصل در

یا باشد، یͺه A− I یا باشد، یͺه A اگر تنها� �و� اگر است تمیز قویا A ∈ Mn(R) ماتریس که مͬ�دهیم ارائه

است. قویا�تمیز Z(p) روی Aماتریس هنͽام چه مͬ�کنیم مشخص آخر در باشد. قطری�شدنͬ M٢(R) در A
١Victor P. Camillo
٢Zhou Wang
٣Jianlong Chen
۴Xiande Yang
۵Yiqiang Zhou



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢.١

مͬ�کنیم: استفاده زیر نمادهای از و است یͺدار و پذیر شرکت حلقه�ی ͷی نمایانͽر R پایان�نامه این در

،R حلقه�ی یͺه�های مجموعه�ی :U(R)

،R روی n× n ماتریس�های :Mn(R)

،Aماتریس قطر�اصلͬ عناصر مجموع :trA

،Aماتریس دترمینان :detA

هستند، صفر بقیه و ͷی آن -ام (i, j) درایه�ی که ایͬ n× nماتریس :Eij

،R جابجایͬ دامنه�ی کسر�های میدان :Qc(R)

،R حلقه�ی جیͺبسون رادیͺال :J(R)

،R حلقه�ی اول رادیͺال :Rad(R)

،M مدول های درونریختͬ حلقه�ی :EndR(M)

ای�ها، جمله چند حلقه�ی :R [X]

توانͬ، های سری حلقه�ی :R [[X]]

دو، ی مرتبه از دوری گروه :C٢

.e٢ = e هر�گاه مͬ�نامیم، خودتوان را e ∈ R عنصر .١.٢.١ تعریف

.ef = fe = ٠ هر�گاه مͬ�نامیم، متعامد را e, f ∈ R خودتوان�های .٢.٢.١ تعریف

دارد. منحصر�به�فرد ماکسیمال ایده�آل که است یͺداری تعویضپذیر حلقه�ی ، موضعͬ حلقه�ی .٣.٢.١ تعریف

و ندارد بدیهͬ غیر خودتوان حلقه این است. J(R) و U(R) مجموعه دو اجتماع R موضعͬ حلقه�ی

است. J(R) آن ماکسیمال ایده�آل تنها

یͺه y یا x آنͽاه ،a = xy اگر و نباشد یͺه a هر�گاه نامیم، تحویل�ناپذیر را ٠ ̸= a ∈ R .۴.٢.١ تعریف

باشد.



۴ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

.a, b ∈ R و باشد جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

و ،b = ax که طوری به باشد داشته وجود x ∈ R هرگاه مͬ�کند عاد را bعنصر a ناصفر عنصر گوییم (١)

مͬ�دهیم. نمایش a|b علامت با

.b|a و a|b هر�گاه هستند، ͷشری b و a عنصر دو گوییم (٢)

در هر�گاه مͬ�شود، نامیده یͺتا �تجزیه� دامنه ،R صحیح دامنه :(UFD ) یͺتا تجزیه� دامنه� .۶.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط

به�طوری�که بنویسیم a = p١ · · · pm صورت به بتوانیم را R حلقه�ی از a غیر�یͺه نا�صفر عنصر هر (١)

هستند. R از ناپذیر تحویل عناصری pmو · · · ،p١

تحویل�ناپذیر عناصری qnو · · · ،q١ و pmو · · · ،p١ که طوری به ،p١ · · · pm = a = q١ · · · qn اگر (٢)

هستند. ͷشری pδ(i) و qi که �طوری�� به باشد داشته وجود δ ∈ Sn و m = n آنͽاه هستند

باشد داشته وجود P مانند وارون�پذیری ماتریس اگر گوییم، متشابه را B و A ماتریس دو .٧.٢.١ تعریف

.PAP−١ = B که

باشد. قطری ماتریس ͷی متشابه اگر گوییم، شدنͬ قطری را n× nماتریس ͷی .٨.٢.١ تعریف

جمله�ای چند را PA(λ) = det(λIn − A) جمله�ای چند باشد، n× nماتریس ͷی A اگر .٩.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. آن به مربوط مشخصه معادله�ی را PA(λ) = ٠ معادله�ی و گوییم A مشخصه�ی

F در اسͺالری λ اگر باشد. F میدان در هایͬ درایه با مربعͬ ماتریس ͷی A کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

λ ویژه مقدار به وابسته ویژه بردار ͷی را X آنͽاه ،AX = λX که باشد صفر غیر nتایͬ بردار ͷی X و

مͬ�نامیم.

مͬ�کنیم: مطرح را حلقه ͷی در عناصر وارون�پذیری درباره�ی قضیه و گزاره چند ادامه در



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

،x ∈ J(R) صورت این در .x ∈ R و باشد یͺدار و جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١١.٢.١ قضیه

باشد. وارون�پذیر R در ١− rx عنصر ،r ∈ R هر برای اگر تنها� و� اگر�

چون .m ⊊< m,x > لذا .x /∈ m که دارد mوجود ماکسیمال ایده�آل پس ،x /∈ J(R) فرضکنیم برهان.

که دارند وجود r ∈ R و m ∈ m لذا .١ ∈< m,x > بنابراین .R =< m,x > پس است، ماکسیمال m

نیست. وارون�پذیر mپس است، ماکسیمال m چون .m = ١− rxپس .١ = m+ rx

١ − rx که طوری به باشد داشته وجود r ∈ R اما .x ∈ J(R) کنیم فرض قضیه، عͺس اثبات برای

١ − rx چون .x ∈ m داریم ،m ∈ Max(R) هر برای فرض، به بنا خلف). (فرض نباشد وارون�پذیر

.< ١−rx >⊆ m١ �که �طوری به دارد m١وجود ∈Max(R) لذا .< ١−rx >⊊ Rپس نیست وارون�پذیر

فرض بنابراین است. تناقض در m١ بودن ماکسیمال با که ،١ ∈ m١ پس ،١− rx ∈ m١ و x ∈ m١ چون

است. وارون�پذیر ١− rx عنصر ،r ∈ R هر برای و باطل خلف

اگر�� ،a ∈ U(R) صورت این در .a ∈ R و باشد یͺدار و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢.٢.١ گزاره

نباشد. ماکسیمالͬ ایده�آل هیچ داخل a اگر تنها� و�

خلف)، (فرض باشد m ماکسیمال ایده�آل داخل a اگر .a−١a = ١ پس .a ∈ U(R) کنیم فرض برهان.

است. تناقض که .١ ∈ m آنͽاه

مͬ�دانیم .< a > ̸= R نتیجه در (فرضخلف). نباشد وارون�پذیر a فرضکنیم گزاره، عͺس اثبات برای

وجود < a > شامل m ماکسیمال ایده�آل بنابراین مͬ�گیرد. قرار ماکسیمال ایده�آل ͷی در سره ایده�آل هر

است. تناقض در فرض با که .a ∈ m یعنͬ دارد،

x ∈ R = R/J(R) اگر تنها� �و� اگر است، (وارون�پذیر) چپ وارون�پذیر x ∈ R عنصر .١٣.٢.١ گزاره

باشد. ( (وارون�پذیر چپ وارون�پذیر

کنید. رجوع ٨.۴ گزاره�ی [٨] به برهان.



۶ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

عنصری ،f(x) = a٠ + · · ·+ anx
n و باشد یͺدار و جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١۴.٢.١ قضیه

پوچتوان an, · · · , a١ و وارون�پذیر a٠ اگر تنها� �و� اگر است وارون�پذیر f(x) صورت این در باشد. R[x] از

باشند.

وجود g(x) = b٠ + · · · + bmx
m ∈ R[x] چند�جمله�ای پس باشد. پذیر وارون f(x) کنیم فرض برهان.

نتیجه در .f(x)g(x) = ١ �که �طوری به دارد

١ = f(x)g(x) = a٠b٠ + (a٠b١ + a١b٠)x+ · · ·+ anbmx
n+m

مͬ�دهیم نشان باشد. R حلقه�ی از دلخواه اول ایده�آل ͷی P کنیم فرض .a٠ ∈ U(R) لذا .a٠b٠ = ١ پس

صحیح حوزه� نیز (R/P )[x] نتیجه در است. صحیح حوزه R/P پس است، اول P چون .a١, · · · , an ∈ P

جمله�ای چند پس است، وارون�پذیر R[x] حلقه�ی در f(x) چون است.

f(x) = (a٠ + P ) + (a١ + P )x+ · · ·+ (an + P )xn

.f(x)g(x) = ١ �که �طوری به دارد وجود g(x) ∈ (R/P )[x] بنابراین است. وارون�پذیر (R/P )[x]حلقه�ی در

پس

deg(fg) = deg١ = ٠ ⇒ degf + degg = ٠.

P چون .an ∈ P, · · · , a١ ∈ P لذا .a١ + P = P, · · · , an + P = P پس .f(x) ∈ R/P نتیجه در

هستند. پوچتوان an, · · · , a١ بنابراین . a١, · · · , an ∈
∩
P = Rad(R) پس است، دلخواه

پس باشند. پوچتوان an, · · ·, a١ و وارون�پذیر a٠ کنیم فرض قضیه، عͺس اثبات برای

a١x+ a٢x
٢ + · · ·+ anx

n,

١+a−١٠ (a١x+ · · ·+anxn) لذا است. پوچتوان نیز a−١٠ (a١x+ · · ·+anxn) نتیجه در است. پوچتوان نیز

وارون�پذیر f(x) نتیجه در است. وارون�پذیر نیز a١)٠+ a−١٠ (a١x+ · · ·+ anx
n)) پس است. وارون��پذیر

است.



٢ فصل

حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی
تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های

٧



نیستند تمیز قویا که ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ ١.٢

را تمیز قویا حلقه�ی و عنصر بخش این در است. یͺدار شرکت�پذیر حلقه�ی ͷی نمایانͽر R بخش این در

را قضایایͬ و است. تمیز قویا تمیز، قویا حلقه�ی از طرفه ͷی ایده�آل هر مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم تعریف

را مواردی و است. تمیز قویا ،R جابجایͬ موضعͬ دامنه روی ،M٢(R) حلقه�ی آن در که مͬ�کنیم بررسͬ

نیست. تمیز قویا M٢(R) ی حلقه آن در که مͬ�کنیم ثابت

که باشند داشته وجود u ∈ U(R) و e ∈ R هر�گاه مͬ�نامیم، تمیز قویا را a ∈ R عنصر .١.١.٢ تعریف

.eu = ue و e٢ = e ،a = e+ u

باشد. تمیز قویا ،R از عنصر هر هر�گاه مͬ�نامیم، تمیز قویا را R حلقه�ی .٢.١.٢ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف .a, b ∈ I و باشد، یͺدار لزوماً نه پذیر شرکت حلقه�ی ͷی I کنیم فرض .٣.١.٢ گزاره

مͬ�دهیم قرار و ،a ◦ b = a+ b+ ab

Q(I) = {x ∈ I : x ◦ y = y ◦ x = ٠, ∃y ∈ I}.

خودتوان عنصر ͷی از جمعͬ حاصل R عنصر هر اگر تنها و اگر است، تمیز قویا R حلقه�ی صورت این در

مͬ�شوند. هم جابجا یͺدیͽر با که باشد Q(R) عنصر ͷی و

به دارند وجود u ∈ U(R) و e ∈ R خودتوان ،a ∈ R هر برای لذا باشد. تمیز قویا R کنیم فرض برهان.

دارد وجود r ∈ R کنیم فرض .q ∈ Q(R) مͬ�کنیم ادعا ،u = ١+ q مͬ�دهیم قرار .a = e+ u که طوری

لذا .q + r + rq = ٠ که

(u− ١) + r + r(u− ١) = (u− ١) + r(١+ u− ١) = u− ١+ ru = ٠.

.(u+١) ∈ Q(R) و است خودتوان (١−e) که ،−a = (١−e)−(u+١)پس .r = u−١(١−u) نتیجه در



٩ نیستند تمیز قویا که ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .١.٢

فرض و باشد. Q(R) از عنصری و خودتوان ͷی از جمعͬ حاصل R از عنصر هر که فرضکنیم بعͺس،

.eq = qe و q ∈ Q(R) خودتوان، e که طوری به −a = e+ q مͬ�دهیم قرار .−a ∈ R پس ،a ∈ R کنیم

که است واضح .a = (١− e)− (١+ q) لذا

(١+ q)(١− e) = (١− e)(١+ q), (١− e)٢ = ١− e.

است. تمیز قویا R لذا .p ◦ q = q ◦ p = ٠ که طوری به است (١+ q) وارون ،(١+ p) طرفͬ از

داشته وجود q ∈ Q(I) و e ∈ I ،a ∈ I هر برای هر�گاه مͬ�نامیم، تمیز قویا را I حلقه�ی .۴.١.٢ تعریف

. eq = qe و e٢ = e ،a = e+ q که باشند

اگر تنها و اگر است تمیز قویا I صورت این در باشد. R ازحلقه طرفه ͷی ایده�آل I کنیم فرض .۵.١.٢ لم

باشد. تمیز قویا R در I ایده�آل عضو هر

قویا I در aفرض به بنا .a ∈ I کنیم فرض است. تمیز قویا R در I ایده�آل عضو هر مͬ�دهیم نشان برهان.

پس .eq = qe و −a = e+ q که دارند وجود q ∈ Q(I) و e٢ = e ∈ I پس است. تمیز

a = −e− q = ١− ١− e− q = (١− e)− (١+ q).

طرفͬ از .(p ◦ q = ٠ = q ◦ p که طوری به است ١+ p آن (وارون ١+ q ∈ U(R) پس ،q ∈ Q(R) چون

تمیز قویا R در a بنابراین .(١ − e)(١ − q) = (١ − q)(١ − e) و (١ − e)٢ = (١ − e) که است واضح

است. تمیز قویا R در a عضو هر پس است دلخواه a چون است.

دارند وجود u ∈ U(R) و e٢ = e ∈ R پس است. تمیز قویا R در aپس .a ∈ I کنیم فرض بعͺس،

بنابراین .eu = ue و −a = e− u که

١− e = u−١[u(١− e)] = u−١[(a+ e)(١− e)] = u−١[a(١− e)] = u−١)]١− e)a]

(= au−١)١− e)) ∈ I.

پس .q ∈ Q(R) که u = ١+ q مͬ�دهیم قرار



١٠ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

a = −e+ u = −e+ ١+ q = (١− e) + q ∈ I.

.q ∈ Q(R) ∩ I = Q(I) لذا .q ∈ I پس

قویا I حلقه�ی از طرفه ͷی ایده�آل هر صورت این در باشد. تمیز قویا I حلقه�ی کنیم فرض .۶.١.٢ قضیه

است. تمیز

اثبات چپ ایده�آل مانند نیز راست ایده�آل (برای باشد I حلقه�ی از چپ ایده�آل ͷی A کنیم فرض برهان.

به R در ضرب ،ki ∈ Z و ri ∈ I هر برای و باشد Z⊕ I = R جمعͬ آبلͬ گروه R کنیم فرض مͬ�شود).

باشد: شده تعریف زیر صورت

(k١, r١)(k٢, r٢) = (k١k٢, r١r٢ + k١r٢ + k٢r١).

r 7−→ (٠, r) ی ضابطه با I −→ R نͽاشت و است (١,٠) واحد با یͺدار حلقه�ی ͷی R صورت این در

است. حلقه�ها از تͺریختͬ ͷی

از چپͬ ایده�آل A ∼= (٠, A) پس است. یͺریختͬ a 7−→ (٠, a) ضابطه�ی با A −→ (٠, A) نͽاشت

،a ∈ A هر برای که دهیم نشان کافیست ،۵.١.٢ لم به بنا قضیه، اثبات شدن کامل برای است. R حلقه�ی

که −a = f + q پس است. تمیز قویا I حلقه�ی و a ∈ I چون است. تمیز قویا R حلقه�ی در (٠, a)

و (١,−f)٢ = (١,−f) که (٠, a) = (١,−f) + (−١,−q) نتیجه در .q ∈ Q(I) و f٢ = f ∈ I

این بر علاوه .(p ◦ q = q ◦ p = ٠ که طوری به −(١, p) آن (وارون (−١,−q) = −(١, q) ∈ U(R)

تمیز قویا I حلقه�ی لذا است. تمیز قویا R در (٠, a) پس .(١,−f)(−١,−q) = (−١,−q)(١,−f)

است.

است. تمیز قویا eRe ،e ∈ R خودتوان هر برای آنͽاه باشد، تمیز قویا حلقه�ی ͷی R اگر .٧.١.٢ نتیجه

از است. تمیز قویا eR ،۶.١.٢ قضیه�ی به بنا پس است، R حلقه�ی از راست ایده�آل ͷی eR چون برهان.

قویا نیز eRe ،۶.١.٢ قضیه�ی به بنا پس است، تمیز قویا eR چون و است eR از چپ ایده�آل eRe طرفͬ



١١ نیستند تمیز قویا که ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .١.٢

است. تمیز

اگر تنها و اگر A٢ = Aاین�صورت در .A ∈M٢(R) و باشد صحیح دامنه�ی ͷی R کنیم فرض .٨.١.٢ لم

.bc = a− a٢ که طوری به A =

(
a b
c ١− a

)
یا A = I یا A = ٠

آنͽاه ،A = I اگر .A٢ = A پس ،A٢ = ٠ آنͽاه A = ٠ اگر .A =

(
a b
c d

)
کنیم فرض برهان.

.A٢ = I٢ = I = A

آنͽاه ،bc = a− a٢ که طوری به A =

(
a b
c ١− a

)
اگر

A٢ =

(
a b
c ١− a

)(
a b
c ١− a

)
=

(
a٢ + bc ab+ b− ba

ca+ c− ca cb+ ١+ a٢ − ٢a

)
=

(
a٢ + a− a٢ b

c a− a٢ + ١+ a٢ − ٢a

)
=

(
a b
c ١− a

)
.

.A٢ = A یعنͬ

.A٢ = A که طوری به A =

(
a b
c d

)
کنیم فرض بعͺس،

A٢ =

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
a٢ + bc ab+ bd

ca+ dc cb+ d٢

)
=

(
a b
c d

)
.

داریم فوق تساوی از

bc = a− a٢,

b(a+ d− ١) = ٠,

c(a+ d− ١) = ٠,

bc = d− d٢.

رو این از ،a− a٢ = d− d٢ بنابراین

a٢ − a+ d− d٢ = (a− d)(a+ d− ١) = ٠



١٢ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

.a+ d− ١ = ٠ یا a− d = ٠ پس است، جابجایͬ دامنه�ی R چون

در .b = c = ٠ داریم بالا رابطه�های به توجه با و .a = d پس .a − d = ٠ کنیم فرض اول: حالت

آنͽاه d = a = ٠ اگر .١ − a = ٠ یا a = ٠ پس است، دامنه R چون .a − a٢ = a(١ − a) = ٠ نتیجه

.A = I آنͽاه d = a = ١ اگر .A = ٠

که طوری به A =

(
a b
c ١− a

)
بنابراین .d = ١ − a پس .a + d − ١ = ٠ کنیم فرض دوم: حالت

.bc = a− a٢

که طوری به باشد داشته وجود b ∈ R هر�گاه نامیم، مͬ مربع را R حلقه�ی در a عنصر .٩.١.٢ تعریف

.a = b٢

s = a١١− a٢٢ ،A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
∈M٢(R) و باشد حلقه�یRیͷدامنه�یصحیح فرضکنیم .١٠.١.٢ لم

R در s٢t آنͽاه (R)M٢باشد، در تمیز قویا عنصر A و یͺه غیر I −A و A اگر . t = (trA)٢ − ۴detA و

است. مربع

،٨.١.٢ لم به بنا پس است، M٢(R)در تمیز قویا عنصر A و هستند یͺه غیر I − A و A چون برهان.

A = E+(A−E) بنابراین است. خودتوان E =

(
a b
c ١− a

)
و bc = a−a٢ که دارند وجود a, b, c ∈ R

نتیجه در .E(A− E) = (A− E)E پس است. M٢(R) در تمیز قویا عنصر ͷی

sb = a٢)١٢a− ١), sc = a٢)٢١a− ١).

نتیجه در .a١٢a٢)٢١a− ٢(١ = s٢bc = s٢(a− a٢) = s٢a− s٢a٢ داریم پس ،bc = a− a٢ چون

(s٢ + ۴a١٢a٢١)a٢ − (s٢ + ۴a١٢a٢١)a+ a١٢a٢١ = ٠.

نتیجه در .ta٢ − ta = −a١٢a٢١ پس ،t = (trA)٢ − ۴detA = (s)٢ + ۴a١٢a٢١ چون

[t(٢a− ٢[(١ = t(۴ta٢ − ۴ta+ t) = t(−۴a١٢a٢١ + t) = ts٢ = s٢t.



١٣ نیستند تمیز قویا که ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .١.٢

A =

(
p+ ١ p
q p

)
اگر باشد. یͺه غیر p ∈ R و q ∈ R صحیح، دامنه�ی ͷی R فرضکنیم .١١.١.٢ نتیجه

است. مربع R در ۴qp+ ١ آنͽاه باشد، M٢(R) در تمیز قویا عنصر ͷی

و s = (p + ١) − p = ١ داریم طرفͬ از هستند. یͺه غیر A − I و A پس است، یͺه غیر p چون برهان.

۴pq+١ = s٢t ،١.۴ لم به بنا نتیجه در .t = (trA)٢−۴detA = (٢p+١)٢−۴(p٢+p−pq) = ١+۴pq

است. مربع R در

مͬ�کنیم فرض و .ω /∈ Q و ω٢ ∈ Z که است مختلطͬ عدد نمایانͽر ω فصل، این در

Z(ω) = {n+mω : n,m ∈ Z}.

در است. یͺتا ،n +mω شͺل به مجموعه این از عنصر هر نمایش و است. دامنه Z(ω) صورت این در

باشد. ͷی طبیعͬ عدد شامل ،Z(ω) از حلقه زیر هر مͬ�کنیم فرض زیر، قضیه�ی

باشد. Qc(Z(ω)) از حلقه�ای زیر R کنیم فرض باشد. یͺتا تجزیه دامنه�ی Z(ω) کنیم فرض .١٢.١.٢ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در .S ⊆ R ⊆ Qc(S) که دارد وجود Z(ω) از S حلقه�ی زیر و

R = Qc(R)(= Qc(S)) (١)

است. تمیز قویا Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای (٢)

است. تمیز قویا Mn(R) که دارد وجود n > ١ (٣)

است. تمیز قویا M٢(R) (۴)

است. واضح (٣) ⇐ (٢) ⇐ (١): برهان.

است. واضح ،٧.١.٢ نتیجه�ی به توجه با : (۴) ⇐ (٣)

.R ̸= Qc(R) کنیم فرض :(١) ⇐ (۴)



١۴ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

p ∈ Z(ω) چون .p ∈ S − Z که طوری به دارد وجود R از p یͺه غیر ناصفر عنصر اول: حالت

به را q ∈ Z اول عدد .v ̸= ٠ نتیجه در .p = u + vω که دارند وجود u, v ∈ Z پس ،(p ∈ S ⊆ Z(ω))

که مͬ�کنیم انتخاب گونه�ای

q > max{(٢v)٢|ω٢|+ ١,۴|u|}.

۴qp+١ ،١١.١.٢ نتیجه به بنا پس (R)M٢است. از تمیز قویا عنصر ͷی A =

(
p+ ١ p
q p

)
،(۴) بند به بنا

در ۴qp+ ١ = x٢ معادله�ی پس است، یͺتا تجزیه دامنه Z(ω) و ۴qp+ ١ ∈ Z(ω) چون است. مربع R در

دارد وجود w ∈ Z(ω) بنابراین باشد. پذیر حل Z(ω) در معادله اگر تنها و اگر است، پذیر حل Qc(Z(ω))

که

w٢ = ۴qp+ ١. (١.٢)

مͬ�گیریم نتیجه ،١.٢ رابطه�ی از صورت این در .w = n+mω که طوری به دارند وجود m,n ∈ Z لذا

w٢ = ۴q(u+ vω) + ١ = ۴qu+ ۴qvω + ١ = n٢ +m٢ω٢ + ٢nmω.

لذا

۴qu+ ١ = n٢ +m٢ω٢, (٢.٢)

و

٢qv = nm. (٣.٢)

،٣.٢ رابطه به بنا پس .n = qn١ دهیم مͬ قرار ،q|n اگر .q|m یا q|n پس است، اول عدد ͷی q چون

مͬ�گیریم نتیجه ٢.٢ رابطه�ی از رو این از .m =
٢v
n١

بنابراین .n١ ̸= ٠ پس ،v ̸= ٠ چون .٢v = n١m

۴qu+ ١ = n٢ +m٢ω٢ = q٢n٢١ + (
٢v
n١

)٢ω٢ (۴.٢)

پس

q|[(٢v
n١

)٢ω٢ − ١]. (۵.٢)



١۵ نیستند تمیز قویا که ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .١.٢

که مͬ�دانیم

|(٢v
n١

)٢ω٢ − ١| ≤ (
٢v
n١

)٢|ω٢|+ ١ ≤ (٢v)٢|ω٢|+ ١ < q,

مͬ�کند ایجاب ،۴.٢ رابطه�ی بنابراین .(٢v
n١

)٢ω٢ − ١ = ٠ مͬ�گیریم نتیجه ،۵.٢ رابطه�ی از بنابراین

۴qu+ ١ = q٢n٢١ +
٢v
n١

)٢ω٢.

لذا

۴qu = q٢n٢١ +
٢v
n١

)٢ω٢ − ١ = q٢n٢١.

است. تناقض در q > ۴|u| فرض با که ،q = ۴u
n٢١

بنابراین .۴u = qn٢١ درنتیجه

.٢v = nm١ نتیجه در .٢qv = nqm١ ،٣.٢ رابطه�ی به بنا پس .m = qm١ مͬ�دهیم قرار .q|m پس

داریم ،٢.٢ رابطه�ی از لذا .n =
٢v
m١

پس ،m١, v ̸= ٠ چون

۴qu+ ١ = n٢ +m٢ω٢ = (
٢v
m١

)٢ + q٢m٢
١ω

٢.

پس ،(٢v)٢|ω٢| + ١ < q چون .q|( ٢v
m١

)٢ − ١ نتیجه در .q(۴u − qm٢
١ω

٢) = (
٢v
m١

)٢ − ١ نتیجه در

q =
۴u

m٢
١ω

٢
= که مͬ�دهد نشان این .( ٢v

m١
)٢ − ١ = ٠ پس .( ٢v

m١
)٢ − ١ ≥ ٠ و q > (

٢v
m١

)٢ − ١

است. تناقض در q > ۴|u|با که ، ۴|u|
m٢

١|ω|٢
≤ ۴|u|

.S = Z مͬ�کنیم ادعا باشد. Z در هم و S در هم ،R یͺه غیر ناصفر عنصر هر کنیم فرض دوم: حالت

که طوری به دارند وجود m ̸= ٠ و m,n ∈ Z صورت این در خلف). (فرض S ̸= Z کنیم فرض

فرض به بنا .z ∈ S که دارد وجود z ∈ R یͺه غیر ناصفر عنصر پس ،R ̸= Qc(R) چون .n+mω ∈ S

،z(n+mω) /∈ Zپس .zm ̸= ٠ اما است R در یͺه غیر ناصفر عنصر ͷی ،z(n+mω) بنابراین .z ∈ Z

.S = Z لذا است. تناقض در فرض با که

اول عدد .١
p
/∈ R که باشد داشته وجود p ∈ R اول عدد کنیم فرض .Z ⊆ R ⊂ Q داریم فرض به بنا

قویا عنصر ͷی A =

(
p+ ١ p
q p

)
،(۴) بند به توجه با .q > p + ٢ که طوری به مͬ�کنیم انتخاب را q



١۶ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

و R ⊆ Q چون است. مربع R در ۴qp + ١ ،١١.١.٢ نتیجه�ی به بنا رو، این از است. M٢(R) در تمیز

بنابراین .m > ١ و m٢ = ۴pq + ١ که دارد وجود m ∈ Zپس ،۴qp+ ١ ∈ Z

qp =
m+ ١
٢ · m− ١

٢ .

.m = ١ آنͽاه ،m+ ١
٢ = ١ اگر

.q = p− ١ نتیجه در .qp = ۴p٢ − ۴p
۴ = p٢ − pپس .m = ٢p− ١ آنͽاه ،m+ ١

٢ = p اگر

نتیجه در .qp =
٢q(٢q − ٢)

۴ =
۴q٢ − ۴q

۴ = q٢ − q پس . m = ٢q − آنͽاه١ ،m+ ١
٢ = q اگر

.q = p+ ١

نتیجه در .qp =
٢pq(٢qp− ٢)

۴ = (qp)٢ − qp پس .m = ٢pq − ١ آنͽاه ،m+ ١٢ = qp اگر

.qp = ٢

.R = Qc(R) و است باطل خلف فرض پس هستند. ممͺن غیر ،q انتخاب به بنا بالا موارد اما

مͬ�دهیم. نمایش RP با را R از P اول ایده�آل در R جابجایͬ حلقه�ی سازی موضعͬ از حاصل حلقه�ی

باشد، R کسرهای میدان Qc(R) اگر که داریم توجه .R(p) = RP مͬ�دهیم قرار ،p ∈ R که P = pR اگر

آنͽاه

RP = {a
b
∈ Qc(R) : b /∈ P}.

تمیز قویا M٢(R) حلقه�ی صورت این در .R = {m/n ∈ Q : است {nفرد کنیم فرض .١٣.١.٢ مثال

نیست.

مͬ�کنیم: پیدا را مͬ�کنند صدق زیر شرایط در که بدیهͬ غیر خودتوان�های مستقیم، محاسبه با حل.

(
a b
c ١− a

)
,

و a, b, c ∈ R که طوری به

bc = a− a٢. (۶.٢)



١٧ نیستند تمیز قویا که ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .١.٢

زیرا هستند، یͺه غیر M٢(R) در ماتریس دو این مͬ�گیریم. نظر در را
(
٧ ۶
٣ ۶

)
و
(
٨ ۶
٣ ٧

)
ماتریس دو

 ٧
٢۴ − ۶

٢۴
− ٣
٢۴

٨
٢۴

 /∈M٢(R),

 ۶
٣٨ − ۶

٣٨
− ٣
٣٨

٧
٣٨

 /∈M٢(R).

مͬ�دهیم قرار پس

(
٨ ۶
٣ ٧

)
=

(
a b
c ١− a

)
+

(
٨− a ۶− b
٣− c ۶+ a

)
.

کنیم فرض

(
a b
c ١− a

)(
٨− a ۶− b
٣− c ۶+ a

)
=

(
٨− a ۶− b
٣− c ۶+ a

)(
a b
c ١− a

)
.

داریم: (٢,١)-ام و (١,١)-ام های درایه از نتیجه در

a(٨− a) + b(٣− c) = (٨− a)a+ (۶− b)c, (٧.٢)

c(٨− a) + (١− a)(٣− c) = (٣− c)a+ (۶+ a)c. (٨.٢)

داریم: ٨.٣ و ٧.٣ ،۶.٣ روابط از لذا

٨a− a٢ + ٣b− bc = ٨a− a٢ + ۶c− bc,

٨c− ac+ ٣− c− ٣a+ ac = ٣a− ac+ ۶c+ ac.

نتیجه در

b =
۶c
٣ = ٢c, c = ۶a− ٣.

داریم: bc = a− a٢ اینͺه از .b = ١٢a− ۶ لذا

(١٢a− ۶)(۶a− ٣) = ٧٢a٢ − ٣۶a− ٣۶a+ ١٨ = a− a٢.

پس ندارد، قرار R در که است معادله جواب a =
٧٣±

√
٧٣

١۴۶ چون .٧٣a٢ − ٧٣a + ١٨ = ٠ نتیجه در

نیست. تمیز قویا M٢(R)



١٨ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

.(ω =
√
−٢,

√
−٣,

√
٢,

√
٣, · · · مثال (برای باشد یͺتا تجزیه Rیͷدامنهͬ = Z(ω) فرضکنیم .١۴.١.٢ نتیجه

نیست. تمیز قویا Mn(RP ) ،n ≥ ٢ هر برای و R حلقه از P اول ایده�آل هر برای (١)

نیست. تمیز قویا Mn(Z(p)) ،n ≥ ٢ هر برای و p اول عنصر هر برای (٢)

است. برقرار ١٢.١.٢ قضیه به بنا برهان.

باشد Qc(R) از حلقه�ای زیر R و ٢ مخالف مشخصه�ی با صحیح دامنه�ی ͷی S کنیم فرض .١۵.١.٢ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در .S[x] ⊆ R که طوری به

R = Qc(R)(= Qc(S[x])). (١)

است. تمیز قویا Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای (٢)

است. تمیز قویا Mn(R) که دارد وجود n > ١ (٣)

است. تمیز قویا M٢(R) (۴)

است. واضح :(٣) ⇐ (٢) ⇐ (١) برهان.

است. برقرار نتیجه٧.١.٢ به بنا :(۴) ⇐ (٣)

طوری به دارد وجود f(x) ∈ S[x] ناصفر جمله�ای چند بنابراین .R ̸= Qc(R) کنیم فرض :(١) ⇐ (۴)

مثبت صحیح عدد ͷی xkf(x) درجه�ی که طوری به باشد مثبت صحیح عدد k کنیم فرض . ١
f(x)

/∈ R که

نتیجه به بنا پس است. M٢(R) در تمیز قویا عنصر A =

(
f(x) + ١ f(x)

xk f(x)

)
،(۴) بند به بنا باشد. فرد

که دارد وجود w ∈ R ،١١.١.٢

w٢ = ۴xkf(x) + ١. (٩.٢)

مͬ�گیریم نتیجه ،٩.٢ رابطه�ی از .g(x), h(x) ∈ S[x] که w =
g(x)

h(x)
کنیم فرض

g(x)٢ = h(x)٢[۴xkf(x) + ١].



١٩ تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .٢.٢

،h(x)٢[۴xkf(x)+١]درجه�ی که حالͬ در است زوج عددی g(x)٢ درجه�ی زیرا تناقضاست، ͷی رابطه این

.R = Qc(R) و است باطل خلف فرض بنابراین است. فرد عددی k انتخاب طبق

حلقه��ی از اول ایده�آل P و باشد ٢ مخالف مشخصه�ی با صحیح دامنه�ی ͷی S کنیم فرض .١۶.١.٢ نتیجه

نیست. تمیز قویا Mn(S[x]P ) ،n ≥ ٢ هر برای صورت این در باشد. S[x]

است. برقرار ١۵.١.٢ قضیه به بنا برهان.

تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ ٢.٢

مͬ�دهیم نشان مثال طور به است. تمیز (R)M٢قویا مͬ�دهیم نشان خاص شرایطͬ از استفاده با بخش این در

است. تمیز قویا M٢(R) آنͽاه ،R = ẐP اگر

R/J(R) ∼= Z٢ و J(R) = ٢R که طوری به باشد موضعͬ صحیح دامنه�ی ͷی R کنیم فرض .١.٢.٢ لم

باشد، مربع R در s٢t اگر .t = (trA)٢ − ۴detA و s = a١١ − a٢٢ ،A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
کنیم فرض و

است. تمیز قویا M٢(R) در A آنͽاه

یͺه غیر I − A و A و نیست میدان R که نمود فرض مͬ�توان شود، کاسته لم کلیت از اینͺه بدون برهان.

و detA ∈ J(R) پس است، موضعͬ R چون هستند.

١− trA+ detA = (١− a١)(١١− a٢٢)− a١٢a٢١ = det(I −A) ∈ J(R).

چون .t = (trA)٢ − ۴detA ∈ U(R) نتیجه در .trA ∈ U(R) بنابراین .١ − trA ∈ J(R) پس

.s ∈ U(R) پس ،s٢ = t− ۴a١٢a٢١

.s٢t = u٢ که دارد وجود u ∈ Rپس است، مربع R در s٢t چون .a١١ ∈ J(R) فرضکنیم اول: حالت

فرض به بنا .١− t−١u ∈ J(R) لذا ،R/J(R) ∼= Z٢ اینͺه از .t−١u ∈ U(R) پس هستند، یͺه s, t چون

مͬ�دهیم قرار .r٠ ∈ R که ١− t−١u = ٢r٠ کنیم فرض .J(R) = ٢R



٢٠ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

a =

{
r٠ r٠ /∈ J(R);

١− r٠ r٠ ∈ J(R),

و

b = s−١a٢)١٢a− ١), c = s−١a٢)٢١a− ١).

اینͺه به توجه با .(٢a− ٢(١ = s٢t−١ پس ،[t(٢a− ٢[(١ = t٢)٢a− ٢(١ = s٢t چون .a ∈ U(R) پس

و (٢a− ٢(١ = t−٢u٢ لذا ،s٢t = u٢

۴bc = ۴s−٢a١٢a٢)٢١a− ٢(١ = ۴s−٢t−٢u٢a١٢a٢١ = ۴u−٢t−١u٢a١٢a٢١ = ۴t−١a١٢a٢١

= t−١(t− s٢) = t−١(t− t−١u٢) = ١− t−٢u٢ = ١− (٢a− ٢(١ = ۴(a− a٢).

.۴ ̸= ٠ رو این از است، دامنه R چون .٢ ̸= ٠ بنابراین .J(R) = ٢R ̸= پس٠ نیست، میدان R حلقه چون

کنیم فرض حال .bc = a− a٢ پس

E =

(
a b
c ١− a

)
و U =

(
a١١ − a a١٢ − b
a٢١ − c a٢٢ + a− ١

)
.

این، بر علاوه .A = E + U و EU = UE ،E٢ = E پس

detU = (a١١ − a)(a٢٢ + a− ١)− (a١٢ − b)(a٢١ − c)

= detA− a١١ + aa١١ − aa٢٢ − a٢ + a+ ca١٢ + ba٢١ − a+ a٢

= detA− a١١ + sa+ ٢a١٢c.

است. پذیر معͺوس U بنابراین .detU ∈ U(R)پس ،detA− a١١+ ٢a١٢c ∈ J(R) و sa ∈ U(R) چون

است. تمیز قویا M٢(R) در A رو این از

داریم پس ،R/J(R) ∼= Z٢ و s = a١١ − a٢٢ ∈ U(R) چون .a١١ ∈ U(R) کنیم فرض دوم: حالت

حالت به بنا .P =

(
٠ ١
١ ٠

)
که طوری به B :=

(
a٢٢ a٢١
a١٢ a١١

)
= P−١AP دهیم مͬ قرار .a٢٢ ∈ J(R)

است. تمیز قویا A رو این از است. تمیز قویا M٢(R) حلقه�ی در B اول،



٢١ تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .٢.٢

در .s = a١١ − a٢٢ و t = (trA)٢ − ۴detA ،A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
∈M٢(R) کنیم فرض .٢.٢.٢ نتیجه

s٢t یا باشد پذیر معͺوس I − A یا A اگر تنها و اگر است تمیز قویا M٢(Z(٢)) حلقه�ی در A صورت این

باشد. مربع Z(٢) در

است. برقرار ١.٢.٢ و ١.۴ لم�های به بنا برهان.

و A ∈ M٢(R) کنیم فرض .٢ ∈ U(R) و باشد موضعͬ صحیح دامنه�ی ͷی R کنیم فرض .٣.٢.٢ لم

M٢(R) در A آنͽاه ،t = (١+ k)٢ که طوری به باشد داشته وجود k ∈ J(R) اگر .t = (trA)٢ − ۴detA

است. تمیز قویا

.s = a١١ − a٢٢ و باشند یͺه غیر I − A و A مͬ�کنیم فرض و A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
مͬ�دهیم قرار برهان.

که trA = ١ + k١ مͬ�دهیم قرار .trA − ١ ∈ J(R) دادیم نشان ١.٢.٢ لم برهان در که طور همان

بنابراین .u := ١+ k ∈ U(R) داریم پس ،k ∈ J(R) که t = (١+ k)٢ چون .k١ ∈ J(R)

trA+ u = ١+ k١ + ١+ k = ٢+ (k١ + k) ∈ U(R).

کنیم فرض

a =
١
١)٢− su−١), b = −a١٢u−١, c = −a٢١u−١,

E =

(
a b
c ١− a

)
و U =

(
a١١ − a a١٢ − b
a٢١ − c a٢٢ + a− ١

)
.

نتیجه در

a٢)١٢a− ١) = ٢
٢a١)١٢− su−١)− a١٢ = a١٢(−su−١) = sb = (a١١ − a٢٢)b,

a٢)٢١a− ١) = ٢
٢a١)٢١− su−١)− a٢١ = a٢١(−su−١) = sc = (a١١ − a٢٢)c,

a٢١b = a١٢c.



٢٢ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

داریم پس .s٢ = t− ۴a١٢a٢١ مͬ�دانیم .EU = UE و A = E + U بنابراین

bc = (−a١٢u−١)(−a٢١u−١) = a١٢a٢١u
−٢ =

١
۴(t− s٢)u−٢

=
١
۴ [tu

−٢ − s٢u−٢] =
١
۴ [١− (٢a− ٢(١] = a− a٢.

است پذیر وارون U مͬ�دهیم نشان حال .E٢ = E نتیجه در

detU = detA+ as− a١١ + ٢a١٢c

= detA+ (
١
١)٢− su−١))s− a١١ + ٢a١٢(−a٢١u−١)

= detA+
١
٢(s− s٢u−١)− a١١ − ٢a١٢a٢١u−١

= detA+
١
٢u

−١[(s− ٢a١١)u− (s٢ + ۴a١٢a٢١)]

= detA+
١
٢u

−١[−(trA)u− t]

= detA− ١
٢(trA+ u) ∈ U(R).

است. تمیز قویا M٢(R) در A نتیجه در

،p از پایه�ای در مͬ�توانیم را m عدد این�صورت در باشد، اول p ∈ Z و مثبت صحیح عدد m کنیم فرض

دهیم: نمایش زیر شͺل به

m =

n∑
i=٠

aip
i,

.٠ ≤ ai ≤ p− ١ و ai ∈ Z که

توان�هایͬ در متناهͬ) چپ (از لوران سری صورت به مͬ�توانیم را x =
a

b
مانند گویا عدد هر .۴.٢.٢ تعریف

بنویسیم: زیر صورت به ،p از

x = an٠p
n٠ + an١+٠p

n١+٠ + · · · ,



٢٣ تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های از مثال�هایͬ .٢.٢

�ادیͷرویp بسط فوق، بسط به .p | a و p ∤ b اگر تنها و اگر n٠ > ٠ و ،p ∤ b اگر تنها و اگر n٠ ≥ ٠ که

مͬ�گوییم. x

میدان آن به که مͬ�دهد میدان ͷی تشͺیل گویا اعداد ͷادی-p بسط�های همه�ی مجموعه�ی .۵.٢.٢ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش Qp با را آن و مͬ�نامیم ͷادی�p اعداد

تابع Z روی ͷادی�p ارزه�ی باشد. اول عدد ͷی p ∈ Z کنیم فرض .۶.٢.٢ تعریف

υp : Z− {٠} −→ R

در که باشد یͺتایͬ مثبت صحیح عدد υp(n) کنیم فرض ،n ̸= ٠ و n ∈ Z هر برای که طوری به است

مͬ�کند. صدق زیر رابطه�ی

n = pυp(n)n′ و p ∤ n′.

.|x|p = p−υp(x) که طوری به دارد وجود υp(x) صحیح عدد ،x ̸= ٠ که x ∈ Qp هر برای .٧.٢.٢ لم

کنید. مراجعه ١.٣.٣ لم [۵] به برهان.

p که است Ẑp = {x ∈ Qp : |x|p < ١} مقداری حلقه�ی ،ͷادی�p صحیح اعداد حلقه�ی .٨.٢.٢ تعریف

است. اول عدد ͷی

نوشت زیر فرم به مͬ�توان را x ∈ Ẑp هر .٩.٢.٢ گزاره

x = b٠ + b١p+ b٢p
٢ + · · ·+ bnp

n + · · ·

است. فرد به منحصر نمایش این و ،٠ ≤ bi ≤ p− ١ که

کنید. مراجعه ١٠.٣.٣ لم [۵] به برهان.

تمیز قویا M٢(R) صورت این در است. اول عدد ͷی p که طوری به R = Ẑp کنیم فرض .١٠.٢.٢ قضیه

است.



٢۴ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

فرض است. تمیز قویا عنصر ͷی A مͬ�دهیم نشان .A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
∈ M٢(R) کنیم فرض برهان.

نشان ،١.٢.٢ لم برهان در .t = (trA)٢ − ۴detA و s = a١١ − a٢٢ باشند، یͺه غیر I − A و A کنیم

.detA ∈ J(R) ،trA− ١ ∈ J(R) که دادیم

،١.٢.٢ لم برهان به بنا .R/J(R) ∼= Z٢ و J(R) = ٢Rاین�صورت در .p = ٢ فرضکنیم اول: حالت

که مͬ�گیریم نتیجه detA = a١١a٢٢ − a١٢a٢١ ∈ J(R) از آنͽاه .a١٢a٢١ ∈ U(R) اگر .s ∈ U(R)

در است. تناقض در s ∈ U(R) با که .a١١ + a٢٢ ∈ J(R) پس ،R/J(R) ∼= Z٢ چون .a١١a٢٢ ∈ U(R)

.a١٢a٢١ ∈ J(R) = ٢R نتیجه

این�صورت در .k١, k٢ ∈ R که a١٢a٢١ = ٢k٢ و trA = ١+ ٢k١ کنیم فرض

t = (trA)٢ − ۴detA = (١+ ٢k٢(١ − ۴detA = ١+ ۴k٣

بنابراین .k٣ ∈ R که

s٢t = t(t− ۴a١٢a٢١) (t = s٢ + ۴a١٢aچون٢١)

= t(t− ٨k٢)

= t٢ − ٨tk٢

= (١+ ۴k٢(٣ − ١)٨+ ۴k٣)k٢

= ١+ ٨(k٣ + ٢k٢٣ − k٢ − ۴k٣k٢)

≡ ١ (٨Rی پیمانه .(به

تمیز (R)M٢قویا در A ،١.٢.٢ لم به توجه با لذا و است، مربع R در s٢t �،[۵] مرجع ٣.۴.٣ گزاره�ی به بنا

است.

.k٠ ∈ J(R) که trA = ١+k٠ مͬ�دهیم قرار ،trA−١ ∈ J(R) چون .p ≥ ٣ کنیم فرض دوم: حالت

.a = k٢+٢٠k٠−۴detA ∈ J(R) = pR که t = (trA)٢−۴detA = ٩١+k٢(٠−۴detA = ١+aپس



٢۵ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی .٣.٢

.٠ ⩽ ai ⩽ p− ١ ،i ≥ ١ هر برای و a٠ = ١ که طوری به ١+ a = a٠ + a١p+ a٢p
٢ + · · · کنیم فرض

در و ،٠ ≤ xi ≤ p − ١ ،i ≥ ١ هر برای که طوری به دارد وجود x = x١p + x٢p
٢ + · · · مͬ�دهیم نشان

.x٠ = ١ فرضکنیم مͬ�شود. ثابت ،٣.٢.٢ لم از فوق ادعای آنͽاه مͬ�کند. صدق (١+x)٢ = ١+a معادله

ki ∈ Z ،i = ٠,١,٢, · · · هر برای که شرط این با است +١)برقرار x)٢ = ١+ a معادله�ی صورت این در

که طوری به دارد وجود

x٢٠ = a٠ + k٠p و (P٠)

kn + ٢x٠xn+١ + x١xn + · · ·+ xnx١ = an+١ + kn+١p, (Pn+١)

است. برقرار (P٠) صورت این در .k٠ = ٠ دهیم مͬ قرار ،x٠ = ١ = a٠ چون .n = ٠,١,٢, · · · برای

باشد. برقرار (i = ٠, · · · , n) (Pi) که باشند شده انتخاب طوری (i = ٠,١, · · · , n) xi, ki کنیم فرض

و ٠ ≤ m ≤ p− ١ که دارد وجود m ∈ Z بنابراین ،gcd(٢x٠, p) = ١ ،x٠ = ١ چون

٢m٠x٠ ≡ an+١ − kn − x١xn − · · · − xnx١ (pی پیمانه .(به

xn+١ = m مͬ�دهیم قرار .٢mx٠+kn+x١xn+ · · ·+xnx١ = an+١+lp داریم ،l ∈ Z هر برای رو این از

است. کامل برهان استقرا، اصل بر بنا نتیجه در است. برقرار (Pn+١) پس kn+١ = l و

مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی ٣.٢

قویا Tn(R) ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی R اگر دهیم، مͬ نشان بخش این در

Rn) Rn با را ،R حلقه�ی روی ( n× ١) ١× n های ماتریس همه�ی مجموعه ،R حلقه�ی برای است. تمیز

است. β ترانهاده�ی بیانͽر βT ∈ Rn ،βT ∈ Rn مͬ�دهیم. نمایش (

است. تمیز قویا Tn(R) حلقه�ی ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی R اگر .١.٣.٢ قضیه

است. واضح ،n = ١ برای مͬ�کنیم. ثابت را حͺم n روی استقرا به برهان.



٢۶ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

داشته (aij) = (eij) + (uij) چون تمیز قویا عبارت ͷی (aij) ∈ Tn−١(R) هر و n > ١ کنیم فرض

کنیم فرض حال . eii = ٠ آنͽاه ،aii ∈ U(R) اگر ،١ ⩽ i ⩽ n− ١ هر برای که باشد

A =


a١١ a١٢ · · · a١,n
٠ a٢٢ · · · a٢,n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · an,n


که دارند وجود (uij) ∈ U(Tn(R)) و (eij)٢ = (eij) کنیم مͬ ادعا

(aij) = (eij) + (uij), (eij)(uij) = (uij)(eij)

. eii = آنͽاه٠ ،aii ∈ U(R) اگر ،١ ≤ i ≤ n هر برای و

مͬ�دهیم قرار

A =

(
A١ α
٠ ann

)
که A١ =


a١١ a١٢ · · · a١,n−١
٠ a٢٢ · · · a٢,n−١
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · an−١,n−١

 و α = (a١n, · · · , an−١,n)T .

E٢ = E = (eij) ∈ Tn−١(R) و U = (uij) ∈ U(Tn−١(R))پس است. تمیز A١قویا فرضاستقرا، به بنا

که دارد وجود

A١ = E + U. (١٠.٢)

آنͽاه .aii ∈ U(R) اگر ،١ ≤ i ≤ n− ١ هر برای که طوری به

eii = ٠. (١١.٢)

مͬ�کنیم. کامل را قضیه برهان زیر حالت دو بررسͬ با

یͺه uii چون .unn = ann − ١ و enn = ١ مͬ�دهیم قرار .ann ∈ J(R) کنیم فرض اول: حالت

کنیم فرض است. یͺه Tn−١(R) در U − (unn + ١)I بنابراین است. یͺه نیز uii − (unn + ١) پس است

کنیم فرض و δ١ = [U − (unn + ١)I]−١(E − I)α

F =

(
E δ١
٠ enn

)
و V =

(
U α− δ١
٠ unn

)
∈ Tn(R).



٢٧ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی .٣.٢

بنابراین مͬ�شوند. جابجا نیز [U − (unn + ١)I]−١ و E پس مͬ�شوند، جابجا U − (unn + ١)I و E چون

داریم: ،δ١ تعریف به بنا .F ٢ = F مͬ�گیریم نتیجه رو این از .Eδ١ = ٠

(E − I)α = [U − (unn + ١)I]δ١ = Uδ١ − unnδ١ − δ١.

بنابراین

Uδ١ + (α− δ١) = Eα+ unnδ١ = E(α− δ١) + δ١unn.

بنابراین .V ∈ U(Tn(R)) و A = F + V که داد نشان مͬ�توان آسانͬ به بعلاوه، .FV = V F رو این از

مͬ�شود. ثابت ادعا

این در ادعا اثبات برای .unn = ann و enn = ٠ مͬ�دهیم قرار .ann ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

FV = V F و F ٢ = F =

(
E γ١
٠ enn

)
که طوری به دارد وجود γ١ ∈ Rn−١ دهیم نشان کافیست مورد،

.V =

(
U α− γ١
٠ unn

)
که

داریم: F ٢ = F اینͺه از

Eγ١ + ennγ١ = γ١ ⇔ Eγ١ = γ١,

داریم: FV = V F اینͺه از

(α− γ١)enn + Uγ١ = E(α− γ١) + γ١unn,

نتیجه در

(U + E − annI)γ١ = Eα ⇔ (A١ − annI)γ١ = Eα.

دستͽاه که دهیم نشان کافیست رو این }از
EX = X (Λ)

(A١ − annI)γ١ = Eα (Γ)



٢٨ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

دارد. Rn−١ در X = (x١, · · · , xn−١)T جواب ͷی

مͬ�کنیم فرض بنابراین

Ai =


aii ai,i+١ · · · ai,n−١
٠ ai+١,i+١ · · · ai+١,n−١
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · an−١,n−١

 , Ei =


eii ei,i+١ · · · ei,n−١
٠ ei+١,i+١ · · · ei+١,n−١
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · en−١,n−١

 ,

Ui =


uii ui,i+١ · · · ui,n−١
٠ ui+١,i+١ · · · ui+١,n−١
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · un−١,n−١

 ,
مͬ�دهیم قرار و

Ai =

(
aii βi
٠ Ai+١

)
, Ei =

(
eii ei
٠ Ei+١

)
(١٢.٢)

که طوری به

βi = (ai,i+١, · · · , ai,n−١), ei = (ei,i+١, · · · , ei,n−١);

مͬ�دهیم قرار و

Xi = (xi, · · · , xn−١)T αi = (ain, · · · , an−١,n)T .

زیر صورت به ،(Λ) رابطه�ی های معادله n)امین − ١) ،· · · i)امین، + ١) iامین، از دستͽاهͬ رو، این از

مͬ�آید: بدست

EiXi = Xi (Λ(i)).

}که
eiixi + eiXi+١ = xi (Λi)

Ei+١Xi+١ = Xi+١ (Λ(i+ ١)).

مͬ�آید: بدست زیر صورت به ،(Γ) رابطه�ی های معادله (١−n)امین ،· · · (١+i)امین، iامین، از دستͽاهͬ و

(Ai − annI)Xi = Eiαi (Γ(i)).



٢٩ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی .٣.٢

}که
(aii − ann)xi + βiXi+١ = eiiain + eiαi+١ (Γi)

(Ai+١ − annI)Xi+١ = Ei+١αi+١ (Γ(i+ ١)).

مͬ�گیریم نظر در را زیر معادله دو }ابتدا
en−١,n−١xn−١ = xn−١ (Λn−١)

(an−١,n−١ − ann)xn−١ = en−١,n−١an−١,n (Γn−١).

معادله دو هر در xn−١ = ٠ بنابراین .en−١,n−١ = ٠ استقرا فرض به بنا آنͽاه ،an−١,n−١ ∈ U(R) اگر

مͬ�کند. صدق (Γn−١) و (Λn−١)

به بنا .( an−١,n−١ = en−١,n−١ + un−١,n−١ (چون en−١,n−١ = ١ آنͽاه ،an−١,n−١ /∈ U(R) اگر

xn−١ = (an−١,n−١ − ann)
−١an−١,n نتیجه در .an−١,n−١ − ann ∈ U(R) پس ،ann ∈ U(R) فرض

معادله دو هر در که دارد وجود xn−١ ∈ R رو، این از مͬ�کند. صدق (Γn−١) و (Λn−١) معادله دو هر در

مͬ�کند. صدق (Γn−١) و (Λn−١)

و (Λ(i + ١)) معادلات در که باشد داشته وجود Xi+١ ∈ Rn−i−١ و ،i ≤ n − ٢ کنیم فرض حال

صدق (Γ(i)) و (Λ(i)) معادله دو هر در Xi که دارد وجود xi ∈ R مͬ�دهیم نشان کند. صدق (Γ(i+ ١))

حاصل نتیجه زیر حالت دو بررسͬ با مͬ�کند. صدق (Γi) و (Λi) معادله�های در xi دیͽر عبارتͬ به مͬ�کند،

مͬ�شود.

.xi = eiXi+١ مͬ�دهیم قرار .eii = ٠ استقرا فرض به بنا آنͽاه .aii ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

عبارت ͷی ،Ai = Ei + Ui مͬ�گیریم نتیجه ١٠.٢ ی رابطه از مͬ�کند. صدق (Λi) معادله�ی در xi بنابراین

پس ،E٢
i = Ei و eii = ٠ چون است. Ai از تمیز قویا

ei = eiEi+١. (١٣.٢)

مͬ�گیریم نتیجه (١٢.٢ رابطه�ی به توجه (با EiUi = UiEi از بنابراین .uii = aii داریم ،eii = ٠ اینͺه از

eii(βi − ei) + eiUi+١ = uiiei + (βi − ei)Ei+١.



٣٠ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

پس

ei(Ai+١ − Ei+١) = eiUi+١ = aiiei + βiEi+١ − eiEi+١.

نتیجه در

eiAi+١ = aiiei + βiEi+١ (١۴.٢)

داریم (Γi) معادله چپ سمت از

(aii − ann)xi + βiXi+١ = (aii − ann)eiXi+١ + βi(Ei+١Xi+١) (Λ(i+ به(١ (بنا

= [(aiiei + βiEi+١)− annei]Xi+١

= (eiAi+١ − annei)Xi+١ ((١۵ · به(٢ (بنا

= ei(Ai+١ − annI)Xi+١

= eiEi+١αi+١ (Γ(i+ به(١ (بنا

= eiαi+١ ((١۴ · به(٢ (بنا

= eiiain + eiαi+١ (eii = .(چون٠

مͬ�کند. صدق Γi و Λi در xi = eiXi+١ رو این از

بنابراین است. aii از تمیز قویا عبارت ͷی aii = eii + uii چون .aii /∈ U(R) کنیم فرض دوم: حالت

مͬ�کنیم انتخاب زیر صورت به را xi .aii − ann ∈ U(R) لذا .eii = ١

xi = (aii − ann)
−١(eiiain + eiαi+١ − βiXi+١).

.eiXi+١ = ٠ یعنͬ مͬ�کند، (Λi)صدق معادله�ی در xi مͬ�دهیم نشان مͬ�کند. صدق (Γi) در xi ترتیب این به

داریم: ،(Λ(i+ ١)) رابطه�ی به بنا لذا .eiEi+١ = ٠ پس ،eii = ١ و E٢
i = Ei چون

eiXi+١ = ei(Ei+١Xi+١) = ٠.



٣١ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی .٣.٢

(Λ) در که دارد وجود X ∈ Rn−١ استقرا، اصل به بنا رو، این از مͬ�کند. (Λi)صدق معادله�ی در xi بنابراین

است. کامل برهان لذا شد. ثابت مورد این در ادعا مͬ�کند. صدق (Γ) و

و باشند R در b و a از تمیز قویا عبارت�های ترتیب به b = e٢ + u٢ و a = e١ + u١ اگر .٢.٣.٢ ملاحظه

که طوری به ندارند وجود α١, α٢ ∈ R همواره آنͽاه .ν ∈ R

(
a ν
٠ b

)
=

(
e١ α١
٠ u١

)(
e٢ α٢
٠ u٢

)

هستند، Z(٣) در تمیز قویا عبارت b = ٢+٠ و a = ١+۴ مثال برای باشد. T٢(R) در تمیز قویا عبارت ͷی

باشد. تواند نمͬ تمیز قویا
(
۵ ١
٠ ٢

)
=

(
١ α١
٠ ٠

)
+

(
۴ α٢
٠ ٢

)
عبارت ،α١, α٢ ∈ Z(٣) هر برای اما

مͬ�دهیم قرار

E =

(
١ α١
٠ ٠

)
, U =

(
۴ α٢
٠ ٢

)
.

مͬ�کنیم ادعا .α٢ = ١−α١ لذا .α١+α٢ = ١ طرفͬ از است. یͺه Z(٣) در U و E٢ = E که است واضح

داریم: صورت این در خلف). (فرض EU = UE کنیم فرض .EU ̸= UE

EU =

(
١ α١
٠ ٠

)(
۴ α٢
٠ ٢

)
=

(
۴ α٢ + ٢α١
٠ ٠

)
,

UE =

(
۴ α٢
٠ ٢

)(
١ α١
٠ ٠

)
=

(
۴ ۴α١
٠ ٠

)
.

چون .α٢ =
٢
٣ و α١ =

١
٣ پس .١ − α١ + ٢α١ = ۴α١ بنابراین . α٢ + ٢α١ = ۴α١ نتیجه در

.EU ̸= UE و باطل خلف فرض پس ،α١, α٢ /∈ Z(٣)

هر برای آنͽاه باشد، Ri جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی از مستقیم حاصلضرب R =
∏
Ri اگر .٣.٣.٢ نتیجه

است. تمیز قویا Tn(R) ،n ≥ ١

Tn(R) ∼=
∏
Tn(Ri) ،n ≥ ١ هر برای بنابراین است. تمیز قویا Tn(Ri) هر ،١.٣.٢ ی قضیه به بنا برهان.

است. تمیز قویا



٣٢ تمیز قویا مثلثͬ بالا مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی و مربعͬ ماتریس�های حلقه�ی .٢

عنصر ͷی از حاصلجمعͬ R حلقه�ی از عضو هر هرگاه مͬ�نامیم، کامل نیم را R ی حلقه .۴.٣.٢ تعریف

باشد. نداشته را متعامد خودتوان�های از نامتناهͬ مجموعه�ی زیر هیچ R و باشد، یͺه عنصر ͷی و خودتوان

پیمانه�ی به خودتوان�ها گوییم باشد. R حلقه�ی از (راست) چپ ایده�آل ͷی L کنیم فرض .۵.٣.٢ تعریف

به باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان آنͽاه ،x− x٢ ∈ L اگر ،x ∈ R هر برای هرگاه ١ مͬ�شوند برده بالا L

.e− x ∈ L که طوری

مͬ�دهیم. ارائه را مورد دو زیر در که دارد وجود تبادلͬ حلقه�ی از گوناگونͬ تعریف�های

متناهͬ تعداد هرگاه گوییم، موضعͬ نیم حلقه�ی ͷی را R نوتری و جابجایͬ ناصفر، حلقه�ی .۶.٣.٢ تعریف

باشد. داشته ماکسیمال ایده�آل

باشد. موضعͬ حلقه�ی ͷی eRe هرگاه گوییم، موضعͬ خودتوان را R حلقه�ی در e خودتوان .٧.٣.٢ تعریف

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. جابجایͬ موضعͬ نیم حلقه�ی ͷی R فرضکنیم .٨.٣.٢ نتیجه

است. کامل نیم R (١)

است. تمیز قویا Tn(R) ،n ≥ ١ هر برای (٢)

است. تمیز قویا Tn(R) که دارد nوجود ≥ ١ (٣)

دارند وجود i = ١, · · · ,m ،ei متعامد موضعͬ خودتوان�های است، کامل نیم R چون :(٢) ⇐ (١) برهان.

جابجایͬ موضعͬ حلقه�های از حاصلضربͬ R = e١Re١× · · ·× emRem بنابراین .١ = e١+ · · ·+ en که

است. حاصل نتیجه ،٨.٣.٢ نتیجه�ی به بنا رو، این از است.

است. واضح :(٣) ⇐ (٢)

باشد. صفر درایه�ها بقیه�ی و ͷی آن (١,١)-ام درایه�ی که طوری به e ∈ Tn(R) فرضکنیم :(١) ⇐ (٣)

لذا است. حلقه��ها از یͺریختͬ ͷی


a١١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠

 7−→ a١١ ضابطه�ی با eTn(R)e −→ R نͽاشت

١Idempotent can be lefted modulo L



٣٣ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی .٣.٢

برده بالا J(R) از چپͬ پیمانه�ی به خودتوان�ها بنابراین است. تمیز قویا R ∼= eTn(R)e ،٧.١.٢ نتیجه به بنا

است. کامل نیم R رو این از مͬ�شوند.



٣ فصل

روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه
است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی

٣۴



است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ ١.٣

پذیری حل از و داده قرار بررسͬ مورد را است تمیز قویا M٢(R) حلقه�ی آن در که شرایطͬ بخش این در

مͬ�رسیم. M٢(R) بودن تمیز قویا به R در ساده دوم درجه معادله�ی

.w ∈ J(R) و باشد مرکزی u ∈ U(R) کنیم فرض و باشد. موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١.١.٣ لم

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در

است. پذیر حل R در x٢ − ux = w (١)

است. پذیر حل U(R) در x٢ − ux = w (٢)

است. پذیر حل J(R) در x٢ − ux = w (٣)

مͬ صدق معادله در نیز u − x٠ مͬ�دهیم نشان آنͽاه کند. صدق x٢ − ux = w معادله در x٠ اگر برهان.

کند:

(u− x٢(٠ − u(u− x٠) = u٢ − ٢ux٠ + x٢٠ − u٢ + ux٠ = x٢٠ − ux٠ = w.

است. J(R) در u − x٠ یا x٠ پس است، موضعͬ R چون .x٠(u − x٠) = −w ∈ J(R) داریم طرفͬ از

.x٠ ∈ U(R) آنͽاه ،u− x٠ ∈ J(R) اگر و است U(R) در u− x٠ آنͽاه باشد. J(R) در x٠ اگر

برای اگر تنها و اگر ،R/J(R) ∼= Z٢ این�صورت در باشد. موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢.١.٣ لم

.u+ v ̸= ١ ،u, v ∈ U(R) هر

u+J(R) = ٠ اگر .u+J(R) = ٠ ١یا لذا .u ∈ U(R) و R/J(R) ∼= Z٢ =
{
٠,١

}
فرضکنیم برهان.

،v ∈ U(R) هر برای نتیجه در .u+J(R) = ١+J(R) لذا است. تناقض در فرض با که ،u ∈ J(R) آنͽاه

.u+ v ̸= ١



٣۶ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

بنابراین .(١− u) /∈ U(R) فرض به بنا پس ،u+ (١− u) = ١ چون .u ∈ U(R) کنیم فرض بعͺس،

در .u ∈ J(R) کنیم فرض .u + J(R) = ١ − (١ − u) + J(R) = ١ + J(R) پس .١ − u ∈ J(R)

این�صورت

u+ J(R) = J(R).

.R/J(R) ∼= Z٢ =
{
٠,١

}
نتیجه در

: معادلند زیر گزاره�های صورت این در .٢ ∈ U(R) و باشد موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٣.١.٣ لم

است. پذیر حل R در x٢ − x = w معادله�ی ،w ∈ J(R) هر برای (١)

است. پذیر حل R در x٢ + ٢x = w معادله�ی ،w ∈ J(R) هر برای (٢)

x٢ − x = w/۴ معادله�ی در x٠ کنیم فرض ،(١) بند به بنا ،w ∈ J(R) هر برای :(٢) ⇐ (١) برهان.

داریم: کند. صدق

(−٢x٠)٢ + ٢(−٢x٠) = ۴x٢٠ − ۴x٠ = ۴(x٢٠ − x٠) = ۴(w/۴) = w.

مͬ�کند. صدق x٢ + ٢x = w معادله�ی در −٢x٠ لذا

x٢ + ٢x = ۴w معادله�ی در x٠ کنیم فرض ،(٢) بند به توجه با ،w ∈ J(R) هر برای :(١) ⇐ (٢)

داریم: کند. صدق

(−x٠٢ )٢ − (−x٠٢ ) =
x٢٠
۴ +

x٢٠
٢ =

x٢٠ + ٢x٢٠
۴ =

۴w
۴ = w.

مͬ�کند. صدق x٢ + ٢x = w معادله�ی در −x٠
٢ نتیجه در

E =

(
a b
c ١− a

)
،A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
فرضکنیم باشد. جابجایͬ حلقه�ی ͷی R فرضکنیم .۴.١.٣ لم

شرایط اگر تنها و اگر (R)M٢است در تمیز قویا عبارت ͷی A = E + U این�صورت در .U = A−E و



٣٧ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

باشند. برقرار زیر

bc = a− a٢, (١.٣)

a٢١b = a١٢c, (٢.٣)

sb = a٢)١٢a− ١), (٣.٣)

sc = a٢)٢١a− ١), (۴.٣)

detU ∈ U(R). (۵.٣)

،E٢ = E صورت این در باشد. M٢(R) در تمیز قویا عنصر ͷی A = E + U کنیم فرض برهان.

داریم: ،E٢ = E اینͺه از .detU ∈ U(R) و EU = UE

(
a b
c ١− a

)(
a b
c ١− a

)
=

(
a٢ + bc ab+ b(١− a)

ca+ c(١− a) cb+ (١− a)٢

)
=

(
a b
c ١− a

)

اگر تنها و اگر

bc = a− a٢.

پس ،EU = UE چون

EU =

(
a b
c ١− a

)(
a١١ − a a١٢ − b
a٢١ − c a٢٢ − (١− a)

)
=

(
aa١١ − a٢ + ba٢١ − bc aa١٢ − ab+ ba٢٢ − b+ ba

ca١١ − ca+ (١− a)(a٢١ − c) ca١٢ − cb+ (١− a)(a٢٢ − ١+ a

)

UE =

(
a١١ − a a١٢ − b
a٢١ − c a٢٢ − (١− a)

)(
a b
c ١− a

)
=

(
a١١a− a٢ + a١٢c− bc a١١b− ab+ (a١٢ − b)(١− a)

a٢١a− ca+ a٢٢c− c+ ac a٢١b− cb+ (a٢٢ − ١+ a)(١− a)

)
.

.sc = a٢)٢١a− ١) و sb = a٢)١٢a− ١) ،a٢١b = a١٢c داریم نظیر به نظیر های درایه تساوی از



٣٨ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

.EU = UE که است واضح باشند، برقرار فوق روابط اگر حال

.detU ∈ U(R) اگر تنها و اگر ،U ∈ U(R) که است واضح

هر برای آنͽاه باشد، تمیز قویا M٢(R) اگر باشد. جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .۵.١.٣ قضیه

است. پذیر حل R در x٢ − x = w ،w ∈ J(R)

کنیم فرض .k = w(١+ ۴w)−١ که طوری به A =

(
١ −k
١ ٠

)
کنیم فرض ،w ∈ J(R) هر برای برهان.

و E =

(
a b
c d

)
که طوری به باشد A ∈M٢(R) از تمیز قویا عنصر ͷی A = E + U

U =

(
١− a −k − b
١− c −d

)
.

داریم: U پذیری معͺوس از

detU = −d(١− a)− (١− c)(−k − b) = d(a− ١) + (k + b)(١− c) ∈ U(R). (۶.٣)

و ،EU = UE چون

EU =

(
a− a٢ + b− bc −ak − ab− bd

c− ca+ d− dc −ck − cb− d٢

)

UE =

(
a− a٢ − kc− bc b− ba− kd− bd

a− ca− dc b− cb− d٢

)
.

مͬ�گیریم نتیجه (٢,١)-ام و (١,١)-ام درایه�های از پس

b = −kc, c = a− d. (٧.٣)

نتیجه ،۶.٣ رابطه�ی از لذا .(k + b)(١− c) ∈ J(R) بنابراین .b = −kc ∈ J(R) داریم ،k ∈ J(R) چون

مͬ�گیریم

d ∈ U(R), a− ١ ∈ U(R). (٨.٣)

داریم: E٢ = E تساوی )از
a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
a٢ + bc ab+ bd

ca+ dc cb+ d٢

)
=

(
a b
c d

)
.



٣٩ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

مͬ�شود. حاصل زیر نتایج (٢,٢)-ام و (١,١)-ام درایه�های از

bc = a− a٢, bc = d− d٢. (٩.٣)

این از .١+ a− d ∈ J(R) لذا .a,١− d ∈ J(R) مͬ�گیریم نتیجه ،٩.٣ و ٨.٣ روابط از .b ∈ J(R) چون

بنابراین .a− a٢ = d− d٢ داریم ،٩.٣ رابطه�ی از اما .a− d ∈ U(R) رو

(a+ d− ١)(a− d) = a٢ − ad+ ad− d٢ − a+ d = d− d٢ + a٢ − a = ٠.

داریم ،٧.٣ رابطه�ی به بنا رو این از .a+ d = ١ نتیجه در .a+ d− ١ = ٠ پس ،a− d ∈ U(R) چون

c = a− d = a− (١− a) = ٢a− ١.

نتیجه در

a− a٢ = bc = (−kc)c

= −kc٢

= −k(٢a− ٢(١ = −k(۴a٢ − ۴a+ ١) = −۴k(a٢ − a)− k.

در .k = w(١+ ۴w)−١ طرفͬ از .a٢ − a = (١− ۴k)−١k رو این از .(١− ۴k)(a٢ − a) = k بنابراین

.a٢−a = (١−۴k)−١k = w نتیجه در .w = k(١−۴k)−١ لذا .k = −۴kw+w = w(١−۴k) نتیجه

است. x٢ − x = w معادله�ی جواب ͷی ،a بنابراین

سازی موضعͬ S[x]P و S[x] از اول ایده�آل ͷی P باشد، جابجایͬ دامنه�ی ͷی S کنیم فرض .۶.١.٣ مثال

است. تمیز قویا M٢(S[x]P ) این�صورت در باشد. P در S[x] از

ادعا باشد. فرد عدد ͷی h(x) درجه�ی و h(x) ∈ S[x] که طوری به h(x) ∈ J(S[x]P ) کنیم فرض برهان.

نیست. تمیز قویا M٢(S[x]P ) ،۵.١.٣ قضیه�ی از لذا نیست؛ پذیر حل S[x]P در y٢ − y = h(x) مͬ�کنیم

که طوری به دارد وجود f(x)
g(x)

∈ S[x]P صورت، این غیر در



۴٠ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

(
f(x)

g(x)
)٢ − f(x)

g(x)
= h(x) ⇒ f(x)٢ − f(x)g(x)

g(x)٢
= h(x).

پس

f(x)[f(x)− g(x)] = h(x)g(x)٢.

عددی h(x)g(x)٢ درجه ولͬ زوج، f(x)[f(x)− g(x)] درجه آنͽاه degf = degg یا degf > degg اگر

آنͽاه ،degf < degg اگر حال است. تناقض ͷی که است فرد

degf + deg(f − g) = degh+ degg٢.

پس ،deg(f − g) ⩽ max{degf, degg} ⩽ degg چون

degf + degg ⩾ degh+ degg٢ = degh+ ٢degg.

degf ⩾ degh+ degg.

است. تناقض در degf < degg فرض با که

،A٢ = A این�صورت در .A ∈ M٢(R) و باشد جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٧.١.٣ لم

.bc = a− a٢ که طوری به A =

(
a b
c ١− a

)
یا A = I یا A = ٠ اگر تنها و اگر

این�صورت در ،A = I اگر .A٢ = Aپس ،A٢ = ٠ آنͽاه A = ٠ اگر .A =

(
a b
c d

)
کنیم فرض برهان.

آنͽاه ،bc = a− a٢ که طوری به A =

(
a b
c ١− a

)
اگر .A٢ = I٢ = I = A

A٢ =

(
a b
c ١− a

)(
a b
c ١− a

)
=

(
a٢ + bc ab+ b− ba

ca+ c− ca cb+ ١+ a٢ − ٢a

)
=

(
a٢ + a− a٢ b

c a− a٢ + ١+ a٢ − ٢a

)
=

(
a b
c ١− a

)
.

.A٢ = A یعنͬ

.A٢ = A که طوری به A =

(
a b
c d

)
کنیم فرض بعͺس،



۴١ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

A٢ =

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
a٢ + bc ab+ bd

ca+ dc cb+ d٢

)
=

(
a b
c d

)
.

داریم نظیر به نظیر درایه�های تساوی از

bc = a− a٢,

b(a+ d− ١) = ٠,

c(a+ d− ١) = ٠,

bc = d− d٢. (١٠.٣)

رو این از .a− a٢ = d− d٢ بنابراین

a٢ − a+ d− d٢ = (a− d)(a+ d− ١) = ٠ (١١.٣)

و b = c = ٠ که مͬ�گیریم نتیجه ،١١.٣ و ١٠.٣ روابط از .a + d − ١ ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

.A = I یا A = ٠ بنابراین .a = ١ یا a = پس٠ است، موضعͬ R چون .a = a٢ رو این از .a = d

آنͽاه ،a− d ∈ J(R) اگر .a+ d− ١ ∈ J(R) کنیم فرض دوم: حالت

−۴bc+ ١ = ۴(a٢ − a) + ١ = [(a− d) + (a+ d− ٢[(١ ∈ J(R).

A =

(
a b
c ١− a

)
بنابراین .d = ١− a لذا .a+ d− ١ = ٠ ،١٠.٣ رابطه�ی به بنا .bc ∈ U(R) بنابراین

بنابراین .a + d − ١ = ٠ ،١١.٣ روابط به بنا آنͽاه .a − d ∈ U(R) اگر .bc = a − a٢ که طوری به

.bc = a− a٢ که طوری به A =

(
a b
c ١− a

)

باشد. موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٨.١.٣ قضیه

در x٢ − x = w ،w ∈ J(R) هر برای اگر تنها و اگر است تمیز (R)M٢قویا آنͽاه ،٢ ∈ U(R) اگر (١)

باشد. پذیر حل R



۴٢ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

معادله�ی ،w ∈ J(R) هر برای اگر تنها و اگر است تمیز قویا M٢(R) آنͽاه ،R/J(R) ∼= Z٢ اگر (٢)

باشد. پذیر حل R در x٢ − x = w

در w١, w٢ هر برای اگر تنها و اگر است تمیز قویا M٢(R) آنͽاه ،R/J(R) ≇ Z٢ و ٢ ∈ J(R) اگر (٣)

باشد. پذیر حل R در x٢ + (١+ w١)x = w٢ معادله�ی ،J(R)

بند ضرورت اثبات برای است. واضح ،۵.١.٣ قضیه�ی به بنا ،(٢) و (١) بندهای ضرورت اثبات برهان.

کنیم فرض ،w١, w٢ ∈ J(R) برای .(٢.١.٣ لم بر (بنا u١, u٢ ∈ U(R) ١که = u١ + u٢ کنیم فرض ،(٣)

a١١ = u١, a٢٢ = u٢ + w١.

پس

a١١ + a٢٢ = u١ + u٢ + w١ = ١+ w١,

s := a١١ − a٢٢ = u١ − u٢ − w١ = ١+ w١ − ٢a٢٢ ∈ U(R).

که طوری به A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
کنیم فرض است. یͺه R در [s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)] رو این از

a٢١ = −١, a١٢ = [s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢).

.detA ∈ J(R) مͬ�دهیم نشان .trA = a١١ + a٢٢ = ١+ w١ ∈ U(R) درنتیجه

detA = a١١a٢٢ − a١٢a٢١

= a١١a٢٢ + [s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

=
a١١a٢٢[s

٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)] + s٢(w٢ + a١١a٢٢)

s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)

= [s٢ + (w٢ + a١١a٢٢)]
−١[a١١a٢٢s

٢ + ۴a١١a٢٢(w٢ + a١١a٢٢) + s٢w٢ + s٢a١١a٢٢

= [s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)]
−١[w٢s

٢ + ٢s٢a١١a٢٢ + ۴a١١a٢٢(w٢ + a١١a٢٢)] ∈ J(R).



۴٣ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

بنابراین

det(A− I) = (a١١ − ١)(a٢٢ − ١)− a١٢a٢١ = a١١a٢٢ − a١١ − a٢٢ + ١− a١٢a٢١

= a١١a٢٢ − a١٢a٢١ − ١− w١ + ١

= detA− w١ ∈ J(R).

پذیر وارون A − I و A چون است. A ∈ M٢(R) از تمیز قویا عبارت ͷی A = E + U فرض، به بنا

۴.١.٣ لم به بنا .bc = a٢− a که طوری به ،E =

(
a b
c ١− c

)
مͬ�دهیم قرار ،٧.١.٣ لم به بنا پس نیستند،

لذا .a− a٢ = bc = s−٢a١٢a٢)٢١a− ٢(١ داریم

s٢bc = s٢a− s٢a٢ = a١٢a٢)٢١a− ٢(١ = a١٢a٢١(۴a٢ − ۴a+ ١).

نتیجه در

−a١٢a٢١ = −s٢a+ s٢a٢ + ۴a١٢a٢١a٢ − ۴a١٢a٢١a

= (s٢ + ۴a١٢a٢١)a٢ − (s٢ + ۴a١٢a٢١)a

= (s٢ + ۴a١٢a٢١)(a٢ − a)

= [(trA)٢ − ۴detA](a٢ − a) = t(a٢ − a).

یعنͬ

− a١٢a٢١ = t(a٢ − a). (١٢.٣)

داریم: ،١٢.٣ رابطه�ی به توجه با .a = s−١(x٠ + a١١) پس .x٠ = sa− a١١ کنیم فرض

t(a٢ − a) = t[s−٢(x٠ + a١١)
٢ − s−١(x٠ + a١١)] = −a١٢a٢١.



۴۴ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

نتیجه در مͬ�کنیم. ضرب ،s٢ در را تساوی طرفین

−s٢a١٢a٢١ = t[(x٠ + a١١)
٢ − s(x٠ + a١١)]

= t[(x٠ + a١١)
٢ − (a١١ − a٢٢)(x٠ + a١١)]

= t[x٢٠ + (a١١ + a٢٢)x٠ + a١١a٢٢]

= t[x٢٠ + (trA)x٠ + a١١a٢٢].

نتیجه در .x٢٠ + (trA)x٠ = −s٢t−١a١٢a٢١ − a١١a٢٢ پس

x٢٠ + (١+ w١)x٠ = x٢٠ + (trA)x٠

= −s٢t−١a١٢a٢١ − a١١a٢٢

= s٢t−١a١٢ − a١١a٢٢ (a٢١ = −١ (برای

داریم: پس ،( a٢١ = −١ (برای t = s٢ + ۴a١٢a٢١ = s٢ − ۴a١٢ چون

t−١a١٢ = (s٢ + ۴a١٢a١−(٢١[s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢)]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

= [(s٢ − ۴a١٢)(s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢))]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

= [s٢(s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢))− ۴a١٢(s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢))]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

= [s٢(s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢))− ۴(s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢))
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

(s٢ + (w٢ + a١١a٢٢))]
−١s٢(w٢ + a١٢a٢١)

= [s٢(s٢ + ۴(w٢ + a١١a٢٢))− ۴s٢(w٢ + a١١a٢٢)]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

= [s۴ + ۴s٢(w٢ + a١١a٢٢)− ۴s٢(w٢ + a١١a٢٢)]
−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

= (s۴)−١s٢(w٢ + a١١a٢٢)

= s−٢(w٢ + a١١a٢٢).



۴۵ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

رو این از

x٢٠ + (١+ w١)x٠ = s٢t−١a١٢ − a١١a٢٢

= s٢s−٢(w٢ + a١١a٢٢)− a١١a٢٢

= w٢.

مͬ�کند. صدق x٢ + (١+ w١)x = w٢ معادله�ی در x٠ بنابراین

.A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
کنیم فرض مͬ�کنیم. ثابت را (٣) و (٢) ،(١) بند�های از ͷی هر عͺس حال

بنابراین نباشند. یͺه I − A و A کنیم فرض است. تمیز قویا A آنͽاه باشد، پذیر وارون I − A یا A اگر

نتیجه در .trA− ١ ∈ J(R) پس ،det(I − A) = ١− trA+ detA چون .detA, det(I − A) ∈ J(R)

.t = (trA)٢ − ۴detA ∈ U(R) و ،trA ∈ U(R)

که trA = ١ + k٠ مͬ�دهیم قرار پس ،trA − ١ ∈ J(R) چون .٢ ∈ U(R) کنیم فرض :(١)

w = که طوری به t = (trA)٢ − ۴detA = (١ + k٢(٠ − ۴detA = ١ + w درنتیجه .k٠ ∈ J(R)

این از است، پذیر حل R در x٢ + ٢x = w معادله�ی فرض، به بنا طرفͬ از .k٢٠ + ٢k٠ − ۴detA ∈ J(R)

�چون .k ∈ J(R) که k٢ + ٢k = w کنیم فرض بنابراین است. پذیر حل نیز J(R) در ،١.١.٣ لم به بنا رو

،u = k + ١ کنیم فرض .(k + ٢(١ = tپس ،t = ١+ w

E =

(
a b
c ١− a

)
, و U = A− E,

که طوری به

a =
١
١)٢− su−١), b = −a١٢u−١, c = −a٢١u−١.

مͬ�شوند حاصل زیر نتایج و .٢a− ١ = −su−١ صورت این در

a٢١b = a٢١(−a١٢u−١) = a١٢c,

sb = s(−a١٢u−١) = a٢)١٢a− ١),



۴۶ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

sc = s(−a٢١u−١) = a٢)١٢a− ١),

bc = (−a١٢u−١)(−a٢١u−١) = a١٢a٢١u
−٢

=
١
۴(t− s٢)u−٢ =

١
۴ [tu

−٢ − (su−١)٢]

=
١
۴ [١− (٢a− ٢(١] = ١

۴ [١− ۴a٢ + ۴a− ١]

= a− a٢,

detU = (a١١ − a)(a٢٢ − ١+ a)− (a١٢ − b)(a٢١ − c)

= a١١a٢٢ − a١٢a٢١ + a(a١١ − a٢٢) + a− a٢ − bc+ ca١٢ + ba٢١ − a١١

= detA+ as+ ٢a١٢c− a١١

= detA+
١
١)٢− su−١)s− a١١ − ٢a١٢a٢١u−١

= detA+
١
٢u

−١[(s− ٢a١١)u− (s٢ + ۴a١٢a٢١)]

= detA+
١
٢u

−١[(a١١ − a٢٢ − ٢a١١)u− u٢]

= detA− ١
٢(trA+ u)

= detA− ١
١)٢+ k٠ + ١+ k)

= detA− ١− ١
٢(k٠ + k).

است. M٢(R) در A از تمیز قویا عبارت ͷی A ،۴.١.٣ لم به بنا پس است. یͺه R در detU لذا

.s = a١١ − a٢٢ = trA− ٢a٢٢ ∈ U(R) و ٢ ∈ J(R) نتیجه در .R/J(R) ∼= Z٢ کنیم فرض :(٢)

J(R) در a٢٢ ،a١١ از ͬͺی که مͬ��گیریم نتیجه ،trA = a١١ + a٢٢ ∈ U(R) و R/J(R) ∼= Z٢ اینͺه از

فرض .a١٢a٢١ ∈ J(R)پس ،detA = a١١a٢٢−a١٢a٢١ ∈ J(R) چون .a١١a٢٢ ∈ J(R) بنابراین است.



۴٧ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

بنا رو این از است. پذیر حل R در x٢ − x = w معادله�ی فرض، به بنا .w = −t−١a١٢a٢١ ∈ J(R) کنیم

کنیم فرض .x٢i + xi = w داریم ،i = ٠,١ برای که دارند وجود x١ ∈ U(R) و x٠ ∈ J(R) ،١.١.٣ لم به

و a ∈ {x٠, x١}

b = s−١a٢)١٢a− ١), c = s−١a٢)٢١a− ١).

داریم: پس ،a٢ − a = w = −t−١a١٢a٢١ چون .a٢١b = a٢١s
−١a٢)١٢a− ١) = a١٢c نتیجه در

t(a٢ − a) = −tt−١a١٢a٢١.

داریم: ،t = s٢ + ۴a١٢a٢١ اینͺه از بعلاوه،

s٢bc = s٢s−١a١٢a٢)٢١a− ١)

= a١٢a٢)٢١a− ٢(١

= a١٢a٢١[۴(a٢ − a) + ١]

= ۴a١٢a٢١(a٢ − a) + a١٢a٢١

= (t− s٢)(a٢ − a) + a١٢a٢١

= t(a٢ − a)− s٢(a٢ − a) + a١٢a٢١

= −a١٢a٢١ − s٢(a٢ − a) + a١٢a٢١

= −s٢(a٢ − a).

نتیجه در

a− a٢ = bc.

اگر .detU = sa + (detA − a١١ + ٢a١٢c) ∈ U(R) داریم a = x١ انتخاب با ،a١١ ∈ J(R) اگر

بنابراین .detU = −a١١ + (detA + as + ٢a١٢c) ∈ U(R) داریم a = x٠ انتخاب با ،a١١ ∈ U(R)



۴٨ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

قویا عبارت ͷی A = E + (A−E) ،۴.١.٣ لم به بنا پس هستند. برقرار ،۴.١.٣ لم از ۵.٣ تا ١.٣ شرایط

است. A ∈M٢(R) از تمیز

از .w١ ∈ J(R) که trA = ١ + w١ مͬ�دهیم قرار .R/J(R) ≇ Z٢ و ٢ ∈ J(R) کنیم (٣):فرض

.s = trA− ٢a٢٢ ∈ U(R) داریم طرفͬ

و ،a١١a٢٢ ∈ U(R) پس ،detA ∈ J(R) چون .a١٢a٢١ ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

a١١a٢٢ + a١٢a٢١ = detA+ ٢a١٢a٢١ ∈ J(R).

کنیم فرض

w٢ = −t−١[s٢(a١١a٢٢ + a١٢a٢١) + ۴a١١a١٢a٢١a٢٢].

بنا رو این از و است. پذیر حل R در x٢ + (١ + w١)x = w٢ فرض، به بنا پس .w٢ ∈ J(R) نتیجه در

قرار .x٠ ∈ U(R) که x٢٠ + (١ + w١)x = w٢ کنیم فرض است. پذیر حل نیز U(R) در ،١.١.٣ لم بر

کنیم فرض .as− a١١ = x٠ بنابراین .a = s−١(a١١ + x٠) مͬ�دهیم

E =

(
a b
c ١− a

)
و U = A− E.

که طوری به

b = s−١a٢)١٢a− ١), c = s−١a٢)٢١a− ١).

داریم بنابراین

a١٢c = a١٢s
−١a٢)٢١a− ١) = a٢١s

−١a٢)١٢a− ١) = a٢١b,



۴٩ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

a٢ − a = s−٢(a١١ + x٠)
٢ − s−١(a١١ + x٠)

= s−٢[x٢٠ + ٢a١١x٠ + a٢١١ − (a١١ − a٢٢)(x٠ + a١١)]

= s−٢[x٢٠ + ٢a١١x٠ + a٢١١ − a١١x٠ + a٢٢x٠ − a٢١١ + a٢٢a١١]

= s−٢[x٢٠ + (a١١ + a٢٢)x٠ + a٢٢a١١]

= s−٢[x٢٠ + (trA)x٠ + a١١a٢٢] = s−٢[x٢٠ + (١+ w١)x٠ + a١١a٢٢]

= s−٢(w٢ + a١١a٢٢) = s−٢t−١[−s٢(a١١a٢٢ + a١٢a٢١)− ۴a١١a١٢a٢٢a٢١ + a١١a٢٢(s
٢ + ۴a١٢a٢١)]

= t−١[−a١١a٢٢ − a١٢a٢١ + a١١a٢٢s
−٢(−۴a١٢a٢١ + s٢ + ۴a١٢a٢١)]

= t−١[−a١١a٢٢ − a١٢a٢١ + a١١a٢٢]

= −t−١a١٢a٢١.

داریم بعلاوه، .((٢) (مشابه bc = a− a٢ بنابراین .t(a٢ − a) = −a١٢a٢١ نتیجه در

detU = detA+ as− a١١ + ٢a١٢c

= detA+ x٠ + ٢a١٢c

= x٠ + (detA+ ٢a١٢c) ∈ U(R).

است. تمیز قویا M٢(R) در A ،۴.١.٣ لم به بنا رو، این از

چون .w ∈ J(R) نتیجه در .w = −t−١a١٢a٢١ و a١٢a٢١ ∈ J(R) کنیم فرض دوم: حالت

مͬ�دهد نشان (٢) برهان حال است. پذیر حل R در x٢ − x = w ی معادله فرض، به بنا پس ،٢ ∈ J(R)

است. تمیز قویا M٢(R) در A

قویا نیز S آنͽاه باشد، تمیز قویا R اگر باشد، پوشا همریختͬ ͷی φ : R→ S کنیم فرض .٩.١.٣ ملاحظه

است. تمیز



۵٠ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

کنیم فرض .R/kerφ ∼= S داریم یͺریختͬ اول قضیه به بنا پس است، پوشا همریختͬ φ چون برهان.

دارند وجود u ∈ U(R) یͺه�ی و e ∈ R خودتوان بنابراین است. تمیز قویا R فرض، به بنا طرفͬ از .a ∈ R

.a = e+ u+ kerφپس .a = a+ kerφ ∈ R/kerφ مͬ�دهیم قرار .eu = ue و a = e+ u که طوری به

داریم طرفͬ از

(u+ kerφ)(u−١ + kerφ) = uu−١ + kerφ = ١+ kerφ.

R/kerφپس ،e(u+ kerφ) = (u+ kerφ)e چون است. (u+ kerφ) وارون ،(u−١ + kerφ) نتیجه در

است. تمیز قویا S رو این از است. تمیز قویا

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١٠.١.٣ قضیه

است. تمیز قویا M٢(R) (١)

است. تمیز قویا M٢(R[[x]]) (٢)

است. تمیز قویا M٢(R[x]/(x
n)) ،n ≥ ١ هر برای (٣)

و است جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی S مͬ�کنیم ادعا .S = R[[x]] کنیم فرض .(٢) ⇐ (١) برهان.

J(S) = J(R) + xS.

N چون ماکسیمالͬ ایده�آل بنابراین نیست. S ماکسیمال ایده�آل تنها J(S) لذا نباشد، موضعͬ S کنیم فرض

f(x) /∈ J(S) که دارد وجود f(x) = c٠+ c١x+ · · · ∈ N نتیجه در .J(S) ⊂ N که طوری به دارد وجود

پس است، موضعͬ حلقه�ی R چون .c٠ /∈ J(R) لذا .c١x + c٢x
٢ + · · · ∈ xS نتیجه در .ci ∈ R و

،J(S) = J(R)+xS دادن نشان برای است. موضعͬ حلقه�ی Sپس .f(x) ∈ U(S) نتیجه در .c٠ ∈ U(R)

هر برای پس است، موضعͬ حلقه�ی S چون .ai ∈ R که f(x) = a٠ + a١x + · · · ∈ J(S) کنیم فرض

داریم: ،bi ∈ R که g(x) = b٠ + b١x+ · · · ∈ S



۵١ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

١− g(x)f(x) = ١− b٠a٠ + (b١a١ + b٢a٢x+ · · · )x ∈ U(S).

f(x) چون .f(x) = a٠ + (S)x ∈ J(R) + Sx رو این از .a٠ ∈ J(R) پس .١ − b٠a٠ ∈ U(R) لذا

.J(S) = J(R) + Sxپس است، دلخواه

ͷی ،r + J(R) 7−→ r + J(S) ضابطه�ی با φ : R/J(R) −→ S/J(S) نͽاشت که است واضح

.S/J(S) ∼= R/J(R) لذا است. حلقه��ای یͺریختͬ

مͬ�دهیم قرار ،w ∈ J(S) هر برای .٢ ∈ U(S) بنابراین ،٢ ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

w = j + c١x+ c٢x
٢ + · · ·

طوری به دارد وجود (i = ٠,١, · · · ) ai ∈ R دهیم مͬ نشان . ci ∈ R ،i ⩾ ١ هر برای و j ∈ J(R) که

نتیجه در ،c٠ = ١+ j ∈ U(R) کنیم فرض .y = −١+ a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · · که y٢ + ٢y = w که

y٢ + ٢y = w ⇔ (y + ٢(١ = ١+ w ⇔ (
∞∑
i=٠

aix
i)٢ =

∞∑
i=٠

cix
i

اگر تنها اگرو

a٢٠ + (a٠a١ + a١a٠)x
١ + (a٠a٢ + a١a١ + a٢a٠)x

٢ + (a٠a٣ + a١a٢ + a٢a١ + a٣a٠)x
٣ + · · ·+

(a٠ak+١ + a١ak + · · ·+ aka١ + ak+١a٠)x
k+١ + · · · = c٠ + c١x

١ + c٢x
٢ + · · · .

داریم: k = ٠,١,٢, · · · برای یعنͬ

a٢٠ = c٠, a٠ak+١ + a١ak + · · ·+ aka١ + ak+١a٠ = ck+١.

داریم: k = ٠,١,٢, · · · برای نتیجه در

٢a٠ak+١ = ck+١ − (a١ak + · · ·+ aka١).

که دارد وجود b٠ ∈ R ،(١) بند قبل قضیه�ی به بنا پس ،j ∈ J(R) و است تمیز قویا M٢(R) چون

صورت این در .a٠ = ١+ b٠ کنیم فرض .b٢٠ + ٢b٠ = J
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a٢٠ = (١+ b٢(٠ = b٢٠ + ٢b٠ + ١ = j + ١ = c٠.

ی رابطه از را ai هر لذا .٢a٠ ∈ U(R) داریم پس ،٢ ∈ U(R) و c٠ ∈ U(R) چون

ak+١ = (٢a٠)−١[ck+١ − (a١ak + · · ·+ aka١)],

است. پذیر حل S در y٢ + ٢y = w نتیجه در ساخت. مͬ�توان

،w ∈ J(R) هر برای .R/J(R) ∼= S/J(S) ∼= Z٢ بنابراین .R/J(R) ∼= Z٢ کنیم فرض دوم: حالت

نشان .ci ∈ R ،i ≥ ١ هر برای و c٠ ∈ J(R) که طوری به w = c٠ + c١x + c٢x
٢ + · · · مͬ�دهیم قرار

.y = a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · · که y٢ − y = w که طوری به دارد وجود (i = ٠,١, · · · )ai ∈ R مͬ�دهیم

داریم:

y٢ − y = w,

اگر تنها و اگر

c٠ + c١x+ c٢x
٢ + · · · = (a٠ + a١x+ a٢x

٢ + · · · )٢ − (a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · · )

= a٢٠ − a٠ + (a٠a١ + a١a٠ − a١)x+ (a٠a٢ + a٢١ + a٢a٠ − a٢)x
٢ + · · ·

اگر تنها و اگر

a٢٠−a٠ = c٠, a٠ak+١+a١ak+ · · ·+aka١+ak+١a٠−ak+١ = ck+١, (k = ٠,١, · · .(برای·

نتیجه در

a٢٠ − a٠ = c٠, (٢a− ١)ak+١ = ck+١ − (a١ak + · · ·+ aka١).

.a٢٠−a٠ = c٠ که دارد وجود a٠ ∈ R قبل، قضیه�ی به بنا پس ،c٠ ∈ J(R) و است تمیز (R)M٢قویا چون

نتیجه مͬ�توان استقرایͬ طور به k = ٠,١, · · · برای بنابراین .٢a٠ − ١ ∈ U(R) پس ،٢ ∈ J(R) چون

که گرفت



۵٣ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

ak+١ = (٢a− ١−(١[ck+١ − (a١ak + · · ·+ aka١)].

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات ،(٢) بند قبل قضیه�ی به بنا رو این از است. پذیر حل S در y٢−y = w نتیجه در

w١, w٢ هر برای .S/J(S) ≇ Z٢ و ٢ ∈ J(S) بنابراین .R/J(R) ≇ Z٢ و ٢ ∈ J(R) سوم: حالت

که طوری به w٢ = c٠ + c١x + c٢x
٢ + · · · و w١ = b٠ + b١x + b٢x

٢ + · · · مͬ�دهیم قرار J(R) در

که دارد وجود (i = ٠,١, · · · ) ai ∈ R مͬ�دهیم نشان .bi, ci ∈ R ،i ≥ ١ هر برای و b٠, c٠ ∈ J(R)

،y = a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · · که y٢ + (١+ w١)y = w٢

اگر تنها و اگر ،y٢ + (١+ w١)y = w٢ داریم

c٠ + c١x+ c٢x
٢ + · · · = (a٠ + a١x+ a٢x

٢ + · · · )٢ + (١+ b٠ + b١x+ b٢x
٢ + · · · )(a٠ + a١x+ a٢x

٢ + · · · )

= a٢٠ + (a٠a١ + a١a٠)x+ · · ·+ (a٠ak+١ + a١ak + · · ·+ aka١ + ak+١a٠)x
k+١ + · · ·

+ (١+ b٠)a٠ + (a١ + b٠a١)x+ (a٢ + b٠a٢ + b١a١)x+ (a٣ + b٠a٣ + b١a١ + b٢a٠)x
٢

+ · · ·+ (ak+١ + b٠ak+١ + b١ak + · · ·+ bkb١ + bk+١a٠)x
k+١

k = ٠,١, · · · برای و a٢٠ − (١+ b٠)a٠ = c٠ اگر تنها و اگر

a٠ak+١ + a١ak + · · ·+ aka١ + ak+١a٠ + (١+ b٠)ak+١ + b١ak + · · ·+ bka١ + bk+١a٠ = ck+١.

نتیجه در

k = ٠,١, · · · برای و a٢٠ + (١+ b٠)a٠ = c٠.

(١+ ٢a٠ + b٠)ak+١ = ck+١ − (a١ak + · · ·+ aka١)− (b١ak + · · ·+ bka١ + bk+١a٠).

که دارد وجود a٠ ∈ R ،(٣) بند قبل قضیه�ی به بنا پس ،b٠, c٠ ∈ J(R) و است تمیز قویا M٢(R) چون

داریم: پس ،٢ ∈ J(R) چون .a٢٠ + (١+ b٠)a٠ = c٠

١+ ٢a٠ + b٠ ∈ U(R).
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داریم k = ٠,١, · · · برای بنابراین

ak+١ = (١+ ٢a٠ + b١−(٠[ck+١ − (a١ak + · · ·+ aka١)− (b١ak + · · ·+ bka١ + bk+١a٠)].

کامل ،(٣) بند ٨.١.٣ قضیه�ی از (٢) اثبات نتیجه در است. پذیر حل S در y٢+(١+w١)y = w٢ بنابراین

مͬ�شود.

نشان است. S از پوچتوان ایده�آل ͷی (x)/(xn) مͬ�دانیم .S = R[x]/(xn) کنیم فرض .(٣) ⇐ (١)

.α+(xn) ∈ J(R)+(xn)صورت این در .α ∈ J(R) فرضکنیم .[J(R)+(xn)]/(x) ⊆ J(S) مͬ�دهیم

f(x) = a٠ + a١x + · · · + هر برای حال .١ − rα ∈ U(R) ، r ∈ R هر برای پس ،α ∈ J(R) چون

داریم: .١− αf(x) + (xn) ∈ U(S) مͬ�دهیم نشان ،an−١xn−١ + (xn) ∈ S

١− α(a٠ + a١x+ a٢x
٢ + · · ·+ an−١x

n−١ + (xn) =

(١− a٠α) + αa١x+ αa٢x
٢ + · · ·+ αan−١x

n−١ + (xn) = (١− a٠α) + (xn).

نتیجه در .α ∈ J(S) پس .١− αf(x) + (xn) ∈ U(S) لذا .١− a٠α ∈ U(R) بنابراین

[J(R) + (xn)]/(xn) ⊆ J(S).

پس .[J(R) + (x)]/(xn) ⊆ J(S) بنابراین

R[x]/(xn)

[J(R) + (x)]/(xn)
∼=

R[x]

J(R) + (x)
.

. R[x]

J(R) + (x)
∼=

R

J(R)
مͬ�دهیم نشان

نظر در را φ(a٠ + a١x + · · · + anx
n) = a٠ + J(R) ضابطه�ی با φ : R[x] −→ R/J(R) نͽاشت

پس .ai, bi ∈ R که a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n کنیم فرض مͬ��گیریم.

(a٠ − b٠) + (a١ − b١)x+ · · ·+ (an − bn)x
n = ٠.

است. خوشتعریف φ لذا .a٠+J(R) = b٠+J(R) بنابراین .a٠ = b٠, a١ = b١, · · · , an = bn نتیجه در

چون



۵۵ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

kerφ = (x) + J(R),

داریم: یͺریختͬ اول قضیه به بنا نتیجه در .R[x] ∼= R

J(R)
بنابراین است. ͷی به ͷی φپس

R[x]

J(R) + (x)
∼=

R

J(R)
.

نتیجه در

R[x]/(xn)

[J(R) + (x)/(xn)
∼=

R[x]

J(R) + (x)
∼=

R

J(R)
.

طرفͬ از است. میدان نیز ، S

[J(R) + (x)]/(xn)
پس است، میدان R/J(R) چون

٠ ⊊ [J(R) + (x)]/(xn) ⊆ J(S),

ثابت حͺم ،(٢) ⇐ (١) برهان مشابه حال است. موضعͬ S لذا .[J(R) + (x)]/(xn) = J(S) نتیجه در

شود. )مͬ
f١ f٢
f٣ f۴

)
7−→ ضابطه�ی با φ : M٢(R[[x]]) −→ M٢(R) نͽاشت وضوح به .(١) ⇐ (٣)یا(٢)

.M٢(R[[x]]) ∼=M٢(R) پس است. حلقه�ها از یͺریختͬ ͷی ،
(
f(٠)١ f(٠)٢
f(٠)٣ f۴(٠)

)
،
(
f١ + (xn) f٢ + (xn)
f٣ + (xn) f۴ + (xn)

)
7−→

(
f(٠)١ f(٠)٢
f(٠)٣ f۴(٠)

)
ضابطه�ی با ψ :M٢(R[x]/(x

n)) −→M٢(R)اشتͽن

از همریخت تصویر M٢(R) پس است. حلقه�ها از یͺریختͬ ͷی ،ψ بوضوح گیریم. مͬ نظر در را

است. تمیز قویا بنابراین است، M٢(R[x]/(x
n)) و M٢(R[[x]])

هستند. تمیز قویا M٢(Ẑp[x]/(x
n)) و M٢(Ẑp[[x]]) ،p اول عدد هر برای .١١.١.٣ نتیجه

است. برقرار نتیجه قبل، قضیه�ی به بنا پس است، تمیز قویا M٢(Ẑp) چون برهان.

مͬ�کنیم: تعریف چنین را RGصورت این در باشد. گروه ͷیG و حلقه ͷی R فرضکنیم تعریف١٢.١.٣.

RG =

{
n∑

i=١
rigi | ri ∈ R , gi ∈ G

}
.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را RG روی ضرب و جمع ،gi, hj ∈ G و ri, sj ∈ R هر برای همچنین
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n∑
i=١

rigi +
m∑
j=١

sjhj = r١g١ + · · ·+ rngn + s١h١ + · · ·+ smhm,

(
n∑

i=١
rigi)(

m∑
j=١

sjhj) =
n∑

i=١

m∑
j=١

(risj)(gihj).

R روی G گروهͬ حلقه�ی را حلقه این است. حلقه ͷی فوق عمل دو با RG داد نشان توان مͬ سادگͬ به

مͬ�نامیم.

باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١٣.١.٣ لم

.R/J(R) ∼= RC٢/J(RC٢) و J(RC٢) = {r٠ + r١g : r٠ + r١ ∈ J(R)} آنͽاه ،٢ ∈ J(R) اگر (١)

است. موضعͬ RC٢ خاص، حالت در

.RC٢ ∼= R⊕R آنͽاه ،٢ ∈ U(R) اگر (٢)

آنͽاه ،a٢ − b٢ ∈ U(R) اگر که مͬ�دانیم .RC٢ = {a+ bg : a, b ∈ R} مͬ�دهیم قرار برهان.

(a٢ − b٢) = (a− bg)(a+ bg) = a٢ − b٢g٢ = a٢ − b٢,

داریم: بالا تساوی طرفین در ،(a٢ − b١−(٢ و (a+ bg)−١ ضرب از

(a٢ − b١−(٢(a٢ − b٢)(a+ bg)−١ = (a٢ − b١−(٢(a− bg)(a+ bg)(a+ bg)−١

(a+ bg)−١ = (a٢ − b١−(٢(a− bg).

کنیم فرض است. RC٢ از ایده�آلͬ ∆ مͬ�دهیم نشان .∆ = {a + bg : a + b ∈ J(R)} کنیم فرض

پس .a+ b, c+ d ∈ J(R) صورت این در .a+ bg, c+ dg ∈ ∆

(a+ b) + (c+ d) = (a+ c) + (b+ d) ∈ J(R).



۵٧ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

پس .a+ bg ∈ ∆ و r٠ + r١g ∈ RC٢ کنیم فرض .(a+ c) + (b+ d)g = a+ bg + c+ dg ∈ ∆ لذا

(r٠ + r١g)(a+ bg) = r٠a+ r٠bg + r١ag + r١bg
٢

= r٠a+ r٠bg + r١ag + r١b

= (r٠a+ r١b) + (r٠b+ r١a)g.

.∆ ⊴ RC٢ لذا .(r٠ + r١g)(a+ bg) ∈ ∆ بنابراین

داریم: ،a+ bg ∈ ∆ هر برای

(١+ a)٢ − b٢ = ١+ ٢a+ a٢ − b٢ = ١+ [٢a+ (a٢ − b٢)] ∈ U(R).

.∆ ⊆ J(RC٢) لذا .a+ bg ∈ J(RC٢) نتیجه در .١+ (a+ bg) = (١+ a) + bg ∈ U(RC٢) بنابراین

.∆ = J(RC٢) بنابراین .J(RC٢) ⊆ ∆ که است واضح طرفͬ از

،r + J(R) 7→ r + J(RC٢) ضابطه�ی با R/J(R) −→ RC٢/J(RC٢) نͽاشت که است واضح

پس است، میدان R/J(R) چون .R/J(R) ∼= RC٢/J(RC٢) لذا . است حلقه�ها از یͺریختͬ ͷی

لذا .J(RC٢) = r + J(RC٢) که است واضح r ∈ J(R) هر برای طرفͬ از است. میدان RC٢/J(RC٢)

است. موضعͬ RC٢

نͽاشت .١٢ ∈ R لذا .٢ ∈ U(R) کنیم فرض (٢)

φ : RC٢ −→ R⊕R

فرض ،a١ + b١g, a٢ + b٢g ∈ RC٢ هر برای مͬ�گیریم. نظر در را a+ bg 7→ (a+ b, a− b) ضابطه�ی با

نتیجه در .a١ = a٢, b١ = b٢ لذا .a١ − a٢ + b١g − b٢g = ٠ پس .a١ + b١g = a٢ + b٢g کنیم

همریختͬ φ مͬ�دهیم نشان حال است. خوشتعریف φ لذا .(a١ + b١, a١ − b١) = (a٢ + b٢, a٢ − b٢)



۵٨ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

است.

φ(a١ + b١g + a٢ + b٢g) = φ(a١ + a٢ + (b١ + b٢)g) = (a١ + a٢ + b١ + b٢, a١ + a٢ − b١ − b٢)

= (a١ + b١ + a٢ + b٢, a١ − b١ + a٢ − b٢) = (a١ + b١, a١ − b١) + (a٢ + b٢, a٢ − b٢)

φ((a١ + b١g)(a٢ + b٢g)) = φ(a١a٢ + a١b٢g + a٢b١g + b١b٢g
٢)

= (a١a٢ + b١b٢ + a١b٢ + a٢b١, a١a٢ + b١b٢ − a١b٢ − a٢b١)

= ((a١ + b١)(a٢ + b٢), (a١ − b١)(a٢ − b٢)) = (a١ + b١, a١ − b١)(a٢ + b٢, a٢ − b٢).

.RC٢ ∼= R⊕R لذا است. پوشا و ͷی به ͷی ،φ بوضوح

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١۴.١.٣ قضیه

است. تمیز قویا M٢(R) (١)

است. تمیز قویا M٢(RC٢) (٢)

.S = RC٢ کنیم فرض مͬ�کنیم. ثابت را (٢) ⇐ (١) زیر، مورد سه بررسͬ با برهان.

M٢(S) چون .RC٢ = R⊕R داریم قبل لم به بنا صورت این در .٢ ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

است. تمیز قویا M٢(S) ∼=M٢(R)⊕M٢(R) پس است، M٢(R)⊕M٢(R) همریخت تصویر

برای .Z٢ ∼= R/J(R) ∼= S/J(S) صورت این در .R/J(R) ∼= Z٢ کنیم فرض دوم: حالت

.x = x٠ + x١g که x٢ − x = w که طوری به دارند وجود x٠, x١ ∈ R مͬ�دهیم نشان ،w ∈ J(S)

که دارد وجود a٠ ∈ R ،٨.١.٣ قضیه به بنا لذا .r٠ + r١ ∈ J(R) که w = r٠ + r١g داریم قبل لم از

پس .x٠ = a٠ − x١ کنیم فرض .a٢٠ − a٠ = r٠ + r١

x٢ − x = w ⇔ ٢x٢١ + (١− ٢a٠)x١ = −r١.



۵٩ است تمیز قویا ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی آن تحت که شرایطͬ .١.٣

،٢a١−٠ ∈ U(R) چون است. پذیر حل R در ٢y٢+(٢−١a٠)y = −r١ که دهیم نشان کافیست بنابراین

داریم: بالا معادله�ی در y = (٢a٠ − ١)z جایͽذاری با پس

−r١ = ٢y٢ + (١− ٢a٠)y

= ٢)٢a٠ − ٢(١z٢ + (١− ٢a٢)(٠a٠ − ١)z

= ٢)٢a٠ − ٢(١z٢ − (٢a٠ − ٢(١z

= (٢a٠ − ٢)٢(١z٢ − z).

٢z٢−z = b معادله�ی دهیم نشان کافیست بنابراین .b = −r١(٢a١−٠)−٢ که ٢z٢−z = b اگر تنها و اگر

.٢z٢٠ − z٠ = b که دارد وجود z٠ ∈ R ،٨.١.٣ قضیه�ی به بنا پس ،٢b ∈ J(R) چون است. پذیر حل R در

نشان .١− z٠ ∈ U(R) پس است، موضعͬ R چون . z٠ ∈ J(R) کنیم فرض مͬ�توانیم ،١.١.٣ لم به بنا و

کند: مͬ صدق ٢z٢ − z = b معادله�ی در z = b(z٠ − ٢(١ مͬ�دهیم

٢z٢ − z = ٢b٢(z٠ − ٢−(١ − b(z٠ − ١−(١ = ٢b٢(z٠ − ٢−(١ − b(z٠ − ١−(١

= bz٠(z٠ − ١)(z٠ − ٢−(١ − b(z٠ − ١−(١ = bz٠(z٠ − ١−(١ − b(z٠ − ١−(١

= (bz٠ − b)(z٠ − ١−(١ = (b(z٠ − ١))(z٠ − ١−(١ = b.

.S/J(S) ≇ Z٢ و ٢ ∈ J(S) آنͽاه .R/J(R) ≇ Z٢ و ٢ ∈ J(R) کنیم فرض سوم: حالت

که x٢ + (١ + w١)x = w٢ که طوری به دارند وجود x٠, x١ ∈ R مͬ�دهیم نشان ،w١, w٢ ∈ J(S) برای

.r٠+r١, s٠+s١ ∈ J(R) که دارند وجود w٢ = s٠+s١gو w١ = r٠+r١g قبل، لم به بنا .x = x٠+x١g

فرض .a٢ + (١ + r٠ + r١)a = s٠ + s١ که دارد وجود a ∈ R ،٨.١.٣ قضیه�ی (٣) بند به توجه با پس

نتیجه در .x٠ = a− x١ کنیم

x٢ + (١+ w١)x = w٢ ⇔ ٢x٢١ − (١+ ٢a+ r٠ − r١)x١ = r١a− s١.

چون است. پذیر حل R در ٢y٢ − (١+ ٢a+ r٠ − r١)y = r١a− s١ معادله�ی دهیم نشان کافیست



۶٠ است؟ تمیز قویا جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی روی ٢× ٢ ماتریس�های حلقه�ی هنͽام چه .٣

١+ ٢a+ r٠ − r١ = ١+ ٢a+ (r٠ + r١)− ٢r١ ∈ U(R).

داریم: بالا معادله�ی در y = (١+ ٢a+ r٠ − r١)z جایͽذاری با

r١a− s١ = ٢y٢ − (١+ ٢a+ r٠ − r١)y

= ١))٢+ ٢a+ r٠ − r١)z)
٢ − (١+ ٢a+ r٠ − r١)(١+ ٢a+ r٠ − r١)z

= (١+ ٢a+ r٠ − r١)
٢)٢z٢ − z).

معادله�ی دهیم نشان کافیست بنابراین .(١+ ٢a+ r٠− r١)
−٢(r١a− s١) که ٢z٢− z = b اگر تنها و اگر

،٨.١.٣ قضیه�ی (٣) بند به توجه با پس ،٢,٢b ∈ J(R) چون است. پذیر حل R در ٢z٢ − z = b

بنابراین .z٠ ∈ J(R) کنیم فرض مͬ�توانیم ،١.١.٣ لم به بنا پس .z٢٠ − z٠ = ٢ که دارد وجود z٠ ∈ R

مͬ�کند: صدق ٢z٢ − z = b معادله�ی در z = b(z٠ − ١−(١ مͬ�دهیم نشان لذا .١− z٠ ∈ U(R)

٢b٢(z٠ − ٢−(١ − b(z٠ − ١) = ٢b · b(z٠ − ٢−(١ − b(z٠ − ١−(١

= b(z٠(z٠ − ١))(z٠ − ٢−(١ − b(z٠ − ١−(١

= bz٠(z٠ − ١−(١ − b(z٠ − ١−(١

= (bz٠ − b)(z٠ − ١−(١ = b(z٠ − ١)(z٠ − ١−(١

= b.

است. تمیز قویا M٢(S) است.لذا پذیر حل S در x٢ + (١+ w١)x = w٢ لذا

است. تمیز قویا پس است، M٢(RC٢) از همریختͬ تصویر M٢(R) چون :(١) ⇐ (٢)

است. تمیز قویا M٢(ẐpC٢) ،p اول عدد هر برای .١۵.١.٣ نتیجه

است. تمیز قویا نیز M٢(ẐpC٢) ،١۴.١.٣ قضیه�ی به بنا پس است، تمیز قویا M٢(Ẑp) چون برهان.



۴ فصل

حلقه روی تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های
موضعͬ

۶١



تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های ١.۴

یͺه A − I یا باشد یͺه A اگر تنها و اگر است تمیز قویا A ،٢ × ٢ ماتریس مͬ�دهیم نشان فصل، این در

باشد. شدنͬ قطری A یا باشد،

w ∈ J(R) و باشد اول ایده�آل ͷی J(R) که طوری به باشد موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١.١.۴ لم

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در .u ∈ U(R) و

است. پذیر حل R در x٢ − ux = w معادله�ی (١)

است. پذیر حل U(R) در x٢ − ux = w معادله�ي (٢)

است. پذیر حل J(R) در x٢ − ux = w معادله�ی (٣)

شود. مͬ اثبات ،١.١.٣ لم برهان مشابه برهان.

داشته را ویژگͬ آن Aماتریس متشابه ماتریس�های تمام اگر گوییم، پایا متشابه را ویژگͬ ͷی .٢.١.۴ تعریف

باشند.

هستند. پایا متشابه تمیزها قویا و trA ،detA مثال، برای

کنیم فرض و باشد. اول J(R) که طوری به باشد جابجایͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٣.١.۴ گزاره

این در .det(A − I) /∈ U(R) و w ∈ J(R) ،a١١, a١٢ ∈ U(R) که A =

(
a١١ a١٢
w ٠

)
∈ M٢(R)

معادلند: زیر گزاره�های صورت

است. تمیز Aقویا (١)

است. پذیر حل R در x٢ − x =
detA

(trA)٢ − ۴detA معادله�ی (٢)

است. پذیر حل R در A مشخصه�ی معادله�ی ،x٢ − (trA)x+ detA = ٠ (٣)



۶٣ تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های .١.۴

.(٣) ⇐ (٢) ⇐ (١) ⇐ (٣) داد: خواهیم نشان برهان.

یعنͬ ،A مشخصه�ی معادله�ی کنیم فرض :(١) ⇐ (٣)

x٢ − (trA)x+ detA = ٠ (∗)

،detA = ٠− wa١٢ = −wa١٢ ∈ J(R) و trA = a١١ + ٠ = a١١ ∈ U(R) چون باشد. پذیر حل R در

(∗) معادله�ی در که دارند وجود λ٢ = trA − λ١ = a١١ − λ١ ∈ U(R) و λ١ ∈ J(R) ،١.١.۴ لم به بنا

P = (X١, X٢) ∈ M٢(R) که دارند وجود A از X٢ و X١ ویژه بردار دو مͬ�دهیم، نشان مͬ�کنند. صدق

پس است. پذیر وارون

P−١AP =

(
λ١ ٠
٠ a١١ − λ١

)
=

(
١ ٠
٠ ٠

)
+

(
λ١ − ١ ٠
٠ a١١ − λ١

)
مͬ�شود. کامل گزاره اثبات صورت این� در است. تمیز قویا

صورت این در .X٢ =

(
a١١ − λ١

w

)
و X١ =

(
a١٢

−(a١١ − λ١)

)
کنیم فرض

AX١ =

(
a١١ a١٢
w ٠

)(
a١٢

−(a١١ − λ١)

)
=

(
a١١a١٢ − a١٢a١١ + a١٢λ١

wa١٢

)
.

داریم پس ،trA = λ٢ + λ١ و مͬ�کند صدق x٢ − trAx = −detA معادله�ی در λ١ چون

λ٢١ − (λ٢ + λ١)λ١ = a١٢w.

داریم: طرفͬ از .a١٢w = −λ٢λ١ نتیجه در

AX١ =

(
a١٢λ١
−λ٢λ١

)
= λ١

(
a١٢

−(a١١ − λ٠)

)
= λ١X١,

AX٢ =

(
a١١ a١٢
w ٠

)(
λ٢
w

)
=

(
a١١λ٢ + a١٢w

wλ٢

)
=

(
a١١λ٢ − λ٢λ١

wλ٢

)
= λ٢

(
λ٢
w

)
=

(
a١١ − λ١

w

)
= λ٢X٢ = (a١١ − λ١)X٢.



۶۴ موضعͬ حلقه روی تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های .۴

ماتریس هستند. ویژه های بردار X٢ و X١ پس

P = (X١, X٢) =

(
a١٢ a١١ − λ١

−(a١١ − λ١) w

)
طرفͬ از .detP = a١٢w + (a١١ − λ١)

٢ ∈ U(R) زیرا است پذیر معͺوس

detP = −λ١λ٢ + λ٢٢ = λ٢(λ٢ − λ١).

بنابراین

P−١AP =
١

λ٢(λ٢ − λ١)

(
w −(a١١ − λ١)

(a١١ − λ١) a١٢

)(
a١١ a١٢
w ٠

)
P

=
١

λ٢(λ٢ − λ١)

(
a١١w − (a١١ − λ١)w a١٢w
(a١١ − λ١)a١١ + a١٢w (a١١ − λ١)a١٢

)
P

=
١

λ٢(λ٢ − λ١)

(
λ١w a١٢w

(a١١ − λ١)a١١ + a١٢w (a١١ − λ١)a١٢

)(
a١٢ a١١ − λ١

−(a١١ − λ١) w

)
=

١
λ٢(λ٢ − λ١)(

a١٢λ١w − (a١١ − λ١)a١٢w (a١١ − λ١)λ١w + a١٢w
٢

(a١١ − λ١)a١١a١٢ + a٢١٢w − (a١١ − λ١)
٢a١٢ (a١١ − λ١)

٢a١١ + (a١١ − λ١)a١٢w + (a١١ − λ١)a١٢w

)

مͬ�کنیم. جایͽذاری بالا ماتریس در را a١٢w = −λ٢λ١ عبارت

داریم: (١,١)-ام ازدرایه�ی نتیجه در

λ١(−λ١λ٢)− λ٢(−λ١λ٢) = −λ٢١λ٢ + λ١λ
٢
٢ = λ١λ٢(λ٢ − λ١).

داریم: -ام (١,٢) درایه از

λ٢λ١w − λ٢λ١w = ٠.

داریم: (٢,١)-ام درایه�ی از

a٢١١a١٢ − λ١(λ١ + λ٢)a١٢ − (λ٢λ١)a١٢ − a٢١١a١٢ − λ٢١a١٢ + ٢λ٢١a١٢ + ٢λ١λ٢a١٢ =

a٢١١a١٢ − λ٢١a١٢ − λ١λ٢a١٢ − λ١λ٢a١٢ − a٢١١a١٢ − λ٢١a١٢ + ٢λ٢١a١٢ + ٢λ١λ٢a١٢ = ٠.



۶۵ تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های .١.۴

داریم: (٢,٢)-ام درایه�ی از

λ٢٢(λ١ + λ٢) + λ٢(−λ١λ٢ + λ٢(−λ١λ٢) = λ٢٢λ١ + λ٣٢ − λ٢٢λ١ − λ٢٢λ١

= λ٣٢ − λ٢٢λ١

= λ٢٢(λ٢ − λ١).

نتیجه در

P−١AP =


λ١λ٢(λ٢ − λ١)

λ٢(λ٢ − λ١)
٠

٠
λ٢٢(λ٢ − λ١)

λ٢(λ٢ − λ١)


=

(
λ١ ٠
٠ λ٢

)
=

(
١ ٠
٠ ٠

)
+

(
λ١ − ١ ٠
٠ a١١ − λ١

)
,

detB = (λ١ − ١)(a١١ − λ١) = (a١١ − λ١ + ١)λ١ − a١١ ∈ U(R).

و
(
١ ٠
٠ ٠

)٢
=

(
١ ٠
٠ ٠

)
که است )واضح

١ ٠
٠ ٠

)(
λ١ − ١ ٠
٠ a١١ − λ١

)
=

(
λ١ − ١ ٠
٠ a١١ − λ١

)(
١ ٠
٠ ٠

)
.

است. تمیز قویا Aپس است. تمیز قویا عبارت ͷی P−١AP لذا

EU = UE ،E٢ = E Aکه =

(
a b
c d

)
+

(
a١١ − a a١٢ − b
w − c −d

)
= E+U فرضکنیم :(٢) ⇐ (١)

داریم ،EU = UE اینͺه از .detU ∈ U(R) و

EU =

(
a b
c d

)(
a١١ − a a١٢ − b
w − c −d

)
=

(
a١١a− a٢ + bw − bc a١٢a− ba− bd

a١١c− ca+ dw − dc a١٢c− bc− d٢

)
,

UE =

(
a١١ − a a١٢ − b
w − c −d

)(
a b
c d

)
=

(
a١١a− a٢ + a١٢c− bc a١١b− ab+ a١٢d− bd

wa− ca− dc wb− cb− d٢

)
.

پس ،a١٢c = bw که مͬ�گیریم نتیجه (١,١)-ام درایه�های تساوی از

c =
bw

a١٢
∈ J(R). (١.۴)



۶۶ موضعͬ حلقه روی تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های .۴

پس .a١١b = (a− d)a١٢ که مͬ�گیریم نتیجه (١,٢)-ام درایه�های تساوی از

b =
(a− d)a١٢

a١١
. (٢.۴)

به بنا پس ،(a١٢ − b)(w − c) ∈ J(R) و detU = (a١١ − a)(−d)− (a١٢ − b)(w − c) ∈ U(R) چون

مͬ�گیریم نتیجه ،١.۴ رابطه�ی

a١١ − a ∈ U(R), d ∈ U(R). (٣.۴)

داریم: ،E٢ = E اینͺه از

E٢ =

(
a b
c d

)(
a b
c d

)
=

(
a٢ + bc ab+ bd

ca+ dc cb+ d٢

)
=

(
a b
c d

)
= E.

داریم: درایه�ها نظیر به نظیر تساوی از

a− a٢ = bc,

b(a+ d− ١) = ٠,

c(a+ d− ١) = ٠,

d− d٢ = bc.

لذا .a− a٢ = d− d٢ نتیجه در

(a− d)(١− a− d) = ٠. (۴.۴)

.١−a ∈ J(R) کنیم فرض .(١−a) ∈ J(R) یا a ∈ J(R)پس است، اول J(R) و a(١−a) = bc چون

.a = d نتیجه در .a − d = ٠ داریم ،۴.۴ رابطه�ی به بنا لذا .١ − a − d ∈ U(R) پس ،d ∈ U(R) چون

پس .a = a٢ لذا .a − a٢ = bc = ٠ بنابراین .b = c = ٠ که گیریم مͬ نتیجه ،٢.۴ و ١.۴ روابط از

معͺوس U چون .U = A− I یا U = A نتیجه در .a = ١ یا a = پس٠ است، اول J(R) چون .E = aI

لذا .a ∈ J(R) بنابراین است. تناقض در گزاره فرض با که است. پذیر معͺوس نیز A− I پس است، پذیر
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نتیجه ،۴.١.٣ لم از حال .d = ١− aپس .١− a− d = ٠ داریم ،۴.۴ رابطه�ی به بنا لذا است. یͺه a− d

بنابراین .sc = a٢)٢١a− ١) و sb = a٢)١٢a− ١) ،a− a٢ = bc که گیریم مͬ

a− a٢ = bc = s−٢a١٢a٢)٢١a− ٢(١.

لذا

−a١٢a٢١ = −s٢a+ s٢a٢ + ۴a١٢a٢١a٢ − ۴a١٢a٢١a

= (s٢ + ۴a١٢a٢١)a٢ − (s٢ + ۴a١٢a٢١)a

= (s٢ + ۴a١٢a٢١)(a٢ − a)

= [(trA)٢ − ۴detA](a٢ − a).

پس ،−a١٢a٢١ = detA اما

a٢ − a =
detA

(trA)٢ − ۴detA.

است. R در معادله این جواب ͷی a و است پذیر حل x٢ − x =
detA

(trA)٢ − ۴detA بنابراین

B ماتریس ابتدا باشد. پذیر حل R در x٢− x =
detA

(trA)٢ − ۴detA معادله�ی کنیم فرض :(٢) ⇐ (٣)

اگر مͬ�دهیم، نشان باشد. بالا معادله�ی آن مشخصه�ی معادله�ی که طوری به مͬ�دهیم تشͺیل را

داریم: طرفͬ از است. نظر مورد ماتریس ،B آنͽاه ،B =

 ١ ١
detA

(trA)٢ − ۴detA ٠


detB = − detA

(trA)٢ − ۴detA, trB = ١.

داریم: ،x٢ − (trB)x+ detB = ٠ معادله�ی در بالا روابط جایͽذاری با

x٢ − x =
detA

(trA)٢ − ۴detA.

نیز B مشخصه�ی معادله�ی لذا است. پذیر حل R در x٢ − x =
detA

(trA)٢ − ۴detA معادله�ی فرض، به بنا

ماتریس بنابراین .det(B− I) = detB =
detA

(trA)٢ − ۴detA ∈ J(R) داریم بعلاوه است. پذیر حل R در
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B ماتریس ،(١) ⇐ (٣) به بنا پس مͬ�کند. صدق ،(٣) بند شرایط در و گزاره فرض شرایط همه�ی در B

چون است. پذیر حل R در y٢− y =
detB

(trB)٢ − ۴detB معادله�ی ،(٢) ⇐ (١) به بنا پس است. تمیز قویا

detB

(trB)٢ − ۴detB =

− detA

(trA)٢ − ۴detA

١− ۴(− detA

(trA)٢ − ۴detA

=

− detA

(trA)٢ − ۴detA
(trA)٢ − ۴detA+ ۴detA

(trA)٢ − ۴detA

=
−detA
(trA)٢

,

داریم: x به (trA)y جایͽذاری با .y٢ − y =
−detA
(trA)٢

پس

y٢(trA)٢ − y(trA)٢ = −detA.

مͬ�شود. کامل اثباتگزاره لذا است. پذیر Rحل در اخیر معادله�ی .x٢−(trA)x+detA = ٠ نتیجه در

،x٢−x =
detA

(trA)٢ − ۴detA معادله�ی آنͽاه باشد، برقرار ٣.١.۴ گزاره�ی در (٢) بند اگر :(١) .۴.١.۴ ملاحظه

و c =
a٢١
a١١

(٢a − ١) ،b =
a١٢
a١١

(٢a − ١) ،a = x٠ کنیم فرض دارد. x٠ ∈ J(R) چون جواب ͷی

پس ،s = a٠−١١ = a١١ چون .U = A−E و E =

(
a b
c ١− a

)
∈M٢(R) فرضکنیم و .d = ١−a

x٢−x =
detA

(trA)٢ − ۴detA معادله�ی در a چون .ba١١ = sb = a١٢(٢a−١) و ca١١ = sc = w(٢a−١)

پس مͬ�کند. صدق

a٢ − a =
−wa١٢

a٢١٢ + ۴wa١٢
=

−wa١٢
s٢ + ۴wa١٢

.

بنابراین

(a٢ − a)s٢ = −wa١)١٢+ ۴a٢ − ۴a)

= −wa٢)١٢a− ٢(١.

پس ،s٢bc = wa٢)١٢a− ٢(١ چون .−wa١٢ =
(a٢ − a)s٢

(٢a− ٢(١ نتیجه در
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bc =
wa٢)١٢a− ٢(١

s٢
=

−(a٢ − a)s٢

s٢
= a− a٢.

،detU ∈ U(R) طرفͬ از .a٢١b = a١٢cپس ،a١٢c = a١٢
a١٢
a٢١

(٢a−١) و a٢١b = a٢١
a١٢
a١٢

(٢a−١) چون

است. تمیز قویا عبارت ͷی A = E + U بنابراین

است، تمیز قویا A =

(
a١١ a١٢
w ٠

)
ماتریس که مͬ�گیریم نتیجه ،٣.١.۴ گزاره�ی برهان به توجه با :(٢)

صورت این در باشد. تمیز قویا A ماتریس کنیم فرض باشد. M٢(R) در شدن قطری قابل اگر تنها و اگر

ویژه بردارهای ،٣.١.۴ گزاره�ی ،(١) ⇐ (٣) برهان به بنا پس است. پذیر حل R در آن مشخصه�ی معادله�ی

.λ٢ = trA − λ١ ∈ U(R) و λ١ ∈ J(R) که دارند وجود X٢ =

(
a١١ − λ١

w

)
و X١ =

(
a١٢

a١١ − λ١

)
متشابه B = P−١AP =

(
λ١ ٠
٠ a١١ − λ١

)
ماتریس است. پذیر معͺوس P = (X١, X٢) ∈M٢(R) لذا

ماتریس با متشابه A بنابراین است. شدنͬ قطری Aماتریس پس است، قطری B چون است. Aماتریس با

معادله�ی لذا است. A مشخصه�ی جمله�ای چند ریشه�ی λ٢ و λ١ که است D = diag(λ١, λ٢) قطری

است. تمیز قویا A ،٣.١.۴ گزاره�ی به بنا پس است. جواب دارای A مشخصه

که طوری به A ∈M٢(R) کنیم فرض و باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .۵.١.۴ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در .det(A− I) ∈ J(R) و detA ∈ J(R)

است. تمیز قویا Aماتریس (١)

است. پذیر حل R در x٢ − x− detA

(trA)٢ − ۴detA = ٠ معادله�ی (٢)

است. پذیر حل R در x٢ − (trA)x+ detA = ٠ معادله�ی (٣)

است. M٢(R) در شدنͬ قطری ماتریس ،Aماتریس (۴)

است. تمیز قویا B =

 ١ ١
detA

(trA)٢ − ۴detA ٠

ماتریس (۵)

صورت این در .det(A − I), detA ∈ J(R) که A =

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
∈ M٢(R) کنیم فرض برهان.

ماتریس ،b١٢ ∈ U(R) برخͬ برای مͬ�دهیم نشان ابتدا .trA = ١ + detA − det(A − I) ∈ U(R)
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یا a١٢ ∈ U(R) پس است، موضعͬ حلقه�ی ͷی R چون است.

 trA b١٢

−detA
b١٢

٠

 ماتریس با متشابه A

مͬ�کنیم. بررسͬ را ͷی هر زیر در .a١٢ ∈ J(R)

این�صورت در .P =

( ١ ٠
a٢٢
a١٢

١

)
کنیم فرض و .a١٢ ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

P−١AP =

( ١ ٠
−a٢٢
a١٢

١

)(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
P

=

(
a١١ a١٢

−a٢٢a١١
a١٢

+ a٢١ −a٢٢a١٢
a١٢

+ a٢٢

)( ١ ٠
a٢٢
a١٢

١

)

=

 a١١ +
a٢٢a١٢
a١٢

a١٢

−a٢٢a١١
a١٢

+ a٢١ ٠


=

 trA a١٢

−detA
a١٢

٠

 .

است. تمیز قویا Aماتریس ،٣.١.۴ گزاره�ی به بنا لذا

ماتریس متشابه A ماتریس چون .a٢١ ∈ U(R) کنیم فرض و .a١٢ ∈ J(R) کنیم فرض دوم: حالت

است. تمیز قویا Aماتریس اول، حالت به بنا بنابراین است،
(
a٢٢ a٢١
a١٢ a١١

)
پس ،detA = a١١a٢٢ − a١٢a٢١ ∈ J(R) چون باشند. J(R) در دو هر a٢١ و a١٢ کنیم فرض حال

a١١ ∈ J(R) یا a٢٢ ∈ J(R) و a١١ ∈ U(R)پس ،trA = a١١+a٢٢ ∈ U(R) چون و .a١١a٢٢ ∈ J(R)

کلیت از اینͺه بدون است،
(
a٢٢ a٢١
a١٢ a١١

)
ماتریس متشابه

(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
ماتریس چون .a٢٢ ∈ U(R) و

.P =

(
١ ١
٠ ١

)
کنیم فرض و .a١٢, a٢١, a٢٢ ∈ J(R) و a١١ ∈ U(R) کنیم فرض شود، کاسته قضیه
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این�صورت در

P−١AP =

(
١ −١
٠ ١

)(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
P

=

(
a١١ − a٢١ a١٢ − a٢٢

a٢١ a٢٢

)(
١ ١
٠ ١

)
=

(
a١١ − a٢١ a١١ − a٢١ + a١٢ − a٢٢

a٢١ a٢١ + a٢٢

)
=

(
a١١ − a٢١ b١٢

a٢١ a٢١ + a٢٢

)

،b١٢ ∈ U(R) برخͬ برای اول، حالت به بنا لذا .b١٢ = a١١ + a١٢ − a٢١ − a٢٢ ∈ U(R) که طوری به

است. تمیز قویا A لذا است.

 trA b١٢

−detA
b١٢

٠

ماتریس متشابه Aماتریس

مͬ�کنیم فرض پس دارند، را پایا متشابه ویژگͬ تمیز�ها قویا و detA, det(A− I), trA چون

A =

 trA b١٢

−detA
b١٢

٠

 .

.(١) ⇔ (٢) ⇔ (٣) ⇔ (۴) مͬ�گیریم نتیجه ،۴.١.۴ و ٣.١.۴ گزاره�های از

معادله�ی و detB = det(B− I) = − detA

(trA)٢ − ۴detA ∈ J(R) داریم: ،(۵) بند به بنا :(٢) ⇔ (۵)

است. کامل برهان لذا است. x٢ − x− detA

(trA)٢ − ۴detA = ٠ ،B مشخصه�ی

مͬ�نامیم، بدیهͬ تمیز قویا (ماتریس) عنصر را ،( A ∈ Mn(R) ماتریس ) r ∈ R عنصر .۶.١.۴ تعریف

.(det(A− I) ∈ U(R) یا detA ∈ U(R)) ١− r ∈ U(R) یا r ∈ U(R) اگر

تنها و اگر است، شدنͬ قطری λk, · · · , λ٢, λ١ هم از متمایز ویژه مقادیر با n × n ماتریس .٧.١.۴ قضیه

اگر

dimSλ١ + · · ·+ dimSλk
= n.

است. λj ویژه�ی فضای برای پایه ͷی Sλj
،j هر برای که

است. واضح برهان.
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قویا ،A ∈M٢(R) کنیم فرض و باشد جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض :(١) .٨.١.۴ ملاحظه

M٢(R) در A اگر تنها و اگر است، تمیز قویا A ،۵.١.۴ قضیه�ی به بنا این�صورت در نباشد. بدیهͬ تمیز

باشد. شدنͬ قطری

A =

(
١ ١
٠ ١

)
ماتریس�های مثال برای نیستند. شدنͬ قطری تمیز، قویا ماتریس�های همه�ی لزوما :(٢)

F که M٢(F ) در ماتریس�ها این از ͷی هیچ مͬ�دهیم نشان اما هستند. بدیهͬ تمیز قویا B =

(
٠ ١
٠ ٠

)
و

نیستند. شدنͬ قطری است، میدان

داریم: A مشخصه�ی چندجمله�ای محاسبه�ی با

PA(x) = det(xI −A) = x٢

مͬ�آوریم. بدست را x١, x٢ ویژه فضای پایه�های حال هستند. A ویژه�ي مقادیر x١ = x٢ = ٠ لذا

(٠I٢ −A)X = ٠ ⇒
(
٠ −١
٠ ٠

)(
x١
x٢

)
=

(
٠
٠

)
⇒ −x٢ = ٠.

قطری A نتیجه در ،dimSx١ = ١ ̸= ٢ بنابراین است. x١, x٢ ویژه فضاهای برای پایه�ای
(
١
٠

)
بنابراین

نیست. شدنͬ

Bداریم: مشخصه�ی چندجمله�ای محاسبه�ی با

PB(x) = det(xI −B) = (x− ٢(١

مͬ�آوریم بدست را x١, x٢ ویژه فضای پایه�های هستند. B ویژه�ی مقادیر x١ = x٢ = ١ لذا

(١× I٢ −B)X = ٠ ⇒
(
٠ −١
٠ ٠

)(
x١
x٢

)
=

(
٠
٠

)
⇒ −x٢ = ٠.

قطری B نتیجه در .dimSx١ = ١ ̸= ٢ بنابراین است. x١, x٢ ویژه فضاهای برای پایه�ای
(
١
٠

)
بنابراین

نیست. شدنͬ

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٩.١.۴ قضیه
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است. تمیز قویا M٢(R) (١)

یعنͬ A مشخصه�ی معادله ،det(A− I) ∈ J(R) و detA ∈ J(R) که A ∈M٢(R) هر برای (٢)

است. پذیر حل R در x٢ − (trA)x+ detA = ٠

معادله�ی ،det(A− I) ∈ J(R) و detA ∈ J(R) که A ∈M٢(R) هر برای (٣)

x٢ − x− detA

(trA)٢ − ۴detA = ٠

است. پذیر حل R در

است. شدنͬ قطری M٢(R) در ،det(A− I) ∈ J(R) و detA ∈ J(R) که A ∈M٢(R) هر (۴)

است. تمیز قویا B =

(
١ ١
−w ٠

)
ماتریس ،w ∈ J(R) هر برای (۵)

است. پذیر حل R در x٢ − x+ w = ٠ معادله�ی ،w ∈ J(R) هر برای (۶)

است. پذیر حل R در x٢ − ux+ w = ٠ معادله�ی ،u ∈ U(R) و w ∈ J(R) هر برای (٧)

است. تمیز قویا A آنͽاه ،det(A − I) ∈ U(R) و detA ∈ U(R) اگر ،A ∈ M٢(R) هر برای برهان.

داریم پس است، موضعͬ حلقه�ی ͷی R چون نباشند. یͺه det(A − I) و detA که کنیم فرض بنابراین

مͬ�گیریم: نتیجه ،۵.١.۴ قضیه از .trA ∈ U(R) بنابراین .detA, det(A− I) ∈ J(R)

(١) ⇔ (٢) ⇔ (٣) ⇔ (۴) ⇔ (۵)

.(٢) ⇐ (٧) ⇐ (۶) ⇐ (۵) دهیم: مͬ نشان

تمیز قویا B چون .detB = det(B − I) = w ∈ J(R) داریم ،w ∈ J(R) هر برای :(۶) ⇐ (۵)

پذیر حل R در x٢ − x+w = ٠ ،B مشخصه�ی معادله�ی که مͬ�گیریم نتیجه ،۵.١.۴ قضیه�ی از پس است،

است.
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چون مͬ�گیریم. نظر در را y٢− y+ w

u٢
= ٠ معادله�ی ،u ∈ U(R) و w ∈ J(R) هر برای :(٧) ⇐ (۶)

،x٠ = uy٠ که مͬ�دهیم نشان دارد. R در y٠ مانند جوابͬ بالا معادله�ی فرض، به توجه با پس ، w
u٢

∈ J(R)

چون است. x٢ − ux+ w = ٠ معادله برای جواب ͷی

x٢٠ − ux٠ + w = (uy٠)٢ − u٢y٠ + w = u٢(y٢٠ − y٠ +
w

u٢
) = ٠,

است. x٢٠ − ux٠ + w = ٠ معادله�ی برای جواب ͷی x٠ لذا

.( u = trA ،w = detA جایͽذاری (با است واضح :(٢) ⇐ (٧)

روی M٢(R) حلقه�ی صورت این در باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١٠.١.۴ نتیجه

است. پذیر حل R در x٢ − x+ w = ٠ معادله ،w ∈ (R) هر برای اگر تنها و اگر است، تمیز قویا R

M٢(Z(p)) حلقه�ی ٢.۴

است. تمیز قویا M٢(Z(p)) حلقه�ی آن�ها در که مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را قضایایͬ بخش این در

آنͽاه باشد، تمیز قویا A ∈ M٢(R) اگر باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١.٢.۴ گزاره

است: برقرار زیر موارد از ͬͺی دقیقا

است. پذیر −Aمعͺوس I یا A (١)

.(trA)٢ − ۴detA = u٢ ،u ∈ U(R) برخͬ برای و det(A− I) ∈ J(R) ،detA ∈ J(R) (٢)

.trA ∈ U(R)این�صورت در .detA, det(A−I) ∈ J(R) و باشد، تمیز قویا Aماتریس فرضکنیم برهان.

x٢٠− (trA)x٠+ detA = ٠ که دارد وجود x٠ ∈ R ،۵.١.۴ قضیه به بنا .(trA)٢−۴detA ∈ U(R)پس

پس .(٢x٠)٢ − ٢(trA)(٢x٠) + ۴detA = ٠ یا

(trA)٢ − ۴detA = (٢x٠ − trA)٢ = u٢.



٧۵ M٢(Z(P )) حلقه�ی .٢.۴

است. یͺه نیز uپس است، یͺه (trA)٢ − ۴detA چون

.det(A− I) ∈ U(R) detUو ∈ U(R) آنͽاه .det(A− I) /∈ J(R) و detA /∈ J(R) اگر

دامنه R و J(R) = ٢R یا که طوری به باشد. جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢.٢.۴ قضیه

زیر موارد از ͬͺی فقط اگر تنها و اگر است، تمیز قویا A ∈ M٢(R) این�صورت در .٢ ∈ U(R) یا باشد،

باشد: برقرار

است. پذیر −Aمعͺوس I یا A (١)

.(trA)٢ − ۴detA = u٢ ،u ∈ U(R) برخͬ برای و det(A− I) ∈ J(R) ،detA ∈ J(R) (٢)

است. برقرار ،١.٢.۴ گزاره�ی به توجه با :” ⇐ ” برهان.

detA, det(A−I) ∈ J(R) فرضمͬ�کنیم قبل، گزاره�ی برهان مشابه .A ∈M٢(R) فرضکنیم :” ⇒ ”

.(trA)٢ − ۴detA = u٢ ،u ∈ U(R) برخͬ برای و

جواب ͷی x٠ صورت این در .x٠ =
trA+ u

٢ کنیم فرض و .٢ ∈ U(R) کنیم فرض اول: حالت

یعنͬ است، x٢ − (trA)x+ detA = ٠،A مشخصه�ی معادله�ی

(x٠)
٢ − (trA)x٠ + detA =

(trA+ u)٢

۴ − trA(
trA+ u

٢ ) + detA

=
(trA)٢ + u٢ + ٢trAu− ٢(trA)٢ − ٢trAu+ ۴detA

۴

=
−(trA)٢ + (trA)٢ − ۴detA+ ۴detA

۴ = ٠

است. تمیز قویا Aماتریس ،۵.١.۴ قضیه�ی به بنا لذا

چون باشد. دامنه R و J(R) = ٢R کنیم فرض دوم: حالت

(trA+ u)٢ = (trA)٢ + ٢(trA)u+ u٢

= (trA)٢ + ٢(trA)u+ (trA)٢ − ۴detA

= ٢(trA)٢ + ٢(trA)u− ۴detA ∈ J(R),



٧۶ موضعͬ حلقه روی تمیز قویا ماتریسͬ حلقه�های .۴

مͬ�دهیم نشان .trA+ u = ٢r کنیم فرض .trA+ u ∈ J(R) پس است، موضعͬ حلقه�ی ͷی R چون و

مͬ�دانیم است. x٢ − (trA)x+ detA = ٠ معادله�ی جواب r

۴(r٢ − (trA)r + detA) = (٢r − trA)٢ + ۴detA− (trA)٢ = u٢ − u٢ = ٠.

تمیز قویا A ماتریس ،۵.١.۴ قضیه�ی به توجه با لذا .r٢ − (trA)r + detA پس است، دامنه R چون

است.

اگر تنها و اگر است، تمیز قویا A ∈M٢(R) ماتریس این�صورت در .R = Z(p) کنیم فرض .٣.٢.۴ نتیجه

باشد: برقرار زیر موارد از ͬͺی

است. پذیر −Aمعͺوس I یا A (١)

.(trA)٢ − ۴detA = u٢ ،u ∈ U(R) برخͬ برای و det(A− I) ∈ J(R) ،detA ∈ J(R) (٢)

مͬ�شود. کامل نتیجه برهان قبل، قضیه�ی از پس است جابجایͬ موضعͬ حلقه�ی ͷی R چون برهان.

اگر تنها و اگر است، تمیز قویا A ∈M٢(R) ماتریس این�صورت در .R = Z(٢) کنیم فرض .۴.٢.۴ گزاره

باشد: برقرار زیر موارد از ͬͺی

است. پذیر −Aمعͺوس I یا A (١)

،(n,m) = ١ که طوری به w =
detA

(trA)٢ − ۴detA =
٢n
m

و det(A− I) ∈ J(R) ،detA ∈ J(R) (٢)

.٢n = s(s+ ١)− l(l + ١) ،s, l صحیح اعداد برخͬ برای و m = (٢l + ٢(١

به بنا .detA, det(A− I) ∈ J(Z(٢)) که A ∈M٢(Z(٢)) مͬ�کنیم فرض قبل، قضایای برهان مانند برهان.

بدون باشد. تمیز قویا

 ١ ١
detA

(trA)٢ − ۴deta ٠

ماتریس اگر تنها و اگر است، تمیز قویا A ،۵.١.۴ قضیه�ی

.(n,m) = ١ و mفرد ،w =
٢n
m

∈ J(R) که A =

(
١ ١
w ٠

)
فرضکنیم شود، کاسته گزاره کلیت از اینͺه



٧٧ M٢(Z(P )) حلقه�ی .٢.۴

چون است. تمیز قویا A مͬ�کنیم ثابت

(trA)٢ − ۴detA = ١+ ۴w = ١+
٨n
m

=
(٢l + ٢(١ + ۴s(s+ ١)− l(l + ١)

(٢l + ٢(١

=
۴l٢ + ۴l + ١+ ۴s٢ + ۴s− ۴l٢ − ۴l

(٢l + ٢(١ =
(٢s+ ٢(١
(٢l + ٢(١ = (

٢s+ ١
٢l + ١ )

٢ = u٢

است. تمیز قویا A ،٣.٢.۴ نتیجه�ی به توجه با پس .u ∈ U(Z(٢)) که

که (trA)٢ − ۴detA = u٢ = (
٢s+ ١
٢l + ١ )

٢ ،٣.٢.۴ نتیجه�ی به بنا آنͽاه باشد، تمیز قویا A اگر بعͺس،

دیͽر عبارت به .(٢s+ ١,٢l + ١) = ١

(trA)٢ − ۴detA = ١+ ۴w = ١+
٨n
m

=
m+ ٨n
m

=
(٢s+ ٢(١
(٢l + ٢(١ .

بنابراین .٨n = (٢s+ ٢(١ − (٢l + ٢(١ و m = (٢l + ٢(١ نتیجه در

٢n = ۴s٢ + ۴s+ ١− ۴l٢ − ۴l − ١ = s(s+ ١)− l(l + ١).

شود. مͬ کامل گزاره برهان لذا
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Semiperfect ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل نیم حلقه�ی

Strongly clean experssion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمیز قویا عبارت

Strongly clean ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمیز حلقه�ی

Triangular matrix ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثͬ. بالا ماتریس��های حلقه�ی

Trivial strongly clean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهͬ. تمیز قویا

Unique factorization domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺتا تجزیه دامنه
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Abstract
In this thesis, we show that if a ring R is a strongly clean ring, then so is every one-sided

ideal of R. Also we study rings that M2(R) is not strongly clean. We will give necessary and
sufficient conditions under which Mn(R) is strongly clean for every n ≥ 1. Furthermore, we
extend these results to triangular matrix ring. We determine when a 2×2 matrix ring over a
commutative local ring is strongly clean. Several equivalent criteria are given for such a matrix
to be strongly clean.
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